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Aufgabe 1
Es sei n gerade und w = (—4)"/?c,, - - - ¢,, das komplexe Clifford-Volumenelement. Nach Proposi-
tion 4.51 ist w selbstadjungiert mit w? = 1. Zeigen Sie:

(a) X, zerfillt in die direkte Summe der Eigenrdume % und ¥, zu den Eigenwerten +1.

(b) Elemente von C/¢¥(R", g) bilden % unter Clifford Multiplikation auf sich ab, Elemente von
Cto4(R™, g) vertauschen ¥ und X .

(c) Es gilt dim ¥} = dim ¥, =251,

Aufgabe 2

Wir betrachten den R* mit dem Standardskalarprodukt. Sei ©F wie in Aufgabe 1 und % : A?R* —
A2R* der Hodge Stern Operator aus Aufgabe 2 Serie 7 betrachtet als Endomorphismus auf A2R*.
Nach Teil a) von Aufgabe 2 Serie 7 folgt x* = id, d.h. A2R? zerfillt orthogonal in Eigenriume A%+
von * zu Eigenwerten +1.

(a) Bestimmen Sie orthogonale Basen von A%+ und A%~ indem Sie zuerst
* (7MW A 7@ = sign(o) - e7G) A 7@
zeigen fiir alle o € S(4).

(b) Sei g : A°R* — CU(R*, g) C C{(R*, g) der natiirliche Isomorphismus aus Proposition 4.36 und
¢:=coy:A*R* — End(X,) die entsprechende Komposition mit der Clifford Multiplikation
¢ : CUR*, g) — End(X4). Zeigen Sie, dass ¢ = & @ ¢ wobei ¢& : A>* — End(27).
Hinweis: Berechnen Sie ¢(n;)? fiir die Basiselemente aus Teil a) und diberlegen Sie, dass
ié(n) hermitesch ist fiir alle n € A>R*.

(c) Bezeichne EndO(Zf) die spurfreien Endomorphismen von Zf, dann sind:
& A ® C — Endo(2F)
Isomorphismen.

Aufgabe 3
Sei n = 2k + 1 ungerade und CA(R?**+1 g) = My (C) ® Myx (C), dann gilt

Ceo(R*1, g) = {(A, 4) | A € My (C)}

und
CE(RH, g) = {(4,—A) | A € My (C)}.
Aufgabe 4
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand OM und (V,¢", VY, ¢) ein Dirac Biindel
iiber M mit Dirac operator D : I'(V) — T'(V). Dann gilt fir 0,7 € T'(V) mit supp(c) C M
kompakt:
/ (Do, T) - dvol, = / (o, DT) dvol, —l—/ (cv(0),T) ~dvol§M
M ' M ' oM ’
wobei v das duere Einheitsnormalenfeld an OM bezeichnet.
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