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1. Zeigen Sie den Satz aus der Vorlesung:

{linksinvariante Metriken auf G} → {Skalarprodukte auf TeG},
〈−,−〉G 7→ 〈−,−〉G|TeG

ist eine Bijektion.

2. Sei G eine Liegruppe der Dimension n. Eine Form α ∈ ΩkG heißt linksin-
variant, falls L∗gα = α ∀g ∈ G. Zeigen Sie, dass

{α ∈ ΩkG|α linksinvariant} → ΛkTeG,α 7→ αe

ein Isomorphismus ist. Folgern Sie, dass es für eine orientierte, kompakte
Liegruppe G genau eine linksinvariante Volumenform ω ∈ ΩnG mit

∫
G
ω =

1 gibt.

3. Sei G eine kompakte, orientierte Liegruppe, f : G→ R stetig, ϕ ∈ Aut(G)
und h ∈ G. Dann gilt für das invariante Integral:∫

f(g)dg =

∫
f(hg)dg =

∫
f(gh)dg =

∫
f(g−1)dg =

∫
f(ϕ(g))dg.

4. Zeigen Sie: Jede biinvariante Metrik auf SO(3) und SU(2) besitzt konstant
positive Schnittkrümmung.

5. Man sagt, eine kurze exakte Sequenz von Gruppen 0→ A→ B → C → 0
spaltet, falls eine Abbildung B → A (oder C → B) existiert, so dass
A → B → A = idA (bzw. C → B → C = idC). Sei F ↪→ E → B
ein Faserbündel, so dass die Inklusion der Faser F ↪→ E nullhomotop,
d.h. homotop zu einer konstanten Abbildung ist. Zeigen Sie: Die lange
exakte Sequenz der Homotopiegruppen zerfällt in kurze exakte, spaltende
Sequenzen 0 → πn(E) → πn(B) → πn−1(F ) → 0. Folgern Sie hieraus,
dass πn(B) ∼= πn−1(F )⊕ πn(E) für alle n ≥ 2. Folgern Sie weiter, dass

πn(S4) ∼= πn−1(S3)⊕ πn(S7) und

πn(S8) ∼= πn−1(S7)⊕ πn(S15).

Zeigen Sie außerdem: Falls Sk ↪→ Sm → Sn ein Faserbündel ist, so gilt
k = n− 1 und m = 2n− 1.
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