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Einleitung

Liegruppen finden vielseitig Anwendung in der Mathematik und in der Physik,
zum Beispiel als Eichgruppen im Standardmodell. Homogene Riume sind Quo-
tienten von Liegruppen und liefern viele Beispiele von Mannigfaltigkeiten mit
nicht—trivialer Topologie und nicht-trivialer Geometrie. Symmetrische Rdume
sind Spezialfiille von homogenen Rdumen, wobei die Geometrie eines symmetri-
schen Raumes eindeutig durch Kenntnis der Kriimmung an einem Punkt festge-
legt ist. Ein geometrisch sehr anschauliches Beispiel eines homogenen Raumes
liefert S? als Teilmenge des R3. Die spezielle orthogonale Gruppe SO(3) wirkt
transitiv durch Drehen der Vektoren auf S2. Die Untergruppe, die den Nordpol
p = (0,0, 1) nicht bewegt, sind die Drehungen der Ebene, d.h. die Isotropiegrup-
pe des Punktes p ist

cosp —sinp 0
SO(2) = sing cosp O peR  CSO(3).
0 0 1

Bereits bekannte Methoden aus der linearen Algebra beweisen durch eine kleine
Rechnung, dass die Abbildung

®:S0(3)/SO(2) — S2, A-SO(2) > A p.

wohldefiniert und bijektiv ist. Im Verlauf der Vorlesung werden wir eine geeigne-
te Mannigfaltigkeitsstruktur auf Quotientenrdumen G/H einfiithren und zeigen,
dass die Abbildung ® ein Diffeomorphismus ist.



Kapitel 1

Liegruppen

1.1 Gruppenwirkungen

Sei G eine Gruppe und X eine Menge, dann ist eine Linkswirkung von G auf X
ein Homomorphismus

p:G—Bij(X)={f: X — X bijektiv}.

Linkswirkungen bezeichnet man hiiufig einfach als Gruppenwirkung. Aquivalent
dazu kann man eine Linkswirkung duch eine Abbildung

GxX—>X (g2)—~g-x

mit e-x =z und g-(h-z) = (gh) -z fiir alle g, h € G und = € X beschreiben. e €
G bezeichnet das neutrale Element in G. Wir benutzen beide Beschreibungen
und identifizieren p(g)(z) = ¢ - . Analog ist eine Rechtswirkung von G auf
X ein Antihomomorphismus p : G — Bij(X) bzw. eine Abbildung X x G —
X, (z,9)—~x-gmit z-e=zund (z-g)-h=uxz-(gh).

Bemerkung 1.1.1. Es gibt eine natiirliche Bijektion zwischen Links-und Rechts-
wirkungen.

Beispiel 1.1.2. (i) Die lineare Gruppenwirkung (Darstellung): Hier ist X
ein Vektorraum und GL(X) die Gruppe der linearen invertierbaren Ab-
bildungen X — X. Eine Linkswirkung p : G — GL(X) C Bij(X) heifit
Darstellung.

(ii) Die isometrische Gruppenwirkung: Sei (X, g) eine Riemannsche Mannig-
faltigkeit und Isom(X, g) die Isometriegruppe von (X,g), d.h. die Menge
der glatten Abbildungen f : X — X mit f*g = g. Dann wirkt Isom (X, g) C
Bij(X) auf X durch (f,x) — f(z).

Definition 1.1.3. Sei p : G — Bij(X) eine Linkswirkung, dann bezeichnet
G-z = {g-z|g € G} die Bahn bzw. den Orbit von z. X/G := {G x|z € X} heifit



der Orbitraum. Die Standgruppe oder Isotropiegruppe von z € X ist definiert
durch G, := {g € G|g -z = z}. Die Wirkung p : G — Bij(X) heifit effektiv, falls
ker p = {e}. Weiterhin heifit p transitiv, wenn eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

e Fiir alle z,y € X gibt es ein g € G mit p(g)(z) =g -z =1y.

e G-z =X firein z € X.

e X /G besitzt genau ein Element.

1.2 Liegruppen

Definition 1.2.1. Eine Liegruppe G ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
mit einer Gruppenstruktur, so dass die Abbildungen

mult: G X G — G, (g,h)—g-h und inv:G—G, g—gt

differenzierbar sind.

Beispiel 1.2.2. Die Differenzierbarkeit von mult und inv fir die folgenden
Beispiele ist offensichtlich (einfache Analysis II Argumente):

a) R™, C™ und H" sind abelsche Liegruppen bzgl. der Addition. Hier bezeich-
net H die quaternionischen Zahlen, d.h. H ist die R—Algebra, die gegeben
ist durch

H:= {a + bi + ¢j + dkl|a,b,c,d € R}
und i = j?2 = k? = —1 sowie ij = k. H ist ein Schiefkorper, d.h. H
erfillt bis auf die Kommutativitdt der Multiplikation alle Figenschaften
eines Korpers. Fiir ¢ = a+bi+cj+dk € H bezeichnet ¢ := a—bi—cj—dk
das zu q konjugierte Element, und

¢ 7=7-q=lq> =a* + 0" +* +d’
definiert eine Norm auf H. Hieraus folgt eine Formel fir das multiplikative
Inverse von q # 0: ¢~ = q/|q|?.

b) R* =R\ {0} und C* := C\ {0} sind abelsche Liegruppen bzgl. der Mul-
tiplikation. H* := H \ {0} ist eine nicht kommutative Liegruppe bzgl. der
Multiplikation.

¢) St = {z € C| |2]? = 1} ist eine abelsche Liegruppe bzgl. komplezer Mul-
tiplikation. Analog kann man S' auch als Quotient R/7Z definieren, dann
liefert die Addition auf R wieder eine abelsche Gruppenstruktur auf R/7Z.

d) Seien G, H Liegruppen, dann ist auch Gx H mit (g,h)-(¢', k") :== (g4’, hh')
eine Liegruppe. Insbesondere ist
T =81 x ... x 8!
—_——
n—mal

eine abelsche Liegruppe.



e) Sei K € {R,C,H}, dann ist
GL(n,K) := {A € Mat(n,K)| A invertierbar}
eine Liegruppe bzgl. der Matrixmultiplikation.

Fiir ein Element g € G der Liegruppe G definieren wir die

e Linkstranslation: Ly : G — G, h — g - h.

e Rechtstranslation: R, : G — G, h— h - g.

e Konjugation: Int, : G = G, h—g-h-g~ %
Die folgenden Relationen gelten offensichtlich:
LyoRy = RpoLyg, Inty = LyoR,-1, LyoLy, = Ly, RgoRp = Rpg.

Ly und R, sind Diffeomorphismen von G, also ist auch Int, ein Diffeomorphis-
mus mit (Inty)™' = Ry 0 L,~1. Da Int, : G — G weiterhin ein Gruppenhomo-
morphismus ist, ist Int, ein Automorphismus der Liegruppe G. Insbesondere
erhalten wir einen Homomorphismus Int : G — Aut(G), g — Int,.

Satz 1.2.3. Das Tangentialbiindel einer Liegruppe ist trivial: TG = G x T.G.
Beweis. Sei m: TG — G die Projektion und
QTG — GXxT.G, v (m(v),dLr)-1(v)).
Da (dLy(y)-1)n : ThG — Tr(y)-1,G invertierbar ist fiir alle h € G, gilt
oG xT.G— TG, (g,w)+ (dL,).(w) € T,G,
d.h. @ ist ein Biindelisomorphismus. O

Definition 1.2.4. Ein Vektorfeld X € X(G) = T'(TG) auf G heifit linksinvari-
ant, falls
(dLg)(X) = (Lg)+(X) =X  Vge&
— (dLg)n(Xn) = (Lg)«(Xn) = Xgn Vg,h € G.
Analog bezeichnet man X als rechtsinvariant, wenn (R,).(X) = X fiir alle

g € G. Wir bezeichnen mit g die Menge der linksinvarianten Vektorfelder auf
G, dann ist g offensichtlich ein R-linearer Unterraum von X(G).

Satz 1.2.5. Die Abbildung g — T.G, X — X. = X(e) ist ein R-linearer
Isomorphismus, insbesondere gilt dimg g = dimpg G.

Beweis. Die Abbildung ist offensichtlich R-linear und injektiv, denn X, = 0
liefert X, = (dLg)e(Xe) = 0 fiir alle g € G (X ist linksinvariant), d.h. X = 0.
Sei v € T.G und XV € X(G) definiert durch X := (dLy).(v) € T,G, dann gilt
X! =wv und X" ist linksinvariant:

(dLh)g(X;) = (dLh)g(dLg)e(U) = (d(Lth))e(U) = (dth)e(U) = X;L}g'
Damit folgt die Surjektivitat. O



1.3 Liealgebren und 1-Parametergruppen

Definition 1.3.1. Eine Liealgebra p is ein IK—Vektorraum mit einer Lieklammer
[ ]ipxp =y,
so dass die folgenden Bedingungen gelten:
(1) [, ] ist bilinear.
(2) [v,w] = —[w,v] fiir alle v,w € p.
(3) Jacobi-Identitiit:

['U’ [w7 Z]] + [’LU, [271}“ + [z> [U7 w]] =0.

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, dann ist der Vektorraum der
Vektorfelder X(M) = T'(TM) auf M zusammen mit der Lieklammer [, ] eine
Liealgebra:

(X, Y](f) = X(Yf) - YV(X(f), X, YeX(M), f:M—>TR glatt.

Seien jetzt X,Y linksinvariante Vektorfelder einer Liegruppe G, dann gilt fiir
g,h € G:

(dLg)n[X,Y]n(f) = [X,Y]n(f o Lg) = Xn(Y(f 0 Lg)) — Ya(X(f o Ly))
= Xp(dLg(Y)f) = Ya(dLy(X)f) = Xn(Y f) = Ya(X[)
= (XnY = YR X)(f) = [X,Y]n(f).

Also ist [X,Y] ein linksinvariantes Vektorfeld auf G fiir alle X,Y € g.

Definition 1.3.2. Sei G eine Liegruppe, dann bezeichnet g zusammen mit
der Lieklammer von Vektorfeldern die Liealgebra von G. Der Isomorphismus
g — T.G, X — X, liefert damit auch eine kanonische Liealgebrastruktur auf
T.G.

Wie sieht die Lieklammer zur Liegruppe GL(n,K) aus? Da GL(n,K) eine
offene Teilmenge in Mat(n,K) ist, kennen wir bereits den Tangentialraum in e
bzw. den Vektorraum g.

Definition 1.3.3. Eine 1-Parametergruppe auf G ist ein differenzierbarer Grup-
penhomomorphismus v : (R,+) — G, d.h. v(t + s) = v(t)y(s) und y(-t) =
vt~

Beispiel 1.3.4. (R,+) — (R*,-), t = ¢’ und (R,+) — S%, t — €t sind
1-Parametergruppen.

Lemma 1.3.5 (Ubungsaufgabe). Die mazimalen Integralkurven v von X € g
mit v(0) = e sind 1-Parametergruppen.



Satz 1.3.6. Die Abbildung
{1 — Parametergruppen auf G} — T.G, v+ ~'(0) = (dv)o(1)
ist bijektiv.

Beweis. Sei v € T.G und X" € g gegeben durch X := (dLgy).(v), dann gilt
XV € g. Sei v : R — G maximale Integralkurve von XV mit v(0) = e, dann ist
v eine 1-Parametergruppe nach Lemma 1.3.5. Dies zeigt die Surjektivitédt der
Abbildung. Seien nun v und ¢ 1-Parametergruppen mit 7/(0) = ¢’(0), dann
folgt v = o aus dem Existenz—Eindeutigkeitssatz gewohnlicher Differentialglei-
chungen. O

Fiir X € g bezeichne ¥ : R — G die 1-Parametergruppe von X, d.h. v
ist die maximale Integralkurve von X mit 4X(0) = e und (y¥)’(0) = X,. Dann
gilt y5X(t) = X (st) fiir alle s,¢ € R, denn fiir h(t) := yX(st) folgt h'(t) =
s(y%)(st) und damit h'(0) = sX,, d.h. die Eindeutigkeit von Integralkurven
liefert die Behauptung.

Definition 1.3.7. Die Ezxponentialabbildung exp : g — G ist gegeben durch
exp(X) =7 (1).

Aus den obigen Betrachtungen und der Tatsache, dass vX ein Homomor-
phismus ist, erhalten wir:

¥ (s) =" (1) = exp(sX)
exp(—tX) =¥ (=) =¥ ()" = exp(tX) !
expl(s + %) = 7 (s + £) = 7 (5)7 (1) = exp(sX) exp(tX).

Satz 1.3.8. exp ist ein lokaler Diffeomorphismus um 0 € g, d.h. es gibt offene
Umgebungen U C g, V. C G von 0 € g bzw. € € G, so dass expy : U =V ein
Diffeomorphismus ist.

Beweis. dexpg : Tog = g — T.G = g wird durch

(dep)(X) = 5| ewX) = £| 5= (")) =X

gegeben, d.h. dexp, : g — g ist die Identitdt und damit invertierbar. Aus dem
Umkehrsatz folgt damit die Behauptung. O

Beispiel 1.3.9. Sei G = GL(n,K) mit K € {R, C,H} und definiere
A _ : 0 _
et = ZF mit A° =1Id
k=0

fir A € Mat(n,K). Wahlt man eine Algebrennorm ||.|| auf Mat(n,K), so folgt
aus ||e?|| < elAl die absolute Konvergenz der Reihe, d.h. e? ist wohl definiert.



Weiter liefert e - e=4 = 1d die Invertierbarkeit: e* € GL(n,IK). Betrachtet
man jetzt den kanonischen Isomorphismus g = Mat(n,K), so gilt

exp : g = Mat(n, K) — GL(n,K), A+ e?,
was die Bezeichnung Erponentialabbildung rechifertigt.

Beweis. ¢(t) := et ist die 1-Parametergruppe von A, da ¢(0) = Id € GL(n, K)
und

Pt +5) = T4 = et e = ()¢ (s)

d
/ tA
= — =A
¢'(0) dt t:Oe

(hier benutzen wie das Additionstheorem eA+8 = e4 . ¢B falls AB = BA).

Damit erhalten wir exp(A) = ¢(1) = e?. O

Lemma 1.3.10. Fir X,Y € g gilt

[X7Y]e = i

=2 J(dme ), (V)]

t=0

Beweis. Sei U : I x G — G der Flufl von X, d.h. ¥(0,g9) = g und ¥'(¢,g) =
Xy(t,g) fiir alle t € R und g € G. Die Lieklammer von Vektorfelder stimmt mit
der Lieableitung iiberein:

d

X,Y|=LxY =—
[X.Y] X dt lt=0

Vo(=t, ) Yu,.))-
Der Fluf3 eines linksinvarianten Vektorfeldes X ist offensichtlich gegeben durch
(Ubungaufgabe):

\Il(tag) =g eXp(tX)v d.h. \I/(tv ) = Rexp(tX)-

Damit erhalten wir aus der Linksinvarianz von Y:

d
[X, Y]g = % i—o [(Rexp(—tX))*(Yy'eXP(tX)):I

_d
T dtli=o
7d
T dtli=o

d

=2l [(Lg o Intcxp(tx))*(}/;)]

= (Lg)* % ‘t:O [(Intexp(tX))* (Ye)]

[(RGXP(*tX”* (Lg o Lexp(tX))* (Ye)]

[(Resxp(—tx)LgLexp(ex))« (Ye)]

Fiir g = e folgt die Behauptung. O



Korollar 1.3.11. Sei G = GL(n,K) dann ist die Liealgebrastruktur auf g =
T.G = Mat(n,K) gegeben durch:

X, Y]=X-Y-Y X,
wober X 'Y die Matrixmultiplikation meint.

Beweis. Es gilt

(dlnteA)Id (B) = lim Int,a(Id + sB) — Inta (Id)

s—0 S

= Int,a(B) = e*Be™4,

d.h. das obige Lemma zeigt

d d
A Bly=—| (dIntya)y, (B)=— t4Be~*) = AB — BA.
[A, Blg dt t:O( nteia)pq (B) di t:O(e e )
O
Definition 1.3.12. 1) Ein Liegruppenhomomorphismus ist ein differenzier-

barer Gruppenhomomorphismus G — H von Liegruppen G und H.

2) Seien g und b Liealgebren, dann heifit eine lineare Abbildung ¢ : g — b
ein Liealgebrenhomomorphismus, wenn

([0, wlg) = [p(v), p(w)ly
fur alle v, w € g gilt.

Satz 1.3.13. Sei )y : G — H ein Liegruppenhomomorphismus, dann ist
(d)e : T.G=g—T,H=H
ein Liealgebrenhomomorphismus mit ¢ (exp X) = exp(di(X.)).

Beweis. Man beachte, dass fiir ein Vektorfeld X auf G, dy)(X) im Allgemeinen
kein Vektorfeld auf H definiert. Deshalb fiihren wir den Begriff der )—Verwandt-
schaft ein. Ein Vektorfeld Y € X(H) heifit ¢—verwandt zu X € X(G), wenn

Yy = dipg(Xg) = 1hu(Xy)
gilt. Fiir Y ¢p—verwandt zu X und f: H — R glatt gilt
(Yf)w(g) = df(Y)w(g) = df (di(Xy)) = d(f o 1h)4(Xy) = X(f 01)g,

d.h. die Gleichung (Y f) o ¢ = X(f o) ist dquivalent zur )—Verwandtschaft
von Y und X. Sei weiter Y ¢-verwandt zu X, dann erhalten wir die -
Verwandtschaft von [V, Y] und [X, X]:

Y. YI(f) oo =YY flo =Y (YVf)oh=X(Yfor)—X(Y[for))
= X(X(fo1)) = X(X(fov)) = [X, X](f o).



Seien jetzt X, := dLg(X.) und Yy, := dLj(Y.) die linksinvarianten Vektorfelder
von X, € T,G und Y, = (d¢)).(X.) € T.H, dann ist Y ) verwandt zu X:

dp(Xy) = dip(dLy(Xe)) = d(¢ o Lg)(Xe)
= d(Ly(g) 0 ¥)(Xe) = dLy(g)(Ye) = Yy(q)
(¢ ist ein Gruppenhomomorphismus: ¢ o Ly = Ly, ©9). Seien jetzt X, X die

linksinvarianten Vektorfelder zu X_e,Xe € T.G und Y, Y die linksinvarianten
Vektorfelder zu di(X,) sowie di)(X,), dann folgt aus den obigen Rechnungen

[d'l/)e(Xe)v dwe(Xe)]TcH = [Y; Y}e = dwe([X; X]e) = dwe([Xeaxe]TcG)~

Sei X die 1-Parametergruppe von X € g und Y € b das zu X t-verwandte
Vektorfeld (d.h. Y ist bestimmt durch Y, = di(X,)), dann folgt ¢ o yX = 4V

wegen (¢ oyX)" = (v¥) und ¥ (v*(0)) = 4" (0) = e, d.h.
P(exp X) = (¥ (1)) =" (1) = exp(Y) = exp(dip(X.)).
O

Wir betrachten jetzt den Liegruppendiffeomorphismus Int, : G — G, h —
ghg~!. Die Ableitung von Int, in e € G ist also ein Isomorphismus von Lieal-
gebren:

(dIntg)e : T.G =g — T.G = g.

Dies liefert die Adjungierte Darstellung einer Liegruppe auf ihrer Liealgebra:
Ad: G — Aut(g), g — (dInty)..

Eine kleine Rechnung zeigt, dass dies in der Tat eine Darstellung ist. Betrachtet
man jetzt die Ableitung von Ad an der Stelle e € G und identifiziert T.G mit g
sowie T, Aut(g) mit End(g) wie {iblich, so erhélt man die adjungierte Darstellung
der Liealgebra auf sich:

ad : g — End(g), X — adx = (dAd).(X).
Satz 1.3.14. adxY = [X,Y].
Beweis.

d
adxY = 2| dlite x(¥) = [X,Y]

(vgl. Lemma 1.3.10). O

1.4 Untergruppen und Unteralgebren
Definition 1.4.1. Ein Unterraum § C p einer Liealgebra p heifit Lieunter-

algebra, falls [h,h] C b. Eine Untergruppe H C G einer Liegruppe G heifit
Lieuntergruppe, wenn H eine (regulire) Untermannigfaltigkeit von G ist.

10



Bemerkung 1.4.2. In der Literatur wird der Begriff der Lieuntergruppe hiufig
anders definiert. Eine Lieuntergruppe H von G ist dann oft nur ein injektiver
Homomorphismus H — G von Liegruppen (vgl. [1, 3]). Wir verlangen aber
zusétzlich, dass H — G eine Einbettung ist. Man beachte dabei, dass in der Li-
teratur auch der Begriff der Untermannigfaltigkeit nicht eindeutig ist, in vielen
Fachbiichern sind Untermannigfaltigkeiten durch injektive Immersionen gege-
ben, d.h. in diesen Féllen wird die Topologie des umgebenden Raumes nicht
vererbt. Unsere Definition hat den Vorteil, dass H C G die Gruppeneigenschaft
und die Mannigfaltigkeitsstruktur von G erbt, und sich damit viele der Aussa-
gen iiber homogene Rdume vereinfachen. Der Nachteil ist, dass Lieunteralgebren
h C g existieren, fiir die es keine Lieuntergruppe H C G gibt. Insbesondere sind
in unserem Fall, 1-Parametergruppen im Allgemeinen keine Lieuntergruppen.

Satz 1.4.3. Sei H C G eine Lieuntergruppe, dann ist T.H C T.G eine Lieun-
teralgebra.

Beweis. Betrachte die Einbettung ¢ : H — G, dann ist (di). : T.H — T.G die
Einbettung des Unterraumes T, H C T.G, und nach Satz 1.3.13 ein Liealgebren-
homomorphismus. O

Bemerkung 1.4.4. Die Umkehrung dieser Aussage ist mit unserer Definition
einer Lieuntergruppe im Allgemeinen falsch, d.h. zu einer Lieunteralgebra b C g
gibt es im Allgemeinen keine Lieuntergruppe H C G mit Liealgebra h. Zum
Beispiel besitzt die Liegruppe G = S* x S die abelsche Liealgebra g =R ® R
mit [g,g] = 0. Sei y(t) := (e2™ €2™) mit r € R, dann gilt v/ (0) = (277, 27).
~ ist eine 1-Parametergruppe und Im(y) C G ist dicht in G fiir r € R\ Q.
b := spang {(r, 1)} ist eine 1-dimensionale Unteralgebra von g. Sei also H C G
eine Lieuntergruppe mit Liealgebra b, dann gilt Im(y) C H. Da Im(y) dicht in
G ist, folgt H = G. Dies liefert einen Widerspruch: dim H = dim H = 2 aber
dimbh = 1. Im Fall » € Q ist Im() eine 1-dimensionale Lieuntergruppe von G
mit Liealgebra b.

Man kann aber folgendes zeigen: Ist h C g eine Unteralgebra, dann trégt
H = exp(h) eine Struktur als Liegruppe, so dass die Inklusionsabbildung i :
H — G eine injektive Immersion ist. Das Bild i(H) C G muss aber keine
Untermannigfaltigkeit von G sein.

Theorem 1.4.5. Sei G eine Liegruppe und H C G eine algebraische Unter-
gruppe von G. Dann ist H genau dann eine Lieuntergruppe, wenn H in G
(topologisch) abgeschlossen ist.

Korollar 1.4.6. Sei H C G eine Untergruppe der Liegruppe G, dann ist H
eine Lieuntergruppe von G.

Beweis. Da die Multiplikation stetig ist, ist H eine Untergruppe von G, d.h. das
Korollar ist eine einfache Folgerung des Theorems. Den Beweis des Theorems
fithren wir wie in [3, Theorem 3.11 Chp. IJ.

Sei jetzt H C G eine Lieuntergruppe, dann ist H Untermannigfaltigkeit und
es gibt eine offene Umgebung U C G von e € G mit H NU C U abgeschlossen.
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Sei h € H beliebig, dann gibt es eine Folge H > h; = h € H und damit
h;lh — e. Insbesondere gibt es ein j mit h;lh e U, d.h.

h;lheFmU:HmU

zeigt h € H. Damit erhalten wir H = H.

Sei umgekehrt H eine abgeschlossene Untergruppe von G. Zu zeigen: Es gibt
eine offene Umgebung U von e € G, so dass UNH eine Untermannigfaltigkeit von
U ist. Wahle Umgebungen 0 € V C gund e € U C G derart, dass expyy 1 V —
U ein Diffeomorphismus ist. Wir bezeichnen mit log : U — V die zugehorige
Umkehrabbildung. Wihle ein Euklidisches Skalarprodukt auf g und setze V' :=
log(U N H) C V, dann erhalten wir die Behauptung aus den folgenden Fakten:

(i) Sei V' 3 h, =3 0 mit D :I — X € g, dann gilt exp(tX) € H fiir alle
teR.

(i) W = {sX| X = lim 2 w2 € V', s € R} C g ist ein Unterraum.

(iii) exp(W) ist eine Umgebung der Eins in H.

TL*}OO

tX und |hy| — 0 gibt es m,, € Z mit my,|h,| — ¢,

’I’IHOO
ha,

Zu (i): Wegen
d.h.

Ih\

H > exp(hp)™™ = exp(my, - hy) = exp <mn|h | - |Z > "3 exp(tX),
und da H abgeschlossen ist, folgt exp(tX) € H.

Zu (ii): Dazu bendtigen wir, dass das Differential von mult : G x G — G
and der Stelle (e,e) durch T.G & T.G — T.G, (X,Y) — X +Y gegeben ist.
Seien X, Y € W und h(t) = log(exp(tX) - exp(tY)), dann ist der Grenzwert von
h(t)/t fur t — 0 gegeben durch X + Y, d.h. es gilt

—

h(t)  h(t) t s X4V
IO X +V]

und damit folgt (ii).
Zu (iii): Sei W+ das orthogonale Komplement von W bzgl. des gewiihlten
Skalarproduktes auf g und betrachte die Abbildung

B:WaWt -G, (X,Y)— exp(X)-exp(Y).

Offensichtlich gilt dfo,o) : WoeWwt g, (X,Y)— X+Y, dh. 3 is lokal inver-
tierbar im Punkt (0,0). Annahme (iii) ist falsch. Whle eine Folge (X,,Y,) €

W @ W mit exp(X,) - exp(Y,) € H, Y, # 0 und (X,,,Y,) =5 0. Da W+ ein
Unterraum ist, konvergiert eine Teilfolge von Y,,/|Y,,| gegen Y € W\ {0} mit
|Y| = 1. Da weiterhin exp(X,,) € H und exp(X,,) - exp(Y;,) € H fiir alle n, ist
auch exp(Y,) € H, dh. 0 # Y € W was einen Widerspruch zu 0 # Y € W+
liefert. O
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1.5 Beispiele von Matrixliegruppen mit Liealge-
bren

Sei K € {R,C,H}, dann ist G = GL(n,K) eine Liegruppe bzgl. Matrixmul-

tiplikation mit Liealgebra g = Mat(n,K). Die Lieklammer auf Mat(n,K) ist

durch
[A,B]=A-B—B-A, A, B € Mat(n, K).

gegeben. Die folgenden Beispiele sind Lieuntergruppen von GL(n,K), insbe-
sondere erben die entsprechenden Lieunteralgebren die Liealgebrastruktur von
Mat(n, K).

(i) Sei K =R oder K = C, dann ist die spezielle lineare Gruppe
SL(n,K) = {A € Mat(n,K)| det A =1}

eine Lieuntergruppe von GL(n,K). Da det : Mat(n,IK) — K eine ste-
tige Abbildung ist, ist das Urbild von 1 eine abgeschlossene Teilmenge
von GL(n,K). Da weiterhin det : GL(n,K) — K* differenzierbar ist mit
Differential

(ddet)1q : Mat(n,K) —» K, A tr(A),

erhalten wir die Liealgebra von SL(n,K):

sl(n, K) = {A € Mat(n, K)| tr(A) = 0} = ker(d det)1q.

(ii) Die orthogonale und spezielle orthogonale Gruppe

O(n) = {A € Mat(n,R)| A*A = 1d}
SO(n) ={A € O(n)| det A=1}.
sind Lieuntergruppen von GL(n,R), da die Matrixmultiplikation und det
stetig sind. Die Abbildung f : Mat(n,R) — Sym(n,R), A — A'A ist

differenzierbar und O(n) = f~1(Id), d.h. die Liealgebra von O(n) und
SO(n) ist durch ker(dfiq) gegeben:

d
dfia(B) = = SZO(Idt +sB")(Id + sB) = B' + B

Damit erhalten wir die Liealgebren
so(n) = o(n) = {B € Mat(n,R)| B+ B" = 0}

und dim O(n) = dim SO(n) = n(n271).

(iii) Die unitire Gruppe

U(n) := {A € Mat(n,C)| A*A =1d}

13



ist Lieuntergruppe von GL(n, C). Analog zu (ii) erhdlt man die zugehérige
Liealgebra

u(n) = {B € Mat(n, C)| B* + B =0}
und damit dimg U(n) = n?. Die spezielle unitire Gruppe SU(n) = U(n) N
SL(n, C) ist Lieuntergruppe von U(n) C GL(n,C) und SL(n, C). Die Lie-
algebra wird durch

su(n) =u(n) Nsl(n) = {B € Mat(n,C)| B* + B =0,tr(B) =0}
bestimmt, insbesondere gilt dimg SU(n) = n? — 1.
(iv) Die symplektische Gruppe
Sp(n) = {A € Mat(n,H)| AA* =1d, A*A =1d} C GL(n,H)

ist abgeschlossen in GL(n, H). Wie im Komplexen Fall bezeichnet % Trans-
ponieren der Matrix und Konjugieren der Matrixeintrige. Betrachtet man
die Abbildung f : Mat(n,H) — Sym(n,H), A — AA* + A*A, dann
ist Sp(n) = f71(2Id) und die Liealgebra von Sp(n) ist durch ker(dfiq)
bestimmt. Damit erhalten wir

sp(n) = {B € Mat(n,H)| B*+ B =0}

und dimg Sp(n) = 4% +3n =n(2n+ 1). In der Literatur wird zum
Teil die komplexe symplektische Gruppe auch mit dem Symbol Sp(n) be-
zeichnet. Wir benutzen aber die Schreibweise

Sp(n,C) = {A € GL(2n,C)| A'"JA = J}
wobeil J 1= (10d *gd

ist auch n(2n + 1) aber Sp(n,C) ist im Gegensatz zu Sp(n) eine nicht
kompakte Liegruppe.

) € GL(2n, C). Die reelle Dimension dieser Liegruppe

Bemerkung 1.5.1. a) O(n), SO(n), U(n), SU(n) und Sp(n) sind kompakte
Liegruppen.

b) SL(n + 1,K) und Sp(n, C) sind nicht kompakt fiir n > 1.
¢) GL(n,C), GL(n,H), SL(n, C), SL(n,R), SO(n), U(n), SU(n), Sp(n) und

Sp(n, €) sind zusammenhéngend.
d) GL(n,R) und O(n) besitzen 2 Zusammenhangskomponenten.

Ubung 1.5.2. O(2n + 1) und Zy x SO(2n + 1) sind isomorph als Liegruppen.
O(2n) ist diffeomorph zu Zs x SO(2n) als Mannigfaltigkeit, es gibt aber keinen
Liegruppenisomorphismus. Weiterhin gilt U(n) ~ U(1) x SU(n) als Mannigfal-
tigkeit.

Ubung 1.5.3. Es gilt S3 = Sp(1) = SU(2).
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Kapitel 2

Homogene Riume

2.1 Quotientenrdume

Theorem 2.1.1. Sei G eine Liegruppe und H C G eine Lieuntergruppe. Dann
trigt der Orbitraum G /H eine eindeutige Struktur als Mannigfaltigkeit beziiglich
der m: G — G/H eine (surjektive) Submersion ist, d.h. dny : T,G — T,uG/H
ist surjektiv fir alle g € G. Insbesondere gilt dim G/H = dim G — dim H, und
H — G — G/H ist ein differenzierbares Faserbiindel.

Beweis. (1) Wir definieren auf G/H die Quotiententopologie, d.h. U C G/H
ist genau dann offen, wenn 7= 1(U) C G offen ist. Zu zeigen: diese Topologie
ist Hausdorff. Sei H # yH in G/H, dann gilt * ¢ yH und es gibt eine offene
Umgebung e € U C G mit Uz NyH = () (hier benutzen wir, dass H bzw. yH
abgeschlossen in G sind). Die Multiplikation mult : G x G — G ist stetig,
d.h. es gibt offene Umgebungen A, B C G der Eins mit A x B C mult™*(U).
Setze V := AN B, dann ist ) # V C G offen mit V2 = {z -y € Glz,y €
V} C U und VZ2x NyH = (. Damit erhalten wir Vo N V~lyH = ) sowie
VeHNV=lyH =0, d.h. 7(VaH) N7(V~lyH) = . Dies liefert die Hausdorff
Eigenschaft, denn m(VxH) ist offene Umgebung von zH € G/H und n(V "'y H)
ist offene Umgebung von yH in G/H.

(2) Wéhle jetzt ein Euklidisches Skalarprodukt auf g und sei V' C g das
orthogonale Komplement zur Lieunteralgebra ) C g. Sei V; = {X € V| |V]| < €}
und D, := exp(V.) C G. Behauptung: Fiir hinreichend kleines € > 0 ist

w:Dex H—G, (g,h)—g-h
eine offene Einbettung. Da duce) : TeDe x T.H — TG, (X,Y) = X +Y

invertierbar ist, gibt es fiir hinreichned kleines ¢ > 0 eine offene Umgebung
ecU. C H,sodass p: D x Us — D, - U ein Diffeomorphismus ist. Wegen
WD xUn = Bropp xu. © Ry

fiir alle h € H folgt damit: pu: D, x H — G ist lokaler Diffeomorphismus. Noch
zu zeigen: p ist injektiv fiir € hinreichend klein. Wéhle eine offene Umgebung
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e€ Z. C Gmit Z.NH C U, dann gibt es offene Umgebung Z. der Eins in G
mit Z-' - Z, C Z. (wie in Teil (1), G x G — G mit (g,h) — g~ 'h ist stetig,
also existiert Ze). Wihle € < e derart, dass Do C Z.. Seien dy,ds € Do und
hl, h2 € H mit dlhl = dghg, dann gllt

h:=di'dy=hhy' € HNZ C U,

Jetzt benutzen wir, dass p : D x U, — D, - U, ein Diffeomorphismus ist:
w(dy, h) = p(ds,e) liefert h = hlhgl = e und d; = dy. Mit dem € wird p :
Do x H — G eine offene Einbettung.

(3) Wir betrachten jetzt die offenen Mengen U, = (¢D.)H C G, dann liefert
(Uy/H)gec eine offene Uberdeckung von G/H. Die Karten o, : U,/H — D,
sind gegeben durch

¢7':D.=D.xeCD.x H D.H =% gD.H = U, = U, /H.
Sei Uy = gD H, dann ist der Kartenwechsel
pgo0, " pg(Us/HNUy/H) = ¢5(Uz/HNUy/H), d— 7 'gd

differenzierbar [zur Beschreibung der Karten identifizieren wir D, mit V. C R™
durch den Diffeomorhismus exp].

(4) 7 ist offensichtlich surjektiv. Weiterhin ist mwo Ly 0 g : Uy/H — Uy/H
die Identitit, d.h. (dm),d(Ly o pg)gn = Id7,,g/m zeigt die Surjektivitit von
(dm)g. Fiir eine Submersion 7 : M — N liefert jede Karte auf N eine Karte auf
M, d.h. eine differenzierbare Struktur auf M legt die differenzierbare Struktur
auf N eindeutig fest.

(5) Die Karten des Faserbiindels G — G/H erhalten wir durch die Diffeo-
morphismen:

pgxid

Wyl Uy /H x HS Dox H 25 D, - H 2% gD, H = U,

Die zugehérigen Kartenwechsel sind differenzierbar, d.h. H — G — G/H ist
ein differenzierbares Faserbiindel. O

Definition 2.1.2. Sei G eine Liegruppe und M eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit. Eine Liegruppenwirkung von G auf M ist eine differenzierbare Grup-
penwirkung G x M — M, (g,p) — ¢ - p, insbesondere definiert eine Liegrup-
penwirkung einen Homomorphismus G — Diffeo(M). M heifit G-homogener
Raum, wenn es eine transitive Liegruppenwirkung G x M — M gibt, d.h. fiir
alle z,y € M gibt es ein g € G mit gz = y.

Bemerkung 2.1.3. a) Sei H C G eine Lieuntergruppe, dann ist G/H ein
G-homogener Raum bzgl. der Liegruppenwirkung G x G/H — G/H,

(9's9H) — (g'9)H.

b) Sei H C G eine normale Lieuntergruppe, dann ist G/H eine Liegruppe
und G — G/H ist ein Homomorphismus von Liegruppen.
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¢) Sei p : G — Diffeo(M) eine Liegruppenwirkung, dann ist ker p eine nor-
male Lieuntergruppe von G. Der Quotient G/ ker p ist eine Liegruppe, die
differenzierbar und effektiv auf M wirkt. Ohne Einschréinkung reicht es
damit aus, effektive Liegruppenwirkungen zu betrachten.

Theorem 2.1.4. Sei M ein G-homogener Raum, p € M beliebig und H =
Gp = {9 € G| gp = p} die Isotropiegruppe von p. Dann ist die Abbildung

f:G/H—-M, gH—g-p

ein wohldefinierter Diffeomorphismus und G-vertraglich: f(g-gH) = gf(gH)
fiir alle g € G und gH € G/H.

Beweis. f ist wohldefiniert, denn fiir gH = ¢’ H gilt g = ¢'h fiir ein h € H und
damit gp = (¢’h)p = ¢'(hp) = ¢'p. [ ist injektiv: Dazu sei f(gH) = f(¢'H),
dann folgt gp = ¢'p, d.h. g~tg’ € H liefert ¢'H = gH in G/H. f ist surjektiv:
Sei x € M, dann existiert ein ¢ € G mit x = gp (transitive Wirkung), also
x = f(gH). f ist G—vertréiglich, denn

G- flgH) = g(gp) = (99)p = f((g9)H) = f(g- gH).

Noch zu zeigen: f und f~! sind differenzierbar. Dazu betrachten wir die diffe-
renzierbaren Abbildung o: G - M, g— g-pund 7 : G — G/H, g — gH. Es
gilt fom = «, und da 7 eine Submersion ist, erhalten wir die Differenzierbarkeit
von f: dfr(g) odmy = day fiir alle g € G liefert eine eindeutige lineare Abbildung
dfx(g) : TynG/H — Ty, M. Analog folgt aus ™ = f~! o« die Differenzierbarkeit
von f~!, wenn « eine Submersion ist. a ist surjektiv und nach Sard’s Theorem
ist die Menge der regulidren Werte von « in M offen und dicht. Somit gibt es
einen reguldren Wert x = gp € M und doy, : TpG — Ty, M ist surjektiv fiir alle
h € a~1(x) = gH. Die Linksmultiplikation Lf]” : M — M, y — gy ist aber ein
Diffeomorphismus mit dLéV[ odayp = dagp, : TgnG — TynpM, und da G transitiv
auf sich selbst wirkt, folgt die Surjektivitat von day : T,G — T,,M fiir alle
g€aqG. O

Bemerkung 2.1.5. Sei y = g -z fiir z,y € M und g € G, dann gilt fiir die
Isotropiegruppen von z bzw. y: G, = ¢~ 'G,g. Damit sind fiir Lieuntergruppen
H,H' C @G die Quotienten G/H und G/H' genau dann diffeomorph, wenn
H = gH'g™! fiir ein g € G gilt.

2.2 Beispiele von homogenen Riumen

(i) Liegruppen sind homogen

Also sind insbesondere die obigen Beispiele homogene Riume: S°, S, §3 =
SU(2) = Sp(1), Matrixliegruppen,...
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(ii) Sphiren sind homogen

Die folgenden Beispiele zeigen, dass eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ver-
schiedene homogene Strukturen tragen kann. Wir werden spéter sehen, dass sich
auch die von den Liegruppen induzierten Geometrien unterscheiden.

a)

Die Wirkung SO(n) x R™ — R", (4,v) — Av ist differenzierbar, da
dies die Einschrankung einer differenzierbaren Abbildung im Sinne der
Analysis II ist. SO(n + 1) wirkt damit transitiv und differenzierbar auf
S c R™HL. Seip = (1,0...,0) € S C R"™!, dann ist die Isotropiegrup-
pe von p gegeben durch

smmg{<é g)MMﬂom%csmn+u

Damit erhalten wir S™ = SO(n + 1)/SO(n).

Sei 52"~ = {z € C"| |2|? = 1}, dann wirkt U(n) transitiv und differen-
zierbar auf S?"~! C C". Die Isotropiegruppe von p = (1,0,...,0) € C"
ist

Wn—U%{<é 2>|AEUW—D}CUWL

d.h. $?2"=1 = U(n)/U(n — 1). Analog definiert SU(n) x §?n~1 — §2n=1
(A, z) — Az eine transitive Liegruppenwirkung mit SU(n), = SU(n — 1),
also §?"~1 = SU(n)/SU(n — 1).

Sei §4"~1 = {q € H"| |¢|> = 1}, dann ist Sp(n) x §i*~1 — gin=1
(4, q) — A-q eine transitive Liegruppenwirkung, und die Isotropiegruppe
des Punktes (1,0,...,0) € H"™ ist

SMHU%{(é 2>AGSMnD}CSMM.

Folglich gilt S*"~! = Sp(n)/Sp(n — 1)

(iii) Reell Projektive Raum

Der reell projektive Raum wird durch

RP" = {Geraden im R™" durch den Nullpunkt} = S"/(z ~ —2)

gegeben. Da 7 : S — RP" eine differenzierbare Uberlagerung ist, wirkt die
spezielle orthogonale Gruppe SO(n + 1) differenzierbar und transitiv auf dem
RP™ durch

SO(n+1)x 8™ — S (A, z) — Ax
3 7 7
SO(n+1) x RP* — RP", (A4, ]z])— [Ax].
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Die Isotropiegruppe des Punktes p = [(1,0,...,0)] = [(—1,0,...,0)] ist:

0 A

Also folgt RP™ = SO(n + 1)/0(n). Fiir ungerades n operiert SO(n + 1) nicht
effektiv auf R P"™, sondern nur fast effektiv, da —Id € SO(n+1) wie die Identitéit
auf dem RP™ wirkt.

Ubung 2.2.1. RP? ist diffeomorph zu SO(3).

O(n)z{< C’ )AEO( )detA:ae{il}}CSO(n—i—l).

(iv) Reelle Grassmann Mannigfaltigkeiten
Sei 0 < k < n und

Gr(R"™) = {V ist k-dimensionaler Unterraum im IR"}

G (R™) = {V ist k-dimensionaler orientierter Unterraum im R"™}.
Die Abbildung G? 2(BR™) = Gr(R™), Vorient — V ist eine 2-fache Uberlagerung,
da Virien: und Vomem auf V abgebildet werden. SO(n) wirkt transitiv auf
Gr(R") und GY(R™) durch Matrixmultiplikation der Vektoren im R"™. Sei e; €

R™ der i-te Einheitsvektor und Vo = spang{e1,...,ex} € R"™, dann ist die
Isotropiegruppe von Vg im Fall G (R™) gegeben durch:

o <oy ={(4 4 )[ 120 BE 0}

Im Fall G9(IR™) ist die Isotropiegruppe von Vj:

SO(k) x SO(n — k) = {( ‘3 > ) | Aeso() B e SO(n—k)}.
Damit lassen sich die reellen Grassmann Rdume schreiben als
Gr(R™) =SO0(n)/S(O(k) x O(n — k))
G(R™) = SO(n )/(SO(k:) x SO(n — k)).
Wir versehen Gi(R") und G%(R™) mit der differenzierbaren Struktur als ho-
mogener Raum (Theorem 2.1.1) und erhalten damit die Grassmann—Mannigfal-
tigkeiten. Als Spezialfiille erhalten wir G{(R") = S"~! und G;(R") = RP""!.

Die Schreibweise der Grassmannschen als homogener Raum zeigt die Symmetrie:
Gi(R™) = Gp—i(R") sowie G(R") = G°_, (R"™).

(v) Komplexe Grassmann Mannigfaltigkeiten

G (C") := {komplexe k—dimensionale Unterrdume im C"}
wobei 0 < k < n. U(n) und SU(n) wirken transitiv auf G;(C") und die Isotro-
piegruppen von Vy = spang{es,...,er} sind

U(k)xU(n—k):{(gl g)‘AeU(k),BEU(n—kz)}gU(n)
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sowie

C SU(n).

detA-detB=1

S(U(k:)xU(n—k)):{(‘g g)\ AEU(k)’BeU(n—k)}

Dies liefert
Gg(C") = U(n)/(U(k) x U(n — k))z SU(n)/S(U(k) x U(n — k)).

Damit folgt die Symmetrie G (C") = G,—(C™), und wir erhalten als Spezi-
alfall G1(C™) = CP" ! sowie G1(C?) = CP! = S2. Analog zum reell projek-
tiven Raum kann man zeigen, dass die gewohnliche Mannigfaltigkeitsstruktur
des CP™ mit der Struktur als homogener Raum {ibereinstimmt, d.h. CP™ ist
diffeomorph zu

U(n+1)/(U(1) x U(n)) baw. SU(n+1)/U(n)
wobei im 2-ten Fall U(n) = {( 9) |4 € U(n),zdet(A) =1} € SU(n + 1).

(vi) Quaternionische Grassmann Mannigfaltigkeiten

Wir betrachten den H” als Rechtsvektorraum damit GL(n,H) von links operiert
und diese Wirkungen kommutieren. Dann ist fiir 0 < k <n

Gr(H") = {k — dimensionale H-Rechtsunterrdume im H"}

ein Sp(n)-homogener Raum. Sp(n) wirkt transitiv auf Gy (IH™) und die Isotro-
piegruppe von

Vo ={eiq1 + -+ erqi| ¢; € H}, e; € H" i — te Einheitsvektor
wird gegeben durch
A
0

Sp(k) x Sp(n — k) = {( > ) |4 € Sp(k), B € Sp(n - k)} C Sp(n).

Damit folgt: G(H™) = Sp(n)/(Sp(k) x Sp(n — k)) als homogener Raum. Ins-
besondere gilt G1(H") = HP"! und G;(H?) = S%, denn Sp(2) = Spin(5),
Sp(1) = Spin(3) und S* = Spin(5)/Spin(4) sowie Spin(4) = Spin(3) x Spin(3).
(vii) Stiefel-Mannigfaltigkeiten

Sei (.,.) das Standardskalarprodukt auf K™ mit K € {R, C,H} wobei (¢, w) :=
> qiw; fiir Vektoren ¢,w € H™. Wir definieren

Vk(Kn) = {(Uh cee ,Uk)| U5 S Kn? <Ui7vj> = 52]}

und betrachten den Punkt p = (e1,...,er) € Vi (K") fiir die i~ten Einheits-
vektoren e; € K. Sei K = R und A € SO(n), dann liefert A(vq,...,vg) ==
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(Avy,. .., Avg) eine transitive Gruppenwirkung auf Vi (IR™) und die Isotropie-
gruppe von p wird gegeben durch

SO(n — k) = {( I(‘)i M ) 4 e SO(n—k)} C SO(n).

Analog wirkt O(n) transitiv auf V4 (IR™) mit Isotropiegruppe O(n — k), d.h. wir
erhalten

Vi(R™) = SO(n)/SO(n — k) = O(n)/O(n — k).

Im Komplexen Fall K = C wirken U(n) bzw. SU(n) transitiv auf Vi (C"™) mit
Isotropiegruppen U(n — k) bzw. SU(n — k), d.h.

Vi(C™) = SU(n)/SU(n — k) = U(n)/U(n — k).

Fiir K = H folgt analog V(H") = Sp(n)/Sp(n — k).
Die Abbildung

Vi(K™) — G(K"™), (v1,...,v;) — spang{vi,..., v}

definiert ein Faserbiindel mit Faser O(k), U(k) bzw. Sp(k).

(viii) Fahnen—Mannigfaltigkeiten

Sei 0 <ny <+ <ng<nund @ = (ny,...,n;) sowie K € {R,C,H}, dann
bezeichnet man

K" ={Vy CcV C---CV, C K"l V; Unterraum mit dimV; = n;}

als Fahnen-Mannigfaltigkeit. Sei V; := spany{ei,...,e,,} mit ¢; € K" i-te
Einheitsvektor, und betrachte die Fahne Vl Cc---C f/k. Im Fall K = IR wirkt
O(n) transitiv auf Fz(R"™) durch die Standardwirkung auf dem RR™, und die
Isotropiegruppe der Fahne ViC-oC Vst

A 0 0 0

0 Ay 0 0 A € O(nl),Ag S O(ng — 77,1),

0 0 0 Aj € O(nj —nj_1), Ak € O(n — ng)
0 0 0 A

Analoges gilt im Fall K = C bzw. K = H, d.h. wir erhalten

F(R™) = 0(n)/(0(n1) x O(ng —ny) x -+ x O(n —ny))
Fz(C") =U(n)/(U(n) x U(ng —nq) x -+ x U(n — ny))
F(H") = Sp(n)/(Sp(n1) x Sp(na —n1) x -+ x Sp(n — ng))

Im reellen und komplexen Fall wirken natiirlich auch SO(n) bzw. SU(n) transitiv
auf den Fahnenmannigfaltigkeiten, damit erhéhlt man wie fiir die Grassmann—
Mannigfaltigkeiten entsprechende Darstellungen der Fahnen—Mannigfaltigkeiten.
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Bemerkung 2.2.2. Die Beispiele (ii)—(viii) sind alle kompakt durch folgendes
Argument: Ist G eine kompakte Liegruppe und H C G eine Lieuntergruppe,
dann ist G — G/ H insbesondere stetig und surjektiv, d.h. die Kompaktheit von
G/H folgt aus der Tatsache, dass das Bild einer kompakte Menge unter einer
stetigen Abbildung kompakt ist.

(ix) R™ als isotropie—irreduzibler Raum

Den Begriff isotropie-irreduzibel definieren wir spéter. Wir betrachten die Eu-
klidische Gruppe G = O(n) x R™, d.h. G ist O(n) x R™ als Menge mit der
Multiplikation (A4,v) - (B,w) := (AB,v + Aw). Die Euklidische Bewegung

G xR"— R", ((A,v),x)»—) Ax +wv

ist eine transitive Gruppenwirkung auf dem IR™. Die Isotropiegruppe des Punk-
tes x = 0 ist O(n) C G, d.h. es gilt R®” = O(n) x R"/O(n) als homogener
Raum. Die Isotropiedarstellung fiir dieses Beispiel ist die Standarddarstellung
O(n) — GL(IR™), also insbesondere irreduzibel.

(x) Riemannsch homogene Riume

Theorem 2.2.3 (Myers—Steenrod). Sei (M™,g) eine Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, dann trdgt die Isometriegruppe

Isom(M,g) ={f: M — M glatt mit f*g =g}
genau eine Struktur als Mannigfaltigkeit, so dass

1. Tsom(M, g) eine Liegruppe bzgl. Komposition von Abbildungen ist.
2. Isom(M,g) x M — M, (f,z) — f(x) eine Liegruppenwirkung ist.

. . . n(n+1
In diesem Fall gilt dim Isom(M, g) < %

Definition 2.2.4. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heilt Riemannsch
homogen, wenn die Isometriegruppe transitiv auf M wirkt.

Beispiel 2.2.5. Sei (S",g0) C (R""!, gruk) die Standardsphdire, dann gilt
Isom(S™,g0) = O(n + 1) durch folgendes Argument: Konstantes reskalieren
von (S™,g0) C R"* liefert fiir jedes f € Isom(S™, go) eine Abbildung A :
R\ {0} — R\ {0} mit gpur(Ax, Ay) = gpur(x,y). Also setzt sich A zu
einer orthogonalen linearen Abbildung A : R"*1 — R™*! fort. O(n+1) operiert
transitiv auf S™ mit Isotropiegruppe O(n) = {f € O(n+1)|f(x0) = 2o}, d.h. es
gilt S™ = O(n+1)/0(n) als Riemannsch homogener Raum.

Bemerkung 2.2.6. Sei p € M fest gewéhlt, dann wirkt die Isotropiegruppe
H = {f € Isom(M, g)|f(p) = p} auf T,M durch das Differential

x: H— GL(T,M), f — (df),.

x heiBt lineare Isotropiedarstellung. Fiir eine vollstindige zusammenhéngende
Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist x injektiv und H kompakt (Ubung).

22



2.3 Homotopiegruppen homogener Riume

Definition 2.3.1. 1. Seien X, B, F topologische Rdume und 7 : X — B
stetig. Dann heif3t 7 : X — B ein Faserbiindel mit Faser F, Totalraum X
und Basis B, wenn 7 surjektiv ist und es fiir alle b € B eine offene Umge-
bung U C B sowie einen Homéomorphismus ¢y : U x F — 7= 1(U) C X
derart gibt, dass pry; = mogy gilt (pry; : U X F' — U meint die Projektion
auf U).

2. w: X — B heifit differenzierbares Faserbiindel, falls zusatzlich X, B, F’
differenzierbare Mannigfaltigkeiten und die Abbildungen w, ¢y, Lpl}l diffe-
renzierbar sind. Ein Faserbiindel kennzeichnen wir oft durch F — X — B.

3. Ein Faserbiindel mit diskreter Faser F heifit Uberlagerung.

4. Sei H eine Liegruppe, dann ist ein H—Prinzipalbiindel (bzw. ein H-Haupt-
faserbiindel) ein differenzierbares Faserbiindel = : E — M mit Faser H
und einer freien transitiven Rechts—Liegruppenwirkung £ x H — FE, so
dass w(z - h) = w(x) fir allex € E, h € H.

Beispiel 2.3.2. Die Projektion 7 : F'x B — B ist offensichtlich ein Faserbiindel
mit Faser F. Sei HC G eine Lieuntergruppe, dann ist m: G — G/H ein H-
Prinzipalbiindel (Ubungsaufgabe).

Grundsitzliche Idee. Zur Berechnung von Homotopie-und Kohomologie-
gruppen homogener Réume betrachten wir die Faserbiindel
H—G—G/H,g— gH
H/K - G/K - G/H,gK — gH

mit K C H C G Lieuntergruppen.

Beispiel 2.3.3 (Ubungsaufgabe). SU(n) C U(n) C SU(n + 1) definiert ein
Faserbiindel
St g2+l ¢ pr,

welches als Hopf-Faserung bekannt ist. Sp(n) C Sp(1l) x Sp(n) C Sp(n + 1)
liefert ein Faserbiindel
5%y S HP

Definition 2.3.4. Stetige Abbildungen f,g: (X, 20) — (Y, y0) [d.h. f,g: X —
Y sind stetig mit f(xo) = g(xg) = yo] heien homotop: f ~ g, wenn es eine
stetige Abbildung H : X x [0,1] = Y mit H(zo,t) = yo fiir alle ¢ € [0,1] und
H(.,0) = f sowie H(.,1) = g gibt. Offensichtlich ist ~ eine Aquivalenzrelation.
Die Homotopieklasse von f bezeichnen wir mit

[f]={g: (X,z0) = (Y,v0)| f ~ g}

und die Menge der Homotopieklassen durch

(X, 20); (Y, v0)] = {[f]] f: (X,20) = (Y,90)}-
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Definition+Satz 2.3.5 ([4, 9]). Sei zp € S™ ein fest gewihlter Punkt, dann
heift

7T7L(X7p) = [(Snax0)7 (X7p)]

die Homotopiegruppe von X zum Basispunkt p € X. m,(X,p) sind Gruppen
fiir n > 1 und abelsch fiir n > 2. Fiir einen wegzusammenhéngenden Raum X
gilt m,(X,q) = 7,(X,p), in diesem Fall schreibt man abkiirzend auch 7, (X).
71(X, p) heifit Fundamentalgruppe von X zum Basispunkt p. mo(X, .) ist bijektiv
zur Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X. Sei f: X — Y stetig,
dann induziert f Homomorphismen fy : m,(X,p) = mp (Y, f(p)), [g] = [f o g].
Fiir homotope Abbildungen f,h : (X,p) — (Y,q) folgt insbesondere fu = h,
d.h. f ~ const liefert fx = 0. Die Eigenschaft (f o h)g = fz o hy zeigt, dass
7, einen Funktor auf der Kategorie der topologischen Riume mit Basispunkt
definiert.

Bemerkung 2.3.6. Seien X und Y wegzusammenhingend und homéomorph
(bzw. diffeomorph), dann gilt offensichtlich m,(X) ~ m,(Y) fiir alle n.

Definition 2.3.7. Ein Raum X heifit n—zusammenhdingend, wenn 7 (X) = 0
fir alle k < n.

Satz 2.3.8 (Hurewicz [4, 9]). Sei M™ eine m—zusammenhingende Mannigfal-
tigkeit mit m > 0. Dann gilt fiir die singuldre Homologie Hy (M) = {0} fiir alle
1<k<m und

7Tm+1(M7p) — Herl (M)a [90] = 50* [Sm+1]
ist ein Isomorphismus, wobei [S™11] ein Erzeuger von H,.1(S™t1) ist.

Bemerkung 2.3.9. Kennt man also die singuldre Homologie von S™, folgt
aus dem Satz von Hurewicz fir n > 2: S™ ist (n — 1)—zusammenhéngend mit
7, (S™) = Z. Die hoheren Homotopiegruppen der Sphéren zu bestimmen, ist
im Allgemeinen ein nicht—triviales Problem. Offensichtlich gilt 7(S°) = Za,
7;(S%.) = {0} fiir j > 0. Die universelle Uberlagerung von S* ist R was
7;(S) = {0} fiir alle j > 2 zeigt. Weiterhin kann man 7 (S') = Z zeigen.

Satz 2.3.10 (Homotopiesequenz [4, 9]). Sei F' 4 E S M ein Faserbiindel,
p € M und e € n=Y(p) = F. Dann gibt es eine lange exakte Sequenz:

— mp(Fle) 2i) mn(E,e€) T#, (M, p) 2, Tn-1(F,€e) — - -
(M, p) -2 wo(Fe) s mo(E, ) T mo(M, p).

0 heifit Randoperator. Obwohl my im Allgemeinen keine Gruppen sind, ist die
Sequenz am Ende wohldefiniert:

keriy = {a € mo(F, e)| ixa ist homotop zur konstanten Abbildung}.
Korollar 2.3.11. 1. Sei M = G/H zusammenhdingend mit m (M) = {0},
dann gilt mo(G) =~ mo(H).
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2. Sei G eine zusammenhingende Liegruppe mit m(G) = {0} und H C G
eine Lieuntergruppe, dann ist M = G/H zusammenhdingend mit 7 (M) =
7T0(H).

Beweis. Wende die Homotopiesequenz auf das Faserbiindel H «— G — G/H
an. O

Bemerkungen zu Uberlagerungen

e Ein wegzusammenhingender Raum X heifit einfach zusammenhdingend,
wenn m1(X) = {0}.

e Fiir einen hinreichend zusammenhéngenden Raum X (z.B. eine zusam-
menhéingende Mannigfaltigkeit) gibt es einen einfach zusammenhéngenden
Raum X, der X iiberlagert, d.h. p: X — X ist eine Uberlagerung. X ist
eindeutig bis auf Homéomorphie und heiBt deshalb universelle Uberlagerung
von X. Die Faser von X — X ist homoomorph zu 71(X). Da die Fa-
ser F einer Uberlagerung diskret ist, folgt aus m,(F,.) = {0} fiir alle
n > 1 und der langen Homotopiesequenz fiir Faserbiindel die Eigenschaft

7 (X) = 7, (X) fiir alle n > 2.

e Ist X cine zusammenhéngende Mannigfaltigkeit, so hat die universelle
Uberlagerung X die Struktur einer Mannigfaltigkeit, so dass p: X — X
differenzierbar und ein lokaler Diffeomorphismus ist.

e Ist (X,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann ist p : (X,p*g) —
(X, g) eine Riemannsche Uberlagerung, d.h. p ist eine lokale Isometrie.

e Sei X eine zusammenhiingende Liegruppe, p : X — X die universelle
Uberlagerung und é € 7~ 1(e). Dann gibt es genau eine Liegruppenstruk-
tur auf X, so dass € die Eins in X bezeichnet und p: X — X ein Liegrup-
penhomomorphismus ist.

e Sei I' C Diffeo(X) eine Untergruppe, dann wirkt T' frei und eigentlich
diskontinuierlich auf X, wenn jeder Punkt x € X eine offene Umgebung
U C X besitzt, so dass (gU)NU = 0 fiir alle g € '\ {e} gilt. In diesem Fall
trigt X/T" die Struktur einer Mannigfaltigkeit und p : X — X/T" ist eine
Uberlagerung mit Faser T'. Zum Beispiel: Sei I' C Diffeo(X) eine endliche
diskrete Gruppe, die frei auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit X ope-
riert, dann ist X/T" eine geschlossene Mannigfaltigkeit (RP™ = S™/Zs).

Ubung 2.3.12. Sei (M, g) eine vollstindige zusammenhéingende Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung Ky, < 0, dann gilt 7, (M) = 0 fiir alle
n # 1. Einen topologischen Raum mit dieser Eigenschaft nennt man Filenberg—
MacLane Raum vom Typ K(m, 1), wobei 7 die Fundamentalgruppe bezeichnet
und die Notation K (m,1) a—priori nichts mit der Schnittkriimmung zu tun hat.
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Satz 2.3.13 (Liftungstheorem [4, 9]). Seien X, X,Y Mannigfaltigkeiten, Y
zusammenhdingend und p : X — X eine [differenzierbare] Uberlagerung mit
p(Zo) = xg. Sei [+ X = Y stetig [differenzierbar] mit f(yo) = xo, dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt eine stetige [differenzierbare] Abbildung f : X —'Y mit f(Zo) = Jo
und po f = f.
(i1) fu(mi(Yiy0)) S pa(mi(X,Zo)).

Fundamentalgruppe von SO(n)

Die Homotopiegruppen von SO(1) = {e} und SO(2) = S*! sind klar. Sei also
n > 3 und betrachte den homogenen Raum S"~! = SO(n)/SO(n — 1). Da
Sn~1 einfach zusammenhingend und SO(2) = S' zusammenhingend ist, folgt
induktiv: SO(n) ist zusammenhéingend fiir alle n (Korollar 2.3.11). Weiterhin
erhalten wir aus der langen Homotopiesequenz des Faserbiindels SO(n — 1) <
SO(n) — S™~! die exakte Sequenz:

— m(S™ 1) = 7 (SO(n — 1)) = 71 (SO(n)) — m (S™ 1) = {0}.
Aus m2(S"71) = {0} fiir n > 3 folgt
m1(SO(n — 1)) = 71 (SO(n))

fiir alle n > 3. Nach Ubungsaufgabe gilt SO(3) = RP? = S3/Zs, d.h. die obigen
Bemerkungen liefern
Wl(SO(n)) = ZQ Vn Z 3.

Definition 2.3.14. Die Liegruppen, die SO(n) universell iiberlagern fiir n > 3,
heiflen Spingruppen:
Spin(n) — SO(n)

ist eine 2-fache Uberlagerung.

Fundamentalgruppe von SU(n) und Sp(n)

Es gilt SU(1) = {e} und SU(2) = Sp(1) = S* nach Ubungsaufgabe, d.h. diese
Liegruppen sind einfach zusammenhéngend. Sei also n > 0 und betrachte die
homogenen Ridume S?"*1 = SU(n+1)/SU(n), S4"*3 = Sp(n+1)/Sp(1). Dann
liefert die Homotopiesequenz der zugehorigen Faserbiindel:

— {0} = m2(S*" ) =7 (SU(n)) — 71 (SU)(n + 1) — {0}

{0} = 7 (P = 7o (SU(n)) — mo(SUM +1) =0
— {0} = (8 3) =71 (Sp(n)) — m1(Sp)(n + 1) — {0}

{0} = 71 (S*3) — 7m0(Sp(n)) — mo(Sp(n + 1) — 0.

Induktiv folgt damit: SU(n) und Sp(n) sind einfach zusammenhéingend.
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Fundamentalgruppe der komplexen und quaternionischen
Grassmann—Raume

Gi(C™) und Gi(H") sind einfach zusammenhéngend, da SU(n) bzw. Sp(n)
zusammenhéngend sind und die Homotopiesequenz exakte Sequenzen

{0} = m(SU(n)) = m(Gx(C")) = mo(S(U(K) x U(n — k))) = {0}
{0} = m(Sp(n)) = m(GrH")) = m0(Sp(k) x Sp(n — k)) = {0}

liefert. Fiir die reellen Grassmann—Mannigfaltigkeiten betrachten wir zuerst:

Homotopiegruppen von Stiefel-Mannigfaltigkeiten

Wir betrachten nur den reellen Fall, der komplexe und quaternionische Fall
folgen analog (Ubungsaufgabe). Sei k < n und betrachte SO(n—k) C SO(n—1),
dann ist die Abbildung

Vi(R™) = SO(n)/SO(n — k) — Vi(R™) = S"~ ! = SO(n)/SO(n — 1)
g-SO(n—k)—¢g-SO(n—1)

ein Faserbiindel mit Faser V;_;(R""!) = SO(n — 1)/SO(n — k). Die exakte
Homotopiesequenz fiir Faserbiindel liefert eine exakte Sequenz

= i1 (8" ) = 1 (Veer(R"71) = 75 (Vi (R™)) — 75(S™ ) —,
d.h. i (8" = 7;(S™Y) = {0} fiir j < n — 2 zeigt induktiv

j<n—2 j<n—3

mi(Ve(R™) "= "mj (Ve (R™) 7= 7 (V2 (R 7)) = - -
= m(V(RT) T (R (R RY).

Da Vi (R F1) = Sn=Fk folgt fiir alle j < n—k: 7;(Vi.(R")) = {0}, d.h. Vi (R")
ist n — k — 1 zusammenhéngend. Analog erhélt man V3 (C™) ist 2n — 2k zusam-
menhéngend und V;,(H™) ist 4n — 4k + 2 zusammenhéngend.

Fundamentalgruppe der reellen Grassmannschen

Das Faserbiindel
Ve(R™) = SO(n)/SO(n — k) — GLR"™) = SO(n)/(SO(k) x SO(n — l-c))
g-SO(n—k)— g-SO(n—k)

besitzt die Faser SO(k). Damit erhalten wir aus 1 (V5 (IR™)) = {0}, n > 3, und
mo(SO(k)) = {0} den einfachen Zusammenhang von GY(R™) falls n > 3. Die
2—fache Uberlagerung

Gg (Rn) — Gk (]Rn)a Vorient =V
zeigt m1(Gr(R"™)) = Zs fiir n > 3. Im Fall n = 2 und k& = 1 gilt natiirlich
GY(R?) ~ G1(R?) ~ S!, d.h. die Fundamentalgruppe ist dann Z.
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Ubung 2.3.15. Bestimmen Sie m;(CP™) fir j < 2n+1 und zeigen Sie, dass HP™
3—zusammenhéngend ist.

Ubung 2.3.16. Zeigen Sie m2(G) = {0} fiir die Standard Matrixliegruppen
SO(n), SU(n), Sp(n). Es gilt 7 (U(n)) = 7 (SU(n)) fiir alle k& # 1.

Ubung 2.3.17. Es gibt eine Einbettung U(n) — SO(n) als Liegruppe. Insbeson-

dere ist M := SO(n)/U(n) ein einfach zusammenhéngender homogener Raum
mit o (M) = Z.

2.4 Kohomologie homogener Riume

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M eine Mannigfaltigkeit, dann be-
zeichnet H*(M; R) die (singulédre, simpliziale, Cech, deRham, ...) Kohomologie
von M mit Werten in R.

Theorem 2.4.1 (Serre Sequenz [6, 9]). Sei F 4 BB M ein differenzierbares
Faserbiindel mit M einfach zusammenhdngend und F zusammenhdngend. Wihle
k,l > 0 derart, dass H'(F;R) = H/(M;R) = {0} fiir alle 0 < i < k und
0 < j <. Dann ist die folgende Sequenz exakt:

0 —HY(E;R) - H'(F;R) > H2(F;R) —

oo —s HFHY 0 R) 2 HATY(ES R) S HMYU(FLR)

Theorem 2.4.2 (Leray—Hirsch [4, 9]). Sei F S ED M ein differenzierbares
Faserbiindel, so dass

(i) H'(F; R) ein endlich erzeugter freier R—Modul ist fiir alle j,

(i) und es Klassen c; € H*i (E; R) derart gibt, dass die i*(c;) eine Basis von
H*(F; R) bilden fiir jede Faser F.

Dann ist die Abbildung
H*(M;R) ®g H*(F;R) — H*(E;R), » by ®i*(c;) = Y _p*(br) Ug;

k,j k.j
ein Isomorphismus von R—Moduln.
Definition 2.4.3. Seien a1, ..., a; formale Variablen, dann ist die duflere Alge-
bra Aglai,...,a;] mit Eins und ungeraden Erzeugern ay, ..., ay defniert durch
folgende Relationen:
a; - a; = —a; - a; und ai ... -ap #0.
Bemerkung 2.4.4. Betrachtet man den von ay,...,a, erzeugten freien R-
Modul V, so ist
Agrlay,...,ax] =spang  Lyay, ..., a;, -+ @i, ,...,a1--ax p ARV
———
11 <dg <o <im
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ein freier R-Modul mit rk(Ag[ay, ..., ax]) = 2¥. Die Schreibweise Ag|ay, .. ., ax]
benutzt man, um den Erzeugern aq,...,a; einen bestimmten ungeraden Grad
zuzuordenen, in der Notation ALV besitzt jedes a; den Grad 1. Weiterhin gilt

AR[al, ey ak]@)RA[a;H_l] = AR[al, e ,ak]

als R-Algebren, wobei ®p das graduierte Tensorprodukt bezeichnet, d.h. ®r
ist das Tensorprodukt von R-Moduln und die Multiplikation ist:

(a®b) - (@2b) = (—1)21*(aa@)& (bd)
mit |a| € {0,1} der Zy—Grad von @ (|a;| =1, |a;a;] = 0,...).
Satz 2.4.5. Es gibt R—Algebra Isomorphismen

H*(U(n)vR) AR[mlvxSa‘TSa"'ax?n—l]
H*(SU(n); R) = Aglxs, 5,27, ..., Tan—1]
H*(Sp(n); R) = Ag[xr3, x7, %11, . . ., Tan—1].

1%

Unter dem Isomorphismus gilt v; € H'( . ; R).

Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion iiber n. Es gilt offensichtlich der
Induktionsanfang

H*(U(1);R) = H*(SY;R) = R® R - 21 = Ag[z1].

Sei also H*(U(n —1); R) = Ag[z1, 3, ..., Ta,—3] vorausgesetzt. Wir betrachten
das Faserbiindel U(n — 1) < U(n) & U(n)/U(n — 1) = §2"~1, dann liefert die
zugehorige Serre Sequenz [H7(S?"~1; R) = {0} fiir 0 < j < 2n — 2] Isomorphis-
men

i* - H*(U(n); R) — H*(U(n — 1); R)

fiir alle k& < 2n — 3. Nach Voraussetzung ist H*(U(n — 1); R) ein freier Modul,
d.h. es gibt Klassen c,...,co,—3 mit x; = i*c;, und die i*(¢j, - - - ¢;,) liefern
eine Basis von H*(U(n — 1); R). Damit kénnen wir Leray—Hirsch anwenden und
erhalten

=Ag[z1,... 22, 3] ® (ROR-| 52" "]

)
als R-Moduln. Cup Produkte von ungeraden Klassen in H*(U(n); R) antikom-
mutieren aber, und es gilt H" (U(n); R) # 0, d.h. @1 - - - Zon_3 - p*([S2"1]) # 0.
Damit erhalten wir H*(U(n); R) & AR[xl,...,xgn_l] als R—Algebra, wobei
To,_1 dem Element p*([S?"~!]) entspricht.

Analog folgt die Behauptung fiir SU(n) und Sp(n) aus den Faserbiindeln
SU(n — 1) = SU(n) — S§?"~! sowie Sp(n — 1) < Sp(n) — S*"~ 1. Fiir SU(n)
beginnt die Induktion bei n = 2: H*(SU(n); R) = H*(S%; R) = Ag[x3]. Den
Induktionsanfang fiir Sp(n) liefert Sp(1) = S3. Die gleichen Argumente wie
oben zeigen H*(Sp(n); R) = Ag[3, ..., Tan_1] mit 24,1 = p*[S"~1]. O
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Bemerkung 2.4.6. Die Kohomologie von SO(n) ist komplizierter. Einer der
Griinde ist, dass man in der Serre Sequenz des Faserbiindels SO(n — 1) <
SO(n) — S™~! “nicht weit genug kommt”:

H'(SO(n —1);Z) = H'(SO(n);Z) nur fir i<n—3

(der Isomorphismus gilt nicht fiir » = 3 und ¢ = 1). Um H*(SO(n); R) zu be-
rechnen, bestimmt man zuerst die Kohomologie der Stiefel-Mannigfaltigkeiten
und erhélt dann

AR[zs, 27, ..., Tan_3] n ungerade
Ar[zs,27,...,Tan—5,Tn_1] n gerade.

(80 1) = {

Fiir n > 3 besitzt H*(SO(n); Z) auflerdem Torsionsklassen, d.h. H*(SO(n);Z)
ist kein freier Z-Modul: Zy = m1(SO(n)) = H1(SO(n)) und die Kohomologie
fiir R-Koeffizienten liefern H2(SO(n); Z) = Z fiir alle n > 3.

Theorem 2.4.7 (Gysin Sequence [4, 9]). Sei S*¥ — E " M ein differenzierba-
res Faserbiindel (Sphirenbiindel) mit k > 0 und M einfach zusammenhdngend.
Dann gibt es ein Element e € H**1(M; R), so dass die Sequenz

c o HI(B; R) 25 HI7F(M; R) <% HI¥'(M;R) 2 HI*Y(E;R) — ---

exakt ist. e heifit die Eulerklasse des Sphdrenbiindels. p* ist der gewdhnliche
Pullback, und py ist die Integration tiber die Faser.

Satz 2.4.8. a) H*(CP";R) = R[]/ {(c"™) = spang{l,c,c?,...,c"} mit
Erzeuger ¢ € H*(CP™; R).

b) H*(HP"; R) = Rla]/ (a"™') mit Erzeuger a € H*(HP™; R).
Beweis. Fiir a) wenden wir die Gysin Sequenz auf das Sphérenbiindel
St ey g2l ¢pn

an. Sei ¢ € H?(CP™; R) die Eulerklasse dieses Sphirenbiindels, dann folgt aus
HI(S?+1 R) = HIHL(S27+L R) = {0} fiir alle 0 < j < 2n, dass

cU: HI=Y(CP™; R) — H'TY(CP™; R)

ein Isomorphismus ist fiir alle 0 < j < 2n. Da CP™ einfach zusammenhéngend

ist, gilt HO(CP™;R) = R und H!(CP™; R) = {0}. Damit erhalten wir die

Behauptung H**+1(CP"; R) = {0} und H?*(CP"; R) = R-c* fiir k < n (es gilt

H?k(CP™; R) = {0} fiir k > n, da CP™ eine 2n—dimensionale Mannigfaltigkeit).
Fiir b) betrachten wir das Sphérenbiindel

§% s 54+ 5 HP"

mit Eulerklasse a € H*(HP"; R). Aus der Gysin Sequenz erhalten wir wieder
Isomorphismen _ _
aU: HY(HP™; R) — H'T4(HP™; R)
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fir alle 0 < j < 4n — 4. Nach Ubungsaufgabe ist HHP" 3-zusammenhingend,
d.h. der Satz von Hurewicz und das universelle Koeffiziententheorem liefern
Hi{(HP™; R) = {0} fiir 0 < i < 4. Induktiv folgt also H/(HP™; R) = {0} fiir
j # 0 mod 4 und H*(HP";R) = R - a* fiir alle 0 < k < n. O

Bemerkung 2.4.9. Die Situation des RP" ist komplizierter, da RP"™ nicht
einfach zusammenhiingend bzw. die Faser von SY <+ S — IRP™ nicht zusam-
menhéngend ist. Fiir den Ring R = Zs erhélt man aber ein analoges Resultat:
H*(RP"; Z) = Zs[e]/ (e"*1) mit e € H' (RP"™; Zs). Die deRham Kohomologie
des RP" ist gegeben durch

R k=0
Hk(]RP”;IR)z{ 0 0<k<nundk=n gerade
R k = n ungerade.

Ubung 2.4.10. Zeigen Sie mit Hilfe von LerayHirsch die Kiinneth Formel fiir
Produkte:
H*(M x N;R) = H*(M;R) ® H*(N;R)

als R—-Algebra. Berechnen Sie damit H*(S? x S*;R) und zeigen Sie: 5% x S* #
CP3. Konstruieren Sie ein Faserbiindel $? — CP3 — S%.

Ubung 2.4.11. Bestimmen Sie die Kohomologie der komplexen und quaternio-
nischen Stiefel-Mannigfaltigkeiten [e; € H* (Vi (K"); R)]:

(i) H*(Vk(q_jn); R) = AR[€2n—2k+1, €2n—2k435 -+ 62n—1}-

(ii) H*(Vix(H™); R) = AR[€4n—ak+3, €4n—ak+T, - - - » Cn—dk—1)-
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Kapitel 3

Geometrie homogener
Raume

3.1 Invariante Metriken und invariante Integra-
tion auf Liegruppen
Definition 3.1.1. Eine Riemannsche Metrik (., .) auf einer Liegruppe G heifit

(i) linksinvariant, wenn Ly, : G — G eine Isometrie ist fiir alle h € G, d.h.

((Ln)-(0), (Ln)-(w))g = (. w)g Vv, € TG.

(ii) rechtsinvariant, wenn Ry, : G — G eine Isometrie ist fiir alle h € G.
(iii) bitnvariant, wenn Ly und Ry Isometrien sind fiir alle h € G.
Satz 3.1.2. Die Abbildung
{linksinvariante Metriken auf G} — {Skalarprodukte auf T.G}
()= e
ist eine Bijektion.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 3.1.3. Sei V ein Vektorraum und p : G — Aut(V) eine Darstellung
von G auf V. Ein inneres Produkt (., .) auf V heifit G—invariant bzw. p—invariant,
wenn

(g9-v,9-w) = (p(g)(v), p(g)(w)) = (v, w)
fiir alle g € G und v, w € V gilt.
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Satz 3.1.4. Sei Ad: G — Aut(g) die adjungierte Darstellung einer Liegruppe
auf ihrer Liealgebra g. Dann ist

{biinvariante Metriken auf G} — {Ad — invariante Skalarprodukte auf T,G}
(o= '>\TEG
eine Bijektion. Fir jedes Ad—invariante Skalarprodukt {.,.) auf T.G = g gilt
(—ady X, Z) = ([X,Y],Z) = (X,[Y, Z]) = (X,ady Z)

fir alle X,Y,Z € g. Die Umkehrung dieser Aussage ist richtig, wenn G zu-
sammenhdngend ist. Das heifit, fir eine zusammenhdingende Liegruppe G ist
ein Skalarprodukt auf g = T.G genau dann Ad—invariant, wenn ady € End(g)
schiefsymmetrisch ist fir alle Y € g.

Beweis. Die adjungierte Darstellung ist gegeben durch Ad(g) = d(R,-10Lg)e =
d(Ry-1)g 0 d(Lg)e, d.h. fiir ein linksinvariantes Vektorfeld X gilt Ad(g)(X) =
dR,-1(X) fiir alle g € G. Sei (.,.) eine linksinvariante Metrik auf G, dann gilt
(X,Y) = const fiir linksinvariante Vektorfelder X, Y auf G. Weiterhin ist (., .)
genau dann biinvariant, wenn es rechtsinvariant ist, d.h.

(Ad(9)(X), Ad(9)(Y)) 1, = (Ad(g)(X), Ad(g)(Y))
= (dRy 1 X,dRyY) = (X,Y) = (X,Y) 1.4

zeigt die erste Behauptung (vgl. auch Satz 3.1.2). Fiir die zweite Behauptung
benutzen wir

d
[X,Y] = —ady X = _Z‘ (Ad(exp(tY))) (X).
tlt=0
Sei also (.,.) ein Ad-invariantes Skalarprodukt auf T.G, dann gilt
d
(1X,Y),2) = =] (Ad(esp(tv)(X), 2)
__4d -1
= | _ (X, Ad(exp(tY))"}(2))

- < X, —;lt’t_oAd(exp(—tY))(Z)> = (X,[Y,Z]).

Umgekehrt, sei ady schiefsymmetrisch fiir alle Y € g und G zusammenhéngend.
Sei Y € g linksinvariant, dann ist v(¢) = Ad(exp(tY")) eine 1-Parametergruppe
auf Aut(g) mit 4/(0) = ady, d.h. y(¢) ist die Integralkurve des linksinvarian-
tes Vektorfeldes ady € End(g) und damit folgt +/(¢t) = ady fiir alle t. Wir
betrachten die Funktionen

f(t) = ()X, 2) = (X,y(=1)Z),

und erhalten f(0) = 0 sowie f'(t) = (ady X, Z)+(X,ady Z) = 0. Also gilt f =0
bzw.
(Ad(exp(tY))X, Z) = (X, Ad(exp(tY)) " Z)
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fiir alle t und X,Y, Z € g. Da die Exponentialabbildung exp ein lokaler Diffeo-
morphismus um 0 ist, erzeugt exp(g) die zusammenhingende Gruppe G. Dies
liefert die Ad-Invarianz des Skalarproduktes. O

Bemerkung 3.1.5 (Ubung). Sei G C GL(n,KK) eine Lieuntergruppe mit Lie-
algebra g C Mat(n,K), dann ist die adjungierte Darstellung von G gegeben
durch

Ad: G — Aut(g), A~ (B~ ABA™!).

Um nun die Existenz von biinvarianten Metriken auf G zu untersuchen,
definieren wir zuerst die invariante Integration iiber Liegruppen. Sei M™ eine
orientierte Mannigfaltigkeit, dann gibt es genau ein Integral

Qg (M) = {n — Formen mit kompaktem Triger} = R, a+ [ «
M

mit folgenden Eigenschaften:

e Fiir jede orientierungserhaltende Karte ¢ : U € M — V C R™ und
a € Q"(M) mit supp(a) C U gilt:

/Ma:/Ua:/V(ga_l)*(a)z/va(a:)dxl/\---Adx”

wobei (p~1)*a = a(z)dzt A -+ A da™.
o [ QL (M) — R ist linear.

Durch Auswahl einer n-Form w € Q7 (M) kann man damit ein lineares Funk-

tional auf C°(M) = {f : M — R stetig} definieren:

/M:CO(M)%IR, fr—>/Mf-w.

Lemma 3.1.6. Sei G eine kompakte, orientierte, n—dimensionale Liegruppe.
Dann gibt es genau eine linksinvariante n—Form dg € Q"(G) mit fG dg = 1.
Das Funktional [, : C°(G) = R, f > [ f(g)dg heifit invariantes Integral.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Satz 3.1.7. Sei G eine kompakte Liegruppe und p : G — Aut(V) eine Dar-
stellung von G auf dem endlich dimensionalen Vektorraum V. Dann gibt es ein
G—-invariantes Skalarprodukt auf V.

Beweis. Sei f3(.,.) eine beliebige positiv definite symmetrische Bilinearform auf
V, dann ist 8, : G = R, g — B(gx, gy) stetig fiir alle z,y € V und nach Wahl
einer Orientierung auf G ist

(z,y) == /G B2y (9)dg
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offensichtlich eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf V. Noch zu
zeigen: (.,.) ist G—invariant:

(ha, hy) = /G Bha,hy(9)dg = /G B(ghz, ghy)dg = /G Be.y(gh)dg
- /G Bery(9)dg = (z,9)

(4. Gleichheitszeichen folgt aus Ubungsaufgabe). O

Korollar 3.1.8. Sei G eine kompakte Liegruppe, dann trigt G eine bitnvariante
Metrik.

Beweis. Nach letztem Satz besitzt g ein Ad-invariantes Skalarprodukt, also folgt
die Aussage aus Satz 3.1.4. O

3.2 Zusammenhang und Kriimmung einer biin-
varianten Metrik

Satz 3.2.1. Sei G eine Liegruppe mit biinvarianter Metrik, dann ist der Levi—
Clivita Zusammenhang gegeben durch

1

VxY = i[X Y]

fir X,Y € g = {linksinvariante Vektorfelder}. Weiterhin gilt unter dem Iso-
morphismus g = T.G: exp = expl, wobei expl, : T.G — G die Riemannsche—
Exponentialabbildung der biinvarianten Metrik bezeichnet.

Beweis. VxY = %[X Y] fir X,Y € g definiert einen eindeutigen Zusammen-
hang auf TG = G x g. Seien X,Y € g, dann erhalten wir die Torsionsfreiheit
dieses Zusammenhangs

1 1
VxY - VyX = J[X.Y] - 5[, X] =0.

Da {(.,.) biinvariant ist, folgt X (Y, Z) = 0 fiir alle X,Y,Z € g, d.h. die Schief-
symmetrie von ady zeigt

1

<VXY7Z>+<Y7VXZ>: <[X,Y],Z>+§<K[X,Z}>

N = N =

((adxY, Z) + (Y,adx Z)) = 0

und damit gilt: V ist ein metrischer Zusammenhang auf T'G. Dies beweist V =
VIO, Fiir die zweite Aussage betrachten wir die 1-Parametergruppe v zum
linksinvarianten Vektorfeld X. Dann gilt

1
Vy’Vl = (VXX)HHI(V) = §[X,X] =0
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d.h. « ist eine Geodétische mit y(0) = e und +/(0) = X.. Also folgt exp(X) =
~v(1) = expl(Xe). O

Satz 3.2.2. Sei G eine Liegruppe mit bitnvarianter Metrik, dann sind die Rie-
mannschen Kriimmungsgrifien gegeben durch [X,Y,Z € gJ:

(i) RxyZ = —1[X,Y),2].

. X,Y][X,Y
(i) K(X,Y) = i ’ (X,)<([)-<Y,]Y[)7()](>,Y>2

(iii) Ric(X,Y) = —itr(adx oady).

Insbesondere besitzt eine Liegruppe mit biinvarianter Metrik nicht negative Schnitt-
krimmunyg.

Beweis.

RxyZ=VxVyZ—VyVxZ - VixyZ

= 2 (Vx[¥, 2] - Vy[X,2) - [[X, Y], 2)
1 1 1
= Z[X’ [Y) Z]] - E[K [Xa Z]] - 5[[X7Y]’Z]
1 1 1
= Z[[va]vz] - 5[[X,Y],Z} - _Z[[X7Y]7Z]'
R(X,Y,Y, X) 1 ([X,Y],Y], X)

K(X,Y) = =_Z.
ey IXPIY]— (X, V) 4 XPY]P—(X,Y)?

1 (X, Y] [y, X])
4 X]2Y]2 - (X,Y)°

Sei E1,..., E, € g eine ON-Basis, dann gilt

n 1 n
Ric(X,Y) = =) R(X.E.Y,E;) = 1> (X, E]. Y] E)
i=1 i=1
1 ¢ 1
= —7 2_ (ady(adx (Eq)), ) = —tr(ady o adx).
i=1
Da der Ricci Tensor symmetrisch ist, folgt die Behauptung. O

Definition 3.2.3. Fiir eine beliebige Liegruppe G heifit
1
VxY := i[X,Y}, X, Yeg

der kanonisch linksinvariante Zusammenhanyg.

Ubung 3.2.4. Jede biinvariante Metrik auf SO(3) und SU(2) besitzt konstant
positive Schnittkriimmung,.
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3.3 Struktur kompakter Liegruppen
Definition 3.3.1. Sei g eine Liealgebra, dann heifit
B=Bg:gxg—R, (X,Y) tr(adx ocady)

die Killing-Form von g.
Satz 3.3.2. 1. Die Killing-Form B ist eine symmetrische Bilinearform.

2. B ist Ad: G — Aut(g) invariant.

3. B([X,Y],Z) = B(X,[Y, Z)) fir alle X,Y,Z € g.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 3.3.3. e Sei g eine Liealgebra, dann ist ein Unterraum h C g
ein Ideal, wenn [g, h] C b. Insbesondere ist ein Ideal eine Lieunteralgebra.

e Eine nicht abelsche Liealgebra g heifit einfach, wenn {0} und g die einzigen
Ideale in g sind. g heifit halbeinfach, wenn g = g1 & - - - @ gx mit g einfach.

e Eine zusammenhéngende nicht abelsche Liegruppe G heifit (halb)einfach,
wenn die Liealgebra von G (halb)einfach ist.

o Z(G):={g9g€G|gh=hgVhe G}und Z(g) ={veg|v,w] =0VYw € g}
heifit Zentrum von G bzw. g.

Bemerkung 3.3.4. e Fiir Liealgebren gi, g2 bezeichnet g; ® go die Lieal-
gebra mit

[(ala a2)’ (blv bQ)] = ([al’ bl]gu [a27 b2]92) .

e Fiir Liegruppen G, G2 mit Liealgebren g1, go ist G1 X G2 eine Liegruppe
mit Liealgebra g; @ go.

e Ist H C G eine normale Lieuntergruppe, dann ist h C g ein Ideal und
G/H ist eine Liegruppe mit Liealgebra g/b.

e Z(@) ist eine normale Lieuntergruppe von G mit Ideal Z(g) C g.

Bemerkung 3.3.5 (Ubung). Eine Liealgebra ist genau dann halbeinfach, wenn
ihre Killing—Form nicht entartet ist.

Satz 3.3.6. Sei G eine kompakte Liegruppe mit Liealgebra g. Dann gilt

g=2(g)®bh

mit b C g halbeinfaches Ideal und Killing—Form By < 0.
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Beweis. Sei {.,.) ein Ad-invariantes Skalarprodukt auf g (existiert da G kom-
pakt), dann ist ad, € End(g) schiefsymmetrisch fiir alle v € g. Folglich ist
ad, o ad, symmetrisch mit nicht positiven Eigenwerten fiir alle v € g. Damit
folgt By(v,v) < 0 fur alle v € g und es gilt By(v,v) = 0 genau dann, wenn
ad, o ad, = 0. Dies ist fiquivalent zu ad, = 0 bzw. v € Z(g). Sei jetzt b das
orthogonale Komplement von Z(g) beziiglich des invarianten Produktes (.,.),
dann folgt offensichtlich By < 0 auf h. Noch zu zeigen: h ist ein halbeinfaches
Ideal, denn dann gilt nach Konstruktion (By), = By. Wegen [h, Z(g)] = 0 ist
b ein Ideal, wenn [h, ] C b gilt. Seien also v,w € h und = € Z(g), dann folgt
[v,w] € h aus:

([v,w],z) = (adyw, ) = — (w,adyx) = — (w, [v,z]) = 0.

Insbesondere ist die Killing form von b negativ definit (man beachte, es gilt
ad?(v) = ad”(v) @ 0 fiir alle v € b). Es bleibt zu zeigen: b ist halbeinfach. Sei
£ C b ein Ideal und €+ das orthogonale Komplement von € bzgl. des invarianten
Skalarproduktes —By. Dann gilt fiir v € €, w € £+ und = € b:

Bb([w7x]vv) = Bh(w7w) =0,
ct

d.h. [e1,h] C &L Wir erhalten insbesondere h = € @ €1 als Liealgebra mit
Killing-Form By = By @ By . Induktiv zerlegt man also h in Ideale bis einfache
Liealgebren entstehen und erhélt h = €, @ - - HE,, mit ¢; einfache Liealgebra. [

Lemma 3.3.7. Sei G eine zusammenhdngende kompakte Liegruppe, dann gilt
dim Z(G) = dim Z(g) = dim H'(G;R).

Beweis. Wihle eine biinvariante Metrik auf G. Sei X € Z(g) C g ein linksin-
variantes Vektorfeld. Dann gilt Vy X = 1[Y, X] = 0 fiir alle Y € g, d.h. X ist
parallel: VX = 0. Insbesondere ist die Abbildung

Z(g) — {parallele Vektorfelder auf G} = {parallele 1-Formen auf G}

injektiv. Jede parallele 1-Form ist harmonisch, d.h. das Hodge-deRham Theo-
rem liefert dim Z(g) < by fiir die erste Betti Zahl b;. Umgekehrt folgt aus dem
letzten Satz und der Ricci Kriimmung von biinvarianten Metriken:

1
Ric = _ZBQ >0,
d.h. das Theorem von Bochner zeigt: Jede harmonische 1-Form ist parallel.
Dies induziert ein (linksinvariantes) paralleles Vektorfeld X, d.h. X € g liefert
dim Z(G) = b;. O
Satz 3.3.8. Fiir eine zusammenhdingende Liegruppe G sind folgende Aussagen

dquivalent:
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(i) G ist kompakt und Z(G) ist diskret.

(it) G ist kompakt und w1 (G) ist endlich.
(#ii) Die universelle Uberlagerung von G ist kompakt.
(iv) Die Killing—Form ist negativ definit: By < 0.

Beweis. (ii) = (i) folgt aus Lemma 3.3.7. (i) = (iv) folgt aus Satz 3.3.6,
d.h. zu zeigen: (iv) = (i4). Biinvariante Metriken sind vollsténdig und da —Bj
Ad-invariant ist, definiert — B, eine vollstdndige Riemannsche Metrik auf G mit
Ric = —%Bg. Nach Bonnet—-Myers ist G kompakt mit endlicher Fundamental-
gruppe und Durchmesser diam(G) < 2. O

Der Vorteil einer negativ definiten Killing—Form ist die Interpretation von
G als Uberlagerung einer Matrix-Liegruppe. Sei G eine zusammenhingende,
kompakte Liegruppe mit 71 (G) endlich. Wir betrachten jetzt die adjungierte
Darstellung Ad : G — Aut(g) der Liegruppe und die zugehorige Darstellung
der Licalgebra ad : g — End(g). Aus By < 0 folgt die Injektivitdt von ad,
d.h. ad(g) € End(g) ist eine Lieunteralgebra von End(g) und isomorph zu g.
Ad(exp(X)) = e(X) zeigt die lokale Injektivitit von Ad : G — Aut(g). Da
G weiterhin kompakt ist, erhalten wir eine kompakte Lieuntergruppe G’ :=
Ad(G) C Aut(g) = GL(m,R) mit Liealgebra ad(g) C End(g) = Mat(m,R).
Dies beweist: Ad : G — G’ ist eine Uberlagerung der kompakten zusam-
menhéngenden Matrix—Liegruppe G’. Sei h C g eine Lieunteralgebra und be-
zeichne h* das orthogonale Komplement von h bzgl. des Ad-invarianten Ska-
larproduktes — By, dann ist Aut(h) @ Idy. € Aut(g) eine abgeschlossene Unter-
gruppe, d.h.

H:={g € G| Ad(g)(h) C b, Ad(g)jp+ =Idy:}

ist eine wohldefinierte Lieuntergruppe von G (Ad ist stetig, also ist H abge-
schlossene Untergruppe von G). Die Liealgebra von H besteht offensichtlich aus
allen X € g mit adx(h) C h und adx(h*) = 0. Aufgrund der Injektivitit von
ad, der Schiefsymmetrie von ady bzgl. —B, und adxY = —ady X ist die Lieun-
teralgebra von H durch h gegeben (kleine Rechnung). Betrachtet man nur die
Zusammenhangskomponente der Eins von H, so erhalten wir im Fall By < 0:
Zu jeder Lieunteralgebra h C g gibt es eine zusammenhéngende Lieuntergruppe
H C G, und zu jedem Ideal fh C g gibt es eine zusammenhéingende normale Lie-
untergruppe H C G. Sei jetzt g = h1 @ ho eine Zerlegung in Ideale und Hy, Hy
zusammenhéingende normale Lieuntergruppen von G mit Liealgebra h; bzw. hs.
Dann ist die Abbildung

f:G— G/Hy x G/Hs, g~ (gH1,gH>)
ein wohldefinierter glatter Liegruppenhomomorphismus. Der Kern von f ist die

diskrete Lieuntergruppe H; N Hy C G (Hy N Hy besitzt hy Ny = {0} als Lieal-
gebra). df, : T.G — Tep,G/Hy @© Top,G/Hs ist ein Isomorphismus und damit
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ist df, invertierbar fiir alle © € G (iibliches Translationsargument). Das heift,
f ist ein lokaler Diffeomorphismus kompakter Mannigfaltigkeiten und folglich
eine endliche Uberlagerung (Ubung). Fiir eine einfach zusammenhingende kom-
pakte Liegruppe G sowie normale zusammenhéngende Lieuntergruppen H,, H»
wie oben, ist f ein Diffeomorphismus, denn G/H; und G/H> sind auch einfach
zusammenhdngend nach Korollar 2.3.11. Betrachtet man jetzt eine Zerlegung
g=0b1®--Bbh,, in einfache Liealgebren bh;, erhdlt man mit diesen Ausfithrungen
und Satz 3.3.6 das folgende Strukturtheorem fiir kompakte Liegruppen (fiir ein-
fach zusammenhéngendes kompaktes G’ betrachte K; = G’/ [[,; H;):

Theorem 3.3.9. Sei G eine zusammmenhdngende kompakte Liegruppe, dann
ist G/Z(G) eine kompakte halbeinfache Liegruppe, d.h. G/Z(G) besitzt eine hal-
beinfache Liealgebra. Fiir die universelle Uberlagerung gilt

—_~—

G/Z(G) 2 Ky x -+ x Ky,
wobei K; einfach zusammenhdngende, einfache und kompakte Liegruppen sind.

Theorem 3.3.10 (Ubung). Sei G eine kompakte, zusammenhingende, abelsche
Liegruppe, dann gilt G = T* mit T? := {e}.

Theorem 3.3.11 ([3, 5]). Sei G eine einfach zusammenhingende, einfache
kompakte Liegruppe. Dann ist G isomorph zu genau einer der folgenden Standard—
Liegruppen:

e SU(n),n>2 (Typ Apn—_1).
e Spin(2n+1), n>2 (Typ B,).
e Sp(n), n>3 (Typ Cy).
e Spin(2n), n >4 (Typ D).
oder zu einer der exzeptionellen Liegruppen
Es, E7, Eg, Fy, Gs.

Bemerkung 3.3.12. Der Index im Typ A,...,G entspricht dem Rang der
Liegruppe, wobei rk(G) die Dimension eines maximalen Torus in G bezeichnet.
Der Grund fiir die Dimensionsbeschriankungen nach unten sind die Isomorphis-
men S% = Spin(3) = SU(2) = Sp(1), Sp(2) = Spin(5) und SU(4) = Spin(6).
Auflerdem ist Spin(4) nur halbeinfach: Spin(4) = Spin(3) x Spin(3).

3.4 Grundlagen in Darstellungstheorie

Definition 3.4.1. Sei V ein endlich dimensionaler K—Vektorraum, K € {R, C},
und x : G — Aut(V) eine Darstellung der Liegruppe G auf V, d.h. x ist ein
Liegruppenhomomorphismus.
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e Ein Unterraum W C V heifit G—invariant beziehungsweise y—invariant,
wenn x(G)(W) C W gilt.

o x : G — Aut(V) heiit irreduzibel, falls fiir jeden G—invarianten Unterraum
W CV folgt W = {0} oder W =V.

o x : G — Aut(V) heiit reduktiv, falls es eine Zerlegung V=V, @ ---® V},
in G-invariante irreduzible Unterrdume V; C V gibt.

e Darstellungen x; : G — Aut(V7) und x2 : G — Aut(V2) heiflen dquivalent,
wenn es einen Isomorphismus p : V7 — V5 gibt, so dass pox1(g) = x2(g)op
fiir alle g € G gilt. Wir bezeichnen mit Endg(V;) die G-invarianten En-
domorphismen auf V; sowie mit Homg (V7, V2) die G—invarianten linearen
Abbildungen p : Vi — Vi, d.h. po x1(g) = x2(g) o p fiir alle g € G.

Lemma 3.4.2 (Schur). a) Seien x; : G — Aut(V;), i = 1,2, irreduzibel und
p: Vi = V4 linear mit po x1(g) = x2(g) o p fiir alle g € G. Dann ist p ein
Isomorphismus oder p = 0.

b) Seix: G — Aut(V) irreduzibel und p € Endg (V). Besitzt p einen Eigen-
wert (z.B. im Fall K = C), dann gilt p = X -Idy mit A € K.

¢) Fir K =C und x; : G — Aut(V;) irreduzibel folgt

dimg Homg (Vy, V2) = { (1) (j:;lsi/l dim V2

Beweis. a) kerp C V7 und Im p C V5 sind G-invariante Unterrdume (kleine
Rechnung), also liefert die Irreduzibilitét von 1, x2: ker p = {0} oder ker p =V
sowie Im p = V5 bzw. Im p = {0}. Dies zeigt p = 0 oder p ist ein Isomorphismus.
b) Sei V) C V der Eigenraum zum Eigenwert X. Da {0} # V) ein G-invarianter
Unterraum ist und y irreduzibel, erhalten wir V), = V sowie p = A\-Idy . Aussage
c) folgt aus a) und b). O

Satz 3.4.3. Sei G eine kompakte Liegruppe, x : G — Aut(V') eine Darstellung
und W C V ein G—-invarianter Unterraum. Dann gibt es einen G—invarianten
Unterraum U CV mit V.= W & U. Insbesondere sind Darstellungen einer
kompakten Liegruppe reduktiv.

Beweis. Wie oben konstruieren wir ein G—invariantes Skalarprodukt auf V. Da-
zu wihlen wir ein inneres Produkt b auf V' und definieren

(v, w) :Z/Gb(x(g)wx(g)w)dm v,weV.

Eine kleine Rechnung zeigt die G-Invarianz dieses Skalarproduktes. Sei W C V/
ein G-invarianter UR, dann ist W+ = {v € V| (v, W) = 0} ein G-invarianter
UR mit V = W @ W+. Induktiv zerlegt sich V also in eine direkte Summe
V=Vi®- &V, mit V; irreduzibel. O
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Beispiel 3.4.4 (Ubung). Sei G C Mat(n,R) die Liegruppe der oberen Drei-
ecksmatrizen mit Finsen auf der Diagonale. Dann ist die Standarddarstellung
G — Aut(R"™), A — (v +— Av) nicht reduktiv fiir n > 2.

Satz 3.4.5. a) Sei x : G — Aut(V) eine irreduzible Darstellung der kom-
pakten Liegruppe G auf V. Dann gibt es bis auf konstante Vielfache genau
ein G—invariantes Skalarprodukt auf V.

b) Sei G eine kompakte einfache Liegruppe, dann ist jede biinvariante Metrik
auf G gegeben durch

(0,0 (9) = =X B((dLy1)y(w), (dLy1)y(®), w0 € T,G
mit X € (0,00) und B die Killing—Form von T.G = g.

Beweis. a) Seien b; und by G—invariante innere Produkte auf V' (b; existiert da
G kompakt). Dann gibt es einen bo—symmetrischen Isomorphismus A : V — V
mit by (z,y) = ba(Ax,y) fiir alle z,y € V.

ba(A(gz),y) = bi(gz,y) = bi(z, g 'y) = ba(Az, g~ 'y) = ba(g(Ax),y)

liefert die G-Invarianz von A: Ao x(g9) = x(g) o 4, und da A symmetrisch
ist, existiert ein Eigenwert von A. Nach Schur’s—Lemma folgt A = X - Id. Dies
beweist Teil a) by = X - bs.

b) Wir betrachten die adjungierte Darstellung Ad : G — Aut(g). Sei W C g
ein Ad—invarianter Unterraum, dann gilt Ad = x1 @ x2 mit x1 : G — Aut(W)
und x2 : G — Aut(U) fir einen zu W komplementéiren Unterraum U C g.
Da ad = (dAd). = (dx1)e @ (dx2)e, ist W auch ad : g — End(g)-invariant,
d.h. [W,g] C W zeigt: W C g ist ein Ideal. Da G einfach, folgt W = {0} oder
W = g und Ad ist irreduzibel. Nach Teil a) und Satz 3.1.4 erhalten wir die
Behauptung. O

Ubung 3.4.6. Definieren Sie Tensorprodukt und direkte Summe von Darstel-
lungen. Definieren Sie Darstellungen G — Aut(A*V) und G — Aut(V*) zu
G — Aut(V).

3.5 Invariante Metriken auf homogenen Riaumen

Definition 3.5.1. Sei M ein G-homogener Raum, dann heifit eine Riemannsche
Metrik gp; auf M G—invariant, wenn Ly € Isom(M,gyr) fiir alle h € G gilt,
d.h. Lp: M — M, x — h -z ist eine Isometrie fiir alle h € G: L} gy = g

Bemerkung 3.5.2. Ist M = G eine Liegruppe, dann sind die G—invarianten
Metriken auf M genau die linksinvarianten Metriken auf G. Ein G-homogener
Raum M mit G-invarianter Metrik ist insbesondere Riemannsch homogen (G
wirkt transitiv durch Multiplikation von Links also wirkt auch Isom(M, gar)
transitiv).
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Satz 3.5.3. Sei M = G/H homogen mit kompaktem H, dann existiert eine
G—-invariante Metrik auf M.

Beweis. Sei p € M fest gewéhlt und H = G, = {f € G|h-p = p}. Wir
betrachten die Darstellung x : H — Aut(T7,M), h — (dL),. Da H kompakt
ist, gibt es ein y—invariantes Skalarprodukt go auf T, M. Fiir ¢ € M gibt es ein
a € G mit a-p = ¢q, d.h. wir definieren fiir v,w € T,M:

g(v,w) = go((dLg-1)v, (dLgy-1)w).

Betrachte b € G mit b-p = ¢, dann gilt a='b-p = p, d.h. a='b € H zeigt die
Wohldefiniertheit von g:

90(dLy-1v,dLy—1w) = go(dLy-1(dLy - dLy-1v),dLy-1(dLy - dLy-1w))

= go(x(a™b)(dLy-1v), x(a™"'b)(dLp-1w))
= go(dLy-1v,dLy-1w).

Noch zu zeigen: g ist G-invariant. Dazu sei a € G beliebig, v,w € T;M und
b € G derart, dass b-p = a - ¢ gilt. Dann erhalten wir

9(dLq(v),dLo(w)) = go(dLp-1(dLa(v)), dLp-1(dLa(w)))
= gO(dLbfla(U)v dLbfla(w)) = g(v, w)a

d.h. L, : M — M ist eine Isometrie. O

Bemerkung 3.5.4. Umgekehrt folgt natiirlich auch fiir eine G—invariante Me-
trik auf M = G/H mit kompaktem H = G, dass g1, ein y-invariantes
Skalarprodukt ist, wobei x : H — Aut(T,M), h — (dLy),. Dies liefert wieder
eine Bijektion

{G — invariante Metriken auf M} — {H — invariante Skalarprodukte auf T,M }

9= 9 T,M-

Definition 3.5.5. Sei M = G/H homogen mit H = {h € G|h - p = p}, dann
heifit
X: H— Auwt(T,M), h— (dLy),

die Isotropiedarstellung von G/H. M = G/H heiit isotropie—irreduzibel, wenn
X irreduzibel ist.

Satz 3.5.6. Sei M = G/H homogen, isotropie—irreduzibel und H kompakt.
Dann trigt M bis auf konstante Vielfache genau eine G—invariante Metrik.
Diese G—invariante Metrik g ist Finstein, d.h. Ric = \- g fiir eine Konstante \.

Beweis. Da x : H — Aut(T,M) irreduzibel und H kompakt ist, gibt es bis
auf Skalierung genau ein H-invariantes Produkt auf 7}, M. Noch zu zeigen, die
G-invariante Metrik g ist Einstein. Aus Ljg = g folgt LjRic = Ric fiir alle
h € G, d.h. Ric ist ein G-invarianter (0,2)-Tensor auf M. Nach den obigen
Ausfithrungen ist dies dquivalent dazu, dass Ric, = Ricjg, ps eine H-invariante
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symmetrische Bilinearform auf T,, M ist. Wir betrachten jetzt den Endomorphis-
mus A € End(T,M) mit

Ricy(z,y) = gp(Az,y) Yo,y € T,M.

Da Ric, und g, x-invariant sind, ist auch A x-invariant: x(h)A = Ax(h) fir
alle h € H. Da A symmetrisch ist, besitzt A einen Eigenwert A € IR, und aus
dem Lemma von Schur folgt A = A - Id. Aufgrund der G-Invarianz von Ric
erhalten wir Ric = A - g auf ganz M. O

Sei M = G/H homogen mit kompaktem H und Ad“ : G — Aut(g) die
adjungierte Darstellung der Liegruppe G auf ihrer Liealgebra g. Dann gibt es
einen Unterraum p C g derart, dass g = h @ p mit Lieunteralgebra h = T, H und

Adﬁ{ : H — Aut(h) @ Aut(p) C Aut(g)

gilt. Die Darstellung Adﬁ{ zerlegt sich also in eine direkte Summe zweier Dar-
stellungen p? : H — Aut(h) und p? : H — Aut(p), d.h. Ad‘GH = ph @ pP.
Die Existenz des Unterraumes p folgt wieder aus der Kompaktheit von H, wir
wiithlen einfach ein Ad%finvariantes Skalarprodukt auf g und definieren p C g
als das orthogonale Komplement von . In der Sprache der Liealgebren bedeutet
diese Zerlegung [, p] C p.

Satz 3.5.7. Sei M = G/H homogen mit H kompakt, dann gilt

(i) p = Ad" : H — Aut(h) ist die adjungierte Darstellung der Liegruppe H
auf ihrer Liealgebra.

(i) pP ist dquivalent zur Isotropiedarstellung x : H — Aut(T,M), d.h. es gibt
einen Isomorphismus ® : T,M — p mit ® o x(h) = pP(h) o @ fir alle
heH.

Beweis. (i): Dies folgt aus der Definition von Ad : G — Aut(g), g — (dInt?)e.
Fiir h € HC G und v € b gilt (dInty)e(v) = (dInt,)e(v) € b, d.h. p¥ = Ad"™.
(ii) Sei 7 : G — G/H die Projektion mit 7(e) = p. Zu zeigen ist die Kommuta-
tivitdt des Diagramms

o¥ (h)

p——"—9p

(dﬂ’ri)pi \L(dﬂ'e)p
1,0 X T

denn ker(dm.) = b und (dm), : p C TG — T, M ist ein Isomorphismus. Sei
X € g, dann gilt

dr.(X) = % t:O(ﬂ' oexp(tX)) = % tzo(exp(tX)H).
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Fiir X € p und h € H erhalten wir damit

dre(p" (h)(X)) = drme(Ad® (h)(X)) 4 exp(tAd(h)(X))H

" dtli=o
- % t:o(h rexp(tX) - h 1) H = X(h)% t:()exp(tX)H
= X(h)(dme(X)).

O

Beispiel 3.5.8.  a) Die Standardsphire S™ = SO(n+1)/SO(n) ist isotropie—
irreduzibel, denn es gilt Ad‘ssoo((%l) =~ A2R™ @ R", d.h. die Isotopiedarstel-

lung von SO(n+1)/SO(n) ist die Standarddarstellung SO(n) — Aut(R"),
A (v Av), und diese ist natiirlich irreduzibel.

b) CP™ =SU(n+1)/U(n) und HP™ = Sp(n+1)/(Sp(1) x Sp(n)) sind auch

1sotropie—irreduzibel. Die Isotropiedarstellungen sind gegeben durch

U(n) < SO(2n) — Aut(R*"),
Sp(1)xSp(n) < SO(4n) — Aut(R*").

¢) Sei G eine Liegruppe mit dimG > 1. Dann ist der homogene Raum
G = G/{e} nicht isotropie—irreduzibel. Insbesondere ist die G-invariante
Metrik nicht eindeutig.

d) §*"*' = SU(n + 1)/SU(n) und S*"*3 = Sp(n + 1)/Sp(n) sind nicht
isotropie—irreduzibel (Ubung).

Wolf (1984) und Wang, Ziller (1991) haben die isotropie—irreduziblen ho-
mogenen Réume vollstdndig klassifiziert. Es stellt sich jetzt die Frage, ob es
auch im nicht isotropie-irreduziblen Fall ausgezeichnete G-invariante Metriken
auf M = G/H gibt. Zusammenfassend haben wir bisher folgende Beziehungen
gezeigt (H C G kompakte Lieuntergruppe, und es gilt Ad% = Ad” @ x mit
x : H — Aut(T,M) die Isotropiedarstellung):

Skalarprodukte auf g Metriken auf G Metriken auf G

(1) (2)

G_: . 1:1 .. . . - .
{ Ad invariante } { biinvariante }( { linksinvariante }

Ad‘GH—invariante —> [ x—invariante Skalar- 1:1 G —invariante
Skalarprodukte auf g | <——— 2| produkte auf T, M, Metriken auf G/H

Die Abbildung (2) wird von (1) induziert. Alle anderen Abbildungen sind oben
definiert oder offensichtlich.

Definition 3.5.9. Sei M = G/H homogen mit H kompakt. Dann heifit eine
G—-invariante Riemannsche Metrik auf M normal homogen, wenn sie von einer
biinvarianten Metrik auf G induziert ist.
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Bemerkung 3.5.10. Eine normal homogene Metrik auf M = G/H existiert
genau dann, wenn G eine biinvariante Metrik tragt. Fiir einen isotropie—irredu-
ziblen Raum G/ H, ist die normal homogene Metrik bis auf Skalierung eindeutig
und Einstein (vgl Satz 3.5.6). Ist G eine kompakte einfache Liegruppe, dann gibt
es bis auf Skalierung genau eine normal homogene Metrik auf G/H. In diesem
Fall muss G/H nicht isotropie—irreduzibel sein, z.B. ist die normal homogene
Metrik auf S?7*+1 = SU(n +1)/SU(n) und S$*"*3 = Sp(n + 1)/Sp(n) eindeutig.

Definition 3.5.11. Seien (M,g) und (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkei-
ten und 7 : M — M eine surjektive Submersion. Dann zerlegt sich Tz M =
ker(dmz) @ ; g-orthogonal. m heifit Riemannsche Submersion, wenn drp :
Ay — Tr(yM eine Isometrie ist fiir alle p € M. ker(dmw) C TM bezeichnet die
vertikale Distribution und ## = |J 7 C T'M die horizontale Distribution.

Ist gy eine Riemannsche Metrik auf M = G/H mit kompaktem H, dann
ist gps genau dann normal homogen, wenn es eine biinvariante Metrik g auf G
gibt, so dass 7 : (G, g) — (M, gam) eine Riemannsche Submersion ist.

Theorem 3.5.12 (O'Neill). Sei 7 : (M,g) — (M,g) eine Riemannsche Sub-
mersion und X,Y € I'(J) Vektorfelder mit §(X,X) = g(Y,Y) = 1 und
g(X,Y) =0. Dann gilt fir die Schnittkrimmung:

KM(dﬂ(X)adﬂ(Y)) - KM(Xa Y) + %g([Xv Y]lkerdﬂv [Xv Y]lkerdﬂ)v

insbesondere Ky > inf Ky;.
Damit besitzt jede normal homogene Metrik auf M = G/H nicht negative
Schnittkrimmung

Ubung 3.5.13. Die (bis auf Skalierung) eindeutigen normal homogenen Metriken
auf

S+l — SU(n +1)/SU(n) und SZn = 80(2n +2)/SO(2n + 1)
liefern unterschiedliche Geometrien fiir n > 1.

Beispiel 3.5.14. Wir berechnen die Krimmung des CP™ = SU(n + 1)/U(n)
mit normal homogener Metrik. Mit analogen Rechnungen erhdlt man damit auch
die Krimmungen der normal homogenen Metrik auf Stiefelmannigfaltigkeiten,
Grassmann—Mannigfaltigkeiten,.. Die Liealgebra

su(n+1)={A € Mat(n+1,C)| tr(4) =0,A" + A =0}
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zerlegt sich in u(n) @& p mit

u(n) = {( _“O(B) g > \ BeMat(n,C),B*+B—O} Csu(n+1)

0 —a* n ~ n
p_{<$ N )‘xe(D }:@ C su(n +1).

Definiere (A, B) := —3tr(AB), dann ist {.,.) AdSUHY inpariant:
—1 -1 1 -1 1
(cAc—t,cBC™) = —itr(CABC )= —§tr(AB) = (A, B)

fiir alle C € SU(n + 1). Damit induziert {.,.) die bis auf Skalierung eindeutige
normal homogene Metrik auf CP™ (diese stimmt mit der Fubini Study Metrik
iberein). Wir betrachten jetzt folgende orthonormale Basis von su(n+1) bzgl. des
Skalarproduktes (.,.): Eji, E;.k, Eyr mit 0 < j < k < n. Bezeichnet A(s,r) die
s—te Zeile und r—te Spalte von A, so sind die Basiselemente wie folgt gegeben.:
Ej (S’ ’I“) = 5js5kr - 5j7“6ks
;-k(s, 7‘) = ﬁ(éjsékr + 5jr5ks)
Ekk(sa T’) = ﬁ(aks(skr - 63057“0)-
Die Matrizen Eo, und E{,,, k =1...,n, definieren die orthonormale Basis von
p, d.h. um die Krimmung des CP™ zu berechnen, betrachtet man
[Eok; Eoj] = EorEoj — EojEor, = £Ey; € u(n) k+#j
[Eok» E(/)j] = E(lchE(l)j - E(l)jE(/)k = +Ey; € u(n) k#j
[Eok,E(l)j] = EOkE(/)j — E(I)onk = :|:(1 — 5kj)Ekj =+ 25kjEkk S u(n)

Dies zeigt [p,p] C b (d.h. [v,w], = 0 fir v,w € p), und wir erhalten aus dem
letzten Theorem die Schnittkrimmung

K(Eok, Eoj) = K(Eqy,, Ey;) = K(Eox, Epy) =1 fir k#j

und K(Eog, Ey,) = 4 fir k=1,...,n, d.h. der Standard CP™ besitzt positive
Schnittkrimmung Kopn € [1,4].
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Kapitel 4

Symmetrische Raume

4.1 Symmetrische und lokal symmetrische Raume

Definition 4.1.1. Eine zusammenhiingende Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g)
heifit symmetrisch, wenn es fiir alle z € M eine Isometrie f : M — M mit
f(z) = 2 und df, = —Idp, s gibt. Eine Isometrie f : M — M mit f(z) = z und
dfy = —Idp.p heilt geoddtische Reflektion bzw. Symmetrie um x.

Beispiel 4.1.2. Anschaulich macht man sich sofort klar, das der Euklidische
Raum, die Standardsphdre und der hyperbolische Raum symmetrisch sind. Mit
Hilfe der charakterisierenden Figenschaft

[h,b] C b, [b,p] C p, p,pl € b

folgt auch die Symmetrie der Grassmann—Mannigfaltigkeiten mit normal homo-
gener Metrik. Im Gegensatz dazu ist die normal homogene Metrik auf S?"+1 =
SU(n + 1)/SU(n) nicht symmetrisch firn > 1.

Bemerkung 4.1.3. Sei f : M — M eine geodétische Reflektion um z, dann
gibt es eine offene Umgebung U C T, M der 0 sowie eine offene Umgebung V' C
M von z, so dass die Einschrankung der Riemannschen Exponentialabbildung
exp,, : U — V ein Diffeomorphismus ist und das folgende Diagramm kommutiert

My (4.1)

U
f

V—V

Die Existenz von U und V sind klar. Fiir den Beweis der Kommutativitét wihle
zu u € U die Geodétische ¢ : [-1,1] = V mit ¢(0) = z und ¢/(0) = u. Da f eine
Isometrie ist, ist auch ¢ := foc: [—1,1] — M eine Geodiitische mit ¢(0) = = und
@ (0) = df,(c(0)) = —u. Fiir die Geodétische y(t) := ¢(—t) gilt v(0) = z und
~'(0) = —u, d.h. aus dem Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche DGL folgt v = ¢.
Damit erhalten wir die Behauptung exp(—u) = (1) = f(c¢(1)) = f(exp(u)).
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Definition 4.1.4. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit lokal sym-
metrisch, wenn der Riemannsche Kriimmungstensor parallel ist: VR = 0.

Satz 4.1.5. Ein symmetrischer Raum (M, g) ist lokal symmetrisch.

Beweis. Sei p € M beliebig und f die geoditische Reflektion um p. Da f eine
Isometrie ist, erhélt f die kovariante Ableitung und die Kriimmung, also gilt fiir
u,v,w,z € T, M

_(vuR)wa = f*((vuR)v,wz) = (Vf*uR)f*v,f*wf*Z = (vuR)v,wz
und damit (VR) =0in p € M. O

Satz 4.1.6 ([5, 7, 10]). Sei (M,g) einfach zusammenhingend, vollstindig und
lokal symmetrisch, dann ist (M,g) ein symmetrischer Raum.

Satz 4.1.7. Ein symmetrischer Raum ist vollstindig und Riemannsch homogen.

Beweis. (M, g) ist vollstindig: Sei « € M, exp, : U — V ein Diffeomorphismus
und ¢ : (a,b) = M eine maximale Geoditische mit ¢(0) = x. Angenommen
a > —oo oder b < oo, dann gilt ohne Einschrinkung a # —b. Andernfalls
betrachten wir € > 0 mit ¢(e) € U sowie die Geodétische ¢, : (a —€,b—¢) — M,
ce(t) := c(t +¢€). Sei f € Isom(M,g) die geoditische Reflektion um ¢(0) und
¢: (=b,—a) - M die Kurve mit é&(t) := f(c(—t)), dann ist ¢ eine Geodétische
(da f Isometrie) mit ¢(0) = ¢(0) und &(0) = ¢/(0), also gilt ¢ = ¢ in U und
durch iteratives Anwenden der Exponentialabbildung auf Im(c) folgt ¢ = ¢ auf
dem Intervall (a,b) N (—b, —a). Im Fall b < oo bzw. a > —oo erhalten wir wegen
a # —b einen Widerspruch zur Maximalitdt von ¢. Hopf-Rinow liefert also die
Vollstandigkeit.

(M, g) ist Riemannsch homogen: Seien p,q € M beliebig und ¢ : [0,a] — M
eine minimale Geodétische mit ¢(0) = p, ¢(a) = ¢. Dann gibt es eine Zerlegung
von ¢([0,a]) mit folgenden Eigenschaften: zu Punkten z1,...,2., € ¢([0,a]),
T1 = p, Ty = q existieren offene Umgebungen 0 € U, C T,;;M und V,, C M,
so dass exp, : Uzj — sz ein Diffeomorphismus ist und z;_1, ;41 € ij. Wihle
jetzt a; € [0,a] mit c(a;) = z; fiir j € {1,...,m} und b; := J(aj41 — a;) + a;
fir j € {1,...,m —1}. Sei y; := ¢(b;) und f; € Isom(M,g) die Symmetrie um
y; € ¢([0,a]), dann folgt aus dem kommutativen Diagramm (4.1): f;(z;) = xj41
fiir alle j € {1,...,m — 1}. Insbesondere definiert

f=fm-afmafr:M—>M
eine Isometrie auf M mit f(p) = ¢, d.h. Isom(M, g) wirkt transitiv auf M. O

4.2 Charakterisierung symmetrischer Ridume

Bemerkung 4.2.1. Sei G eine Liegruppe, H eine Lieuntergruppe und Gy C G
die Zusammenhangskomponente der Eins. Ist G/H zusammenhingend, dann
ist

Go/K - G/H, gK — gH
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ein Diffeomorphismus, wobei K := Gy N H. Insbesondere kann man sich fiir
zusammenhéngende homogene Rdume M auf zusammenhéngende Liegruppen-
wirkungen beschriinken (Ubungsaufgabe).

Nach Bemerkung 2.2.6 ist die Isotropiegruppe kompakt, d.h. fiir einen sym-
metrischen Raum (M, g) gilt
M=G/H

mit G := (Isom(M, g))o die Zusammenhanskomponente der Eins und einer kom-
pakten Lieuntergruppe H C G. Wir betrachten den Punkt p = eH € M,
dh. H = {f € G| f(p) = p}. Dann definiert die geodétische Reflektion h,, :
M — M um p einen Liegruppenhomomorphismus

c:G— G, fl—>hpofohpthofoh;1

mit 0% = Id, d.h. o € Aut(G) ist eine Involution (hier benutzen wir A2 = Id).
Sei G :={f € G| o(f) = f}, dann ist G” C G eine Lieuntergruppe.

Theorem 4.2.2 (Cartan). (i) Sei (M = G/H,gn) symmetrisch, dann gilt
Hy=(G%)9g C HCG".

(i) Umgekehrt sei G eine zusammenhdingende Liegruppe, H C G eine kom-
pakte Untergruppe und o : G — G ein Liegruppenhomomorphismus mit
0? =1d sowie (G°)g € H C G°. Dann trigt M = G/H eine G—invariante
Riemannsche Metrik gy und (M, gar) ist ein symmetrischer Raum.

Beweis. (i): Sei f € H, dann gilt f(p) = p und o(f)(p) = hp(f(hp(p))) = p

(da(f»p = (dhp)p(df)p(dhp)p = (df>p

d.h. wie erhalten o(f) = f (eine Isometrie f : M — M ist eindeutig durch f(q)
und (df), bestimmt). Damit liefert f € G7: H C G° und Hy C (G7)y. Noch
zu zeigen: (G%)p C H, denn dann folgt auch (G%)y = Hy. Sei v(t) € (G)o
eine Kurve mit y(0) = e, dann gilt v(t) = o(v(¢)) € Isom(M,g). Also liefert
v(#)(p) = hp(v(#)(p)): ¥(t)(p) ist ein Fixpunkt von h, fiir alle t. Es gilt aber
~v(0)(p) = p und p ist isolierter Fixpunkt von h,, d.h. wir erhalten v(¢t)p = p
und damit y(¢) € H fiir alle ¢.

(ii): Die Existenz einer G-invarianten Metrik auf M folgt aus der Kom-
paktheit von H. Die Bedingung H C G liefert eine wohldefinierte Abbildung
6:G/H — G/H, gH ~ o(g)H. Der Fakt 62 = Id beweist, dass ¢ ein Diffeo-
morphismus ist. Die Voraussetzung (G%)g € H C G wird zeigen, dass & eine
geoditische Reflektion um den Punkt p := eH ist. Offensichtlich gilt 6(p) = p.
Wir betrachten jetzt das kommutative Diagramm
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Aus 0% = Idg und 6% = Id folgt (do)? = Idg,¢ sowie (d5)7 = Idg, . Damit
zerlegt sich g = 7. G orthogonal in die Eigenrdume g1 zu Eigenwerten +1. Nach
Vorraussetzung ist die Lieunteralgebra von (G)p und G? durch h C g = T.G
gegeben, d.h. oG- = Idge liefert h C g;. Weiterhin gilt

g1 = {X € g (do)e(X) = X}
C{X e g| o(exp(tX)) = exp(do.(tX)) = exp(tX), Vt}
={X eg| exp(tX) € G7, Vt} =,

d.h. g3 = bh. Das obige kommutative Diagramm zusammmen mit kerdmr, =
b zeigen also (d&), = —Idr,n. (dG), : T,M — T,M ist offensichtlich eine
Isometrie des H-invarianten Produktes auf T, M. Da die Metrik gps G-invariant
ist, sind die Linkstranslationen L, : M — M Isometrien fiir alle a € G, d.h. 6o
Ly = Ly(q) © 0 zeigt die Isometrieeigenschaft von o:

(d&)aH . (dLa)eH = (dLo(a))eH ' (d&)eH

Also ist 6 : M — M eine geoditische Reflektion um p. Fiir einen beliebigen
Punkt € M wihlen wir ein @ € G mit ©+ = a-p = w(a) und definieren
f:=LsodoL,1. f ist eine Isometrie mit f(z) = L,(6(p)) =a-p =z und

(df)a = (dLa)p - (d5)p - (dLo-1)e = —(dLa)p - (dLg-1)e = —ldz, 0.

Dies beweist: (M, gas) ist ein symmetrischer Raum. O

4.3 Grobe Klassifikation symmetrischer Ridume

Sei 0 : G — @G ein Liegruppenhomomorphismus mit o? = Id, dann ist (do). :
T.G — T.G ein Liealgebrenhomomorphismus mit (do)? = Idr,q:

[(do)eX, (do)Y] = (do).[X,Y].

In der Situation eines symmetrischen Raumes G/H ist die Lieunteralgebra h C
g = T.G genau der Eigenraum von (do). zum Eigenwert +1. Sind also X, Y
Eigenvektoren zum Eigenwert —1, folgt aus der obigen Relation: [X,Y] € h. Dies
fiihrt auf die charakterisierende Eigenschaft symmetrischer Rdume g = bh & p:

[b,6]SbH,  [b,pl e, [pp]CH (4.2)

Umgekehrt sei g eine reelle Liealgebra mit einer Zerlegung g = h @ p der-
art, dass die Relationen in (4.2) gelten, dann definiert s : h & p — h & p,
(v,w) = (v, —w) einen involutiven Liealgebrenhomomorphismus, d.h. s # Id
und s? = Id. Sei G die einfach zusammenhiingende Liegruppe mit Liealgebra g,
dann induziert s eine Involution ¢ : G — G mit s = (do).. Wenn es dann noch
eine kompakte Untergruppe H C G mit Lieunteralgebra h C g gibt, dann gilt
(G%)g € H C G, d.h. bis auf die Wahl einer G—invarianten Metrik ist G/H ein
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symmetrischer Raum. Die Klassifikation der einfach zusammenh#ngenden sym-
metrischen Rdume beschriankt sich also im Wesentlichen auf die Klassifikation
der orthogonal symmetrischen Liealgebren (g,s) wobei g eine reelle Liealgebra
und s : g — g eine Involution derart ist, dass der Eigenraum h C g von s zum
Eigenwert +1 eine Lieunteralgebra mit (Bg)), < 0 ist (in diesem Fall gibt es
eine kompakte Lieuntergruppe H C G). Durch folgenden Satz vereinfacht sich
die Klassifikation weiter:

Satz 4.3.1 ([5]). Sei (g,s) eine orthogonal symmetrische Liealgebra, dann gilt

(9’3) = (9—75—) D (90,30) & (g-'r’s-‘r)

mit orthogonal symmetrischen Liealgebren (g—,s—), (go,S0) und (g4+,8+), S0
dass

1. (go, so0) ist abelsch, d.h. der Eigenraum po von sg zum Eigenwert —1 ist
abelsch: [po, polg, = 0.

2. (94, 84) ist vom kompakten Typ, d.h. die Killing—Form von g, ist negativ
definit: By, <O0.

3. (g—,s—) ist vom nicht kompakten Typ, d.h. g_ ist halbeinfach und fir die
Zerlegung g— = h_ @ p_ in Figenrdume von s_ zu Figenwerten +1 gilt:
By <0 auf h— sowie By _ > 0 auf p_.

Durch die folgende Dualitét wird sich das Problem der Klassifikation sym-
metrischer Radume auf die Klassifikation der orthogonal symmetrischen Liealge-
bren vom kompakten Typ reduzieren: Sei (g = h @ p, s) eine orthogonal sym-
metrische Liealgebra und g& = g ® C die Komplexifizierung von C. Dann ist
g :=hDip C g® eine reelle Lieunteralgebra der komplexen Liealgebra g und
s*(h+1ix) := h—1ixz, h € b sowie iz € ip, definiert eine Involution auf g* derart,
dass (g*, s*) eine orthogonal symmetrische Liealgebra ist. (g*, s*) heifit das Dual
von (g, s). Offensichtlich gilt (g**, s**) = (g, s) und * &ndert kompakten Typ in
nicht kompakten Typ (bzw. nicht kompakten Typ in kompakten Typ).

Beispiel 4.3.2 (Ubung). Wir betrachten S™ = SO(n + 1)/SO(n). Das Dual
der (kompakten) orthogonal symmetrischen Liealgebra so(n + 1) = so(n) @ p ist

isomorph zu 0
SO(l,n):{( s A )‘Aeso(n),xelf{"}

mit Involution s(A) = A fir alle A € so(n) C so(1,n) und s(x) = —zx fir
x € R™ C so(l,n). Der einfach zusammenhingende symmetrische Raum fiir
diese orthogonal symmetrische Liealgebra ist der reell hyperbolische Raum RH™.
Dieses Beispiel verdeutlicht den Dualitdtsbegriff: S™ besitzt konstant positive
Schnittkrimmung und RH™ besitzt konstant negative Schnittkriimmung.

Die Klassifikation der abelschen orthogonal symmetrischen Liealgebren ist
unnotig, da jeder assoziierte symmetrische Raum flach ist. Aufgrund der Dua-
litdt der kompakten und nicht kompakten orthogonal symmetrischen Liealge-
bren reichts es aus, die orthogonal symmetrischen Rdume vom kompakten Typ
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zu klassifizieren. Die Summe kompakter orthogonal symmetrischer Liealgebren
ist natiirlich wieder eine orthogonal symmetrische Liealgebra, d.h. wir benttigen
einen Irreduzibilitétsbegriff. Man bezeichnet (g = b @ p, s) als irreduzibel, wenn
g halbeinfach ist, h keine Ideale # {0} von g enthélt und die (Isotropie)-
Darstellung der Liealgebra adf’h : b — End(p) irreduzibel ist. Damit gibt es
genau 2 Typen von kompakten irreduziblen orthogonal symmetrischen Liealge-
bren (g, s) (cf. [5]):

Typ I: g ist eine einfache Liealgebra mit Killing-Form By < 0 und s ist eine
Involution auf g.

Typ II: g = £HE mit einfacher Liealgebra £ und B, < 0. Die Involution auf g ist
durch s = ({ ) gegeben, d.h. fiir die Eigenrdume gilt h = {(v,v)|v € €}
und p = {(v, —v)|v € £}.

Die Typ III und Typ IV symmetrischen Rédume sind genau die nicht kompakten

Dualrdume zu Typ I bzw. Typ II. Die Typ II symmetrischen Réume werden

bis auf Isometrie durch die einfachen kompakten Liegruppen mit biinvarian-

ter Metrik gegeben. Aus den obigen Ausfithrungen folgt weiterhin: Die Typ I

symmetrischen Rdume sind genau die isotropie-irreduziblen homogenen Raume

G/H mit einfacher kompakter Liegruppe G und normal homogener Metrik auf

G/H, so dass

[p,pl CH

mit g = hdp gilt (h Liealgebra von H). Die Irreduzibilitdtsbedingung an ortho-
gonal symmetrische Liealgebren zeigt aulerdem, dass die G—invariante Metrik
auf einem Typ [-IV symmetrischen Raum bis auf Skalierung eindeutig ist. Insbe-
sondere sind Typ I-IV symmetrische Rdume isotropie—irreduzibel und Einstein.
Eine Liste von irreduziblen symmetrischen Rdumen findet man in [2, 5, 8], wobei
Typ IT im Wesentlichen aus dem Klassifikationstheorem 3.3.11 folgt. Fiir einen
einfach zusammenhéngenden kompakten symmetrischen Raum (M = G/H, gur)
ist die Metrik gps normal homogen mit positiver Ricci Kriimmung und Schnitt-
kriimmung (vgl. Theorem von O’Neill)

K(v,w) - ([v,w], [v,w])

mit v, w € T, M und (v, w) = 0, [v| = |w| = 1. Man beachte aber, dass fiir einen
Typ 1T und Typ IV symmetrischen Raum G/H die Liegruppe G keine biinvari-
ante Metrik tragt, d.h. diese symmetrischen Rdume sind nicht normal homogen.
Die Killing—Form einer halbeinfachen Liegruppe G induziert aber eine biinvari-
ante Semi-Riemannsche Metrik auf G sowie eine Riemannsche Metrik auf G/H,
so dass im symmetrischen Fall die Abbildung G — G/H eine Riemannsche Sub-
mersion wird. Die Signatur dieser Semi—Metrik auf G ist dim G — 2dim H. Man
beachte auch, dass fiir G/H mit orthogonal symmetrischer Liealgebra g = h @ p
die folgende Abbildung eine Bijektion ist (vgl. Bemerkung 3.5.4):

{ symmetrische } { H — invariante

Metriken auf G/H Skalarprodukte auf TpM} » 97 9T M
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Satz 4.3.3. Sei (M = G/H,g) symmetrisch und p = eH € M, dann ist die
Kriimmung in p gegeben durch

Ru,vw = _[[u7 U], w]

mit u,v,w € T,M = p C g. Fiir die Ricci Kriimmung gilt
1
Ric(u,v) = —§Bg(u,v).

Beweis. (M, g) zerlegt sich lokal in ein Riemannsches Produkt von irreduziblen
symmetrischen Riumen (M;, g;), und da die Riemannsche und die Ricci Kriim-
mung lokale Objekte sind, welche sich unter Riemannschen Produkten wie er-
wartet verhalten, reicht es aus, die Behauptung fiir irreduzible symmetrische
Réume zu zeigen. Sei also (M = G/H, g) ein irreduzibler symmetrischer Raum,
d.h. die Isotropie-Darstellung x : H — Aut(T,M) ist irreduzibel bzw. G/H ist
ein symmetrischer Raum vom Typ I-IV oder (M, g) ist 1-dimensional und flach.
Die Schnittkriimmung fiir Typ I und Typ II symmetrische Rdume sind bereits
bekannt, also betrachte nur den Fall Typ III und Typ IV. Die Kriimmung R, ,w
héngt nicht von der Skalierung der Metrik ab, d.h. wir versehen G mit der Semi—
Metrik g der Killing Form von g und betrachten die Riemannsche Submersion
7m:(G,5) — (G/H,g). Der Zusammenhang und die Kriimmung auf G sind wie
im biinvarianten Fall gegeben, so dass O’Neill’s Theorem und [u, v], = 0 fiir alle
u,v € p die Schnittkriimmung bestimmen:

K(u7v) = g([ua U}v [u>v]) = g([[uvv]au]’v)'

Man beachte hier jedoch g < 0 auf h und g > 0 auf p, d.h. im Typ IIT und
Typ IV Fall gilt K < 0. Nach Polarisation liefert die Schnittkriimmung den
Riemannschen Kriimmungstensor:

Ry pw = —[[u,v], w].

Damit erhalten wir die Ricci Kriitmmung:

Ric(u,v) Zg eiu, €7) = — Z (adyad,(e;), e;))

fiir eine ON-Basis ey, ..., e, € Tp,M. Fiir u € p gilt (agu a?f) € End(h @ p),
d.h. )
tr((adyady)|p) = tr((adyady))s)= §Bg

liefert die Behauptung Ric = —1(By))p- O

Bemerkung 4.3.4. Es gilt folgendes zu beachten: Die Lieklammer im Satz
wird durch die Liegruppe G bestimmt. Sei H eine einfache kompakte Liegruppe,
dann wird H durch G/AH als Typ II symmetrischer Raum dargestellt, wobei
G = H x H und AH = {(h,h)| h € H}. Dies erklirt die unterschiedlichen
Vorfaktoren in Satz 3.2.2 und Satz 4.3.3.
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