Viertes Ubungsblatt zur Vorlesung “Elementargeometrie”

Dr. Blaz Mramor 6. Juni 2014

Bitte schreiben Sie Ihren Name sowie die Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihre Lisung.

Aufgabe 1. Hyperbolischer Abstand: (/ Punkte)
Berechnen Sie den hyperbolischen Abstand der Punkte
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Aufgabe 2. Mébiustransformationen: (6 Punkte + 4 extra Punkte)
Fiir eine Matrix A = <CCL Z) € GLy(C) ist die Mobiustransformation (zu A) definiert als
die Abbildung ¢4 : CU{o0} — CU {co} mit
%IS fir z# —d/c,z # > ,
va(z) == ¢ 0 falls z = —d/c, oder z =00 und ¢ =0,

a falls z=ocound ¢ #0 .

a) Zeigen Sie, dass ppg, = id und 4.5 = pa o pp fiir alle A, B € GLy(C).

b) Wir definieren die elementare M&biustransformationen als die Inversion (z +— 271),
Drehstreckungen mit a (2 +— az,a € C) und Translationen fiir b (2 — z + b,b €
C). Zeigen Sie, dass sich jede Mobiustransformation als Komposition von elementaren
Moébiustransformationen darstellen 14sst.

Hinweis: Betrachten Sie fiir ¢ # 0 die Komposition von z — c?z + cd, einer Inversion

und z — —(ad — be)z + a/c.

c) Zeigen Sie, dass es fiir paarweise verschiedene Punkten p,q,r € CU {oco} und p/,¢',r' €
C U {oc} eine eindeutige Mobiustransformation ¢ gibt, so dass ¢(p) = p', ¢(q) = ¢’ und

o(r) =1 gilt.
Hinweis: Es geniigt den Fall p’ =0, ¢ =1 und ' = oo zu behandeln. Warum?
d)* Zeigen Sie, dass eine Mobiustransformation verallgemeinerte Kreise (d.h. Kreise und

Geraden) auf verallgemeinerte Kreise abbildet.

Hinweis: Ein verallgemeinerter Kreis ist gegeben durch die Lésungsmenge von
azZ+ Bz + Bz 4+ =0,
wobei o,y € R und g € C.

e)* Zeigen Sie, dass das Doppelverhéltniss invariant unter Mobiustransformationen ist. Wei-
terhin, zeigen Sie fiir das Doppelverhéltniss von 21, 29, 23, 24 € C, dass DV (21, 29, 23, 24) €
R genau dann, wenn die Punkte 21, 29, 23, 24 auf einem verallgemeinerten Kreis liegen.



Aufgabe 3. Isometrien der Poincaréschen Kreisscheibe: (6 Punkte)
Zeigen Sie:

a) Fiir eine Matrix A € Mat(2,C) mit det A = 1 gilt

1 0\ —¢ 1 0
o)1= %)
genau dann, wenn es komplexe Zahlen a, b mit |a|?> — [b]> =1 und A = (% g) gibt.
b) SU(1,1) ist beziiglich Matrixmultiplikation eine nicht kommutative Gruppe.

c) Sei A = (% g) € SU(1,1) und D = {z € C | |z] < 1}. Dann ist

a-z+b
b-z+a

woa:D— D, z—

wohldefiniert mit | 4(z)| = 1 genau dann, wenn |z| = 1.

Abgabe des Ubungsblatts am 27. Juni 2014 vor Beginn der Vorlesung.



