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1. Kern und Bild. Betrachten Sie einen 3-dimensionalen Wiirfel und bezeichnen Sie die vier
Diagonalen des Wiirfels mit a, b, ¢, d und die drei Mittelsenkrechten mit «, 3, .

Die Drehgruppe G des Wiirfels permutiert die 4 Diagonalen des Wiirfels und die 3 Mittel-
senkrechten. Man bekommt also einen Homomorphismus

p: G — Sy,
und kann sich iiberlegen, dass dies ein Isomorphismus ist. (Beweis ist auf der Webseite zu
finden.)
AuBerdem permutiert GG die drei Mittelsenkrechten, also bekommt man einen Homomorphis-
mus

T G — Ss.
(a) Geben Sie zu jedem Element o € Sy das Bild p(o) € S3 an und bestimmen Sie den Kern
VOn fi.

(b) Zu welcher aus der Vorlesung bekannten Gruppe ist der Kern isomorph?

Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass die Bestimmung des Kerns darauf hinauslduft, erstens alle
Drehungen des Wiirfels zu identifizieren, die simtliche 8 Mittelsenkrechten als Menge festhal-
ten (also hochstens deren Richtung umkehren), und zweitens zu bestimmen, wie die entspre-
chenden Drehungen auf den 4 Diagonalen operieren.

Motivation: Man kann zeigen, dass dies der einzige nicht-triviale surjektive Homomorphismus
zwischen symmetrischen Gruppen
Sn — Sm

firn >m > 3 ist.

2. Zyklische Einheitengruppen, diskreter Logarithmus. Bestimmen Sie fiir alle Elemente
von (Z/13Z)* die Ordnung. Sie werden feststellen, dass (Z/13Z)* zyklisch ist.

Waihlen Sie sich einen der Erzeuger £ und geben Sie explizit den Gruppenisomorphismus
ag 1 (ZJ137)" — Z/12Z,

welcher ¢ auf 1 = 1 + 127Z abbildet, als Wertetabelle an. (Es gilt also T = a¢ (&%), deshalb
heiit ¢ auch diskreter Logarithmus.)

Bitte wenden!



3. Euklidischer Algorithmus fiir Polynome.

Division mit Rest fiir Polynome: Sei k ein Koérper und ¢,p € k[X]| zwei Polynome, wobei
Grad g > Gradp. Wenn man ¢ durch p teilt, sucht man zwei Polynome k,r € k[X], so dass
q =k -p+r, wobei der Grad von r minimal sein soll (mindestens kleiner als der Grad von p).

Berechnen Sie mit dem Euklidischen Algorithmus den g.g.T. (eindeutig bis auf eine Konstante)
der folgenden Polynome

p=X'+X’+X+1und¢g:=X*"+ X3+ X +1

(a) in R[],
(b) in ]FQ [X]a

und finden Sie die zugehorige Darstellung
ggT(p,q) =a-p+b-q.

Hinweis: In (b) bezeichnet Fo[X] den Ring der Polynome an, X™ + ap_1 X" 1 + -+ + ag mit
Koeffizienten a; € Fo = {0,1}. Multipliziert werden diese Polynome durch Ausmultiplizieren,
2B (X +1)2?2=X24+2X+1=X?+1.

4. Endliche Ko6rper von Primzahlpotenzordnung, Beispiel Fy.

(a) Beweisen Sie, dass das Polynom p := X? 4+ X + 1 in F3[X] irreduzibel ist, mit anderen
Worten, es gibt keine a,b € 9 so, dass

X2 4 X4+1=(X+a)(X +0).
(b) Ohne Beweis verwenden wir: Fiir einen Kérper k£ und ein Polynom p € k[X] gilt:
kE[X]/p - k[X] ist genau dann ein Kérper, wenn p irreduzibel ist.

Fo[ X]/p - F2[X] ist also ein Korper!
Stellen Sie seine Additions- und Multiplikationstafel auf.

Hinweis: Finden Sie Polynome von Grad <1 als Reprisentanten der Nebenklassen.
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