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Einleitung

Wir betrachten einen in eine zweidimensionale vollstédndige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit eingebetteten Streifen S endlicher Oberfléche, der von zwei dis-
junkten minimalen Geodétischen berandet wird. Wir nehmen weiterhin an,
dass die Gaulkriimmung von oben durch eine positive Konstante beschréankt
ist.

Auf nach Bogenlinge parametrisierten Kurven v : R — S| die in die bei-
den Enden des Streifens laufen, definieren wir ein Funktional £, indem wir das
Léngenfunktional mit einer der beiden Randgeodétischen renormalisieren: Wir
vergleichen die Lénge eines Segments einer gegebenen Kurve mit der Linge
eines geeignet gewédhlten Segments dieser Randgeodétischen. Das Funktional
erhalten wir dann als Grenzwert dieser Differenzen fiir beliebig grofle Segmen-
te. Das so definierte Funktional stellt ein Maf fiir die Minimalitét der Kurve
dar.

Wir zeigen, dass beziiglich £ eine Minimax-Geodétische in S existiert, d.h.
eine Geodétische v : R — S| die beziiglich £ kein lokales Minimum darstellt
und fiir die gilt, dass

L(y) = jnf Jnax. L(H(T)),

wobei H die Menge der Homotopien zwischen den Randgeoditischen bezeich-
net.

Die hier vorgestellte Methode beruht auf dem Birkhoffschen Verkiirzungs-
prozess [Birl7]. Dieser zerlegt die betrachteten Kurven geméf ihres Definiti-
onsbereichs in gleich grofle Segmente und ersetzt diese dann durch minimale
geoditische Segmente. Bekannte Anwendungen sind zum Beispiel der Beweis
der Existenz einer geschlossenen Geodétischen auf allen kompakten Mannig-
faltigkeiten [], oder die Berechnung des CW-Komplexes des Raums der Kurven
mit festen Endpunkten (vgl. [Mil63]).

Diese Beispiele verbindet jedoch die Tatsache, dass der Definitionsbereich
und die Zielmenge kompakt sind. Die Nicht-Kompaktheit wirft einige techni-
sche Probleme auf: Existiert eine geeignete Unterteilung fiir alle Kurven, so
dass die Ersetzung durch minimale Segmente wohldefiniert ist? Welche Para-
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metrisierung soll die verkiirzte Kurve erhalten? Beziiglich welcher Topologie
kann man erwarten, dass eine solche Abbildung stetig ist? Erfiillt das Funk-
tional eine beziiglich dieses Verkiirzungsprozesses abgewandelte Palais-Smale-
Bedingung?

Um die erste Frage positiv zu beantworten, zeigen wir in Kapitel 1, dass S
konvex und der Injektivitédtsradius von S positiv ist, wobei hier S als Mannig-
faltigkeit mit Rand aufgefasst wird. Wir zeigen dann zu Beginn von 2, dass
der Minimaxwert endlich ist. Dies wird uns zu einem Teilraum von Kurven
fithren, auf dem £ gleichméfig beschrénkt ist, und dessen Kurven fest vorge-
gebene Parametrisierung besitzen.

Wir werden sehen, dass es moglich ist, diese Kurven in einen kompakten
Mittelteil und zwei fast minimale Kurvenenden zu zerlegen. Diese Kurvenen-
den koénnen so gewéahlt werden, dass der Verkiirzungsprozess sie beliebig wenig
abdndert. Dieses Prinzip wird in zwei verschiedenen Varianten angewandt, um
zunéchst zu zeigen, dass der Verkiirzungsprozess beziiglich der Supremums-
metrik stetig ist, und dann eine Version der Palais-Smale-Bedingung fiir £
nachzuweisen.

Im Anschluss werden wir zeigen, dass unter zusétzlichen Bedingungen, auch
Minimaxgeodétische existieren, die die Bergpass-Eigenschaften erfiillen, d.h.
die den Schnitt jeder ihrer offenen Umgebungen mit der Subniveaumenge des
Minimaxwertes in mindestens zwei Zusammenhangskomponenten zerlegt. Da-
mit iibertragen wir eine Aussage von Hofer [Hof85] fiir differenzierbare Funk-
tionale auf unseren Fall.



1 Beschriankte, minimal berandete Streifen

1.1 Notation

Wir bezeichnen mit (M, g) eine 2-dimensionale, orientierte, vollsténdige, nicht
kompakte, zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand, auf
der die Gauflkrimmung K durch eine positive Konstante R nach oben be-
schrankt ist. Die 2-dimensionale Volumenform sei dF und die Oberfidche einer

messbaren Menge A C M
F(A) = / dF.
A

Fiir stetige, stiickweise stetig differenzierbare Kurven ¢ : I — M, werden die
Lédnge und die Energie definiert:

L(c) = /I|c'(t)|dt Bc) = %/I|c'(t)\2dt,

wobei | - | := /g(+,-) die durch g induzierte Norm bezeichnet. Eine Kurve
c: I — M sei proportional zur Bogenlinge parametrisiert, falls ¢ stetig und
stiickweise stetig differenzierbar ist und ein a > 0 existiert, so dass |é(t)] =
a fiir alle t € I, an denen die Ableitung existiert. Ist a = 1 so ist ¢ nach
Bogenlinge parametrisiert (n.Bl.p.).

Fiir eine Menge A C M, bezeichnen wir mit A, int(A) bzw. 0A den Ab-
schluss, das Innere bzw. den Rand von A. Die Menge der Bildpunkte einer
Kurve v bezeichnen wir im Folgenden abkiirzend auch mit v. Der Abstand
d™ . M x M — R wird wie iiblich definiert und fiir Teilmengen A, B ¢ M
folgendermaflen erweitert

d"(A, B) := infpea d™ (p, q).
qeEB

Fiir eine Menge A C M und & > 0 bezeichnen wir den e-Ball um A mit

B.(A):={peM|d"(p,A) <&}
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Die Exponentialabbildung auf 7,,M bezeichnen wir mit exp, : T, M — M
und definieren fir v € T,M die Geodatische 7, : R — M durch ~,(t) =
exp,(tv). Ist das Differential Dexp, an der Stelle v € T,M ausgeartet, so
sagen wir q := exp,,(v) ist konjugiert zu p (entlang v, ).

Der Konjugationsradius und der Injektivititsradius eines Punktes p € M
sind durch conj,,(p) := inf{[v||v € T,M : Dexp,(v) ist ausgeartet} bzw.
injys(p) == sup{p > 0 | expy3,(o,) ist injektiv} definiert.

1.2 Minimale Geodéitische

Eine nach Bogenlénge parametrisierte Kurve v : R — M heiflt minimale
Geoddtische, falls fiir alle s < t gilt:

L(Y|s) = d¥ (4(5), 7 (1)) (1.1)

Ist v auf einem beschriankten Intervall I = [a, b] definiert und (1.1) erfiillt fiir
alle s < t € I, so nennen wir vy ein minimales geodditisches Segment oder kurz
minimales Segment. Seien weiterhin p = v(a) und ¢ = ~(b), so schreiben wir
auch ~y,, an Stelle von ~.

Da die Mannigfaltigkeit M vollsténdig ist, ist nach dem Statz von Hopf
und Rinow jede Geodétische v, auf ganz R definiert [K1i95, Thm. 2.1.3]. Ist
¥ : [a,b] — M ein geoditisches Segment, so bezeichnen wir mit 7|,y die
eindeutig definierte geodétische Fortsetzung von 4 auf das Intervall [a/,b'] D
[a, b].

Wir erinnern nun an einige Tatsachen, die Geodétische betreffen. Diese wer-
den im weiteren Verlauf der Arbeit oft auch ohne Hinweis auf diesen Fakt
benutzt.

1.2.1 Fakt
1. [Kli78, Thm. 2.1.3] Seien p,q € M, so existiert ein minimales Segment
Vp,q» das p und q verbindet.

2. Minimale Geodditische verlassen jedes Kompaktum in endlicher Zeit.

3. Schneiden sich zwei minimale Segmente zweimal, so entsprechen die
Schnittpunkte den Endpunkten beider Segmente oder der Schnitt der bei-
den Segmente ist bereits selbst ein minimales Segment, das heif§t insbe-
sondere, dass die Fortsetzung der beiden Segmente zu einer Geoddtischen
auf ganz R bis auf Parametrisierung tbereinstimmt.



1.2 Minimale Geodétische

4. Sind ¢ und co zwei minimale Geodditische und existieren zwei Folgen
8y, — 00 und t, — oo oder s, — 00 undt, — —oo, so dass dM (c1(sy), c2(tn)) —
0, so schneiden cq und co sich nicht oder ¢ und co sind schon bis auf
Parametrisierung gleich.

Co PY(O) & (tn)
% — :
c2(sn)

Abbildung 1.1: Minimale Geodétische, die in eine Richtung asymptotisch ver-
laufen

BEWEIS (VON FAKT 1.2.1, AUSSAGE 4):

Die Aussage beruht auf der Tatsache, dass Geodétische differenzierbar sind.
Existiert hingegen ein Knick, also eine Stelle an der eine Kurve nicht differen-
zierbar ist, so lidsst sich eine ,, Abkiirzung®“ konstruieren. Dazu argumentieren
wir indirekt und nehmen an, dass ¢y, co Geodéatische sind, die sich 0.B.d.A. an
der Stelle 0 schneiden und fiir die monoton wachsende Folgen (sy,)nen, (tn)neN
wie oben beschrieben existieren. Wir betrachten die Kurve

] al) Vt<0
V() = { er() Vi >0

Sind die Tangentialvektoren ¢1(0) und ¢2(0) linear unabhéingig, ist v bei 0 nicht
differenzierbar. Aus der ersten Variation der Bogenldnge folgt dann, dass zu
e > 0 Kurven von 7(—¢) nach ~(e) existieren, deren Linge kiirzer ist, als
die von v[_. .. Daher ist die Differenz D := L(v|_c) — dM (y(=¢),7(e))
positiv. Wir wihlen nun n € N so grof, dass d™(c1(t,), c2(s,)) < D/2 gilt,
und konnen, da ¢o minimal ist, folgern

dM(ci(—¢),e1(tn)) < dM(v(=€),7(€)) + dM (v(e),v(sn)) + dM (c1(sn), c2(tn))
< L(’Y|[76,5})_D+L(7‘[s,sn])+D/2
= L(ci|[—c0)) + Lcz2l,s,) — D/2
< Llcl|j—c,0) + Lleljo,ea)) = Llelj—ei,)-
Somit kann ¢y nicht minimal sein. O

Wir fithren nun folgende zentrale Bezeichnung ein:



1 Beschrinkte, minimal berandete Streifen

1.2.2 Definition
Wir bezeichnen eine Flache S C M als beschrinkten, minimal berandeten
Streifen, kurz (bmb)-Streifen, falls

1. S homéomorph zu R x [0, 1] ist

2. zwei disjunkte, minimale Geodétische c1,co : R — M existieren, so dass
der Rand von S deren Vereinigung ist

3. F(S) < oco.

Beispiele fiir beschriankte, minimal berandete Streifen existieren unter ande-
rem auf Riemannschen Uberlagerungen von bestimmten 2-Tori. Diesen Fall
betrachten wir in Kapitel 2.6 genauer.

Um die Parametrisierung der berandenden Kurven geeignet zu wéhlen, de-
finieren wir:

1.2.3 Definition
Sei S C M ein (bmb)-Streifen und ¢1, ¢z : R — M disjunkte minimale Geodéti-
sche, so dass 95 = c¢1 U co. So heiflen die Kurven ¢y, co Randgeodétische, falls

1. ¢ so parametrisiert ist, dass fiir das Einheitsnormalenfeld N7 : R — T'M
auf ¢y, das beziiglich S nach innen zeigt, (¢1(¢t), N1(t)) fiir alle t € R
positiv orientiert ist

2. c9 so parametrisiert ist, dass fiir das Einheitsnormalenfeld Ny : R — T'M
auf ¢, das beziiglich S nach innen zeigt, (¢2(t), Na(t)) fiir alle ¢t € R
negativ orientiert ist

1.3 Birkhoff’scher Verkiirzungsprozess

Der nun vorgestellte Verkiirzungsprozess geht auf Birkhoff [Birl7] zuriick. Die
Formulierung entspricht im wesentlichen der Darstellung in [K1i95, S.338 ff],
wobei dort jedoch geschlossene Kurven auf einer kompakten Mannigfaltigkeit
betrachtet werden. Die Anderungen sind notwendig, um im Folgenden die hier
vorgestellte Version des Birkhoffschen Verkiirzungsprozesses auf kompakte Se-
gemente von Kurven anzuwenden, die in (bmb)-Streifen S abgebildet werden.
Es wird die zentrale Aufgabe in Kapitel 2 sein, dieses Verfahren auf Kurven
zu verallgemeinern, die von ganz R in einen solchen (bmb)-Streifen abbilden.



1.3 Birkhoft’scher Verkiirzungsprozess

Sei C°(I, M) die Menge der stetigen Abbildungen ¢ : I = [0,1] — M verse-
hen mit der Metrik

doo(c, ) := supd™ (c(t),d (t)).
tel
Somit ist C°(I, M) ein vollstindiger metrischer Raum. Zu einer kompakten
Teilmenge N C M bezeichne PN den Unterraum der stetigen, stiickweise
stetig differenzierbaren Kurven, deren Endpunkte in N liegen. Fiir Kurven mit
durch x > 0 beschriankter Energie P*N := {c € PN | E(c) < k}, kénnen wir
nun mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung die Lénge abschétzen:

1 2 1
/\é(t)|dt §/|c'(t)|2dt = 2F(c) < 2k. (1.2)
0 0

Mit Gleichheit genau dann, wenn die Kurve ¢ proportional zur Bogenldnge
parametrisiert ist. Insbesondere folgt aus Ungleichung (1.2), dass das Bild der
Kurven aus P*N in B 5-(N) liegt.

Sei nun k € N so grof, dass fiir n := inj, (B, 5:(N)) > 0 (vel. auch Abschnitt

1.5) gilt:
8K
k> —
n2’
So folgt wie oben fiir alle ¢t € [0,1 — 1/k] :

(d(c(t),c(t+1/k)) < (L(elpar1sm) )2
< 2

T E(d ti+1/K) < 2 < %
Auf diese Segmente kénnen wir folgendes Lemma anwenden:

1.3.1 Lemma ( [Kli95, 3.7.1 ])

Sei N eine kompakte Teilmenge von M und (¢p,)men eine Folge von stiick-
weise stetig differenzierbaren Kurven cp, : [0,1] — M mit Endpunkten in N.
Bezeichne py, = cm(0), gm = cm(1) und nehmen wir an, dass d™ (pp,qm) <
inj;(N)/2 ¥Ym eN.

Falls {E(cm)}men und {d™ (pm, qm)?/2} beide gegen denselben Grenzwert a >
0 konvergieren, so existiert eine konvergente Teilfolge von (¢pm)men, deren Li-
mes ein geoditisches Segment c : [0,1] — M mit Endpunkten in N ist.

BEWEIS:
Nach Fakt 1.2.1 existiert eine Folge (7p,,q.., JmeN von minimalen Segmenten von
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Pm nach g, definiert auf [0, 1]. Diese ist auch eindeutig, da die Punkte p;,, g, in
N liegen und der Abstand der Punkte kleiner als der Injektivititsradius von N
ist. Aufgrund der Kompaktheit existiert auflerdem eine Teilfolge, die wir auch
(¢m)men nennen, so dass die Grenzwerte p = lim,, oo P und ¢ = limy,— 00 g
existieren. Somit folgt, dass 7,4, gegen das eindeutig bestimmte minimale
Segment 7,, konvergiert.

Um zu zeigen, dass fiir eine geeignete Teilfolge limy, oo doo(Cm,Yp,q) = 0
gilt, wihlen wir fiir alle m € N ein ¢, € [0,1], so dass d™ (¢, (tm), Ypg(tm)) =
maxe(o, 1] dM (¢ (t),7p,q(t)). Sei nun ¢, eine Teilfolge, fiir die die Grenzwerte
limy,— 00 ty = to und lim, o0 ¢ (t) = 7 existieren. Wir kénnen o.E. anneh-
men, dass ty € (0,1), da die Aussage sonst klar ist. Sei nun 7, := ¢, (t,), so
existieren fiir alle m € N im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmte minimale
Segmente Vp,.r,, und v, q... Es gilt:

E(vpr) + E(rq) :n%i_I}loo(E(’Ypmrm) + E(Yrmam))
< n}gnw(E(Cm\[o,tm]) + E(cmlim,1)
— tim_B(en) = m_E(ypg,) = Ep)
Da 7,4 das eindeutig bestimmte minimale Segment 7, : [0, 1] — M von p nach

q ist, das E/ minimiert, folgt somit, dass die aus 7y,, und 7., zusammengesetzte
Kurve mit v, iibereinstimmt und speziell r = 7,4(%o). 0

Nun definieren wir den Birkhoffschen Verkiirzungsprozess auf P*N:

1.3.2 Definition

Sei k > 0 und k € N gerade, so dass k > 16r

(injrr (By 5 (N)))

> erfillt ist. Es sei

Do = id|py und fiir 0 € (0,2 — £] definieren wir D, : PN — P*N, falls fiir
ein j € {0,2,...,k — 2} gilt o € (£, 2], durch
bty | 0 vt 01\ [ o]
’ Ye(hre)  VEEIE] ’

und falls fiir ein j € {0,2,...,k — 4} gilt & := o — 1 € (£, 2], durch
c(t) vie[0,1]\ L, 6 + 1]
Doc(t) = | 0 Vie it 5
Ve(s)e(a+ 1) () €l o+
Wir definieren nun fiir o € [0,2 — #] die Abbildung D(c,-) : PN — P*N
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durch die Verkettung der Abbildungen DO,DQ, . D2l , Dy, wobei 2] die ge-
rade Zahl bezeichnet, die durch 2] < ko < 21 —|— 2 bestlmmt ist.

Da nach Ungleichung (1.2) je zwei Punkte c(s), ¢(t) einer beliebigen Kurve ¢ €
PEN in B 7-(N) liegen und ihr Abstand, falls [t —s| < 2 ist, wie in (1.3) durch
den halben Injektivitatsradius abgeschéitzt werden kann, sind die Abbildungen
D,, 0 € [0,2 — 2/k] wohldefiniert. Auflerdem halten die Abbildungen D i die
Kurve c auf [0,1]\ [j/k, (j +2)/k] fiir j € {0,2,...,k} fest, und somit ist auch
die Verkniipfung D ko2 0000 D 20 D, fiir 0 < 1 wohldefiniert. Insbesondere

liegt das Bild der Kurven D% o -OD% (¢) in By, 5:(IV), da nach einer groben

Abschatzung auch die Lénge jedes Segments Cla,i£2] durch v/2k beschrankt ist.
k> k

Und wir erhalten die Wohldefiniertheit der Abbildung D(c,-) mit demselben
Argument fiir o € [1,2 — 2/K].

1.3.3 Lemma

Sei k > 0 fest. Die Abbildung D : [0,2 — 2/k] x PN — P*N; (o,c)
D(o,c) ist stetig und fiir jedes ¢ € P*N st o € [0,2 — 2/k] — E(D(0o,c)) €
R eine monoton fallende Funktion, die genau dann konstant ist, wenn c ein
geoddtisches Segment oder eine Punktkurve ist.

BEWEIS:
Sei (¢m)men C PPN eine konvergente Folge mit Grenzwert ¢ und (0., )men C
[0,2—2/Fk] eine konvergente Folge mit Grenzwert o. Wir zeigen zunéchst, dass
limy,— 00 Do, (¢m) = Do (c):

Sei dazu 2] diejenige gerade Zahl mit 2] < ko < 2] + 2, so folgt

d™ (e (21/k), c(21/k)) — 0
dM (e (om), c(0)) < dM(cm(om), clom)) + dM (c(om), c(a)) — 0

Falls 2 < ko, < 21+ 2, folgt sofort, dass dann auch die Segmente ¢ 21/5,0,,]
gegen c\[gl /k,o] konvergieren. Sonst ist 0.E. o = 2/+2, dann konvergieren jedoch
die Segmente ¢y, |[(2142)/k,0,,] E6geN den Punkt ¢(20+2)/k) und somit folgt auch
in diesem Fall die Behauptung.

Es folgt nun sofort, dass die Abbildungen D2 . Dk 4 stetig sind. Seien

erneut die Bezeichnungen und [ so wie oben gewahlt er konnen o.E. an-
nehmen, dass ko, > 2[. Dann folgt, da endlich viele Verkniipfungen stetiger
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Abbildungen auch wieder stetig sind:

D(o,c) = DyoDu oD ( lim cm)

E \m—oo

= D, ( lim Dx O"'D%(Cm))

m—00 k

— lim D,, (D% 0~~D%(cm))

m—00

= lim D(om,cm)
m—00

Betrachten wir nun die Funktion o — FE(D(o,¢)) fiir festes ¢ € P*N. Diese
fallt monoton, da fiir o3 < oy die Kurve D(o2,c¢) aus der Kurve D(oq,c)
hervorgeht, indem man Segmente durch minimale Segmente ersetzt.

Weiterhin ist, falls ¢ ein geodétisches Segment oder eine Punktkurve ist,
die Abbildung D(o, ¢) konstant und somit auch E(D(o,¢)). Nehmen wir nun
an, dass F(D(2,c¢)) = FE(c) und ¢ keine Punktkurve ist, so folgt dass die Ein-
schrinkung der Kurve ¢ auf die Intervalle [j/k, (j +2)/k], j € {0,2,... k — 2},
und [(j + 1)/k,(j + 3)/k], j € {0,2,...k — 4} geodétische Segmente sind,
die proportional zur Bogenlinge parametrisiert sind. Daher folgt die Behaup-
tung. O

Das nun folgende Lemma ist essentiell, um mit Hilfe des Birkhoff’schen Ver-
kiirzungsprozess, die Existenz von Geodétischen zu zeigen. Wie spéter noch
ausgefiihrt wird, kann man auch alternativ formulieren: Das Energiefunktional
erfiillt auf PN die Palais-Smale-Bedingung.

1.3.4 Lemma [Kli95, Lemma 3.7.6]

Wihle k > 0 und bezeichne D(2—2/k,-) : PN — P*N mit D. Sei weiterhin
(¢m)men €ine Folge in PN, so dass (E(¢pm))men und (E(Dcp))men beide
konvergieren und denselben Grenzwert ko > 0 besitzen. Dann besitzt (¢,,) eine
konvergente Teilfolge, deren Grenzwert ¢ eine Geodditische mit Energie E(¢) =
Ko 1st.

BEWEIS:

Sei D! = D(1,-), so gilt aufgrund der Monotonie-Eigenschaft von D(o, -) auch
limy, oo E(D*(¢mm)) = Ko. DY(cy,) besteht nun aus £ geoditischen Segmen-
ten mit Endpunkten in B (V). Nach Proposition 1.3.1 existiert dann auch
eine Teilfolge, so dass ¢,, und D'c,, gegen denselben geoditischen Polygon-
zug konvergieren. Wiederholen wir dieses Argument fiir die Teilfolgen D'c,,
und Dep, die in B, 5-(N) liegen, so erhalten wir eine Teilfolge von ¢, so

dass Dc,, und D'c,,, somit aber auch c,,, gegen ein geoditisches Segment &

10
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konvergieren. Nun gilt, da geodétische Segmente proportional zur Bogenldnge
parametrisiert sind:

k—4
B©) = Feloy) + 5 B s) + Bl )
k—4
S Elenlin
j=0 k

m—00 ’

= lim (E(cm|[07}1€])+ j:?)})—FE(Cm“%J}))

= lim E(D(cm)) = Ko.

m—00

1.3.5 Lemma
Sei 0 < kg < k und C = {c € P*N |c geoditisches Segment und E(c) = Kko}.
So existiert zu jeder offenen Umgebung U von C, ein e = e(U) > 0, so dass

D(E7Y([0,k0 4+ €))) cUUEY[0, ko — €)).

BEWEIS:

Da D|c = idpxpn, existiert eine offene Umgebung U’ C U von C, so dass
D(U’) Cc U. Nehmen wir an, dass kein solches € > 0 existiert, so finden wir
eine Folge ¢, mit ¢, ¢ U’, so dass

1 1
Ko + e E(cp) > E(D(cn)) > ko — -

Mit Lemma 1.3.4 folgt nun, dass eine konvergente Teilfolge existiert, deren
Limes ¢ in C' liegt. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu ¢, ¢ U’. 0

Eine einfache Anwendung folgt im n&chsten Abschnitt.

1.4 Konvexitidt von (bmb)-Streifen

Sei S ein (bmb)-Streifen in M und ¢, co Randgeoditische von S, so existieren
zu je zwei Punkten aus S auch ein minimales geodétisches Segment, dass die
beiden Punkte verbindet (vgl. 1.2.1). Ist M \ S nicht zusammenhé#ngend, so
zeigt ein einfaches Minimalitdtsargument, dass dieses Segment vollsténig in .S
verlduft, insbesondere gilt somit d° = d|gxg, wobei fiir p,q € S

d%(p,q) == inf{L() | v : [a,b] — S stw. differenzierbar, v(a) = p, v(b) = ¢}.

11



1 Beschrinkte, minimal berandete Streifen

Weiterhin sei auch der Abstand zweier Teilmenge A, B C S definiert durch:

d%(A, B) := inf d°(A, B)

pEA

qeB
Im allgemeinen Fall ist es nicht mehr richtig, dass das minimale Segment in .S
verlduft. Es stellt sich nun die Frage, ob der Abstand d° zweier Punkte durch
ein geoditisches Segment realisiert wird. Dazu fithren wir folgende Bezeich-
nung ein:
1.4.1 Definition

1. Ein geoditisches Segment ~ : [a,b] — S heiit S-minimales Segment,

wenn L(7y) = d*(y(a),v(b)).

2. S ist konvex beziiglich d° genau dann, wenn zu je zwei Punkten p,q € S
ein S-minimales Segment v : [0,d°(p,q)] — S existiert, das p und ¢
verbindet.

1.4.2 Bemerkung Jedes Segment von c¢; bzw. ¢y ist auch ein S-minimales
Segment.

1.4.3 Lemma S ist konvex beziiglich d°.

BEWEIS:

Seien p,q € S fest gewihlt, so existiert eine Folge von stiickweise stetig diffe-
renzierbaren Kurven ~, : [ay, b,] — S, so dass v, (a,) = p und ~,(b,) = ¢ und
L(v,) — d°(p,q). O.E. kénnen wir annehmen, dass die Kurven proportional
zur Bogenlinge auf [0,1] parametrisiert sind. Dann gilt E(y,) = $L(yn)? —
%ds (p, q)?. Fiir ausreichend grofies N € N gilt dann

1
E(yn) < Eds(p, Q) +1=k Vn>N (1.4)
Definiere N := {p, ¢} und By = BQ\/E(N). Zun = Fmin{d” (c; N By, caN
By),injy (By)} > 0 und ciner geraden, natiirlichen Zahl & > 16K/1° bezei-
chen D = D(2 —2/k,-) : PN — P*N den Birkhoffsche Verkiirzungsprozess

aus Definition 1.3.2. Insbesondere liegen die Kurven D(7,,) in S. Denn schétzen
wir ab wie in Ungleichung (1.3), so folgt fiir alle ¢t € [0,1 — 2/k]

dM (Y (1), T (t + 2/K)) < .

Somit ist fiir ein festes n > N und ¢ € [0,2 — 2/k| das minimale Segment
a4 = Yoo (t)n (t+2/k) €indeutig bestimmt, da die Endpunkte in By enthalten

12



1.4 Konvexitédt von (bmb)-Streifen

sind. Da die Endpunkte auch in S liegen, besitzt es, aufgrund der Minimalitét,
mit ¢; und ¢o jeweils hochstens einen Schnittpunkt. Lige nun ein Punkt von a
aulerhalb von S, so existierten mindestens zwei Schnittpunkte von a mit dem
Rand von S, insbesondere stellt dann ein Segment von a eine Verbindung von
can B—N mit ¢ N B—N dar im Widerspruch zu

L(a) = dM(’Yn(t)a'Yn(t + 2/k)) <n< dM(cl ﬂB—Ny C2 ﬂB—N)
Die Kurven D(v,) : [0,1] — S erfiillen fiir alle n > N die Bedingung

d%(p, q)?

E(D(v)) < E(y) — 5

Mit der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung erhalten wir fiir alle Kurven ~ :
[0,1] — M:

1 1
L) = ( /O n(t)]dt)? < /0 (0)|2dE = 2E(7)

und es folgt
d%(p, q)? d°(p,q)°
2 2
Mit Lemma 1.3.4 folgt nun die Existenz einer konvergenten Teilfolge, deren
Grenzwert v : [0,1] — S ein geodiitisches Segment mit L(v) = d°(p, q) ist. O

< E(D(w)) < E(w) —

1.4.4 Folgerung Seien p,q € S und v1,72[0,d° (p,q)] — S zwei S-minimale
Segmente von p nach q. Dann sind ~v1 und 2 gleich oder es existiert keine
Fortsetzung eines der beiden Segment zu einem geoddtischen Segment in S, so
dass die Fortsetzung auch ein S-minimales Segment darstellt.

Insbesonder folgt: Liegen beide Endpunkte eines S-minimalen Segments
auf derselben Randgeoditischen, so ist v bereits (bis auf Parametrisierung)
ein Segment dieser Randgeoddtischen.

BEWEIS:
Sei y1 # Yo, a := d°(p, q) und € > 0, so dass die Fortsetzung s : [0,a+¢] — S
in S verléduft, so ist durch

() = { 7 (t) Vte[0,a]

K Yo(t) Vit € [a,a+e]

eine Kurve 4 : [0,a +¢] — S definiert, die an der Stelle a nicht differenzierbar
ist. Sei nun 0 < 6 < ¢ so klein, dass Bys(q) hochstens eine Randkomponente

13



1 Beschrinkte, minimal berandete Streifen

V2

1

Ya—=90)  Fla+9)

Abbildung 1.2: Schnitte von S-minimalen Segmenten

von 0S5 schneidet. Solch ein § existiert, da die Randgeoditischen disjunkt
sind. Wegen d™ (3(a — §),5(a + §)) < 26, liegt das (M-)minimale Segment
von J(a — ¢) nach J(a + ¢) vollstdndig in S, da es sonst eine der beiden
Randgeodétischen zweimal schneidet im Widerspruch zu 1.2.1.

Dann folgt jedoch d° (5 (a—6), 5 (a+6)) = d™ (5(a—6),7(a+4)) und nach der
ersten Variation der Bogenlidnge D := L(7|(4—5,044)) — dM (F(a—6),5(a+0)) >
0. Nun koénnen wir schliefen

d°(72(0),72(a +¢€)) < L(Fljo,a—g) + d°(F(a — 6),5(a + 8)) + L(F|{a+sa+e))

(
L(¥lj0,ate) — D
= L(mljoq) + L(2ljaate) — D
= L(%2lj0,q) + L(12lja,ate) — D
< L(elpare)
Somit kann 7ag 44 kein S-minimales Segment sein. O

1.5 Der Injektivitidtsradius

Der Injektivitédtsradius ist nach Definition die kleinste obere Schranke fiir den
Abstand von p zu einem Schnittpunkt zweier Geodéatischer, die bei p star-
ten. Die Exponentialabbildung ist ein lokaler Diffeomorphismus. Daher ist
inj,;(p) > 0O fiir alle p € M. Da der Injektivititsradius stetig vom Punkt
abhéngt (vgl. [K1i95, Prop. 2.1.10]), folgt somit auch fiir jede kompakte Teil-
menge K C M, dass der Injektivitétsradius inj;(K) := inf,cx inj,,(p) positiv
ist. Wahrend der Konjugationsradius aufgrund der Kriimmungsschranke durch

™

VE nach unten abgeschéitzt werden kann (vgl. dazu z.B. [Pet98, Thm.3.5]),
sind Kriimmungsschranken im Allgemeinen nicht hinreichend, um den Injek-
tivitatsradius nach unten durch eine positive Konstante zu beschrinken. Zum
Beispiel lassen sich auf R? Metriken definieren, so dass der Injektivitétsradius
beliebig klein wird: Eine Folge von sogenannten , big-bumps®, deren , H&lse“

beliebig eng werden, vergleiche dazu die Definition nach Theorem 2.6.2, kénnen
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1.5 Der Injektivitétsradius

trotz beliebigen Kriimmungsschranken konstruiert werden. Mit Hilfe des Birk-
hoffschen Verkiirzungsprozess kann man sich leicht iiberlegen, dass dann auch
beliebig kurze geoditische Schleifen (sogar geschlossene Geodéitische) existie-
ren.

Im folgenden werden wir unsere Untersuchungen auf (bmb)-Streifen konzen-
trieren und mit Hilfe der Oberflichenschranke zeigen, dass auf einem solchen
Streifen das eben beschriebene Phénomen nicht auftreten kann.

Sei nun S C M ein fest gewéhlter (bmb)-Streifen. Zu p € S sei
A, :={veT,M]|c(0,1]) C S}
Der Injektivititsradius von p in S sei dann definiert durch

injg(p) := sup{p > 0] exp,5,(0,)n4, 5t injektiv }.

Fiir eine Teilmenge K C S sei auflerdem
(K = inf i '
injs(K) := inf injs(p)

1.5.1 Lemma Sei v : [a,b] — S ein geoddtisches Segment von p nach q und
gilt L(vy) < injg(p), so ist v S-minimal.

BEWEIS:
Sei zunéchst L(vy) < injg(p), so existiert nach Lemma 1.4.3 ein S-minimales
Segment 4 von p nach q. Aus L(§) < L(y) < injg(p) folgt dann nach Definition
des Injektivitétsradius, dass die Geodétischen auch schon (bis auf Parametri-
sierung) gleich sind und somit die Behauptung.

Ist nun L(y) = injg(p), so ist L(y\[%b_%]) < injg(p) fiir alle n € N und somit
(’Y|[a,b_i})neN eine Folge von S-minimal Segmenten, die gegen ~ konvergieren.
Insbesondere ist daher ~ S-minimal. O

1.5.2 Lemma Seien p,q € S und v : [0,1] — S ein S-minimales Segment
von p nach q, dass nicht (bis auf Parametrisierung) mit einem Segment einer
Randgeoddtischen iibereinstimmt. Dann existiert eine offene Umgebung U von
v =(0), so dass exp, |y ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung V'
von q 1st und

1. U C Ay, falls q € int(S).
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2. (exp, |v)"1(VNS) C Ay, falls g € DS.

BEWEIS:

Sei zuniichst U eine beschrinkte offene Umgebung von v, so dass exp, | ein
Diffeomorphismus auf V ist. zu 1: Da ¢ € int(S) und + ein geoditisches
Segment ist, liegt auch 7| (g 1 in int(S). Wir unterscheiden zwei Fille: Entweder
liegt auch p € int(S), dann ist |(,1; vollstindig in int(S) enthalten. Da exp
stetig ist, existiert also eine offene Umgebung v|g ) C V C V C int(S). Dann
existiert auch eine Umgebung U C U um v, so dass 'Yw‘[o,l} C V firallew € U.
Somit liegt U in A,,.

Sonst liegt p € 95, sagen wir p € co. Dann zeigt v beziiglich S nach innen.
Bezeichne HS C T,M den offenen Halbraum der beziiglich S nach innen
zeigenden Vektoren, so existiert eine offene Umgebung U C U um v, so dass
U C H®. Sei nun M = max = |w| und € := ﬁ min{inj,, (p), d™ (p,c1)} >
0. Dann folgt aus

o
LOuloe) = & - ol < 5 minfingyy (), & (p,e)}, Y el

dass die Segmente vy|[p,] weder ¢; schneiden, noch einen weiteren Schnitt-
punkt mit co besitzen und somit in S enthalten sind. Wie im ersten Fall
konnen wir nun U so verkleinern, dass auch die Segmente v, |[.,;) C S fiir alle
weU.

C2

Abbildung 1.3:

ZU 2: Sei nun ohne Einschrinkung ¢ € ¢;. Wegen Folgerung 1.4.4 ist dann
p ¢ c¢1 und die Uberlegungen aus dem ersten Teil, zeigen, dass zu beliebigem
0 < & < 1 eine offene Umgebung U(e) C U um v existiert, so dass v [[0,1—¢] C S
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1.5 Der Injektivitétsradius

fiir alle w € U(e). Definiere

dM
min{l, #} =2 >0, (1.5)

wobei My wie oben definiert ist.

Wir argementieren indirekt und nehmen an, dass in jedem ausreichend klei-
nen offenen Ball B 1 (v) C U :=U(e) ein Tangetialvektor wy, existiert, so dass
exp,(wy) € S und wy, ¢ Ap.

Dann existieren offene Intervalle (tf,t;) € (1 —¢,1], so dass Yu,[(a ) C
M\ S. Da exp,(wg) — g und Ly lp—c1) = € - fwg| < 3d"(q,¢2) folgt
dann fiir ausreichend grofie k, dass Vi, (), Y, () € c1. Sei nun ¢t} eine kon-
vergente Teilfolge, so folgt aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion,
dass der Grenzwert limy_, oo Yay, () existiert. Wegen ¢, Ne; = {q} ist dieser
dann schon ¢ und limy_. t§ = 1. Somit bilden die Segmente 'ka|(tz,tz) mit
entsprechenden Segmenten von c; eine Folge von geodétischen Zwei-Fcken.
Aus L(yy, |(t2,t5)) < L(v,|(t%,0)) — 0 folgt dann aber ein Widerspruch zu

n»’n

injys (Br(a)) > 0. -

1.5.3 Lemma Sei p € S und injg(p) < conj(p) < oo, so existiert eine
geoddtische Schleife v : [0,1]/{0,1} — S mit Fuflpunkt p und Linge L(vy) =
2injg(p).

Der Beweis orientiert sich an [K1i95, Lemma 2.1.11]. In diesem Lemma wird
eine dhnliche Aussage in Bezug auf den Injektivitédtsradius inj,, gemacht.

BEWEIS:

Sei p € S und injg(p) < conj,;(p) < oco. So existieren Folgen (v,) und (wy,)
in A, so dass exp,(v,) = exp,(wy) fiir alle n € N und max{[v,|, |wn|} —
injg(p). Da S abgeschlossen ist, ist insbesondere A, abgeschlossen, und wir
konnen ohne Finschrinkung annehmen, dass die Grenzwerte v = lim,,_,», und
w = lim,, o wy, in A, existieren. Es gilt max{|v|,|w|} = injg(p) < conj(p).
Mit Lemma 1.5.1 folgt sofort |v| = |w| = d°(p, q), wobei

q = expy(v) = lim_exp,(vp) = lim_ exp,(wn) = exp,(w).

Speziell existiert eine offene Umgebung U C T),M um v, so dass exp,; ein
Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Fiir ausreichend grofie n € N ist somit
wyp, ¢ U und daher w # v. Die Verkniipfung der Kurven ~, und 7, (1 — -)
bildet somit eine Schleife 4 in S. Es bleibt nun zu zeigen, dass 7, (1) = —54, (1)
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1 Beschrinkte, minimal berandete Streifen

und somit, dass die beiden geoditischen Segmente bereits eine geoditische
Schleife bilden (vgl. dazu Abbildung 1.4).
Seien dazu v € U, ¢ € V = exp,(U) und w € U’, ¢ € V' = exp,(U’) offene

q
C1

Co Cw

C2
p

Abbildung 1.4:

Umgebungen wie in Lemma 1.5.2. O.E. sind U und U’ disjunkt.
Auf V und V' definieren

d(r) = |(expy, [v) 7 (r)? und d'(r") = [(exp, |v7) 7 (")
Abstandsfunktionen von p. Mit dem Gauflemma folgt nun fiir X € T, M:
Ddy(X) = g((1), X);  Ddy(X) = g(u(1), X)
Unter der Annahme, dass 4, (1) # —%., (1), existiert ein X € T; M, so dass
Ddy(X) = Ddi(X) < 0. (1.6)

Im Fall, dass ¢ auf 05 liegt, zeigen —,(1), = (1) beziiglich S nach innen.
Sei nun X = —4, (1) + (1) so erfiillt X Bedingung (1.6), da |4, (1)|* = |[v]? =
|w|? = |3, (1)|?, und zeigt beziiglich S nach innen.

Somit folgt fiir ausreichend kleine ¢ > 0, dass ¢* = ¢*(§) = exp,(0X) € SN
(V. NV’) enthalten ist. Fiir v* := exp;ﬁ,(q*) € A, und w* := exp;‘%],(q*) €A,
gilt dann v* # w* und

[v*| = d(g*) = d(q) + Ddy(6X) + -+ < d(q) = d°(q,p)
lw*| = d'(q*) = d'(q) + Dd,(6X) + --- < d'(q) = d°(q, p),

falls ¢ klein genug. Nun folgt aus max{|v*|, |w*|} < injg(p) der gewiinschte Wi-
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1.5 Der Injektivitdtsradius

derspruch und nach geeigneter Umparametrisierung von ¥ die Behauptung.O
1.5.4 Satz Sei S ein (bmb)-Streifen, so ist injg(S) positiv.

Wir zitieren zunéchst folgenden Spezialfall des Satzes von Gaufl und Bonnet:

1.5.5 Satz (geoditisches n-Eck (vgl. [Kiih99], Folgerung 4.40.))

Sei B C M homdomorph zur abgeschlossenen Kreisscheibe. Der Rand wvon
B bestehe aus endlich vielen Stiicken von Geoddtischen mit AufSenwinkeln
Qat, ..., 0. Dann gilt:

n
/ KdF = 271'—20&1‘.
B i=1

Abbildung 1.5: Auflenwinkel des geodétischen n-Ecks

BEWEIS (VON SATZ 1.5.4):
Da der Konjugationsradius durch conj,,(p) >

_T_

2vR
eine geodétische Schleife ~,

beschrankt ist, folgt aus

1.5.3, dass zu allen p € S mit injg(p) < ﬁ
mit FuBBpunkt p existiert, die vollstéindig in S liegt und deren Lange L(v,) =
2injg(p) ist. Nehmen wir nun an, dass injg(S) < ﬁ und betrachten die
Menge I' := {v : [0,1]/{0,1} — S | L(v) < ﬁ} Wir kénnen zwei Fille
unterscheiden:

Entweder existiert ein Kompaktum K C S, so dass alle geodétischen Schleifen
aus I' in K enthalten sind. In diesem Fall gilt

1
injg(9) = $I€1£§L('y) =injg(SNK) > injy, (SN K) > 0.

Oder es existiert eine Folge von geodétischen Schleifen (v, )nen, die paarweise
disjunkt sind, wobei wir auch ausschlielen mochten, dass eine der Schleifen, in
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einer durch eine andere Schleife berandeten Menge enthalten ist. Die Schleifen
¥, sind nach Konstruktion einfach geschlossen. Da .S homéomorph zu R x [0, 1],
folgt dann aus dem Jordanschen Kurvensatz, dass jede Schleife «,, eine Fléche
A, einschliefit, die homéomorph zur offenen Kreisscheibe ist. Nun folgt mit
1.5.5 fiir jede dieser Schleifen

271':/ K dF + 6, < RF(A,)+m,
An

wobei 6,, € (—m,m) den AuBlenwinkel bezeichnet, den Anfangs- und Endvek-
tor von 7, bilden. Somit erhalten wir F(S) > >° F(4,) > > oy R im
Widerspruch zu F(S) < oo. O

1.6 Fermikoordinaten

Fermikoordinaten werden folgendermaflen definiert: Sei ¢ : R — M eine nach
Bogenldnge parametrisierte Geodétische und N : R — T'M ein Einheitsnor-
malenfeld auf ¢, so finden wir mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion um jeden
Punkt (¢,0) € R? eine kleine Umgebung U, so dass

f:U— M; (ta 8) = €XDPe(t) (SN(t)>

ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Betrachtet man die Umkehrfunktion
auf f(U), so sind die Koordinatenlinien dieser Karte einerseits die auf ¢ nor-
malen nach Bogenldnge parametrisierten Geodétischen, und andererseits die
Kurven mit konstantem Abstand von c.

In diesen Koordinaten besitzt die Metrik die einfache Form

a2 0
=% 1)

mit o : U — R. Wir kénnen annehmen, dass (¢(t), N(t)), t € R, positiv
orientiert sind. Dann ist auch die so konstruierte Karte positiv orientiert und
a > 0. Fiir messbare Teilmengen A C f(U) ist dann wegen /det(G) = a(t, s)
die Oberflache durch

= (6% 2 .
F(A) = /f R (1.7)
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gegen. Hierbei bezeichnet A\? das 2-dimensonale Lebesguemaf. Sie erfiillt fiir
alle Punkte aus dem Definitionsbereich folgende Bedingungen:

dFa(t,s) + K(f(t,s))a(t,s) =0
a(t,0) =1 (1.8)
0sa(t,0) =0

Die erste Gleichung ist eine Folgerung aus dem Theorema Egregium, wihrend
die anderen beiden sich direkt daraus ableiten lassen, dass ¢ eine (nach Bo-
genlénge parametrisierte) Geodétische ist (vgl. z.B. [Kiih99] S. 102 ff). Wir
konnen die Losung dieses Anfangswertproblems mit der Losung fir K = R

vergleichen und erhalten fiir alle s € [O, ﬁ):

a(t,s) > cos (\/E > . (1.9)

In der Tat: Bezeichnen wir die Losung von (1.8) fir K = R mit a(t,s) =
cos(vV/Rs). Da Dexp(6N(t) fiir § € [O, ﬁ), t € R nicht ausgeartet, kénnen

wir fiir festes ¢ € R annehmen dann {¢} x [0, ﬁ) C U. Sei nun ¢(s) := ggi;

fiir alle s € [O, ﬁ) Wir bezeichnen nun mit ,,” “ die Ableitung nach s. Es
gilt ¢(0) = 1. Daher geniigt es zu zeigen, dass die Ableitung

gy At s)alt,s) — alt,s)d/ (t,s)
q(s) = a(t, s)2

nicht-negativ ist. Da der Nenner immer positiv ist, konnen wir uns darauf
beschrianken, den Zahler zu betrachten. Es gilt

(& (t,s)a(t,s) — a(t,s)d (t,s)) = a"(t,s)a(t,s) — a(t,s)d"(t,s)
= (R—K(f(t,s)))a(t,s)a(t,s).

Aufgrund der Anfangsbedingungen kénnen wir schlieflen, dass ¢ in einer Um-
gebung um 0 monoton wichst. Speziell sind in dieser Umgebung o und &
positiv.

Fiir jedes kompakte Intervall [0, 5], § < s erhalten wir dann die Abschétzung
auf dem ganzen Intervall in endlich viellen Schritten, und kénnen daher schie-

Ben, dass sie fiir alle s € [O, L) zutrifft.

(1.10)

2vVR
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Sei S C M erneut ein fest gewéhlter (bmb)-Streifen und c¢;, co Randgeodéti-
sche von S. Unser Ziel ist es nun Fermikoordinaten entlang c; zu definieren:
Sei dazu N : R — T'M das Einheitsnormalenfeld entlang c¢;, das beziiglich S
nach innen zeigt. Zu positivem € < injg(S) definieren wir folgende Abbildung

(1.11)

ha(t) = { inf{0 < s <& |exp.y(sN(t)) € ca}, falls definiert
€ sonst
1.6.1 Bemerkung Im Folgenden sei durch Ny(s) := exp(sN(t)) das an der
Stelle ¢ (t) startende auf ¢; normale geoditische Segment bezeichnet. Da e <
injg(9) existiert kein weiterer Schnittpunkt von Nt|[0,hs(t)] mit ¢1. Somit liegt
Nt‘[o,ha(t)} vollstéindig in S und ist wegen Lemma 1.5.1 auch S-minimal.

1.6.2 Lemma Die Abbildung h. : R — [0, €] ist stetig.

BEWEIS:

Sei t € R fest und ¢, — t eine beliebige konvergente Folge in R, so dass
lim,, o he(t,) = a existiert. Es bleibt zu zeigen, dass a = h(t), denn dann
folgt liminfs_; h-(s) = limsup,_,; he(s) = h(t).

Das Segment Nt|[0,a] Limes der S-minimalen Segmente Ntn‘[o,hg(tn)]- Da S
abgeschlossen ist, ist Nt|[0,a] in S enthalten und somit selbst S-minimal. Wegen
Folgerung 1.4.4 schneidet Nt|[0,a] c2 hochstens einmal.

Falls eine Teilfolge (,) existiert, so dass die Endpunkte der geodétischen
Segmente in ¢y liegen, so folgt lim,, . Ntn,(hg(tn/)) = Ny(a) € ¢y. Der Pa-
rameter @ ist also die kleinste Schnittstelle von N; mit ¢, und wegen a < €
konnen wir schliefien, dass h.(t) = a gilt.

Sonst kénnen wir 0.B.d.A annehmen, dass alle Segmente Ntn|(0,ha(tn)] im
Innern von S enthalten sind. Dann gilt lim,,_,o h:(t,) = € und es geniigt zu
zeigen, dass die kleinste Schnittstelle von Nt mit ¢y nicht kleiner als € sein
kann. Wir argumentieren indirekt und nehmen an, dass ein b < & existiert,
so dass Nt(b) € c2. Da sich zwei verschiedene Geodétische immer transversal
schneiden, folgt dann jedoch schon, dass co auch Ntn‘(o,hs(tn)] fiir ausreichend
groBes n € N schneidet, im Widerspruch zur Annahme, dass die Kurven im
Innern von S verlaufen. a

1.6.3 Satz FEs existiert ein € > 0, so dass fir alle 0 < ¢ < & auf D :=
Userit} x [0, he(t)] die Abbildung

f: D — M
(t? 8) = €XDe(t) (SN(t))a
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1.6 Fermikoordinaten

ein Diffeomorphismus auf ihr Bild ist.

Der Beweis basiert auf folgender Beobachtung: Betrachten wir auf der Stan-
dardsphére ein kurzes geodétisches Segment v und zwei darauf senkrechte
Geoditische 71 Z 79, so schneiden sich diese Kurven im Nord- und im Siidpol
beziiglich des von 7 definierten Aquators. Diese untere Schranke fiir den Ab-
stand des ersten Schnittpunktes zu ~ ldsst sich auf Mannigfaltigkeiten mit
beschréinkter Gaukriimmung iibertragen. Wir beginnen mit folgendem Satz:

1.6.4 Satz Seien a,b und c die Eckpunkte eines geodditischen Dreiecks auf S,
dessen Seiten durch die nicht unbedingt eindeutigen S-minimalen Segmente
ab, bc und ca gegeben sind. Sei weiterhin der Abstand je zweier Ecken kleiner
als ﬁﬁ' So besitzt abc hochstens einen rechten Winkel.

Fiir den Vergleich mit der Sphire S? mit konstanter Kriimmung R und Radius

r 1= —— zitieren wir eine Folgerung des Rauchschen Vergleichssatz aus [K1i95,

VR
2.7.3]:

1.6.5 Satz Seien M, M* Riemannsche Mannigfaltigkeiten der Dimension n.
Auflerdem gelte fiir die Schnittkrimmungen K und K* von M und M* die
Bedingung K < K*.

Wiihle p € M und p* € M* und eine Kurve b = (b(s),so < s < s1) in T,M.
Seien I : T,M — TpM* eine Isometriec und Ib = b*. Dann sind b(s) =
exp,, b(s), b*(s) = exXP,» b*(s) Kurven in M bzw. in M*. Nehmen wir an, dass
die Exponentialabbildung exp,. an den inneren Punkten des Segments ¢5(t) =
th*(s), 0 < t < 1, regulir ist. Dann gilt L(b) > L(b*), d.h. b ist mindestens so
lang wie b*.

Wir betrachten nun die S? als Modellraum:

1.6.6 Lemma Seien 71,72 : [0,57) — S? nach Bogenlinge parametrisierte
geoddtische Segmente, deren Anfangsvektoren senkrecht aufeinander stehen,
so gilt:

d% (v1(s),72(t)) > max{s,t} Vs, t€ (07 gr) ,
wobei d5t der von der Riemannschen Metrik auf S,? induzierte Abstand ist.

BEWEIS:
Sei 0.B.d.A. z := 71(0) = T‘(0,0,l), Yy = ’)/1(8) — T(O,Sin(f),cos(f)) fiir s €
(0,57), z:=7(t) = r(sin(%),O, cos(%)) fiir t € (0, 5r).
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1 Beschrinkte, minimal berandete Streifen

Der Abstand der Punkte y und z wird durch ein geodétisches Segment
realisiert, das einen Grolkreisbogen beschreibt. Seine Lénge berechnet sich als
Produkt des Radius mit dem Winkel Z(y, z). Da cos(L), cos(£) < 1 und arccos
streng monoton fallend ist, folgt

d%*(y,z) = rarccos (cos(2) cos
> rarccos (max{cos(

)
,cos(1)}) = max{s, t}.

BEWEIS (VON SATZ 1.6.4):

Nehmen wir an, dass ein Dreieck abc wie oben beschrieben mit zwei rechten
Winkeln existiert, sagen wir diese befinden sich an den Ecken a und b. Nun
konnen wir 0.B.d.A annehmen, dass d°(a,c) > d%(b,c) ist. Wir wenden nun

Abbildung 1.6: a) geoditisches Dreieck abc b) Vergleichsdreieck a*b*c* auf S?

den Rauchschen Vergleichssatz auf a und einen beliebigen Punkt a* € S? an.
Dabei betrachten wir v(s) := exp, ' (7(s)), wobei 7 : [0,1] — S ein S-minimales
Segment von b nach c ist. Fiir eine beliebige orthogonale Abbildung I : T, M —
T,+S?, erhalten wir ein Vergleichsdreieck mit den Punkten b* := exp(I o v(0))
und ¢* := exp(f o v(1)). Aus dem Rauchschen Vergleichssatz folgt nun fir
YH(t) := expy« (I o v(t)), dass

A% (b, ¢*) < L(y*) < L(y) = d%(b, ).

Andererseits konnen wir auch Lemma 1.6.6 auf die minimalen Segmente a*c*
und a*b* anwenden und, da I orthogonal ist, folgern:

a5 (b, ¢*) > max{d®’ (a*,c*),d*" (a*,b*)} > d (a*, ") = d°(a,c) > d5(b,c).
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1.7 Randgeoditische verlaufen asymptotisch

Durch diesen Widerspruch erhalten wir die Behauptung. O

BEWEIS (VON SATZ 1.6.3):

Sei € < 1/2min{injg(S5), ﬁ} und 0 < € < € fest, so ist f auf einer aus-
reichend kleinen Umgebung von D ein lokaler Diffeomorphismus. Es geniigt
somit zu zeigen, dass f injektiv ist.

Nehmen wir hingegen an, dass f nicht injektiv ist, so existieren (¢1,s1) #
(t2,52) € D, so dass exp,, ,)(s1N(t1)) = exp,,) (52N (t2)) =1 z. Da g <
injg(S) konnen wir ausschlieen, dass ¢; = ta gilt. Der Abstand der Fuf-
punkte lidsst sich nun abschitzen durch d®(c;(t1),c1(t2)) < d%(ei(t1),z) +
dS(z,c1(tz)) < ﬁ. Somit beschreiben die Punkte ¢; (1), ¢1(t2), x ein geodti-
sches Dreieck mit Seitenlénge kleiner als —Z= und 2 rechten Winkeln im Wi-

2VR
derspruch zu Satz 1.6.4. a

1.7 Randgeoditische verlaufen asymptotisch

Wir haben gesehen, dass auf (bmb)-Streifen Fermikoordinaten definiert werden
konnen. Im Allgemeinen wird jedoch nicht der gesamte Streifen durch das
Kartengebiet iiberdeckt. Laufen die Randgeodétischen jedoch asymptotisch
zusammen, ist diese Aussage auflerhalb eines ausreichend grofien Kompaktums
richtig. Diese Aussage prézisieren wir zunéchst durch folgende Definition:

1.7.1 Definition
1. Der Hausdorff-Abstand (beziiglich d°) zweier Mengen U,V C S ist

d3 (U, V) := max{sup d° (u, V), sup d° (U, v)}.
uelU veV

2. Wir sagen die Kurven cq,co : R — M wverlaufen asymptotisch, falls fiir
eine Folge kompakter Mengen (K,,), die M vollstindig ausschopfen, gilt:

lim dy(c; \ Kp,co\ K,) = 0.
n—oo

1.7.2 Satz
Sei S ein (bmb)-Streifen und ¢, co Randgeodditische von S, so verlaufen ¢; und
co asymptotisch.

BEWEIS:
Verlaufen ¢; und ¢ nicht asymptotisch, so existiert zu jeder Folge von Kom-

™

pakta (K,), ein positives § < v und fiir alle n € N ein s, € R, so dass
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1 Beschrinkte, minimal berandete Streifen

0.B.d.A. ¢3(s,) ¢ K,, und d®(cz(sy,),¢1) > 8. Sei € und D wie in Satz 1.6.3.
Indem wir § eventuell verkleinern, konnen wir voraussetzen, dass 20 < £. Sei
® = (®', ®?) die zugehorige Karte und U := {s € R|d*(ca(s),c1) < 28}. Ohne
Einschrankung ist (s,) C U, denn sonst existiert eine kompakte Teilmenge
K C R, sodass (R\ K) x [0,28] ¢ D. Mit (1.7) und Abschiitzung (1.9) folgt
dann

(F(R\ K) x [0, 2]))

F(S)> F
= fR\K f[o,%} a(t,s) dsdt > cos(20vV/R) 26 \'(R\ K)

im Widerspruch zu F(S) < oc.

c1(p(sn))
C1 (b)

Cg(b,)

ca(sy)

Abbildung 1.7:

Da ¢y die normalen Geodétischen auf ¢; transversal schneidet, ist die Ver-
kniipfung mit der Projektion auf die erste Kartenkomponente p := ®! o ca|s
ein lokaler Diffeomorphismus und, da c¢o aufgrund der Minimalitét jede nor-
male Geodéitische hochstens einmal schneidet, ist p auch ein Diffeomorphismus
auf sein Bild. Wir betrachten nun die Menge I := R\ p(4) mit A:= {s € R |
d®(ca(s),c1) < %}. Da diese Menge offen ist, ist sie abzéhlbare Vereinigung
offener, disjunkter Intervalle I = Ukezl - Da auBerdem I x [0,0/6] C D folgt
nun wie oben:

F(S) > cos (%\/ﬁ) % Drez A (),

Da S endliche Oberfliiche besitzt, ist limy_ o, A' () = 0. Die Folge (p(sn))nen
ist in I enthalten und [p(sy)| wird beliebig grofS. Daher existiert N € N, so
dass fiir das Intervall (a,b) := Iyny 2 p(sn) gilt M (Iyny) < %. Setzen wir
a' :=p~(a) und v’ := p~1(b), so folgt wegen der Minimalitit von ¢; und co
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1.7 Randgeoditische verlaufen asymptotisch

aus

N >

L(cojarp)) < d°(ca(a’), c1(a)) + Lcyap) + d° (c1(b), e2(V)) <
der gewiinschte Widerspruch:

§ < d¥(c1(p(sn)),c2(sn)) < Llctljapsy)) + d°(ci(a), c2(a’)) + Licalia,sp))
< 5L(Clha’b]) + d¥(c1(a), c2(a)) + Llcalfa p)
< 4

|
Die nun folgende Bemerkung fiihrt einige wichtige Bezeichnungen ein, die
im zweiten Kapitel teilweise auch ohne Verweis benutzt werden.

1.7.3 Bemerkung Sei S C M ein (bmb)-Streifen mit Randgeodétischen
c1,co und N das beziiglich S nach innen weisende Normalenfeld entlang c;.
Weiterhin seien €9 > 0, he,, D und f wie in Satz 1.6.3.

1. Nach Satz 1.7.2 existiert ein Kompaktum K C M, so dass auf S\ K
Fermikoordinaten definiert sind.

2. Sei § < g( positiv, so definieren wir:

() = sup{t | heo(7) <& V7 <t} § € hey(R)

. 0 sonst (1.12)
1 (8) = { inf{t | hey(17) <6 V7 >t} d € heo(R) ’

) 0 sonst

Sei T := R\ [t~ (e0), t (g0)], so sind die Geodiitischen Ni(s), s € [0, he, ()]
fiir alle ¢ € T" minimale Segmente, die S in genau zwei Zusammenhangs-
komponenten zerlegen.

Wir bezeichnen fiir t; < to € T' die von Nm und Nt2 begrenzte kompakte
Teilmenge von S mit M (t1,t2).

Sei E(§) :== S\ M(t=(8),t7()), so ist fiir alle Punkte aus F(d) der
Abstand zu ¢y echt kleiner als §. Wir nennen sie daher die §-Enden von

S.

3. Eine Kurve v : R — S lduft in ¢1- Richtung, falls Folgen (s;)iez, (ti)iez
existieren, so dass

lim s; =400 = lim ¢ und lim d(cq(s;),(t:)) = 0.

i—4o00 i—2o00 |i]—o0
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2 Existenz Minimax-Geodéatischer

In diesem Kapitel werden wir die Existenz Minimax-Geodétischer in (bmb)-
Streifen beweisen. Die vorgestellte Methode beruht auf dem Birkhoffschen
Verkiirzungsprozess. Wéhrend Lyusternik und Schnirelmann, beim Beweis
der Existenz von geschlossenen Geodétischen auf Sphéren, den Birkhoffschen
Verkiirzungsprozess auf Kurven anwenden, die [0, 1] in eine kompakte Man-
nigfaltigkeit abbilden (vgl. [K1i95]), stellt in dem hier vorgestellten Fall die
Nicht-Kompaktheit das Hauptproblem dar.

Wir werden zunéchst in Kapitel 2.1 eine kurzen Einfithrung zum Minimax-
Prinzip geben und aufzeigen, in wiefern der Birkhoffsche Verkiirzungsprozess
sich dazu eignet. In Kapitel 2.2 betrachten wir (bmb)-Streifen und den Raum
der zugehorigen Kurven. Wir definieren darauf ein Funktional £, dass ein Maf§
fiir die Minimalitdt der Kurven beschreibt und betrachten erste Eigenschaf-
ten dieser Objekte. In Kapitel 2.3 definieren wir einen Verkiirzungsprozess D
fiir Kurven mit vorgegebener Parametrisierung und endlichem Funktionalwert
L. Wir zeigen insbesondere, dass dieser stetig und L-verkiirzend ist. Im dar-
auf folgenden Kapitel 2.4 kénnen wir zeigen, dass £ eine Variante der Palais-
Smale-Bedingung erfiillt. Nun kénnen wir in Kapitel 2.5 die Minimax-Methode
anwenden und zeigen, dass ,Minimax-Geodétischer® in (bmb)-Streifen exi-
stieren, falls der sogenannte Minimaxwert groser als Null ist. Zum Abschluss
betrachten wir in Kapitel 2.6 zweidimensionale Tori und diskutieren, unter
welchen Bedingungen Minimax-Geodétische auf diesen existieren.

2.1 Die Minimax-Methode
Wir beginnen mit folgender Definition:
2.1.1 Definition (vgl. [Str96],S.78) Sei E € C'(R").

1. Eine Folge in R™ heifit Palais-Smale-Folge von E, falls fiir ein ¢ > 0
|E(cm)| < e fiir alle m € N und lim,,, . [|[DE(cy, )| = 0.

2. F erfillt die Palais-Smale-Bedingung, falls jede Palais-Smale-Folge kon-
vergiert.
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2.1 Die Minimax-Methode

Das nun folgende Mountain-Pass-Lemma stellt ein Modell fiir die Minimax-
Methode dar.

2.1.2 Satz

Erfillt E € CY(R"™) die Palais-Smale-Bedingung und besitzt E zwei verschie-
dene strikte relative Minima x1 und xo, so besitzt E einen weiteren kritischen
Punkt x3, der durch das Minimaz-Prinzip charakterisiert wird, d.h.

E(z3) = ;g}f’)rﬂrﬁlg}g{E(m) =: 0.

Hierbei bezeichnet
P={p:[0,1] = R" | p stetig , p(0) = x1, p(1) = x2}
die Menge der ,Wege“, die x1 mit xo verbinden.

2.1.3 Bemerkung

Nehmen wir an, dass n = 2 und E die Hohenfunktion bezeichnet, so besagt
dieses Theorem, dass zu je zwei Télern ein hoher gelegener , Bergpasspunkt®
existiert. Wie Abbildung 2.1 veranschaulicht, ist dieser jedoch nicht immer ein
Sattelpunkt, wie dies vielleicht zunédchst die Vorstellung suggeriert.

a) b)

Abbildung 2.1: Bergprofile: a) Sattelpunkt-Pass b) ausgearteter Pass

Wir skizzieren nun den Bewelis:

BEWEIS:

Da 1, zy strikte relative Minima sind, ist 8 > max{E(z1), E(x2)}. Es geniigt
daher zu zeigen, dass [ ein kritischer Wert ist. Argumentieren wir indirekt
und nehmen an, dass 3 reguldr ist. Wir betrachten die Menge K = {z €
R™|E(x) = 8, DE(z) = 0}. Ist K = {), so existiert ein 6 > 0 so dass auch
die offene Menge U := E~1((8 — 6,3 + 6)) keine kritischen Punkte enthiilt.
Denn sonst existiert eine Folge von Punkten y,, € R", so dass E(y,,) — [ und
DE(y,) = 0. Da E die Palais-Smale-Bedingung erfiillt, existiert dann eine
konvergente Teilfolge , deren Grenzwert y in K liegt.
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

Mit Hilfe des negativen Gradientenfluss ldsst sich nun eine stetige Abbildung
® : R™ x [0,00) — R"™ konstruieren, die folgende Eigenschaften erfiillt (vgl.
[Str96, Thm 3.4]:

1. ®(-,0) = idg»

2. ®(z,t) =z, falls DE(z) = 0 und ¢ > 0
3. E(®(z,t)) < E(z) fiir alle z € R™ und ¢ > 0
4. @B~ ((—00,8+4)),1) C E7Y((~00, — )

Nach Definition von (3 existiert nun ein Weg p € P, so dass max,c, F(x) < S+
0. Da @ stetig ist und die Punkte x1, x5 festlisst, ist ® op auch ein Weg aus P.
AuBerdem folgt aus den Eigenschaften von ® auch, dass maxeaop E(z) < —0
im Widerspruch zur Definition von (3. a

Ell

\J

X
/ y
Abbildung 2.2: erfolglose Suche nach einem Bergpass

Abbildung 2.2 macht deutlich, dass der Satz im Allgemeinen falsch wird, wenn
das Funktional die Palais-Smale-Bedingung nicht erfiillt. Wir kénnen somit die
zwei wichtigen Bedingungen an die Funktion F zusammenfassen: 1) Es exi-
stiert ein Deformationsfluss, der die Funktionswerte von E geeignet verringert
und 2) E erfiillt die Palais-Smale-Bedinung. Erinnern wir uns nun zuriick an
den klassischen Birkhoffschen Verkiirzungprozess, so zeigen Lemmata 1.3.3
und 1.3.5, dass dieser die oben beschriebenen Eigenschaften eines Deforma-
tionsflusses fiir das Energiefunktional erfiillt. Lemma 1.3.4 zeigt dann auch,
dass die Palais-Smale-Bedinungung erfiillt wird, die in diesem Fall statt mit
der Ableitung des Energiefunktionals mit dem Verkiirzungsprozess definiert
wird.
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2.2 Das Léangenfunktional £

2.2 Das Langenfunktional £

Wir betrachten im Folgenden einen (bmb)-Streifen S C M mit Randgeodéti-
schen ¢; und cy. Wie wir in Kapitel 1 gesehen haben, werden durch die Rie-
mannsche Metrik auf M zwei Abstandsbegriffe auf S definiert: d und d°. Wir
werden im Folgenden ausschlieBlich den metrischen Raum (5, d%) betrachten
und schreiben daher abkiirzend d statt d°, dp statt d% und minimales Segment
statt S-minimales Segment. Weiterhin sei im Folgenden fiir eine Teilmenge
A C S und € > 0 der metrische Ball folgendermaflen bezeichnet

B.(A):={peS|dpK) <e}.

Wir wahlen ¢g < ﬁ% und D wie in Satz 1.6.3 und definieren auf D Fermi-

koordinaten f. Die Umkehrfunktion von f, also die zugehorige Karte nennen
wir ® = (&1, ®2) : f(D) — D. Nach Konstruktion ist ¢;(®!(p)) die Orthogo-
nalprojektion von p € f(D) auf ¢; und es gilt:

d(c1(®'(p)), p) = d(c1,p) = P*(p)
Um die Notation zu vereinfachen, definieren wir fiir alle p € S:
p1:=inf{t € R[d(c1(t),p) = d(c1,p)} und  py:=d(p,ci(pr)). (2.1)

Falls p € f(D) liegt, stimmt p; mit ®(p) fiir i = 1,2 iiberein.

Nun definieren wir auf S den Kurvenraum
Q:={y:R— S|vist n. Bl. p. Kurve, die in ¢;-Richtung lauft }

mit der durch die folgende Metrik induzierten Topologie o

d:QxQ — 0,00
(11,72) = supger d(71(t), 72(t))
Betrachten wir auf diesem Raum das iibliche Léngenfunktional L, so ist L =
oo und somit ungeeignet. Sinnvoll ist hingegen ein ,,Langenvergleich*. Diese

Methode Funktionale mit einer fest gewéhlten Trajektorie zu renormalisieren
geht auf Rabinowitz zuriick, vgl. [Rab99]. Betrachten wir zunéchst ein Segment
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

Yl(s1,s,) und folgende Differenz

L(7,81,52) = L(V|[s,50]) — LLC1liy(s1)1,7(s2)1]) (2.2)
= 59— 51— (y(s2)1 —v(s1)1

Liegen v(s1)1,7(s2)1 in T := hZ1([0,€)), so bestimmen dessen Endpunkte ein
Kompaktum M (v(s1)1,7(82)1), wobei wir die Schreibweise aus 1.7.3 verwen-
den. Der Wert L(, s1,$2) gibt also Aufschluss dariiber, wieviel Linge v im
Vergleich zu ¢y verbraucht, um M (y(s1)1,7(s2)1) zu verlassen. Aufgrund der
Minimalitdt von ¢ gilt

L(Cl‘[’y(sl)l,’y(SQ)l]) S 7(81)2 + L(’Y|[51,S2]) + 7(82)2 (23)
und daher
L(7,51,82) = —(7(s1)2 + 7(s2)2) (2.4)

Ersetzt man die Kurve v auf einem Intervall [t1,ts] C [s1, s2] durch ein mi-
nimales Segment, so erfiillt auch die neue Kurve 4 Abschétzung (2.4) und es
folgt mit

[’(:Ya S1, 52) = [’(77 51, 52) + d(’Y(tl)7’Y(t2)) - L(’Y‘[thtz})
folgende Ungleichung

L(Vit1,8) < d(v(t1),7(t2)) + L7, 51, 82) +v(s1)2 + v(52)2. (2.5)

Ist der Abstand der Endpunkte von 7\[31752} zu c; klein, gibt dieses Funk-
tional also eine obere Schranke an, wie stark die Kurve auf jedem Intervall
[t1,t2] C [s1,s2] davon abweichen kann, minimal zu sein. Definieren wir nun
das Funktional £ durch den Limes der Differenzen:
L) = lim £y, —s,5) = lim 25 — (7(s)1 — 7(~s)).
S§—0Q S§—0Q

Ungleichung (2.5) zeigt nun, dass der Wert des Funktional £ eine obere Schran-
ke dafiir darstellt, wie stark jedes einzelne Segment von ~ davon abweichen

kann minimal zu sein. Es ist sogar die kleinste obere Schranke und somit stellt
das Funktional ein Maf fiir die Minimalitét der Kurve dar.

2.2.1 Lemma L : Q) — R ist wohldefiniert.

BEWEIS:
Wir unterscheiden zwei Falle:
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2.2 Das Léangenfunktional £

Sei zunéchst v eigentlich, d.h. dass Urbilder beliebiger kompakter Mengen
K C S unter v kompakt sind, so gilt fiir alle 0 < 5 < s:

liminf £(~v, —s, ) liminf(L(y, —s,—§) + L(v,—5,3) + L(7, 5, 9))

§—00 ( :) §—00
2.4

—7(8)2 = 7(s)2)
= £(77 -, §) - 7(_5)2 - 7(5)2
und es folgt
liminf £(v, —s,s) > limsup L£(7, —§,38) — y(—8§)2 — v(5)2
§700 §—00

Somit ist der Grenzwert wohldefiniert, da nach Satz 1.7.2 —(v(—5)2 + v(8)2)
gegen 0 konvergiert.

Sonst existiert ein Kompaktum K = M(t;,t2) C S (vgl. Bemerkung 1.7.3)
und eine Folge (s,), die 0.B.d.A. gegen unendlich konvergiert und so dass die

Punkte v(s,) € K liegen. Nach Satz 1.7.2 ist [ := sup,cg d(c1,p) < oo. Dann
folgt wie in der obigen Ungleichung:

(2.4)
liminf £(vy, —s,s) > limsup L(v, —Sp,sn) — 4
(2.4 n—00
> limsup —y(=sn)2 = v(s1)2 + L(7, 51, 8n) — 4

n—oo

> limsup L7, ,s,)) — (t2 —t1) — 6l = o0
n—oo
Somit ist die Aussage auch in diesem Fall richtig. O

2.2.2 Lemma Sei v € Q, so ist L(y) > 0 und L(7) ist genau dann 0, wenn
~ eine minimale Geoddtische ist.

2.2.3 Bemerkung Ist v € 2, so sind folgende Aussagen dquivalent:

1. ~ ist minimale Geodétische nach der Definition zu Beginn von Abschnitt
1.2

2. Jedes Segment von + ist S-minimal.

Natiirlich ist jedes geodétische Segment einer minimalen Geoditischen mit
Bild in S ein S-minimles Segment. Bezeichnen wir nun zur besseren Unter-
scheidung mit d° die Metrik auf S und mit d™ die Metrik auf M. Seiy : R — S
eine Geoditische und jedes Segment von  S-minimal. Argumentieren wir
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

nun indirekt und nehmen an, dass ein Intervall I = [a,b] existiert, so dass
L(v|7) — d™(y(a),y(b)) =: & > 0. Da jedes Segment von ~ S-minimal ist, ist
7 insbesondere eigentlich. Es existieren also o’ <V € R, so dass [a,b] C [/, V]
und y(a")2 +y(b')2 < §. Ersetzen wir das Segment 7|,y durch ein beziiglich
der Metrik d™ minimales Segment und bezeichnen die neue Kurve mit 7. So
folgt

L(Aljar 1) + (@' )2 +7(b)2 LEW\ ap]) — €+ y(a)2 + ()2

< Cl|['y(a Sn]) T 2(v(a)2 +(b)2) — €
< Llclpyary (b/)l})

im Widerspruch zur Minimalitidt von ¢;.

BEWEIS:
Die erste Aussage folgt sofort aus (2.4).

Sei nun zunéchst £(y) = 0, so folgt die Behauptung aus (2.5). Umgekehrt
folgt, falls v minimale Geodétische, fiir beliebige s > 0:

L(’Y‘[fs,s]) < L(cl|['y(fs)1,'y(s)1}) + 7(_5)2 + 7(8)2

Im Grenzwert gilt dann £(y) < 0 und somit schon Gleichheit. O

Der Beweis von 2.2.1 zeigt insbesondere, dass Kurven mit £(y) < oo eigentlich
sind. Die Bedingung £ < oo ist jedoch stédrker: Wie folgendes Lemma zeigt,
weichen diese Kurven in den Enden beliebig wenig davon ab, minimal zu sein:

2.2.4 Lemma Seiy € Q und L() < 0o, so folgt fiir s1 < sa:

L(7y,81,82) — 0 und L(vy,—s2,—51) — 0, wenn s1 — o0

BEWEIS:
Da der Grenzwert L existiert, gilt

L(7y,s1,82) = L(7, —52,82) = L(7, —s1,51) — L(7, =2, —51)
(2.4)
< L(v,—s2,82) — L(7, —s1,51) +v(=s2)2 +¥(s1)2 = 0
Die umgekehrte Abschitzung folgt sofort aus (2.4). O
2.2.5 Folgerung Scien a,w : R™ — R monotone Funktionen, so dass
limg 00 (s) = —00 und limg_, w(s) = 00, so gilt fir alle v € Q:

L(y) = lim L(7,a(s),w(s)).

§—00
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2.2 Das Léangenfunktional £

Speziell gilt fiir beliebige monotone Folgen (&;)icz mit lim;_, 1o & = F00:

Lly) = lim L£(y,£-,&) = > Ly k1, &)-

kEZ

BEWEIS:
Sei m(s) := min(—a(s),w(s)), so ist m eine monoton wachsende Funktion und
somit gilt: L() = lim 2m(s)— (v(m(s))1 —y(—m(s))1). Falls L(v) < oo folgt:

Lya(s),w(s) = L7,als), =m(s)) + Ly, =m(s),m(s))
Ly, m(s), ()
=L

Ist L(v) = 00, so erhalten wir wie im Beweis von Lemma 2.2.1

Ly als),w(s)) = L{7, —m(s), m(s)) — dmaxd(ey, p) — 0. -

Lemma 2.2.4 ldsst vermuten, dass Kurven endlicher Lénge sich stark von an-
deren Kurven unterscheiden. Daher definieren wir

2.2.6 Bezeichnung B
Q:={y € QL(y) < oo}

Die Einschrinkung auf diesen Raum ist nur sinnvoll, falls Wege (Homotopien)
aus Kurven endlicher Lénge zwischen c¢; und cy existieren. Wir werden sehen,
dass sogar Homotopien existieren, fiir die £ gleichm#Big beschréankt ist. Dazu
definieren wir zunéchst die Menge der Homotopien von ¢; zu co:

H:={H :[0,1] — Q| H stetig und H(0) = ¢1, H(1) = ¢}

2.2.7 Satz
Es existiert eine Homotopie H € H, so dass maxe(o,1) L(H (t)) < oo.

BEWEIS:

Wir konstruieren nun eine Homotopie, deren Kurven bis auf einen kompakten
Mittelteil stiickweise aus minimalen Segmenten bestehen. Dazu zerlegen wir
zunéchst S mit Hilfe einer Folge von auf ¢; normalen geoditischen Segmenten.
Zu g1 < min{eg, injg(S)/3} definieren wir ¢t~ (1) < t*(e1) € R wie in Bemer-
kung 1.7.3. Wir bezeichnen I := R\ [t (g1),t" (¢1)] und definieren die Funktion
h: I —[0,e1] durch h = h,,|; wie in Kapitel 1.6 vor Lemma 1.6.2. Nun gilt
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

2.2.8 Lemma Fiir alle ¢ > 0 existiert eine streng monoton wachsende Folge
(ti)iez in I, so dass

Sup{\t—l =t (e1)]; lto =t (e1)l; [ti — tizal,i € Z\ {0}} <c

und

‘ 2F(S)
éh(tz) = ccos(VRe1)

BEWEIS:
Sei J; := [ic/2,(i +1)c/2],i € Zund A := {i € Z | J; C I}. Da h stetig ist,
finden wir mit dem Mittelwertsatz zu jedem i € A, ein t; € J;, so dass

. h(t)
—h(ti):/ h(t)dt:// ds dt.
2 J; 7 Jo

Fir J := U;jep Ji und E = (J,c;t x [0,h(t)] berechnen wir nun erneut die
Oberflache mit Hilfe der Fermikoordinaten, fiir die Bezeichnungen vgl. Kapitel

1.6:
F(f = [ fo a(t,s)dsdt
2 cos(VRey) fJfO ds dt
> cos(VRe1)§ Y iep hlti)

Wegen F(E) < F(S), erhalten wir nach Umindizierung die Behauptung. O

Wir konstruieren nun eine Homotopie aus H:

Wir wahlen fir ¢ := % eine Folge (t;)iez wie in Lemma 2.2.8 und
parametrisieren die normalen Geodétischen Nti, i € Z,um, so dass sie auf [0, 1]
definiert sind. Sei K := M(t_1,tp) wie in Bemerkung 1.7.3 und £ = S\ K C
E(g1). K ist homdomorph zu [0, 1]2. Daher existiert eine stetig differenzierbare
Abbildung f : [0,1]> — K, die den Rand auf den Rand abbildet (vlg. [Hir76,
Thm 3.3]). Diese definiert eine Homotopie H : [0,1]> — K differenzierbarer
Kurven, so dass H(0,-) bzw. H(1,-) mit den entsprechenden Segmenten von
c1 bzw. ¢ iibereinstimmen und die Endpunkte der Kurven H® :=H(s,-) in
Nt , und Nto liegen.

Da das Differential von f auf dem Kompaktum K beschrinkt ist, existiert
insbesondere [ > 0, so dass die Liange der Kurven H® durch mMaX,¢|o,1] L(FS) <
I nach oben beschrankt ist.

Nun kénnen wir jede Kurve H' in E durch minimale n.BLp. geodétische Seg-
mente fortsetzten, die Ny, (s) mit Ny, +1(8) verbinden. Wir erhalten so auf ein-
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2.2 Das Léangenfunktional £

deutige Weise eine Abbildung H : [0,1] — €, da sup,¢(o d(Ny, (s), Ny, L (8) <
2e1+c¢ < injg(9). Nach Konstruktion ist die Abblldung ( s)+— H(s )( ) stetig
und surjektiv auf S.

Bezeichne nun H® = H(s,-) und (¢;7) die Folge der Schnittstellen von H*
mit NV;,. Um zu zeigen, dass auch H : [0,1] — Q stetig ist, wihlen wir zu
s € ]0,1] fest und € > 0 ein j > 0, so dass

< ot (&
2 Z%j: At) << und > (8) . (2.6)
Sei weiterhin ¢ > 03 + ¢, so dass
€
B. (1 (D)  B(5)- (2.7)

Dann existiert ein § > 0, so dass

max_d(H*(t), H (1)) <

> , Vo el0,1] mit |s — o] <.
te[—1,1]

col ™

Wir zeigen nun, dass dann auch gilt

sup d(H®(t),H(t)) < e, Vo e [0,1] mit s — o] <.
te[—t,00)

Dass fiir ein eventuell kleineres § sogar d(H*(t), H?(t)) < e gilt, folgt dann
analog.

Zunichst ist nach Konstruktion klar, dass H(t); > t; fiir alle t € [, 00)
gilt, falls |s — o < 0. Mit k = k(o,t) := max{i [ t; < H(t)1} folgt dann, da
fir alle i € Z gilt h(t;) = L(N(t;)) > H? (67 )2, dass :

(H () = 1) = (5 = 07)| = |(H? ()1 — 1) = (tx — )+

S cicr((tiv = 021) = (8 — 67)

< I(Ho (=)~ (= )l
Z]<z<k‘ +1 ™ ) (HZUH 93)‘
< HO(t)2 + HO(07 )2+
Zj§i<k (HU(H?H)Z + (HU(H?)Z)
< Ht)y + 222.2]. H?(67)2
< HO(t)y + 235, h(ts) < HO(t) + §
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

und wir erhalten

d(H*(t), H (1)) < H*(t)2 + [H* (1)1 — H7(U)1] + H(t)2
< FHIH () —t) = (t; —05)|+
[(H () —t) — (t; — 07)] + |07 — 67
THH )2+ 5+ H(t)2 + 5+
d(H?(07), H*(67)) + d(H*(67), H? (67))
< TE4h(t) <e

IN

Mit Folgerung 2.2.5 koénnen wir nun auch das Funktional £ abschétzen:

'C(HS) = ZieZ [’(Hsv 9?—17 ‘918)
= Dienvgoy LOH?,071,07) +1— (to —t—1)
< Yiemoy (HA (07 )2 + H*(65)2) +1
< 23 e HA(607)2 +1
2.2.8
< 2 e h(t) +1 < QM% +1
gleichméfBig in s. Die erste Ungleichung folgt analog zu (2.4) aus der Minima-
litdt der Segmente von H®. O

Der Raum Q ist jedoch offensichtlich weder kompakt, noch kann das Funk-
tional £ auf Q die Palais-Smale-Bedingung erfiillen, da es invariant ist unter
Umparametrisierungen. Der nun folgende Satz zeigt, dass wir die Parametri-
sierung geeignet festlegen koénnen:

2.2.9 Satz Es existiert genau eine Abbildung T : Q — Q, die folgende Eigen-
schaften erfillt:

1.Vy€eQ 3BeR: Ty(t)=~(t—-pB) VteR
2. tl}r_noo d(ci(t), Ty(t)) =0

3. lim d(cr(t — £(7)), TA(t)) = 0

Die Abbildung T ist Lipschitz-stetig, und es gilt LoT = L.

BEWEIS:

Zunéchst wird die Abbildung durch 1 und 2 bereits eindeutig festgelegt. Sei
nun vy € € fest und (s;);en eine monoton fallende, unbeschriinkte Folge. Die
Folge (s; — 7(si)1) ist eine Cauchyfolge. Denn sei ¢ > 0 gegeben, so exi-
stiert wegen Lemma 2.2.4 ein ng € N, so dass |s; — 7(si)1 — (sx — v(sk)1)| =
|L(7y, sk, s:)| < € fir alle @ > k > ng. Nun definieren wir  := lim; o (s; —
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2.2 Das Léangenfunktional £

v(s;)1) und Y(s) := T(s) := v(s+3). Es bleibt zu zeigen, dass 4 Eigenschaften
1 und 2 erfiillt. Dazu benétigen wir folgendes

2.2.10 Lemma Sei 5 wie oben definiert, so folgt

1. lim s—%5(s)1 =0

§——00

2. lim s—L(#)—9(s)1 =0

§—00

Abbildung 2.3:

Mit der Dreiecksungleichung folgt (vgl. Abbildung 2.3)

d(c1(s),7(s)) =
d(er(s — £(%)),7(s)) < A(s)2+ s = L(7) = F(s)]

Somit erhalten wir mit Lemma 2.2.10 im Grenzwert:

lim d(c1(s),7(s)) =0 und lim d(ei(s — L(%)),7(s)) =0

§—00 §——00

Um zu zeigen, dass T' Lipschitz-stetig ist, wihlen wir zwei beliebige Kurven
71,72 € 2 und bezeichnen §; = B(v;), j = 1,2, wie oben, so folgt (vgl.
Abbildung 2.4)

|81 — B2l = | im s; —v1(si)1 — lim s — y2(si)1]
1o i—00
- Zliglo 171 (83)1 — v2(80)1]
Zliglo (71(&')2 + d(v1(8:),72(si)) + 72(51-)2)
timint (1 ()2 + (. 72) + 10(s1)2)

= d(m,72)

IN

IN

39



2 Existenz Minimax-Geodétischer

Abbildung 2.4:

und somit

d(T(1) (), T (7)) = d(n(t—B1),72(t = B2))
d(v1(t = B1),m(t = B2)) +d(vi(t — B2),72(t — B2))
2

81 = Bo| +d(71,72) <2 d(11,72)

IAIA I

O

BEWEIS (VON LEMMA 2.2.10):
Mit den Bezeichnungen aus obigem Beweis definieren wir s; := s; — 3. Wegen

Y(5i)1 =(si)1 gilt [s; = F($i)1| = [si = B —v(si)1] — 0 fiir i — oc.
Fir s < 5; gilt:
s =3 (shl < |£(7,5,8)| + [8i — 7(5i)1]
Somit folgt aus Lemma 2.2.4, dass
ls —3(s)1] — 0, falls s — —o0

Der Grenzwert ist somit gleich 0 und wir kénnen folgern

s=(s)1 = 25— (F(s)h =F(=s)1) + (=5 =F(=s)1)
— L(y)+0, falls s — oo

(]
2.2.11 Folgerung (1) Es existiert genau eine Parametrisierung fir co, so

dass
lim d(eq(t),ca(t)) =0 und tli)r& d(ci(t),ca(t)) = 0.

t——00
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2.2 Das Léangenfunktional £

2.2.12 Bemerkung Wir werden im Folgenden annehmen, dass co = T'(c2)
gilt.

Wir definieren nun

2.2.13 Definition
Der Raum der umparametrisierten Kurven sei

Q:=T(Q) ca.
Die Menge der Homotopien zwischen ¢; und co aus Q sei
H:={H :]0,1] — Q| H stetig und H(0) = ¢y, H(1) = ¢3}.
Auflerdem definieren wir:

O = {yeQlL(y) <B} QP:= {ye€Q|L(y)< B}

2.2.14 Bemerkung Sei H := {H € H | V71 € [0,1] : H(r) € Q}. Da die
Abbildung 7" aus Satz 2.2.9 stetig ist, wird durch die Zuordnung H(7)
T(H(7)) eine Abbildung T : H — H definiert. Da £ invariant unter T ist, gilt
insbesondere

max L(H(r)) = Jnax L(T(H)(r)). (2.9)

2.2.15 Folgerung (2) Sei~ € ﬁ, so gilt

L(v) = lim d(ei(t),~(1)).

BEWEIS:
Es gilt

d(c1(t),7(t)) — L(V)| = [d(c1(t),7(t)) — d(er(t — L(7)), e1(t))] -
d(v(t),c1(t — L(y))) — 0, wenn t — oo

IA I

2.2.16 Folgerung (3)
Das Funktional £ : Q — R ist Lipschitz-stetig.

41



2 Existenz Minimax-Geodétischer

BEWEIS:
Seien zunéchst v1,v2 € Q. Dann gilt:

IL(v1) = L(v)| = [L(Ty) — L(T2)]

= | lim d(ex(s), T (5)) — lim d(es(s), Tya(s))|
= lim [d(ci(s), Ty (s)) = d(er(s), Tra(s))]
< lim d(Ty(s), Tya(s))
< d(Tv1,T72) < Ly d(m,72),
wobei Lt eine Lipschitzkonstante von T' bezeichnet. O

2.2.17 Bemerkung Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir nun die
Rolle von cp. Die Grundsituation ist vollkommen symmetrisch beziiglich ¢;
und cp. Die Wahl der Karte und somit auch das Funktional £ ist jedoch
von ¢ abhingig. Es wére also moglich, dass dieselbe Konstruktion mit co ein
anderes Funktional definiert. Dies wiirde bedeuten, dass auch die Minimax-
Geoditischen davon abhéngig waren. Dies ist jedoch nicht der Fall: Fiir p € §
sei p, die Orthogonalprojektion von p auf co. Wir nehmen der Einfachheit
halber an, dass diese auf ganz S eindeutig ist. So gilt, falls v € € eigentlich
ist fiir |s| — oo:

[7(8)a = 7($)1]

Sonst erhalten wir die Abschéitzung

Y(8)a = ()| < d(er(v(5)1),7(s)) + d(v(s), c2(7(5)a))
+d(ca(v(8)a)s c1(7(5)a))

SuppES d(Cl,])) + SuppES d(027 p) + d(Cl, 62)
In beiden Fillen folgt nach dem Grenzwertiibergang die Behauptung.

IN

2.3 Der Birkhoffsche Verkiirzungsprozess auf ®

Wir méchten nun den Birkhoffschen Verkiirzungsprozess auf Q definieren: Da-
zu wihlen wir h < injg(S) und z € [0,h) fest und definieren fiir i € Z die
Parameter & := th + z. Sei v € ﬁ, so existiert nach Lemma 1.4.3 eine Kurve
5 € Q, die je zwei aufeinander folgende Punkte v(&;),v(&+1) durch ein mi-
nimales Segment verbindet. Bezeichne ((;);cz diejenige monoton wachsende
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Folge in R, fiir die gilt:
Y(&) =7(G), (2.10)
so gilt mit Folgerung 2.2.5:

‘6(7) = ZiEZ £(7> CiaCi-l—l) < ZiEZ £(7>§i>§i+1) = E(’Y) < 0. (211)

Aufgrund der vorhergehenden Uberlegungen, kénnen wir also annehmen, dass
5 € Q liegt und somit eindeutig festgelegt ist. Wir definieren die Abbildung
D: Q — Q durch die Zuordnung v +— 7. Unser Ziel ist es nun folgenden Satz
zu beweisen

2.3.1 Satz Die Abbildung D : Q — Q ist stetig und L-verkiirzend, das heifit
fir alle v € Q gilt L(D(y)) < L(7y), und aus L(D(y)) = L(vy) folgt schon
D(y) = -

Diese Aussage folgt fiir den klassischen Birkhoffschen Verkiirzungsprozess (vgl.
1.3) direkt aus der Kompaktheit von Definitions- und Zielmenge. Die Ubertra-
gung auf unseren Fall ist somit nicht sofort moéglich, vielmehr wire die Aussage
sogar falsch, wiirden wir Kurven mit £ = oo zulassen. Der nun folgende Ab-
schnitt verdeutlicht jedoch die speziellen Eigenschaften der Kurven mit endli-
cher £-Lénge. Bezeichnen wir Kurvensegmente der Form v|_ q) oder 7|4 o)
mit a € R als Kurvenenden, so bestehen Kurven endlicher £-Lénge aus einem
kompakten Segment, das fast die gesamte ,zusétzliche Lange“ L verbraucht
und zwei , fast-minimalen* Kurvenenden. Diese sind auf gewisse Weise ,,starr®
und der Verkiirzungsprozess dndert sie nur wenig ab.

Um dies exakt zu beschreiben, wihlen wir reele Zahlen s; < sy und zerlegen
das Funktional £ : © — RT in drei Teile £(y) = £ (v, 51) + L(7, 51, 82) +
L7t (v,s2), die jedes Segment einzeln der Linge nach mit ¢; vergleichen:

_ . 2.2.1
L7 (v,s1) =lims 0o L(7,8,51) =
2.2.10

LH(y,82) = limgoo L(7,52,8) "= E(’V) (s2 —7(s2)1)
Mit Lemma 2.2.10 folgt nun auch sofort

2.3.2 Lemma Sei v € (AZ, so gilt

lim £ (y,s)=0 und lim £7(y,s) = 0.

§——00 §—00
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

Analog zur Diskussion zu Beginn von Kapitel 2.2 erhalten wir nach dem Grenz-
wertiibergang aus (2.4) auch folgende Abschitzungen

L7 (v,8) > —7(s)2 und LT (7, 8) > —7(s)2 VseR. (2.12)
und konnen analog zu (2.5) folgern, dass
L(Vit1,00) < d(y(t1),v(t2)) + L7 (7,81) +9(s1)2 Vi <t2 < sy

LYy 1) < d(y(t1),7(t2)) + L7 (7, 52) +7(s2)2 Vo >t > 59
Betrachten wir folgendes Lemma

2.3.3 Lemma Seien 1,79 € Q. So gilt fir alle s € R:

d(m1(s),v2(8)) < L7 (71, )+ [L7 (72, 8)| +71(8)2 + 72(8)2
und
d(11(8),72(8)) < [LF (71, 8)| + [L£F (2, 8)| +71(8)2 + 72(8)2
+[L(m1) — L(72)]

BEWEIS:
Fiir die Projektion auf ¢; gelten folgende Abschétzungen:

()1 =72()1] < L7 (1, 8)| + [£7 (72, 9)] (2.13)
M(s)r = v2hl < L7 (s 9)[ + [£(32) = L) + [£F (2, 5)) '

Die Behauptung folgt nun aus

d(71(5),72(8)) < 71(8)2 + [11(8)1 — 72(8)1] + 12(8)2 O

Dieses Lemma zeigt, dass der Abstand der Kurvenenden zweier Kurven mit
gleicher L-Lénge beliebig gut abgeschétzt werden kann, und deutet so auf
einen Zusammenhang von kompakt-gleichméfiger Konvergenz und Konver-
genz beziiglich der Metrik d auf Q hin, wobei eine Folge {yn} C Q kompakt-
gleichmdfsig gegen v € Q konvergiert, wenn zu jedem Kompaktum K C R und
fiir alle e > 0 ein N € N existiert, so dass fiir alle n > N gilt:

max d(7(t), 1(t)) <e.

Da der Bildraum der Kurven eine Mannigfaltigkeit ist, entspricht dieser Kon-
vergenzbegriff der Konvergenz beziiglich der schwachen Topologie. Bevor wir
jedoch néher auf den Zusammenhang der beiden Konvergenzbegriffe eingehen
konnen, benoétigen wir gleichméaflige Abschétzungen fiir den Abstand zu c;:
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2.3.4 Lemma
Seien (mit den Bezeichnungen aus 1.7.3) t1 < to € T, so existiert zu jedem
B > 0 ein kompaktes Intervall I1(t1,t2, B) C R, so dass

v(s) € S\ M(t1,ts)  Vse R\ I(t,t2,B) VyeQPF.
Speziell ezistiert zu jedem 0 < 6 < g9 und B > 0 ein Intervall I5(B), so dass
v(s) € E(8) und somit L¥(v,s) > -6 VseR\I;(B) VveQb.

BEWEIS (VON LEMMA 2.3.4):

Sei v € Q8 und s1, S2 Schnittstellen von v mit den normalen Geodétischen
Ntl, NtQ (vgl. Definition vor Lemma 2.2.8), so ist v(s1)1 = t1 und y(s2)1 = ta.
Mit (2.12) folgt nun:

51> t1—(s1)2 > t1 —supyegd(p,c1) =: k1
52 < ta+ L(y) +7(s2)2 < ta+ B +supyegd(p,c1) = ko

Somit erfiillt I(¢1,ta, B) := [k1, k2| die oben geforderte Bedingung. Die zweite
Aussage folgt nun sofort mit (2.12). O

Wir beschreiben nun den Zusammenhang der durch d induzierten Topologie
mit der schwachen Topologie auf €2 anhand von Folgen.

2.3.5 Satz Eine Folge (Yn)nen C Q konvergiert genau dann beziiglich der
Metrik d gegen v € Q, wenn v, kompakt gleichmdf$ig gegen v konvergiert und
fir die Funktionswerte gilt: lim,, . L(vn) = L(7).

BEWEIS:
Die eine Richtung folgt sofort aus der Stetigkeit von L. Betrachten wir also

eine kompakt gleichméfig konvergente Folge (v,) aus Q mit Grenzwert v, SO
dass lim, oo £(7n) = L(7). Sei € > 0 gegeben und § < min{g,eo} fest, so
bestimmen wir zu B := sup,, L(7;) ein Intervall I5(B) wie in Lemma 2.3.4.
Lemma 2.3.2 erlaubt nun, s_,s; € R\ I5(B) so zu wihlen, dass

L7 (v,8)] <6 Vs <s™ und |ILT(v,5)] <9 Vs >st (2.14)

Da 7(s4) insbesondere im Kartengebiet der Fermikoordinaten liegen, ist die
Projektion v(s+) — 7(s+)1 eine bzgl. der kompakt gleichméBigen Konvergenz
folgenstetige Abbildung und wegen lim, . L£(7,) = L(v) folgt dann auch
limy, o0 Ei(')/na S4) = L+ (7,5+)-

Wir wéahlen nun N € N so grof, dass fiir alle n > N gilt:
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

L. MaXse(s_,sy] d(')/n(s)v'y(s)) <e
2. |LF (Y, 54)| <26
3. [L(7) = L(w) <0

Wegen 1 geniigt es zu zeigen, dass auch supp(s_ s, d(7n(5),7(s)) < ¢ fiir alle

n > N. Sei nun n > N fest. Zuniichst gilt wegen 7, € OB, dass Yn(8)2 <4 fiir
alle s € R\ (s_,sy). Somit folgt

Ei(’)/ms = ‘Ci(ﬁymsi) - E(’anS?Si)
(2.4)
< L (Y, sT) + 20 < 40, Vs <s™

Mit Ungleichung (2.12) folgt dann bereits
|L™ (Vn, s)| < 40, Vs <s™ (2.15)

und analog
|LT (v, 8)| < 46, Vs> st (2.16)

Wenden wir nun Lemma 2.3.3 an:

d(v(s); () < L7, ) + L7 (s )| +7(8)2 + Tn(s)2
< Th<e Vs < s und
d(v(s), () < 1L (v, 8)] + 1L (s 8)] +71(5)2
+y2(8)2 + [L£(7) = L)
< 8 <e Vs> st

Somit erhalten wir die Behauptung. a

Kommen wir nun zum Verkiirzungsprozess zuriick:

2.3.6 Lemma

Der Verkiirzungsprozess D : Q — Q ist L=- und L -verkiirzend, das heifst
L7 (D,¢) < L(v,&) und LT (D, G) < LT(,&) fir alle i € Z, wobei §; wie
in (2.10) definiert ist.

BEWEIS:

Wir berechnen

L7(1,&) =D L&k k1) 2 D LDV, Gy Gerr) = £7(D1,G). (217

k<i k<i

Wegen LF(7,&) = D5 L7, &k Ep1) folgt die Abschétzung auf gleiche Weise
fiir das Funktional £, 0
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2.3.7 Lemma
Sei B > 0 und K C R kompakt, so existiert eine kompakte Teilmenge Mg (B)

von S, so dass y|xk C My (B) fiir alle v € QB

BEWEIS:
Aus den Ungleichungen 2.12 folgt

Y <s+y(s)2 v(s)1 = s—L(y) —7(s)2

Wir kénnen nun fiir alle s € K folgern, dass die Projektion auf ¢; folgende
Abschétzungen erfiillt:

~v(s)1 < max K + supd(p,c1) =: 7 v(s)1 > min K — B —supd(p,c1) =: 1
peS peS
Somit erfiillt My (B) := M(l,r), falls diese Menge wohldefiniert ist (vgl. Be-
zeichnung 1.7.3), die oben geforderte Bedingung. Sonst betrachte M (I, ) mit
I':==sup{t <1 | he(t) <eo}und 1’ :=1inf{t > r | hey(t) < eo}. 0

2.3.8 Satz Die Abbildung LoD : O — R ist stetig (bzgl. O‘Z).

BEWEIS:

Sei v, — v eine konvergente Folge und € > 0 gegeben. Sei weiterhin § :=
und B = sup,,cny £(7n), so wihlen wir I5(B) wie in Lemma 2.3.4 und i € N s
grof3, dass

£
9
[0)

LB)ClEng] wd L) <0 (2.18)
Auflerdem gilt mit ((!")icz,(¢i)icz wie in 2.10:

i—1

lim,, oo L(D’Yn‘[sz,Czn]) = lim, . Z d(’yn(gj)a 771(5]-1—1))
L, (2.19)
= 2 d(v(§): (&) = LDl )
j=—1

Sei nun NV € N so groB, dass fiir alle n > N gilt:

Lo [y(§-i)1 — yn(=i)1] < 0 und [v(§)1 — (&)1 <6
2. [LE(n, &ui)| <26

3. |L(DYic_sc) — L(Dmlien, )| <6

4. |L(y) = L) < 0,
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

so konnen wir fiir alle n > N abschétzen:

|L(Dy) — L(Dv)| < [L£7(D, (i) — L7 (Dyn, (")
—H‘C(D’% C—ia CZ) - E(D7n> Cﬁzv Czn)|
HLHDY, G) — £5 (D )
(2.18), Bed. 2
< 65 + |L(Dvic_,.c.) — L(Dmyien, o))
+DY(C=i)1 = Dyu(C2)1] + [DY(Ci)1 — Dy (G|

< 66 + 6+ [v(E—i)1 — M (Ei)1| + [v(&)1 — (&)
2.13
(<) 70 +26 =96 = e.

(2.10), Bed. 3
<

BEWEIS (VON SATZ 2.3.1):
Sei (vp) eine konvergente Folge mit Grenzwert v und ((")icz,(Ci)icz wie in
2.10. Wir wissen bereits, dass
lim L£(D~y,) = L(Dy). (2.20)
n—oo
Mit Satz 2.3.5 geniigt es also zu zeigen, dass (Dry,,) kompakt gleichm#ifig gegen
D~ konvergiert. Mit dem klassischen Birkhoffschen Verkiirzungsprozess aus
Abschnitt 1.3 kann man die Aussage leicht einsehen, wenn man die Parame-
trisierung vernachléssigt. Da in dem hier betrachteten Fall unendlich viele Seg-
mente durch ein minimales Segment ersetzt werden, ist es zunéchst nicht klar,
dass auch die Parameterverschiebung stetig ist. Dass dies trotzdem stimmt,
liegt daran, dass £ < oo. Die Idee ist nun erneut ausreichend grofle Segmente
zu betrachten, so dass die Verkiirzung auf den {ibrig bleibenden Kurvenenden
die Parametrisierung nur wenig verschiebt.

Sei also ein beliebiges Kompaktum K C R und € > 0 gegeben. Wir definieren
B := sup, ey £(7,) und 6 := min{§, %} Nun existiert ein ¢ € N, so dass mit
Is(B) wie in Lemma 2.3.4

(i €(B), [L5(7,€5) <0 und  Bop(K) C [¢-i, G (2.21)

Nach Lemma 2.3.7 existiert nun eine kompakte Teilmenge in S, die wir N nen-
nen, so dass alle Segmente 7, [(¢_, ¢ in N enthalten sind. Fiir geeignete Wahlen
von £ und k stimmen dann die Segmente D(1, vp|[e_, ¢,) mit Dynlic_, ;) bis auf
Parametrisierung iiberein, wobei D(1,-) wie in 1.3.2 definiert ist. Da D(1,-)
stetig ist, und auch die Liangen der betrachteten Segmente konvergieren (vgl.
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2.3 Der Birkhoftsche Verkiirzungsprozess auf Q

2.19), existiert ein N € N , so dass fiir alle n > N gilt:
IL(DYlic_i ) — LDwlC% G DI = (G — C=i) = (G = ¢8| <0, (222)
ADY(C i +0), D3 +0)) S 6 Vo < lsn 1= inf (=) (2.23)
und wegen 7(6_;) € E(8) auch
[y(€=ir — m(=in| <0 (2.24)

Wegen (2.20) und v, (&+;) € E(9) folgt wie im Beweis von 2.3.5 fiir ein mogli-
cherweise grofleres N € N auch

ILE (. €0)| <26 Vn > N.

Da D7, (C+:) = Yn(éxs) € E(6) folgt nun aus Lemma 2.3.4 LT (D, (44) > —6,
und mit Lemma 2.3.6 erhalten wir dann:

|LE (D, Cei)| <26 Yn > N. (2.25)

Betrachten wir zunéchst die Parameter der Anfangs- und Endpunkte: Es gilt
fiir alle n > N:

G = ¢l < L7 (D, )|+ [PY(Ci)r = P (2] + L7 (Dyn, ¢15)
2.

(2.21), (2.25)
< 36+ V(i) — yml-i)i
(2.24)
< 35+6=46<h
und somit
2.22
G =G <G —Cmi = (¢ = )+ ¢ = (%[ < 56 =h

Definieren wir nun o := s — (_;, so folgt fiir alle s € [(_;, (i + lin):

d(Dv(s), Dyn(s)) = d(Dy((—i + ), Dyu(C-i + 7))
< d(DY(C-i+ ), Dyl + o))
+d(Dyn( i+ 0), Dyn(C—i +0))

(2.23)
< 0H[Li -y <Bi<e

Mit den obigen Abschéitzungen koénnen wir jedoch auch folgern, dass [, >
G — C—i — 2h und somit K C [(—j,(—i + lmin). Somit haben wir die erste
Behauptung gezeigt. Die zweite Aussage folgt aus 2.11, wobei Gleichheit genau

dann auftritt, wenn alle Kurvensegmente 7|[¢, ¢,,,] bereits minimal sind. O
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Wie im kompakten Fall wenden wir nun den Verkiirzungsprozess zweimal an,
wobei wir im zweiten Schritt die festgehaltenen Punkte um ein halbes Intervall
versetzt wéhlen: Dazu bezeichnen wir mit D* den Verkiirzungprozess D, der

durch die Stellen & = hi + z festgelegt wird, und definieren D:= D5 oD
Q— Q.

2.3.9 Folgerung Die Abbildung D : Q — Q st stetig und L-verkiirzend. Es
gilt L(D(vy)) = L() genau dann, wenn v eine Geoditische ist.

BEWEIS:

Da der Abstand zweier Schnittstellen kleiner ist, als der Injektivitéitsradius,
folgt aus D(y) = 7 schon, dass v eine Geodiitische ist. Somit folgt die Aussage
direkt aus Satz 2.3.1. O

2.4 Die Palais-Smale-Bedingung fiir £

Wir zeigen nun, dass £ die folgende Variante der Palais-Smale-Bedingung
erfiillt:

2.4.1 Satz (Palais-Smale-Bedingung)

Sei (Yn)nen eine Folge in (AZ, 50 dass limy, oo L£(Vn) = lim, 00 L(D (7)) = m.
Dann ezistiert eine (bzgl. J} konvergente Teilfolge v, — ~v und der Grenzwert
7 ist eine Geoditische mit L(y) = L(D(y)) = m.

Zunéchst bendtigen wir folgendes

+

2.4.2 Lemma Sei B > 0, so existieren zu jedem € > 0 reelle Zahlen s™ und

ein 6 > 0, so dass fir jede Kurve v in Q8 mit |L(y) — L(Dvy)| < § gilt:
|£5(Dy, %) < e

Speziell gilt |LF (v, sT)| < e fir alle Geoditischen y € OB,

BEWEIS:

Es geniigt die Aussage fiir ¢ < min{h, o} zu zeigen, wobei h wie in Abschnitt
2.3 die Schrittweite des Verkiirzungsprozesses D ist. Seien § = ¢/16, I5(B) wie
in Lemma 2.3.4 und (¢;);cz eine Folge in R\ I5(B) wie in Lemma 2.2.8 zu ¢ = 6.
Wir kénnen o.E. annehmen, indem wir eventuell endlich viele Folgenglieder
{t_n,...,tn—1,ty} auslassen, dass

> ) <o (2.26)

1E€EZL
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_ Cl( .

DO'y
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Dy

m X
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|
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Abbildung 2.5: Konstruktion eines Kurvenendes

Da fiir die normalen geoditischen Segmente N (¢;) gilt L(N(t;)) = h(t;), folgt
insbesondere

dH(N(ti_l),N(ti)) < L(N(ti_l))—Hti —ti_1|+L(N(ti)) <39 Vie Z\{O}.

Sei nun s~ < min I(t_1 — h,tg+h, B) und st > max I(t_1 — h,ty+ h, B) (vgl.
Lemma 2.3.4), so sind die Kurvenenden v|(_ -] und 7[(s+ o) fiir beliebiges
veQBin s \ M(t_1 — h,tyg + h) enthalten, insbesondere gilt

miin srél[%ﬁ] d(v(sT), N(t;)(s)) < 36. (2.27)

Wir méchten zeigen, dass die so gewihlten Parameter s™ und ¢ die geforderten
Eigenschaften erfiillen:

Sei dazu v € QF fest gewdihlt, so dass |L(y) — L(Dy)| < 6. Wegen ~(sF) €
E(8) erhalten wir die Abschéitzung £ (D, sT) > —§ > — mit Ungleichung
(2.12). Die zweite Abschitzung sollte man sich zunéchst am Bild klarmachen:
Dazu bezeichne D = D"/2 0 DY wie in Abschnitt 2.3. Man verkiirzt nun D%,
indem man die Kurve zwischen je zwei Schnittpunkten mit den N (t;) durch
ein minimales Segment ersetzt. Da die Unterteilung durch die Folge (¢;)icz
ausreichend fein ist, sind die Enden der so entstandenen Kurve bzgl. £* linger
als die von Dy. Die Abschitzung folgt dann im wesentlichen aus (2.26).

Seien dazu erneut ((;);jez und (Z]) jez diejenigen monoton wachsenden Fol-
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

gen, fiir die fiir alle j € Z gilt

207£Cj) = 7(53-)_7 wobei §; := jh, (2.28)
D’Y(Cj):DOW £;)s wobei §; 1= &; +h/2 = jh+h/2
Es werden zunéchst folgende Aussagen benétigt

Behauptung I: Die Verkiirzungsprozesse D° und D"? verkiirzen jedes Seg-
ment Y, bzw. D0’y|[g £, wm hochstens 9, d.h. es gilt:
VRN

d(v(&;),7(&+1)) = d(D°¥(¢;), D*v(Gjr1)) > 150

&+

und

d(DOV(Ej%DOY(EjH)) = d(57(2j)>p7(2j+1)) > 156

Behauptung 1l: Die Parametrisierung wird durch DY bzw. D2 um héchstens
6 verschoben, d.h. es gilt fiir alle j € Z

1€ — ¢l <6 und & — ¢l < 6.

Behauptung Ill: Die Kurvenenden von Dofy(_oo,sf], D07[5+,oo)> 5’7(_00757] und
57[S+700) lassen sich als Graph iiber c¢; darstellen, es gilt sogar, dass

D% und Dy jedes (minimale) geoditische Segment N (t) fiir t € R\
[t7(8),t1 ()] genau einmal schneidet.

Wir zeigen zunéchst, dass aus diesen Behauptungen die Aussage des Lemmas
folgt: Bezeichne

jo=max{j €Z|{; <s ) jTi=min{j € Z [ s < (5}

und (k;) bzw. (F;) die (eindeutig bestimmeten) Schnittstellen von DYy bzw.
D~y mit N(t;), so definieren wir

im=max{i | & < s} it i=min{i | sT < &}

Wenn wir in Abschétzung (2.26) 2§ addieren, kénnen wir annehmen, dass
ij < Ri— und R < Zﬁ, da wir sonst (abhingig von v) zwei normale Seg-
mente hinzunehmen koénnen, so dass die Schnittstellen mit diesen die obige
Bedingung erfiillen.

Seien ¢* : [0,00) — S Kurvenenden, so dass ¢©(0) = Dy(sT), ¢* jedes Seg-
ment N(t;), i > it bzaw. i < i~ genau einmal schneidet, wobei die Schnitt-
punkte durch D%y(x;) gegeben sind, und zwischen DYy(k;) und D°y(kiy1),
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€ Z\ {i~ —1,...,i"} ein minimales Segment darstellt. Dann gilt wegen
)

L7 (c7,0) = ';_ d(DO’y(fﬁ;i,l),DO’y(ﬁ;l)) (t; —ti—1)
. (D (), c(0)) — (c(0)1 — t,-)
S 2h(t;) +d(N(t;-), N(ti—Jrl))

<3~

(2.26)
< 60+36=95<¢

LF(ct,0) = d(c(0), Dy (k;+)) = (ti+ — c(0)1)
+ > d(Dy(k:), DOy (kiy1)) — (tiy1 — i)

>4t
(2.27) ~ .
< da(N(ti+—1), N(ti+)) + 322 2h(t:)
>4t
(2.26 B

)
< 30466=9)<¢

Es bleibt zu zeigen, dass £F(Dvy,st) < L£F(c¢*,0) gilt. Da 57|[Ek7zk+1] mini-
male Segmente sind, geniigt es zu zeigen, dass die Endpunkte dieser Segmente
Dv((,) auf ¢t bzw. ¢~ liegen, falls & > 57 bzw. k < 5. Sei nun k fest, so
liegt 57(@) auf einem Segment N (tik)) oder es liegt im Innern einer Menge
M (tiry s tir)+ ) Im ersten Fall folgt die Aussage aus Dv((,) = DYy(&,) =
DOy(kik )) € ¢T sofort. Im zweiten Fall ist dies richtig, wenn DO’Y‘[“i(k)v"«i(l@)+1}
bereits ein minimales Segment ist und somit mit dem entsprechenden Segment
von ¢ (¢7) iibereinstimmt. Die nun folgende Rechnung zeigt, dass die niichst-
gelegene kleinere Knickstelle von D%y auBlerhalb von M (titk)s tigky+1) liegt:

d(D%(&,,), D°v(Ck)) > d(DOy(E,), DOy (€ )) d(D° (Ck) y(€k-1))
> d(DY(&x), DOv(Ek—1)) — (A(D°Y(Ck), DOv(&r))
+d(DO (&), DOv(€k-1)))
150 — (|Ck — &kl + L(Do'ﬂ[gk €1] )
> 156 — (6 + ) > 60 > dy(N(t (k)),N(t (k)+1))
Analog folgt auch, dass D%v(&,y1) ¢ M(t i(k)s ti(k)+1) gilt. Also erhalten wir
aus Cx < Kik) < Ri(k)+1 < Ck+1 die Behauptung.

Beh.I+11
>

Kommen wir nun zu den noch ausstehenden Beweisen:
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zu Behauptung I: Da DY und D% L-verkiirzend sind, gilt fiir alle k € Z:

> Ll e5507) — A(v(&5), v(€G41)
= h—d(D"(¢), D'v(¢s1))
> 166 — d(DY"(¢;), Dv(¢j+1))

§ > L(v) — L(Dy)

Die Aussage folgt analog fiir Dy.

zu Behauptung II: Zuné&chst gilt

(2.10)

G—&= G~ ( i+ (f])l - 532 6 CJ O’Y(Cj)l + (&)1 =&
und wegen L(7) — [,( O9) < L() — L(D7) < § folgt auch
& =G (7,65) = £7(D%,¢)

L~
2 L)) — LDV, G) + LT (1. 5) — LH(DO. ()
— L(7) - L(D%) < 6.

Die zweite Ungleichung folgt nun analog.

c>||

zu Behauptung I1I: Wegen Behauptung I kann keines der minimalen Seg-
mente DO'7|[C¢,CJ' 1] bzw. 57\@@“} vollstindig in einem der Segmente N (t)
enthalten sein, denn dann wiren sie zu kurz. Aufgrund der Minimalitét, lasst
sich somit jedes Segment, dass in F(J) liegt als Graph darstellen. Es geniigt
nun zu zeigen, dass die Randpunkte der Segmente monoton in die Enden
von S laufen. Somit reicht es insbesondere, die Aussage fiir D’y zu zeigen.
Wir argumentieren indirekt und nehmen an, dass t; € R\ [t7(5),¢7 ()] und
21,29 € R existieren, so dass D%y(z1), D%y(z2) € N(t;). Betrachten wir nun
die stetige Funktion f(s) := DYy(s); auf dem Intervall [z, 23], so zeigen die
obige Ausfithrungen, dass die Funktion nicht konstant ist und ihre (lokalen)
Extrema nur auf dem Rand und an Knickstellen ¢; annimmt. Wir nehmen an,
dass max f > f(21) = f(z2) = t1. Der zweite Fall folgt dann analog. Sei nun
Ck € |21, 22, so dass f((;) = max f.
Behauptung IT impliziert wegen &, = &, + h und § < 2, dass (1 < &4 <
Cp < & < Cryr. gilt. Die Segmente D° Ve 1G] und D Vi ] enthalten daher

keine Knickstellen und sind insbesondere mlnlmal Da f (gk) = max f “und f
streng monoton auf jedem Segment, folgt weiterhin D%y(€, 1)1, D%v(&)1 <
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D%(¢y)1 und wir kénnen berechnen

ADE 1), DEN) < 5+ (D (E)1 — Dr(Ehi| +9
20 + [Lletlipoy (g, 1y, 00(cn)
o L(Cl‘[Do'y(gk)l,DOO’Y(Ck)ﬂ)‘

= 664 |k — &1 — (Ex — Co)l
= 66+ |20k — & + 1h — & — 3

Beh.I1
= 60+2|C¢—&| < 84

[ IA

im Widerspruch zu Behauptung I. O

BEWEIS (VON SATZ 2.4.1):
Um Satz 2.3.5 anzuwenden, zeigen wir zuerst, dass v, eine kompakt gleichmé&fig
konvergente Teilfolge besitzt. Dazu zerlegen wir D wieder in D2 o DY und

bemerken, dass
lim £(D%y,) = m.

n—oo

Betrachten wir nun mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Lemma 2.4.2
die Folge (K;)jen = ([£—;,€;]) von Kompakta, die R ausschopfen, so gilt

Jim L(yy k) = lim LD (yypen ), 4 >0
da der Verkiirzungsprozess auf jedem einzelnen Segment verkiirzend wirkt.

Mit Lemma 2.3.7 sehen wir, dass fiir jedes j € N die Menge {v,x;, n € N} in
einem Kompaktum M, (B) mit B := sup,, £(7,) enthalten ist. Nach Proposi-
tion 1.3.1 existiert zu jedem j € N eine konvergente Teilfolge von (v, g, ), deren
Limes stiickweise aus minimalen Segmenten besteht. Wir wéhlen nun Yrgitn)
als eine Teilfolge von Y 80 dass Yn ;) |k;,, konvergiert, wobei Yray = Tn ist.
Die Diagonalfolge Vi) konvergiert somit auf jedem Kompaktum gleichmafig
gegen eine Kurve die stiickweise aus minimalen Segmenten besteht. Wieder-

holt man das Argument fiir Doyk(k) und D2, sieht man, dass eine Teilfolge

A existiert, so dass 7 und D7, kompakt gleichmiBig gegen eine Geoditische
v € Q2 konvergieren. Wir zeigen nun, dass auch gilt:

lim L(3) = lim L(Dyy) = L(7).

k—o0 k—o00

Zunichst liegt v € OB. Denn aufgrund der Folgendstetigkeit bzgl. kompakt-
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gleichméBiger Konvergenz der Funktionale L(-, s1, s2) gilt:

E(’Y): Sli_}I{.loﬁ(’y,—s,S)
= lim lim £(5,—s,s)

§—00 k—00

lim lim (£(3) — £~ (3, —s) — LT (i, 8))

§—00 k—o00

(2.12)
< lim lim (£(k) + 36(=)2 + Tr(5)2)

§—00 k—

< lim B+7(—=s)2 +v(—$)2 = B.
S§—0Q

Sei nun € > 0 gegeben, wihle zu /8 reelle Zahlen s* € R und 6§ > 0 wie in
Lemma 2.4.2. Nach Voraussetzung existiert ein N € N so grof3, dass fiir alle
k> N:

|L(Dyk) — L(k)| < 6.

Aus Lemma 2.4.2 folgt dann auch

L% (DA, s7)| < (2.29)

| ™

AuBerdem ist auch £(-,s~, s7) auf QP folgenstetig beziiglich kompakt gleich-
maéafliger Konvergenz. Ist N ausreichend grof3, gilt dann auch

|L(v,s,8T) = LDy, s ,57)| < Vk>N (2.30)

N ™

Wir kénnen nun folgern

1L(v) = LD < L7 (v,57) = L (D, s7)|
1Ly, 57, 57) = LDy 5™, 51|
+HIL (v, 87) = LT (DA, 7))
(2.29),(2.30

)
< 2¢/8+¢/24+2/8 =¢ Vk>N

Und mit Satz 2.3.5 folgt nun auch, dass 4 (bzgl. d) gegen ~ konvergiert.
Da £ und D stetig sind, folgt
£(y) = lim L(y,) = lim £(D(y,)) = £(D()) = m. .

n—oo

Das nun folgende Lemma und sein Beweis entprechen (bis auf Bezeichnun-
gen) [KIi78, Lemma A.1.4], welches sich dort auf den klassischen Birkhoffschen
Verkiirzungsprozess bezieht. Dies zeigt, dass nun alle fiir die Anwendung des
Minimaxprinzips wichtigen Eigenschaften der neu eingefiihrten Abbildungen
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2.5 Minimax-Geodétische

nachgewiesen sind.

2.4.3 Lemma R
Seim > 0 und C := {y € Q|~v Geodditische und L(y) = m}. So existiert zu
jeder offenen Umgebung U von C, ein e =e(U) > 0, so dass

D) € U ame,

BEWEIS:

Da D|¢ = id, existiert eine offene Umgebung U’ C U von C, so dass D(U’) C
U. Nehmen wir an, dass kein solches ¢ > 0 existiert, so finden wir eine Folge
Yo mit v, € U', so dass

Mt > L) > L) 2 m—

Mit Satz 2.4.1 folgt nun, dass eine konvergente Teilfolge existiert, deren Limes
4 in C liegt. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu ~,, ¢ U’. O

2.5 Minimax-Geodéatische

Wie bereits in Abbildung 2.1 deutlich wurde, ist im allgemeinen nicht zu erwar-
ten, dass wir isolierte kritische Punkte finden kénnen, die durch die Minimax-
Methode beschrieben werden. Wir fithren daher folgende Bezeichnungen ein:

2.5.1 Definition
1. (vgl. [Mat86]) Der Minimazwert m von L ist gegeben durch

m = f}lég-[ Trg[%ﬁ}ﬁ(H(T))

2. Eine Geoditische ¢ heifit Minimax-Geoddtische, falls ¢ kein lokales Mi-
nimum beziiglich £ ist und

L(c) =m.
3. (vgl. [Hof85]) Eine Geodétische ¢ heifit vom Bergpass-Typ beziiglich L,

falls ¢ eine Minimax-Geodétische ist und fiir alle offenen Umgebungen
U von c gilt: U N Q<" ist nicht wegzusammenh#ngend.

Wir kommen nun zu unserer Hauptaussage
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

2.5.2 Satz Seim > 0 der Minimazwert von L, so existiert mindestens eine
Minimazx-Geoddtische in 2.

BEWEIS:

Sei (Hy,)nen eine Folge von Homotopien aus H, so dass

lim max L(H,(T)) =m. (2.31)

n—o00 r€(0,1]

Wegen Bemerkung 2.2.14 kénnen wir ohne Einschréinkung annehmen, dass
(Hp)nen C H. Da der Verkiirzungsprozess D stetig ist, wird durch 7 —
DH,(7) fiir alle n € N eine Homotopie definiert. Diese bezeichnen wir auch
mit DH,,.

Nach Definition des Minimaxwertes ist max, (o 1] £(DH,(7)) > m und wir
konnen zu jedem n € N ein 7, := min{7 € [0,1]| L(DH,(7)) > m} bestimmen.
Nun folgt

m = L(D(Hn(70))) < L(Hn(Tn)) — m

und, da £ die Palais-Smale Bedingung 2.4.1 erfiillt, existiert eine Teilfolge von
(Hy, (7)), die gegen eine Geoditische ¢ mit L(c) = lim, oo L(Hy, (1)) = m
konvergiert. Aufgrund der Definition von 7, existiert in jeder Umgebung von
¢ eine Kurve aus Q<™ und somit ist ¢ eine Minimax-Geoditische. a

2.5.3 Bemerkung
1. Da L die Palais-Smale-Bedingung erfiillt, ist fiir m > 0 die Menge

C(m) == {y € Q| L(y) = m, 7 ist Geoditische} kompakt.

2. Ist der Minimaxwert Null, so bedeutet dies bereits, dass durch jeden
Punkt des (bmb)-Streifen eine minimale Geodétische lduft, deren Bild
vollstandig in S enthalten ist. Denn wéhlen wir eine Folge aus ‘H wie in
2.31. So gilt fiir alle 7 € [0, 1]

0 < L(D(H,(7))) < L(H,(7)) — 0.

Nun existiert zu jedem Punkt aus S eine Folge solcher Kurven, die durch
diesen Punkt laufen, und wegen der Palais-Smale-Bedinung konvergiert
eine Teilfolge gegen eine Geoditische v mit L£() = 0. Wie Lemma 2.2.2
zeigt, ist somit v bereits minimal. Da diese Kurven in S und somit
asymptotisch verlaufen, konnen wir mit Fakt 1.2.1 auch schliefSen, dass
sie keinen Schnittpunkt besitzen.

Wie [Hof85] fiir differenzierbare Funktionale zeigt, kann man die geometri-
schen Eigenschaften von Minimax-Geodétischen unter bestimmten Bedingun-
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2.5 Minimax-Geodétische

gen genauer beschreiben. Der nun folgende Satz iibertriagt sein Ergebnis auf
den hier vorgestellten Fall:

2.5.4 Satz Sei m > 0 der Minimazwert von L und C = C(m) wie in Be-
merkung 2.5.3. Falls C diskret ist oder C keine lokalen Minima beziiglich L
enthdlt, so existiert eine Geoddtische vom Bergpass-Typ in C.

Wir benétigen fiir den Beweis folgendes topologische Lemma

2.5.5 Lemma (vgl. [Hof85]) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Seien I' und
Y nichtleere Teilmengen von X, so dass ¥ kompakt und ¥ C T'. Nehmen wir
an es existiert eine offene Uberdeckung (Uy)yex von X, so dass o € U, fiir
alle o € ¥ und U, N T wegzusammenhdngend ist.
Wir setzen U := |J,ex, Us. Dann existiert eine endliche, disjunkte, offene
Uberdeckung (V;)ieq1,....ny von ¥ in X, so dass V;NT fiir allei € {1,...,n} in
einer Wegzusammenhangskomponente von U N T liegt.
BEWEIS (VON SATZ 2.5.4):
Nach Satz 2.5.2 ist C' nicht leer. Wir nehmen zunéchst an, dass C' keine lo-
kalen Minima enthélt und argumentieren wie im Beweis von Hofer indirekt.
Es existieren also offene Umgebungen U(y), v € C, sodass v € U(vy) und
U(y) N Q<™ wegzusammenhiingend. Sei U := U,ec U(7), so ist U offen und
0.B.d.A ¢1,¢9 ¢ U, sonst ersetzen wir U(~y) durch U(v)\{c1, c2} fiir alle y € C.

Da C keine lokalen Minima enthélt, ist C' im Abschluss von Q<™ enthalten.
Mit Lemma 2.5.5 finden wir nun endlich viele, paarweise disjunkte, offene
Mengen Vi,...,V,, so dass C C V :=J;, Vi und fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt,
dass die Menge V; N Q<™ in einer Zusammenhangskomponente von U N Q<m
liegt. Sei nun 0 := %J(@UUOVU {c1,02},C),s0ist W:= {75 € Qld(7,C) < 5}
eine offene Umgebung von C' mit W C V. Hierbei ist zu beachten, dass 6 > 0
ist, da C' kompakt.

Nach Lemma 2.4.3 existiert nun zu W ein 0 < ¢ < 73, so dass

D™ c WU (2.32)

Sei nun (Hy,)nen eine Minimalfolge aus H, das heit cine Folge, so dass (2.31)
gilt. So existiert ng € N, so dass

max L(Hp, (7)) < m+e.
T€[0,1]

Fiir H := H,, folgt nun, dass D(H([0,1])) € W U Q™= Sei

M = {7 €[0,1)|D(H(r)) ¢ W}
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

und betrachten wir
B :=D(H(M))U (UNQ™) c Q<™.

Es bleibt nun zu zeigen, dass ¢; und ¢y in derselben Wegzusammenhangskom-
ponente von B liegen.

Bezeichnen wir dazu die Wegzusammenhangskomponente von B, die ¢
enthélt, mit B und betrachten

70 := sup{r € M|D(H(r)) € B}.

Da d(cy, W) > 0, ist 7o > 0. Liegt 7 im Innern von M, so existiert ein offenes
Intervall I um 7, so dass D(H(I)) ¢ W. Ist nun [r~,77"] die Zusammenhangs-
komponente von 79, so folgt, dass 7o = 7~ oder 79 = 7.

Nehmen wir an, dass 79 < 1, so folgt D(H(79)) € OW C V. Wegen (2.32)
ist die Lange dieser Kurve kiirzer als m. Auflerdem konnen wir folgern, dass
ein V; existiert, so dass D(H(7p)) € V; N Q<™. Wir finden nun ein offenes
Intervall I um 79, so dass D(H(I)) € V; N Q<™. Also liegt D(H (7)) selbst
in B. Somit kénnen wir auch den Fall 75 = 7 ausschlieBen. Falls 75 = T,

existieren 7 > 79, so dass D(H (7)) € W NV;. Betrachten wir
7 = sup{7 € [0,1]|D(H (7)) € WNV;},

so ist 71 € (70,1) und es gilt D(H (1)) € (W NV;) = OW N V;. Nun folgt
erneut mit (2.32), dass auch D(H(r)) € V; N Q<™. Somit liegen D(H (1))
und D(H(m)) in derselben Zusammenhangskomponente von U N Q<™ also
ist D(H (1)) auch in B enthalten. Wegen 71 > 79 erhalten wir nun einen
Widerspruch zur Definition von 75 und es folgt aus 79 = 1 die Behauptung.

Wir fithren nun den Fall, in dem C' nur isolierte Punkte enthélt, auf den
ersten Fall zuriick. Zunéchst ist die Méchtigkeit von C' aufgrund der Kom-
paktheit endlich. Betrachten wir nun erneut eine Folge (H,,),cn aus H wie in
2.31 und definieren mit ihr folgende Teilmenge von C:

C = {y € C'|3 Teilfolge H,y und 7,y € [0,1] : y = lim H, ()}
n/—oo
Wir zeigen zunichst, dass C keine lokalen Minima enthélt.
Nehmen wir an es gébe ein lokales Minimum v € C. Dann ist dieses ein strik-
tes Minimum. Sei V' eine offene Umgebung von v, so dass L(V\{v}) C (m, c0).
Da der Verkiirzungsprozess stetig und D(y) = 7 ist, existiert eine offene Um-

60



2.6 Minimax-Geodétische auf 2-Tori

gebung V' um +, so dass DV’ C V. Sei nun 6 > 0 so klein, dass Bfg(’y) ={7 €
Q| d(¥,y) < 6} € V', dann ist 1 == inf{£(7) | 7 € 9BI(7)} > m. Um dies
einzusehen, betrachten wir eine Folge ~,, € 885(7), so dass L(7,) — m'. Nach
Definition von V' folgt dann:

m < ‘C(ﬁ('Yn) < L(Ym) — m'.

Falls m’ = m folgt mit der Palais-Smale-Bedingung 2.4.1, dass v, gegen eine
Geodétische 5 € dBZ(7y) mit L£(7) = m konvergiert, im Widerspruch zu £(V\
{7}) € (m, o0). ~
Nun folgt schon, dass H,, fiir n’ grofl genug einen Schnittpunkt mit OBgl(’y)
besitzt, so dass lim,/ o max ¢ 1) L(Hy/ (7)) > m > m im Widerspruch zur
Wahl von H,. Wie im obigen Beweis sicht man nun, dass C eine Geoditische
vom Bergpass-Typ enthélt. a

2.5.6 Bemerkung

Hofer zeigt in [Hof84], dass die Bergpass-Eigenschaft gewihrleistet, dass Punk-
te von diesem Typ Morseindex Eins besitzen. Zunéchst kann man diese Aussa-
ge auch ohne differenzierbare Struktur formulieren, indem der Morseindex mit
Hilfe stiickweiser Jacobifelder entlang einer Geoditischen definiert wird (vgl.
dazu [Mil63] 15.). Und es ist zu erwarten, dass sie auch in diesem Fall zutrifft.
Jedoch beruht der Beweis grundlegend auf dem Morselemma. Da es nicht ge-
lungen ist, das Problem in geeigneter Weise auf einen endlich dimensionale
Teilraum zu reduzieren, scheint es hierzu notig zu sein, eine differenzierba-
re Struktur auf Q analog zur Hilbertmannigfaltigkeit geschlossener Kurven
(vgl. [K1i78]) zu definieren.

2.6 Minimax-Geodéatische auf 2-Tori

Wir betrachten nun Riemannsche Uberlagerungen von 2-Tori (T, ), oder an-
ders ausgedriickt R? versehen mit Z2—periodischen Metriken g¢. Es stellt sich
die Frage, unter welchen Bedingungen Geodétische auf 2-Tori existieren, de-
ren Lifts Minimax-Geodétische sind. Da die Fundamentalbereiche Fj; :=
[k, k + 1] x [I,] + 1] kompakt sind, ist die GauBkriimmung dieser Mannig-
faltgkeiten beschrankt. Um zu zeigen, dass es periodische Metriken gibt, so
dass beschriinkte, minimal berandete Streifen auf (R2,g) existieren, miissen
wir also nur zeigen, dass disjunkte minimale Geodétische existieren, die ei-
ne Fliche mit beschrankter Oberfliche beranden. Wir fassen dazu zunéchst
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

einige Ergebnisse iiber minimale Geoditische aus [Ban88, Kapitel 1 und 6]
zusammen:

Die Menge der minimalen Geodétischen wird mit M bezeichnet. Sie ist in-
variant unter Z2-Translationen und man kann auf ihr eine stetige, surjekti-
ve Abbildung a : M — R U {oo} definieren, die sogenannte Rotationszahl.
Diese verallgemeinert den Begriff der Steigung in folgendem Sinne: Zu jeder
Geodétischen ¢ € M existiert eine Gerade mit Steigung «(c), deren Abstand
von ¢ durch ein positive Konstante beschréankt ist, die nur von der Metrik
abhéngt. Diese Beschreibung impliziert, dass die Rotationszahl im flachen
Fall mit der Geradensteigung iibereinstimmt, und je zwei minimale Geodéti-
sche unterschiedlicher Rotationszahl einen Schnittpunkt besitzen. Wegen Fakt
1.2.1 besitzten sie dann sogar genau einen Schnittpunkt. Die Eigenschaften der
Mengen M, := {c € M| a(c) = a} unterscheiden sich wesentlich, je nachdem
ob « rational oder irrational ist. Bevor wir darauf genauer eingehen, fithren
wir eine weitere Definition ein:

M= {c € My |3 (kn)nen C Z%\ {0}, so dass ¢ = nll—>H<>lo Ty, c},

wobei T}, fiir k € Z? die Translation um k bezeichnet. Die Kurven aus M’
heilen rekurrent.

Falls o € Q, besteht M7*¢ aus periodischen Kurven. Diese werden dadurch cha-
rakterisiert, dass sie mit einem (und somit mit oo-vielen) ihrer Z2-Translate
bis auf Parametrisierung tibereinstimmen. Sie sind Lifts geschlossener Geodéti-
scher auf T2, die minimale Linge in ihrer freien Homotopieklasse haben. Zwei
solche Geodétische schneiden sich nicht, falls sie nicht schon bis auf Parametri-
sierung iibereinstimmen. Weiterhin kann man zeigen, dass die Rotationszahl
periodischer minimaler Geodétischer immer rational ist. Wir betrachten im
folgenden minimale Geodétische mit Rotationszahl o € R\ Q. Dazu zitieren
wir nun die folgenden Theoreme:

2.6.1 Satz ( [Ban88], Theorem 6.9) Sei « irrational. Zwei verschiedene
Geoddtische aus M, schneiden sich nicht.

2.6.2 Satz ( [Ban88], Theorem 6.10) Sei « irrational. Entweder existiert
durch jeden Punkt in R? ein ¢ € M" (c ist eindeutig bis auf Parametrisie-
rung) oder ML schneidet jede periodische, minimale Geoddtische in einer
Cantormenge. Jedes ¢ € My \ ML ist in einem Streifen enthalten, der von
zwei asymptotischen Geoddtischen aus ML berandet wird. Jedes ¢ € ML
kann durch periodische, minimale Geoddtische approximiert werden.
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2.6 Minimax-Geodétische auf 2-Tori

2.6.3 Bemerkung Die Definition von ,asymptotisch“ bei Bangert weicht von
unserer Definition ab.

Abbildung 2.6: Torus mit ,,big-bump*

Zunéchst stellt sich die Frage, ob Metriken existieren, fiir die M eine Lami-
nation bildet, wie sie im zweiten Fall beschrieben wird. Beispiele dafiir liefern
Tori mit ,,big-bump* (vgl. [Ban88, S.46f]). Hierbei bezeichnet ein ,, big-bump*
eine geschlossene Kreisscheibe B C T mit der folgenden Eigenschaft: Es exi-
stiert ein Punkt in B, dessen Abstand zum Rand von B grofler als %L(@B)
ist. Wie Bangert zeigt, existieren solche Metriken auf T?. Kurven, die einen
,big-bump® iiberqueren, sind nicht minimal. Insbesondere trifft hier der erste
Fall von Theorem 2.6.2 fiir kein « zu.

Nehmen wir nun an, dass (R?, g) und a € R\Q, so gewihlt wurde, dass die fest
gewihlte periodische, minimale Geodé&tische v in einer Cantormenge geschnit-
ten wird. Das Komplement der Schnittpunkte ist somit offen und zu jeder
zusammenhéngenden Teilmenge existieren genau zwei minimale Geodétische
c1,ca € M€ die die Randpunkte definieren. Wir zeigen nun fiir ein solches

«
von ¢; und co berandete ,,gap* .S folgendes

2.6.4 Lemma Sei 7 : R? — T? = R?/Z? die Riemannsche Uberlagerung, so
ist die Einschrinkung 7|s injektiv.
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2 Existenz Minimax-Geodétischer

BEWEIS:

Seien p und ¢ aus S gegeben mit 7|s(p) = 7|s(q). Falls p und ¢ im selben
Fundamentalbereich liegen, folgt sofort p = ¢. Desweiteren gilt, dass nicht
beide Punkte auf dem Rand liegen kénnen, da sonst entweder eine der beiden
minimalen Geodétischen periodisch wére im Widerspruch zur Irrationalitét
ihrer Rotationszahl oder ¢; und ein geeignet gewéhltes Translat von co einen
Schnittpunkt hiitten im Widerspruch zu 2.6.1. Sei k die Z2-Translation, die p in
den Fundamentalbereich von ¢ abbildet, so bezeichnen wir mit ¢, éo und S die
Bilder von ¢j, ¢o und S unter k. Die Kurven ¢;, ¢ sind rekurrente, disjunkte,
minimale Geodétische. Auflerdem ist ihre Rotationszahl auch a: Denn ist g;
eine Gerade mit Steigung «, so dass der Abstand von ¢; zu g; durch eine
Konstante [ beschriankt, so gilt dies auch fiir ¢; und die um k& verschobene
Gerade g1 + k.

Da die Uberlagerung invariant ist unter Z2-Translationen, gilt 7(p + k) =
7(p) = n(q), und wir kénnen folgern, dass p+k = ¢ € SN S # 0. Nach
Satz 2.6.1 schneiden sich die Kurven ¢, ¢o, ¢; und ¢ nicht. Dann ist aber
eine der Randkurven von S in S enthalten oder eine der Randkurven von S
in S. Im ersten Fall erhalten wir sofort einen Widerspruch zu der Annahme,
dass S keine weiteren minimalen Geodétischen aus My,
Fall verschieben wir die betrachteten Geodétischen erneut in entgegengesetzter
Richtung um den Vektor —k und erhalten auch dann einen Widerspruch. O

enthilt. Im zweiten

2.6.5 Folgerung S ist ein beschrankter, minimal berandeter Streifen.

BEWEIS:

Es geniigt zu zeigen, dass F(S) < co. Wegen Lemma 2.6.4 ist die Einschrin-
kung der Riemannschen Uberlagerung 7|s : R? — 7(S) C T? = R?/Z? eine
Isometrie und es folgt

F(S) = F(r|s(S)) < F(T?) < cc. 0

Wir kénnen nun die Definitionen der Kapitel 2.2-2.4 anwenden und erhalten
folgenden Satz

2.6.6 Satz Seien g eine Z2-periodische Riemannsche Metrik auf R? und o €
R\ Q, so dass die Menge M,, keine Blitterung des R? darstellen, so existiert
eine Minimaz-Geoditische auf (R?, g).

Wir mochten an dieser Stelle darauf hinweisen, dass Bangert in [Ban8§]
zeigt, dass ein Variationsproblem & existiert, das gleichzeitig Aussagen iiber
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minimale Geodétische auf 2-Tori, die Dynamik monotoner Twistabbildungen
auf einem Kreisring und dem diskreten Frenkel-Kontorova Modell macht. Die
oben zitierten Sédtze iiber minimale Geodétische beruhen zum Teil auf dieser
Analogie. Die Existenz von Minimax-Trajektorien in den oben beschriebenen
gaps, wurde fiir die letzten beiden Bereiche bereits betrachtet, vergleiche dazu
z.B. Mather [Mat86]. In diesem Fall ist jedoch die Ubertragung mit Hilfe von
® nicht moglich: Grob gesagt wird dazu eine minimale Geodétische und all
ihre Z?-Translate betrachtet. Diese werden geordnet durchnummeriert. Eine
weitere minimale Geodétische kann nun unter der Annahmen, dass sie alle
Translate trifft, durch die Schnittpunkte mit diesen eindeutig bestimmt wer-
den. Im Falle der Minimax-Trajektorie wére jedoch die Zuordnung nicht mehr
eindeutig gegeben, da der Injektivitdtsradius bei nicht-flachen Tori kleiner als
der Durchmesser ist. Insbesondere existiert keine Homotopien, so dass jede
Kurve stiickweise aus solchen Segmenten zusammengesetzt sit. Die obige Aus-
sage kann somit nicht abgeleitet werden.
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3 Ausblick

Zum Schluss méchten wir noch auf einige Fragestellungen eingehen, die sich
im Zusammenhang mit dieser Arbeit ergeben, jedoch unbeantwortet geblieben
sind: Als erstes stellt sich natiirlich die Frage, inwiefern die Oberflichenschran-
ke in der Definition der (bmb)-Streifen notwendig fiir die Existenz Minimax-
Geodaétischer ist. Eine sinnvolle Verallgemeinerung konnte sein zu fordern,
dass der Injektivitdtsradius positiv ist und eine unbeschréankte, biinfinite Fol-
ge (t;);ez existiert, so dass fiir die Randgeoditischen gilt:

lim inf d(q (ti), Co (tz)) =0.

|i| =00

Betrachten wir jedoch einen festen (bmb)-Streifen und wéhlen im Innern eine
Folge von Biillen, in denen wir die Metrik zu ,,Big-bumps*“ aufblasen, deren
Hohe beliebig gro wird. Diese Uberlegung lésst vermuten, dass der Minimax-
wert im allgemeinen nicht mehr endlich sein muss. Es stellen sich also zwei
Fragen: Unter welchen zusétzlichen Bedingungen ist zu erwarten, dass der Mi-
nimaxwert trotz F(S) = oo endlich bleibt? Und kann man auch im allgemeinen
Fall durch eine geeignete Modifikation des Funktionals £ das Minimax-Prinzip
anwenden?

Aber auch unter den gewihlten Bedingungen haben wir bereits in Kapitel
2.5 bemerkt, dass das Ergebnis insoweit noch nicht optimal ist, als dass es
auf diese Weise nicht gelungen ist, den Morseindex einer Geodétischen vom
Bergpass-Typ zu bestimmen. Es wire daher interessant die Theorie der Hil-
bertmannigfaltigkeiten auch fiir diese Kurven zu verallgemeinern.

Zuletzt gehen wir noch einmal auf den Torus ein: Wie in Kapitel 2.6 be-
schrieben, werden rekurrente minimale Geodétische mit irrationaler Rota-
tionszahl von periodischen minimalen Geodétischen approximiert. Periodi-
sche Geodétische konnen wir auf den Torus projezieren und dann Minimax-
Geoditische finden, indem wir Homotopien geschlossener Kurven betrachten.
Analog zu [Mat87], [Mat86] stellt sich die Frage, wie die Minimax-Werte sich
verhalten, wenn die Randkurven konvergieren. Man kann vermuten, dass sich
auch fiir Geodétische zeigen ldsst, dass gewisse Stetigkeitsaussagen fiir die
Minimaxwerte gelten.
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