


• im ϕ ist eine Untergruppe:

DENN:

– ϕ(eG) = eH ⇒ eH ∈ im ϕ

– Seien h1, h2 ∈ im ϕ beliebig, d.h. ex. g1, g2 ∈ G mit ϕ(gi) = hi, i = 1, 2,
⇒ h1 ◦ h2 = ϕ(g1) ◦ ϕ(g2) = ϕ(g1 ◦ g2) ∈ im ϕ

– Sei h ∈ im ϕ beliebig, d.h. ex. g ∈ G mit ϕ(g) = h,
⇒ h−1 = ϕ(g)−1 = ϕ(g−1) ∈ im ϕ

5. Sei (G, ◦) eine Gruppe. Der Zentralisator von G ist gegeben durch Z(G) = {h ∈ G |
h ◦ g = g ◦ h ∀ g ∈ G }. Das neutrale Element von G wird mit e bezeichnet.

Es gilt:

- e ∈ Z(G).

- Seien g1, g2 ∈ Z(G) beliebig ⇒ g1 ◦ g2 ◦ h = g1 ◦ h ◦ g2 = h ◦ g1 ◦ g2 ∀h ∈ G, also
gilt g1 ◦ g2 ∈ Z(G)

- Sei g ∈ Z(G) beliebig, so gilt für beliebiges h ∈ G: g◦h = h◦g ⇒ h = g−1◦h◦g ⇒
h ◦ g−1 = g−1 ◦ h. Somit gilt g−1 ∈ Z(G).

6. Es gilt (Z/15Z)∗ = {[1]15, [2]15, [4]15, [7]15, [8]15, [11]15, [13]15, [14]15}.

Aus [1]115 = [2]415 = [4]215 = [7]415 = [8]415 = [11]215 = [13]415 = [14]215 = [1]15 können wir
jedoch ablesen, dass keines der Elemente Ordnung 8 = ord((Z/15Z)∗) besitzt. Also kann
keines der Elemente die Gruppe erzeugen und daher die Gruppe nicht zyklisch sein.

7.
5 6 7 8 9 10 11 12

ϕ( · ) 4 2 6 4 6 4 10 4

8. Seien p 6= q zwei Primzahlen und ϕ die Eulersche ϕ-Funktion.

ϕ(p2q2) = |{a | 1 ≤ a ≤ p2q2; ggT(a, p2q2) = 1}|

= p2q2 − |{a | 1 ≤ a ≤ p2q2; ggT(a, p2q2) > 1}|

= p2q2 − |{a | 1 ≤ a ≤ p2q2; ggT(a, p2) > 1} ∪ {a | 1 ≤ a ≤ p2q2; ggT(a, q2) > 1}|

= p2q2 −
(

|{a | 1 ≤ a ≤ p2q2; ggT(a, p2) > 1}| + |{a | 1 ≤ a ≤ p2q2; ggT(a, q2) > 1}|

−|{a | 1 ≤ a ≤ p2q2; ggT(a, p2) > 1} ∩ {a | 1 ≤ a ≤ p2q2; ggT(a, q2) > 1}|
)

= p2q2 − (pq2 + p2q − pq) = pq(pq − q − p + 1) = pq(p − 1)(q − 1) = (p2 − p)(q2 − q)

Hierbei folgt die vierte Gleichung aus der Siebformel.

9. Seien die Ecken des Würfels mit A, A′, B, B′, C, C ′, D,D′ bezeichnet. Die Menge der
Hauptachsen sei durch {A, A′}, {B, B′}, {C, C ′}, {D, D′} gegeben (vgl. Bild). Weiter-
hin bezeichne D(W ) die Drehgruppe des Würfels. Wir betrachten die Abbildung G :
D(W ) → S4, die einer Drehung die zugehörigen Permutation der 4 Hauptachsen des





Daher bestimmen wir nun mit dem Euklidischen Algorithmus zunächst b:

12000000 = 9015 · 1331 + 1035

1331 = 1035 + 296

1035 = 3 · 296 + 147

296 = 2 · 147 + 2

14773 · 2 + 1

Also gilt

1 = 147 − 73 · 2

= 147 − 73(296 − 2 · 147) = 147 · 147 − 73 · 296

= 147(1035 − 3 · 296) − 73 · 296 = 147 · 1035 − 514 · 296

= 147 · 1035 − 514(1331 − 1035) = 661 · 1035 − 514 · 1331

= 661 · (12000000 − 9015 · 1331) − 514 · 1331 = 661 · 12000000 − 5959429 · 1331.

Nun gilt [b]ϕ(pq) = [−5959429]ϕ(pq) = [6040571]ϕ(pq).

12. Das Verfahren ahmt den Euklidischen Algorithmus nach. Wir benennen den großen Krug
mit G und den kleinen Krug mit K und schreiben die darin enthaltene Wassermenge in
Klammern dahinter.

G(9)K(0) → G(2)K(7) → G(2)K(0) → G(0)K(2) → G(9)K(2)

→ G(4)K(7) → G(4)K(0) → G(0)K(4) → G(9)K(4) → G(6)K(7)

→ G(6)K(0) → G(0)K(6) → G(9)K(6) → G(8)K(7) → G(8)K(0) → G(1)K(7)

13. In F3 gilt:





1 2 1
0 1 2
2 1 0



 ·





1 0 2
1 1 0
0 1 0



 =





0 0 2
1 0 0
0 1 1



.

In F5 gilt:





1 2 1
0 1 2
2 1 0



 ·





1 0 2
1 1 0
0 1 0



 =





3 3 2
1 3 0
3 1 4



.

14. (a) alter Code: Seien ai und bi die richtige und die falsche Ziffer (welche ist egal) und
ai > bi. Wäre die Prüfsumme gleich, so würde folgen

i · ai ≡ i · bi mod 11

⇐⇒ i · (ai − bi) ≡ 0 mod 11.

Dann müsste aber bereits i = 11 oder ai − bi = 11, da 11 eine Primzahl ist. Da
i ∈ {1, . . . 10} und (ai − bi) ∈ {1, . . . , 10}, folgt daraus, dass die Prüfsummen nicht
gleich sein können.

neuer Code: Der Beweis funktioniert analog zu oben, wenn man bedenkt, dass
ggT(3, 10) = 1 = ggT(1, 10).



(b) Sei i > j. Und nehmen wir an, dass

i · ai + j · aj ≡ i · aj + j · ai mod 11

i(ai − aj) + j(aj − ai) ≡ 0 mod 11

(i − j)(ai − aj) ≡ 0 mod 11.

Nun sieht man wie oben ein, dass die Prüfsumme nicht gleich sein kann.

(c) Betrachte 1632487413457 und 6132487413457. Die Prüfsummen sind [90]10 = [0]10

bzw. [80]10 = [0]10.

15. Zunächst übersetzen wir den Text in ASCII-Code: S=19, I=09, C=03, H=08, E=05,
R=18. Außerdem benötigen wir für die Rechnung die binäre Darstellung von 17: Es gilt
17 = 1 · 20 + 0 · 21 + 0 · 22 + 0 · 23 + 24 und somit folgt für beliebiges z ∈ R:

z17 = (((z2)2)2)2 · z.

Nun können wir für SI= 1909 berechnen:

19092 mod 2773 ≡ 559

5592 mod 2773 ≡ 1905

19052 mod 2773 ≡ 1941

19412 mod 2773 ≡ 1747

1747 · 1909 mod 2773 ≡ 1877

Also gilt 190917 mod 2773 ≡ 1877. Analog berechnet man (0308)17 mod 2773 ≡ 1163 und
(0518)17 mod 2773 ≡ 1787.

16. Wir nutzen das Verfahren aus der Vorlesung:

Finde zunächst b1 mit b1 ≡ 3 mod 5 und b1 ≡ 2 mod 4:

− 3 · 5 + 4 · 4 = 1

b1 = 2 · (−3) · 5 + 3 · 4 · 4 = 18.

Bestimme nun b = b2 mit b2 ≡ 18 mod 20 und b2 ≡ 5 mod 7:

− 1 · 20 + 3 · 7 = 1

b2 = 5 · (−1) · 20 + 18 · 3 · 7 = 278.

In Z/mZ mit m = 5 · 4 · 7 = 140 gilt nun 278 ≡ 138 mod 140. Daher ist 138 die gesuchte
Zahl.


