Ubungen zur Vorlesung ,,Differentialtopologie“
im Wintersemester 2011/12 bei Prof. Dr. K. Wendland
Blatt 03 10. 11. 2011

Bitte schreiben Sie Ihren Namen und Ihre Ubungsgruppe auf Ihr Blatt.

1. Ist X eine Menge und B eine Menge von Teilmengen von X, so dass

(a’) X = UBEBBJ

(b) falls By, By € B und € By N By sind, dann gibt es ein By € B mit « € B3 und
Bs; C B; N Bs.

Weiter seien

T = {UCX|VpeU3IBeB:pe B,BCU}
T' = {UierB; | B; € B, I bel. Indexmenge}

Zeigen Sie, dass sowohl T als auch 7" eine Topologie definieren, und dass diese Topologien
iibereinstimmen.

2. Die Hausdorff-Eigenschaft:

(a) Zeigen Sie: Ist (X, d) ein Euklidischer Raum versehen mit der Euklidischen Topologie,
dann ist X Hausdorffsch.

(b) Zeigen Sie: Ist X ein topologischer Hausdorffraum, dann ist jeder topologische Un-
terraum von X ebenfalls Hausdorffsch.

(c) Es sei X = RU {i} mit ¢ € R, und 7 enthalte alle offenen Mengen in R (mit der
Euklidischen Topologie) und zusétzlich alle Mengen der Form (U \ {0}) U {i} und
U U{i} , wobei U C R eine bzgl. der Euklidischen Topologie offene Umgebung von
0 sei.

Zeigen Sie, dass (X, 7)) ein topologischer Raum mit abzéhlbarer Basis der Topologie

ist, der iiberall lokal homdomorph zum R! ist, jedoch nicht Hausdorffsch ist.
Bemerkung: Es gilt: | .., B; = 0.

ich

3. Immersierte Untermannigfaltigkeiten: Es sei X C S x S C R?* das Bild der Funktion
gjc aus Aufgabe 1.(c) vom Blatt 02, wobei G eine Gerade mit irrationaler Steigung o sei.

(a) Zeigen Sie, dass X dicht in S x S! liegt.
Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass Folgen (k,)neny € Z und (t,)nen C Z existieren,
so dass at, — k, — 0 gilt.

(b) Zeigen Sie, dass gg: G — R* keine Einbettung ist.



4. Die Quotiententopologie und der reelle projektive Raum:

(a)

Seien X ein topologischer Raum und f : X — Y eine surjektive Abbildung. Die
(durch f) auf Y induzierte Quotiententopologie 7 ist gegeben durch

T={UCY | f'(U) offen in X}.

Zeigen Sie: Ist Z ein weiterer topologischer Raum, dann ist eine Abbildung g : Y — Z
genau dann stetig, wenn go f : X — Z stetig ist.

Der reelle projektive Raum RP" ist der Quotient aus der Sphére S™ unter der Aqui-
valenzrelation, die durch x ~ —z gegeben ist. Ein Punkt p € RP" wird dann durch

n

p:[x]:[.ﬁﬁo,...,l’n]:[—l‘o,...,-ﬂj’n]’ Zx?:l
=0

beschrieben. Bezeichnet 7 : S — RP", z + [z], die kanonische Projektion, so wird
RP™ mit der von 7 induzierten Quotiententopologie versehen.

Zeigen Sie, dass RP" eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.
Hinweis: Betrachten Sie folgende Karten (Sie miissen zeigen, dass diese Abbildun-
gen tatsdchlich Karten sind.) ¢; : U; = {[zo,...,2,] € RP" | ; # 0} — R,

Za Li—1 Ti+1 I_n)
[mo,...,xn]H(zj,..., et SR

Abgabe: Bitte werfen Sie Thre Losung am Donnerstag, 17. 11., bis 12h in den dafiir vorge-
sehenen Briefkasten im Untergeschoss der Eckerstr. 1 )
Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihr Blatt



