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Bitte schreiben Sie Ihren Namen und Ihre Übungsgruppe auf Ihr Blatt.

1. (4 Punkte) Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und Z ⊆ X eine Untermannigfaltigkeit, so
dass dim(Z) < dim(X). Zeigen Sie, dass Z eine Nullmenge in X ist.

2. (3 Punkte) Ist X eine glatte k-dimensionale Mannigfaltigkeit, f : X → R eine Mor-
sefunktion und p ein nichtdegenerierter kritischer Punkt von f . Folgern Sie aus dem
Morselemma (Thm. 2.3.14.), dass eine Karte ψ : U → Rk um p existiert, so dass

f(q) = f(p) +
k∑

i=1

εix
2
i (y), εi ∈ {±1},

gilt, wobei ψ(q) =:


x1(q)
x2(q)
...

xk(q)

. Überlegen Sie sich, dass auch der Index #{i | εi = −1}

unabhängig von der Karte ψ ist.

3. (6 Punkte)

(a) Sei Sn = {(x1, x2, . . . , xn+1) |
∑n+1

i=1 x
2
i = 1} und f : Sn → R, (x1, x2, . . . , xn+1) →

xn+1 die Höhenfunktion. Zeigen Sie: f ist eine Morsefunktion.

(b) Zeigen Sie, dass es zu jeder glatten Untermannigfaltigkeit X ⊆ RN eine lineare
Funktion l : RN → R gibt, deren Einschränkung auf X eine Morsefunktion ist.

(c) Betrachten Sie den Torus

T2 =


(R + r cos(s)) cos(t)
(R + r cos(s)) sin(t)

r sin(s)

∣∣∣∣∣∣s, t ∈ R

 ⊆ R3. für 0 < r < R

Zeigen Sie, dass l : R3 → R, (x1, x2, x3)→ x1 eingeschränkt auf T2 eine Morsefunkti-
on ist. Ist die Einschränkung der Höhenfunktion (x1, x2, x3)→ x3 eine Morsefunkti-
on? Skizzieren Sie den Torus und zeichnen Sie für beide Abbildungen die Menge der
kritischen Punkte ein.

4. (3 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass B3
1 = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 ≤ 1} eine glatte Mannigfaltigkeit mit

Rand ist.

(b) Zeigen Sie, dass das Urbild f−1(0) der Funktion f : B3
1 → R, f(x, y, z) = 5xz− 2z +

3x+ 2y2 eine glatte Untermannigfaltigkeit mit Rand in B3
1 ist.

Hinweis: Zeigen Sie erst, dass für p ∈ S2 gilt: Dfp|TpS2 = D(f|S2)p.

Abgabe: Bitte werfen Sie Ihre Lösung am Donnerstag, 08. 12., bis 12h in den dafür vorge-
sehenen Briefkasten im Untergeschoss der Eckerstr. 1
Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Übungsgruppe auf Ihr Blatt


