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Aufgabe 1 (4 Punkte).

Sei T eine konsistente Theorie mit Quantorenelimination in einer endlichen Sprache £, welche nur
aus Relationssymbolen besteht. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Ryll-Nardzewski, dass T Np-
kategorisch ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Sei L eine liberabzihlbare Sprache, welche fiir jede natiirliche Zahl n eine Konstante ¢, und fiir jede
Abbildung f : N — N ein einstelliges Funktionszeichen f enthalt. Betrachten Sie die £-Struktur 91

auf N mit ¢)' = n und fn = f. Zeigen Sie, dass T = Th(MN) Ro-kategorisch, aber S{ unendlich ist.
Hinweis: Aufgabe 1, Blatt /.

Aufgabe 3 (12 Punkte).

Wir betrachten lineare Ordnungen (I, <) ohne Endpunkte mit einer dichten kodichten Teilmenge
X. Das heift, dass jedes nichtleere offene Intervall aus I ein Element in X und ein anderes in I\ X
besitzt.

a) Geben Sie eine Axiomatiserung 7' der Klasse dieser Strukturen in der Sprache £ = {<, P} an,
wobei < ein zweistelliges Relationsymbol und P ein Pridikat ist. Zeigen Sie, dass T' Quantoren-
elimination hat und vollstandig ist.

b) Beschreiben Sie die Typen in S!.

c¢) Schliefsen Sie daraus, dass T Rg-kategorisch ist und geben Sie ein konkretes abzéhlbares Modell
von 1" an.

d) Geben Sie zwei nicht-isomorphe Modelle von T der Michtigkeit 2% an.

Betrachten Sie nun eine abziahlbare Theorie T” in der Sprache £, deren Modelle 9t lineare Ordnungen
(M, <™) zusammen mit einer unendlichen ko-unendlichen Teilmenge P™ sind.

f) Sei 9 ein Modell von T". Zeigen Sie, dass (M, <™) keine Endpunkte hat, falls [ST'| = 2.

g)* Nehmen Sie an, dass in jedem Modell 9t von T” beide Teilmengen P™ und M\ P™ unbeschrinkt
sind. Zeigen Sie, dass T aus a) und T’ genau dann dquivalent sind, wenn |SJ'| = ST gilt.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass es ein nicht-leeres offenes Intervall gibt, das ein Element aus
P™ und eines aus M \ P™ enthiilt.

(Bitte wenden)

L Abgabe der Ubungsblitter im Flur der Abteilung fiir Mathematische Logik in der Ernst-Zermelo-Strafe 1.



Aufhol-Ubungen

Aufgabe 4 (4 Punkte).
Sei £L ={<}und LT = {<}U{D,, | n € N} mit zweistelligen Relationssymbolen D,,. Sei 3 = (Z, <)
und 3% die Expansion von 3, in der D3 = {(z1, 2) | |21 — 2| = n} gilt.

Zeigen Sie: T = Th(3) hat keine Quantorenelimination, aber 7+ = Th(3) hat Quantorenelimi-
nation.

Aufgabe 5 (4 Punkte).
Sei £ ={E} und T die L-Theorie, die besagt, dass E eine unendliche Aquivalenzrelation ist, wobei
alle endlichen Klassen 2 oder 3 Elemente haben.

a) Skizzieren Sie eine Axiomatisierung von 7'
b) Bestimmen Sie alle abzéhlbaren Modelle von T'.
c¢) Bestimmen Sie alle Vervollstandigungen von T. Welche davon sind Ry-kategorisch?

Aufgabe 6 (4 Punkte).
Sei K die Klasse aller unendlichen Aquivalenzrelationen, deren endliche Klassen alle geradzahlig
viele Elemente haben. Ist I eine elementare Klasse (also axiomatisierbar)?

Aufgabe 7 (4 Punkte).
Sei M eine Struktur, A C M und « ein Automorphismus von 9, der A elementweise fixiert (d. h.
afa) = a fiir jedes a € A). Zeigen Sie: Fiir alle m € M gilt tp™(m/A) = tp™(a(m)/A).

Aufgabe 8 (2 Punkte).
Sei M eine L-Struktur, ¢ ein Konstantenzeichen, das nicht in £ liegt, und seien my, mo € M. Zeigen
Sie:

tp™ (m1/0) = tp™ (ma/0) < (M;mq) = (M;ma),

wobei (9t m;) die £ U {c}-Struktur ist, die aus 9 entsteht, indem man ¢ durch m; interpretiert.

Aufgabe 9 (4 Punkte).
Seien die gleichen Voraussetzungen wie in der vorigen Aufgabe gegeben, aber zusétzlich 9t abzihlbar
und Ng-saturiert. Zeigen Sie:

a) (9M;m;) ist ebenfalls abzéhlbar und Ng-saturiert.

b) Es gilt genau dann tp™ (mq/0) = tp™*(ma/0), wenn es einen Automorphismus o von 9 gibt mit
a(my) = ma.
Hinweis: Benutzen Sie die vorherigen Aufgaben.

Aufgabe 10 (6 Punkte).
Betrachten Sie Ty := Th(Z, <) und T3 := Th(N, +, ).
Haben die beiden Theorien elementare Primmodelle und abzihlbar saturierte Modelle? Sind die
beiden Theorie Ng-kategorisch?
Hinweis: Aufgabe 4.



