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Ubung 6.1

(Endliche Vereinigung von Kompakta). Besitzt ein topologischer Raum eine endliche Uberdeckung
durch Kompakte Teilmengen, so ist er bereits selbst kompakt.
Beweis.
Nach Definition 5.13 ist X top. Raum kompakt, wenn X iiberdeckungskompakt ist. Wir wollen also,
dass jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.
nach Voraussetzung ist X = |J;~, K; mit K; kompakt.
sei X C ;e Vj offene Uberdeckung von X.
= Ujes(V; N K;) ist offene Uberdeckung von Kj
= da K; kompakt ist exisitiert endliche Indexmenge J; C J sodass K; C Uje Ji Vj
g X cUZiUjes Vi

Ubung 6.2

(Nichtleere Schnitte in Kompakta) Ist in einem kompakten topologischem Raum X ein System abge-
schlossener Teilmengen K C P(X) mit leerem Schnitt (o K = ) gegeben, so gibt es bereits ein
endliches Teilsystem £ C K mit leerem Schnitt ((yce K =0

Beweis.

sei U := {X \ K|K € K System von offenen ( da K abgeschlossen) Teilmengen.

Uv=X\K=X\ [ E=X\0=X
VeU Kek Kek

Damit ist U offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, existiert eine endliche Uberdeckung F c U
mit Jyer F'=X
sei £ := {X \ V|V € F} endliches System von abgeschlossenen (da V offen) Mengen. Damit erhalten

x\(=Ux\x)=J =x

Ke¢  Ket VEFV

g



Analysis 2

Losungsskizze Ubungsblatt 6

Ubung 6.3

Man zeige, dass fiir f : R? — R stetig mit kompakten Triger und ¢ : R?>3R? eine affine Bijektion mit

linearem Anteil ¢ gilt
[ 1=ldet@)] [ foe
R2 R2

zunichst ¢ ist eine affine lineare Bijektion d.h. ¢ = @(x) + b mit b € R? (vgl 2.2.2-2.2.4) und da ¢
linear ist d,J = ¢
Der Triger von f ist supp(f) = {z|f(z) # 0} C R™ Wir finden offene Teilmenge U C R? sodass
supp(f) C U, z.B. B,(0) fiir r grof genung sodass:

Jud = Jas T 1
o

Trafoformel Satz 5.2.8 = / (f o p)|detdp|
V=£(U)

Beweis.

o3 = G = |det()] / (fou)
V=f(U)

= ldet(@) [ (F o)

g

Ubung 6.4

Wir erinnern uns an die Kugelkoordinatenabbildung K aus Ubung 2.1. Man driicke das Integral einer
stetigen Funktion f auf der Kugel

M = {(z,y.2)|a® + 4 + 2* = 25)

mit Radius 5 deren Tréger nicht den Léngengrad {(z,y, z)|y = 0,z > 0} trifft, aus als ein Integral in
den Winkelkoordinaten ¢ und 6
Beweis. zunéchst:

Ubung 2.1. Berechnen Sie die Jacobimatrix der Kugelkoordinatenabbildung

K: R? » R?
(r,, @) = (rcospsind, rsinysind, recos )

Driicken sie die Linge des Geschwindigkeitsvektors in R? eines sich auf der Ein-
heitskugel bewegenden Kiifers r : ¢+ K(1,9(t). ¢(t)) durch &, . . " aus.
R
Ulbung 2.4. Wir setzen als klar voraus, daB die Kugelkoordinatenabbildung eine
Bijektion K : (0,00) x (0,7) x (0,27) = U @ R* auf eine offene Teilmenge des
R ist und die Umkehrabbildung K'~! : [/ — R differenzierbar. Man berechne
die Jacobimatrix von K ! an der Stelle (—3,0.0)".
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Nach Aufgabe 2.1 und 2.4 sind die Kugelkoordinaten eine Karte und nach Voraussetzung ist auch
supp(f) C K({5} x (0,7) x (0,27)) Wir konnen also die Transformationsformel anwenden.

5.3 Integration iiber Mannigfaltigkeiten

Satz 5.3.1 (Integration iiber Mannigfaltigkeiten). Fiir jede k-Mannigfaltigkeit
M C R" gibt es genau eine R-lineare Abbildung

/:C,(M.R) y R
oS M

derart, daf3 fiir jede Karte ¢ : W — M und jede Funktion f € C/(M,R) mir
Triger im Bild besagter Karte supp f C (W) gilt

= olr)vdet (doo) " (dog) dF
[ 1= [ et VE@aT@e

v

/ o / f o K+/det(dK'dK)
M U
_ / F(K (5,0, 0))\/det (KR ) dody
(0,m)x(0,27)

Wir berechnen die bendtigten Matrizen

5cospcosf —bsingsind
dK = | bsinpcosf 5cospsinf
—5sinf 0

25(cos @ - cos 6% 4 sin ¢? - cos #2 + sin 2 0
dK'dK = ~

0 25sin(6)?
damit erhalten wir det(dK'dK) = 25%sin?(6) und somit +/det(dK!dK) = 25|sin()|

/ ;= / F(K (5,9, ))25| sin(0) [dBdp
M (0,7)x(0,27)



