
Übungen Analysis 2

Abgabe bis Mittwoch 21.6 vor der Vorlesung

Übung 7.1. Man zeige, daß die abgeschlossene Einheitskugel B ⊂ R3 das Volu-
men 4π/3 hat, daß sie also genauer eine 3-Fastfaltigkeit ist mit

∫
B

1 = 4π/3.

Übung 7.2 (Oberfläche eines Rotationskörpers). Sei I ⊂ R ein mehrpunktiges
kompaktes Intervall und f : I → (0,∞) stetig differenzierbar. Man zeige, daß die
Mantelfläche M = {(x, y, z) ∈ R3 | z ∈ I, x2 + y2 = (f(z))2} eine kompakte
2-Fastfaltigkeit in R3 ist mit der Fläche∫

M

1 = 2π

∫
I

f(z)
√

1 + (f ′(z))2 dz

Die anschauliche Bedeutung unserer Formel für die Oberfläche eines Rotations-
körpers erkennt man, wenn man unsere Rotationsfläche durch eine Vereinigung
von dünnen Bändern der Gestalt „oberer Ränder von Eiswaffeln“ approximiert.

Übung 7.3. Gegeben eine kompakte k-Fastfaltigkeit M ⊂ Rn und A ∈ O(n)
zeige man ∫

M

1 =

∫
A(M)

1

Insbesondere und in Worten bleibt also beim Drehen von Flächen im Raum ihre
Oberfläche unverändert.

Übung 7.4. Man gebe ein glattes Vektorfeld auf R an, das keine auf ganz R defi-
nierten Flußwege besitzt.
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Übung 7.3

Sei A ∈ O(n) also A⊥A = Id und M ∈ Rn kompakte k-Fastfaltigkeit.
Per Kompaktheit gibt es eine endliche Überdeckung von M durch Bilder von
Karten (Ui, φi) für 0 ≤ i ≤ m mit φi : Ui → Wi wobei Ui ⊆ Rk

Mit 5.2.13 (Teilung der Eins) erhalten wir αi ∈ C!(Wi, [0, 1]) derart,
dass

∑m
i=0 αi(x) = 1 für alle x ∈ M .

Also: ∫
M

1 =

m∑
i=0

∫
Wi

αi(p)

Außerdem da A ◦ φi eine Integrationskarte von A(Wi):∫
A(M)

1 =

m∑
i=0

∫
A(Wi)

αi(p)

Es reicht also zu zeigen, dass für 0 ≤ i ≤ m∫
Wi

αi(p) =

∫
A(Wi)

αi(p)

Und tatsächlich∫
A(Wi)

αi(p)

=

∫
Ui

αi(φi(p))
√

det(dp(A ◦ φi)⊥dp(A ◦ φi))d
kp Integration über Mannigfaltigkeiten

=

∫
Ui

αi(φi(p))
√
det(dpφ⊥

i ◦A⊥ ◦A ◦ dpφi)d
kp

=

∫
Ui

αi(φi(p))
√
det(dpφ⊥

i ◦ dpφi)d
kp A⊥A = Id

=

∫
Wi

αi(p) Integration über Mannigfaltigkeiten
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Übung 7.4

Wir suchen also A ∈ C∞(R,R) so, dass es kein differenzierbares γ : R → R gibt
mit γ̇(t) = A(γ(t)) ∀t ∈ R
Man wähle A schnell wachsend also z.B: A(x) = ex.
Wir nehmen nun an es gäbe ein γ : R → R differenzierbar mit γ̇(t) = A(γ(t))
Also γ̇(t) = eγ(t)

Für g(t) := −e−γ(t) gilt nun g′(t) = γ̇(t)e−γ(t) = 1
Wir erhalten also g(t) = t+ c für c ∈ R also muss per Definition von g:
γ ⇃(−∞,−c) (t) = −log(−t− c)
Dann gilt aber limt→−c γ(t) = ∞ und somit kann γ bei −c nicht stetig sein was
ein Widerspruch ist.
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