Ubung 8.1: Man bestimme alle Lésungen von z/(t) = toz(t).

Wir wissen, dass die Losung zu jedem Anfangswert eindeutig ist:
Fir z(0) =0=2(t) =0

Fir z(0) > 0:
z'(t) I _ 5
S 86
= log(z(s)) — log(z(0)) = /t5 dt = “
0
<6
= x(s) =eT ¢
Wobei C konstant.
Firz < 0:
a'(t) _ )5
= z(s) = Ce%
Wobei C < 0.

Ubung 8.2: Gegeben ein mehrpunktiges kompaktes Intervall I, ist der Raum
CY(I,R) vollstindig fiir die Norm [|p|l1 = ||| + ||¢’|| der gleichméBigen Kon-
vergenz der Funktionen und ihrer ersten Ableitungen.

Beweis:
Sei f, eine Cauchy-Folge. Es gilt: Ve > 0dN € NVn,m > N :

||fn - me + ||f’r/7, - f’rInH <€
Somit sind f,, und f/, Cauchyfolgen in C°(I,R, |- |).C°(Z,R, || - ||) ist vollstéindig
und somit gibt es ein g mit lim f) = g.
n—oo

t t t
[ote) o= [ 1 (@) do =t [ (o) do = lim fu(0) - fulo)

Wobei verwendet wurde, dass f}, gleichméafBig konvergiert. Sei G die Stamm-
funktion von g.

Ifn = Gllr = lfa = Gl + IIf7 = gl
< sup||fu(t) = G(t) = fu(a) + fnla) = Gla) + G(d)|

— sup / f1(@) - g(z) dz + | fula) — G(a)]

<(t—a)llfi—gl—=0
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Ubung 8.3 (GroBere Felder haben schnellere FluBwege). Gegeben U C R halb-
offen und a,b : U — R stetig ohne Nullstelle mit ¢ < b und I C R ein mehr-
punktiges Intervall und v, : I — U differenzierbar mit 4(#) = a(y(t)) und
i(t) = b(k(t)) fiir alle ¢ € I folgt aus v(to) < k(to) fiir ein ty € I bereits die-
selbe Aussage fiir alle t € [ mit ¢ > ¢,. Hinweis: Unseren Erkenntnissen 6.2.11
wiirden so etwas nur unter der stiarkeren Annahme a < b liefern. Man erinnere die
Diskussion 6.2.4 von Integralkurven eindimensionaler Felder ohne Nullstellen.
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Ubung 8.4. Man finde alle reellen Losungen f : R — R der Differentialgleichung
f@ = f, also Funktionen, die ihre eigene vierte Ableitung sind. Hinweis: Man

erinnere Analysis 1.

Beus.:
Wic betvadhken

Satz 7.4.2. Seien komplexe Zahlen ay, . . ., a,_; € C gegeben.

1. Die komplexwertigen n-mal differenzierbaren Funktion
FO Vg 4agf = 0bilden einen Unte
onen R — C, den Losungsraum unser:

g f = (£(0), £(0),..., f(0)) 7

sraums mit dem C", der Anfangswertisomorphism

en f: R — C mit
aum al-

is
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Wie wollen aua-d;fg, nes die ceellen L'éwg,.o.n arueben
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