Aufgabe 6.1

i)z.z:aus lim a, = afolgt lim |a,| = |a|
n—oo

n— o0

Varignte 1: e-N-Kriterium
Esist zu zeigen: Ve > 0 3N e NVn > N : ||a,| — |a|| < €

Sei € > 0. Sei N € N so gewahlt, dass fur alle n > N gilt: |a,, — a| < € (Qeht wegen
lim a, = a). Dann gilt:

n—oo

()
llan| = lall < lan —af <e

(x) kann man analog zu 2.2.13 (7) beweisen.

g.e.d.
Variante 2: uber Stetigkeit
Der Absolutbetrag ist stetig (siehe 3.3.9).
Mit 3.6.18 folgt:
. abs.betrag stetig .
lim |a,| = | lim a,| = |a
n— oo n— oo
g.e.d.
ii) zz: aus lim |a,| = 0folgt lim a, =0
n—oo n—oo
Da lim |a,| = 0 gibt es nach e-N-Kriterium fur jedes e > 0 ein N € N sodass fur alle
n—oo
n > N gilt: ||a,,| — 0] < e. Dann gilt auch:
|an — 0] = [an| = |lan|| = [lan| — O] <e
g.e.d.
Aufgabe 6.2
Seif:R—=R, z— ax” + ...+ ag
z.Z. lim f(z) =0 —= ag=a1=...=a, =0
z—0 "
Beweis per Induktion:
IA
fur n = 0 stimmt die Aussage:
0" lim /(@) = lim a0 _ lim ag = ag
z—0 " z—0 T x—0
=ay=0
v

Die Aussage gelte fur n-1. Es gelte also:

Coap—1z" Y+ Fap
lim

L -1 =0 = agp=a1=...=ap,-1 =0
o )




IS:

Es ist aus IV zu folgern, dass die Aussage auch fur n gilt.
fz)
xn
Zu zeigen:. a, = ...=ap =0

Gegeben: IV und lin% =0mit f(z) =a,z" + ... + aop
T—

Es muss gezeigt werden, dass ap = 0 ist. Falls dem so ist, gilt namlich:

. f(@) a4+ a1+ 0 kiirzen . anZ"T A+ @
0= lim ——= = lim = lim :
z—0 " z—0 x" z—0 xn—
I:‘>/an:...:a1:0
womit der Beweis fertig wdre.
Also z.z:ag =0
Variante 1: Uber Stetigkeit von f(x):
: o oo f(@) s628 . . f(2)
sy ) = et Qi) (i )
lin% ) ist nach Voraussetzung 0. 111% z™ ist offensichtlich ebenfalls 0. also ist
z—=0 " z—

lim f(z) =0-0=0

x—0

Da f stetig ist (Polynome sind stetig), folgt:

0=1lim f(z) " =" £(0) = ap = ap = 0

x—0

Variante 2: Einquetschen
furz,y € Rqilt: ||| — |y|| < |x — y], vgl. 6.1(i). Also gilt:

llao] — | = (anz™ + ... + a12)|| < |ag + a1 + ... + anz™| = | f(x)]
<zl n
= lao| — ana™ + ... + a1z < | f(2)]
A—Ungl. n
& lag| < [f(@) + lana™ + .+ x| < [f@)]+ > |ax]|z*
k=1
. . 11
Sei M = max{|ai], ..., |an|}. Sei g : (—5, 5) = R, z— |ag|
. 11
Seih:(—=,=) >R, z— |w|M + nM|z|.
272 ||
1. 1 1. . .
Da |z| < §fur:z: € (—5, 5) ist |z|* < |z|. Daher folgt mit obiger Rechnung:

11

lao| < h(z), Vo € (—57 5)

g.e.d.



|/ ()]

||

Da lim M
z—0 gh
und lim Mn|z| = 0 gilt, folgt: lim h(z) = 0
x—0 x—0
Wir haben also:

= 0 folgt nach Aufgabe 6.1: lin%) = 0. Da offensichtlich auch lin% lz| =0
T— z—

0 < g(x) < h(z)

mit g und h offensichtlich stetig, dann folgt mit 3.6.26 (Grenzwert durch Einquetschen),
Dass iig%)g(ac) =0=a9=0
g.e.d.

Aufgabe 6.3

Gegeben: kompakte, nichtleere Intervalle Iy > I) D Ir...inR
zuU zeigen: ﬂ I, #+0
neN

Beweis: zu n € N gibt es a,, < b, mit I, = [an, by]

In—|—1 - ITL = an, S an—‘rl S bn—l—l S bn

Das kann man beliebig weit fortsetzen, also gilt fur alle n, m € N:

an < b
Daraus folgt:

sup((a;)ien) < by

Da b,,, fur beliebige m eine obere Schranke von (a;);ey iSt, und die kleinste obere
Schranke daher kleiner sein muss als beliebige b,,. Analog folgt:

sup((a;)ien) < inf((b;)ien)

Da die Intervalle in R sind, existieren sup und inf.
Seia :=sup((a;)ien), b:=inf((b;);en). ES qgilt.

a; <a<b;unda; <b<b;furalle:i e N

= [a,0] C () In
neN
[a,b] # 0 daa < bund [a,b] kompakt.
g.e.d.

Warum ist die Kompaktheit wichtig? Sei I,, = <O, 1) eine nicht kompakte
n

Intervallschachtelung. Dann gilt: ﬂ I, =(0,0)=10
neN



Aufgabe 6.4

Sei (an)nen €ine Cauchy-Folge mit konvergenter Teilfolge (an, )ken Mit klim An,
—00

2.2 (an)nen KONvergiert gegen a

Beweis:
Seie > 0. Dann gibt es wegen Konvergenz von (an, )rxen €in N € N 50, dass

szN:|ank—a|<g.

Weil (a,,)nen Cauchy-Folge, gibt es aullerdem ein N’ € N so, dass
€

Vn,m > N : |ap — am| < 3

Sei N = max {N, N'}, dann gilt fir alle n. > N:

A—Ungl.

€ €
|an - CL| = |an - anN + a'nN - (I‘ S |an - anN| + ’a'rLN - (1,| < 5 + -

2

Dany > ny > N’
= (an)nen konvergiert nach e-N-Kriterium gegen a

= €

g.e.d.
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