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Aufgabe 1.1: Seien X und Y topologische Räume und f : X → Y eine
Abbildung. Zeigen Sie, dass f genau dann stetig ist, wenn f(M) ⊆ f(M)
für alle Teilmengen M ⊆ X.

(4 Punkte)

Aufgabe 1.2: Sei X ein topologischer Raum und M ⊂ X eine beliebige
Teilmenge. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen gleichbedeutend sind.

1. Es gibt eine offene Teilmenge V ⊂ X und eine abgeschlossene Teil-
menge A ⊂ X so dass M = V ∩A.

2. für alle x ∈ M existiert eine Umgebung U in X, so dass M ∩ U
abgeschlossen ist in U .

Zeigen Sie noch: eine Teilmenge M ⊆ X ist abgeschlossen genau dann, wenn
für alle x ∈ X existiert eine Umgebung U in X, so dass M ∩U abgeschlossen
ist in U .

(4 Punkte)

Aufgabe 1.3: Gegeben ein topologischer Raum X und eine Menge Y und
eine Abbildung f : X → Y zeige man, dass

{V ⊂ Y | f−1(V ) ⊂ X offen}

eine Topologie auf Y ist. Sie heißt die Finaltopologie zu f . Weiter zeige man
für jeden weiteren topologischen Raum Z, dass eine Abbildung g : Y → Z
genau dann stetig ist, wenn g ◦ f : X → Z stetig ist.

(4 Punkte)

Aufgabe 1.4: Sei S ⊂ R2 die Teilmenge definiert durch

S :=

{
(x, sin(

1

x
)) ∈ R2 | x ∈ (0, 1)

}
∪ {0, 0}

Zeigen Sie, dass S zusammenhängend aber nicht weg-zusammenhängend (in
der induzierten Topologie) ist.
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(4 Punkte)

Bonus-Aufgabe 1.5: Für jede a, b ∈ Z sei

S(a, b) := {an+ b | n ∈ Z}.

Wir sagen, dass U ⊂ Z offen ist, genau wenn für jede x ∈ U gibt es a ∈ Z\{0}
mit S(a, x) ⊆ U .

1. Zeigen Sie, dass dies eine Topologie auf Z definiert.

2. Zeigen Sie, dass alle die S(a, b) in Bezug auf diese Topologie abge-
schlossene Teilmenge sind aber dass Z \ {−1,+1} nicht abgeschlossen
ist.

3. Ableiten Sie daraus, dass es unendlich viele Primzahlen gibt

(4 Punkte)
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