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MOTTO

. wir haben die Kunst, damit wir nicht an
der Wahrheit zugrunde gehen .....

Friedrich Nietzsche



Definition
(A, f,1);: Aendlich, f:A3—5 A, 1cA

Rekurrente Doppelfolge (a(i,7)):

o Vi Vj a(i,0) =a(0,5) =1

e 1 >0 A 537>0 :

CL(’L,]) — f(a(z—l,j),a(z—l,]—l),a(z,]—l))



f(x,vy,z) agiert folgendermalen:
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f(1,1,1) = A
F(A1.1) =B

f(D,A,B) =E



(F54az242
: (T 4z y3
+ 4xty> + 4y32* + +
Yy >z 2ry?z +3,1)



(F5, 4x42% + 422y + 4y222 + 492, 2)



(Fs, 3x%2% + 322y2 + 3y222 4+ 223y23 4+ 1,1)



=

(Fs, 4% 2% + 4x2y2 4+ 49222 + 423y223 +2,1)



(Fs, 2234323 2 2
Yy + 224 + 22 —|—4azy3z—|—4,1)



(]F5,CB232

Y3z _|_$4y2_|_ 2.4

224 4 303,33
y°z° +4,1)



(Fs, 2x3y2z3 + 2:133y3 + 2y3z3 + 3zx%2%4 41, 1)



(Fs, 3z3y223+ + + +
: Y2234 323y34-3y323
y3234+4229y22244,1)



Turing Vollstandigkeit
(A, f: A2 > A,0,1)

0,(’&,]) — f(CL(Z,] o 1),&(2 o 17]))

Theorem 1 V (M,w) Turing Maschine mit
Eingabe 3 A = (A, f,0,1) endlich, kommu-
tativ, sodass:

(a(7,7)) letztendlich Null

<

M halt mit leerem Band, ohne links von der
Startzelle gewesen zu sein.

M. P: Undecidable properties of the recurrent double
sequences. Notre Dame Journal of Formal Logic, 49,
2, 143 - 151, 2008.



a,b,c,d Buchstaben
z Zustand

0 = (¢, z) neuer Buchstabe

b
5 (6,b)

a (a,d) d

Um eine kommutative Struktur zu bauen,
verwendet man 8 Diagonalen, statt nur 2.



"Anhaltende Berechnung 1", 625 x 625

Fg, 422 2% + 4ay> + 4y32 + 4zy32 + 4, 1)
5



"Anhaltende Berechnung 2", 20 x 20

(Fs, 2%2% 4 22y®* 4+ y*22 + 22yz + 3, 1)



Normierung
(A, f,1) erzeugt a, (B,g,1) erzeugt b.
M(a) = {z € A|34,j a(i,§) = z}.

a ~ b: 3 Bijektion ¢ : M(a) — M(b) so dass
Vi,5 plai,j)) = b(i, 7).

¢ : N2 - N die Cantorsche Paarung,
d:N—=>N2 d=c¢1
a(d(0)), a(d(1)), ..., a(d(n)), ...

Das Startsymbol ist 0, das erste Element
%+ 0, das in der Folge autritt, ist 1, u.s.w.

N(a) sei die Normierung von a.

a~b<—= N(a) = N(b).



Chaitin Komplexitat
a eine rekurrente Doppelfolge.
(A, f,0) erzeugt a.

Das minimale Programm von a ist die lexiko-
graphisch geordnete Liste aller f(a,b,c) = d,
die in a wirklich vorkommen. O

RDS Menge aller rekurrenten Doppelfolgen.

W Menge aller Worter uber dem Alphabet:

01...9f)(, =

pw:RDS — W,

u(a) = das minimale Programm flr A.



w: RDS — W total definiert
u. RDS — W nicht berechenbar

N(u(RDS)) prafixfrei

TRICK: Das Normierungsverfahren ist effektiv fur
minimale Programme. Man benennt Buchstaben um,
bis man alle Buchstaben umbenannt hat, die im min-

imalen Programm vorkommen.
C(a) = Lange(u(a)) Komplexitatsmass

H(a) = —log P[N(u((A, f,0))) = N(u(a))]
Am haufigsten kommt die konstante Dop-
pelfolge vor, die das minimale Programm

#(0,0,0) = 0 hat.

Was ist mit der inneren Entropie?



Versuch, einen inneren

Entropiebegriff zu definieren

Die random Folgen sind normal, alle endliche
Worter kommen unendlich oft vor, uniform
verteilt in der Folge.

Es gibt auch berechenbare normale Folgen,
wie die von Champernowne:

01234567891011121314151617 ...

Die innere Entropie will messen, wie normal
eine rekurrente Doppelfolge ist.



[m] = {0,1,...,m — 1}

OA={b:[m]x[m] > Alme N} = | AMmX™
m>1

b e AMXM kommt regular in d vor, falls 3 4, j:
Vu,v € [m] b(u,v) = d(mi+ u,mj + v)

al[n] X [n] :i=al|n

H:OA—=R

an(b) = # reguldare Kopien von b in a|n.

H(b) = lim _an(b)

n=00 (n/m)*

Wenn eine Doppelfolge m-normal ist, dann
gilt H(b) = (;‘;EA)(_T”2> flr jedes b von GroBe

m X m.



Chomski Grammatiken

Typ O, allgemein. Alle rekursiv-aufzahlbaren
Sprachen werden von solchen Grammatiken
erzeugt.

Typ 1, kontext-sensitiv.

Typ 2, kontext-frei.

Typ 3, regular.

Erlauben die rekurrenten Doppelfolgen solche
qualitative Unterschiede?



Selbstahnliche Doppelfolgen
(Fg, f(z,y,2) =+ my + 2z,1)
F=(a(i,j) | 0<4,5 <p), g=p°
o(x) = 2P Frobenius Automorphismus
Gg = (a(3,7) | 0 < 4,5 <p?)

Theorem 2

Gu=¢" N ) @¢T2(F) @ - @p(F)®F

Falls F, = Fp, gilt G, = F®?. Beginne mit 1
und wende Regeln der Gestalt

element — matrix

a — aF

an. Die Matrixfolge (G4) konvergiert zu einem
selbstahnlichen Muster.

M. P: Self-similar carpets over finite fields. European
Journal of Combinatorics, 30, 4, 866 - 878, 2009.



Pascalsche Dreieck mod 2

d=09

1)

(Fo,x + z,



Lakhtakia - Passoja Teppich mod 23

(Foz,z+y+21), d=2

Go: Vk € Fp3 Farbe(k) = Farbe(23 — k)



Substitution
l[element — matrix] ~ [matrix — matrix]
x > 1 Grundkornung
s > 2 Skalierung, y = xs
X C A*** endlich
Y C AY*Y endlich
VYeYy Y=(X(G,5)eX|0<1i,j<s)
> X — Y Substitutionsregel
X1 € X Startsymbol
(X,V,2, X1) Substitutionssystem

S(1) = X1, S(n) = =" 1(Xq)



Expansive Substitutionssysteme
(X,V,3, X1) expansiv, falls
>(X1) =(X(,5) e X) = X(0,0) = X3

Lemma 3 Sei (X,),3>,X1) ein expansives
Substitutionssystem. Dann ist fur alle n > 0
die Matrix S(n) das xs" 1 xxzs"1 links obere
Eck der Matrix S(n+1).

S(n+1) = <S§7) 5})

Sei T € AWTXZT aine Matrix.
Definition:

Nz = {K € A2*X2% | K kommt in T vor und
startet mit Koordinaten (kx,lx)}



Theorem 4 (A, f, Rander ) ~ R
(A, X,),%,X1), * — sz, ~ S
R(n) 1= (a(3,5) |0 < 4,5 < @s"1)
Falls existiert m > 1, sodabB:

- R(m) = S(m)

- Ne(S(m — 1)) = Ne(S(m))
-S|(:=0)=R|(=0)
-S1(G=0=R|(=0)

Dann gilt R=-5.

M. P: Recurrent double sequences that can be pro-
duced by context-free substitutions. Fractals, Vol
18, Nr. 1, 1 - 9, 2010.



Twin Peaks, 2560 x 2560.

Fs ={0,1,e,e2 =¢+ 1} = {0,1,2,3}

(Fa,y + e(z + 2) + 2(z? + y% + 22), 1)
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Vermutung
G endliche abelsche p-Gruppe, p Primzahl
f: G3 = G Gruppenhomomorphismus
a € G\ {0}

Dann existiert ein expansives Substitutions-
system, das dieselbe Doppelfolge produziert,
wie (G, f,a).



Efeu, 625 x 625
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(Fs, 2323 + a*y + yz* + 2zyz + 4,1)

1802 Regeln 256 — 512



Square Root, 625 x 625

(Fs, 3x3y2z3 -+ 3w3y3 -+ 3y3z3 -|—4a:2y2z2 +4,1)

26 Regeln 8 —+ 16



Ist jede rekurrente Doppelfolge ein
Substitutionsmuster?

NEIN!

Die Gegenbeispiele interpretieren die
Menge N der naturlichen Zahlen.



Stairway to Heaven, 100 x 100

(Fs, 4x2y4z2 + 4x4y3 + 4y324 —+ 4y2 +2,1)



Stairway to Heaven, 200 x 200

-
IE

(Fs, 4x2y4z2 + 4x4y3 + 4y3z4 -+ 4y2 +2,1)



Second Stairway, 58 x 58

(Fs, 223y323 4+ 22y + 29?2 4+ y, 1)



Third Stairway, 50 x 50

(Fs, 4:1:3yz3 -+ 4:1:43/2 -+ 4y2z4 -+ x2y2z2 +4,1)



Randwerte als Eingabe

Periodische Randwerte



(Z)2Z,x + 2z, 100"), 512 x 512

22 Regeln 3 —+ 6



(Z)2Z,x + 2, 010"), 512 x 512

88 Regeln 12 — 24



(Z/3Z,x + y + z,,001"), 243 x 243

23 Regeln 3 — 9



(Z)3Z,x +y+ 2,110, 243 x 243

23 Regeln 3 — 9



(Z/2Z,x + z, 00001’/ 0100'), 512 x 512

v EEE LR LE]

EhE EERE EEEE EERE EREEE BEREE EREREE EEREE EEEE

64 Regeln 4 — 8



Randwerte als Eingabe

Lineare Substitution



Die Thue - Morse Folge
({0,1},{0 — 01,1 — 10},0)
01101001100101101001011001101001...
tn = so(n) mod 2

[so(n) 1= #{ila; = 1,n = a2+ -+ + ap}]



Pascal - Thue - Morse mod 2, 512 x 512
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(Z/2Z,x + z, Thue — Morse)

15 Regeln 4 — 8



Pascal - Thue - Morse mod 4, 512 x 512

(Z/AZ,x + z, Thue — Morse)

284 Regeln 8 —» 16



