Konvexgeometrie

Vorlesung im WS 2004/05 (R. Schneider)

Konvexitit ist ein Begriff, der in verschiedenen Zusammenhéngen eine Rolle spielt
und sich als niitzlich erwiesen hat. Eine Punktmenge heif3t konver, wenn sie mit
je zwei Punkten deren Verbindungsstrecke enthélt. Dieser Begriff ist immer dann
sinnvoll, wenn die Verbindungsstrecke definiert ist, also sicher fiir Teilmengen in
beliebigen reellen Vektorrdumen. Eine Funktion heifit konver, wenn ihr Epigraph
konvex ist; dies ist ein sinnvoller Begriff fiir reelle Funktionen, die auf Teilmen-
gen reeller Vektorrdume erklart sind. Konvexe Mengen und konvexe Funktionen
spielen in verschiedenen Teilgebieten der Funktionalanalysis eine wichtige Rolle.
Konvexitatsbetrachtungen sind auch von Bedeutung in der Optimierungstheorie
und in anderen anwendungsorientierten Gebieten, wie zum Beispiel in der Kon-
trolltheorie. Von diesen Dingen soll im folgenden nicht die Rede sein. Vielmehr
geht es in dieser Vorlesung nur um die Geometrie konvexer Mengen im euklidi-
schen Raum.

Konvexe Mengen sind ein geometrisch naheliegender und natiirlicher Untersu-
chungsgegenstand. Wenn man unter ,, Geometrie“ zunéchst einmal die Untersu-
chung der Gebilde im Anschauungsraum (und seinen hoherdimensionalen Verall-
gemeinerungen) versteht, so ergibt sich die Frage, welche Gebilde iiberhaupt einer
aussichtsreichen Untersuchung zugénglich sind. Das sind zunéchst einmal die Ge-
bilde der linearen Geometrie, wie Punkte, Geraden, Ebenen u.s.w. und die damit
gebildeten Konfigurationen, ferner Gebilde zweiter Ordnung, wie Kegelschnitte
und Quadriken. Geht man dariiber hinaus, so mufl man den Rahmen der zu be-
trachtenden Objekte einschranken, um inhaltsreiche Aussagen machen zu kénnen.
Verschiedene Moglichkeiten bieten sich an. In der algebraischen Geometrie bei-
spielsweise beschréankt man sich auf Gebilde, die durch algebraische Gleichungen
beschrieben werden kénnen, in der Differentialgeometrie betrachtet man Kur-
ven, Flachen und andere Untermannigfaltigkeiten, die eine Beschreibung durch
geniigend oft differenzierbare Funktionen zulassen. Eine weitere und vom Ansatz
her besonders einfache Moglichkeit besteht nun darin, nur konvexe Mengen zu
betrachten. Es ist erstaunlich, welcher Reichtum von geometrisch ansprechenden
Ergebnissen allein unter Verwendung dieser einfachen Grundvoraussetzung erzielt
werden kann.

In dieser Vorlesung werden wir uns auf einige Aspekte der Geometrie der konvexen
Korper (der kompakten konvexen Mengen) beschrénken. Nach den erforderlichen
Grundlagen wollen wir vor allem Funktionale konvexer Koérper wie Volumen und
Oberflache und deren Verallgemeinerungen betrachten und dafiir Extremalpro-
bleme behandeln.
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BEZEICHNUNGEN 1

Bezeichnungen

In diesem Vorspann sollen einige grundlegende Definitionen gegeben sowie
Sprechweisen und Bezeichnungen festgelegt werden.

Wir arbeiten im n-dimensionalen reellen euklidischen Raum E™. Darunter ver-
stehen wir den n-dimensionalen reellen Vektorraum R", zusammen mit einem
Skalarprodukt (-,-) und der induzierten euklidischen Norm | - ||. Wir machen
keine formale Unterscheidung zwischen einem Vektorraum und dem zugehorigen
affinen Raum. Die Elemente von E", bezeichnet mit kleinen lateinischen Buchsta-
ben, werden daher sowohl als Vektoren wie auch als Punkte bezeichnet. Welche
dieser Bezeichnungen jeweils verwendet wird, ist aber nicht willkiirlich; die Wahl
der Bezeichnung soll andeuten, ob es sich um einen Sachverhalt der linearen
Geometrie (Vektorraumgeometrie) oder der affinen Geometrie (Invarianz unter
Translationen) handelt.

Der Vektor x € E" ist eine lineare Kombination der Vektoren x1,...,x; € E",
wenn es Zahlen \i,... A\ € R gibt mit x = A2y + ... + \pxg. Gibt es solche
Zahlen mit A\ + ... + Ay = 1, so ist der Punkt z eine affine Kombination der
Punkte z1, ...,z Fir A C E" ist lin A (aff A) die lineare Hiille (affine Hiille) von
A; das ist die Menge aller linearen (affinen) Kombinationen von Elementen von
A und zugleich der kleinste lineare (affine) Unterraum von E™, der A enthélt. Die
Punkte x1,...,x; € E" sind affin unabhingig wenn keiner von ihnen eine affine
Kombination der iibrigen ist, also wenn aus

k k
> Xzi=0 mit \; ERund » A =0
i=1 =1
folgt, dass Ay = ... = Ay = 0 ist. Dies ist dquivalent mit der linearen Unabhéangig-
keit der Vektoren xo—x1, ...,z —x. Erkliren wir die Abbildung 7 : E” — E" xR
durch 7(x) := (z,1), so sind z1, ...,z € E™ genau dann affin unabhéngig, wenn
7(x1),...,7(xy) linear unabhéngig sind.

Fir z,y € E™ ist
[z, y] ={(1 =Nz + X y:0<A<1}

die abgeschlossene Strecke mit Endpunkten x und y, und
[z,y) = {1=XNxz+Ay:0< <1},
(x,y] = {(1=Nzx+Iy:0< A< 1}

sind halboffene Strecken.

Fiir Teilmengen A, B C E™ und fiir A € R definiert man

A+ B = {a+b:a€ Abe B},
M = {da:a€ A}
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Die Menge A + B heifit die Vektorsumme oder Minkowski-Summe der Mengen
A und B. Zur Abkiirzung schreibt man (—1)A =: —A, A+ (-B) =: A— B
und A + {z} =1 A+ z. Sind die Mengen A und B in komplementéren affinen
Unterrdumen von E enthalten, so wird die Vektorsumme A + B auch in der Form
A & B geschrieben und als die direkte Summe von A und B bezeichnet.

An topologischen Bezeichnungen verwenden wir clos A fiir die abgeschlossene
Hiille, int A fiir das Innere, bd A fiir den Rand einer Teilmenge A von E". Das
Innere und der Rand einer Menge A C E™ beziiglich der affinen Hiille von A
werden mit relint A bzw. relbd A bezeichnet.

Eine Hyperebene in E™ ist ein affiner Unterraum der Kodimension 1. Eine Hyper-
ebene kann in der Form

Hyo={z€E": (z,u) = a}

mit v € E™\ {0} und a € R dargestellt werden. Es gilt H, , = H, 3 genau dann,
wenn (v, 3) = (Au, Aa) mit einem A # 0 gilt. Jeden Vektor v mit H = H,,
bezeichnen wir als einen Normalenvektor der Hyperebene H. Die Hyperebene
H, . berandet die zwei abgeschlossenen Halbraume

H,, = {z€k": (r,u) <a},
Hf, = {zeE": (z,u) >a}.

Einen affinen Unterraum des E™ bezeichnen wir auch als Ebene, und der Durch-
schnitt einer Ebene mit einem abgeschlossenen Halbraum, der die Ebene trifft,
aber nicht ganz enthélt, heiflit Halbebene. Eine eindimensionale Ebene wird als
Gerade bezeichnet und eine Halbgerade auch als Strahl.

Die folgenden Begriffsbildungen verwenden die euklidische Metrik. Fiir z,y € E”
ist ||z — y|| der Abstand von x und y, und fiir ) # A C E™ und z € E™ ist

d(A,z) :=inf {||]x —a|| : a € A}

der Abstand des Punktes x von der Menge A. Fiir eine nichtleere beschriankte
Menge A C E™ ist die Zahl

diam A := sup{||lz —y|| : z,y € A}
der Durchmesser von A. Durch

B(z,p) ={r € E": [lz — 2| < p}
wird die abgeschlossene Kugel und durch

Bo(z,p) = {z € " : |z — 2| < p}
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die offene Kugel mit Mittelpunkt z € E™ und Radius p > 0 definiert. Wir schrei-
ben kurz B(0,1) =: B und nennen dies die Finheitskugel des E™. Der Rand

Srhi={r e E": |z| =1}

der Einheitskugel ist die Einheitssphdre.

Lineare Abbildungen, affine Abbildungen und Isometrien zwischen euklidischen
Réumen sind aus der Linearen Algebra wohlbekannt. Insbesondere ist eine Trans-
lation ¢ : E™ — E™ eine Abbildung der Form ¢(z) = x + ¢, z € E™, mit einem
festen Vektor t € E™, der dann als Translationsvektor bezeichnet wird. Die Menge
A+t wird als ein Translat von A bezeichnet. Eine Homothetie ¢ : E™ — E™ ist
eine Abbildung der Form ¢(x) = Az +t, x € E™, mit festen A > 0 und ¢t € E™. Die
Menge AA + t heiflit ein Homothet von A. Die Mengen A, B C E" heiflen positiv
homothetisch, wenn A = AB 4+t mit A > 0 und ¢t € E" gilt (positive Homothe-
tie ist offenbar eine Aquivalenzrelation), und sie heiflen homothetisch, wenn sie
entweder positiv homothetisch sind oder eine der beiden Mengen einpunktig ist.
Eine Bewegung des E™ ist eine isometrische Abbildung von E™ auf sich, und eine
Drehung ist eine Bewegung mit Fixpunkt 0. Die Drehungen sind genau die linea-
ren Abbildungen des E™ auf sich, die das Skalarprodukt erhalten. Jede Bewegung
ist die Komposition einer Drehung und einer Translation. Eine Bewegung heifit
eigentlich, wenn sie die Orientierung des [E™ erhélt, und andernfalls uneigentlich.
Eine Ahnlichkeit ist die Komposition einer Bewegung und einer Streckung, das
heiit einer Abbildung der Form x — Az mit A > 0.



Kapitel 1

Grundlagen der Konvexgeometrie

1.1 Konvexe Mengen und Kombinationen

Eine Teilmenge A C E™ heifit konver, wenn sie mit je zwei Punkten z,y auch
stets deren Verbindungsstrecke [z, y| enthélt. Die Menge A ist also genau dann
konvex, wenn gilt:

Ve,y e AVA€[0,1]: (1= Nx+ Ay € A.

Triviale Beispiele von konvexen Mengen im E™ sind (), E”, affine Unterrdume, die
abgeschlossenen Kugeln B(z, p). Ein weniger triviales Beispiel ist die Vereinigung
By(z, p) U A einer offenen Kugel By(z, p) und einer beliebigen Teilmenge A ihres
Randes. Spéter werden wir aber iiberwiegend abgeschlossene konvexe Mengen
betrachten. Unmittelbar aus der Definition leitet man her: Durchschnitte kon-
vexer Mengen sind konvex, Bilder und Urbilder konvexer Mengen unter affinen
Abbildungen sind konvex; wenn A und B konvex sind, so auch A + B und \A
fir A € R.

1.1.1 Bemerkung. Fir A C E™ und A\, u > 0 gilt trivialerweise A\A + pA D
(A + p)A. Die Gleichheit AA + pA = (A + p)A (fiir alle A\, u > 0) gilt genau
dann, wenn A konvex ist. In der Tat, sei A konvex und x € AA + pA. Dann ist
xr = Aa+ pbmit a,b € A, und es folgt

A p
= (A bl e (A A,
o=t (5ot b))

also ist AA + A = (A + p)A. Die umgekehrte Schlussrichtung ist trivial.

Eine Teilmenge A C E™ heifit konverer Kegel, wenn A konvex und nichtleer ist
und wenn mit x € A, A > 0 stets Ax € A gilt. Eine nichtleere Teilmenge A C E”

4
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ist also genau dann ein konvexer Kegel, wenn sie abgeschlossen ist gegeniiber
Addition und Multiplikation mit nichtnegativen reellen Zahlen.

Indem wir die Definitionen von affinen und linearen Kombinationen auf nicht-
negative Koeffizienten beschrinken, erhalten wir die folgenden grundlegenden
Begriffsbildungen. Der Punkt x € E™ ist eine konvere Kombination der Punkte
xr1,...,xr € E" wenn es Zahlen \y,..., A\ € R gibt mit

k
r=Y Na, N0 (=1...k, > =1
i=1 i=1
Analog ist der Vektor z € E™ eine positive Kombination der Vektoren x1, ...,z €
E™ wenn es Zahlen A\, ..., \x € R gibt mit

k
i=1

Man beachte, dass man von einer positiven Kombination spricht, obwohl zuge-
lassen ist, dass die Koeffizienten Null sind.

Fiir eine Teilmenge A C E™ ist die konvexe Hiille conv A (die positive Hiille pos A)
definiert als die Menge aller konvexen Kombinationen (aller positiven Kombina-
tionen) von je endlich vielen Elementen von A.

1.1.2 Satz. Fir A C E" ist convA konvexr. Ist A C E" konvex, so gilt
convA = A. Fir eine beliebige Teilmenge A C E™ ist conv A der Durch-
schnitt aller konvexen Teilmengen von E™, die A enthalten. Fir A,B C E™ gilt
conv (A + B) = conv A + conv B.

Beweis. Dass conv A stets konvex ist, folgt unmittelbar aus den Definitionen. Sei
A C E™ konvex. Trivialerweise gilt A C conv A. Wir zeigen durch Induktion, dass
A alle konvexen Kombinationen von je k Punkten von A enthilt. Fiir & = 2 gilt
das nach Definition der Konvexitit. Sei k& > 2, die Behauptung bewiesen fiir je
k — 1 Punkte, und sei x = Az + ...+ \pxp mit x1,..., 2, € A, A, ..., A >0
(0.B.d.A.) und A\; + ...+ A\x = 1. Dann gilt

k-1
Ai
J]:(l—/\k)izl_)\kl’i—i-/\kxk €A,
denn wegen
A “— A
— >0 — =1
ist
k—1
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nach Induktionsannahme. Damit ist A = conv A gezeigt.

Fiir beliebiges A C E™ bezeichne D(A) den Durchschnitt der Familie aller kon-
vexen Teilmengen K C E™ mit A C K. Da A C conv A gilt und conv A kon-
vex ist, gilt D(A) C conv A. Jede konvexe Menge K mit A C K C E" erfillt
convA C conv K = K, also ist convA C D(A). Daraus folgt die Gleichheit
conv A = D(A).

Sei A, B C E™. Sei x € conv (A + B), also

k k
x:Z)\l(aH—bz) HlltCLlEA,szB, )\1207 Z/\lzl

i=1 i=1

und daher x =) \a; + > A\ib; € conv A + conv B. Umgekehrt sei 2 € conv A +

conv B, also
r=) Nait ) uib
( J
mit a; GA, b]' EB, )\i,ﬂj 20und Z)\Z:Z,ujzl Aus

T = Z )\”LJ(CLZ + b])

i’j

folgt jetzt x € conv (A + B). |

1.1.3 Satz. Fiir ) # A C E" ist pos A ein konvexer Kegel. Ist A C E" ein
konvexer Kegel, so gilt pos A = A. Fiir eine beliebige nichtleere Teilmenge A C E™
ist pos A der Durchschnitt aller konvexen Kegel in E™, die A enthalten.

Der Beweis ist vollig analog zu dem von Satz 1.1.2.

Wir kommen nun zu drei einfachen, aber grundlegenden Aussagen der kombina-
torischen Konvexgeometrie, den Séatzen von Carathéodory, Radon und Helly.

1.1.4 Satz (von Carathéodory). Ist A C E™ und x € conv A, so ist x konvexe
Kombination von affin unabhdingigen Punkten von A. Insbesondere ist x konvexe
Kombination von n + 1 oder weniger Punkten von A.

Beweis. Der Punkt x € conv A hat eine Darstellung

k
=1 i
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mit einem £ € N, und wir konnen annehmen, dass hierbei £ minimal gewé&hlt ist.
Angenommen, x1, ..., r; wiren affin abhéngig. Dann gibt es Zahlen ay, ..., a; €
R, die nicht alle Null sind, so dass

k k
Zai:vi =0 und ZO"' =0
i=1 i=1

gilt. Wir konnen eine Zahl m wéhlen derart, dass A, /a,, positiv und dabei so
klein wie moglich ist (denn alle \; sind positiv, und wenigstens ein «; ist positiv).
In der affinen Darstellung

=1

sind alle Koeffizienten nichtnegativ (trivialerweise, wenn a; < 0 ist, und andern-
falls wegen der Wahl von m), und wenigstens ein Koeffizient ist Null. Dies ist
ein Widerspruch zur Minimalitdt von k. Also sind zq,...,x; affin unabhéngig,
woraus insbesondere k£ < n + 1 folgt. |

Die konvexe Hiille von endlich vielen Punkten wird als Polytop bezeichnet. Ein
k-Simplex ist die konvexe Hiille von k4 1 affin unabhéngigen Punkten, und diese
Punkte heilen dann die Ecken des Simplex. Man kann den Satz von Carathéodory
also auch so formulieren, dass conv A die Vereinigung aller Simplizes mit Ecken
in A ist.

Ein weiterer einfacher, aber wichtiger Satz {iber konvexe Hiillen ist der Satz von

Radon.

1.1.5 Satz (von Radon). Jede nichtleere Menge von affin abhdngigen Punkten
(insbesondere also jede Menge von mindestens n+2 Punkten) im E™ kann zerlegt
werden in zwei Mengen, deren konvexe Hiillen nichtleeren Durchschnitt haben.

Beweis. Seien 1, . .., x; € E™ affin abhéngig. Dann gibt es Zahlen a, ..., o € R,
die nicht alle Null sind, so dass

k k
Z&ix" =0 und ZO"' =0
i=1 i=1

gilt. Nach eventueller Umnumerierung konnen wir annehmen, dass a; > 0 genau
fir i = 1,...,J gilt; dann ist 1 < j < k (denn wenigstens ein «; ist > 0, aber
nicht alle «; sind > 0). Mit

O{ZIOél—l-...—FOéj:—(ij+1—|—...+06k)>0
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gilt
j aA k aA
xr = —ZLL’Z' = - i
Ygn=2 (5)
=1 i=7+1
und daher x € conv {xy,...,x;} Nconv{x;t1,...,x,}. Daraus folgt die Behaup-
tung. [ |

Aus dem Satz von Radon kann man den nachfolgenden Satz von Helly herleiten,
ein besonders hiibsches Resultat der kombinatorischen Konvexgeometrie.

1.1.6 Satz (von Helly). Seien Ay, ..., A CE™ konvere Mengen. Haben je n+ 1
dieser Mengen nichtleeren Durchschnitt, so haben alle dieser Mengen nichtleeren
Durchschnitt.

Beweis. Sei k > n + 2 (fur K < n + 1 ist nichts zu zeigen, und fir £ = n + 1
ist die Behauptung trivial), und sei die Behauptung bewiesen fiir £ — 1 konvexe
Mengen. Fiir jedes i € {1,...,k} gibt es dann einen Punkt

EAN...NAN...NA,

wobei A; bedeutet, dass die Menge A; weggelassen wird. Die k > n + 2 Punkte
x1, ..., 2 sind affin abhéngig. Nach dem Satz von Radon kénnen wir daher nach
geeigneter Umnumerierung annehmen, dass es einen Punkt

x € conv{xy,...,x;} Nconv{zi1,..., 2%}

gibt, wo j € {1,...,k — 1} geeignet gewahlt ist. Wegen z1,...,2; € Ajq,..., Ay
gilt

reconvi{wry,...,x;} C Ajp,..., A
und analog

.CEECOHV{LC]'+1,...,.T]€} CAl,...,Aj7

alsor € A;N...N A [ |

Aus dem Satz von Helly kann man #hnliche Aussagen der kombinatorischen
Geometrie herleiten; hierfiir ein kleines Beispiel. Wir sagen, dass die Mengen
Ay, ..., A, von K getroffen werden, wenn A; N K # () fiir i = 1,...,m gilt.

1.1.7 Satz. Sei M eine endliche Familie konvexer Mengen im E", sei K C E"
konvex. Werden je n + 1 Elemente von M von einem Translat von K getroffen,
so werden alle Elemente von M von einem Translat von K getroffen.

Beweis. Sei M = {Ay,...,Ax}. Zu je n + 1 der Zahlen {1,...,k}, etwa zu
1,...,n+1, gibt esein t € E™ und Punkte a; € A;N(K +t). Es ist also a; = k; +t
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mit a; € Aund k; € K. Esfolgt t =a;, —k; € A, — K firi=1,...,n+ 1. Also
haben je n + 1 Elemente der Familie {A; — K, ..., Ay — K} nichtleeren Durch-
schnitt. Da A; — K konvex ist (i = 1,..., k), haben nach dem Satz von Helly alle

Elemente dieser Familie nichtleeren Durchschnitt. Es gibt also ein ¢ € E™ mit
teA;— K, also AN (K+t)#0, firi=1,... k. |

Wir wenden uns nun den Bezichungen zwischen Konvexitdt und topologischen
Eigenschaften zu und beginnen mit einer einfachen Beobachtung.

1.1.8 Hilfssatz. Sei A C E™ konver. Ist x € int A und y € clos A, so gilt
[z,y) C int A.

Beweis. Sei z = (1 — AN)y + Az mit 0 < A < 1. Wegen z € int A gilt B(x,p) C A
fiir geeignetes p > 0. Setze B(0,p) =: U. Zunichst werde y € A angenommen.
Sei w € AU + 2z, also w = A+ 2z mit u € U. Wegen z +u € A gilt w =
(1—=Ny+ Mx+u) € A Esist also \U + 2z C A, daher ist z € int A.

Nun gelte lediglich y € clos A. Setze V := [A\/(1=\)]JU+y. Es gibt eina € ANV.
Wegen a = [A/(1 = N]u+y mit u € U ist z= (1 —AN)a+ Az —u) € A. Damit
ist [z,y) C A gezeigt. Zusammen mit dem ersten Teil liefert das [z,y) C int A. H

1.1.9 Satz. Ist A C E™ konvez, so sind int A und clos A konvex. Ist A C E™
offen, so ist conv A offen.

Beweis. Die Konvexitéit von int A folgt aus Hilfssatz 1.1.8. Die Konvexitiat von
(;_losA fiir konvexes A und die Offenheit von conv A fiir offenes A sind einfache
Ubungsaufgaben. [

Man beachte, dass die konvexe Hiille einer abgeschlossenen Menge nicht abge-
schlossen zu sein braucht. Dies zeigt das Beispiel einer Menge, die aus einer Ge-
raden und einem nicht auf ihr liegenden Punkt besteht. Die konvexe Hiille einer
kompakten (beschriankten und abgeschlossenen) Menge im E”™ ist jedoch stets
abgeschlossen. Dies kann man mit Hilfe des Satzes von Carathéodory zeigen:

1.1.10 Satz. Fir A C E™ gilt conv clos A C closconv A. Ist A beschrinkt, so gilt
convclos A = closconv A. Insbesondere ist die konvere Hiille einer kompakten
Menge stets kompakt.

Beweis. Sei x € conv clos A. Dann gibt es eine Darstellung

k k
r = Z/\zxz mit >‘z Z 0, T; € clos A, Z)\z = 1.
=1 =1
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Sei € > 0. Zui € {1,...,k} existiert a; € A mit ||x; — a;]|] < €. Setze a =
S Aia;. Dann gilt @ € conv A und ||z —al| < Y A\iflz — ai]] < e Dae > 0
beliebig war, ist x € clos conv A.

Nun sei A C E™ beschrankt. Dann ist

n+1
{0 A, @1, Taga) T A 2 0, @ € clos A, Z)\i =1}

=1

eine kompakte Teilmenge von R"™! x (E")"*1; das Bild dieser Menge unter der
stetigen Abbildung

n+1

()\1, .. -7)\n+17$17 N ,Z’n+1) — Z)\Z[El eE"
i=1

ist also kompakt. Nach dem Satz von Carathéodory stimmt dieses Bild {iberein
mit conv clos A. Daher gilt closconv A C clos conv clos A = conv clos A. [

Die Menge clos conv A, die nach 1.1.9 konvex ist, heifit die abgeschlossene konvexe
Hiille von A. Dies ist zugleich der Durchschnitt aller abgeschlossenen konvexen
Teilmengen von E™, die A enthalten.

Um Informationen iiber das relative Innere einer konvexen Menge zu erhalten,
betrachten wir nun zunéchst Simplizes.

1.1.11 Hilfssatz. Seien zq,...,xr € E™ affin unabhdingig, sei S :=
conv{xy,...,zx} und z € aff S. Dann gilt © € relint S genau dann, wenn in
der eindeutigen affinen Darstellung

k
1=1 i

alle Koeffizienten \; positiv sind.

Beweis. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit £ = n + 1 annehmen.
Die Bedingung ist notwendig, denn andernfalls wiirde, weil die Darstellung ein-
deutig ist, jede Umgebung von = Punkte enthalten, die nicht zu S gehoren. Um
zu zeigen, dass die Bedingung hinreichend ist, setzen wir voraus, dass = wie oben
dargestellt ist mit A\; > 0 fir¢=1,...,n+ 1. Da z1,..., 2,41 affin unabhéngig
sind, sind die Vektoren (x1,1),..., (zp11,1) in E™ X R linear unabhéngig, bilden
also eine Basis. Fiir y € E" sind die Koeffizienten py,..., p,+1 in der affinen

Darstellung
n+1 n+1

y= Zuixi mit Z“i =1
=1 i=1
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gerade die Koordinaten von (y,1) € E™ x R beziiglich dieser Basis. Da Koordi-
natenfunktionen stetig sind, héngen die Koeffizienten pq, ..., p, 1 stetig von y
ab. Daher kann eine Zahl § > 0 so gewéhlt werden, dass fiir alle y € E™ mit
|ly — z|| < 0 die Ungleichungen u; > 0 (i = 1,...,n + 1) erfiillt sind und daher
y € S gilt. Es ist also € int S. [

1.1.12 Satz. Ist A C E" konvex und nichtleer, so gilt relint A # ().

Beweis. Sei dimaff A = k. Dann gibt es k + 1 affin unabhéngige Punkte in A.
Thre konvexe Hiille S erfiillt relint S # () nach Hilfssatz 1.1.11, ferner gilt S C A
und aff §' = aff A. Damit folgt die Behauptung. [

In Anbetracht von 1.1.12 ist es sinnvoll, als Dimension einer konvexen Menge A,
bezeichnet mit dim A, die Dimension der affinen Hiille von A zu definieren.

Die Darstellung von relint conv A, die durch Hilfssatz 1.1.11 fiir affin unabhéngige
Mengen A gegeben wird, kann auf beliebige endliche Mengen ausgedehnt werden.

1.1.13 Satz. Seien zq,...,x, € E", sei P := conv{zy,...,z} und z € E".
Dann qilt x € relint P genau dann, wenn es eine Darstellung

k k
l":Z)\i%’ mit \; >0 (i=1,...,k), Z)\Z-zl
i=1

=1

qibt.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir dim P = n annehmen.
Sei x € int P. Setze
k
-y
i=1

Dann ist y € P. Da x € int P ist, konnen wir ein z € P wahlen mit x € [y, z). Es
gibt Darstellungen

Z;.

=

k k
z = Zﬂﬂi mit p; > 0, Zuizl,
i=1

i=1
r = (1=-Ny+Adz mit0<A<l1
Hieraus folgt
k

k
. 1
i=1 i=1

das ist eine Darstellung der gewiinschten Art.
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Umgekehrt gelte
k k
i=1 i=1

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass x1,...,x,; affin unabhéngig sind. Setze
A=A+ ...+ X1 und

Aus Hilfssatz 1.1.11 folgt
y € intconv{wy,..., T, 1} Cint P.

Ist k=n+1, soist x =y € int P. Andernfalls setze

Ai
ey
i=n+2
Dann ist z € P und z € [y, z) C int P nach Hilfssatz 1.1.8. |

1.1.14 Satz. Sei A C E" konvex. Dann gilt

(a) relint A = relint clos A,
(b) clos A = closrelint A,
(c) relbd A = relbd clos A = relbd relint A.

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. dim A = n annehmen. Teil (a): Trivialerweise gilt
int A C int clos A. Sei z € int clos A. Wihle y € int A (y existiert wegen dim A = n
und 1.1.12). Es gibt ein z € clos A mit = € [y, z), und nach Hilfssatz 1.1.8 folgt
x € int A. Teil (b): Trivialerweise gilt clos A D closint A. Sei x € clos A. Wihle
y € int A. Nach Hilfssatz 1.1.8 gilt [y,z) C int A, also = € closint A. Teil (c):
Nach (a) gilt bdclos A = clos (clos A) \ int (clos A) = clos A \ int A = bd A. Mit
(b) folgt bdint A = clos (int A) \ int (int A) = clos A \ int A = bd A. |

Jetzt definieren wir den zentralen Begriff dieser Vorlesung. Ein konvexer Kérper
im [E™ ist eine nichtleere, kompakte, konvexe Teilmenge des E™. Die Menge aller
konvexen Kérper des E™ wird mit K" bezeichnet, und K ist die Teilmenge der
konvexen Koérper mit inneren Punkten.

1.2 Die metrische Projektion

In diesem Abschnitt ist A C E™ eine feste nichtleere abgeschlossene konvexe Men-
ge. Zu jedem Punkt x € E™ gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt p(A, x) € A
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mit
|z —p(A,z)|| < flz —yl| fiir alley € A.

Die Existenz folgt so: Fiir geeignetes p > 0 ist die kompakte Menge B(z, p) N A
nicht leer; die stetige Funktion y — ||z — y|| nimmt also auf dieser Menge ein
Minimum an, etwa in yo. Dann gilt || —yo|| < ||z —y| fir alle y € A. Zum Beweis
der Eindeutigkeit nehmen wir an, auch der Punkt y; € A erfiille ||z —yy || < ||z—y]|
fiir alle y € A. Fiir den Punkt z := (yo + y1) € A gilt dann ||z — z|| < ||z — o,
falls nicht yo = y; ist. Also ist yo =: p(A, z) eindeutig bestimmt.

Die damit definierte Abbildung p(A,-) : E" — A heifit die metrische Projekti-
on oder FufSpunktabbildung der Menge A. Sie ist in der Konvexgeometrie recht
niitzlich; deshalb sollen hier ihre wichtigsten Eigenschaften festgestellt werden.

Durch ||z — p(A,z)|| = d(A,z) ist gerade der Abstand des Punktes = von der
Menge A gegeben. Genau fiir die Punkte x € A gilt d(A,2) =0. Firz € E"\ A
setzen wir

z —p(4, )

d(A,z)
das ist also der vom Fufipunkt p(A,z) zu z hindeutende Einheitsvektor. Die
Menge

u(A, ) =

R(A,z) = {p(A, )+  u(A,z): A >0}
ist der Strahl durch z mit Endpunkt p(A, x).

1.2.1 Hilfssatz. Firx € E"\ A und y € R(A,z) gilt p(A,y) = p(A, z).

Beweis. Angenommen, es wire p(A,y) # p(A, z). Gilt y € [z,p(A, x)), so folgt

lz —=p(A )l < o=yl +lly —p(A )]
< Nz =yl +1ly = p(A, 2)|
= |z —p(4,2)],
ein Widerspruch. Ist « € [y, p(A, x)), so sei q € [p(A,z),p(A,y)] der Punkt mit
der Eigenschaft, dass die Strecke [z, q] parallel ist zur Strecke [y, p(A,y)]. Dann
folgt
lz—qll _ lly=p(A 9l
lz = p(A,2)| lly = p(A, )]l
was ebenfalls ein Widerspruch ist. [

<1,

1.2.2 Satz. Die metrische Projektion hat Lipschitz-Konstante 1, das heifit es gilt

Ip(A; 2) = p(A,y)ll < llz =yl fir z,y € B
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Beweis. Wir kénnen v := p(A, z) — p(A,y) # 0 annehmen und behaupten, dass
(v —p(A,2),v) >0 (1.1)

gilt. Angenommen, das wére falsch. Dann ist z ¢ A, und der Strahl R(A, ) trifft
die zu v senkrechte Hyperebene durch p(A,y) in einem Punkt z. Aus Hilfssatz
1.2.1 folgt

Iz = p(A, )l <[z = p(A, 2)[| = llz = p(A, 2),

ein Widerspruch. Also gilt (1.1). Analog ergibt sich (y — p(A,y),v) < 0. Die
Strecke [z, y] trifft daher die beiden zu v orthogonalen Hyperebenen durch p(A, z)
bzw. p(A,y). Daraus folgt die Behauptung. |

Der folgende Hilfssatz wird fiir Anwendungen der metrischen Projektion im
néchsten Abschnitt benotigt.

1.2.3 Hilfssatz. Sei B eine Kugel mit A C int B, sei S := bd B. Dann gilt
p(A,S) =bd A.

Beweis. Dass p(A,S) C bd A gelten muss, ist klar. Sei z € bd A. Fiir i € N
konnen wir x; € int B wihlen, so dass z; ¢ A und ||z; — z|| < 1/i gilt. Nach Satz
1.2.2 gilt

lz = p(A, )|l = [Ip(A, 2) = p(A, zi)|| < |lz — =] <1/i.

Der Strahl R(A, x;) trifft S in einem Punkt y;, und es gilt p(A, y;) = p(A4, z;), also
|z —p(A,y:)|| < 1/i. Es gibt eine Teilfolge (y;,);en, die gegen einen Punkt y € S
konvergiert. Aus limp(A,y;) = x und der Stetigkeit der metrischen Projektion
folgt x = p(A,y). Also gilt bd A C p(A, S). |

1.3 Stiitzen und Trennen

In diesem Abschnitt beweisen wir grundlegende Stiitz- und Trennungseigenschaf-
ten fiir konvexe Mengen. Sie sind anschaulich sehr plausibel und auch leicht zu
beweisen, aber gerade wegen ihrer Einfachheit fiir verschiedene Anwendungen
sehr niitzlich.

Sei A C E” eine zunéchst beliebige Teilmenge. Sei H eine Hyperebene, und seien
H™, H™ die beiden abgeschlossenen Halbriume, die von H berandet werden. Wir
sagen, dass H die Menge A im Punkt x stitzt, wenn x € AN H und entweder
A C H' oder A C H~ gilt. Die Hyperebene H heifit eine Stiitzebene von A
oder stiitzt A wenn H die Menge A in einem Punkt x stiitzt. Ist H = H, , eine
Stiitzebene von A und gilt A C H,, = {y € E" : (y,u) < a}, so heifit H,
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ein Stitzhalbraum von A, und u heiflt ein dufierer Normalenvektor sowohl von
H, als auch von H, ,. Wenn H, , aufferdem die Menge A im Punkt z stiitzt,
so heiflt u ein duflerer Normalenvektor von A in x. Eine Ebene E stiitzt A in x
wenn x € AN E gilt und F in einer Stiitzebene von A liegt.

1.3.1 Hilfssatz. Sei A C E" nichtleer, konvex und abgeschlossen, sei x € E™\ A.
Die zu u(A, x) orthogonale Hyperebene H durch p(A,x) stitzt A.

Beweis. Es gilt HNA # (). Sei H~ der von H berandete abgeschlossene Halbraum,
der z nicht enthélt. Angenommen, es géibe ein y € A mit y ¢ H~. Sei z der zu
x néchste Punkt der Strecke [p(A4, x),y]. Dann gilt ||z — z|| < ||z — p(A4, z)||, was
wegen z € A der Definition von p(A, x) widerspricht. Es folgt A C H~. [

1.3.2 Satz. Sei A C E" konver und abgeschlossen. Dann gibt es durch jeden
Randpunkt von A eine Stiitzebene von A. Ist A # () beschrinkt, so gibt es zu
jedem Vektor u € E™\ {0} eine Stiitzebene an A mit dufserem Normalenvektor u.

Beweis. Sei € bd A. Zunéchst sei A beschrinkt. Nach Hilfssatz 1.2.3 gibt es
einen Punkt y € E" \ A mit z = p(A4,y). Nach Hilfssatz 1.3.1 ist die zu y — x
orthogonale Hyperebene durch p(A,y) = x eine Stiitzebene von A in z.

Ist A unbeschriankt, so existiert durch x jedenfalls eine Stiitzebene H von A N
B(x,1). Sei H~ der zugehérige Stiitzhalbraum von A N B(z,1). Gibt es einen
Punkt z € A\ H™, soist [z,z] C A, aber [z,2) N B(z,1) ¢ H~, ein Widerspruch.
Also ist H Stiitzebene von A.

Sei A beschrankt und u € E™\ {0}. Da A kompakt ist, gibt es einen Punkt z € A
mit (z,u) = max{(y,u) : y € A}. Offenbar ist {y € E" : (y,u) = (z,u)} eine
Stiitzebene von A mit &uflerem Normalenvektor u. |

Umgekehrt konnen die konvexen Mengen unter den abgeschlossenen Mengen mit
nichtleerem Inneren dadurch charakterisiert werden, dass durch jeden Randpunkt
eine Stiitzebene geht:

1.3.3 Satz. Sei A C E" eine abgeschlossene Menge mit int A # () und der
Figenschaft, dass durch jeden Randpunkt von A eine Stiitzebene von A geht. Dann
ist A konvez.

Beweis. Angenommen, A erfiillte die Voraussetzungen und wére nicht konvex.
Dann gibt es Punkte z,y € A und z € [z,y] mit z ¢ A. Da int A # 0 (und
0.B.d.A. n > 2) ist, kbnnen wir einen Punkt a € int A wéhlen, so dass z,y,a
affin unabhéngig sind. Es gibt einen Punkt b € bd AN|[a, z). Nach Voraussetzung
gibt es durch b eine Stiitzebene H an A, und wegen a € int A gilt a ¢ H.
Die Hyperebene H schneidet daher die Ebene aff {z,y,a} in einer Geraden. Die
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Punkte z,y, a miissen auf derselben Seite dieser Geraden liegen, was offenbar ein
Widerspruch ist. [ |

Nun behandeln wir Trennungsaussagen. Es seien A, B C E" Teilmengen und
H, ., C E" eine Hyperebene. Die Hyperebene H, , trennt A und B, wenn A C
H,, wnd B C Hj, gilt oder umgekehrt. Diese Trennung wird als eigentlich
bezeichnet, wenn A und B nicht beide in der Hyperebene H,, , liegen. Die Mengen
A und B werden von H,, strikt getrennt, wenn A C int H, , und B C int H,f
gilt oder umgekehrt, und sie werden von H, . stark getrennt, wenn es ein € > 0
gibt, so dass H, . und H, 4+, beide die Mengen A und B trennen. Dass eine
Menge A und ein Punkt = getrennt werden, bedeutet, dass A und {z} getrennt

werden. Zunéchst betrachten wir diesen speziellen Fall:

1.3.4 Satz. Sei A C E™ konvez, und sei x € E™\ A. Dann konnen A und x
getrennt werden. Ist A abgeschlossen, so kinnen A und x stark getremnt werden.

Beweis. Zunéchst sei A abgeschlossen. Die Hyperebene durch p(A, z) senkrecht
zu u(A, z) stiitzt A und trennt daher A und z. Die parallele Hyperebene durch
2(z 4+ p(A,z)) trennt A und x stark. Jetzt sei A nicht notwendig abgeschlossen.
Gilt = ¢ clos A, dann trennt eine Hyperebene, die clos A und z trennt, erst recht
die Mengen A und x. Sei x € clos A, also x € bd A. Nach Satz 1.1.14 gilt dann
x € bdclos A, und nach Satz 1.3.2 gibt es eine Stiitzebene an clos A durch x;
diese Stiitzebene trennt A und =z. |

1.3.5 Korollar. Jede nichtleere abgeschlossene konvexe Teilmenge von IE™ ist der
Durchschnitt threr Stitzhalbrdume.

Die Trennung von Paaren von Mengen kann zuriickgefithrt werden auf die Tren-
nung einer Menge und eines Punktes:

1.3.6 Hilfssatz. Seien A, B C E" nichtleere Teilmengen. Die Mengen A und B
kionnen genau dann getrennt werden (stark getrennt werden), wenn A — B und 0
getrennt (stark getrennt) werden konnen.

Beweis. Wir beweisen das nur fiir starke Trennung; der andere Fall ergibt sich
analog (indem man e¢ = 0 setzt). Die Hyperebene H,, moge A und B stark
trennen, gelte etwa A C H,, . und B C H,, . fiir ein € > 0. Sei 2 € A — B,

dannist z =a—bmit a € A, b € B. Wegen (a,u) < a—e und (b,u) > a+ € gilt
(x,u) < —2¢, also werden A — B und 0 durch H, . stark getrennt.

Jetzt setzen wir voraus, dass A — B und 0 stark getrennt werden kénnen. Dann
existieren u € E™ \ {0} und € > 0, so dass (x,u) < —2¢ fiir alle x € A — B gilt.
Setze

a = sup{(a,u):ac A},
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B = inf{(b,u):be B}.

Fira € A, b € B gilt (a,u)—(b,u) < —2¢, also f—a > 2¢. Durch die Hyperebene
H, (a+p)/2 werden daher A und B stark getrennt. |

Sind A, B C E™ konvex, so ist A— B konvex. Ist A kompakt und B abgeschlossen,
so ist A — B abgeschlossen, wie man leicht sieht. Die Bedingung 0 ¢ A — B ist
dquivalent mit AN B = (). Aus Hilfssatz 1.3.6 und Satz 1.3.4 folgt daher:

1.3.7 Satz. Seien A, B C E" nichtleere konvexe Mengen mit AN B = (). Dann
konnen A und B getrennt werden. Ist auflerdem A kompakt und B abgeschlossen,
so konnen A und B stark getrennt werden.

Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Voraussetzungen nicht wesentlich abge-
schwécht werden konnen. Es sei

A = {(&n) €eE*:£>0,n>1/¢},
B = {(&n) €E?:¢>0,n< —1/¢},
G = {(&n) €E?:n=0}.

Diese Mengen sind paarweise disjunkt, abgeschlossen und konvex. Die Mengen A
und B konnen strikt getrennt werden (ndmlich durch die Gerade G), aber nicht
stark. Die Menge A — B und der Punkt 0 kénnen nicht strikt getrennt werden.
Die Mengen A und G koénnen getrennt werden, aber nicht strikt.

Andererseits konnen konvexe Mengen auch dann trennbar sein, wenn sie nicht
disjunkt sind. Der folgende Satz gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die eigentliche Trennbarkeit an.

1.3.8 Satz. Seien A, B C E™ nichtleere konvexe Mengen. Sie konnen genau dann
eigentlich getrennt werden, wenn

relint A N relint B = () (1.2)
15t.

Beweis. Wir nehmen an, dass (1.2) gilt, und setzen C' := relint A —relint B. Dann
gilt 0 ¢ C, und C ist konvex. Nach Satz 1.3.4 gibt es also eine Hyperebene H,
mit C' C H, . Setze

B :=1inf {(b,u) : b € B},

dann ist B C quﬁ. Angenommen, es gidbe einen Punkt a € A mit (a,u) > (.
Nach Satz 1.1.12 gibt es einen Punkt z € relint A, und nach Hilfssatz 1.1.8 ist
[z,a) C relint A. Daher gibt es einen Punkt @ € relint A mit (@, u) > . Ferner
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gibt es einen Punkt b € B mit (b,u) < (@,u) und dann, nach einem analogen
Argument wie zuvor, einen Punkt b € relint B mit (b,u) < (@,u). Damit ist
@—bec Cund (@— b,u) > 0, ein Widerspruch. Hieraus folgt A C H, 5. Die
Mengen A und B werden also von H, s getrennt. Wenn AUB in einer Hyperebene
liegt, dann liefert dieselbe Argumentation eine Hyperebene beziiglich aff (AU B),
die A und B trennt, und diese Ebene ist enthalten in einer Hyperebene des E™,
die A und B eigentlich trennt.

Umgekehrt sei vorausgesetzt, dass A und B von einer Hyperebene H eigentlich
getrennt werden; gelte etwa A C H~ und B C H". Angenommen, es gibe einen
Punkt z € relint A Nrelint B. Dann ist x € H. Da A C H™ und z € relint A gilt,
folgt A C H und analog B C H, ein Widerspruch. Also gilt (1.2). [

Gelegentlich werden wir auch Trennen und Stiitzen von konvexen Kegeln zu be-
nutzen haben. Fiir diese gilt:

1.3.9 Satz. Sei C' C E" ein abgeschlossener konvexer Kegel. Jede Stiitzebene von
C geht durch 0. Ist x € E™\ C, so ezistiert ein Vektor u € E™ mit

(c,u) >0 fir alle c € C und (x,u) < 0.

Beweis. Sei H eine Stiitzebene an C'. Es gibt einen Punkt y € H N C. Daraus
folgt A\y € C fiir alle A > 0 und daher 0 € H. Der Rest der Behauptung ist klar
nach Hilfssatz 1.3.1. [

Wir beweisen nun zwei weitere Siatze vom kombinatorischen Typ der Satze von
Carathéodory und Helly. Sie werden erst in diesem Abschnitt behandelt, weil im
Beweis des ersten Satzes Stiitzebenen verwendet werden und weil es im zweiten
Satz um eine Trennungsaussage geht.

1.3.10 Satz (von Steinitz). Sei A C E" und x € intconv A. Dann gilt © €
int conv A’ fiir eine geeignete Teilmenge A" C A mit hichstens 2n Punkten.

Beweis. Der Punkt x liegt im Inneren eines Simplex mit Ecken in conv A, und
jede dieser Ecken ist eine konvexe Kombination von endlich vielen Punkten aus
A. Es gilt also jedenfalls x € intconv B fiir eine endliche Teilmenge B von A.
Wir wéhlen eine Gerade G durch x, die nicht die affine Hiille von irgend n — 1
Punkten aus B in einem Punkt # x trifft. Seien x, 5 die Endpunkte der Strecke
G Nconv B. Nach Satz 1.3.2 gibt es durch z; eine Stiitzebene H; an conv B (j =
1,2). Es ist klar, dass z; € conv (BN H,) gilt. Nach dem Satz von Carathéodory
gibt es daher eine Darstellung

T; = Z)\]Zyﬂ mit Yji € BN Hj, )‘ji >0, Z/\JZ =1
=1

=1
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) = 1,2). Wegen der Wahl von G gilt hier notwendigerweise \;; > 0. Mit geeig-
J g g g J geelg
neten A € (0,1) gilt

n

i=1
€ relintconv {yi1, ..., Yin, Y21, - - - Yon}

nach Satz 1.1.13. Hier kann relint ersetzt werden durch int, denn wegen der Wahl
von G sind die Punkte 1, ..., 91, affin unabhingig, und fiir wenigstens ein &
sind auch yi11,..., Y1, y2r affin unabhéngig. |

1.3.11 Satz (von Kirchberger). Seien A, B C E™ kompakte Mengen. Wenn fir
jede Teilmenge M C AU B mit hochstens n+ 2 Punkten die Mengen M N A und
M N B stark getrennt werden kénnen, so konnen auch die Mengen A und B stark
getrennt werden.

Beweis. Zunachst nehmen wir an, dass A und B endliche Mengen sind. Mit der
durch 7(z) := (x, 1) definierten Abbildung 7 : E™ — E" x R setzen wir fiir z € E”

Hf :={veE" xR : +(v,7(x)) > 0},

wo (-, -) das induzierte Skalarprodukt in E” x R bezeichnet (also ((w,a), (x,1)) =
(w,z) + a).

Sei M C AU B und card M < n + 2. Nach Voraussetzung kénnen M N A und
M N B stark getrennt werden, d.h. es gibt einen Vektor v € E™ und eine Zahl
a € R mit

(u,a) >a fir a€ MNA,
(u,b) <a fur be MnNB.

Setzen wir v := (u, —a), so ist also (v, 7(a)) = (u,a) — a > 0 und daher v € H}
fir a € M N A. Analog gilt v € H, fir b€ M N B. Also ist

{H}:a€ A} U{H, :be B}

eine Familie von endlich vielen konvexen Mengen in E™ x R, von denen je n + 2
Mengen nichtleeren Durchschnitt haben. Nach dem Satz von Helly haben alle
Mengen dieser Familie nichtleeren Durchschnitt. Da dieser Durchschnitt offen
ist, enthélt er ein Element der Form v = (u, —«) mit u # 0. Fiir a € A gilt
v € HF, also (u,a) > a, und fiir b € B gilt analog (u,b) < a. Die endlichen

Mengen A und B werden also durch H, , stark getrennt.

Nun seien A und B kompakte Mengen, die die Voraussetzung des Satzes erfiillen.
Angenommen, A und B konnen nicht stark getrennt werden. Dann koénnen auch
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conv A und conv B nicht stark getrennt werden. Nach Satz 1.1.10 sind diese Men-
gen kompakt, nach Satz 1.3.7 sind sie also nicht disjunkt. Sei x € conv ANconv B.
Dann gilt = € conv A'Nconv B’ mit geeigneten endlichen Teilmengen A’ C A und
B’ C B. Die Mengen A’ und B’ kénnen nicht stark getrennt werden, ein Wider-
spruch. [ |

1.4 Extremaldarstellungen

In diesem Abschnitt geht es um die Darstellung einer abgeschlossenen konvexen
Menge als konvexe Hiille einer méglichst kleinen Menge. Ein erster Kandidat
fiir eine solche moglichst kleine Menge ist der relative Rand. Dabei miissen aber
einige triviale Falle ausgeschlossen werden. Es sei daran erinnert, dass wir unter
einer Ebene des E™ einen affinen Unterraum von E™ verstehen (das kann auch
der E™ selbst sein) und unter einer Halbebene den Durchschnitt einer Ebene mit
einem abgeschlossenen Halbraum, der die Ebene nicht ganz enthélt.

1.4.1 Hilfssatz. Ist A C E" eine abgeschlossene konvere Menge mit A #
convrelbd A, so ist A entweder eine Ebene oder eine Halbebene.

Beweis. O.B.d.A. kénnen wir dim A = n annehmen. Es gibt einen Punkt x € int A
mit = ¢ convbd A (denn andernfalls wéire A = int AUbd A = convbd A). Nach
dem Trennungssatz 1.3.4 gibt es einen abgeschlossenen Halbraum H~ mit x € H~
und convbd A C H*. Jeder Punkt y € int H~ erfiillt [z,y] Nbd A = () und daher
y € int A, also gilt H~ C A. Aus der Konvexitdt und Abgeschlossenheit von
A folgert man, dass jedes Translat von H~, das einen Punkt von A im Rand
enthélt, in A enthalten sein muss. Es folgt, dass A entweder ganz E" oder ein
abgeschlossener Halbraum ist. |

Um die in Hilfssatz 1.4.1 vorkommenden Ausnahmefille auszuschlieSen, fordern
wir, dass A geradenfrei ist, d.h. keine Gerade enthélt. Wegen des unten folgenden
Hilfssatzes 1.4.2 ist das keine starke Einschrankung. Zunéchst sei A C E” eine
abgeschlossene konvexe Menge. Die Menge A moge einen Strahl

Gew :={x+ u: >0}

mit + € E” und u € E™ \ {0} enthalten. Sei y € A, z € G, und w € [z, 2).
Der Strahl durch w mit Endpunkt y trifft G, ,, daher ist w € A. Es gilt also
[z,2) C A und daher z € A. Damit ist G,,,, C A gezeigt. Aus diesem Grunde ist
es sinnvoll, die Menge

recA:={ueE"\{0}:G,, C A} U{0}
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mit einem beliebigen x € A zu definieren; nach der vorstehenden Bemerkung ist
diese Menge unabhéngig von der Wahl von x. Die Menge rec A ist offensicht-
lich ein konvexer Kegel und wird als der Rezessionskegel von A bezeichnet. Eine
dquivalente Definition ist

recA={uecE": A+uC A}

1.4.2 Hilfssatz. Jede abgeschlossene konvexe Menge A C E™ kann dargestellt
werden in der Form A= A&V, wobei V ein linearer Unterraum von E™ ist und
A eine geradenfreie abgeschlossene konvexe Menge in einem zu V komplementiren
Unterraum von E™.

Beweis. Wenn A geradenfrei ist, kann V' = {0} gewihlt werden; sei also A nicht
geradenfrei. Dann ist
Vi=recAN (—recA) # {0}

ein linearer Unterraum; er besteht aus allen Vektoren, die parallel sind zu einer
in A enthaltenen Geraden. Sei U ein zu V komplementérer linearer Unterraum.
Setzen wir A := ANU, so gilt A+ V C A. Sei x € A. Durch z gibt es eine
Gerade G C A; da sie parallel zu V ist, trifft sie U in einem Punkt y. Es ist also
r=y+(r—y) mty e Aund x —y € V, daher ist z € A+ V. Damit ist
A =A@V gezeigt. Es ist klar, dass A abgeschlossen, konvex und geradenfrei ist.

[

Die Darstellung durch konvexe Hiillen moglichst kleiner Mengen erfordert einige
Definitionen. Sei A C E™ eine konvexe Menge. Eine Seite von A ist eine konvexe
Teilmenge F' C A derart, dass jede Strecke [z,y] C A mit F Nrelint [z,y] # 0
ganz in F' enthalten ist. Aquivalent damit ist, dass aus z,y € A und %(:ery) eF
stets z,y € F folgt. Wenn {z} eine Seite von A ist, heifit z ein Eztrempunkt
von A. Mit anderen Worten, z ist genau dann ein Extrempunkt von A, wenn es
keine Darstellung z = (1 — X\)z + Ay mit 2,y € A\ {2} und X € (0,1) gibt. Die
Menge aller Extrempunkte von A wird mit ext A bezeichnet. Ein Extremstrahl
von A ist ein Strahl (eine abgeschlossene Halbgerade), der eine Seite von A ist.
Die Vereinigung aller Extremstrahlen von A wird mit extr A bezeichnet.

1.4.3 Satz. Jede geradenfreie abgeschlossene konvexe Menge A C E™ ist die
konvexe Hiille ihrer Extrempunkte und FExtremstrahlen, d.h. es gilt

A = conv (ext AU extr A).

Beweis. Die Behauptung ist klar fiir n < 1. Sei n > 2, dimA = n (0.B.d.A.),
und sei die Behauptung bewiesen fiir konvexe Mengen kleinerer Dimension. Nach
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Hilfssatz 1.4.1 gilt A = convbd A. Sei # € bd A. Nach dem Stiitzsatz 1.3.2 liegt
x in einer Stiitzebene H an A. Nach Induktionsannahme liegt = in der konvexen
Hiille der Extrempunkte und Extremstrahlen von H N A, und dies sind auch
Extrempunkte bzw. Extremstrahlen von A, wie sofort aus der Definition der
Seiten folgt. Damit ergibt sich die Behauptung. |

1.4.4 Korollar. Ist A C E" eine geradenfreie abgeschlossene konvexe Menge, so
gilt
A = convext A + rec A.

Beweis. Nach Satz 1.4.3 kann ein gegebener Punkt © € A geschrieben werden in

der Form
k m m
=1 =1

1=k+1

wobei z; € ext A und v; € extr A gilt. Fiir i € {k+1,...,m} liegt v; in einem Ex-
tremstrahl von A, also ist v; = x; + u;, wobei z; der Endpunkt des Extremstrahls
und daher ein Extrempunkt von A ist und wo u; € rec A gilt. Daraus folgt die
Behauptung. [

Das folgende Korollar ist ein grundlegend wichtiger Satz:

1.4.5 Satz (von Minkowski). Jeder konvexe Korper K € K™ ist die konveze Hiille
seiner Extrempunkte.

Hierbei kann die Menge der Extrempunkte nicht durch eine kleinere Menge ersetzt
werden, da ein Punkt x € K genau dann Extrempunkt von K ist, wenn K \ {z}
konvex ist.

Extrempunkte konnen auch in etwas anderer Weise charakterisiert werden. Sei
A C E™ abgeschlossen und konvex, und sei x € A. Unter einer Kappe von A
um z verstehen wir eine Menge der Form AN H*, wobei H' ein abgeschlosse-
ner Halbraum mit z € int H" ist. Es geniigt im folgenden, konvexe Kérper zu
betrachten.

1.4.6 Hilfssatz. Se: K € K", sev x € K. Der Punkt = ist genau dann ein
Extrempunkt von K, wenn jede Umgebung von x eine Kappe von K um x enthdlt.

Beweis. Sei x € ext K. Eine gegebene Umgebung von x enthélt eine offene Kugel
By mit Mittelpunkt z. Setze K := conv (K\By). Dann gilt z ¢ K, also gibt es eine
Hyperebene H, die K und x stark trennt. Ist H+ der abgeschlossene Halbraum,
der von H berandet wird und x enthilt, dann ist K N H* die gewiinschte Kappe.
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Gelte = ¢ ext K. Dann gilt = € relint [y, z] fir geeignete y,z € K mit y # z.
Jede Kappe von K um x enthélt y oder z, daher kann eine hinreichend kleine
Umgebung von y keine Kappe von K um x enthalten. [

Der Begriff des Extrempunktes einer konvexen Menge verwendet konvexe Kom-
binationen von Punkten und gehort damit zu einer ,jinternen® Beschreibung von
A. Betrachtet man eine konvexe Menge von auflen her, so wird man zu einer
verwandten, aber unterschiedlichen Klasse von speziellen Randpunkten gefiihrt.
Der Punkt x € A heifit exponierter Punkt von A, wenn es eine Stiitzebene H
von A mit H N A = {x} gibt. Die Menge der exponierten Punkte von A wird
mit exp A bezeichnet. Trivialerweise gilt exp A C ext A, aber im allgemeinen ist
exp A # ext A. Dies zeigt das Beispiel eines Rechteckes, bei dem an einer Seite
ein Halbkreis angesetzt ist. Andererseits ist jeder Extrempunkt einer abgeschlos-
senen konvexen Menge Limes von exponierten Punkten. Es geniigt wieder, dieses
Resultat fiir konvexe Korper zu beweisen:

1.4.7 Satz (von Straszewicz). Fir K € K™ gilt
ext K C closexp K,

also
K = closconvexp K.

Beweis. Sei x € ext K, und sei U eine Umgebung von z. Nach Hilfssatz 1.4.6
enthilt U eine Kappe KN H™ von K um z. Sei G der zu H = bd H* orthogonale
Strahl mit Endpunkt z, der H trifft. Zu jedem Punkt z € G gibt es einen Punkt
Yy, € K mit maximalem Abstand von z. Offenbar ist y, € exp K. Ist ||z — z||
geniigend grof}; so gilt y, € HT (Elementargeometrie). Es gilt dann also y, €
KNH" CU. Somit ist ext K C closexp K.

Mit dem Satz von Minkowski (und 1.1.10) ergibt sich

K = convext K C convclosexp K

= closconvexp K C closconvext K = K,

also K = closconvexp K. |

1.5 Konvexe Funktionen

Die Untersuchung konvexer Mengen hiangt eng zusammen mit der Untersuchung
konvexer Funktionen. Wir behandeln hier konvexe Funktionen in etwas groferer
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Allgemeinheit als unbedingt erforderlich, weil sie auch in anderen Gebieten (z.B.
Optimierungstheorie) eine wichtige Rolle spielen.

Es ist bei konvexen Funktionen zweckméfig, als Wertebereich das erweiterte Sy-
stem R = RU {—o00, 00} der reellen Zahlen mit den iiblichen Regeln zuzulassen.
Diese Regeln sind die folgenden Vereinbarungen. Fiir A € R gilt —oo < A < o0,
00+00 = A+00 = 00+ = 00, —00—00 = —00+(—00) = A—00 = —00+\ = —00,
schlieflich Aoo = oo bzw. 0 bzw. —oo, je nachdem ob A > 0, A = 0 oder A < 0
ist (man beachte 0 - oo := 0). Fiir eine gegebene Funktion f : E® — R und fiir
o € R benutzen wir die Abkiirzung

{f=a}:={eek": f(x) =a},
und {f < a}, {f < a} us.w. werden entsprechend definiert. Eine Funktion
f:E™ — R heifit eigentlich, wenn {f = —oco} = () und {f = co} # E™ ist.

Eine Funktion f : E™ — R heifit konvez, wenn sie eigentlich ist und wenn

F(A =Nz 4+ Ay) < (1 =N f(z) + Mf(y)

fiir alle 7,y € E™ und fiir 0 < A < 1 gilt. Eine Funktion f : D — R mit einem
Definitionsbereich D C E™ heifit konvez, wenn ihre durch

s f(z) firxeD
f(m)_{oo firx €e E"\ D

definierte Fortsetzung f konvex ist. Eine Funktion f heift konkav, wenn — f
konvex ist.

Triviale Beispiele fiir konvexe Funktionen sind die affinen Funktionen, also die
Funktionen der Form f(z) = (u,z) + o mit u € E” und o € R. Eine R-wertige
Funktion auf E™ ist genau dann affin, wenn sie zugleich konvex und konkav ist.

Die folgenden Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus der Definition. Das
Supremum einer beliebigen Familie konvexer Funktionen ist konvex, falls es ei-
gentlich ist. Sind f und g konvexe Funktionen, so auch f + g und «af fiir a > 0,
falls sie eigentlich sind.

Bemerkung. Ist f konvex, so gilt

fir alle kK € N, z1,...,2p € E" und Ay,..., A\, € [0,1] mit A\ +... + X\, = 1.
Diese Ungleichung, die sich durch Induktion ergibt, wird auch als Jensensche
Ungleichung bezeichnet.

Konvexe Funktionen haben zum Beispiel die wichtige Eigenschaft, dass jedes
lokale Minimum ein globales Minimum ist. In der Tat, sei f : E” — R konvex,
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und seien zp € E™ und p > 0 derart, dass f(zg) < oo und f(zg) < f(z) fir
|z — zo|| < p gilt. Fiir x € E™ mit ||x — x| > p setzen wir

Y= Lx—i— (1—L) Zo;
[l — o [ = |

dann gilt ||y — xo|| = p und daher

woraus f(zg) < f(x) folgt.
Eine konvexe Funktion bestimmt in natiirlicher Weise einige konvexe Mengen.
Sei f:E™ — R konvex. Dann sind

dom f :={f < o0},

der effektive Bereich von f, und fiir o« € R die Subniveaumengen {f < a} und
{f < a} konvexe Mengen. Der Epigraph von f, definiert durch

epi f = {(z,¢) € E" xR f(x) < (},

ist eine konvexe Teilmenge von E” x R. Die behauptete Konvexitét ist jeweils
leicht zu sehen. Umgekehrt bestimmt eine nichtleere konvexe Menge A C E™ eine
konvexe Funktion durch

1y(2) 0 firx e A,
x) =
. oo fiirx e E™\ A.

Sie heifit die Indikatorfunktion von A. Man beachte, dass dies eine andere Defi-
nition der Indikatorfunktion ist als in der Maf- und Integrationstheorie iiblich.

Wir wollen nun die allgemeinen analytischen Eigenschaften konvexer Funktionen
untersuchen und beginnen dazu mit der Stetigkeit.

1.5.1 Satz. Eine konvere Funktion f : E® — R ist stetig auf intdom f und
Lipschitz-stetig auf jeder kompakten Teilmenge von int dom f.

Beweis. Zunichst zeigen wir die Stetigkeit. Sei zy € int dom f. Wir kénnen ein
Simplex S mit zy € int.S C S C int dom f und eine Zahl p > 0 mit B(xg,p) C S
wahlen. Fiir x € S gibt es eine Darstellung

n+1 n+1

=1

=1
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WO T1,...,T,41 die Ecken von S sind. Es folgt

n+1

flx) < Z&f(xi) < ci=max{f(z1), ..., [(@nr1)}

Nun sei y = z¢ + au mit a € [0,1] und ||ul]| = p. Aus y = (1 — a)zo + a(zo + u)
folgt

fly) < (1= a)f(xo) + af(wo + u),
also

f(y) = f(xo) < afe— flxo)),

wegen xo + u € S. Andererseits ist

1 «
10 = 1+o¢y+ 1—1—04(%_“)
und daher . N
J(xo) < H——af(y) + H——af(xo —u),
also
f(o) = f(y) < ale— f(z0))-
Somit gilt

) — Fzo)] < %[c — f(zo)]lly — o]

fiir y € B(xo, p). Dies zeigt in verschérfter Form die Stetigkeit von f in zg. Also
ist f stetig auf int dom f.

Nun sei C' C intdom f eine kompakte Teilmenge. Wegen der Kompaktheit exi-
stiert eine Zahl p > 0 mit C, := C' 4+ B(0,p) C intdom f. Auf der kompakten
Menge C, nimmt die stetige Funktion |f| ein Maximum a an. Seien z,y € C
gegeben. Dann ist

p
zi=y+ ——wy—x)eC
ly — ] ’
und
y=(1—XNz+ Az mit )\:M;
p+lly -zl

aus f(y) < (1 =X\ f(z) + Af(z) folgt also
f(0) - F(@) < Af(2) - fla)] < 2fuy .

Vertauschung von z und y liefert die Ungleichung |f(y) — f(x)| < b||ly — x|| mit
einer von z und y unabhéngigen Konstanten b. Die Funktion f hat also auf C'
die Lipschitz-Eigenschaft. [
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Die Differenzierbarkeitseigenschaften konvexer Funktionen untersuchen wir
zundchst im Fall n = 1.

1.5.2 Satz. Sei f : R — R konvex. Aufintdom f gelten die folgenden Aussagen.
Die rechtsseitige Ableitung f) und die linksseitige Ableitung f; existieren und sind
(schwach) monoton wachsende Funktionen. Es gilt f; < fI, und bis auf hochstens
abzihlbar viele Punkte gilt f; = fl, d.h. f ist dort differenzierbar. Die Funktion
f) ist rechtsseitig stetig, und f; ist linksseitig stetig. Ist also f differenzierbar auf
int dom f, so ist f dort stetig differenzierbar.

Beweis. Alle im folgenden auftretenden Argumente sollen zu int dom f gehoren.
Sei 0 < A < p. Dann ist

faa N =1 (P Ra st Sk ) < B2 @) 4 2o,

also
e+ X) = 1) _ f+ )~ f)
A - I
Analog ist
fo=n =1 (P20 2w -) < 2w+ 2 -
1 f T on f ’
also
F@) ~ e =) _ f() = fla—N)
1 - A

Fiir beliebige A, > 0 ist

A I A 1
f(x):f(m(x—u)Jr/\Jru(WF}\)) <Tﬂf($—ﬂ)+mf(x+>\)a

also

f@)~ fla—p) _ fla+ )~ f(a)

I - A '
Aus den damit erhaltenen Monotonie-Eigenschaften und Ungleichungen folgt so-
wohl die Existenz der Grenzwerte

fil@) = lm 3 :
oy o @ =) — fz)
filz) = 1}1%1 )

als auch die Ungleichung f;(z) < f/(z).
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Fir z < y gilt also

< fly) — f(x)

PR fiy) < ().

filx) < fi(=)

Hieran liest man ab, dass f; und f/ (schwach) monoton wachsend sind; sie haben
daher hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen. An jeder Stetigkeitsstelle
von f; gilt nach den obigen Ungleichungen f; = f/, d.h. dort existiert die Ablei-

tung f’.
Sei x < y. Es gilt

0) = 1@ _ gy T8 = FE) 5 gy g,

y—x zlx Yy—z zlx

also
lim f(2) < fi(2) < lim fy(2)

wegen der Monotonie von f/. Also ist f] rechtsseitig stetig. Analog ist f; linksseitig
stetig. [ |

1.5.3 Bemerkung. Sei f : R — R konvex, sei xyp € R und m eine Zahl mit
fi(zo) < m < fl(zo). Wie im obigen Beweis festgestellt, gilt

f(x) = f(xo) { > fl(zg) > m, falls z > x,
x — xg < filxg) <m, falls z < z.
Zusammen ergibt das
f(x) > f(zo) + m(x —x) fiir alle z € R.
Dies zeigt, dass die Gerade
{(z.y) ERXR:y= f(z0) + m(z — x0)}

eine Stiitzgerade an den Epigraphen von f im Punkt (xq, f(xg)) ist.

Nun sei n > 2 und f : E® — R eine konvexe Funktion. Satz 1.5.2 impliziert
insbesondere fiir jeden Punkt = € intdom f die Existenz aller einseitigen Rich-

tungsableitungen
. flx 4+ ) — f(z)
Hme )
flxyu) = lAlmLO ) ,

wo u € E™\ {0} ist. Der Untersuchung dieser Richtungsableitungen schicken wir
einige Definitionen voraus.

Eine Funktion f : E™ — R heif3t positiv homogen, wenn

f(Az) = Af(z) fir alle A >0 und alle x € E"
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gilt; sie heifit subadditiv, wenn
flx+y) < f(z)+ fly) firallez,ycE"

gilt. Eine Funktion, die positiv homogen und subadditiv ist, wird als sublinear
bezeichnet. Sublineare Funktionen sind also spezielle konvexe Funktionen.

1.5.4 Satz. Sei f : E® — R konvex, und sei x € intdom f. Dann ist die Rich-

tungsableitung
f(z;) :E" =R

(mit f'(x;0) :=0) eine sublineare Funktion.

Beweis. Sei w € E™\ {0}. Fiir A\, 7 > 0 ist
flx+7Au) — f(z) /\f(x + 7Au) — f(z)
T B TA

und mit 7 | 0 folgt f/(x; Au) = Af'(x;u). Fir u,v € E™ gilt wegen der Konvexitét
von f

b

fle+71(utv)) = f<%(x+27’u)+%(:v—|—27'v))

< %f(x—i—%u)—i—%f(x—i—%-v),
also
fl+7(utv)) = flz) <f(93+2TU)—f(l’)+f(17+27@)—f($)
T - 2T 2T
fiir 7 > 0. Mit 7 | 0 folgt jetzt f'(z;u+v) < f'(z;u) + f'(z;0). [ |

Mehr als die Existenz der einseitigen Richtungsableitungen lésst sich bei einer
konvexen Funktion im allgemeinen nicht aussagen; insbesondere brauchen die
partiellen Ableitungen nicht zu existieren. Wenn sie aber an einer Stelle existieren,
dann ist die konvexe Funktion dort sogar (total) differenzierbar.

1.5.5 Satz. Sei f : E® — R konvez, sei x € intdom f. Hat f bei x partielle
Ableitungen (erster Ordnung), so ist f bei z differenzierbar.

Beweis. Die i-te partielle Ableitung von f bei x, bezeichnet mit 9, f(x), ist die
zweiseitige Richtungsableitung f'(z;e;) = — f'(z; —e;), wo (e, ..., e,) die ortho-
normierte Standardbasis von E™ bezeichnet. Wenn die partiellen Ableitungen von
f bei x existieren, konnen wir den Gradienten von f bei z erkldren durch

grad f(z) ==} _0if (w)es
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Wir miissen fiir

g(h) = f(x +h) = f(x) — (grad f(z), h), heE",

die Limesbeziehung
g(h)

m — = 1.3
Inl=o0 ||h]] (13)

zeigen. Die Funktion ¢ ist konvex und endlich in einer Umgebung von 0. Fiir
h = Z?:1 ni€i gilt

1 & 1<
gh)=g (ﬁ ;Tmi@z) < - ;g(nmei).

Unter Verwendung von

(hoo) < [IRJIlll < IRIY S lwl - fir o =) vies
i=1

i=1

erhalten wir

. g\nn;e; .
o <> <m by
’ i=1

i=1

g(nn;e;)
nry;

(wobei die Summanden mit 7; = 0 durch 0 zu ersetzen sind) sowie eine entspre-
chende Ungleichung, in der h durch —h ersetzt ist. Da g(h) + g(—h) > ¢(0) =0
wegen der Konvexitét von ¢ gilt, erhalten wir fiir A # 0

R Cg—h) gl
2 Sm SRS 2

=1 =1

g ( —71771'61')
nr;

g (nmei)
nry; '

Weil die partiellen Ableitungen von g bei 0 existieren und Null sind, konvergieren
die linke und die rechte Seite dieser Ungleichungskette fiir h — 0 gegen 0, also
folgt (1.3). |

Fiir differenzierbare Funktionen gibt es einige niitzliche Konvexitatskriterien, die
wir jetzt zusammenstellen.

1.5.6 Satz. Sei D C R ein offenes Intervall, sei f : D — R eine differenzier-
bare Funktion. Dann ist f genau dann konvez, wenn die Ableitung f' (schwach)
monoton wachsend ist.

Beweis. Ist f konvex, so ist f’ nach Satz 1.5.2 wachsend. Sei f’ wachsend, und
seien z,y € D Punkte mit x < y, sei A € (0,1). Nach dem Mittelwertsatz gibt es
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Punkte 0; € [z, (1 — N)ax + Ay] und 6, € [(1 — N\)z + Ay, y] mit

oy — TN ) — @)

My — )
, [y = (A =Nz + Ay)
A S Y R

Aus f(6,) < ['(6) folgt

FIA =Nz +Ay) <1 =N f(x) + Af(y)

Also ist f konvex. [

1.5.7 Korollar. Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine zweimal
differenzierbare Funktion. Dann ist f genau dann konvex, wenn f” >0 ist.

Diese Kriterien lassen sich leicht auf differenzierbare Funktionen auf dem E”
ausdehnen. Dabei wird die (unmittelbar aus der Definition folgende) Tatsache
benutzt, dass eine Funktion auf dem E™ genau dann konvex ist, wenn ihre Ein-
schrankung auf jede Gerade konvex ist.

1.5.8 Satz. Ser D C E™ konvex und offen, sei f : D — R eine differenzierbare
Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) fist konvex,

(b) f(y) = f(z) = (grad f(x),y — x) fir alle x,y € D,
(c) (grad f(y) — grad f(z),y — z) > 0 fir alle x,y € D.

Beweis. Es gelte (a). Sei z,y € D und 0 < A < 1. Aus

flx+ Ay =) = f(1= Nz + X y) < (1= A)f(z) +Af(y)

erhalten wir

Fiir A — 0 konvergiert die linke Seite gegen f'(x;y —x) = (grad f(z),y — x), also
folgt (b).

Es gelte (b). Vertauschen wir z und y und addieren beide Ungleichungen, so
erhalten wir (c).

Nun gelte (c). Sei z,y € D. Setze

g(A) = flz+ ANy —x)) fir 0 <A< 1.
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Fiir 0 < A\g < A1 < 1 ergibt sich unter Verwendung der Kettenregel

g (M) =9 (M)
= (grad f(z + M (y — 2)),y — x) — (grad f(z + Ao(y — 7)),y — 2)
> 0.

Also ist ¢’ eine wachsende Funktion und daher g konvex. Da x,y € D beliebig
waren, ist f konvex. [

1.5.9 Satz. Sei D C E™ konvex und offen, und seir f: D — R zweimal differen-
zierbar. Dann ist f genau dann konvex, wenn die Hessesche Matriz

Hess f(x) 1= (0:0; f (%))} =1

fir alle x € D positiv semidefinit ist.

Beweis. Fiir x,y € D definieren wir
g(A) = flz+ My —2)) fir x + ANy —2) € D.

Die Funktion f ist genau dann konvex, wenn alle so definierten Funktionen g
konvex sind, und letzteres ist dquivalent mit ¢” > 0. Es geniigt, die Bedingung
¢"(0) > 0 nachzupriifen. In der Tat, sei A; € (0, 1). Setzen wir z1 := x4+ A\, (y — )
und h(7) := f(z1+7(y—21)), so ist g(A1+A) = h(A/(1—=XA1)), also gilt ¢" (A1) >0
genau dann, wenn h”(0) > 0 ist.

Nun gilt fir z =" &e;und y = >0 me;

n

= lim %[6jf(x+>\(y—l‘))—ajf(x)](ﬁj—fj)

= D ) 0:0if (@) — &) (nj — &)
i=1 j=1
Hieran liest man die Behauptung ab. [
Fiir konvexe Funktionen, die nicht notwendig differenzierbar sind, lassen sich
Gradient und Differential in natiirlicher Weise verallgemeinern. Diese Verallge-

meinerungen sind insbesondere fiir die Optimierungstheorie von Bedeutung. Wir
betrachten sie hier vor allem wegen ihrer einfachen geometrischen Interpretation.
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Ist zunichst f : E» — R konvex und differenzierbar im Punkt x, so gilt nach
Satz 1.5.8

fly) > f(x)+ (grad f(z),y —x) fiir alley € E™.

Ist f nicht differenzierbar bei x, so betrachtet man statt des Gradienten die Menge
aller Vektoren, die in diesem Sinne dasselbe leisten wie der Gradient. Fiir eine
konvexe Funktion f : E™ — R und fiir einen Punkt z € dom f definiert man

Of(x) ={veE": f(y) > f(x) + (v,y — x) fiir alle y € E"}.

Man nennt die Menge 0f(z) das Subdifferential von f bei x, und jedes Element
von Of (z) heifit ein Subgradient von f bei z. Es ist klar, dass das Subdifferential
von f bei x eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von E™ ist. Diese Menge
parametrisiert die Stiitzebenen an den Epigraphen von f iiber z, im folgenden
préazisen Sinn.

1.5.10 Satz. Sei f : E™ — R konvex, und sei v € dom f. Der Vektor v € E™ ist
genau dann ein Subgradient von f bei x, wenn der Vektor (v,—1) € E™ x R ein
duferer Normalenvektor an epi f im Punkt (x, f(x)) ist.

Beweis. Der Vektor (v, —1) ist genau dann ein duflerer Normalenvektor an epi f
im Punkt (z, f(z)), wenn

<<y777) - (I,f(l’)), (U7 _1)> S 0

fiir alle (y,n) € epi f gilt. Dies ist dquivalent mit

<(y7 f(y)) - (ma f($)), (U, _1)> < 0
fiir alle y € E™, also mit
fy) = f(x)+ (v,y — x)

fiir alle y € E™. |

Differenzierbarkeit einer konvexen Funktion ist dquivalent mit der Eindeutigkeit
der Subgradienten:

1.5.11 Satz. Sei f : E* — R konvex, und sei x € intdom f. Dann ist f genau
dann bei x differenzierbar, wenn f bei x nur einen Subgradienten hat.

Beweis. Sei f differenzierbar bei x. Sei v ein Subgradient von f bei . Dann gilt

f(x + du) — f(x)
A

> (v, u)
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fir alle A > 0, also f/(x;u) > (v, u) fiir alle u € E™. Wegen der Differenzierbarkeit
von f bei z gilt f'(z;u) = —f'(x; —u) < —(v, —u) = (v,u), also f'(x;u) = (v, u).
Da diese Gleichung fiir alle uw € E™ gilt, ist v eindeutig bestimmt.

Umgekehrt sei vorausgesetzt, dass f bei = hochstens einen Subgradienten hat.
Sei uw € E™ \ {0}. Setze
g(A) == flx 4+ Au) fir A € R.

<m <

Sei m eine Zahl mit ¢;(0) < m < ¢.(0). Nach Bemerkung 1.5.3 gilt

g(A) = g(0) +mA,
also f(z + Au) > f(x) + mA. Die Gerade
G:={(z+ X, f(x)+m\): xe R} CE" xR

erfiillt daher G Nintepi f = (). Nach Satz 1.3.7 gibt es in E™ x R eine Stiitzebene
Hy 1), die G und intepi f trennt (der Normalenvektor der Stiitzebene kann
0.B.d.A. von der Form (v, —1) angenommen werden, da er wegen = € int dom f
nicht von der Form (v, 0) sein kann). Da H, _1), den Epigraphen epi f im Punkt
(z, f(x)) stiitzt, ist v ein Subgradient von f bei x und daher eindeutig bestimmt.
Wegen G C H, 1), gilt

((v,=1), (x 4+ M, f(x) + mN)) = «

fiir alle A € R und daher m = (v,u). Da v eindeutig ist, ist auch die Zahl m
eindeutig. Also ist g bei 0 differenzierbar. Da u € E™ \ {0} beliebig war, hat
f bei z zweiseitige Richtungsableitungen und ist daher nach Satz 1.5.5 bei z
differenzierbar. |

1.6 Dualitét

Konvexen Mengen, Kegeln und Funktionen kann man unter schwachen Zusatz-
voraussetzungen duale Objekte derselben Art zuordnen. Diese Dualitdt ist oft
von Nutzen und soll hier untersucht werden.

Zunéchst sei K € K" ein konvexer Korper mit 0 € int K. Wir definieren
K*:={x€E": (z,y) <1 furalley € K}.

K™ heifit der Polarkédrper oder duale Kdorper von K. Der nachfolgende Satz zeigt,
dass dies wieder ein konvexer Korper ist und dass in der Tat eine Dualitat vorliegt.

1.6.1 Satz. Sei K € K™ und 0 € int K. Dann gilt K* € K™, 0 € int K* und
K* =K.
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Beweis. Fiir x1, 29 € K* und A € [0, 1] gilt
(1 =Nz + Azg,y) <1 fiir alle y € K,

also (1—=A)x1+Azy € K*. Also ist K* konvex. Trivialerweise ist K* abgeschlossen.
Fiir die Kugel B(0, €) mit Radius € > 0 gilt B(0,¢)* = B(0,1/¢), wie unmittelbar
aus der Definition folgt. Ebenfalls aus der Definition ergibt sich, dass aus K; C K,
stets Ky D K folgt. Wir konnen €, p > 0 wihlen mit B(0,¢) C K C B(0, p);
dann ist B(0,1/p) C K* C B(0,1/¢), also gilt 0 € int K*, und K* ist beschriankt
und daher kompakt.

Sei y € K. Fiir beliebiges x € K* gilt (x,y) < 1, also ist y € K**. Somit gilt

K C K* (iibrigens haben wir bis jetzt weder die Konvexitdt noch die Abge-
schlossenheit von K benutzt).

Sei z € E™\ K. Da K konvex und abgeschlossen ist, gibt es nach Satz 1.3.4 eine
Hyperebene H,, mit K C H,, und (z,u) > a; wegen 0 € int K ist hier o > 0.
Fir alle y € K gilt (y,u/a) < 1, also ist u/a € K*. Wegen (z,u/a) > 1 folgt
jetzt z ¢ K**. Damit ist der Beweis von K** = K erbracht. |

Der folgende Satz beschreibt, inwiefern beim Ubergang zu Polarkérpern Durch-
schnitte und Vereinigungen vertauscht werden.

1.6.2 Satz. Gilt K1, Ko € K" und 0 € int K; (i = 1,2), so ist
(K1NKy)* = conv (K] UKJ),
[conv (K3 U Ky)]" = KinK;.
Ist auferdem K, U Ky konvez, so ist Ki U K3 konvez, also gilt
(Ki1NKy)" = KiUK;,
(K1 UKy = KiNKj.

Beweis. Aus K1 N Ky C K; folgt K C (K; N Ky)*, also conv (K U K3) C
(K1NKy)*. Aus K; C conv (K;UK,) folgt [conv (K;UKS)]* C K, also [conv (KU
Ky)|* ¢ KiNKj;. Wendet man beide Inklusionen auf K statt K; an und benutzt
K* = K, so erhélt man die ersten beiden Gleichungen des Satzes.

Sei jetzt K; U Ky konvex. Sei x € E™ \ (K} U KJ). Nach Satz 1.3.4 gibt es
u; € E"\ {0} und a; € R mit (x,u;) > oy und (y, u;) < o fiir alle y € K (also
ist a; > 0), woraus u;/c; € K* = K, folgt (i = 1,2). Da K; U K, konvex ist, gibt
es einen Punkt z € [uj/aq,us/as] N K3 N Ky. Da z eine konvexe Kombination
von uy/aq und ug/ay ist, gilt (x,z) > 1 und somit = ¢ (K; N K3)*. Damit ist
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(K1NKy)* C K UKJ gezeigt. Da die entgegengesetzte Inklusion trivial ist, folgt
KN Ky)* = KUK} und damit die Konvexitat von K7 U K. |
1 2 1 2

Eine analoge Dualitét gibt es fiir konvexe Kegel. Sei C' C E™ ein abgeschlossener
konvexer Kegel. Durch

C*:={z €E": (z,y) <0 fur alle y € C'}

wird der duale Kegel von C definiert. Dies ist wieder ein abgeschlossener konvexer
Kegel, und es gilt C** = C. Der Beweis ist ganz analog zu demjenigen fiir duale
konvexe Korper, abgesehen davon, dass statt des Trennungssatzes 1.3.4 der Satz
1.3.9 zu benutzen ist. Der Beweis des folgenden Satzes ist analog zu dem von
Satz 1.6.2 und braucht daher nicht ausgefiihrt zu werden.

1.6.3 Satz. Seien C,Cy C E™ abgeschlossene konvexe Kegel. Dann gilt
(CinCy)* = Cf+C3,
(Ci+C)" = TN
Ist Cy U Cy konvez, so ist C7 U C5 konvez, also gilt
(CinCy)" = CTUCy,
(CLuCy) = CTNnCy.

Der Behandlung der Dualitét fiir konvexe Funktionen schicken wir einige Vorbe-
merkungen voraus. Beim Nachweis von K** = K und C** = (' wurde benutzt,
dass eine abgeschlossene konvexe Menge der Durchschnitt ihrer Stiitzhalbraume
ist. Im Fall konvexer Funktionen miissen wir die entsprechende Eigenschaft fiir
den Epigraphen ausnutzen. Aus diesem Grunde betrachtet man nur solche Funk-
tionen, deren Epigraph abgeschlossen ist; sie werden selbst als abgeschlossen be-
zeichnet. Die Stiitzebenen an den Epigraphen einer konvexen Funktion sind von
zwei Arten. Allgemein ist ein abgeschlossener Halbraum in E™ x R, der den Epi-
graphen einer eigentlichen Funktion enthélt, von der Form

{(z,¢) € E" xR ((2,(), (u,n)) < o}

mit 7 < 0. Ist n = 0, so wird dieser Halbraum als vertikal bezeichnet. Ist er nicht
vertikal, so konnen wir 0.B.d.A. n = —1 annehmen, dann ist der Halbraum also
gegeben durch

-

(u,—1),«

= {(z,{) eE" xR: (x,u) —a < (}

= epih
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mit h(x) := (z,u) —a. Daepi f C epih fiir beliebige Funktion h, f dquivalent ist
mit h < f, wird man so auf den folgenden Hilfssatz gefiihrt.

1.6.4 Hilfssatz. Sei f : E® — R konvez und abgeschlossen. Dann gilt

f =sup{h : h affine Funktion auf E", h < f}.

Beweis. Die abgeschlossene konvexe Menge epi f ist der Durchschnitt ihrer Stiitz-
halbrdume. Die Behauptung des Hilfssatzes ist nach der vorstehenden Bemerkung
dquivalent damit, dass sie bereits der Durchschnitt ihrer nichtvertikalen Stiitz-
halbraume ist. Sei

H ={(z,0) e E" xR : hy(x) := (z,uy) —ay <0}

ein vertikaler Stiitzhalbraum von epi f, und sei (xg,(p) € E™ x R ein Punkt mit
(x0,C0) ¢ Hy . Es gibt jedenfalls einen nichtvertikalen Stiitzhalbraum an epi f
(zum Beispiel in einem Punkt (z, f(x)) mit = € relint dom f), etwa

Hy == {(z,0) e E" x R : hy(x) := (z,ug) — ans < (}.

Wir setzen h := Ah; + hy mit einer Zahl A > 0, die unten festgelegt wird. Fiir
x € dom f gilt hy(z) < 0und ho(x) < f(z), also h(z) < f(z). Ist z € E™\ dom f,
so ist f(x) = oo und daher ebenfalls h(z) < f(x). Also gilt

epif CH ={(z,{) e E" xR : h(z) < (}.

Da (xo,C) ¢ H; gilt, ist hi(zg) > 0, daher kann A > 0 so gewihlt werden,
dass h(zg) > (o und damit (xg,(y) ¢ H~ gilt. Es gibt also einen nichtvertikalen
Stiitzhalbraum (ein Translat von H~) an epi f, der (¢, {p) nicht enthélt. Somit ist
epi f der Durchschnitt seiner nichtvertikalen Stiitzhalbraume; das ist dquivalent
damit, dass f das Supremum aller affinen Funktionen < f ist. [

Damit koénnen wir nun Dualitat fiir konvexe Eunktionen behandeln. Fiir eine
abgeschlossene konvexe Funktion f : E" — R definieren wir die konjugierte
Funktion durch

[ (u) :=sup{{u,z) — f(z): x € E"} fir u € E™.

Die folgende Umformulierung verdeutlicht die anschauliche Bedeutung der kon-
jugierten Funktion. Fiir gegebenes u € E™ bestimmt jede reelle Zahl « einen
nichtvertikalen Halbraum H (1), 1) E™ x R, und es gilt

(0, 1(2)) € Hy 0 {,2) = fl2) < 0,
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also
epif C H, eVreE": (u,z) — f(z) <a<e f(u) <a.

u,—1),a

Es gilt also auch
[fw)=inf{fa eR:epif C H, 4.}

Dies kann man so interpretieren, dass die konjugierte Funktion die Stiitzhalb-
rdume an den Epigraphen von f parametrisiert. Nun zeigen wir, dass wieder eine
Dualitét vorliegt.

1.6.5 Satz. Sei f : E® — R eine abgeschlossene konvexe Funktion. Dann ist f*
eine abgeschlossene konvexe Funktion, und es gilt f** = f.

Beweis. Wegen {f = oo} # E™ ist {f* = —oo} = (. Der Epigraph epi f besitzt
einen nichtvertikalen Stiitzhalbraum {(z, () : (u,x) —a < (}. Es gilt also (u, z) —
f(z) < a fur z € E™ und daher f*(u) < «, somit ist {f* = oo} # E". Also ist
f* eine eigentliche Funktion. Als Supremum einer Familie affiner Funktionen ist
f* konvex. Der Epigraph von f* ist Durchschnitt einer Familie von Epigraphen
affiner Funktionen, also abgeschlossen. Somit ist f* abgeschlossen.

Die Definition von f* kann umgeschrieben werden in die Form
S () = sup{{u, z) — ¢: (2,() € epi f}.
Hiernach ist also
[ (@) = sup{(z,u) — a: (u, @) € epi f7}.

Nach Definition von f* ist (u,«) € epi f* dquivalent mit (-, u) — a < f. Also gilt
fiir x € E™

[ (@) = suwp{(z,u) —aiuek", ( u) —a< [}
= sup{h(x) : h affine Funktion auf E", h < f}
= f(=)
nach Hilfssatz 1.6.4. [ |

1.7 Die Stiitzfunktion

Da eine abgeschlossene konvexe Menge der Durchschnitt ihrer Stiitzhalbraume ist,
kann eine solche Menge bequem beschrieben werden, indem man die Lage ihrer
Stiitzhalbraume in Abhéngigkeit vom dufleren Normalenvektor angibt. Diese Be-
schreibung wird geliefert von der Stiitzfunktion, die in der Theorie der konvexen
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Korper ein unentbehrliches Hilfsmittel ist. Die Stiitzfunktion kann fiir nichtleere
abgeschlossene konvexe Mengen definiert werden; wir beschréinken uns hier aber
auf konvexe Korper, da wir die Stiitzfunktion nur dafiir verwenden werden.

Fiir einen konvexen Korper K € K" wird die Stitzfunktion h(K, ) = hy definiert
durch
h(K,u) := max{(z,u) : x € K} fir u € E".

Das Maximum existiert, weil stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr Ma-
ximum annehmen.

Fir u € E™ \ {0} setzen wir

H(K,u) = {o€B": (z,u) = h(K,u)},
H (Kyu) = {z€E": (z,u) < h(K,u)},
F(K,u) = H(K,u)NK.

Die Mengen H(K,u), H (K,u), F(K,u) werden der Reihe nach als Stiitzebene,
Stiitzhalbraum und Stitzmenge von K bezeichnet, jeweils mit duflerem Norma-
lenvektor u.

Die Stiitzfunktion hat eine einfache anschauliche Bedeutung: Fiir einen Einheits-
vektor uw € S™ ' NE" ist h(K,u) der mit Vorzeichen versehene Abstand der
Stiitzebene H(K,u) mit duBlerem Normalenvektor u vom Ursprung 0; der Ab-
stand ist dabei genau dann negativ, wenn v in den offenen (von H(K,u) beran-
deten) Halbraum weist, der 0 enthélt.

Aus der Definition der Stiitzfunktion ergeben sich unmittelbar die folgenden Ei-
genschaften: Es gilt
h(K, ) = <27 > o K= {2}7

h(K +t,u) = h(K,u) + (t,u) firt e E",

ferner

h(K,  u) = A(K, u) fir A >0,
hK,u+v) <h(K,u)+ h(K,v) fir u,v € E™.

Also ist h(K, -) eine sublineare Funktion. Ebenfalls unmittelbar aus der Definition
folgen die Eigenschaften

hig <hp, < KCL,

h(AK,-) = Mh(K,-) fir A > 0,
h(—K,u) = h(K,—u).

Ist £ C E™ ein linearer Unterraum und bezeichnet (-)| E die Orthogonalprojektion
auf E, so gilt
hK|E,u) = h(K,u) fir u € E.
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Der folgende wichtige Satz zeigt, dass die Zuordnung von sublinearen Funktionen
zu konvexen Korpern bijektiv ist.

1.7.1 Satz. Ist f : E™ — R eine sublineare Funktion, so gibt es einen eindeutig
bestimmten konvexen Korper K € K™ mit Stitzfunktion f.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar. Nach Satz 1.5.1 ist die Funktion f stetig und
damit abgeschlossen. Fiir jedes A > 0 gilt fiir die konjugierte Funktion f*
fr(x) = sup{{z,u) — f(v)  ueE"}
= sup{(z, \u) — f(Au) : u € E"}
= Af*(x).

Dies ist nur moglich, wenn f*(z) € {0,000} gilt (z € E™). Nach Satz 1.6.5 ist f*
abgeschlossen und konvex, also ist f* die Indikatorfunktion Ik einer abgeschlos-
senen konvexen Menge K. Wegen {f* = oo} # E™ ist K # (). Aus Satz 1.6.5
folgt weiter fiir u € E™

Flw) = () = sup{{z,u)— f*(z) : x € B")
= sup{(z,u) : x € K}
= h(K,u),

also f = h(K, ). Es ist klar, dass K beschrinkt ist. |

Der Beweis hat gezeigt, dass die Stiitzfunktion eines konvexen Korpers und seine
Indikatorfunktion zueinander konjugiert sind.

Wir geben fiir Satz 1.7.1 noch einen zweiten Beweis, der nicht die Dualitétstheorie
verwendet (aber dafiir auch nicht die vorstehende Information liefert).

Zweiter Beweis. Wir setzen
K :={x €E": (z,v) < f(v) fiir alle v € E"}.

Als Durchschnitt von abgeschlossenen Halbraumen (einer fiir jede duffere Norma-
lenrichtung) ist K konvex und kompakt. Gilt K # (), so ist offenbar h(K,u) <
f(u) fiir alle uw € E™ Also muss nur gezeigt werden, dass K # () ist und
h(K,u) > f(u) fir u € E" gilt.

Da f sublinear und stetig ist, ist der Epigraph epi f ein abgeschlossener konvexer
Kegel in E™ x R. Sei w € E™\ {0}. Da (u, f(u)) € bdepi f ist, gibt es nach Satz

1.3.2 eine Stiitzebene H,,) o an epi f durch (u, f(u)), so dass epi f C Hi, o
gilt. Nach Satz 1.3.9 ist @ = 0. Wegen dom f = E™ ist  # 0, also kann n = —1
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angenommen werden. Aus epi f C H, ,,, folgt (y,v)y < f(v) fiir alle v € E",

also y € K und damit K # (. Aus (u, f(u)) € Hy,—1), folgt (y,u) = f(u), also
h(K,u) > f(u). |

Da die Stiitzfunktion eines konvexen Korpers K eine konvexe Funktion ist, exi-
stieren ihre Richtungsableitungen. Die Richtungsableitung b (u;-) ist nach Satz
1.5.4 eine sublineare Funktion, also nach Satz 1.7.1 selbst die Stiitzfunktion eines
konvexen Korpers. Der folgende Satz gibt an, um welchen Koérper es sich dabei
handelt.

1.7.2 Satz. Sei K € K" und u € E™\ {0}. Dann gilt
by (u; ) = h(F(K,u), ) fir x € E™.

Beweis. Wie gerade erwahnt, gibt es einen konvexen Koérper K, € K™ mit
h,K(ua ) = h(Kw )
Wegen hg(u+ \v) < hg(u) + Mg (v) ist

hK(U + )\U) — hK(U) S hK(U)
A
fir A > 0, und mit A | 0 folgt A (u;v) < hg(v) fiir v € E™. Also gilt K,, C K.
Sei y € K,,. Dann ist

IN

{y, u) WKy, u) < h(K, u),

(letzteres nach Definition der Richtungsableitung und wegen hx(Au) = Mg (u)
fir A > 0). Also ist (y,u) = h(K,u) und daher y € H(K,u). Somit gilt K, C
KNH(K,u)=F(K,u).

Zum Nachweis der entgegengesetzten Inklusion sei y € F(K,u). Dann gilt
(y,u) = h(K,u),
(y,v) < h(K,v) fir alle v € E™.

Sei x € E". Mit v :=u+ Az, A > 0, folgt

h(K,u+ Ax) — h(K,u)

A )
also (y,z) < bl (u;x) = h(K,,x). Da dies fiir alle z € E™ gilt, ist y € K. Somit
gilt F(K,u) C K,, und es ist K, = F(K,u) gezeigt. |

(y,z) <
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1.7.3 Korollar. Sei K € K" und uw € E™\ {0}. Genau dann ist die Stitzfunktion
hx differenzierbar bei u, wenn F(K,u) = {x} fir ein x € E™ gilt, und in diesem
Fall ist x = grad hy (u).

Beweis. Sei (ey, ..., e,) die Standardbasis von E™. Mit Satz 1.5.5 und Satz 1.7.2
ergibt sich

hx ist differenzierbar bei u

< hg ist partiell differenzierbar bei u

i

P (u; e;) = =Rl (u; —e;) firi=1,...,n

& h(F(K,u),e;)+ h(F(K,u),—e;) =0 firi=1,....n

& F(K,u) C ﬁH(F(K7U>,€i)

i=1
& F(K,u) = {x} fir ein x € E™
= Oihk(u) = by (u;e;) = W(F(K,u),e;) = (x,e;) firi=1,...,n
= x = grad hg(u).
[

Schliefllich haben die Subdifferentiale der Stiitzfunktion eine einfache Bedeutung;:

1.7.4 Satz. Fir K € K" und u € E™\ {0} gilt

Ohkg(0) =K und Ohk(u)=F(K,u).

Beweis. Nach Definition des Subdifferentials gilt fiir x € E™
x € Ohk(0) & hg(v) > (z,v) fir allev e E" & 2z € K,
also ist Ohx(0) = K. Ferner gilt fiir u # 0

x € Ohg(u) © hg(v) > hg(u) + (r,v —u) fir alle v € E™.

Sei z € F(K,u). Dann gilt (x,u) = hx(u) und (x,v) < hg(v) fiir alle v € E™. Es
folgt hix(v) > hx(u) + (x,v —u), also x € Ohg(u).

Sei © € Ohg(u), also hg(v) > hg(u) + (x,v — u) fir alle v € E™. Dann ist
hig_2(v) > hg_p(u). Mit v = 0 ergibt sich hx_,(u) < 0, und mit v = 2u ergibt



1.7. DIE STUTZFUNKTION 43

sich hg_,(u) > 0, zusammen also hx_,(u) = 0 und somit hg(u) = (z,u). Wegen
hg—.(v) > 0fiirallev € E” folgt 0 € K—x, alsox € K, und wegen hg(u) = (z,u)
ist € F(K,u). Damit ist Ohg(u) = F(K,u) gezeigt. |

Eine besonders wichtige Eigenschaft der Stiitzfunktion ist ihre Additivitdt im
ersten Argument, im folgenden Sinn. Sind K und L konvexe Korper, so ist auch
K + L ein konvexer Korper. Die Konvexitét ist klar, und die Kompaktheit folgt
aus der Kompaktheit von K x L und der Stetigkeit der Addition als Abbildung von
E™ x E™ in E™. Die Addition konvexer Korper wird auch als Minkowski- Addition
bezeichnet. Eine Funktion f auf K™ mit Werten in einer abelschen Halbgruppe
wird als Minkowski-additiv bezeichnet, wenn

f(K+L)=f(K)+ f(L) fiir alle K, L € K"
gilt. Beispiele hierfiir liefert schon der folgende Satz.

1.7.5 Satz. Fir K,L € K" gilt

Beweis. Sei u € E™\ {0}. Es gibt Punkte z € K und y € L mit h(K,u) = (x,u)
und h(L,u) = (y,u). Daraus folgt h(K,u) + h(L,u) = (x +y,u) < h(K + L,u).
Jeder Punkt z € K + L hat eine Darstellung z = v +y mit x € K, y € L, und es
folgt (z,u) = (z,u) + (y,u) < h(K,u)+h(L,u). Da z € K + L beliebig war, folgt

h(K + L,u) < h(K,u) + h(L,u). Damit ist (a) gezeigt, und (b) ist eine triviale
Folgerung hieraus. Aus (a) und Satz 1.7.2 folgt (c). |

Eine erste Folgerung aus Satz 1.7.5 (a) ist, dass aus K + M = L+ M fiir konvexe
Korper K, L, M € K™ stets K = L folgt. Es ist also (K", +) eine kommutative
Halbgruppe mit Kiirzungsregel.

Neben der Stiitzfunktion konnen auch andere Funktionen zur analytischen Be-
schreibung konvexer Korper dienen. Fiir einen konvexen Koérper K € K™ mit
0 € int K definiert man durch

g(K,z) :=min{\ > 0: 2z € AK}, z e E"\ {0},
die Distanzfunktion von K, und durch

p(K,z) = max{\>0:)\r € K}, z e E™\ {0},

9(K, )
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wird die Radiusfunktion p(K,-) von K erklart. Unmittelbar aus den Definitionen
folgt
K={zeE": g(Kx) <1},
g(K,z) = % falls 2 € E™\ {0}, > 0, \z € bd K,
T
p(K,z)x e bd K firz e E"\ {0}.

Die Distanzfunktion g(K, -) ist sublinear. Das ergibt sich leicht aus der Definition,
aber auch aus dem folgenden Satz.

1.7.6 Satz. Fir K € K" mit 0 € int K gult
g(K,-) = h(K™,").

Beweis. Setzen wir K := {z € E" : h(K*,z) < 1}, so gilt g(K,-) = h(K*,-) nach
Definition der Distanzfunktion. Sei z € K. Fiir u € K* gilt (u,z) < h(K*,z) <1,
also ist * € K** = K. Somit gilt K C K. Sei v € K. Es gibt ein v € K* mit
h(K*,x) = (v,2) <1, also ist z € K. Dies zeigt K = K. |

1.7.7 Bemerkung. Nach Satz 1.7.6 gilt
1
K*u) = ——— fi S
pUC, ) h(K,u) e

Dies zeigt, wie man aus den Stiitzebenen von K die Randpunkte von K* findet.
1.7.8 Bemerkung. Sei 0 € int K und = € bd K, sei u ein duflerer Normalen-

vektor von K in z, sei y = Au € bd K* mit A > 0. Wegen 1 = g(K*,y) =
g(K*, ) = Ag(K*,u) = Ah(K,u) ist

() = e = 1= 9(K. ) = (K", ),

also ist x ein duflerer Normalenvektor an K* in y.
1.7.9 Bemerkung. Sei K € K" mit 0 € int K und K = —K, d.h. K ist
symmetrisch zu 0. Dann wird durch

|||k == g(K, x) fir x € E"

eine Norm || - || x auf E™ definiert, fiir die & die Normkugel ist. Wir identifizieren
den Dualraum von E™ vermoge des Skalarprodukts (-,-) mit E™. Dann ist der
duale Banachraum des Banachraums (E™, || - || k) gegeben durch (E™, || - ||5;) mit

lyllx = sup{{y,z) :x € E", ||z|x <1}
= sup{(y,z):z € K}
= h(K,y)=g(K"y) = |y

K*.
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Esist also || - || = || - [|x+, und K* ist die Normkugel der dualen Norm || - ||%-.

1.8 Die Hausdorff-Metrik

Auf der Menge K™ der konvexen Kérper wird nun eine Metrik o eingefiihrt. Damit
wird (K", ¢) ein vollsténdiger metrischer Raum, in dem beschrénkte, abgeschlos-
sene Mengen kompakt sind. Diese Tatsache ist von grundlegender Bedeutung,
zum Beispiel fiir den Nachweis der Existenz konvexer Korper, die bestimmte Ei-
genschaften haben, etwa Extremalprobleme zu l6sen. Die Konvergenz im Sinne
der Metrik wird ferner oft verwendet, um Eigenschaften allgemeiner konvexer
Korper mittels Approximation durch spezielle Kérper nachzuweisen.

Wir betrachten zunéchst allgemeiner die Menge C™ der nichtleeren kompakten
Teilmengen von E™ und fithren hierauf eine Metrik ein. Das erfordert keinen
zusédtzlichen Aufwand und ist ebenfalls oft von Nutzen.

Fir K, L € C" wird der Hausdorff-Abstand definiert durch

d(K, L) := max{sup inf ||z — y||, sup inf ||z — y||}. (1.4)
zeK YEL zeL YEK

Aquivalent hiermit ist die Definition
J(K,L)=min{A\>0: K C L+ AB",L C K +\B"}. (1.5)

In (1.4) kénnen dabei, weil wir nur kompakte Mengen betrachten, sup und inf
durch max bzw. min ersetzt werden. Von den beiden angegebenen Definitionen
hat die erste den Vorteil, dass sie auch in allgemeineren metrischen R&umen
verwendet werden kann, wenn ||z — y|| durch den dort gegebenen Abstand ersetzt
wird. Die Aquivalenz von (1.4) und (1.5) in E™ wird folgendermafien eingesehen.
Wir bezeichnen die rechte Seite von (1.5) mit «.. Fiir z € K gilt dann x € L+aB",
also * = y+ ab mit geeigneten y € L und b € B™; es folgt ||z —y|| < a und damit
inf er||z — y|| < . Da dies fiir alle x € K gilt, folgt sup,cp inf e, ||z — y|| < a.
Vertauschung von K und L ergibt 6(K,L) < «. Nun sei 0.B.d.A. a > 0 und
0<A<a,etwa K ¢ L+ AB™ Dann gilt © ¢ L + A\B" fiir geeignetes =z € K,
also ||z — y|| > A fiir alle y € L. Daher ist 6(K, L) > A. Da A\ < « beliebig war,
folgt (K, L) > a und damit (K, L) = «, was zu zeigen war.

Dass 0 eine Metrik auf C" ist, ist leicht zu sehen. Zum Nachweis der Dreiecksun-
gleichung (die anderen Eigenschaften einer Metrik sind trivialerweise erfiillt) seien
K,L,M € C". Wir setzen 6(K, L) = aund 6(L, M) = 3. Dann gilt K C L+aB"
und L C M + gB", also K C M + B" + aB™ = M + (a + (3)B™. Analog gilt
M C K + (a+ )B™ und daher 6(K, M) < a+ .
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Im folgenden beziehen sich alle metrischen und topologischen Begriffe, die im
Zusammenhang mit C" und K™ verwendet werden, auf die Hausdorff-Metrik und
die davon induzierte Topologie, auch wenn dies nicht ausdriicklich gesagt wird.

Wir wollen zeigen, dass in dem metrischen Raum (C",J) jede abgeschlossene,
beschrinkte Menge kompakt ist. Insbesondere ist dieser Raum also lokalkompakt.

1.8.1 Hilfssatz. Ist (K;)en eine abnehmende Folge in C", d.h. gilt K1 C K;
fiiri € N, so ist
lim K; = ] K;.

1—00
j=1

Beweis. Die Menge K := ﬂj‘;l K ist kompakt und nicht leer. Wire die Behaup-
tung falsch, so gidbe es ein € > 0 und unendlich viele i € N mit §(K;, K) > e.
Wegen K C K; gilt also K; ¢ K + eB™ fiir diese 7, und wegen K;;; C K; gilt
sogar K; ¢ K + eB™ fiir alle i. Setze

Az‘ = Kz \ int (K + €Bn),

dann ist (A;);en eine abnehmende Folge von nichtleeren kompakten Mengen, hat
also nichtleeren Durchschnitt A. Es gilt AN K = 0, aber aus A; C K; folgt
A C K, ein Widerspruch. [

1.8.2 Satz. Der metrische Raum (C",9) ist vollstindig.

Beweis. Sei (K;);en eine Cauchy-Folge in C". Setze A, := clos (J;-, K;. Dann
ist (A, )men eine abnehmende Folge von nichtleeren kompakten Mengen (aus der
Cauchy-Eigenschaft ergibt sich sofort die Beschranktheit von | J K;). Aus Hilfssatz
1.8.1 folgt also A,, — A = ﬂjeN A; fir m — oo. Zu gegebenem € > 0 existiert
also ein ng € N mit A,, C A+eB" fiir m > ng, also mit K; C A+ eB" fiir i > ny.
Da (K;)ien eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein ny > ny mit K; C K; + eB" fiir
1,7 > ny. Fir i,m > ny gilt also U‘;‘;m K; C K;+¢eB" und daher A,, C K;+e€B",
woraus A C K; + eB™ folgt. Damit ist §(K;, A) < € fiir i > ny gezeigt, woraus
sich die Behauptung ergibt. [

1.8.3 Satz. In C" besitzt jede beschrinkte Folge eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (K?);en eine beschréinkte Folge in C™. Dann gibt es eine beschriinkte
Menge C' C R" mit K? C C fiir alle i € N. Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es
eine endliche Menge ¥ C C' mit C' C F 4+ eB". Fir K € C" mit K C C sei
E(K) := (K +€eB")N E. Dann gilt

S(K,E(K)) <e. (1.6)
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(Zu x € K existiert namlich wegen K C E + €B" ein e € E mit ||z —e|| <, es
ist e € K +e€B", also e € E(K). Somit ist X C E(K)+ eB™, und nach Definition
gilt E(K) C K +€eB™.)

Wir wihlen nun zu € = 1/m (m € N) eine derartige Menge E = F,, und setzen
En(K) = (K + £B") N E,.

Da E; endlich ist, gibt es unendlich viele Indizes i € N, fiir die £ (K?) dieselbe
Teilmenge von E; ist. Die Folge (K7?),.y hat also eine Teilfolge (K}), .y derart,

dass
Ei(K})=T

unabhéingig von i ist. Analog hat (K}), .y eine Teilfolge (K7?), y derart, dass
By (K}) =T

unabhéngig von i ist. Auf diese Weise kann man rekursiv eine Folge (7}, )men von

endlichen Mengen T),, C E,, definieren und zu jedem m eine Folge (K7"),  mit

E, (K™ =T, firi e N (1.7)
und derart, dass gilt:

Fiir k > m ist (KF) oy Teilfolge von (K)o - (1.8)

7 (2

Nach (1.6), (1.7), (1.8) gilt

(5(Kf,Tm)§ fir k>mund ¢ € N,

3=

also

§ (K™ K*) < fir kK > m und 7,57 € N.
i J

2
m
Fiir K}, := K} folgt
2 y
0 (K, Ky) < — fir k > m.

m
Die Folge (K,,)men ist also eine Cauchy-Folge und daher nach Satz 1.8.2 konver-
gent. AuBerdem ist sie eine Teilfolge von (K7?), . [
Nach einem bekannten Kompaktheitskriterium in metrischen Rdumen folgt aus
Satz 1.8.3:

1.8.4 Satz. In C" ist jede abgeschlossene beschrinkte Menge kompakt.

Jetzt wollen wir uns wieder auf die Menge K™ C C™ der konvexen Korper be-
schréanken.
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1.8.5 Satz. K" ist eine abgeschlossene Teilmenge von C™.

Beweis. Sei K € C"\ K". Dann gibt es Punkte z,y € K und Zahlen X € (0,1),
e > 0 mit B(z,e) N K =0 fiir 2 := (1 = XN)z+ \y. Sei K’ € C" eine Menge mit
(K, K') < €/2. Es gibt Punkte 2/, ¢y € K’ mit |2’ —z|| < ¢/2und ||y —y|| < €/2,
fiir den Punkt 2’ := (1 —X)2'+ Ay gilt also ||z’ — z|| < €/2. Wére 2’ € K, so gébe
es einen Punkt w € K mit ||w—2'|| < €/2, also mit ||w—z|| < ¢, ein Widerspruch.
Also ist K’ nicht konvex. Damit ist gezeigt, dass C™ \ K™ in C" offen ist, also ist
K™ abgeschlossen. |

Die Sétze 1.8.3 und 1.8.5 zusammen ergeben den Auswahlsatz von Blaschke:

1.8.6 Satz. Aus jeder beschrinkten Folge konvexer Korper kann man eine Teil-
folge auswdihlen, die gegen einen konvexen Korper konvergiert.

Dieser Satz wird oft verwendet, um die Existenz von konvexen Korpern mit be-
stimmten Eigenschaften nachzuweisen.

Es ist manchmal niitzlich, eine Beschreibung der Konvergenz von Folgen konvexer
Korper zu haben, die nur die Konvergenz von Punktfolgen verwendet.

1.8.7 Satz. Die Konvergenz lim; ... K; = K in K" gilt genau dann, wenn die
folgenden beiden Bedingungen (a) und (b) gelten:

(a) Jeder Punkt in K ist Limes einer Folge (x;);eny mit z; € K; fir i € N.

(b) Der Limes jeder konvergenten Folge (x;,)jen mit x;; € Ky, fiir j € N gehort
2u K.

Beweis. Es gelte K; — K fiir i — co. Sei x € K. Setze x; := p(K;, x). Dann gilt
z; € K;und ||z — ;]| < 6(K, K;) — 0 fiir i — oo. Also gilt (a). Sei (i;);en eine
Folge in N, und gelte z;, € K;, (j € N) sowie z;, — x fiir j — oco. Angenommen,
es wire © ¢ K. Dann gilt B(x,p) N (K + pB™) = () fiir geeignetes p > 0. Fiir
geniigend groBes j gilt aber |z;, —z|| < p und z;; € K;; C K + pB", ein
Widerspruch. Also gilt (b).

Umgekehrt seien jetzt (a) und (b) erfiillt. Sei € > 0. Wir miissen zeigen, dass
K C K; +eB" fiir alle geniigend groflen 1, (1.9)

K; C K+eB" fiir alle geniigend grofien 14 (1.10)

gilt. Ist (1.9) falsch, so gibt es eine Folge (y;,)jen in K, die gegen ein y € K
konvergiert und d(K;;,y;;) > € (j € N) erfiillt. Nach (a) gibt es Punkte z; € K;
mit x; — y fiir i — oo. Daraus folgt ||z;; —y;,|| — 0 fiir j — oo, ein Widerspruch.
Also gilt (1.9). Angenommen, (1.10) wére falsch. Dann gibt es eine Folge (y;;);en
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mit y;; € K;, und y;, ¢ K+eB" fiir j € N. Nach (a) gibt es Punkte z;, € K;, mit
r;; € K +eB" fiir alle geniigend grofien j. Wegen der Konvexitét von K;; gibt es
Punkte z;; € K;,Nbd (K +€B"). Die Folge (z;,);en hat eine konvergente Teilfolge;
ihr Limes z muss wegen (b) zu K gehoren, ein Widerspruch zu z € bd (K +¢B").
Also gilt (1.10). |

Nachdem wir C™ und K" mit einer Metrik und der induzierten Topologie versehen
haben, ist die Frage nach der Stetigkeit einiger frither betrachteten Abbildun-
gen sinnvoll. Einige dieser Abbildungen sind sogar Lipschitz-stetig, aus trivialen
Griinden. Dies gilt zum Beispiel fiir die Bildung der konvexen Hiille als Abbildung
von C" nach K", denn es ist

d(conv K,conv L) < §(K, L) fir K,L e C".

Es gilt auch fiir die Addition und die Vereinigungsbildung als Abbildungen von
C" x C™ nach C", denn es ist

SK+K',L+L) < 6K,L)+6K', L,
SKUK',LUL) < max{5(K,L),5(K' L)}

Die Durchschnittsbildung ist allerdings nicht stetig. Fiir konvexe Korper ldsst
sich jedoch folgendes zeigen.

1.8.8 Satz. Scien K,L € K" konvexe Korper, die nicht durch eine Hyperebene
getrennt werden konnen. Sind K;, L; € K™ (i € N) konveze Korper mit K; — K
und L; — L fiir i — oo, so gilt K; N L; # O fiir fast alle i und K; N L; — KN L

fiir i — oo.

Beweis. Wir verwenden das Kriterium 1.8.7. Sei x € K N L (es gilt K N L # 0,
denn andernfalls kénnten K und L getrennt werden). Setze z; := p(K; N L;, x)
fiir die ¢ mit K; N L; # (). Wir behaupten, dass letzteres fiir fast alle ¢ gilt und
dass x; — x fiir 1 — oo gilt. Angenommen, dies wére falsch. Dann gibt es eine
Kugel B mit Mittelpunkt z, so dass K; N L; N B = () fiir unendlich viele 7 gilt. Fiir
geniigend grofe i ist K;N B # () wegen € K und K; — K; analog ist L; B # ()
fiir groBe i. Daher gibt es eine Folge (H;;);en von Hyperebenen H; , die K;; N B
und L;, N B trennen. Eine Teilfolge konvergiert gegen eine Hyperebene H, und H
trennt K N B und L N B (wie man leicht mit Verwendung von Satz 1.8.7 zeigen
kann). Wegen z € KN LN B gilt x € H. Aus der Konvexitidt von K und L folgt
nun, dass H die Kérper K und L trennt, ein Widerspruch. Es folgt x; — x fiir
1 — 00.

Ist andererseits (7;) e eine Folge in N und gilt ;; € K;;NL;; (j € N)und z;; — y

fiir j — o0, so gilt y € K nach Satz 1.8.7 und ebenso y € L, also y € K N L.
Jetzt folgt aus Satz 1.8.7, dass K; N L; — K N L fiir i — oo gilt. [ |
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Das folgende Beispiel zeigt, dass die Voraussetzung der Nicht-Trennbarkeit in
Satz 1.8.8 nicht entbehrlich ist. Sei K = L = L; = [z,y] mit z # y, und sei
K; = [z,y;] eine Strecke mit [z,y;] N [z,y] = {z} und y; — y fir i — oco. Dann
gilt K; — K und L; — L, aber nicht K; N L; — K N L.

Nun zeigen wir die Stetigkeit der Abbildungen

p: K'xE* — E", h: K'xE" — E&
(K,z) +~— p(K, ) (K,z) +— h(K,x)
also der metrischen Projektion und der Stiitzfunktion, jeweils als Funktion von

zwei Verdanderlichen. Die folgenden beiden Sétze zeigen die Stetigkeit in verschérf-
ter Form.

1.8.9 Satz. Sei K,L € K" und x,y € E", setze D := diam (K U L U {z,y}).

Dann gilt

Beweis. Wegen Satz 1.2.2 und der Dreiecksungleichung brauchen wir nur die
Ungleichung

nachzuweisen. Wenn x € K N L gilt, ist das trivial. Sei also etwa = ¢ K. Setze
d(K,z) =: d und 6(K,L) =: 0. Die Kugel B(p(K,x),d) enthélt einen Punkt
aus L, also gilt d(L,z) < d + 0 und daher p(L,z) € B(xz,d + §). Sei H~ der
Stiitzhalbraum von K mit &uflerem Normalenvektor u( /K, ). Dann ist L enthalten
in dem Translat H~ + du(K, x). Daher gilt

p(L,z) € B(x,d+ )N [H™ + du(K,x)].

Es folgt
Ip(K, 2) = p(L, 2)|| < |[p(K, 2) — =],

wenn

z€bdB(x,d+ ) Nbd[H™ + du(K, )]

gewihlt wird. Bezeichnet ¢ den Abstand des Punktes z von der Verbindungs-
strecke [z, p(K, )], so ergibt zweimalige Anwendung des Satzes von Pythagoras

Ip(K,z) —z|]* = 6+ =6+ (d+0)* — (d—9)”
= 6% 4+4ds < 5D§

wegen d < D und § < D. [ |
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1.8.10 Satz. Fir K,L € K™ mit K,L C RB™ (R > 0) und fir u,v € E™ gilt

(WK, u) = h(L, )| < Rllu — vl + max{{|ul], [[v][} 6(K, L).

Beweis. Wir setzen §(K, L) =: § und wihlen einen Punkt z € K mit h(K,u) =
(x,u). Aus x € K C L+ §B™ ergibt sich (z,v) < h(L+dB",v) = h(L,v)+d|v|,
also h(K,u) =h(L,v) < (z,u—v)+d|o]| <] [lu—vl|+d]jv] < Rllu—v[|+d][v].
Vertauschung von (K, u) und (L, v) ergibt jetzt die Behauptung. |

Wenn man die Stiitzfunktion verwendet, lidsst sich die Konvergenz konvexer
Korper sehr bequem behandeln, aufgrund der folgenden einfachen Beobachtung.
Hierin bezeichnet || - || fiir Funktionen auf der Sphére S"~! die Maximumsnorm.
Fiir eine Funktion h : E® — R bezeichnet h := h|S""! die Einschrinkung auf
St

1.8.11 Satz. Fir K,L € K" gilt

§(K,L)= sup |h(K,u)— h(L,u)|=:|hx — hz|.

ueSn—1

Beweis. Sei 0(K, L) < a. Dann gilt K C L+aB", also h(K,u) < h(L+aB™, u) =
h(L,u)+a fiiru € S"~*. Vertauschung von K und L ergibt [h(K, u)—h(L,u)| < a
fiir v € S"! und daher ||hg — hz|| < a. Das Argument kann umgekehrt werden.

Satz 1.8.11 zeigt, dass die Konvergenz konvexer Korper dquivalent ist mit der auf
S™=1 gleichmiiigen Konvergenz der entsprechenden Stiitzfunktionen. Wir zeigen
nun, dass diese gleichméflige Konvergenz schon aus der punktweisen Konvergenz
gefolgert werden kann.

1.8.12 Satz. Ist eine Folge von Stiitzfunktionen auf S"~1 punktweise konvergent,
so konvergiert sie auf St gleichmdf$ig gegen eine Stiitzfunktion.

Beweis. Sei (h(Kj;,-))ien eine Folge von Stiitzfunktionen, die auf S"~! und daher
wegen der Homogenitét auf ganz E™ punktweise konvergiert. Die Grenzfunktion
h ist offenbar sublinear und daher nach Satz 1.7.1 eine Stiitzfunktion. Fiir jedes
u € S" st a(u) := sup; h(K;,u) endlich. Wir kénnen eine Zahl R > 0 wiithlen
mit
H, ) CRB",
uesSn—1

dann gilt K; C RB" fiir i € N. Sei h; die Einschrinkung von h(Kj,-) auf S"';
dann gilt |h;(u) — hi(v)] < R||u — v|| nach Satz 1.8.10. Sei € > 0 gegeben. Wir
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withlen eine endliche Menge S C S™~! derart, dass zu jedem u € S" ' einv € S
existiert mit ||u — v|| < ¢/3R. Da S endlich ist, gibt es ein ng € N mit |h;(v) —
hi(v)| < €/3 fiir 4,7 > ng und alle v € S. Nun sei v € S"~'. Wir konnen ein
v € § wahlen mit ||u — v|| < ¢/3R. Dann folgt

[hi(u) = hi(u)] < Jhi(u) = hi(0)] + |hi(v) = h; (V)] + |h; (v) = hy(u)|
< R|lu—v|+¢€¢/3+ R|lu—v| <e

fiir 4, j > ny, also gilt |h;(u) — h(u)| < e fiir i > ng. Da u € S*~! beliebig war, ist
damit die gleichmiiBlige Konvergenz auf S"~! der Folge (h;):cy gegen h gezeigt. B

Da wir auf K™ eine Metrik zur Verfiigung haben, kénnen wir jetzt die Appro-
ximation konvexer Korper behandeln. Die Approximation allgemeiner konvexer
Korper durch spezielle, wie Polytope, ist ein oft benutztes Beweishilfsmittel.

1.8.13 Satz. Sei K € K" und € > 0. Dann gibt es ein Polytop P € K™ mit
P C K C P+ eB"™, insbesondere also mit §(K, P) < e.

Beweis. Als kompakte Menge kann K iiberdeckt werden durch endlich viele Ku-
geln mit Radius € und Mittelpunkten in K. Die konvexe Hiille der Mittelpunkte
dieser Kugeln leistet das Gewdiinschte. |

Bemerkung. Im vorstehenden Beweis kann man zusétzlich fordern, dass alle
verwendeten Kugelmittelpunkte rationale Koordinaten haben. Es folgt, dass der
metrische Raum (K", ) separabel ist, d.h. es gibt in ihm eine abzéhlbare dichte
Teilmenge.

1.8.14 Hilfssatz. Seien K, Ky € K" konvexe Korper mit Ko C int Ki. Dann
gibt es eine Zahl n > 0 derart, dass fiir jeden konvexen Korper K € K™ mit
(K4, K) <n auch noch Ky C K gilt.

Beweis. Da Ky C int K gilt, ist die Funktion h(Ky,-) — h(Ky,-) auf E™\ {0}
positiv, sie nimmt also auf S™~! ein positives Minimum 7 an. Sei K € K" ein
konvexer Korper mit §( K7, K) < n. Dann gilt |h(K7,u) —h(K, u)| < n und daher
h(Ky,u) < h(Ky,u) —n < h(K,u) fiir u € S"1; es ist also Ky C K. [

1.8.15 Satz. Sei K € K™ und 0 € int K. Zu jedem X\ > 1 existiert ein Polytop
PeK"mit PC K CAP.

Beweis. Wir wihlen eine Zahl p > 0 mit B(0, p) C int K und eine Zahl € mit 0 <
e < (A—1)p. Nach Satz 1.8.13 gibt es ein Polytop P C K mit §(K, P) < e. Nach
Hilfssatz 1.8.14 gilt, wenn € geniigend klein gewihlt wird, auch noch B(0, p) C P.
Dann ist also

B(0,p) CPCKCP+eB"
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Fiir v € S"! folgt dann

h(AP,u) = h(P,u)+ (A—1)h(P,u)
> h(P,u)+e€=h(P+eB",u)
> K, u),
also K C \P. |

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Stetigkeit des Volumens auf K" zei-
gen. Das Volumen-Funktional (oder kurz Volumen) auf K™ ist dadurch erklért,
dass V,,(K) das Lebesgue-Mafl von K € K" ist.

1.8.16 Satz. Das Volumen-Funktional V,, ist stetig auf K.

Beweis. Sei K € K" gegeben. Zunéchst sei V,(K) = 0; dann liegt K in einer
Hyperebene. Ist K € K" ein konvexer Korper mit §(K,K) = a < 1, so gilt
K C K+aB", also V,(K) < V,(K+aB") < ¢(K)a mit einer von o unabhéingigen
Zahl ¢(K), wie der Satz von Fubini und eine einfache Abschétzung ergeben.
Daraus folgt die Stetigkeit von V,, bei K.

Sei jetzt V,(K) > 0. Wir kénnen 0 € int K annehmen. Sei € > 0 gegeben. Wir
wihlen A > 1 mit (A" — 1)A\"V,,(K) < € und ein p > 0 mit pB™ C int K. Nach
Hilfssatz 1.8.14 gibt es eine Zahl o > 0 mit o < (A —1)p und derart, dass fiir alle
K € K" mit 6(K, K) < a noch pB" C K gilt. Wenn das erfiillt ist, folgt

KCK+aB"CK+A=1)pB"CK+(\A—=1)K =)K

und analog K C AK. Es folgt

also
VoK) — VH(F) < (A" — 1)Vn(F) < (A" = DAV, (K),
VoK) — Vi (K) < (A" = 1)V, (K) < (A" = DA"V,(K)
und daher
V. (K) — Vn(F)| < (A" =DV, (K) < e
Daraus ergibt sich die Stetigkeit. [

Man beachte, dass das (analog erkldrte) Volumen-Funktional auf C™ keineswegs
stetig ist: Jede kompakte Menge ist Limes einer Folge endlicher Mengen, und
diese haben Volumen Null.



Kapitel 2

Randstruktur und Polytope

2.1 Seitenstruktur

In Abschnitt 1.4 wurden bereits die Begriffe Seite, Extrempunkt und exponierter
Punkt einer konvexen Menge definiert. Sie gehdren zu einer Reihe von dhnlichen
Begriffen, die dazu dienen sollen, die Randstruktur einer konvexen Menge néher
zu beschreiben. Eine derartige Beschreibung soll in diesem Kapitel erfolgen. In
diesem Abschnitt ist K C E™ eine nichtleere abgeschlossene konvexe Menge.

Zunéchst soll an die Definition einer Seite erinnert werden. Eine Seite von K
ist eine konvexe Teilmenge F' C K mit der Eigenschaft, dass aus [z,y] C K
und F N relint [z,y] # 0 stets [x,y] C F folgt. Aquivalent damit ist, dass aus
x,y € K und %(m+y) € F stets x,y € F folgt. Eine Seite hat als konvexe Menge
eine wohlbestimmte Definition. Eine i-dimensionale Seite wird kurz als -Seite
bezeichnet. F;(K) sei die Menge aller i-Seiten von K und F(K) die Menge aller
Seiten von K. Auch die leere Menge () und K sind Seiten von K; die iibrigen
Seiten heiflen eigentliche Seiten. Es folgt aus der Definition einer Seite und aus
Hilfssatz 1.1.8, dass Seiten stets abgeschlossen sind. Ist F' # K eine Seite von
K, so gilt F Nrelint K = (). (Wére namlich z € F Nrelint K, so wihlen wir ein
y € K\ F. Es gibt einen Punkt z € K mit z € relint [z, y]. Dann folgt [z,y] C F,
ein Widerspruch.) Insbesondere gilt dann also F' C relbd K und dim F' < n.

2.1.1 Satz. Ist F; eine Seite von K firi € I ( I # 0 eine Indezmenge), so ist
Nic; Fi eine Seite von K. Ist I Seite von K und G Seite von F, so ist G Seite
von K.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Definition einer Seite.

2.1.2 Satz. Sind F\, F, € F(K) verschiedene Seiten, so gilt relint FyNrelint Fy =
(). Zu jeder nichtleeren relativ offenen konvexen Teilmenge A von K gibt es eine

o4
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eindeutig bestimmte Seite F' € F(K) mit A C relint F'. Das System
{relint F': FF € F(K)}

st eine disjunkte Zerlegung von K.

Beweis. Angenommen, es wire Fi, Fy € F(K), Fy # Fy, aber z € relint F} N
relint F. Es gibt etwa einen Punkt x € F; \ F;. Wir konnen ein y € F; wéhlen
mit z € relint [x,y]. Aus [z,y] C Fy C K, z € Fy und Fy, € F(K) folgt dann
[z, y] C Fy, ein Widerspruch. Also ist relint Fy Nrelint F, = 0.

Sei A # () eine relativ offene konvexe Teilmenge von K. Sei F' der Durchschnitt
aller die Menge A enthaltenden Seiten von K; dann ist F' eine Seite von K.
Angenommen, es gébe einen Punkt € A\ relint F. Dann gibt es eine Stiitzebene
Han Fmitx € Hund HNF # F. Dax € A C F gilt und A relativ offen ist,
folgt A C H. Nun ist H N F offenbar eine Seite von F' und daher eine Seite von
K. Aber dann folgt F' C H N F wegen der Definition von F, ein Widerspruch.
Somit gilt A C relint F'. Aus dem ersten Teil folgt, dass F' die einzige Seite mit
dieser Eigenschaft ist.

Die Menge A kann insbesondere einpunktig gewéahlt werden. Also gibt es zu jedem
Punkt x € K eine eindeutig bestimmte Seite F' € F(K) mit = € relint F'. |

Im vorstehenden Beweis haben wir die offensichtliche Tatsache benutzt, dass jede
Stiitzmenge H N K, wo H eine Stiitzebene von K ist, auch eine Seite von K ist.
Die Stiitzmengen werden auch als exponierte Seiten bezeichnet. Die einpunktige
Menge {z} ist genau dann eine exponierte Seite, wenn z ein exponierter Punkt
ist. Wir bezeichnen mit S;(K) die Menge aller i-dimensionalen exponierten Sei-
ten von K und mit S(K) die Menge aller exponierten Seiten von K. Da nicht
jeder Extrempunkt ein exponierter Punkt ist, sieht man durch Bildung direkter
Summen, dass auch hoherdimensionale Seiten keine exponierten Seiten zu sein
brauchen. Andererseits ist jede eigentliche Seite enthalten in einer exponierten
Seite. Sei nidmlich F' eine eigentliche Seite von K. Wegen F Nrelint K = () gibt
es eine Hyperebene H, die F' und K trennt. Wegen F' C K ist F' C H, also ist F’
enthalten in der exponierten Seite H N K.

2.1.3 Satz. Ist F; eine exponierte Seite von K fiiri € I ( I # () eine Indexmenge),
s0 ist ;e Fi entweder leer oder eine exponierte Seite von K.

Beweis. Sei F = (,.; F; # (. Nach einer Translation kénnen wir 0 € F' anneh-
men. Zu jedem ¢ € I existiert ein Vektor u; € E™ \ {0} mit F; = K N H,, o und
K C H,, ;. Wir kénnen annehmen, dass die Vektoren uy, . .., u, linear unabhéingig

sind und dass jeder andere Vektor u; von diesen Vektoren linear abhidngt. Dann
gilt F' = (;_; I} Setze u := ) ; ,u;. Dann gilt K C H,, und 0 € H,p, also
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ist H, o eine Stiitzebene von K. Fir z € F gilt (z,u;) = 0 fiir ¢ € I und da-
her (x,u) = 0; also gilt ¥ C H,oN K. Fir y € K \ F ist (y,u;) < 0 fiir ein
Jj € {1,...,r}, also (y,u) < 0 und damit y ¢ H,o. Damit ist H,o N K = F
gezeigt, also ist F' € S(K). |

Man beachte, dass es zum zweiten Teil von Satz 2.1.1 kein Gegenstiick fiir expo-
nierte Seiten gibt: Eine exponierte Seite einer exponierten Seite von K braucht
nicht selbst exponierte Seite von K zu sein (ist aber natiirlich eine Seite von K).

2.2 Singularititen

Durch jeden Randpunkt eines konvexen Korpers gibt es eine Stiitzebene, aber
im allgemeinen nicht nur eine. Randpunkte, in denen mehr als eine Stiitzebene
existiert, heiflen singulér. Die singuldren Punkte sollen in diesem Abschnitt ndher
untersucht werden.

Zunéchst definieren wir konvexe Kegel, die zur Beschreibung singulérer Rand-
punkte dienen. Sei K € K" ein konvexer Korper, und sei z € K. Wir definieren

P(K,z) ={\Ny—=xz):ye K,A>0} = U/\(K—a:).

A>0

Dann ist P(K, x) ein konvexer Kegel, und es gilt P(K,z) = aff K —x genau dann,
wenn x € relint K ist. Der abgeschlossene konvexe Kegel S(K, x) := clos P(K, x)
kann offenbar dargestellt werden in der Form

S(K,x)= ()| H (Ku)-=

r€H(K,u)

wo der Durchschnitt erstreckt wird iiber alle u € E™ \ {0} (oder w € S"1), fiir
die = in der Stiitzebene H (K, u) liegt. (Die Darstellung gilt auch fiir z € int K,
wenn wir wie iiblich vereinbaren, dass der Durchschnitt einer leeren Familie von
Teilmengen des E™ der ganze Raum E™ sein soll.) Der Kegel S(K,x) heifit der
Stiitzkegel von K bei x. Ferner definieren wir den Normalenkegel von K bei x
durch

N(K,z) ={uecE"\{0}:z € H(K,u)} U{0}.

Ist v € KN H(K,u), so heifit u ein duferer Normalenvektor von K bei x. So-
mit besteht N (K, x) aus allen d&uBeren Normalenvektoren von K bei z und dem
Nullvektor. Es ist klar, dass N (K, x) ein abgeschlossener konvexer Kegel ist und
dass

N(K,z)=S(K,x)* (2.1)
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gilt, d.h. N(K,z) und S(K,z) sind ein Paar von dualen konvexen Kegeln. Der
Normalenkegel hiangt auch eng mit der metrischen Projektion zusammen. In der
Tat folgt aus Hilfssatz 1.3.1 die Gleichung

N(K,z) = pi(z) ==

firx e K.

Der folgende Satz beschreibt das Verhalten von Stiitzkegeln und Normalenkegeln
unter Minkowski-Addition und Durchschnittsbildung von konvexen Korpern.

2.2.1 Satz. Sei K, L € K".
(a) Ist x € K und y € L, so gilt

S(K+Lz+y) = S(K,z)+S(L,y),
NK~+Lx+y) = N(K,z)NN(L,y).

(b) Ist x € KN L und relint K Nrelint L # 0, so gilt
S(KNL,z) = S(K,z)NnS(L,x),
N(KNL,x) = N(K,z)+ N(L,x).

Beweis. (a) Nach Ausiibung von Translationen kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass z = y = 0 gilt. Sei w € N(K + L,0) \ {0}. Dann gilt K + L C H,,. Aus
K=K+{0} C H,,und 0 € K folgt u € N(K,0). Analog gilt u € N(L,0).

Sei u € N(K,0) N N(L,0)\ {0}. Aus u € N(K,0) folgt K C H,; analog ist
L C H, yund daher K+L C H, ;. Wegen 0 € K+ L erhalten wir u € N(K+1L,0).

Damit ist N(K + L,0) = N(K,0) N N(L,0) gezeigt.
Aus (2.1) und Satz 1.6.3 folgt jetzt S(K + L,0) = S(K,0) + S(L,0).

(b) Sei z € KN L und y € relint K Nrelint L. Die erste Gleichung von (b) ist
klar im Fall 2 = y; wir nehmen daher x # y an. Sei z € S(K,xz)NS(L, x). Wegen
y—x € relint K — x C relint P(K,z) und z € clos P(K,x) folgt aus Hilfssatz
1.1.8, dass [y — x,2) C relint P(K,z) gilt. Daher existiert zu w € [y — z, 2)
eine Zahl A > 0 mit [z,2 + Aw] C K. Analog gibt es eine Zahl p > 0 mit
[z, 2 + pw] C L. Es folgt w € P(K N L,z). Da w € [y — z, z) beliebig war, folgt
z€closP(KNL,x)=S(KnNL,z). Also gilt S(K,z)NS(L,z) C S(KNL,x).
Die entgegengesetzte Inklusion ist trivial. Dies beweist die erste Gleichung von
(b). Die zweite Gleichung ergibt sich dann wieder aus (2.1) und Satz 1.6.3. W

Sei K € K™ und z € bd K. Der Punkt x heifit m- Kantenpunkt von K, wenn

dimN(K,z) =n—m
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ist. Ein 0-Kantenpunkt heifit Eckpunkt, ein m-Kantenpunkt mit m < n — 2 heifit
singuldr, ein (n — 1)-Kantenpunkt heifit regulir. Ein konvexer Kérper, der nur
reguldre Randpunkte hat, heifit glatt. Die reguldren Randpunkte sind also genau
diejenigen Punkte von K, durch die genau eine Stiitzebene geht.

Bemerkung. Es gibt konvexe Korper, auf deren Rand die singuldren Randpunk-
te dicht liegen.

Wir wollen nun zeigen, dass ein konvexer Korper nicht ,,zu viele“ singulédre Rand-
punkte haben kann, in einem Sinn, der sich prézisieren ldasst. Diese Prézisierung
erfolgt unter Verwendung des Hausdorff-Mafles. Darunter ist folgendes zu verste-
hen.

Sei p > 0, sei M C E"™ eine beliebige Teilmenge. Fiir 9 > 0 definiert man

» . - \p. (Gi)ien Folge offener Mengen
H5(M) = inf {;D@) " mit D(G;) <6 und M C |2, G,

wo D den Durchmesser bezeichnet. Wird § verkleinert, so werden zur Uber-
deckung weniger Mengenfolgen zugelassen, das Infimum wird also hdochstens
grofler. Daher existiert in R der Limes

HP(M) :=sup Hy(M) = lim H{(M).

§5>0 0—0+

Man nennt H?(M) das p-dimensionale Hausdorff-Mafl von M.

2.2.2 Satz. Die Menge der m-Kantenpunkte des konvexen Korpers K kann
tiberdeckt werden durch abzdhlbar viele kompakte Mengen von endlichem m-
dimensionalen Hausdorff-Maff (m =0,...,n —1).

Beweis. Sei B eine Kugel mit K C int B. Sei x ein m-Kantenpunkt von K. Dann
ist N(K,z) + x eine (n — m)-dimensionale konvexe Menge. Wir kénnen eine
m-dimensionale Ebene E wihlen, die N(K,x) + z in einem inneren Punkt von
B\ K trifft. Diese Ebene kann so gewihlt werden, dass sie von m~+ 1 Punkten mit
rationalen Koordinaten aufgespannt wird. Fiir einen Punkt y € EN(N (K, x)+x)
gilt p(K,y) = z, also x € p(K,E N B). Die Menge E N B ist kompakt und
hat endliches m-dimensionales Hausdorff-Mafl. Da die metrische Projektion nach
Satz 1.2.2 kontrahierend ist, ist (wie man leicht aus der Definition des Hausdorff-
Mafles folgert) auch p(K, EN B) von endlichem m-dimensionalen Hausdorff-Maf,
auBlerdem kompakt. Da es nur abzahlbar viele m-dimensionale Ebenen gibt, die
von rationalen Punkten aufgespannt werden, folgt die Behauptung. [

Satz 2.2.2 hat einige wichtige Konsequenzen. Im Fall m = 0 ergibt sich, da
offenbar H°(M) = card M ist: Jeder konvexe Korper hat héchstens abzdhlbar
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viele Eckpunkte. Da ferner aus H™ (M) < oo fiir ein m < n—1 stets H" (M) = 0
folgt, ergibt sich: Die Menge der singuléren Randpunkte eines konvexen Korpers
ist von (n—1)-dimensionalem Hausdorff-Maf3 Null. Daraus lisst sich insbesondere
folgern:

2.2.3 Satz. Sei K € K" ein n-dimensionaler konvexer Korper. Die requldiren
Randpunkte von K liegen auf bd K dicht. K ist der Durchschnitt aller Stitzhalb-
raume von K, deren Rand einen regquliren Randpunkt von K enthdlt.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass eine nichtleere, relativ offene Teilmenge von
bd K positives (n — 1)-dimensionales Hausdorff-Maf§ hat. Daraus folgt die erste
Behauptung. Zum Beweis der zweiten Behauptung sei B C int K eine Kugel und
x € R"\ K. Dann ist (BU{z})Nbd K eine nichtleere, relativ offene Teilmenge von
bd K, enthélt also einen reguldren Randpunkt y. Eine Stiitzebene an K durch y
trennt x und K. Hieraus folgt die zweite Behauptung. [

Eine weitere wichtige Anwendung betrifft konvexe Funktionen:

2.2.4 Satz. Jede konvexe Funktion f : E® — R ist fast diberall auf int dom f
differenzierbar.

Beweis. Sei x € int dom f. Nach Satz 1.5.11 ist f in x genau dann differenzierbar,
wenn f in x nur einen Subgradienten hat. Nach Satz 1.5.10 ist dies dquivalent
damit, dass der Epigraph epi f in (z, f(z)) nur einen dufleren Normaleneinheits-
vektor hat, also dass (z, f(z)) reguldrer Randpunkt von epi f ist. Da die Menge
der singuldren Randpunkte von epi f von n-dimensionalem Hausdorff-Maf 0 ist
(das folgt sofort aus 2.2.2, auch obwohl epi f nicht kompakt ist), folgt leicht,
dass die Menge der = € intdom f, fiir die (x, f(z)) singularer Punkt von epi f
ist, von n-dimensionalem Hausdorff-Mafl 0 und damit auch von n-dimensionalem
Lebesgue-Maf 0 ist. [

2.3 Polytope

Konvexe Korper mit besonders einfacher Randstruktur sind die Polytope, denn
sie haben nur endlich viele Seiten. In diesem Abschnitt werden grundlegende
Eigenschaften von Polytopen behandelt.

Nach Definition ist ein Polytop im E™ die konvexe Hiille einer nichtleeren endli-
chen Punktmenge. Ist P = conv{z,...,x;}, so miissen die Extrempunkte von
P unter den Punkten x4, ..., z; vorkommen; nach dem Satz von Minkowski sind
Polytope also genau die konvexen Korper mit endlich vielen Extrempunkten. Ist
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H eine Stiitzebene von P, so gilt
HNP=conv(HN{xy,...,z}),

also ist jede Stiitzmenge eines Polytops ebenfalls ein Polytop. Sind Py, P, Polyto-
pe, so ist jeder Extrempunkt der Minkowskischen Summe P; + P, Summe eines
Extrempunktes von P; und eines Extrempunktes von P, also ist auch P, + P
ein Polytop.

Zuerst zeigen wir nun, dass bei einem Polytop die Seiten identisch sind mit den
exponierten Seiten (Stiitzmengen).

2.3.1 Satz. Sei P C E™ ein Polytop, F| eine Stiitzmenge von P und F eine
Stiitzmenge von Fy. Dann ist F eine Stiitzmenge von P.

Beweis. Wir kénnen 0 € F' annehmen. Es gibt eine Stiitzebene H,, an P mit
H,oN P = F,und P C H, . Ferner gibt es eine Stiitzebene H,o an F; mit
H,oNFy=Fund Fy C H, . Setze

{z,v)

(, u)

o :—max{— :erxtP\extFl}
und H(n) := Hyytvo mit 1 > no. Es gilt (z,u) < 0 fir € ext P \ ext F; und
daher

(x,nu+v) < nolz,u) + (x,v) <0

nach Definition von 7. Fiir x € ext F} \ ext F' gilt
(x,nu+v) = (z,v) <0,

und fiir z € ext F' gilt (x,nu+v) = 0. Damit ist ext F* C H(n) und ext P\ext F' C
int H,,., o gezeigt. Also ist H(n) eine Stiitzebene an P mit H(n) N P = F, das
heifit F' ist eine Stiitzmenge von P. [

2.3.2 Korollar. Jede eigentliche Seite eines Polytops ist eine Stiitzmenge.

Beweis. Wir nehmen an, P sei ein Polytop der Dimension n > 1 und die Behaup-
tung sei bereits bewiesen fiir Polytope kleinerer Dimension (fiir nulldimensionale
Polytope ist nichts zu beweisen). Sei F' eine eigentliche Seite von P. Dann ist
F' enthalten in einer Stiitzmenge F; von P und ist eine Seite von Fj. Nun gilt
entweder F' = Fj, dann ist F eine Stiitzmenge von P, oder F' ist eine eigentliche
Seite von F; und daher nach Induktionsannahme eine Stiitzmenge von Fj. Nach
Satz 2.3.1 ist F' eine Stiitzmenge von P. [

Insbesondere ist damit jeder Extrempunkt von P exponierter Punkt von P. Die
Extrempunkte eines Polytops nennt man seine Ecken; die Menge der Ecken von
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P wird oft mit vert P bezeichnet. Die eindimensionalen Seiten eines Polytops P
sind seine Kanten, und die (dim P — 1)-dimensionalen Seiten heiBlen Facetten.
Sind x1,...,x; die Ecken des Polytops P und ist F' eine eigentliche Seite von P,
so gibt es eine Hyperebene H mit

F=HNP=conv(HN{xy,...,x1}).

Jede Seite von P ist also die konvexe Hiille einer Teilmenge der Eckenmenge,
daher ist F(P) endlich.

Ein Polytop war zunéchst definiert worden als die konvexe Hiille von endlich
vielen Punkten. Es kann auch dargestellt werden als Durchschnitt von endlich
vielen abgeschlossenen Halbrédumen.

2.3.3 Satz. Jedes Polytop ist der Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen
Halbrdumen.

Beweis. Sei P C E™ ein Polytop. Wir nehmen dim P = n an; daraus folgt der all-
gemeine Fall, weil Ebenen und Halbebenen als Durchschnitte von endlich vielen
abgeschlossenen Halbridumen dargestellt werden konnen. Seien Fi, ..., F} die Fa-
cetten von P; dann gilt F; = H;N P mit einer geeigneten Stiitzebene H; von P. Sei
H; der von H; berandete abgeschlossene Halbraum, der P enthélt (i = 1,..., k).
Wir behaupten, dass

P=H;Nn..NH, (2.2)

gilt. Die Inklusion P C H; N...N H, ist trivial. Sei x € E™\ P. Sei A die
Vereinigung der affinen Hiillen von x und irgend n — 1 Ecken von P. Wir wéahlen
einen Punkt y € (int P) \ A. Es gibt einen Punkt z € bd P N [z, y]; er liegt in
einer Stiitzebene an P und daher in einer Seite F' von P. Angenommen, es wére
dim F' =: 7 < n — 2. Nach dem Satz von Carathéodory liegt z in der konvexen
Hiille von j +1 < n — 1 Ecken von P und daher in A. Aber daraus folgt y € A,
ein Widerspruch. Damit ist gezeigt, dass F' eine Facette ist, also gilt F' = F; fiir
eini e {l,...,k}. Ausy € int P C int H; folgt x ¢ H, . Damit ist (2.2) gezeigt.

|

Sei P € K ein Polytop und F' eine Facette von P. Dann gilt ' = PN H,,
und P C H,, fiir geeignetes v und o. Wir konnen u € 571 annehmen; dann
heiit u duflerer Normaleneinheitsvektor der Facette F. Die dufleren Normalen-

einheitsvektoren der Facetten von P werden kurz als die Normalenvektoren von
P bezeichnet.

2.3.4 Korollar. Ist P € K} ein Polytop und sind uq, . .., u seine Normalenvek-
toren, so qilt
k
P=[(1H,,

sh(Pui)*
=1
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Insbesondere ist P durch die Zahlen h(P,uy), ..., h(P,uy) eindeutig bestimmt.

Bewezs. Ist F; die Facette von P mit Normalenvektor w;, so gilt F; = PNH,, p(pu;)-
Die Behauptung ergibt sich jetzt aus dem Beweis von 2.3.3. [

Im weiteren Verlauf ist es zweckméfig, Dualitdt konvexer Korper zu verwenden.
Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass der Polarkorper eines Polytops (mit 0

im Innern) wieder ein Polytop ist.

2.3.5 Satz. Sei uy,...,u, € E™\ {0}. Ist

k
P:=()H,,
i=1
beschrinkt, so ist
P* = conv {uy, ..., u}.

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass 0 € int P gilt, also kann P* gebildet werden.

Setze Q = conv{uq,...,u;}. Fir x € P gilt (z,u;) < 1, also u; € P* fiir
1=1,...,k Alsoist Q C P*.

Sei v € E™ \ . Dann gibt es eine Hyperebene H, ,, die  und v stark trennt.

Wir kénnen annehmen, dass (z,u;) < o fir i = 1,...,k und (z,v) > «a gilt. Da
P beschrénkt ist, gilt pos{uy,...,ux} = E™ (andernfalls hitte der abgeschlosse-
ne konvexe Kegel pos{uy,...,u} einen Randpunkt und damit eine Stiitzebene

durch 0, jeder ihrer &ufleren Normalenvektoren gehort zu P). Es gibt also eine
Darstellung

k k
0=> Xu; mit X\ >0, > A>0.
i=1 i=1
Das ergibt 0 < > Ao und daher a > 0, 0.B.d.A. kann o = 1 angenommen
werden. Damit gilt z € P und folglich v ¢ P*. Also ist Q = P*. |

2.3.6 Satz. Jeder nichtleere, beschrinkte Durchschnitt von endlich vielen abge-
schlossenen Halbrdumen ist ein Polytop.

Beweis. Sei P = ﬂle H, nichtleer und beschrankt, wobei H, ,...,H, C E"
abgeschlossene Halbraume sind. Wir kénnen dim P = n annehmen (andernfalls
ersetzen wir E™ durch aff P) und nach einer Translation dann 0 € int P. Damit
gilt 0 € int H;", und wir kénnen H; = H,_ ; annehmen. Nach Satz 2.3.5 is P* ein
Polytop, also nach Satz 2.3.3 ein Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen
Halbraumen (und es ist 0 € int P*). Nach derselben Schlussweise ist P** = P ein
Polytop. [
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Aus Satz 2.3.6 folgt insbesondere, dass der Durchschnitt von endlich vielen Poly-
topen ein Polytop ist und dass der Durchschnitt eines Polytops mit einer Ebene
ein Polytop ist.

Wir kénnen nun leicht weitere Informationen iiber die Seiten von Polytopen er-
halten.

2.3.7 Satz. Jede eigentliche Seite eines Polytops P ist enthalten in einer Facelte
von P.

Beweis. Wir konnen dim P = n annehmen. Im Beweis von Satz 2.3.3 wurde die
Existenz einer Darstellung

gezeigt, wo H; ein abgeschlossener Halbraum und £} := PN H; eine Facette von
Pist (i=1,...,k).

Wegen bd P  J¥_, (PN H;) ist jeder Randpunkt von P enthalten in einer Facette
F.

Nun sei F' eine eigentliche Seite von P. Wir wéhlen einen Punkt x € relint F'.
Dann gilt x € F; = PN H; furein j € {1,...,k}. Da = € relint F' gilt und H;
eine Stiitzebene an P ist, folgt /' C H; und damit F' C Fj. [

2.3.8 Korollar. Sei P ein Polytop, seien FI € F;(P) und F* € Fy(P) Seiten
von P mit F9 C F*. Dann gibt es Seiten F' € F;(P) (i =j+1,...,k — 1) mit
FicFittc...Cc FF1CFh

Beweis. Da F7 Stiitzmenge von P und damit von F* ist, ist F7 Seite von F*. Sei
0.B.d.A. F7 eine eigentliche Seite von F*. Dann ist F7 enthalten in einer Facette
F¥=1 von F* und nach Satz 2.1.1 ist F*~! Seite von P. Wiederholung dieses
Arguments ergibt die Behauptung. [

Fiir ein n-dimensionales Polytop P bezeichne f;(P) die Anzahl seiner i-
dimensionalen Seiten. Dabei wird auch P selbst als Seite mitgezahlt, es ist also
fu(P) = 1. Zwischen diesen Anzahlen besteht eine beriihmte Relation, die fiir
n = 3 auf Euler zuriickgeht und in héheren Dimensionen auch mit den Namen
Schléfli und Poincaré verkniipft wird.

2.3.9 Satz (Eulersche Relation). Fir jedes n-dimensionale Polytop P gilt

n

Y (=D)ifi(P) =1.

=0
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Beweis. Wir bezeichnen als ro-Polytop das relative Innere eines Polytops und
als ro-Polyeder jede disjunkte Vereinigung von endlich vielen ro-Polytopen. Nach
Satz 2.1.2 ist fiir jedes Polytop P das System {relint F' : F' € F(P)} eine disjunkte
Zerlegung von P, also ist auch P ein ro-Polyeder. Wir zéhlen auch die leere Menge
() zu den ro-Polyedern.

Wir zeigen zunéchst, dass es eine eindeutig bestimmte reelle Funktion y auf der
Menge der ro-Polyeder gibt, die folgende Eigenschaften hat:

(a) x(0) =0,
(b) Ist P ein Polytop, so gilt x(P) =1,
(c) Ist @ ein ro-Polytop, so gilt x(Q) = (_1)dimQ’

(d) Sind @y, ..., Qr paarweise disjunkte ro-Polytope, so gilt x(Q; U...UQy) =
X(Q1) + -+ x(Q)-

Die Eindeutigkeit einer solchen Funktion ist klar nach (d) und (c). Die Existenz
beweisen wir durch Induktion nach der Dimension, wobei wir mit dem nulldimen-
sionalen Raum {0} anfangen. In diesem Raum ist {0} das einzige Polytop und
das einzige ro-Polytop; die durch x(f) = 0 und x({0}) = 1 definierte Funktion
erfiillt also (a) — (d). Nun sei n > 1 und die Existenz von x bewiesen im reellen
affinen Raum der Dimension n — 1. Wir wéhlen v € E™ \ {0} und betrachten
die Hyperebenen H) := H, , fiir A € R. Ist @) ein Polytop (ro-Polytop), so ist
@ N H)y entweder leer oder ein Polytop (ro-Polytop). Fiir ein ro-Polyeder ) im
E™ definieren wir nun

X(Q) = Y@ Hy) ~ limx(@ N H,) 2.3
AER

wo x auf der rechten Seite die Funktion ist, deren Existenz nach Induktions-
annahme in (n — 1)-dimensionalen Rdumen schon gezeigt ist. Fiir Q # () gibt
es eine Darstellung Q) = @, U ... U @) mit paarweise disjunkten ro-Polytopen
@1, ..., Q. Es gibt daher Zahlen \; < \y < ... < \,, derart, dass jede Funkti-
on A — x(Q; N Hy) in jedem offenen Intervall (A, A,;1) konstant ist. Zusammen
mit der Induktionsannahme zeigt dies, dass die Grenzwerte in (2.3) existieren und
dass die Summe endlich ist. Die Funktion y ist also wohldefiniert. Unmittelbar aus
der Induktionsannahme ergibt sich, dass x die Eigenschaften (a) und (d) hat. Ist
@ ein Polytop, so ergibt die rechte Seite von (2.3) den Wert (1 —1)+(1—-0) =1,
falls @ nicht in einer Hyperebene H), liegt, und den Wert 1 — 0 = 1 im an-
deren Fall. Ist @ ein ro-Polytop, so ergibt die rechte Seite von (2.3) entweder
0— (=1)dm@=1 — (_1)dm@ oder (—1)4IM@ — () = (—1)4™mQ also gilt (c). Damit
ist die Induktion beendet und die Existenz von x gezeigt.

Ist nun P ein n-dimensionales Polytop in E"; so gilt x(P) = 1 nach (b). Ande-
rerseits ist P = (Jpcp(p relint F eine disjunkte Vereinigung, und (d) ergibt

X(P) = Z X (relint F).

FeF(P)
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Wegen (c) folgt nun die Behauptung. |
Nach den Seiten von Polytopen untersuchen wir nun ihre Normalenkegel.

2.3.10 Satz. Sei P C E™ ein n-dimensionales Polytop, seien Fi, ..., F} die
Facetten von P, und seiw; der duflere Normaleneinheitsvektor in F; (i =1,... k).
Fiir x € bd P gilt dann

N(P,x) =pos{u; : x € F;}.

Der Punkt x ist genau dann ein m-Kantenpunkt, wenn x € relint F' fiir eine
m-dimensionale Seite F' von P gilt.

Beweis. Sei x € bd P. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass z = 0 ist und dass

Fy, ..., F, genau die Facetten von P sind, die  enthalten. Dann gilt aft F; = H,, o
und PC H, 4 (i=1,...,7).

Sei nun u € pos{uy,...,u,} und 0.B.d.A. u # 0, also
i=1

Wegen (z,u;) =0 fiir i = 1,...,r ist (z,u) =0, und fiir y € P ist (y,u;) <0 fiir
i=1,...,r und daher (y,u) < 0. Somit ist H,o Stiitzebene an P, P C H,, und
x € Hy, folglich u € N(P, z).

Umgekehrt sei nun v € N(P,z). Wir kénnen annehmen, dass u ¢ pos{u;}, i =
1,...,r, gilt. Die Menge H,o, N P =: I ist eine Seite von P. Wegen = € F
und u ¢ pos{w;} ist F' keine Facette von P, also ist dim F' < n — 2. Da also
der zu F' orthogonale lineare Unterraum mindestens zweidimensional ist, gibt
es linear unabhéngige Vektoren v,w senkrecht zu F' mit v = v + w. Wegen
ext P\ ext F' C int H, o konnen v, w so gewéhlt werden, dass auch

ext P\ ext F' C (int H, ) N (int H,, ;)

gilt. Bei dieser Wahl gilt also v,w € N(P,z). Der Vektor w ist somit positive
Kombination von zwei linear unabhéngigen Vektoren des Kegels N (P, z); daher
ist pos{u} kein Extremstrahl von N(P,z). Hochstens pos{u;},...,pos{u,} sind
also Extremalstrahlen von N (P, z). Da der abgeschlossene konvexe Kegel N (P, x)
wegen dim P = n geradenfrei ist, wird er nach Satz 1.4.3 von seinen Extremstrah-
len aufgespannt, also ist u € pos {uy, ..., u.}.

Zum Nachweis der letzten Behauptung setzen wir G := (;_, F}; dann ist G eine
Seite von P. Wegen

G = H Naff G
ﬂ ( u;,0 )
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und © ¢ Hyo fir ¢ = r+1,...,k gilt © € relintG. Somit ist G die ein-
deutig bestimmte Seite von P, die z im relativen Inneren enthélt. Ist n — m

die Maximalzahl linear unabhéngiger Vektoren unter wq,...,u,, so ist einer-
seits dim N (P, z) = n — m, also x ein m-Kantenpunkt von P, und andererseits
dim G = m. |

Ist P ein n-Polytop, F' eine eigentliche Seite von P und z € relint F', so gilt nach
dem Vorstehenden und mit denselben Bezeichnungen

N(P,z) =pos{u; : F C F;}.

Dieser Normalenkegel héngt also nicht von der Wahl des Punktes x € relint F'
ab, und wir kénnen

N(P,F):= N(P,x)

definieren. Wir nennen N (P, F') den Normalenkegel von P bei F. Fiir eigentliche
Seiten F, G von P gilt offenbar

F c G N(P,F)> N(P,G). (2.4)

Auch die nachstehenden Aussagen iiber Seiten F' von P ergeben sich ohne Schwie-
rigkeiten: Es ist
dim N(P, F) =n — dim F. (2.5)

Fir v € E™\ {0} gilt
F=F(Pv) & wverelint N(P, F). (2.6)

Es ist
N(P,F)= () N(Px)
reext F

Nun gehen wir auf die Seiten dualer Polytope ein. Sei P C E™ ein Polytop mit
0 € int P. Wir wissen bereits, dass der durch

P ={ueE": (u,y) <1 firalley € P}

definierte duale Korper ebenfalls ein Polytop ist. Fiir eine eigentliche Seite F' von
P definieren wir

F={ue P :(uy)=1firalley € F}.

Man beachte, dass F' nicht nur von F , sondern auch von P abhéngt, obwohl das
in der Bezeichnung nicht zum Ausdruck kommt.

2.3.11 Satz. Sei P ein Polytop mit 0 € int P, seien F und G eigentliche Seiten
von P. Dann gilt:
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Beweis. (a) Fiir y € bd P ist H,; Stiitzebene von P* (z.B. nach Satz 1.7.6), also
ist P* N H,, eine Seite von P*. Wegen

F=()(P NH,,)

yeFr

ist also F' Seite von P*.

(b) Fir y € F gilt y € P = P und (u,y) = 1 fiir alle u € F, also y € (F).
Somit gilt F' C (F).

Sei F = PN H,; (0.B.d.A.), dann ist u € F.

A~

Fir z € (F) gilt z € P** = P und (z,v) = 1 fiir alle v € F, insbesondere

A~

(z,u) =1, also z € F. Somit gilt (F') C F.

(c) Gelte F € G. Sei u € G, also u € P* und (u,y) = 1 fiir alle y € G. Dann ist
auch (u,y) =1 fiir alle y € F, also v € F. Somit gilt G C F.

(d) Gilt FO c F' C ... C F" ! mit F? € F;(P), so folgt mit (c)
N Il el 2
Hier sind (z.B. wegen (b)) alle Inklusionen strikt; daraus folgt die Behauptung.

(e) Sei u € N(P, F)\ {0}. Wihle = € relint F.. Die Hyperebene H,; mit v :=
h(P,u)"u ist Stiitzebene an P mit x € P N H,;. Wegen = € relint F' folgt
F C H,;. Wegen (y,v) <1firalley € Pund (y,v) =1fliralley € Fistv e F,
also u € pos F.

Die Schliisse lassen sich umkehren. [ |

Mit Satz 2.3.11 lasst sich leicht eine Verallgemeinerung der Eulerschen Relation
zeigen. Sei P ein Polytop und G eine eigentliche Seite von P. Wir kénnen 0.B.d.A.
dim P = n und 0 € int P annehmen. Dann ist

D e O L S O e D DG VA

GCFCP GCF#P Fcd



68 KAPITEL 2. RANDSTRUKTUR UND POLYTOPE

Mit Anwendung der Eulerschen Relation auf G folgt also

> (=pimf=o.

GCFcCP

Wir wissen bereits aus Abschnitt 1.8, dass ein konvexer Korper durch Polytope
beliebig genau approximiert werden kann. Wir wollen diese fast triviale Aussage
nun fiir spiatere Anwendungen wesentlich verschérfen, indem wir zeigen, dass
mehrere konvexe Korper simultan durch Polytope approximiert werden koénnen,
die in einem zu prézisierenden Sinn von dhnlicher Struktur sind. Das erfordert
einige Vorbereitungen.

Zwei Polytope Py, P, C E™ heiflen stark isomorph, wenn
dim F(Py,u) = dim F(Py,u) fiir alle w € ™!
gilt. Offensichtlich ist das eine Aquivalenzrelation.

2.3.12 Hilfssatz. Sind Py, P, stark isomorphe Polytope, so sind fiir jedes u €
S"=1 die Stiitzmengen F(Py,u) und F(Py,u) stark isomorph.

Beweis. Sei u € S™! gegeben, sei v € S"71. Setze F(F(P;,u),v) =: F! (i =1,2).
Wir kénnen 0 € F| N F) annehmen. Im Beweis von Satz 2.3.1 wurde gezeigt,
dass fiir geniigend grofies  die Hyperebene H,, 1, das Polytop P; stiitzt und
dass F] = F(P;,nu + v) ist. Da P, und P, stark isomorph sind, erhalten wir
dim F| = dim F} und damit die Behauptung. |

2.3.13 Hilfssatz. Die Polytope Py, P, € K" sind genau dann stark isomorph,
wenn
{N(P,z):x€ext P} = {N(P,z): 2 € ext P} (2.7)

qgilt.

Beweis. Zunéchst seien P, und P stark isomorph. Sei x € ext P;. Wir wéhlen
u € int N(Pj,z) und y € F(Py,u), dann gilt dim F(Py,u) = dim F(Py,u) =
dim{z} =0, also y € ext P,. Sei v € N(P;,z) und A € [0, 1); dann gilt

vy = (1—=XNu+ I €int N(Py,z)

und daher wie oben dim F'(Py,vy) = 0, also F(Py,v)) = {y,} fiir ein y, € ext Ps.
Dann muss vy, € int N(Ps,y,) sein. Da dies fiir alle A € [0, 1) gilt, folgt yy = v.
Also ist v € N(Py,y), womit N(P;,z) C N(P,y) gezeigt ist. Da = € ext P,
beliebig war und die Rollen von P; und P, vertauscht werden konnen, folgt
N(Py,x) = N(Ps,y). Daraus folgt (2.7).
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Umgekehrt sei jetzt (2.7) erfiillt. Sei u € S"~'. Wir wiihlen eine Ecke z; €
F(P;,u). Es gibt eine Ecke x5 von P, mit N(Py,x2) = N(P;,z1). Der Vektor u
liegt im relativen Inneren einer Seite von N (P;, z;) der Dimension n—dim F(P;, u)
(wie aus (2.5) und (2.6) folgt), also ist dim F'(Py, u) = dim F'(P,, u). Da u beliebig
war, sind P; und P, stark isomorph. [

Wir wollen den Begriff | stark isomorph® erldutern. Seien P; und P; stark isomor-
phe Polytope. Sei I eine eigentliche Seite von P;. Der Normalenkegel N (P, F)
ist Seite eines Normalenkegels N (P, x) fiir eine geeignete Ecke z von F. Nach
Hilfssatz 2.3.13 ist N(Py, F) Seite von N(Ps,y) fiir eine geeignete Ecke y von Py
und daher der Normalenkegel einer eindeutig bestimmten Seite von P, die wir
mit p(F') bezeichnen. Wenn wir ¢ noch auf uneigentliche Seiten fortsetzen, ist
damit eine bijektive Abbildung ¢ : F(P;) — F(FP») erklart, und es folgt aus (2.4),
dass diese Abbildung Inklusionen erhélt. Eine derartige Abbildung zwischen den
Seitenmengen von zwei Polytopen nennt man einen kombinatorischen Isomorphis-
mus. Zwei stark isomorphe Polytope sind also kombinatorisch isomorph, aber in
sehr spezieller Weise, insofern als entsprechende Seiten dieselben Normalenkegel

haben.

Ein n-dimensionales Polytop (kurz n-Polytop) P heifit einfach, wenn jede Ecke
von P in genau n Facetten von P enthalten ist.

2.3.14 Hilfssatz. Sei P ein einfaches n-Polytop mit Normalenvektoren
Uy, ..., ug. Dann gibt es eine Zahl B > 0 derart, dass jedes Polytop der Form

k
P = H,y ppuyia, (2.8)
i=1
mit |o;| < B einfach und stark isomorph zu P ist.

Beweis. Wir kénnen ein p > 0 wéhlen, so dass die Kugeln B(x,p), z € ext P,
paarweise disjunkt sind und jede Kugel B(z,p) nur diejenigen Facetten von P
trifft, die x enthalten. Sodann konnen wir eine Zahl 3 > 0 mit folgender Ei-
genschaft wahlen: Ist x eine Ecke von P und sind etwa wuq,...,u, die duleren
Normalenvektoren der Facetten von P, die x enthalten, so liegt fiir |o;| < 3 der
Schnittpunkt der Hyperebenen

H“ivh(P»Ui)Jraw 1= 1, Lo, n,
in B(z,p), und es gilt
Hyj n(pPuj)ta; N Blx, p) =0 fiir j ¢ {1,....n}.

Wird dann P’ durch (2.8) definiert mit |o;| < 3, so hat P’ in jeder der Kugeln
B(x,p), © € ext P, eine Ecke 2’ mit N(P’,2’) = N(P,x). Daraus folgt, dass P’
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keine weiteren Ecken haben kann, einfach ist und wegen Hilfssatz 2.3.13 stark
isomorph zu P ist. |

2.3.15 Hilfssatz. Sei P ein n-Polytop mit Normalenvektoren uy, ..., ux. Dann
gibt es zu jeder Zahl B > 0 Zahlen ay, ..., a mit |a;| < G und folgender Eigen-
schaft: Das Polytop

k
;L -
Phi= m Huivh(qui)""ai
=1

st ein einfaches n-Polytop mit Normalenvektoren uq,...,ur und derart, dass
jeder Normalenkegel einer Ecke von P enthalten ist in einem Normalenkegel von
P.

Beweis. Wir wihlen Kugeln B(z,p), © € ext P, wie im Beweis von Hilfssatz
2.3.14. Sind |au], .. ., |ay| hinreichend klein, so ist P’ ein n-Polytop mit Norma-
lenvektoren wuq, ..., u;, und derart, dass jede Ecke 2’/ von P’ enthalten ist in einer
Kugel B(z,p). Nach Satz 2.3.10 ist N(P’,z') die positive Hiille von Normalen-
vektoren von Facetten von P, die = enthalten, daher gilt N(P',2') C N(P, z).
Indem man die «; rekursiv geeignet wéhlt, kann man offenbar erreichen, dass das
Polytop P’ einfach wird. [

Nun konnen wir das angekiindigte Resultat {iber die simultane Approximation
konvexer Korper durch stark isomorphe Polytope beweisen.

2.3.16 Satz. Seien Ki,...,K,, € K" konvexe Korper. Zu jedem ¢ > 0 gibt
es einfache, stark isomorphe Polytope Py, ..., P, € K" mit 6(K;, P;) < € fir
1=1,...,m.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Nach Satz 1.8.13 gibt es Polytope Q1,...,Q,, € "
mit §(K;, Q) < e/2 firi=1,...,m. Setze P := Q1+ ...+ @Q,,. Dann ist P ein
Polytop; seien uq, . . ., uy seine Normalenvektoren. Ausgehend von P, konstruieren
wir P’ wie in Hilfssatz 2.3.15 und setzen P; := Q; + «aP’, wobei a > 0 so klein sei,
dass 0(P;, ;) < €/2 und daher §(K;, P;) < e fiir i = 1,...,m gilt. Sei = eine Ecke
eines Polytops P;. Dann gilt x = ¢ + ap mit geeigneten ¢ € ext Q und p € ext P’.
Nach Satz 2.2.1 gilt
N(P, 2) = N(Quq) N N(P',p).

Nach der Konstruktion von P’ ist der Normalenkegel N(P’, p) enthalten in einem
Normalenkegel von P, und nach Satz 2.2.1 ist der letztere enthalten in einem
Normalenkegel von Q;; dies kann nur N(Q;, q) sein, weil N(Q;,q) N N(P’,p) von
der Dimension n ist. Also gilt N(P;,z) = N(P’,p). Da z eine beliebige Ecke
von P; war, schlieen wir aus Hilfssatz 2.3.13, dass P; stark isomorph zu P’ ist.
Hieraus folgt auch, dass P; einfach ist. [



Kapitel 3

Funktionale und
Extremalprobleme

Nachdem die wesentlichen Grundlagen der Konvexgeometrie nun gelegt sind, wol-
len wir Funktionale konvexer Korper behandeln, wie Volumen und Oberfléche,
und die Ungleichungen, die zwischen ihnen bestehen. Insbesondere soll so die so-
genannte isoperimetrische Ungleichung, derzufolge unter allen konvexen Korpern
gegebenen Volumens genau die Kugeln kleinste Oberflache haben, in eine allge-
meine Theorie eingebettet werden, die viele andere Anwendungen gestattet.

Ein einfaches Grundprinzip, aus dem sich eine interessante Theorie ergibt, ist die
Verkniipfung von zwei elementaren Begriffen, dem Volumen und der Minkowski-
schen Addition. Das Verhalten des Volumens bei der Addition oder Linearkom-
bination konvexer Korper zeigt einige wichtige Gesetzméifigkeiten. Sie sollen in
den folgenden Abschnitten studiert werden.

3.1 Der Satz von Brunn-Minkowski

Um das Verhalten des Volumens bei der Addition von zwei konvexen Korpern
zu untersuchen, betrachten wir zunéchst einen sehr speziellen Fall. Zwei konvexe
Korper Ky, K; heilen homothetisch, wenn einer von ihnen aus dem anderen durch
Streckung mit einem nichtnegativen Faktor und Translation hervorgeht. Seien
Ky, K1 homothetisch, etwa Ky = AK, K1 = pK + t mit einem konvexen Korper
K und A\, > 0. Dann ist Ko+ Ky = (A4 p) K + ¢, fiir das Volumen V,, gilt also

V(Ko + K1) = Vo(A+ ) K +1) = (A + p)" Vo (K)

und daher
Vi (Ko + K )™ =V, (Ko)Y/™ + Vi, (K)Y™ (3.1)

71
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Wegen der Homogenitidt des Volumens vom Grad n, also V,,(AK) = A"V, (K),
ist es sinnvoll, die n-te Wurzel des Volumens zu betrachten, und sie verhélt sich
nach (3.1) bei homothetischen Korpern additiv. Der Satz von Brunn-Minkowski
beschreibt, was anstelle von (3.1) bei beliebigen konvexen Korpern Ky, K; gilt.
Dies ist die Ungleichung

V(Ko + K)Y™ > Vi, (Ko) Y™ 4V, (Kp)Y™ (3.2)

Diese Brunn-Minkowskische Ungleichung wird oft fiir die verbindende Korper-
schar {(1 — X\) Ky + AK; : 0 < A < 1} formuliert. Mit A € [0, 1] folgt aus (3.2)

V(1 = N Ky + AK)Y™ > (1= NV, (Ko)Y™ + AV, (K)Y™.

In dieser Form wollen wir die Ungleichung beweisen.

3.1.1 Satz (Brunn-Minkowski). Fiir konvexe Kérper Ko, K1 € K™ und fiir 0 <
A <1 gilt

V(1 = A Ko 4+ AK)Y™ > (1 = NV, (Ko)Y™ + AV, (K)V/™. (3.3)

Gleichheit fir ein X\ € (0,1) gilt genau dann, wenn entweder Ko und K; in
parallelen Hyperebenen liegen oder homothetisch sind.

Beweis. Wir setzen K, := (1 — \) Ky + AK; fiir 0 < A < 1. Liegen K, und
K in parallelen Hyperebenen, so liegt auch K in einer Hyperebene, also gilt
Vo(Ky) = 0 fiir 0 < XA < 1. Es gilt also Gleichheit in (3.3). Trivialerweise gilt
auch Gleichheit, wenn Ky und K; homothetisch sind.

Zunéchst nehmen wir nun dim Ky < n und dim K; < n an. Dann gilt (3.3)
trivialerweise, da die rechte Seite verschwindet. Gilt Gleichheit fiir ein A € (0, 1),
so ist V,,(K,) = 0, also liegt K in einer Hyperebene. Dann liegen K, und K; in
parallelen Hyperebenen.

Gelte nun etwa dim Ky < n und dim K; = n. Dann gilt K\ D (1 — )z + AK; fiir
beliebiges x € K, also

VoK) > V(1 — Nz + MKy ) = A"V, (K),

mit Gleichheit genau dann, wenn Ky = {z} ist. In diesem Fall sind K, und K,
nach Definition homothetisch.

Von jetzt an konnen wir also dim Ky = n und dim K; = n voraussetzen. Ferner
konnen wir V,,(Ky) = V,(K;) = 1 annehmen. Ist ndmlich (3.3) fiir diesen Fall
bewiesen und sind dann Ky und K beliebige n-dimensionale konvexe Korper, so
setzen wir

K, = Vo(K) VK, fiir i = 0, 1,

- AV, (K, )Y
(1 = NV (Ko)V™ + AV, (Kyp)Vn
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Aus V,,((1 = X)) Ky + AK;)Y™ > 1 folgt dann (3.3); die Aussagen iiber den Gleich-
heitsfall {ibertragen sich ebenso.

Satz 3.1.1 wird nun durch Induktion nach der Dimension bewiesen. Der Fall n = 1
ist trivial; wir nehmen daher an, dass n > 2 ist und der Satz in der Dimension
n — 1 schon bewiesen ist. Wir wihlen einen Vektor v € S™! und schreiben

H,,=: H(a), H,,=: H (a),

ay = —h(K,, —u), B = h(Ky, u).

Dann gilt
Oé,\:(l—)\)Oéo—F)\Odl, ﬁ)\: (1—)\)ﬁ0+)\61

Fiir ( € R und ¢ = 0, 1 definieren wir
vi(¢) = V(KN H(CQ)),
wi(¢) = Vu(KiN H(C)),
so dass also nach dem Satz von Fubini

¢

wi(C) = / uilt) di

a;

gilt. Auf (o, ;) ist die Funktion v; stetig, denn nach Satz 1.8.8 gilt K;NH({;) —
K, NH(C) fir ¢; — ¢ € (a;, 5;); man kann dann in geeigneter Form Satz 1.8.16
anwenden. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass
die Funktion w; differenzierbar ist und dass

wi(¢) =v;(¢) >0 fir o < ¢ < B

gilt. Sei z; die Umkehrfunktion von w;. Es ist also z;(7) dadurch charakterisiert,
dass der Abschnitt K; N H~(z;(7)) das Volumen 7 hat. Es gilt

2(T) = ———— fir 0 <7 < 1.

Schreiben wir
]{?1(7) = KZHH(Zl(T))a iZO,l,
(1) = (1= N)zo(7) + Az (7),

so gilt
KxN H(z(1)) D (1 = Nko(7) + Mk (7).
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Es folgt

\Y

/ Vo 1 ((1 = Mo(7) + Moy (7)) vol(z;(i)) + = (2(7)) ir.

Setzen wir zur Abkiirzung v;(z;(7)) = v; (i = 0, 1), so ist nach Induktionsannahme
Vi1 (1= AN)ko(7) + )xkl(T))l/("*l) > (1 - )\)Ué/(nfl) i )\Ui/(nﬂ).

Nun gilt allgemein fiir 0 < A < 1 und p, v,p > 0 die Ungleichung

(1= A2 + MP) P (% + %) > 1. (3.4)

Sie ergibt sich aus der Konkavitét der log-Funktion:

log | ((1 = \)p? + MP)H? <ﬂ + 5)]

L v

1 1 —
= —log ((1 = A" + \v?) + log <—A + 5)

p 7] v

1 1 1
> —((1 = X)logp? + Alogv?) 4+ (1 — X) log — + Alog —

b i v
=0.

Daraus folgt (3.4). Das Gleichheitszeichen gilt offenbar genau fiir p = v.

Damit erhalten wir nun

1

_ Ll [I=A A
Va(Ky) > / (1= 2)e/ ™ 4 d}/ 0] [—UO +U—1} dr

0

1
/1d7‘—1.
0

v
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Die behauptete Ungleichung gilt also auch in der Dimension n und ist damit
allgemein bewiesen.

Nun nehmen wir an, fiir ein A € (0, 1) gelte in (3.3) das Gleichheitszeichen. Nach
der obigen Herleitung muss dann vy = vy sein, wegen z;(7) = 1/v;(z;(7)) also

21(7) — 20(T) = const. (3.5)

Wir verschieben Ky und K; so, dass beide Kérper ihren Schwerpunkt im Null-
punkt haben. Dann ist (dy = d\,(y) bezeichnet Integration nach dem Lebesgue-

MaB)
Bi 1

0= [twady= [ Vs HOK A = [ alr) i

Die Konstante in (3.5) ist daher Null. Aus zy(1) = 2 (1) folgt Fy = i, also
h(Ko,u) = h(K;,u). Da u hier beliebig gewéhlt werden kann, folgt Ky = K;.

Man kann den Satz von Brunn-Minkowski auch folgendermaflen formulieren:

Folgerung. Die durch
FO) = V(1= N Ko+ AK)Y™ X eo,1],

definierte Funktion f ist konkav. Sie ist genau dann linear, wenn Ky und Ky in
parallelen Hyperebenen liegen oder homothetisch sind.

Dies ergibt sich aus (3.3) in der folgenden Weise. Wir setzen wieder
Kyi=(1-NKo+AK; fir0<A<1.
Fiir 0,7 € [0,1] und X € [0,1] gilt dann
(1=NK, +\K; = (1—a)Ky+ oKk,

mit & = (1 — A\)o + Ar. Aus Satz 3.1.1, angewandt auf die Kérper K, und K,
folgt also

F(1=XNo 4+ A7) = fla) = Vu((1 — a) Ky + oK)V
= V(1 = N K, + MK,V

> (1= VoK) + AV, (K,)"

= (L= f(o) +Af(7).

Die Brunn-Minkowskische Ungleichung kann in den folgenden dquivalenten For-
mulierungen ausgedriickt werden.
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(a) V Ko, K1 € K™ V(Ko + K1)Y™ > Vi, (Ko)Y™ + Vi (K1) V™
(b) V Ko, K1 €K™ V5,6 >0: Vy(sKo+ tK)Y™ > sV, (Ko) /™ + £V, (K) V™.

(c)V Ko, Ky € K" VY A€[0,1]: Vo(Ko) = Vy(Ky) =1
= V(1= N Kq + AKy) > 1.

(d)V Ko, K1 € K" VA€ [0,1] 1 Vo((1 = N)Ko + K1) > min{V,(Ko), Vo (K1)}

Aus (a) folgt (b) wegen der Homogenitidt des Volumens, und aus (b) folgen (c)
und (d) trivialerweise. Dass aus (c) wieder (a) folgt, wurde fiir V,,(K;) > 0 im
Beweis von Satz 3.1.1 gezeigt; daraus folgt es allgemein. Aus (d) folgt sofort (c).

Wir wollen nun bereits auf einige Folgerungen aus der Brunn-Minkowskischen
Ungleichung eingehen, obwohl das spéter in systematischerer Weise geschieht. Zu
den verbliiffendsten geometrischen Anwendungen der Brunn-Minkowskischen Un-
gleichung gehort die isoperimetrische Ungleichung. Sie besagt (bei Beschriankung
auf konvexe Korper), dass unter allen konvexen Korpern gegebenen Volumens
die Kugeln die kleinste Oberflache haben. Die Oberfldche eines konvexen Kérpers
K € K" kann definiert werden durch

S(K) = lim Va(K + eB") = Va(K)

€l0 €

(3.6)

Dass dieser Grenzwert existiert, wird im néchsten Abschnitt in allgemeinerer
Form gezeigt. Im Moment wollen wir nur bemerken, dass die Definition (3.6)
anschaulich sehr plausibel ist und dass die so definierte Oberflache fiir konvexe
Korper zusammenfillt mit anderen geldufigen Oberflichenbegriffen (differential-
geometrischer Flacheninhalt von 0K, falls 0K eine glatte Hyperflache ist, (n—1)-
dimensionales Hausdorff-Mafl von 0K, bei geeigneter Normierung).

Die isoperimetrische Ungleichung kann jetzt in der Form

S(K)\™ _ [ Vu(K)\'/"
() \™ [ ValK) .
S(B") Va(B")
geschrieben werden. Sie ergibt sich sofort aus der Ungleichung von Brunn-
Minkowski:

V(K + €eB") — V,(K)

S(K) = leil%l -
_ (Va(K)Ym + eV (BMY™)" — V,(K)
=W 6

= nV(K)"" V,(B")Y",
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Wegen S(B™) = nV,,(B"™) ergibt das genau die Ungleichung (3.7).

Bei dieser sehr einfachen Herleitung erhélt man allerdings keinen Aufschluss
dariiber, dass das Gleichheitszeichen in (3.7) nur dann gilt, wenn K eine Ku-
gel ist. Die folgende Variante des Beweises liefert auch diese Information.

In (3.6) setzen wir € = t/(1 — t) und erhalten

Vo((L=t)K +tB") — (1 — )"V, (K)

S(K) = lim

t10 t(1—¢)nt

~ lim Vo((1=t)K +tB") — V,(K) Jim (1—(1—=t)")Vu(K)
10 t 10 t

_ ltifgl V(1 —t)K —|—ttB ) — Vo(K) +Vi(K).

Fir die durch
f@) =V, (1 =t)K +tB™)Y/" fiir 0 <t <1

definierte Funktion erhalt man damit

_ 1/nS(K) — Vi (K)

f’(o) Vn(K)(”fl)/”

Nach dem Satz von Brunn-Minkowski ist f eine konkave Funktion, daher ist

f1(0) = f(1) = £(0).
Das ergibt wieder die Ungleichung

—1

S(K) > nV,(K)™ V,(B")Y"
Gilt hier das Gleichheitszeichen, so ist f'(0) = f(1) — f(0). Da f konkav ist, muss

dann
T _ pay - (o)

fir 0 < t < 1 gelten. Dies bedeutet gerade Gleichheit in der Brunn-
Minkowskischen Ungleichung

V(1 = t)K +tB")Y" > (1 — )V, (K)Y™ + tV,,(B")Y/™.

Dann sind aber K und B™ homothetisch, d.h. K ist eine Kugel.

Als weiteres Anwendungsbeispiel behandeln wir die Frage, welche konvexen
Korper gegebenen Durchmessers das grofite Volumen haben. Allgemein bezeich-
net man Probleme dieser Art, bei denen ein Funktional konstant gehalten und
ein anderes zum Extremum gemacht werden soll, als isoperimetrische Probleme.
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Es ist nicht trivial, dass ein solches isoperimetrisches Problem iiberhaupt eine
Losung besitzt. Wir wollen daher fiir unser Problem zuerst die Existenz von
Losungen zeigen. Bei solchen Existenzaussagen ist der Auswahlsatz von Blasch-
ke ein grundlegendes Hilfmittel, und die im folgenden benutzte SchluBlweise ist
typisch.

Zunichst iiberlegen wir uns, dass wir nur eine geeignete beschrinkte Menge kon-
vexer Korper zur Konkurrenz zulassen miissen. Da Durchmesser D und Volumen
V,, homogen sind (vom Grad 1 bzw. n, d.h. fir A > 0 gilt D(AK) = AD(K) und
Vo(AK) = A"V, (K)), brauchen wir nur konvexe Korper vom Durchmesser der
Einheitskugel, also 2, zu betrachten. Da Durchmesser und Volumen translations-
invariant sind, brauchen wir nur Kérper K mit 0 € K zu betrachten. Mit *
bezeichnen wir die Menge der Korper K € K" mit 0 € K und D(K) = 2. Es
geniigt also der Nachweis, dafl in K* ein Kérper maximalen Volumens existiert.
Dazu setzen wir

a:=sup{V,(K): K € K*}.

Da alle Korper aus K£* in einer festen Kugel liegen, ist o < oo. Es gibt eine Folge
(K;)ien in K* mit V,(K;) — « fiir i — oo. Nach dem Auswahlsatz von Blaschke
(Satz 1.8.6) besitzt diese Folge eine konvergente Teilfolge, 0.B.d.A. sei dies die
Folge (K;)ien selbst, und Kj sei ihr Grenzkorper. Der Durchmesser ist stetig. Es
ist also D(Ky) = 2, und es ist klar, dafl 0 € K gilt. Also ist K, € K*. Wegen der
Stetigkeit des Volumens (Satz 1.8.16) ist V,,(Ky) = lim; . V,,(K;) = «. Damit
ist die Existenz von konvexen Koérpern gezeigt, die Durchmesser 2 und dabei
maximales Volumen haben.

Nun zeigen wir, dafl K, eine Kugel ist. Angenommen, das wére falsch. Dann gibt
es eine Hyperebene H derart, dafl K, keine zu H parallele Symmetrieebene hat.
(Es ist némlich leicht zu zeigen, dafl ein konvexer Korper, der zu jeder Hyperebene
eine dazu parallele Symmetrieebene besitzt, eine Kugel sein muB.) Sei K; das
Spiegelbild von Ky an der Hyperebene H. Der Durchmesser des Korpers %Ko +
%K 1 ist <2. Nach dem Satz von Brunn-Minkowski gilt fiir sein Volumen

1 1\ 1 i, 1 n
Va (§K0 + §K1) > §Vn<KO) + §Vn(Kl) ;
also Vn(%Ko + %K 1) > «. Nach Definition von o muf hier das Gleichheitszeichen
stehen. Nach dem Satz von Brunn-Minkowski sind dann Ky und K; homothetisch
(da sicher @ > 0 ist und die Korper daher nicht in parallelen Hyperebenen liegen),
wegen V,,(Ky) = V,,(K;) also Translate voneinander. Das bedeutet aber, dafl K
eine zu H parallele Symmetrieebene besitzt, ein Widerspruch. Somit ist K eine
Kugel. Unter allen konvexen Kérpern gegebenen Durchmessers haben also genau
die Kugeln das grofite Volumen. Diese Aussage 148t sich in Form der Ungleichung

n

D) > 2V (K),

Kp
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mit Gleichheit genau fiir Kugeln, ausdriicken (isodiametrische Ungleichung).

Wir kehren zuriick zur Brunn-Minkowskischen Ungleichung und schlieffen einige
Bemerkungen {iber ihre Verallgemeinerungsfihigkeit an. Fiir die Giiltigkeit der
Brunn-Minkowskischen Ungleichung spielt die Konvexitét der beteiligten Mengen
keine Rolle. In der Tat gilt die Ungleichung

V(A + B)Y" > V,(A)Y™ + V,(B)Y", (3.8)

wenn V,, das Lebesgue-Mafl bezeichnet und wenn A, B und A 4+ B beschrénkte,
Lebesgue-messbare Mengen sind (sogar das ldsst sich noch verallgemeinern). Der
oben fiir konvexe Korper gegebene Beweis hat den Vorteil, dass er fiir diesen Fall
eine vollstdndige Diskussion des Gleichheitsfalles gestattet. Die Gleichheitsdis-
kussion ist fiir allgemeinere Mengen schwieriger; die Brunn-Minkowskische Un-
gleichung selbst hingegen ldsst sich fiir geeignete Klassen nichtkonvexer Mengen
recht einfach beweisen. Wir wollen hier voriibergehend den Bereich der Konve-
xitédt verlassen und einen derartigen Beweis geben, weil die Brunn-Minkowskische
Ungleichung in Geometrie und Analysis eine gewisse Bedeutung hat.

Wir zeigen die Ungleichung (3.8) fiir Elementarmengen. Unter einer Elemen-
tarmenge verstehen wir eine Vereinigung von endlich vielen (achsenparallelen)
Quadern, die paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben. Dabei ist ein
Quaderim E™ (mit einer gegebenen orthonormierten Basis) eine Menge der Form

{(51,...,§n)€E”:ai§§i§bi furzzl,,n}

mit a; < b; (i=1,...,n).
Zuerst seien A, B zwei Quader mit Kantenlingen a; bzw. b; (¢ =1,...,n). Dann
gilt

Va(A) = [ VaB) =[]0 Va(A+ B) =]](ai + bs).

i=1 i=1 =1

Nun gilt

n 1/n n 1/n n n
a; bl 1 a; 1 bz

=1 =1 2

wobei die Ungleichung fiir das arithmetische und geometrische Mittel benutzt
wurde (die sich aus der Konkavitét der Logarithmus-Funktion ergibt). Das liefert
(3.8) fiir Quader.

Jetzt beweist man die Ungleichung fiir Elementarmengen A, B durch Induktion
nach der Anzahl k£ der Quader, die zur Darstellung von A und B insgesamt
benotigt werden. Sei k& > 3, und sei (3.8) schon bewiesen fiir Elementarmengen,
die zur Darstellung insgesamt weniger als & Quader bendtigen. Nach passender
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Verschiebung von A gibt es eine Koordinatenhyperebene H durch 0, die zwei
Quader von A trennt. Seien Ht, H~ die von H berandeten abgeschlossenen
Halbraume. Sei A, (bzw. A_) die Vereinigung der Durchschnitte der Quader von
A mit H* (bzw. H™). Analog seien B, und B_ definiert. Nach Verschiebung der
Menge B kann angenommen werden, dass

Vn(A-i-) o Vn(B-i-) also auch Vn(A—) _ Vn(B—)

V.(A) V(B VD)~ Vu(B) (39)

ist. Es gilt
A, +B,CH", A_+B_CH".
Die zur Darstellung von A, und By (A_ und B_) insgesamt benétigte Anzahl von

Quadern ist kleiner als k. Daher kann man die Induktionsannahme verwenden.
Zusammen mit (3.9) ergibt das

Va(A+B) > Vi(As+ By) + Va(A_ + BL)
> (ValA)r + Va(B)Y") o+ (VA" + V(B

= w0 (e )+ (1 i)

Dies beendet den Induktionsbeweis.

Das Resultat fiir Elementarmengen geniigt, um mit Kenntnissen aus der Mafitheo-
rie die Ungleichung (3.8) fiir beschriankte, Lebesgue-messbare Mengen A, B, A+ B
zu beweisen. Die Diskussion des Gleichheitszeichens ist allerdings schwieriger.

Die Brunn-Minkowskische Ungleichung fiir beschrankte messbare Mengen kann
auch aus einer allgemeineren analytischen Ungleichung hergeleitet werden. Auch
das soll hier erlautert werden, da dieser Zusammenhang und Verallgemeinerun-
gen der analytischen Ungleichung in jiingster Zeit besondere Bedeutung erlangt
haben. Diese analytische Ungleichung sieht zunéchst etwas merkwiirdig aus:

3.1.2 Satz (Prékopa-Leindler-Ungleichung). Sei 0 < A < 1, seien f, g, h nicht-
negative integrierbare Funktionen auf E™ mit

h((L =Nz + Xy) > f(z)' Pgy)  fir z,y e B
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Dann gilt
A A

/ h(z)dx > / f(z)dz i / g(z)dz | . (3.10)

En En

Die Prékopa-Leindler-Ungleichung erinnert an die Holdersche Ungleichung. Diese
besagt in einem Spezialfall, dass fiir die durch

h(z) = f(z)"g(2)*

definierte Funktion h die Ungleichung

/ hz) do < / (@) da - / o(x) da

E™n En

A

gilt. Die Prékopa-Leindler-Ungleichung geht also in die andere Richtung, was
natiirlich nur unter starken Voraussetzungen moglich sein kann.

Vor dem Beweis der Prékopa-Leindler-Ungleichung soll gezeigt werden, wie
hieraus die Brunn-Minkowskische Ungleichung folgt. Sei 0 < A < 1, seien
A,B C E™ beschrinkte messbare Mengen derart, dass auch (1 — A\)A + AB
messbar ist. Setze f = 14, g = 1p und h = 1_y\asap (Wo 1 die charakteri-
stische Funktion bezeichnet). Fiir z,y € E™ gilt

f@) gy >0 rc ANyeEB
= 1=Nz+dye(l-NA+AB<h((1—-Nz+Ay) =1.
Es folgt
h((1 =Nz +Ay) = f2)' g(y)*
fiir x,y € E™, nach der Prékopa-Leindler-Ungleichung also

V(1 = NA+AB) >V, (A, (B)*

und damit
Vo((1=XN)A+ AB) > min{V,,(A), V,(B)}.

Aus der Giiltigkeit dieser Ungleichung fiir alle A € (0,1) folgt, wie frither be-
merkt, die Brunn-Minkowskische Ungleichung; dabei wurde die Konvexitéit nicht
benutzt.

Beweis von Satz 3.1.2. Es geniigt, die Ungleichung fiir stetige, positive, integrier-
bare Funktionen zu beweisen; mit Kenntnissen aus der Integrationstheorie folgt
sie daraus allgemein.
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Wir beweisen die Ungleichung (3.10) durch Induktion nach der Dimension.
Zunéchst sei n = 1. Setze

/f(a:) dr = F /g(x) dr = G,

dann ist F,G > 0. Fur ¢ € (0,1) seien u(t), v(t) die kleinsten Zahlen mit

u(t v(t)
1

)
%/f(x)dxza g(x)dr =1t.

[e.9]

Dadurch sind Funktionen u,v : (0,1) — R definiert, die monoton wachsend und
differenzierbar sind. Differentiation ergibt

Setze
w(t) == (1 — Nu(t) + \v(t).

Fiir alle ¢ € (0,1) gilt (mit Verwendung der Ungleichung fiir das arithmetische
und geometrische Mittel)

W (t) = (1= (t) + () >/ (£) ' ()
G

- (ﬁ) (g<v<t>>>A

und daher

/h(:v) dr > ]h(w(t))w'(t) dt

R

IV
o\
kﬁ
—~
I
=
T
p
N
—~
w4
=
SN—
S—
>
VR
“\H
=
=S|
N———
~
|
>
VR
=N
S
S
N—
>
jo
~

= F'7GN

Damit ist (3.10) fiir n = 1 bewiesen.

Jetzt sei n > 1 und die Behauptung schon bewiesen in Rdumen kleinerer Di-
mension. Wir identifizieren E” mit R* ! x R. Fiir s € R definieren wir dann
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hs(z) := h(z,s) fir € R"! und f, und g, seien analog erkliirt. Sei x,y € R"!,
a,b € Rund ¢:= (1 — A)a + \b. Dann gilt

he((1 =Nz + Ay) =h((1 =Nz + Ay, (1 — Na+ A\b)

= h((1 = A)(z,a) + Ay, b))

> f(z,0) gy, )" = ful@) " fily)™

Nach Induktionsannahme ist also

/mmwz /mwa /%mm

Rn—1 Rn—1 Rn—1

A

)= [ h)de, F@)i= [ fle)dn 60 = [ ads

Dann schreibt sich die vorhergehende Ungleichung in der Form
H((1 = XNa+ Ab) > F(a)'*G(b).

Mit dem Satz von Fubini und dem bereits bewiesenen Fall n = 1 ergibt sich also

/h(m)d:c _ //hc(z)dzdc:/H(c)dc

| frow) ( fona)
= /f(a:)dx - /g(:c)dx )\

3.2 Steiner-Formel und innere Volumina

Im vorigen Abschnitt haben wir die Oberfliache eines konvexen Korpers K € K"

definiert durch V(K B V(K
S() i tign Y2l B = VaE)

€l0 €
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aber es bleibt noch die Existenz dieses Grenzwertes zu zeigen. Diese wird sich aus
der viel weiter gehenden Aussage ergeben, dass die Funktion € — V(K +€B") ein
Polynom vom Grad n in € ist. Durch die Koeffizienten werden wichtige Maflzahlen
fiir konvexe Korper definiert. Die Verkniipfung von Volumen und Minkowskischer
Addition fithrt noch wesentlich weiter, wie im néchsten Abschnitt klar werden
wird. Hier wollen wir aber zunéchst nur den Spezialfall der Addition von Kugeln
behandeln, weil er zu bewegungsinvarianten und damit geometrisch besonders
natiirlichen und wichtigen Funktionalen fiihrt.

Wir schreiben im folgenden fiir K € K" und p > 0
K, =K+ pB"={z c¢E": d(K,z) < p};

dies ist der Parallelkérper von K im Abstand p.

Zunichst sei P C E™ ein Polytop. Wir benutzen die metrische Projektion p(P, -).
Fir z € R"\ P liegt der ndchste Punkt p(P,z) im Rand von P und daher im
relativen Inneren einer eindeutig bestimmten Seite. Daher ist durch

P,= |J [P, np(P-) " (relint F)] (3.11)

FeF(P)

eine disjunkte Zerlegung des Paralellkérpers P, gegeben (man beachte, dass auch
P e F(P) ist). Sei nun F € F,(P) mit m € {0,...,n — 1}. Aus bekannten
Eigenschaften der metrischen Projektion folgt

P,Np(P,-) ! (relint F) = relint F & (N (P, F) N pB™), (3.12)

wo @ eine direkte orthogonale Summe bezeichnet. Hier ist N (P, F') der Norma-
lenkegel von P bei F. Im folgenden bezeichnen wir mit A das k-dimensionale
Lebesgue-Maf} in k-dimensionalen affinen Unterrdumen. Aus dem Satz von Fubini
ergibt sich fiir das Volumen der Menge (3.12)

Vo (P, N p(P, ) (relint F)) = A\ (F)M\y_m (N (P, F) N pB™).

Da N (P, F) ein Kegel ist, folgt aus bekannten Eigenschaften des Lebesgue-MafBes
die Gleichung

Ao (N(P, F) 0 pB™) = p""™\_n(N(P, F) N B").

Definition. Durch

 Aem(N(PF)N BY)
T /\n_m(Bn—m)
ist der duflere Winkel von P bei F' definiert.

v(F, P)
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Der Nenner kann auch in der Form
Aem(B"™™) = N (lin N(P, F) N B™)

geschrieben werden. Er dient zur Normierung, mit dem Effekt, dass (F, F) = 1
ist. Man definiert daher noch (P, P) = 1.

Mit dieser Bezeichnung ist jetzt also
Vo(P, N p(P, ) H(relint F)) = p" ™Ky (F)Y(F, P),

wobei ry, := A\,(B*) das Volumen der k-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.
Es sei daran erinnert, dass

/2
T+ D)
ist.
Insgesamt ergibt sich mit (3.11)
Va(P) = 0" " hnem > Am(F)V(F, P). (3.13)
m=0 FEFm(P)

Definition. Fiir ein Polytop P € K™ und fiir m € {0,...,n} ist

ValP) = 3 Au(FR(F.P) (3.1
FeFm(P)
das m-te innere Volumen von P.
Offenbar ist V,,(P) das Volumen von P; die gewéahlte Bezeichnung ist also konsi-
stent. Ist dim P = m, so ist V,,(P) = A\ (P), also das m-dimensionale Volumen

von P, und es ist Vi(P) =0 fur k > m. Ist dim P = n und F € F,,_1(P), so ist
v(F, P) = 3. Daher ist

Wa(P)= S Aeaa(F).

FE]'—n_l(P)

Diese Zahl wird als die Oberfldche von P bezeichnet.

Wir dehnen dies nun auf allgemeine konvexe Korper aus.

3.2.1 Satz und Definition. FEs gibt stetige Funktionale V,,, : K" — R (m =
0,...,m), so dass fir K € K™ und p > 0 die Gleichung

ValKp) = p" " o Vin () (3.15)
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(Steiner-Formel) gilt. V,,, heifit das m-te innere Volumen.

Beweis. Zunichst sei P € K" ein Polytop. Nach (3.13) und (3.14) gilt fiir p > 0

Va(By) =Y p" " ki Vin(P).
m=0

Hier setzen wir der Reihe nach die Werte p = 1,...,n + 1 ein. Die so erhaltenen
n + 1 Gleichungen fassen wir als inhomogenes lineares Gleichungssystem zur Be-
stimmung der GréBen £, Vo(P), kn—1Vi(P), ..., KoV, (P) auf. Die Determinante
dieses Systems ist eine Vandermondesche und daher nicht Null. Das System ist
also eindeutig losbar, und wir erhalten Darstellungen der Form

n+1
Vm<P) :Zamuvn(Py), mIO,...,n,

v=1

mit Koeffizienten a,,,, die nicht von P abhéngen. Mit diesen Konstanten definie-

ren wir
n+1

Vil K) = anVi(K)) (3.16)

fiir beliebige konvexe Korper K € K. Die Abbildung K — V,(K,) = V(K +
vB™) ist stetig, wie aus der Stetigkeit der Minkowskischen Addition und des
Volumens folgt. Aus (3.16) folgt also die Stetigkeit der Funktion V;, auf £". Da
die Gleichung (3.15) fiir Polytope gilt, ergibt sie sich fiir beliebige konvexe Korper
K, indem man K durch eine Folge von Polytopen approximiert und die Stetigkeit
benutzt. [

Aus der Darstellung (3.16) ergeben sich sogleich weitere Eigenschaften des Funk-
tionals V;,, (ohne dass wir die Koeffizienten a,,,, zu kennen brauchen). Ist 5 : E® —
E™ eine Bewegung, so gilt V,,((6K),) = V,(BK +vB") = V,(B(K +vB") +t) =
Vo(K,), und aus (3.16) folgt V,,,(BK) = V,,,(K). Die inneren Volumina sind also

bewegungsinvariant. Ebenso sind sie invariant unter uneigentlichen Bewegungen.

Das m-te innere Volumen ist homogen vom Grad m, d.h. es gilt
Vin(AK) = NV, (K) fiir A > 0.

Fiir Polytope folgt das sofort aus (3.14), denn die d&ufleren Winkel sind invariant
unter Ahnlichkeiten. Fiir beliebige konvexe Korper K folgt es dann, indem man K
durch eine Folge von Polytopen approximiert und die Stetigkeit von V,,, benutzt.

Das m-te innere Volumen eines konvexen Korpers ist unabhéngig von der Dimen-
sion des umgebenden Raumes. Es geniigt, einen konvexen Kérper K C H, o mit
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u € S™ 1 zu betrachten. Die inneren Volumina von K in E” sind definiert durch
die Steiner-Formel

n—1

V(K + pB™) = Z P e Vin(K)

m=0

(die Summation erstreckt sich wegen V,,(K) = 0 nur bis n — 1). Andererseits
kénnen wir H, o mit E"! identifizieren und dort die Steiner-Formel anwenden.
Mit B"' := B" N H, o lautet sie

Vart(K+pB" ) = ) 0" i1 Vi (K,

m=0

wobei V! voriibergehend das m-te innere Volumen in E"~! bezeichnet. Mit dem
Satz von Fubini ergibt sich

p
V(K + pB") — / Vo (K + pB™) N Hyy) dt.

—p

Es ist
(K + pB") N Hyy = (K +tu) + (> — £*)/*B"},
also ,
Vo1t ((K + pB") N Hyy) = Z(Pz - t2)(n_1_m)/2’{n—l—mvfiz(K)'
m=0
Das ergibt
n—1 p
ValK 08" = Y koo nVaE) [ (= )y
m=0 -P
n—1
= Z pnim“n—mvn/v,(K%
m=0
denn es ist

P Kn—m
/ (pQ . t2)(n—1—m)/2dt _ pn—m
—p Rn—1—-m

(eine Substitution ergibt ein Beta-Integral, das durch die I-Funktion ausgedriickt
werden kann). Koeffizientenvergleich ergibt V! (K) = V,,,(K). Damit ist gezeigt,
dass V,,,(K) nicht von der Dimension des umgebenden Raumes abhéngt

Eine weitere wichtige Eigenschaft der inneren Volumina ist die Additivitat.

Definition. Das Funktional ¢ : K" — R heifit additiv, wenn

(K1 U Ka) + (K1 N Ka) = o(K1) + p(Ky)
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fiir alle konvexen Koérper Ky, Ky € K™ mit K; U Ky € K" gilt.

3.2.2 Hilfssatz. Fiir konvere Korper K, L € K™ mit K U L € K™ und fiir p > 0
gilt
V(KU L)p) + V(KN L)p) = Vn(Kp) + Vn(LP)-

Beweis. Sei x € E™. Sei y := p(K U L,z) und 0.B.d.A. y € K. Dann gilt

p(K U L,z) = p(K, ).
Sei z := p(L, x). Da KUL konvex ist, gibt es einen Punkt a € [z, y] mit a € KNL.
Wegen y = p(K U L, x) gilt ||y — z|| < ||z — ]|, also ||a — z|| < ||z — x||. Wegen
a € L und der Definition von z muss a = z gelten und damit z € K N L. Es folgt

p(K 0 L,z) = p(L, ).

Fir A € K™ bezeichne 1,(A, -) die charakteristische Funktion von A,, also

1 firac A,
1,(4,a) =

0 firaeR"\A,.
Dann ergibt sich aus dem Gezeigten

1,(KUL,z)=1,(K,x), 1,(KNL,z)=1,(L,x),
denn es gilt
re(KUL), & le—p(KULD)|<pe a—pKa)|<poaek,

und eine analoge Aussage fiir K N L. Da = beliebig war, gilt also

1L,(KUL )+ 1,(KNL,-) =1,(K,) +1,(L,).

Durch Integration dieser Gleichung mit dem Lebesgue-Maf folgt nun die Behaup-
tung. [ |

Zusammen mit (3.16) ergibt das nach Koeffizientenvergleich
Vi(KUL)4+ Vi, (KNL) =V, (K)+ Vy,(L).

Die inneren Volumina sind also additiv.

Es lasst sich zeigen, dass die inneren Volumina und ihre Linearkombinationen
die einzigen Funktionale auf dem Raum der konvexen Koérper mit diesen drei
Eigenschaften sind, d.h. es gilt der folgende Satz.
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3.2.3 Satz (Funktionalsatz von Hadwiger). Ist ¢ : K" — R ein Funktional, das
bewegungsinvariant, additiv und stetig ist, so gibt es Konstanten cg,...,c, € R
mat

P(K) = Z Vi (K)
m=0
fiir alle K € K™.

Dieses Resultat stellt die besondere Bedeutung der inneren Volumina heraus und
gestattet elegante Anwendungen. Es gilt als ein zentrales Ergebnis der klassi-
schen Konvexgeometrie. Der Satz ist erstmals von H. Hadwiger 1951 bewiesen
worden. Der Beweis findet sich auch in Hadwigers Buch von 1957. Er erfordert
dort umfangreichere Vorbereitungen. Seit 1995 gibt es einen recht kurzen Beweis
von D. Klain; er soll im wesentlichen hier wiedergegeben werden. Was wir nicht
ausfiihren, ist ein elementares Fortsetzungsargument fiir additive Funktionale so-
wie ein analytischer Satz, dessen Herleitung spezielle Hilfsmittel (Kugelfunktio-
nen) erfordert.

Satz 3.2.3 wird sich leicht aus dem folgenden ergeben.

3.2.4 Satz. Sei p : K" — R ein bewegungsinvariantes, additives, stetiges Funk-
tional, das auferdem p(K) = 0 erfillt, wenn entweder dim K < n ist oder K ein
FEinheitswiirfel ist. Dann gilt ¢ = 0.

Beweis von 3.2.4 = 3.2.3. Wir nehmen zunéchst an, Satz 3.2.4 sei bewiesen. Zum
Beweis von 3.2.3 benutzen wir Induktion nach der Dimension. Fiir n = 0 ist die
Behauptung trivial. Sei also n > 0 und die Behauptung bewiesen in Dimensionen
kleiner als n. Sei H C R" eine Hyperebene. Die Einschréinkung von ¢ auf die in H
enthaltenen konvexen Korper ist additiv, stetig und invariant unter Bewegungen

von H in sich. Nach der Induktionsannahme gibt es also Konstanten cg, ..., ¢, 1
mit
n—1
p(K) = aVi(K) (3.17)
i=0

fiir alle konvexen Kérper K C H (hier wird benutzt, dass die inneren Volumina
nicht von der Dimension des umgebenden Raumes abhéngen). Wegen der Bewe-
gungsinvarianz von ¢ gilt (3.17) fiir alle K € K™ mit dim K < n. Wir definieren
1 durch

W(K) = p(K) — Zcm(K), K e K",

wobei ¢, so gewahlt sei, dass ¢ auf einem gegebenen Einheitswiirfel verschwindet.
Das Funktional 1 erfiillt dann die Voraussetzungen von Satz 3.2.4, also ist 1) = 0.
Daraus folgt die Behauptung. [
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Beweis von Satz 3.2.4. Wir verwenden Induktion nach der Dimension. Fiir n = 0
ist nichts zu beweisen. Ist n = 1, so verschwindet ¢ auf (abgeschlossenen) Strecken
der Lénge 1, also auch auf Strecken der Lénge 1/k fiir & € N und daher auf
Strecken rationaler Lange. Wegen der Stetigkeit verschwindet ¢ auf allen Strecken
und somit auf K.

Nun nehmen wir an, dass n > 1 ist und dass die Behauptung in kleineren Dimen-
sionen als n bewiesen ist. Sei H C R" eine Hyperebene und I eine abgeschlossene
Einheitsstrecke senkrecht zu H. Fiir konvexe Korper K C H definieren wir

(K) = (K +1).

Dann sieht man sofort, dass 1 relativ zu H die Eigenschaften von ¢ im Satz
hat. Aus der Induktionsannahme folgt also ¢y = 0. Fiir gegebenes K C H gilt
daher o(K + I) = 0. Ein analoges Argument wie oben im Fall n = 1 zeigt, dass
o(K 4+ S) = 0 ist fiir jede abgeschlossene Strecke S senkrecht zu H. Wegen der
Bewegungsinvarianz verschwindet ¢ also auf geraden konvexen Zylindern.

Sei wieder K C H ein konvexer Korper, und sei S = conv {0, s} eine Strecke,
die nicht parallel zu H ist. Wird m € N geniigend grofl gewahlt, so kann der
Zylinder Z := K +mS so durch eine zu S senkrechte Hyperebene H' geschnitten
werden, dass fiir die von H’ berandeten abgeschlossenen Halbraume H—, H* die
Inklusionen

K cH™, K+msc HT

gelten. Dann ist B
Z:=[ZNH )+ms]U(ZNH")

ein gerader Zylinder. Es gilt also ¢(Z) = 0 und daher
mp(K +8) = ¢(Z) = ¢(Z) = 0.

Damit ist gezeigt, dass ¢ auf beliebigen Zylindern verschwindet.

Man kann mit elementaren Hilfsmitteln zeigen (was hier aber nicht ausgefiihrt
wird), dass die additive Funktion ¢ eine additive Fortsetzung (ebenfalls mit ¢
bezeichnet) auf die Menge der endlichen Vereinigungen von Polytopen besitzt.

Es folgt, dass
k k
v (U B) = @(P)
i=1

i=1
ist, falls P, ..., P; Polytope mit dim (P, N P;) < n fiir i # j sind.

Sei nun P ein konvexes Polytop und S eine Strecke. Die Minkowski-Summe P+ .S
hat eine Zerlegung

k
P+S=JP,
i=1
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wo P, = P ist, jedes Polytop P, mit ¢+ > 1 ein konvexer Zylinder ist und
dim (P, N P;) < n fir i # j gilt. Es folgt p(P + S) = ¢(P). Durch Indukti-
on ergibt sich p(P + Z) = ¢(P), wenn Z eine endliche Summe von Strecken ist.
Wegen der Stetigkeit von ¢ folgt daraus (K + Z) = ¢(K), wenn K ein konvexer
Korper ist und Z ein konvexer Korper, der durch endliche Summen von Strecken
approximiert werden kann. Ein solcher Korper wird als Zonoid bezeichnet.

Wir miissen nun einen analytischen Satz benutzen, der im Rahmen dieser Vor-
lesung nicht bewiesen wird (der Beweis erfordert Kugelfunktionen). Sei G eine
gerade Funktion der Klasse O auf der Sphire S™~!. Dann gibt es eine stetige
gerade Losung g der Integralgleichung

_ / (u, 0)|g(v) dw(v),  we ST

Darin bezeichnet w das sphérische Lebesgue-Mafl. Es sei nun K ein konvexer
Korper mit Symmetriezentrum 0 und mit einer Stiitzfunktion der Klasse C*°.
Dann gibt es also eine gerade stetige Funktion g auf S™~! mit

h(I, u) = / [, 0) g(v) duo(v).

Sn—1

Es sei ¢ der Positivteil und g~ der Negativteil von g. Dann gilt

h(K,u) /|uv|g ) dw(v /|uv|g ) dw(v).

Die Funktion u — |(u,v)| ist die Stiitzfunktion der Strecke conv{—v,v}. Die
beiden Integrale sind daher sublineare Funktionen von w, also Stiitzfunktionen
konvexer Korper. Es gibt also konvexe Korper 71, Z, mit

h(K,u) + h(Z1,u) = h(Zs, u) fiir u € S"71,

also mit K + Z; = Z,. Indem man die Integrale durch Riemann-Summen ap-
proximiert, sieht man, dass Z; und Z5 durch endliche Summen von Strecken
approximiert werden konnen; sie sind also Zonoide. Nach dem vorher Bewiesenen
folgt daher

o(K) = o(K + Z1) = ¢(Z2) = 0.

Da jeder zentralsymmetrische konvexe Kérper approximiert werden kann durch
zentralsymmetrische Kérper mit Stiitzfunktionen der Klasse C* (auch das wollen
wir hier allerdings nicht beweisen), folgt ¢(K) = 0 fir alle zentralsymmetrischen
konvexen Korper.

Nun sei A ein Simplex, 0.B.d.A. etwa A = conv {0, vy,...,v,}. Seiv:=v1+...+
v, und A" := conv{v,v —vy,...,v — v, }. Dann ist A’ = —A + v. Die Vektoren
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v1,...,0, spannen ein Parallelotop P auf. Es ist die Vereinigung von A, A’ und
dem Teil von P, der zwischen den beiden parallelen Hyperebenen liegt, die von
V1,...,0, bzw. von v — vy, ..., v —v, aufgespannt werden. Dieser Teil, etwa (), ist

ein zentralsymmetrisches Polytop, und es gilt dim (ANQ) = dim (A'NQ) = n—1.
Damit folgt 0 = p(P) = p(A)+¢(A'), also ¢(—A) = —p(A). Ist die Dimension n
gerade, so geht —A aus A durch eine (orientierungserhaltende) Bewegung hervor.
Aus der Bewegungsinvarianz von ¢ folgt also ¢(A) = 0. Ist die Dimension n >
1 ungerade, so zerlegen wir das Simplex A in der folgenden Weise. Sei z der
Mittelpunkt der Inkugel von A, und sei p; der Punkt, wo die Inkugel die Facette
F; von A beriihrt (i = 1,...,n 4+ 1). Fir i # j sei );; die konvexe Hiille der
Seite F; N Fj und der Punkte z,p;, p;. Das Polytop @;; ist invariant unter der
Spiegelung an der Hyperebene, die von F; N F; und z aufgespannt wird. Seien
Q1, ..., Qn die Polytope Q;; (1 <i < j <n+1) in beliebiger Reihenfolge. Dann
gilt P =J", Q, und dim (Q,NQ;) < n fiir r # s. Da —@), das Bild von @, unter
einer eigentlichen Bewegung ist, gilt o(—A) = > o(—Q,) = > p(Q,) = p(A).
Also gilt p(A) = 0 fiir jedes Simplex A.

Indem wir ein gegebenes Polytop in Simplexe zerlegen, erhalten wir p(P) = 0.
Aus der Stetigkeit von ¢ folgt p(K) = 0 fiir alle konvexen Korper K. Damit ist
der Beweis von Satz 3.2.4 abgeschlossen. |

Wir gehen nun auf die geometrische Bedeutung der inneren Volumina ein. Zu V,,
ist nichts zu sagen; das ist einfach das Volumen. Das Funktional V,,_; hat fiir
Polytope P die Darstellung

Wia(P)= S0 Aa(F).

FEFn—l(P)

Wir definieren daher jetzt:
Definition. Fir K € K" ist 2V,,_;(K) =: S(K) die Oberfiiche von K.

Aus der Steiner-Formel bekommt man sofort

S() = lim VoK + pon) = Vu(K) (3.18)

was eine anschauliche Zuriickfiihrung des Oberflichenbegriffs auf den Volumen-
begriff zum Ausdruck bringt.

Die Oberflache eines konvexen Korpers ist hier also in einer zu (3.18) dquivalen-
ten Weise definiert worden. Dies ist eine Definition und kein Satz, da wir hier
den Standpunkt einnehmen, dass uns fiir so allgemeine Hyperflachen, wie es die
Rénder konvexer Korper sein kénnen, noch kein Oberflachenbegriff zur Verfiigung
steht. Es 148t sich aber zeigen, dass diese Definition im Einklang steht mit al-
len verniinftigen Oberflichenbegriffen, die anderweitig definiert werden (z.B. in
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der Analysis oder Differentialgeometrie im Fall hinreichend glatter Hyperflachen,
oder mit dem (passend normierten) (n — 1)-dimensionalen Hausdorff-Maf).

Am anderen Ende der Skala sehen wir uns zunéchst V; an. Nach (3.14) ist fiir
ein Polytop P
Vo(P)= > ~(F,P).
FeFo(P)
Die Normalenkegel der Ecken eines nichtleeren Polytops iiberdecken ganz E™ und

haben paarweise keine inneren Punkte gemeinsam. Nach Definition des dufleren
Winkels ergibt sich daraus Vy(P) = 1. Wegen der Stetigkeit von Vj gilt

VW(K)=1 fir alle K € K".

Man setzt noch V4(0) := 0 und nennt V; die Eulersche Charakteristik. (Der Grund
fiir diese Bezeichnung wird allerdings erst klar, wenn man additive Fortsetzungen
der Funktionale V,, auf endliche Vereinigungen konvexer Kérper betrachtet und
dann feststellt, dass V[ auf solchen Mengen mit der in der Algebraischen Topologie
eingefithrten Eulerschen Charakteristik ibereinstimmt.)

Das Funktional V; hat eine besondere Eigenschaft. Um dies zu sehen, wéhlen
wir zunéchst zwei stark isomorphe Polytope Py, Py. Sei m € {0,...,n— 1}, F' €
Fon(Pr) und u € S™ ! ein Vektor mit F'(Py,u) = F. Wegen der starken Isomorphie
gilt fiir die Seite G := F(P,,u) dann dimG = m und N (P2, G) = N(P, F).
Ferner ist F/(P,+ Py,u) = F(P,u)+ F(Py,u) = F+Gund N(P,+ P, F+G) =
N(Py, F) = N(P,,G). Fiir m = 1 ergibt sich daher aus (3.14) die Gleichung

Vi(PL+ P) = Vi(Py) + Vi(P).

Durch Approximation folgt Vi (K +L) = Vi (K)+ V(L) fir K, L € K". Allgemein
wird ein Funktional ¢ : K" — R mit der Eigenschaft o(K + L) = ¢(K) +
o(L) fir K,L € K" als Minkowski-additiv bezeichnet. Das Funktional V; ist
also bewegungsinvariant, Minkowski-additiv und stetig. Wir wollen nun (ohne
Verwendung des Hadwigerschen Funktionalsatzes) zeigen, dass es bis auf einen
konstanten Faktor iiberhaupt nur ein Funktional mit diesen Eigenschaften gibt.
Dazu dienen die folgenden Vorbereitungen.

Definition. Der konvexe Korper K’ € K™ heifit ein Drehmittel des Korpers
K € K", wenn es eine Zahl » € N und Drehungen 9,...,9, des E™ gibt mit
K =1(0K+...+9,K).

3.2.5 Satz (Kugelungs-Satz). Zu jedem konvexen Kiorper K € K" existiert eine
Folge von Drehmitteln von K, die gegen eine Kugel konvergiert.

Beweis. Fiir L € K" sei R(L) der Radius der kleinsten Kugel mit Mittelpunkt
0, die L enthélt. Die Funktion R ist auf K" stetig: Aus (K, Ky) = «a folgt
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K, C Ks+aB" C R(K3)B"+aB" = (R(Ks) + «)B", also R(K7) < R(K3) + .
Vertauschung von K und K, ergibt |R(K;) — R(K3)| < §(K7, Ks).

Sei nun K € K" gegeben. Setze
Ry :=inf {R(K") : K' Drehmittel von K}.

Eine Kugel mit Mittelpunkt 0, die K enthélt, enthélt auch alle Drehmittel von
K. Die Menge der Drehmittel von K ist also beschrankt. Nach dem Auswahlsatz
von Blaschke existiert daher eine Folge (K);en von Drehmitteln von K mit

p— j—o0
fiir einen konvexen Korper K € K. Wegen der Stetigkeit von R ist R(Ky) = Ry.

Angenommen, K, wire nicht die Kugel mit Mittelpunkt 0 und Radius Ry. Dann
gibt es einen Vektor uy € S™! mit h(Ky,up) < Ry. Wegen der Stetigkeit der
Stiitzfunktion existiert eine offene Umgebung U C S™~! von ug mit h(Ky, u) < Ry
fiir alle u € U. Wegen der Kompaktheit von S™! gibt es endlich viele Drehungen
191, e ,19T mit U;:l 19JU = Sn_l. Setze

1
K* = ;(191[(0 + e —|— 197.[(0).

Sei u € S, Es gibt ein i € {1,...,7} mit u € ¥;U, also ¥J; 'u € U und daher
h(Ko,¥;'u) < Ry. Es folgt

1 — 1 —
WK u) = — > h(¥;Ko,u) = . > (Ko, 95 ) < Ro.
j=1

=1

Wegen der Stetigkeit der Stiitzfunktion existiert ein € > 0 mit h(K*,u) < Ry — €
fiir alle u € S™71, also ist R(K*) < Ry — e. Aus K; — Ky folgt

1
also R(K7 ) < Ry fiir geniigend grofie j. Da K ; ebenfalls ein Drehmittel von K
ist, ist das ein Widerspruch. Somit ist K eine Kugel, woraus die Behauptung

folgt. |

Damit lasst sich nun zeigen, dass das Funktional V; bis auf einen konstanten
Faktor iibereinstimmt mit der mittleren Breite, die folgendermaflen erklért ist.
Ist K € K" und u € S"7!, so ist

b(K,u) = h(K,u) + h(K, —u)
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die Breite von K in Richtung u; das ist gerade der Abstand der beiden zu u
senkrechten Stiitzebenen von K. Die mittlere Breite von K ist der Mittelwert
dieser Breite beziiglich des sphirischen Lebesgue-MaBes auf S"!, also

b(K) = ﬁ/gn_l b(K,u) dw(u).

Wegen w(S™" 1) = nk, und der Spiegelungssymmetrie von w ist auch
2
bK) = / B ) deo(w).
Sn—1

Nk,

Die mittlere Breite ist offenbar bewegungsinvariant, Minkowski-additiv und ste-
tig. Der folgende Satz zeigt, dass sie durch diese Eigenschaften bis auf einen
konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist.

3.2.6 Satz. Ist p : K" — R bewegungsinvariant, Minkowski-additiv und stetig,
so gibt es eine Konstante ¢ € R mit p(K) = cb(K) fir alle K € K™.

Beweis. Sei K € K. Wegen 2K = K + K und der Minkowski-Additivitat von ¢
gilt p(2K) = 2¢(K). Mit Induktion erhélt man p(pK) = pp(K) fiir p € N und
dann fiir p,qg € N

p p
pe(K) = o(pK) = ¢ (an) =qp <5K> 7
also p(rK) = rp(K) fir rationales r > 0. Wegen der Stetigkeit von ¢ folgt

W(AK) = Ap(K) fiir A > 0.

Sei K € K". Nach Satz 3.2.5 gibt es eine Folge (K),eny von Drehmitteln von K
mit K; — B,, wo B, eine Kugel vom Radius r ist (eventuell r = 0). Jedes Kj ist
von der Form

1
Kj= — (K + ...+ 9.K),

und es folgt ¢(K;) = p(K). Da ¢ stetig ist, gilt p(K) = limp(K;) = ¢(B,) =
o(rB"+t) = rp(B™). Da die mittlere Breite b dieselben Eigenschaften wie ¢ hat,
ist auch b(K) = rb(B™) = 2r, also ist ¢(K) = cb(K) mit ¢ = $o(B"). |

Hieraus ergibt sich nun, weil das Funktional V; bewegungsinvariant, Minkowski-
additiv und stetig ist, dass

Vi(K) =c¢b(K) fur K € K"
mit einer Konstanten c gilt. Diese Konstante findet man, wenn man fiir K eine

Kugel einsetzt. Nach (3.13) ist

D> 0 e Vi(BY) = Va((B"),) = Va(B" 4 pB") = (1+ p)"Va(B")
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= mn§:<;)d%m

m=0

fiir p > 0. Koeffizientenvergleich ergibt

Viu(B") = (”) o, (3.19)

m/) Kn—m

Fir m =1 folgt

2 — cb(B") = Vi(B) = <"> o

1 Rn—1

also i
n

Vi= -
2'%7171

(3.20)

In den Dimensionen 2 und 3 sind damit alle inneren Volumina anschaulich
gedeutet. Es gibt weitere, in allen Dimensionen giiltige Interpretationen. Eine
Moglichkeit ist differentialgeometrischer Art. Fiir konvexe Korper mit geniigend
glatter Berandung interpretiert sie die inneren Volumina als Integrale gewisser
Kriimmungsfunktionen. Darauf kénnen wir hier nicht eingehen.

Wir wollen aber eine integralgeometrische Deutung der inneren Volumina
erlautern. Sie verallgemeinert die Darstellung von V; als Vielfaches der mitt-
leren Breite; die mittlere Breite kann auch gedeutet werden als Mittelwert von
eindimensionalen Projektionsvolumina.

Wir bezeichnen zu einem Einheitsvektor v € S™~! mit II, die Orthogonalprojek-
tion auf den zu v orthogonalen linearen Unterraum v=. Sei P ein n-Polytop, seien
I, ..., F} seine Facetten, und sei u; der duflere Normalenvektor von F;. Dann
gilt

Vi1 (ILu ) = [(ui, 0)[ Va1 (F7).

Durch die Projektion II, werden der ,,obere Rand* [ F; und der ,,untere

(ui,v)>0

Rand“ | (us.0)<0 Fi Jeweils bijektiv auf II, P abgebildet. Daher gilt
Lk
Vi (ILP) = 2 | (g, V) |Viu_y (F). (3.21)

Ehe wir fortfahren, wollen wir bemerken, dass offenbar auch

Z <ui7v>vn—1(Fi): Z _<uiav>vn—1(Fi)

(u;,v)>0 (ui,v)y<0

folgt. Da dies fiir alle v € S™ 1 gilt, ergibt sich die Relation

k
> wiVaoi(F) =0. (3.22)
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Nach dieser Nebenbemerkung integrieren wir nun (3.21) iiber alle v mit dem
sphérischen Lebesgue-Mafl w und erhalten

k

/ Vo (T P) du(v) — %Z / g, 0)| deo(0) Vi1 (FY)
= ¢S(P)

1
c=3 [ ltwsodldoto).
Sn—1
Dieses Integral hangt wegen der Drehinvarianz des Mafles w nicht von dem Ein-
heitsvektor u; ab.

Ist K € K" ein beliebiger konvexer Korper, so konnen wir K durch eine Fol-
ge (Pj)jen von Polytopen approximieren. Da die Folge (V;,—1(II,P}))jen gegen
Vn—1(II, K) konvergiert und durch eine Konstante nach oben beschrénkt ist und
da S stetig ist, folgt

/ Vo1 (I K) dw(v) = eS(K).

Wéahlen wir K = B™ und beachten

1
S(B") = 1%1 X[vn(B" + AB™) — V,(B™)] = nk, = w(S" 1),

so erhalten wir
oo 1S(B") = / Vi (T B™) dw(v) = cS(B™),
Snfl

also ¢ = k,,—1. Damit haben wir gezeigt:

3.2.7 Satz (Oberflichenformel von Cauchy). Fir die Oberfliche eines konvexen
Korpers K € K" gilt

S(K) = — / V1 (ILK) dw(v). (3.23)
Sn—l

Die Oberflache eines konvexen Korpers ist also bis auf einen konstanten Faktor
der Mittelwert seiner Projektionsinhalte.

Die Integraldarstellung (3.23) 148t sich auf die anderen inneren Volumina iiber-
tragen. Dazu bedienen wir uns eines einfachen Kunstgriffs. Er besteht in der
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Ersetzung von K in (3.23) durch Parallelkdrper mit variablem Parameter, Ent-
wicklungen nach der Steiner-Formel und anschlieBendem Koeffizientenvergleich.
Seien p, A > 0. Wenden wir auf beide Seiten der Gleichung

Vn<<Kp)>\) = Vn(Kp+>\)
die Steiner-Formel (3.15) an, so ergibt sich

Z )‘n_m“n—mvm(Kp) = Z(p + A)n_k“n—kvk(K)
m=0 k=0
n n—=k
_ (” ’“) N ke Vi(K)
k=0 7=0 J
n n n—k
— ( )pm—k)\n m/{n—k’vk(K)
n—m
k=0 m=k
m=0 p—o P

Vergleich der Koeffizienten von A"~ ergibt

o VlE) = 3 (:__ 7’; ) ok Vi(E). (3.24)

k=0

Alle inneren Volumina geniigen also Gleichungen vom Typ der Steiner-Formel.
Wir benotigen hier jetzt nur den Spezialfall m = n — 1; er lautet

2V, 1(K,) =D p" 7 H(n = Rk Vi(K). (3.25)

Nun ersetzen wir in der Cauchyschen Oberflichenformel (3.23) den Korper K
durch K,. Es gilt
II,(K,) =LK + pIl,B" = (HUK)IP7

wo der Strich anzeigt, dass sich die Parallelkorperbildung auf den Raum v+ be-
zieht. Auf die aus (3.23) resultierende Gleichung

! / Vs (ILEY,) duo(v)

Rn—1
Sn—l

2V, (K,) =

wenden wir links die Gleichung (3.25) an und rechts die Steiner-Formel (3.15) im
(n — 1)-dimensionalen Raum vt. Das liefert

,_.

3
|

_

n— 1
pn—l—m(n o m)ffn—mvm(K) _ Z pn_l_m/in—l—m / Vk(HvK) dw(v).

0 m=0

3
Il

Sn—1
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Hier haben wir wieder von der Tatsache Gebrauch gemacht, dass die inneren
Volumina nicht von der Dimension des umgebenden Raumes abhéingen. Koeffizi-
entenvergleich ergibt eine Darstellung fiir V,,,(K), die wir als Satz festhalten.

3.2.8 Satz (Integralrekursion von Kubota). Fir K € K" und m=1,...,n—1
qgilt

Vi (K) = (n_:l"):;”;%m / Vi (IL K) dew (v). (3.26)
gn—1

Das m-te innere Volumen von K ist also bis auf einen konstanten Faktor der Mit-
telwert der m-ten inneren Volumina der Projektionen von K auf Hyperebenen.
Fiir festes v kann analog V,,(II,K) bis auf einen Faktor als Mittelwert aus den
Werten von V,,, auf Projektionen von I, K gewonnen werden. So kann man fort-
fahren, bis schliellich V,,,(K) durch mehrfache Integrationen auf m-dimensionale
Volumina zuriickgefiihrt ist. Das m-te innere Volumen von K kann also bis auf
einen Faktor gedeutet werden als Mittelwert der m-dimensionalen Volumina al-
ler Orthogonalprojektionen von K auf die m-dimensionalen linearen Unterrdume.
Da man die Volumina von Projektionen auch Quermafle nennt, ist in der Lite-
ratur fiir die inneren Volumina (mit anderer Normierung) auch die Bezeichnung
Quermagintegrale gebrauchlich.

Eine wichtige Folgerung aus der Integralrekursion (3.26) (mit Induktion nach der
Dimension) ist die Monotonie der inneren Volumina beziiglich der Inklusion: Sind
K, L € K™ konvexe Korper mit K C L, so gilt V,,,(K) < V,,(L). Ist auBerdem
K # Lunddim K > m,soist V,,(K) < V,,,(L). Insbesondere ergibt sich V,,(K) >
0 fiir alle K € £" und

Vi(K) >0 < dimK >m.

Zwischen den inneren Volumina besteht eine Reihe von Ungleichungen; zu ihnen
gehort auch die isoperimetrische Ungleichung zwischen Volumen und Oberfléche.
Einige dieser Ungleichungen lassen sich aus dem Brunn-Minkowskischen Satz
herleiten, vermoge des folgenden Hilfssatzes.

3.2.9 Hilfssatz. Sein > 2 und

FO) = [zn: (”) a;(1 — A)”W] " fir0<A<1

- 1
=0

mit positiven Koeffizienten ag, . .., a,. Die Funktion f sei konkav. Dann gilt
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mit Gleichheit genau dann, wenn f linear ist, und

a% > apQs.

Beweis. Differentiation ergibt

w0 = -3

=0
st n—1 n—1—iyi
= n ( i )(CLZ‘+1 —az)(l —>\> A
=0
und
n(n = 1) fF)"2(f (V) +nf )" (N
n—2
= n(n — 1) ; (n ; 2) (CLH_Q - 2(11.;.1 + az)(l - /\)n—2—i>\i‘
Setzen wir

PO = (1= NFO)+Af(1) — f(A) fir0< A< 1,

so ist ¢ konvex, und es gilt ¢(0) = (1) = 0. Daher ist ¢'(0) < 0, und es gilt
¥'(0) = 0 genau dann, wenn ¢ = 0 ist. Nun ist

P(0) = =fO0)+f(1) = f(0)
1/n

a1 — a
_ 1/n_ 1 0
= —Gy TG, (n—1)/n
Qg

Y

1 [ (n=1)/n_1/n
= ——|ag1—a a,
aén—l)/n 0
woran man die erste Behauptung abliest.

Aus der Konvexitdt von v folgt ferner ¢”(0) > 0, also
0 < 4"(0)=-f"(0)

1 (a1 — a0)2 a9 — 2&1 + Qo

= (n—1) -
aé/n aé2n—2)/n aén—l)/n

—1
= (anl)/n [a} — aoas]
)
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und damit die zweite Ungleichung. [

Nach dem Brunn-Minkowskischen Satz 3.1.1 (und der anschlieBenden Folgerung)
ist durch

O = Vo (1= AN Ko+ AK)Y™  fiir A € [0, 1] (3.27)
bei beliebigen konvexen Koérpern Ky, K eine konkave Funktion gegeben. Mit

Ky= K € K", Ky = B" ist nach der Steiner-Formel (Satz 3.2.1)

n

FO = D AT R V(1= VK

m=0

n

= ) (1= "NV (K).

1=0

Aus Hilfssatz 3.2.9 ergeben sich daher die Ungleichungen (mit V; = V;(K))

<2Vn1) > gVt (3.28)
n
und
2 2 Ko
(20.) s 2, 520
n (5)

Andererseits kann man in (3.27) auch Ky = B™ und K; = K setzen. Dann erhélt
man in analoger Weise die Ungleichungen

(/ﬁ;;1vl>n > I{Z_lvn (3.30)
d
un </‘€n1‘/1>2 > RnRn—2 ‘/2 (331)
n - ()

Da 2V,,_; = S ist, also die Oberfliache, ist (3.28) die isoperimetrische Ungleichung
S(K)™ > n"k, Vi, (K)" 1. (3.32)

Ist dim K = n, so gilt hier nach Hilfssatz 3.2.9 die Gleichheit genau dann, wenn
K eine Kugel ist. Das war schon in Abschnitt 3.1 gezeigt worden.

Nach (3.20) ist
Nk,

Vi =
' 2'%7171

b,

wo b die mittlere Breite bezeichnet. Nach (3.30) gilt also

2TL

Rp
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(Ungleichung von Urysohn). Wegen D(K) > b(K) folgt wieder die in Abschnitt
3.1 bewiesene isodiametrische Ungleichung. Der dort gegebene Beweis hétte aber
bei passender Abwandlung auch schon die Ungleichung von Urysohn geliefert.

Die zusétzlich erhaltenen quadratischen Ungleichungen schreiben wir fiir den Fall
n = 3 noch mit anderen iiblichen Bezeichnungen auf. Im dreidimensionalen Raum
verwendet man oft die Notationen

V o= Vs,
S = 2V,
M = 7Vi = 2mb.

Es ist also V' das Volumen, S die Oberfliache, und fiir Polytope P ist

Hier wird iiber die Kanten von P summiert, V;(F) ist die Lange der Kante F', und
v(F, P) ist der Winkel zwischen den d&ueren Normalenvektoren der beiden Facet-
ten, die die Kante F' enthalten. Man nennt M daher auch die Kantenkrimmung.
Ein anderer gebréauchlicher Ausdruck fiir M ist Integral der mittleren Krimmunyg,
denn fiir konvexe Korper mit zweimal stetig differenzierbarer Randflache 148t sich
M als Oberflachenintegral der mittleren Kriimmung darstellen.

Wir bemerken noch, dass die Steiner-Formel im R?® mit diesen Bezeichnungen
jetzt

V(K + pB*) = V(K) + S(K)p + M(K)p? + 4?”/)3

lautet.

Die obigen quadratischen Ungleichungen (3.31) und (3.29) lauten jetzt

M?

v

4rS, (3.33)
S* > 3MV. (3.34)

Man kann zeigen (was wir hier aber nicht tun wollen), dass in der ersten Un-
gleichung Gleichheit nur fiir Kugeln gilt, wihrend es in der zweiten auch fiir die
sogenannten Kappenkorper der Kugel (und nur fiir diese) steht.

Ubrigens erhalten wir aus den beiden quadratischen Ungleichungen (3.33), (3.34)

M* > 167%S? > 487*V M,
St > 9MPV? > 36mwSVE,
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im Fall dim K = 3 also
M3 > 487%V,
S3 > 367V

Das sind gerade die Ungleichungen (3.30) und (3.28) fiir n = 3. Die wesentli-
chen und grundlegenden Ungleichungen im dreidimensionalen Fall sind also die
quadratischen.

Neben den angegebenen Ungleichungen zwischen den drei Gréflen V, .S, M muss
es noch weitere geben. Dies kann man sich folgendermafien klar machen. Jedem
konvexen Kérper K € K3 mit den inneren Volumina V,S, M ordnen wir den
Punkt (x,y) € R? mit den Koordinaten

47 S B 4872V

zu. Ahnliche Kérper werden also auf denselben Punkt abgebildet. Die im R2
erhaltene Punktmenge BD wird als Blaschke-Diagramm bezeichnet. Die Unglei-
chungen M? > 47S und M3 > 4872V (zusammen mit M > 0) ergeben

0<z <1, 0<y<1

Die Ungleichung S? > 3MV liefert

y < 2°.

Der Parabelbogen {(z,y) : y = 2%, 0 < z < 1} gehért zu BD (ihm entsprechen
z.B. symmetrische Kappenkorper der Kugel, die eine stetige Verbindung von der
Strecke zur Kugel herstellen). Ebenfalls zu BD gehort die Strecke {(x,0);0 <
r < 8/7?}, auf die die ebenen konvexen Kérper abgebildet werden. Der Punkt
(1,0) gehort aber nicht zu BD (ein entsprechender Korper miisste V' = 0 erfiillen
und wiirde dann der ebenen isoperimetrischen Ungleichung widersprechen). Man
sieht also, dass zur vollstdndigen Kenntnis des Blaschke-Diagramms noch eine
Begrenzungskurve fehlt; sie entspricht einer noch unbekannten Ungleichung.

3.3 Gemischte Volumina

Die Verbindung des Volumens mit der Minkowskischen Addition, die iiber die
Steiner-Formel zu den inneren Volumina gefiihrt hat, wollen wir nun wesentlich
vertiefen. Betrachtet man das Volumen einer beliebigen Minkowskischen Linear-
kombination von konvexen Kérpern mit variablen Koeffizienten, so erhilt man
ebenfalls ein Polynom. Die Koeffizienten sind die sogenannten gemischten Volu-
mina. Sie sind Gegenstand einer flexiblen Theorie mit vielfdltigen Anwendungen.
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In diesem Abschnitt werden gemischte Volumina und ihre grundlegenden Eigen-
schaften eingefithrt. Wir tun dies zuerst fiir stark isomorphe Polytope und dehnen
die Ergebnisse dann durch Approximation aus.

3.3.1 Hilfssatz. Sei P € K™ ein n-Polytop, seien FY, ..., Fy seine Facetten und

Uy, ..., uy die zugehirigen dufleren Normaleneinheitsvektoren. Dann gilt
N
Z Vi1 (Fy)u; = 0 (3.35)
i=1
und
1
Va(P) = — Z_; h(P,w:) Vi1 (F). (3.36)

Beweis. Die Relation (3.35) ist in (3.22) schon gezeigt worden.

Wegen (3.35) éndert sich die rechte Seite von (3.36) nicht unter Translationen
von P. Daher kann 0.B.d.A. 0 € int P angenommen werden. Dann ist P die
Vereinigung der Pyramiden conv (F; U {0}), ¢ = 1,..., N, die paarweise keine
inneren Punkte gemeinsam haben. Wegen

1
Vy(conv (F; U{0})) = ﬁVn_l(Fi)h(P, ;)
(wie leicht mit dem Satz von Fubini folgt) ergibt sich (3.36). |

Im folgenden machen wir wesentlichen Gebrauch von den in Abschnitt 2.3 ein-
gefithrten stark isomorphen Polytopen. Es sei A eine vorgegebene Aquivalenzklas-
se von einfachen, stark isomorphen Polytopen. Sei P € A, und seien uq,...,uy
die Normaleneinheitsvektoren der Facetten von P (sie hédngen nur von A ab). Fiir
gegebenes P € A benutzen wir die folgenden Abkiirzungen

Fy = ROF,
hi = h(P,u;).

Die Zahlen hq, ..., hy, die P eindeutig bestimmen, heiflen die Stitzzahlen von P.
Ferner definieren wir

J:={(,7)4,5€{l,...,N}, dim F;; =n — 2}.

Die Menge J hiingt ebenfalls nur von der Aquivalenzklasse A ab. Fiir (i, j) € J sei
0;; der Winkel zwischen u; und u;, und es sei v;; L u; der Einheitsnormalenvektor
des (n — 1)-Polytops F; bei seiner (n — 2)-Seite F;;. Wir definieren

hij == h(Fi, vij)
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Es gilt
uj = u; cos 05 + v sin 0;;.
Hier bilden wir das Skalarprodukt mit einem beliebigen Vektor aus Fj; und er-

halten
hz‘j = h]/ sin 6’1-]- — hiCOt Q”L] (337)

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir eine einfache Darstellung fiir das Volu-
men der Polytope in A.

3.3.2 Hilfssatz. Das Volumen eines Polytops P € A kann dargestellt werden in
der Form

Vn(P) = Z ajl,_,jnhjl cee hjn7 (338)

wobei summaert wird tber jy, ..., Jn € {1,..., N} und wo die Koeffizienten a;, ;.
symmetrisch sind und nur von der Aquivalenzklasse A abhingen.

Beweis. Wir benutzen Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial. Sei

n > 1 und die Behauptung bewiesen in der Dimension n — 1. Sei i € {1,..., N}.
Nach Induktionsannahme gibt es eine Darstellung
anl(ﬂ) = Z a/g:l)...knflhikl tr hikn—l : (339)
(i,kr)EJT

Hier héngen die Koeffizienten alE:il)...kn_l nur von der Aquivalenzklasse A; der Fa-
cette F; ab und daher nach Hilfssatz 2.3.12 nur von der Aquivalenzklasse A. Nach
(3.37) gilt

hikr = hkr/ sin Hikr — hiCOt 0,-;%.

Wir setzen dies in (3.39) und dann (3.39) in die Formel (3.36). Das ergibt eine
Darstellung der Form

Va(P) = aj, g b, -y,

Hier kénnen wir annehmen (indem wir notfalls zusétzliche Koeffizienten Null
einfiigen), dass sich die Summation iiber alle ji,...,75, € {1,..., N} erstreckt.
Wir kénnen auch (nach Symmetrisierung) annehmen, dass die Koeffizienten sym-

metrisch in ihren Indizes sind. Da die Zahlen al(fl)m k,_, und die Winkel 6;; nur von

der Aquivalenzklasse A abhingen, gilt dasselbe fiir die Koeffizienten a;, ;. W

Nun seien die stark isomorphen Polytope P, ..., P, € A gegeben. Wir definieren

FO g0 0 0

g ' 0 Yy

zu dem Polytop P, in derselben Weise, wie F;, Fj;, h;, h;; zu P definiert worden
sind.
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Definition. Das gemischte Volumen von P, ..., P, ist definiert durch
1 n
V(P P =Y aj g b (3.40)
wo die Koeffizienten diejenigen aus Hilfssatz 3.2.2 sind.

Dann ist also V(Py, ..., P,) symmetrisch in seinen Argumenten, und es gilt
V(P,...,P) =V,(P)

fur P € A.

Nun seien Polytope Pi,..., P, € A und Zahlen Ay,..., A\, > 0 mit > \; > 0
gegeben. Dann folgt aus Hilfssatz 2.3.12 und der Definition der stark isomorphen

Polytope, dass auch
MP 4.+ AP e A

ist, und es gilt
WGP + .o 4 A Powg) = MBS 4+ AR,

Aus (3.38) und (3.40) ergibt sich also sofort die polynomiale Entwicklung
ViMmPi+ o+ A Pa) = Y X AV, B, (3.41)

Das folgende Hilfssatz driickt das gemischte Volumen explizit durch Volumina
von Minkowski-Summen aus.

3.3.3 Hilfssatz. Fiir Py,...,P, € A gilt

V(Pl,...,Pn):%i(—l)”““ > VPt + By (3.42)
T k=1

1<i1<...<ip<n

Beweis. Wir bezeichnen die rechte Seite von (3.42) mit f(Py,..., P,) und lassen
bei dieser Definition auch P; = {0} zu. Fiir A1,..., A, > 0 folgt aus (3.41), dass
f(A1Py, ..., \yP,) ein homogenes Polynom vom Grad n in Aq, ..., A, ist. Nun gilt

(=)™l ({0}, Py, ..., Py)

= > VaP)= | Y Va{0}+P)+ D Va(P+ Py

2<i<n 2<j<n 2<i<j<n
+ > V{03 +P+P)+ D VuP+P+B)| -
2<j<k<n 2<i<j<k<n

=0,
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also ist f(0P, \aPs, ..., \nPy) = 0 fiir alle Ao, ..., \,. Daraus folgt, dass in dem
Polynom f(APi,..., A\, P,) alle Monome A;, ---A;, mit 1 ¢ {iy,...,4,} mit dem
Koeffizienten 0 vorkommen. Da 1 durch jede der Zahlen 2,... n ersetzt werden
kann, kommt allein das Monom A; - - - A\, mit einem von Null verschiedenen Ko-
effizienten vor. Aus der Definition von f(AP,..., A\, P,) und (3.41) folgt, dass
dieser Koeffizient gerade V (P, ..., P,) ist. |

Aus (3.42) folgt sofort, dass das gemischte Volumen V (P, ..., P,) sich nicht
dandert bei beliebigen Verschiebungen der Polytope Py, ..., P,.

Eine zur Volumen-Formel (3.36) analoge Gleichung gilt auch fiir gemischte Volu-
mina. Seien P, ..., P!_, stark isomorphe (n — 1)-Polytope. Sie liegen in (n — 1)-
dimensionalen affinen Unterrdumen, die zu einem linearen Unterraum H parallel

sind. Wir definieren

v(P,...,P 1)
als das gemischte Volumen, relativ zu H, der in H liegenden Translate von
P/, ..., P.. Wegen der oben bemerkten Translationsinvarianz ist dieses gemischte

Volumen wohldefiniert. Analog bezeichnen wir mit v(*~2 das (n—2)-dimensionale
gemischte Volumen von stark isomorphen (n — 2)-Polytopen.

3.3.4 Hilfssatz. Fiir P,...,P, € A gilt

N
1
V(P,...,P) = EZhEI)v(Em,...,ﬂ(")). (3.43)

Beweis. Wir verwenden Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist trivial; sei alson > 1
und die Behauptung bewiesen in der Dimension n — 1.

Wir bezeichnen die rechte Seite von (3.43) mit W (P, ..., P,). Wenden wir (3.36)
auf \ P, + ...+ A\, P, an und benutzen (3.41) in der Dimension n — 1, so erhalten
wir

Vi(MPL+ ...+ \P) Z Ay A W(Py, ..., B

fiir beliebige Ay,..., A\, > 0. Es genugt also der Nachweis, dass W(Py,..., P,)
symmetrisch ist in seinen Argumenten. Nach Induktionsannahme gilt

W(P,,...,P,)
N
> D 2 B ED L ED)
1 (i.)e]
1 n n
=TT o PORE + RORET D (FD, L FY)
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(im Fall n = 2 sind die Ausdriicke v(®=2) durch 1 zu ersetzen). Nach (3.37) gilt

VB2 + RVR2)

rs

= 1Y [P/ sin 0,5 — hPcot 0,] + V) [P/ sin b, — hPcot O] .
Dieser Ausdruck ist symmetrisch in den oberen Indizes 1 und 2. Also gilt
W(plap2ap37"'apn) = W(P27P17P37"'7Pn)7

und da W(Py, Py, P3, ..., P,) in den letzten n — 1 Argumenten symmetrisch ist
(wie aus den Definitionen von W und dem gemischten Volumen in der Dimension
n — 1 folgt), ergibt sich die Behauptung des Hilfssatzes. [

Nun erklaren wir das gemischte Volumen fiir allgemeine konvexe Kérper.

3.3.5 Satz und Definition. Es gibt eine nicht-negative, stetige, symmetrische
Funktion V : (K")" — R, das gemischte Volumen, so dass

VamK 4+ A Kn) = Y A A V(G LK) (3.44)
11 3

fir Ki,..., K, € K" und Ay, ..., A\, > 0 gilt.

Beweis. Fir K, ..., K, € K" definieren wir

1 n
V<K17 s 7Kn) = E Z(_l)n+k Z Vn(Ku +.o..t Kik)? (345)
T k=1

11 <...<tp

was nach Hilfssatz 3.3.3 konsistent ist mit der bereits erfolgten Definition des
gemischten Volumens fiir stark isomorphe Polytope. Dann ist V' symmetrisch, und
aus der Stetigkeit der Minkowski-Addition und des Volumen-Funktionals folgt,
dass V' auf (K™)" stetig ist. Seien Kj,..., K,, € K" gegeben. Nach Satz 2.3.16
gibt es Folgen (Pi;)iens - - -, (Pmi)ien von Polytopen mit P, — K, fiir i — oo
(r =1,...,m) und derart, dass fiir jedes i € N die Polytope Py, ..., P,,; stark
isomorph sind. Aus (3.41) und der Stetigkeit des Volumens und des gemischten
Volumens folgt jetzt die Giiltigkeit von (3.44).

Dass das gemischte Volumen nichtnegativ ist, zeigt man zuerst fiir stark isomor-
phe Polytope, und zwar durch Induktion nach der Dimension unter Verwendung
von (3.43) (dort kann 0 € P, angenommen werden, dann ist hl(-l) > 0). Das
allgemeine Resultat folgt dann durch Approximation. |

Wir stellen einige Eigenschaften des gemischten Volumens fest. Es gilt
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Fiir jede volumentreue affine Abbildung o : E" — E™ gilt
V(iaKy,...,aK,) =V (Ky,...,K,).

Das gemischte Volumen ist in jedem Argument Minkowski-additiv und monoton.
Wegen der Symmetrie geniigt es, dies fiir das erste Argument zu zeigen. Die
Behauptung lautet also, dass fiir K, L, Ks,..., K, € K" und \,u >0

VIAK + ul, Ky, ..., Ky,) = A\V(K, Ky, ..., K,) +uV (L Ky, ..., Kp,)
gilt und dass aus K C L die Ungleichung
V(K,Ksy,...,K,) <V(L,K,,...,K,) (3.46)

folgt. Beides ergibt sich fiir stark isomorphe Polytope aus (3.43) und folgt dann
allgemein durch Approximation. Es ist allgemein nicht bekannt, wann in (3.46)

das Gleichheitszeichen steht. Aus (3.46) folgt auch V(K3,...,K,) > 0, wenn
Ki,..., K, innere Punkte haben (man wéhle in jedem K; eine gleich groie Kugel).

Die polynomiale Entwicklung (3.44) kann auch in anderer Form geschrieben wer-
den. Dazu benutzen wir die Abkiirzung
V(Kl, e 7K17 ey Km7 ey Km) = V(Kl[rl], Ce ,Km[’l"mD
——— ———

T1 Tm

und den Multinomialkoeffizienten

|
( ) ) T n?"m" falls Zri:n’rj €{0,...,n},
r

.
! m 0 sonst.

Damit ergibt sich fir Ky,..., K, € K" und Ay,..., A\, > 0 aus (3.44) mit einem
einfachen kombinatorischen Argument

VMK + .o+ A K) (3.47)

n

S (TI“TL'Tm>)\11”1...A%V(Kl[rl],...,Km[rm]).

Ahnliche polynomiale Entwicklungen gelten fiir gemischte Volumina, in denen
einige Elemente festgehalten werden. Seien eine Zahl p € {1,...,n — 1} und
konvexe Kérper Cpyy,...,C, € K" gegeben. Dann gilt

V()\lKl 4+ ...+ )\me[p], Cp+1, ce ,Cn) (348)

- Z <T pr )Agl'..)\TW;nV<K1[T1]7‘"JKm[Tm]JCp+17”-7Cn>‘
1---Tm
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Zum Beweis entwickelt man beide Seiten der Identitat

V(MK + oA A Ko) 4 ppi1Cpi1 + -+ 1, Cr)

= Vo(pM Ky + .o+ A Ko + 11511 Cpia + oo+ 1, Ch)
gemédfl (3.47) und vergleicht dann auf beiden Seiten die Koeffizienten von
HP g1 - -
Als Spezialfall von (3.47) erhalten wir fiir zwei konvexe Korper K, L die Gleichung

n

Va(K +pL) = > (:1) PV (K[m), Lin — m)).

m=0

Ein Vergleich mit der Steiner-Formel (3.15) zeigt also, dass

e V) = 1 ) V0Dl B = ]

ist. Bis auf einen Faktor (der die Unabhingigkeit von der Dimension des umge-
benden Raumes bewirkt) ist das m-te innere Volumen von K also das gemischte
Volumen von m-mal dem Koérper K und (n — m)-mal der Einheitskugel.

Vollig analog zur Herleitung der Ungleichungen (3.28) — (3.31) aus Hilfssatz 3.2.9
und dem Satz von Brunn-Minkowski ergibt sich die folgende allgemeinere Aussa-

ge.

3.3.6 Satz. Fiir n-dimensionale konvexe Kérper K, L gelten die Minkowskischen
Ungleichungen
V(K, Ln —1])" > V,(K)V,(L)"* (3.49)

mit Gleichheit genau dann, wenn K und L homothetisch sind, und

V(K, Lin — 1])* > V(K[2], Lin — 2))V,(L). (3.50)

Wann in (3.50) das Gleichheitszeichen gilt, ist nicht vollsténdig bekannt.
3.4 Die Aleksandrov-Fenchelschen Ungleichun-
gen

In Satz 3.3.6 wurden neben den Ungleichungen

V(K,L,...,L)" > V,(K)V,(L)"*
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auch die quadratischen Minkowskischen Ungleichungen
V(K,L,L,...,L)* >V(K,K,L,...,L)V,(L)

notiert. Im dreidimensionalen Fall hatten wir (zumindest fir K = B™) gesehen,
dass aus den quadratischen Ungleichungen die anderen folgen; die quadratischen
Ungleichungen sind also die grundlegenderen. In diesem Abschnitt wollen wir
eine ganz allgemeine quadratische Ungleichung fiir gemischte Volumina zeigen,
namlich

V(K,L,Ks,...,K,)*>V(K,K,Ks,...,K,)V(L,L, K3, ..., K,).
Beim Beweis werden wir wesentlichen Gebrauch von stark isomorphen Polytopen
machen.

Es sei A eine gegebene (im folgenden zunichst feste) Aquivalenzklasse von stark
isomorphen, einfachen Polytopen. Wir verwenden die in Abschnitt 3.3 eingefiihr-

ten Bezeichnungen. Es seien uq, ..., uy die Normaleneinheitsvektoren der Poly-
tope aus A. Fiir gegebenes P € A sei
hi = h(Paul)y E: F<P7u2>7 Ej :EQF}7

J = {(i,j) : dim F}; = n — 2}.

Fiir P, € A werden die entsprechenden Grofien mit h\"”, E(r),Fi(jr) bezeichnet.
Das N-Tupel

P:=(hy,...,hy) € RY,

durch das das Polytop P € A eindeutig bestimmt ist, nennen wir den Stitzvektor
von P. Nach (3.37) sind die Stiitzzahlen der Facette F; gegeben durch

hij = h;/sin6;; — h;cot 8;; fiir (4,7) € J.
Fiir P,..., P, € Agilt

V(P B o= > g, g, B, (3.51)
1 n—1 7 1 n—1
o(FY L ETY)y = > ) o )Y, (3.52)

wo die Koeffizienten symmetrisch sind und nur von der Aquivalenzklasse A
abhéngen. Die Summationen in (3.52) konnen dabei iiber alle kq, ..., k,_1 von
1 bis N erstreckt werden, wenn zusétzliche Koeffizienten Null eingefiihrt werden
und hg) =0 fiir (¢,7) ¢ J vereinbart wird.

Der Ausdruck fiir V(Py,...,P,) in (3.51) héngt nur von den Stiitzvektoren der
Polytope Py, ..., P, ab. Man kann diese Definition daher formal auf beliebige
N-Tupel ausdehnen. Fiir

XT::(Q:Y),...,x%))eRN, r=1,...,n
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setzen wir

1 n
V(X X)) =Y a2l

Dann ist V eine n-lineare Funktion auf RY. Fiir X = (xy,...,2y) € RY definieren
wir sodann

Tij :

x;/sinb;; — x;cot by  fir (i,5) € J
) o fiir (4,5) ¢ J

und

AZX = (l‘il, c. 7xiN)-

Es ist also A; : RN — RY eine lineare Abbildung. Sie ordnet dem Stiitzvektor
eines Polytops die Stiitzzahlen seiner i-ten Facette zu, durch Nullen zu einem
N-Tupel ergénzt. Wir erweitern die Definition (3.52) durch

VAKX, AX ) =) al) o al)al (3.53)

iknfl :

Dann gilt eine Verallgemeinerung der Gleichung (3.43), ndmlich
L
V(X1 X)) = Zl e Mo(AXa, . NX). (3.54)

Diese Gleichung ist zunichst richtig fiir Stiitzvektoren. Ist P € A, so ist P+ €X,
fiir alle € aus einer Umgebung von 0 der Stiitzvektor eines Polytops aus A. Das
folgt aus Hilfssatz 2.3.14; hier wird benutzt, dass die Polytope aus A einfach sind.
Da beide Seiten von (3.54) n-lineare Funktionen sind, folgt (3.54) allgemein.

Im folgenden wird ein Polytop P € A oft mit seinem Stiitzvektor P identifi-
ziert. Ist in V(Xy,..., X,,) oder v(A;Xy,...,A;X,_1) eines der Argumente X,
ein Stiitzvektor P,., so ersetzen wir in den Ausdriicken X, durch P, und A;X,
durch Fi(T) = F(P,,u;). Wir bezeichnen Z = ((y,...,¢y) € RY als den Stiitz-
vektor eines Punktes, wenn ein Punkt z € E™ existiert mit ¢; = h({z},w;) fiir
1=1,...,N; das ist gleichbedeutend mit

Z = (<z7u1>7 MR <ZauN>)’
Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes.

3.4.1 Satz. Fir stark isomorphe einfache Polytope P, Ps, ..., P, € A und fir
Z € RN gilt

V(Z,P,Ps,....,P) >V(Z,Z Ps,...,P,)V(P,P,Ps,...,P,).

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn Z = AP+ A gilt, wo A € R und A
der Stiitzvektor eines Punktes ist.
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3.4.2 Korollar. Fiir konvere Korper K, L, K3, ..., K, gt

V(K,L, Ks,...,K,)2>V(K,K,Ks,..., K,)V(L, L, Ks,...,K,).  (3.55)

Man bezeichnet (3.55) als die Aleksandrov-Fenchelschen Ungleichungen.

Diese Ungleichung ergibt sich zunéchst fiir stark isomorphe einfache Polytope,
indem man in 3.4.1 fiir Z den Stiitzvektor eines Polytops aus A wahlt. Der
Approximationssatz 2.3.16 und die Stetigkeit der gemischten Volumina ergeben
dann die Ungleichung (3.55) fiir beliebige konvexe Korper. Aus 3.4.1 folgt noch,
dass in (3.55) jedenfalls dann Gleichheit gilt, wenn K und L homothetisch sind.
Jedoch gilt Gleichheit auch noch in anderen Féllen. Die vollstandige Aufklarung,
wann Gleichheit gilt, ist ein ungelostes Problem.

Beweis von Satz 3.4.1. Fiir n > 2 fithren wir auf RY eine symmetrische Bilinear-
form ® ein durch

P(X,)Y):=V(X,Y,Ps,...,P) fir X,V e RY

(im Fall n = 2 sind P, ..., P, nicht vorhanden). Es geniigt, die folgende Behaup-
tung zu zeigen.

Behauptung 1. Ist &(Z,P) =0, so ist ®(Z,Z) < 0, und Gleichheit gilt genau
dann, wenn Z der Stiitzvektor eines Punktes ist.

Nehmen wir an, Behauptung 1 sei bewiesen. Ist Z € R gegeben, so definieren
Wi (7, P)
A= 4 d 7' :.=7—\P.
o(p,P)
Dies ist moglich wegen ®(P, P) = V(P, P, P3, ..., P,) > 0. Dann ist (2, P) = 0,
nach Behauptung 1 gilt also ®(Z’, Z’) < 0, mit Gleichheit genau dann, wenn 7’
der Stiitzvektor eines Punktes ist. Wegen

Z
(7, 7) = 8(Z2.2) ~ 5 5pr

folgt die Behauptung von Satz 3.4.1.

Zum Beweis der Behauptung 1 zeigen wir zunéchst:

Behauptung 2. Es gilt
V(Z,P,...,P?*>V(Z,Z,P,..., P)V,(P). (3.56)

Fiir n = 2 gilt Gleichheit genau dann, wenn Z = AP + A ist, wo A € R und A
der Stiitzvektor eines Punktes ist.
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Zum Beweis bemerken wir, dass nach Hilfssatz 2.3.14 durch P + €Z der Stiitz-
vektor eines Polytops @ € A gegeben ist, wenn |e| hinreichend klein ist. Aus der
Minkowskischen Ungleichung (3.50) folgt

0 < V(Q,P,...,P)*~V(Q,Q,P,...,P)V,(P)

= EV(Z,P,...,P)?*~V(Z,Z,P,...,P)V,(P)].

Dies beweist die Ungleichung (3.56). Ist n = 2, so folgt aus Satz 3.3.6 (erster
Teil), dass in (3.56) genau dann Gleichheit gilt, wenn ¢ und P homothetisch
sind. Hieraus ergibt sich die Gleichheitsaussage in Behauptung 2.

Wir beweisen nun Behauptung 1 durch Induktion nach der Dimension. Fiir n = 2
gilt die Behauptung 1 nach Behauptung 2. Wir nehmen an, dass n > 3 und
Behauptung 1 in kleineren Dimensionen bewiesen ist.

Fiir jedes i € {1,..., N} definieren wir eine symmetrische Bilinearform ; auf
RY durch

ei(X,Y) = oM X,AY, EY O F™Y fiir XY e RY

(fiir n = 3 entfallen die Argumente Fl-(k)).

Behauptung 3. Z € RY ist genau dann Eigenvektor der Bilinearform ® zum
Eigenwert 0, wenn Z der Stitzvektor eines Punktes ist.

Zum Beweis stellen wir zunéchst fest, dass nach (3.54) die Gleichung

N
1
O(X,Y) = n Z zipi(Y, P3)
i=1

gilt. Die lineare Funktion ¢;(-, P3) ist von der Form
N
Pi(Y, Ps) = bijy,
j=1

also ist
L
P(X,Y)=— biixy;. 3.97
(X,Y) " Z; i LiYj ( )
Hier gilt b;; = bj;, weil ® symmetrisch ist. Dal Z = (¢, ...,(n) # 0 ein Eigen-
vektor von ® zum Eigenwert 0 ist, bedeutet

N
ZbUCJ:O furzzl,,N
j=1
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Aquivalent hierzu ist
vi(Z,P3) =0 firi=1,...,N. (3.58)
Ist Z der Stiitzvektor eines Punktes z, so gilt
0i(Z,Py) =o({z},FY,.. . E") =0.

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass (3.58) erfiillt ist. Nach der Induktionsan-
nahme gilt dann ¢;(Z,Z) < 0. O.B.d.A. kénnen wir h(Ps,u;) > 0 annehmen;
dann folgt

N
0 = %;Q%(Z P) =®(Z,7)

= V(Z,Z,Ps,...,P,)=V(Ps,Z,Z,P,,...,P,)
1 N

= ﬁZh(Pg,ui)goi(Z,Z)SO
=1

und daher ¢;(Z,Z) =0 fiir i = 1,..., N. Nach der Induktionsannahme bedeutet
das, dass A;Z der Stiitzvektor (relativ zu der Aquivalenzklasse von F;) eines
Punktes z; ist. Explizit bedeutet dies, dass

AZZ = ((Z“ 'Ui1>a N <Zz‘, UiN>)

mit v;; = 0 fiir (4,5) ¢ J gilt. Wir wiihlen ¢ # 0 derart, dass Fg_—i— eZ der
Stiitzvektor eines Polytops @) € A ist. Die Gleichung A;(Ps+€Z) = A;Ps+ e\, Z
ergibt

h(F(Qaui>>Uz‘j) = h(Fi(3)7Uij) + €(z;, Uij>
= h(Fl(g) + €25, Uij)

und damit F(Q,u;) = Fi(3) + ¢; mit einem Vektor ¢; (ndmlich ¢; = ez; + aju; mit
a; € R). Fur (i,7) € J folgt, dass die (n — 2)-Seite G := F(Q,u;) N F(Q, u;)
die Gleichung G' = Fl-(js) + ¢, erfiillt und analog G' = Fi(f) +t;, also ist t; = t;. Je
zwei Facetten von P3 konnen verbunden werden durch eine Folge von Facetten
derart, dass je zwei aufeinanderfolgende Facetten einen (n — 2)-dimensionalen
Durchschnitt haben. Es folgt ¢; = ¢, fiir alle ¢, j. Daher ist () ein Translat von P,
also Z der Stiitzvektor eines Punktes. Damit ist Behauptung 3 bewiesen.

Nun fiithren wir eine zweite symmetrische Bilinearform ¥ auf RY ein durch

N
1 i (P, P3) . N

PXY) = =S fir XY e RV,

(X,Y) n;h(ﬂui)w i S
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Hier setzen wir 0.B.d.A. h(P,w;) > 0 fiir i = 1,..., N voraus. Da ¢;(P, P3) > 0
ist, ist die Form W positiv definit.

Wir betrachten die relativen Eigenwerte A\; > Ay > ... der Form & beziiglich .
Bekanntlich gilt

A = max{P(X,X): V(X,X)=1},
Ay = max{®(X,X): V(X,X)=1LV(X,Y)=0 (3.59)
fiir alle Y im \;-Eigenraum} .
In Analogie zu (3.57) schreiben wir
LN
T(XY) =~ 2]2:31 CijTiY;

mit

Cij = h(P, UZ> fiir ¢ = %
0 fiir 7 # 7.

Dann ist Z = ((1,...,¢nv) € RV \ {0} ein Eigenvektor von ® relativ zu ¥ mit
Eigenwert A genau dann, wenn

N
Z(bij — Acij)¢ =0 firi=1,...,N

j=1
gilt; dies ist dquivalent mit

@i(P7 P3)

AR =N )

Ci furz:l,,N

Insbesondere ist A = 1 ein Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor Z = P,

Behauptung 4. Der einzige positive Eigenwert von ® relativ zu V ist 1, und er
st einfach.

Zum Beweis nehmen wir zuerst P = P; = ... = P, an. Angenommen, Behaup-
tung 4 wire in diesem Fall falsch. Falls es einen positiven Eigenwert u # 1 gibt,
dann existiert ein Z € RY mit ¥(Z,P) = 0 und ®(Z,Z) = p¥(Z,7) > 0.
Falls 1 ein mehrfacher Eigenwert ist, dann ist der zugehorige Eigenraum minde-
stens zweidimensional und enthélt daher einen Vektor Z mit W(Z, P) = 0 und
O(Z,Z)=V(Z,Z) > 0. In jedem der beiden Fille ist

1L (PP
0=(ZP)= ﬁz%ghmui) =V(Z,P,...,P).
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Wegen V(Z,Z,P,...,P)=®(Z,Z) > 0 ist das ein Widerspruch zu Behauptung
2.

Nun seien Pj, ..., P, € A beliebig. Fiir ¥ € [0, 1] sei
P.(¥):=(1—-vY)P+ VP, r=3,...,n.

Die Koeffizienten der zugehorigen Formen &, ¥ hingen stetig von ¢ ab, daher
gilt dasselbe fiir die relativen Eigenwerte. Nach Behauptung 3 ist 0 stets ein
Eigenwert mit Vielfachheit n. Es folgt, dass die Summe der Vielfachheiten der
positiven Eigenwerte unabhéngig von 1 ist. Da diese Summe fiir ¥ = 0 gleich 1
ist, ist sie auch fiir ¥ = 1 gleich 1. Damit ist Behauptung 4 bewiesen.

Behauptung 4 zeigt nun, dass der Eigenraum zum Eigenwert 1 gleich lin { P} ist
und dass der zweite Eigenwert nicht positiv ist. Es ist also ®(Z, Z) < 0 fiir alle Z
mit U(Z, P) = 0, und die Bedingung ¥(Z, P) = 0 ist dquivalent mit ®(Z, P) = 0.
Aus ®(Z, P) = 0 folgt also ®(Z, Z) < 0. Angenommen, hier gilt Gleichheit fiir ein
Z # 0. Da bei Z das Maximum in (3.59) angenommen wird, ist Z ein Eigenvektor
zum Figenwert 0. Nach Behauptung 3 ist Z dann der Stiitzvektor eines Punktes.
Damit ist der Induktionsbeweis der Behauptung 1 abgeschlossen und somit auch
der Beweis von Satz 3.4.1. [

Als erste Konsequenz aus den Aleksandrov-Fenchelschen Ungleichungen kénnen
wir den Satz von Brunn-Minkowski (Fall m = n des nachfolgenden Satzes) we-
sentlich verallgemeinern.

3.4.3 Satz (allgemeiner Satz von Brunn-Minkowski). Seien eine Zahl m €
{1,...,n} und konvexe Kirper Ko, K1, Kpy1,..., K, € K" gegeben, sei Ky :=
(1= X)Ko+ AK; und

1

f()‘) = V(K)\[m], Km+1, e Kn)m

fir 0 < X\ <1. Dann ist f eine konkave Funktion auf [0, 1].

Beweis. Wir miissen f”(A) < 0 zeigen. Es geniigt, dies fiir A = 0 zu zeigen. Ist
das néamlich gezeigt und ist dann 0 < A < 1, so setzen wir K, := (1—7)K,+ 7K,
und

—_— 1

h(T) = V(K[ m], Kpt1,...,K,)m.
Dann ist f(A+ ) = h(u/(1 — X)), also folgt f”(\) < 0 aus h”(0) < 0.
Nun gilt
1'(0) = (m = Vg™ Vi Vigy = Vi)
mit

Vioy 1= V(Ko[m — ], Ku[i], K1, - Kin).
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Wir haben zunéchst V(o) > 0 vorausgesetzt. Aus Satz 3.4.2 folgt jetzt f”(0) < 0.
Durch Approximation ergibt sich dies allgemein. [

Da das gemischte Volumen V (K7, K, ..., K,) in seinen Argumenten symmetrisch
ist, ist klar, dass man aus der Aleksandrov-Fenchel-Ungleichung

V(K17K27K37 s 7Kn)2 Z V(K17K17K37 sy Kn)V(K27K27K37 sy Kn)

viele weitere Ungleichungen gewinnen kann, indem man sie wiederholt anwendet.
Die folgenden Ausfiihrungen sollen in moglichst iibersichtlicher Weise zeigen, wie
man eine Serie von weiteren Ungleichungen herleiten kann.

Wir betrachten vorbereitend zunéchst eine endliche Folge (ag,as,...,a,;) von
reellen Zahlen. Sie heif3t konkav, wenn

ai_1—2ai+ai+1§0 fllI‘Z:]_,,m—]_
gilt. Aquivalent damit ist
ap— a1 < ap —az < ..o < Aol — Qe

Dies gelte nun. Fiir 0 <1 < j < k < m folgt dann, wenn wir arithmetische Mittel
bilden,

(CLZ' — ai+1) + ...+ (aj_l - CLj) (aj - aj+1) + ...+ (ak—l — ak)

< b
j—i . k=J
also
“ o
J—i = k—J
und daher
(k’ — j)CLZ + (Z — k)aj + (j — i)ak S 0. (360)

Gleichheit gilt hier genau dann, wenn
ar—1 — 20, + apy1 =0 firr=di+1,...,k—1

gilt.

Die Folge (ag, a1, ..., ay) positiver Zahlen heifit log-konkav, wenn die Folge
(log ag, . ..,logay,)
konkav ist; dquivalent damit ist

a?Zai,laiH furzzl,,m—l
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In diesem Fall folgt aus (3.60) fir 0 <i<j<k<m
a; Yot Mal T < 1L (3.61)
Mit positiven Exponenten umgeschrieben, lautet diese Ungleichung

ah=t > a¥al ™. (3.62)

Gleichheit gilt hier genau dann, wenn

af:aT_laH_l firr=4i4+1,...,k—1
gilt.
Wir wenden dies nun an auf konvexe Korper Ky, Ky, Ky41,..., K, mit m €
{1,...,n}. Setzen wir
a; ‘= ‘/(z) = V(Kg[m - Z], Kl[l], Km+1> ey Kn)
fiir ¢ =0,...,m, so gilt nach der Aleksandrov-Fenchelschen Ungleichung
a?Zai_laiH fire=1,...,m— 1.
Setzen wir zuséatzlich voraus, dass alle a; > 0 sind, so ist die Folge (ao, ..., an)

also log-konkav. Daher gilt nach (3.62)

k—i k—jvri—i
Yoy 2 Ve Vi (3.63)
fiir 0 <i < j < k < m. Durch Approximation ergibt sich diese Ungleichung auch,
wenn zugelassen wird, dass einige der vorkommenden Groflien verschwinden.

Wir nehmen jetzt die folgende Spezialisierung vor: m = n, Ky = B", K; = K.

Dann ist
Kn—i

wo V; wieder das i-te innere Volumen bezeichnet. Die Ungleichung (3.63) liefert
fiir i = 0 wegen V{g) = k,, insbesondere die Ungleichungen

Viy = VK[, B'n — i) = "2V (K),

k - .

fir 0 < j < k < n. Das Gleichheitszeichen gilt hier jedenfalls dann, wenn K
eine Kugel ist. In (3.64) ist also eine ganze Serie von Extremaleigenschaften der
Kugel enthalten. Der Fall £ = n liefert speziell: Unter allen konvexen Kérpern
mit gegebenem Volumen haben die Kugeln das kleinste j-te innere Volumen (5 =
1,...,n—1). Der Fall j = 1 liefert: Unter allen konvexen Korpern mit gegebener
mittlerer Breite haben die Kugeln das grofite k-te innere Volumen (k = 2,...,n).



120 KAPITEL 3. FUNKTIONALE UND EXTREMALPROBLEME

Leider erhalten wir auf diesem Wege keine Information dariiber, ob die Kugeln
jeweils die einzigen Extremalkorper sind. Nach der Herleitung gilt in der Unglei-
chung (3.64) (falls wir V(z) > 0 annehmen) genau dann das Gleichheitszeichen,
wenn

Ve = Vie—))Virs) firr=1,...,k—1

gilt. Insbesondere folgt aus Gleichheit in (3.64) also die Gleichheit

In diesem speziellen Fall 148t sich zeigen, dass die Gleichheit nur fiir Kugeln gilt.
Auf den Beweis kénnen wir hier allerdings nicht mehr eingehen.

3.5 Steiner-Symmetrisierung

Bei Extremalproblemen der Konvexgeometrie treten haufig Kugeln oder Ellip-
soide als Extremalkorper auf, also Korper mit einem hohen Mafl an Symmetrie.
Daher konnen Beweise fiir eine Reihe von Extremaleigenschaften der Kugeln oder
Ellipsoide durch sogenannte Symmetrisierungsverfahren gefiithrt werden. Ein Bei-
spiel dieser Art haben wir in Abschnitt 3.1 (S. 78) kennengelernt. Es ging dabei
um den Nachweis, dafl ein konvexer Korper mit gegebenem Durchmesser und
maximalem Volumen notwendig eine Kugel sein muss. Der erste Schritt bestand
darin, mittels des Auswahlsatzes von Blaschke die Existenz von Extremalkoérpern
zu zeigen. Der zweite Schritt zeigt dann, dass ein Extremalkorper nur eine Kugel
sein kann. Dabei geht man indirekt vor. Angenommen, ein Kérper Ky mit gege-
benem Durchmesser und maximalem Volumen wére keine Kugel. Dann gibt es
eine Hyperebene H derart, dass K keine zu H parallele Symmetrieebene besitzt.
Man spiegelt nun den Korper K, an der Hyperebene H, sei K; das Spiegelbild,
und bildet den Koérper K’ := %KO + %Kl. Von ihm sagt man, dass er durch
Blaschke-Symmetrisierung an der Hyperebene H aus K hervorgeht. Wichtig ist
nun, dass diese Blaschke-Symmetrisierung die Eigenschaften

D(K') < D(Ko),  Va(K') 2 Va(Ko)

hat. Das eine der beiden betrachteten Funktionale wird also bei Blaschke-
Symmetrisierung nicht vergréflert, das andere wird nicht verkleinert. Die Unglei-
chung V,,(K') > V,(K,) folgt dabei aus dem Satz von Brunn-Minkowski; dieser
liefert auch die Information, da8 V,,(K’) = V,,(Kj) nur dann gilt, wenn K" und K,
homothetisch sind. Wenn das gilt, hat Kj eine zu H parallele Symmetrie-Ebene,
was aber ausgeschlossen war. Es mufl also V,,(K’) > V,,(K)) sein, aber das ist ein
Widerspruch zur Extremaleigenschaft von Kj. Also ist K eine Kugel.

Wir wollen nun ein anderes Symmetrisierungsverfahren kennenlernen. Es hat die
niitzliche Eigenschaft, das Volumen nicht zu verdndern. Von einer Reihe anderer
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Funktionale 1é3t sich zeigen, dass sie sich bei dieser Symmetrisierung monoton
verhalten. Das gestattet dann die Losung einiger Extremalprobleme fiir Korper
gegebenen Volumens.

Dieses Verfahren, die Steiner-Symmetrisierung, 1asst sich allgemein auf kompak-
te Mengen anwenden. Wir beschréinken uns hier aber auf konvexe Korper. Das
Verfahren 148t sich anschaulich folgendermafien beschreiben. Gegeben sei eine Hy-
perebene H. Sei K € K" ein konvexer Korper. Jede zu H senkrechte Gerade G,
die K trifft, schneidet K in einer (eventuell ausgearteten) Strecke. Diese Strecke
wird so auf GG verschoben, dass ihr Mittelpunkt auf H zu liegen kommt. Die Ver-
einigung aller so verschobenen Strecken ist ein neuer konvexer Kérper Sy (K).
Die damit definierte Abbildung Sy : K™ — K™ heifit Steiner-Symmetrisierung an
H.

Wir beschreiben diese Symmetrisierung jetzt etwas formaler. O.B.d.A. kénnen
wir annehmen, dass H = H,( mit einem Einheitsvektor u gilt. Jeder Punkt
x € R™ ldsst sich eindeutig in der Form

r=x9+ A mitzg€ HAER
darstellen. Fir z € E™ ist
Gy ={z+ X u:XeR}

die zu H senkrechte Gerade durch z. Fiir K € K™ bezeichne K|H das Bild von
K unter der Orthogonalprojektion auf H, also

K|H={x€ H:G,NK # 0}
Fir z € K|H ist G, N K eine (eventuell ausgeartete) Strecke, also von der Form
G:NK={z+z2u:z(x) <z<Z(x)}
Hierdurch werden zwei Funktionen
z:KIH—-R und z:K|H—R

definiert. Aus der Konvexitit von K folgt, dass z konvex und Z konkav ist. Diese
Funktionen sind also auf relint K|H stetig, aber i.a. nicht auf ganz K|H. (Als
Beispiel betrachte man im E? die konvexe Hiille einer Kreisscheibe in H und
einer zu H senkrechten Strecke durch einen Randpunkt der Kreisscheibe.) Es gilt
jedoch: Zu x € K|H und € > 0 existiert eine Umgebung U von z mit

z2(y) > z(x) —e firalley e UN(K|H).

Wire das ndmlich fiir ein « € K|H falsch, so gébe es ein € > 0 und eine Folge
(Yi)ien in K|H mit y; — x und z(y;) < z(z) — . Man kann 0.B.d.A. (d.h. nach
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Auswahl einer Teilfolge) annehmen, dass z(y;) — a fiir eine reelle Zahl a gilt.
Dann gilt y; + z(v;)u € K, y; + z(y;)u — = + au, also z + au € K und daher
z(z) < a < z(z) — ¢, ein Widerspruch. Somit ist die Funktion z halbstetig nach
unten, und es gilt

z(z) < liminf z(y).

y—z

Analog gilt
Z(z) > limsup Z(y).
y—
Die Zahl Z(x) — z(z) ist die Lénge der Strecke G, N K. Fiir x € K|H setzen wir
nun

s(x) == {x + zu —%(?(m) —z(z)) <z < %(E(x) —g(x))}

und dann

ze€K|H

3.5.1 Satz und Definition. Fir K € K" gilt Sy(K) € K", V,(Su(K)) =
Vo(K), und Sy (K) ist symmetrisch beziiglich H. Der Korper Sy(K) heifit die
Steiner-Symmetrisierte von K beziiglich H.

Beweis. Die Symmetrie von Sy(K) beziiglich H folgt aus der Definition, die
Gleichheit der Volumina folgt aus dem Satz von Fubini. Die Konvexitit von K
ergibt sich daraus, dass die Funktion Z — z konkav ist. Dafl Sy (K) beschréinkt
ist, ist klar. Zum Nachweis der Abgeschlossenheit sei (y;);en eine Folge in Sy (K)
mit lim; . y; = y. Dann ist y; = z; + z;u mit x; € K|H und z; € R, und es gilt
x; — x, z; — 2,y = x + zu. Da K|H abgeschlossen ist, gilt x € K|H. Ferner ist

22| < Z(x;) — 2(2;)

und daher
2|z| = lim 2|z| < limsupz(z;) — liminf 2(z;) < Z(2) — z(z),
also x + zu € Sy (K). Somit ist Sy (K) abgeschlossen. |

Die Steiner-Symmetrisierung Sy : K™ — K" ist nicht stetig, wohl aber auf dem
Teilraum der Korper mit inneren Punkten. Wir zeigen nur die folgende Aussage:

3.5.2 Hilfssatz. Sei (Kj);en eine Folge konvezer Kéorper mit K; — K und derart,
dass Sy (K;) — K fiir j — oo gilt. Dann gilt K C Sy(K).

Beuweis. Sei v € K. Nach Satz 1.8.7 gibt es Punkte z; € Sy (K;) mit x; — a fiir
J — o0. Es gibt Punkte y;, 2; € G, N K; mit ||y; — z;{| > ||z; —on;||, wo o die
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Spiegelung an H bezeichnet. Wir konnen annehmen (Auswahl von Teilfolgen und
Umbenennung), dass y; — y und z; — z fiir j — oo gilt. Dann folgt y, z € G,NK
und ||y — z|| > ||z — ogx||, also z € Sy(K). |

Fiir die Steiner-Symmetrisierung gilt ein Kugelungssatz analog zu Satz 3.2.5 fiir
Drehmittelungen. Sind Hy, ..., H,, Hyperebenen (0.B.d.A.) durch 0, so wird die
Abbildung Sy, o ... o Sy, als eine Mehrfachsymmetrisierung bezeichnet.

3.5.3 Satz. Zu K € K" sei S(K) die Menge der konveren Korper, die durch
Mehrfachsymmetrisierung aus K hervorgehen. Dann gibt es in S(K) eine Folge,
die gegen eine Kugel konvergiert.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.2.5 sei zu L € K™ mit R(L) der Radius der
kleinsten Kugel mit Mittelpunkt 0 bezeichnet, die L enthélt. Sei

Ry :=inf{R(K') : K" € S(K)}.
Da S(K) beschrénkt ist, gibt es eine Folge (K);en in S(K) mit

hm R(Kj) = R(] und hm Kj = K()

J—0o0 J—00

fiir einen konvexen Korper Ky € K", und wegen der Stetigkeit von R folgt
R(KO) - Ro.

Angenommen, K, wére nicht die Kugel By mit Mittelpunkt 0 und Radius Rj.
Dann gibt es einen Punkt z € bd By mit z ¢ Kj. Es gibt eine Kugel C' mit
Mittelpunkt z und mit bd By N C N Ky = (). Ist H eine beliebige Hyperebene
durch 0, so gilt offenbar

Wir iiberdecken bd By durch endlich viele zu C' kongruente Kugeln Ci,...,C,,
mit Mittelpunkten in bd By. Sei H; die Symmetrieebene von C' und C;. Fiir den
Korper S*(Kp) mit S* := Sp,, 0...0Sy, gilt dann nach der vorstehenden Bemer-
kung S*(Ky) Nbd By = (). Da S*(K,) kompakt ist, folgt daraus R(S*(Ky)) < Rp.
Nun war K; € S(K) und lim;_., K; = K. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen (mit
der iiblichen Schlussweise: Auswahlsatz, Auswahl von Teilfolgen, Umbenennung),
dass alle Folgen (Sy, 0...05y, (K;)) en konvergieren (r = 1,...,m), insbesondere
S*(K;) — K. Aus Hilfssatz 3.5.2 folgt dann K C S*(Kj), also R(K) < R, und
daher R(S*(K;)) < Ry fiir gentigend grofie j. Wegen S*(K;) € S(K) ist das ein
Widerspruch. Also ist K die Kugel By, und es gilt lim;_,., K; = By. [ |

Wir wollen nun Beispiele fiir Anwendungen der Steiner-Symmetrisierung ge-
ben. Dabei handelt es sich um Extremaleigenschaften von Ellipsoiden. Fiir die
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betrachteten Extremalaussagen sind keine Beweise bekannt, die ohne Steiner-
Symmetrisierung auskommen. Dass die Extremwerte nicht nur von Kugeln, son-
dern von Ellipsoiden angenommen werden, liegt daran, dass es sich um affinin-
variante Funktionale handelt. Ein Funktional f : Kj — R (wo Kf der Raum
der konvexen Korper mit inneren Punkten im E™ ist) heifit affininvariant, wenn
f(aK) = f(K) fiir jede nichtausgeartete affine Abbildung « : E* — E™ gilt.
Affininvariante Funktionale konvexer Korper kommen in verschiedenen Zusam-
menhéngen vor und werfen interessante Extremalprobleme auf, die aber zum
groflen Teil ungelost sind. Grundsétzlich l&sst sich zu diesen Extremalproblemen
folgendes sagen.

3.5.4 Satz. Sei f : Kj — R ein stetiges, affininvariantes Funktional. Dann
nimmt f auf K ein Maximum und ein Minimum an.

Beweis. Sei § C E™ ein regulédres n-Simplex mit Schwerpunkt 0 und 7' = —n.S;
dann ist 7" ein reguléres Simplex, dessen Facetten durch die Ecken von S gehen.

Sei K € Kj ein konvexer Korper. Es gibt ein in K enthaltenes Simplex A
mit grofitem Volumen. Hierzu gibt es eine affine Transformation a des E™ mit
aA = S. Dann ist S ein in aK enthaltenes Simplex von gréfitem Volumen. Je-
de Facettenhyperebene von T ist Stiitzebene von a /', denn andernfalls enthielte
aK ein Simplex, das grofleres Volumen hat als S (dieselbe Grundfliche, groBere
Héhe). Also gilt S C aK C T. Die Menge

A={K'eKy:SCcK cT}

ist beschrinkt und abgeschlossen, nach dem Auswahlsatz also kompakt. Die ste-
tige Funktion f nimmt daher auf A ein Maximum und ein Minimum an. Dies
sind zugleich Maximum bzw. Minimum von f auf Kj, da es zu jedem K € Kj
eine Affinitdt o mit oK € A gibt und da f(aK) = f(K) ist. |

Ein wichtiges affininvariantes Funktional ist das Volumenprodukt, das wir hier
aber nur fiir zentralsymmetrische konvexe Koérper betrachten wollen. Es bezeichne
K7 die Menge der konvexen Kérper K in Kf mit K = —K. Fiir K € K ist das
Volumenprodukt erklédrt durch

vp(K) := Vo (K)V,(K"),
wo K* der Polarkorper von K ist. Nach Definition ist
K*={yeE": (y,x) <1firallex € K}.
Ist « eine lineare Transformation des E”, so gilt

ye€ (aK)" & (y,z) <1Vzreak
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& (y,ar) <1Vze K
& (a'y,x) <1Vzre K
& a'ye K°
& yeo K,
wo o die adjungierte lineare Abbildung bezeichnet. Es folgt
vp(aK) = Vy(aK)V,(a* 1 K*)
= |det |V, (K)|det a| "V, (K™*)
= vp(K).

Das Volumenprodukt ist also invariant unter linearen Transformationen. Allge-
meiner kann man das Volumenprodukt auf K erkldren durch

vp(K) = Va((K = k) V(K = ck)"),

wo ¢ den Schwerpunkt von K bezeichnet; es ist dann affininvariant.

Der folgende Satz zeigt, dass das Volumenprodukt auf K7 sein Maximum auf den
Ellipsoiden annimmt.

3.5.5 Satz (Blaschke-Santal6-Ungleichung fiir zentralsymmetrische Korper). Fiir
K e K} gilt
Vi (K)V,(K*) < k2.

Beweis. Wir wollen das Verhalten des Volumenprodukts unter Steiner-
Symmetrisierung untersuchen. Da das Volumen bei Steiner-Symmetrisierung in-
variant ist, muss V,,(Sy(K)*) betrachtet werden. Dabei sei H eine Hyperebene
durch 0, also H = u* mit einem Vektor v € S"~!. Jedes x € E™ hat eine eindeu-
tige Darstellung x = y + tu mit y € H und ¢ € R, und wir schreiben z = (y, t).

Sei K € K. Es gilt

(y,5) € Sp(K) < 3(y,s;) € K (j =1,2) mit s = 51;32.

Fiir einen konvexen Koérper M mit 0 € int M ist
M*={(z,1) : {(2,1), (y,8)) <1V (y,s) € M},

also gilt
(z2,t) e M* < (z,y) +ts < 1V (y,s) € M.
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Es folgt

(2,t) € Su(K)" & (z,y)+ts <1, wenn (y,s) € Su(K)

51 — 82

< (z,y)+ts <1, wenn (y,s;) € K und s = 5

S1 — S
& (zy) +t—"2

<1, wenn (y,s;) € K (j =1,2).

Fiir eine Menge ¥ C E™ und fiir ¢t € R setzen wir
E,.={ye H:(yt) e E}

(in der MaBtheorie als t-Schnitt von E bezeichnet). Unter K} ist (K*); zu ver-

stehen. Sei nun ) ) . )

Die Gleichheit folgt, weil K = —K und damit auch K* = —K* ist. Es ist also

1 1
z:§p+§q mit p € K] und ¢ € K*,.

Fir (y,s;) € K (j =1,2) folgt

S1— S + S1— S
(zy) +12 2 = <¥,y>+tl 2
1

2 2

((p,y) +ts1) + %(<q,y> —tsy) <1,

2

denn wegen (p,t) € K*ist (p,y)+ts; < 1, und wegen (¢, —t) € K*ist (q,y)—tsy <
1. Also folgt (z,t) € Sy(K)* und somit z € [Sy(K)*];. Damit ist

%Kz‘ + %(—Kf) C [Su(K)™:

gezeigt. Mit dem Satz von Brunn-Minkowski folgt

Vies(57) < Vi (56 + 5(-KD)) < Vs (a0

Integration nach ¢t und der Satz von Fubini ergeben
Va(K*) < Vo(Su(K)").
Wegen V,,(K) = V,(Sg(K)) ist also

vp(K) < vp(Su(K)).



3.5. STEINER-SYMMETRISIERUNG 127

Aus Satz 3.5.3 und der Stetigkeit des Volumenprodukts lasst sich nun folgern,
dass vp ein Maximum auf der Menge der Kugeln annimmt. Das liefert gerade
die behauptete Ungleichung, denn es ist V,,(rB") = r"k, und V, ((rB")*) =
Vi (%Bn) =1 "K,. [ |
Da das Volumenprodukt invariant ist unter linearen Transformationen, nimmt es
sein Maximum an auf der Menge der Ellipsoide mit Mittelpunkt 0. Dass das Ma-
ximum nur von diesen Ellipsoiden angenommen wird, lasst sich mit zusatzlichem
Aufwand ebenfalls zeigen. Es ist ein ungeldstes Problem, auf welchen konvexen
Korpern das Volumenprodukt sein Minimum annimmt.

Das néchste Extremalproblem, das wir mit Steinerscher Symmetrisierung behan-
deln wollen, geht zuriick auf eine historische Aufgabe von J.J. Sylvester (um
1865). Er stellte die folgende Frage. In einem ebenen konvexen Kérper K € K3
werden unabhéngig vier zuféllige Punkte gewahlt. Mit pf’) (K) sei die Wahrschein-
lichkeit dafiir bezeichnet, dass die konvexe Hiille dieser Punkte ein Dreieck ist.
Was lésst sich iiber diese Wahrscheinlichkeit sagen? Diese Aufgabe ist natiirlich
nicht préazise gestellt, wenn wir nicht festlegen, welche Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung die zufalligen Punkte haben sollen. Wir wollen die natiirlichste Vorausset-
zung machen, dass jeder der zufélligen Punkte uniform in K verteilt ist, das heif3t,
seine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist gegeben durch das auf K eingeschrinkte
Lebesgue-Maf3, das zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl normiert ist. Wegen der
vorausgesetzten stochastischen Unabhéngigkeit der vier zufélligen Punkte ist ih-
re simultane Verteilung gleich dem Produkt der einzelnen Verteilungen. Daher
kann die fragliche Wahrscheinlichkeit pf’)(K ) jetzt durch ein mehrfaches Integral
ausgedriickt werden. Setzen wir fiir ebene Polygone P

1, wenn P ein Dreieck ist

9(P) = { 0 sonst
dA(z1)  dA(za)

pf’)(K):/---/g(conv{xl,...,az4}) ME) . NE)

K K
wo A das zweidimensionale Lebesgue-Mafl bezeichnet. Statt A(K') schreiben wir
wieder Vo(K), und dA(z) kiirzen wir mit dz ab. Dann ist also

1
P(K) = VQ(K)4/.../g(conv{xl,...,x4})dx1...dx4_
K K

So 1st

Der Integrand ist genau dann 1, wenn drei der Punkte xy,...,x4 ein Dreieck
bilden und der vierte in diesem Dreieck liegt. Aus Symmetriegriinden ist also

p(E) = 7 (2)4 / / / / dzy | duidwydes

K K K z4€conv {x1,x2,23}
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4
- %(K)4///‘/2<Conv{x17x27x3})dx1d$2d$3.

K K K

Mit Hilfe dieser Integraldarstellung ist unschwer nachzuweisen, dass pf’)(K ), als
Funktion des konvexen Korpers K aufgefasst, ein affininvariantes stetiges Funk-
tional auf K3 ist. Es nimmt also nach Satz 3.5.4 ein Maximum und ein Minimum
an. Fiir spezielle Korper K, wie Kreise (und damit fiir Ellipsen), Dreiecke, Par-
allelogramme lasst sich das Integral explizit berechnen, im allgemeinen wird das
aber nicht der Fall sein. Daher kann die Aufgabe von Sylvester fiir allgemeine K
nur so interpretiert werden, dass man den moglichen Wertebereich der Funktion
pf) bestimmen soll, also ihre Extremwerte.

Allgemeiner kénnen wir m > 4 unabhéngige, uniform verteilte zufallige Punkte in
K betrachten und nach der Wahrscheinlichkeit pgg)(K ) fragen, dass ihre konvexe
Hiille ein Dreieck ist. Analog wie oben ergibt sich

PP(K) = %///‘/Q(COHV {21, 29, 23})™ % da1dwodrs.

K K K

Entsprechende Fragen kann man natiirlich im n-dimensionalen Raum stellen. Wir
definieren jetzt allgemeiner fir K € K, k € Nmit £ > n+ 1 und r € R mit
r>1

frlk,K) = [+« [ Vi(conv{zy,...,zx})" day - - - daxy.
/]

Wir kénnen f,.(k, K)/V,(K)* auffassen als das r-te Moment des Volumens der
konvexen Hiille von k& unabhéngigen, uniform verteilten zufélligen Punkten in K.
Das Funktional

fr(k, K)

Vn(K)k—l-'r

ist affininvariant; es ist aber im folgenden bequemer, mit f,.(k, K) zu arbeiten.
Fiir diese Funktionale ldasst sich mit Steinerscher Symmetrisierung der folgende
Satz zeigen.

K —

3.5.6 Satz. Fir K e Kjj, ke Nmitk>n+1undr>1 gilt
fr(k, K) > f.(k, B),

wenn B eine Kugel mit V,,(K) = V,(B) ist. Gleichheit gilt genau dann, wenn K
ein Ellipsoid ist.

Fiir die Wahrscheinlichkeit im ebenen Problem von Sylvester bedeutet das

3 3
PP (K) > pP(B),
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wenn F eine Ellipse ist. Fiir Kreise und damit fiir Ellipsen kann man die Wahr-
scheinlichkeit explizit ausrechnen und erhélt

> = 0,29552.
— 1272 ’
Das ist zuerst von W. Blaschke 1917 bewiesen worden. Er hat auch gezeigt, dass

in der Ebene )

gilt, mit Gleichheit genau dann, wenn K ein Dreieck ist.

Im Beweis von Satz 3.5.6 folgen wir einer Arbeit von H. Groemer (1974), werden
allerdings die Charakterisierung des Gleichheitsfalls nicht vollstdndig ausfiihren.

Warum Steiner-Symmetrisierung hier erfolgreich eingesetzt werden kann, soll
zundchst an dem von Blaschke behandelten Spezialfall n = 2, &k = 3, r = 1
heuristisch erldutert werden. Zur Abkiirzung setzen wir

FK) = / / / Va(conv {a1, 2a, 73 }) dzydwadas.

K K K

Sei Sy (K) die Steiner-Symmetrisierte von K an einer Geraden K. Wir erkléren
eine Abbildung ¢ : Sy(K) — K in der folgenden Weise. Sei u ein Einheitsvektor
senkrecht zu H. Zu x € Sy(K) seien die Schnittpunkte ay,ay € G, Nbd Sy (K)
und by, by € G, Nbd K so numeriert, dass as — a; und by — b; die Richtung von
u haben. Dann ist x = a; + tu mit ¢ > 0, und wir definieren ¢(x) := by + tu. Es
folgt aus dem Satz von Fubini, dass die damit erklarte Abbildung ¢ flichentreu
ist. Man kann nun zeigen, dass fiir x1, z9, x3 € Sy (K) die Ungleichung

Vo(conv {z1, xe, x3}) + Vo(conv{opxi,opre, oprs})
< Va(conv {p(x1), p(22), p(x3)}) + Va(conv {p(onr1), p(0rr2), p(0mT3)})

gilt. Wegen der Fliachentreue der Abbildung ¢ kann man hieraus durch Integra-
tion die Ungleichung f(Sy(K)) < f(K) erhalten. Das Funktional f wird also bei
Steinerscher Symmetrisierung nicht vergroflert. Dies ist die Grundidee des Bewei-
ses. Im Fall £ > n + 1 muss man jedoch das entsprechende monotone Verhalten
bei Steiner-Symmetrisierung etwas anders nachweisen.

Beweis von Satz 3.5.6 (teilweise).

Im folgenden seien die Zahlen k£ > n + 1 und (zunéchst) r > 0 vorgegeben. Fiir
K € K setzen wir

O(K):= [ - [ Vi(conv{xy,...,zx})" dxy - - - day.
/]

K K
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Es ist leicht nachzuweisen, dass ® stetig ist und dass ®/V**" affininvariant ist.
Nach Satz 3.5.4 gibt es daher einen konvexen Kérper B mit V,(B) = 1 und

O(K) > ®(B)

fiir alle konvexen Koérper K mit V,,(K) = 1. Wir miissen zeigen, dass B ein
Ellipsoid ist. Dazu benutzen wir einen geometrischen Hilfssatz, der hier allerdings
nicht bewiesen werden soll. Ist K ein konvexer Kérper und G eine Gerade im E",
so bezeichnen wir mit M (K, G) die Menge der Mittelpunkte aller Sehnen K NG,
wo G’ die zu G parallelen Geraden durchliuft.

3.5.7 Hilfssatz. Der konvexe Kérper B € Kf ist genau dann ein Ellipsoid, wenn
fiir jede Gerade G die Menge M (K, G) in einer Hyperebene liegt.

Wir wollen nun das Verhalten des Funktionals ® bei Steinerscher Symmetrisie-
rung untersuchen. Dazu legen wir einige Bezeichnungen fest. Sei H eine Hyper-
ebene durch 0 und u ein zu H senkrechter Einheitsvektor. Wie friither schreiben
wir die eindeutige Darstellung x = y+tu mit y € H, ¢t € R in der Form = = (y, t).
Seien nun Punkte

Cl,...,cp € H

vorgegeben. Fiir Z = (z1,...,2;) € R setzen wir
C(Z) = conv{(cy,z1),...,(ck 2x)},
W(2) = Vi(C(2).

Wenn Z in R* variiert, durchliuft C(Z) Polytope, deren Ecken auf gewissen der
zu u parallelen Geraden durch cq, ..., ¢, liegen.

3.5.8 Hilfssatz. Die Funktion v ist konvex, d.h. es gilt
v(1=NZ +XZ") < (1= XNv(Z') +  w(Z")
fir Z', 7" € RE und X € [0,1].

Beweis. Zu jedem konvexen Kérper M € Kf gibt es die am Anfang dieses Ab-
schnitts definierten Funktionen z, zZ auf M|H, so dass

M={(y,z) :ye M|H, z(y) <z<Z(y)}

gilt. Wir nennen sie die Unter- bzw. Oberfunktion von M.

Nun seien Z’, 7" € R* und \ € [0,1] gegeben. Es seien 2/, z’ die Unter- und
Oberfunktion des Polytops C(Z’), analog seien 2", z” fur C(Z") erklédrt. Die
Polytope C(Z’) und C(Z") haben dieselbe Projektion auf H, namlich

D :=conv {cy,...,c}.
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Daher kann man

z0 o= (1= + A

zt = (1-XN)Z + 27"
definieren. Da z' konvex und z* konkav ist, wird durch

Q:={(y,2):yeD, 27 (y) <2<7"(y)}

ein konvexer Korper @ definiert. Mit 2’ = (z1,...,2;,), 2" = (2,...

(ci,z)) € C(Z") = Z(a) <z <Z(¢),

(ci,z) e C(Z") = 2'(¢) <2 <Z'(cp).

7

Es folgt
27 (@) < (1 =Nz + A2 <77 ()

und damit
(ci, (T =XN)zl+ X)) € Q.
Dies gilt fiir i = 1,..., k. Da @ konvex ist, folgt
C(1-=NZ'+XZ2")CQ

und daraus
v((1— )\)Z/ + )\Z") < Vo (@Q).
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Nun ist (im folgenden bezeichnet dy Integration beziiglich des (n — 1)-

dimensionalen Lebesgue-Mafies in H)

V.(Q) = / 75 (y) - 2 ()] dy

D

- / (1= N (F (W) - 1) + A (W) — 2'W)] dy

= (1= MNV,(C(Z")+ AV, (C(Z"))
= (1—=XNv(Z")+  (Z").

Damit ist Hilfssatz 3.5.8 bewiesen.

3.5.9 Hilfssatz. Sei r > 1, seien Zahlen aq,...,ar > 0 gegeben. Fir W =

(wy,...,w) € R* sei

witag wi+taq
M(W) = / / v(Z) dzy - - - dzy.

WE—ag wi—ai
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Dann gilt
M(W) > M(0), O=(0,...,0)cR"

und Gleichheit gilt genau im Fall v(W') = 0.

Beweis. Mit w; := z; — w;, U := (uq, ..., ug) ist

:/'--/U(W+U)Tdu1--~duk.

Die Substitution U — —U ergibt

ak ay
:/---/U(W—U)’"dul---duk,
—ay —ai

und da Spiegelung an H das Volumen ungeéndert lasst, folgt

/ / v(U+ W) +o(U—W)'duy - - - duy,.

Nach Hilfssatz 3.5.8 ist

(U + W) + %U(U —w).

U(U):?)<%(U+W) (U= W)) %

Da die Funktion ¢ + (" fiir ¢ > 0 monoton wachsend und fiir » > 1 konvex ist,
folgt

v(U) < EU(U + W)+ %’U(U - W)]T (3.65)

1 1
< §U(U + W)+ §U(U - W

Damit ergibt sich

/ / V" duy -+ - duy = M(O).

Gilt hier Gleichheit, so gilt in (3.65) aus Stetigkeitsgriinden Gleichheit im ganzen
Integrationsbereich, insbesondere fiir U = O. Da die Funktion ¢ + (" fiir { > 0
streng monoton wachsend ist, folgt v(W) = 0. Damit ist Hilfssatz 3.5.9 bewiesen.

Jetzt konnen wir den Beweis von Satz 3.5.6 zu Ende fithren. Fiir A > 0 gilt
P(AK) = A" TR (K), daher kénnen wir 0.B.d.A. V,,(K) = 1 annehmen. Ferner
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sei n > 2; der Fall n = 1 ist trivial. Angenommen, der nach Satz 3.5.4 existierende
Korper K mit V,,(K) = 1, fiir den ® ein Minimum annimmt, wére kein Ellipsoid.
Nach Hilfssatz 3.5.7 gibt es dann eine Gerade G derart, dass die Mittelpunkts-
menge M (K, G) nicht in einer Hyperebene liegt. Sei H die Hyperebene durch 0
senkrecht zu G. Wegen k > n + 1 gibt es k£ zu GG parallele Geraden G, ..., G,
die K in Strecken positiver Lange schneiden und derart, dass die Mittelpunkte
(c1,w1), ..., (ck, wg) dieser Sehnen nicht in einer Hyperebene liegen. Es ist also
v(W) > 0. Nach Hilfssatz 3.5.9 folgt M (W) > M(O).

Bezeichnet z die Unter- und z die Oberfunktion von K, so gilt
(I)(K) - /.H/Vn<conv{'x17"'7xk})rdx1“‘d.fEk
K K

Z(yr) Z(y1)

K|H K[H | z(yk) z(y1)

U(yv Z)szldzk dyldykia

wo v(y,Z) = Vy(conv{(y1,21),---, (Y, 2k)}) gesetzt ist. An der Stelle
(y1,-..,yx) = (c1,...,c) ist das innere Integral [-] gleich M (W) (gebildet mit
2a; = zZ(¢;) — z(ci)), ist also > M(O). Aus Stetigkeitsgriinden gilt eine entspre-
chende strikte Ungleichung in einer ganzen Umgebung. An allen anderen Stel-
len gilt fiir die Grofle M(y, W), die mit der Integrationsvariablen (y1,...,yx)
statt (cq,...,cx,) gebildet ist, nach Hilfssatz 3.5.9 jedenfalls die Ungleichung
M(y,W) > M(y,O). Nach Ausfithrung der &dufieren Integrationen erhilt man
daher gerade die Ungleichung

O(K) > ®(Sy(K)).

Das ist ein Widerspruch, da K unter allen konvexen Koérpern vom Volumen 1
den kleinsten Wert fiir das Funktional ® liefern sollte. Aus diesem Widerspruch
folgt, dass K ein Ellipsoid ist. [



