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Fiir eine kontinuierliche Verbesserung der Vorlesung haben Sie hier die Moglichkeit einer Meinungsabgabe

1 2 3 4 5
Diese Ubung ist zu leicht (1), zu schwierig (5) O O o o d
Diese Ubung ist langweilig (1), interessant (5) O O o o g
Die letzte Vorlesung war unverstiandlich (1), verstindlich (5) 0 0o O O O
Die letzte Vorlesung war langweilig (1), interessant (5) O O o o o

Kommentare zur Verbesserung:

Aufgabe 35  Sei Q c R” eine beschrinkte, offene Menge, und sei C}(€2) der Raum aller C' (R")-Abbildungen mit

u = 0 auf R"\Q. Gegeben sei fiir ein festes [ € C(')(Q) das Variationsfunktional

E(u) ::% fg |Vu(x)* dx + fg F(x) u(x) dx.

wobei V = (), 05, . ..,0,)T der Gradient ist.
Zeigen Sie: Falls u € C(Q) N C%(Q) und u ist ein Minimierer von E in Cy(Q), d.h. falls

E(m) < E(v) fiirallev e C(l)(Q),

dann gilt
Au=f inQ. (1)

Dabei ist Au = };! | 9;0;u der Laplace-Operator. Sie kénnen wie folgt vorgehen:

(1) (Variation:) Es gilt fiir alle ¢ € C(l)(Q) und alle r € R, E(u) < E(u + tp)

(i) Nehmen Sie die Ableitung in # um zu zeigen, dass die “schwache Formulierung von (1)” gilt:

n
Vo e CLQ) : —Zfaiu6i<,0= ffgo
i=1 V@ Q
(iii) SchlieBen Sie mit partieller Integration:
[@ue-ne=0 veecio
Q

(iv) Wibhlen Sie ein geeignetes ¢, um [|Au — f||;2 = 0 und somit (1) zu erhalten.



Aufgabe 36  (Sobolev-Raum) Wir bezeichnen mit d; den Ableitungsoperator, d.h. 8, f(x) = f/(x). Sei X :=
L?((0, 1)) mit der iiblichen L>-Norm, und D(9;) := C'([0,1]) ¢ X. Dann konnen wir 8, als (nicht-stetigen) Ope-
rator 9y : D(d1) — X auffassen.

(1) Zeigen Sie: 0, ist ein abschlieBbarer Operator (vgl. Beispiel 4.22).

Den Abschluss von d; bezeichnen wir mit 6_1, und den neuen I Definitionsbereich von 0_1, versehen mit der Norm
II - It 0,1)) nennen wir den Sobolev-Raum H'((0,1)) := (D)), || - [l 0,1y))» Wobei

Wl oy = AWy + 1001y T f € H'(O, 1),

(ii) Zeigen Sie dazu allgemein: Ist X ein Banachraum und A : D(A) — X ein abschliessbarer Operator mit Abschluss
A : D(A) — X. Definiere Y := (D(A), || - ||y) mit der Norm

llxdlly == llxllx + llAxllx  Vx €Y.

Zeigen Sie: Dann ist Y vollstindig.

Hinweis: Nehmen Sie eine Cauchy-Folge beziiglich Y und benutzen Sie die Abgeschlossenheit von A.
(iii) SchlieBen Sie: H'((0, 1)) ist beziiglich der Norm || - [|z11c0.1) vollstindig.
(iv) Zeigen Sie, H'((0, 1)) ist beziiglich der Norm || - [|71((0,1y) €in Hilbertraum.

Hinweis: Parallelogramm-Identitét

(v)* Uberlegen Sie sich eine dhnliche Konstruktion fiir die n-dimensionale Situation, d.h. definieren Sie den Sobolev-
Raum H'(Q) fiir offene Mengen Q c R”.

Falls Sie als Ausgangs-Definitionsbereich statt C! (5) den Raum
CyQ ={feC'®R): f=0aufR"\Q}

nehmen, erhalten Sie den Raum Hé () - den Sobolev-Raum mit schwachen 0-Randwerten.

*Aufgabe 37  Zeigen Sie (einen Spezialfall der) Poincaré-Ungleichung:
Sei Q c R” eine beschriinkte, offene Menge. Dann gibt es eine Konstante C = C(Q) > 0, so dass fiir jedes u € C'(R")

mit # = 0 auf dem R"\Q,
( f lu(x)|? dx)2 < c( f IVu(x)? dx)2
Q Q

Dabei ist V = (81,0, ...,0,)" der Gradient.
Sie konnen dazu wie folgt vorgehen: Sei u wie oben gegeben.
(1) Zeigen Sie: Fiir x,y € R”

1

|ue(x) — u(y)l < |x =yl ( IVu(x + 1y — ) dt)

Hinweis: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf f(¢) := u(x + t(y — x)), und Holder-Ungleichung.

t=0

(ii) Zeigen Sie: Es gibt ein v € R", so dass fiir alle x € Q gilt: x + v ¢ Q.

(iii) Wihlen Sie in der Ungleichung in (i) y := x + v und schlieen Sie, dass fiir alle x € Q

1 3
Iu(x)lslvl( f [Vu(x + ) dt) )
=0

(iv) Integrieren Sie die obige Ungleichung, und substituieren Sie, um das Ergebnis zu erhalten.

Zeigen Sie, dass die Ungleichung auch fiir u € Hé(Q) gilt (siche Aufgabe 36(v)).




