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Fiir eine kontinuierliche Verbesserung der Vorlesung haben Sie hier die Moglichkeit einer Meinungsabgabe

1 2 3 4 5
Diese Ubung ist zu leicht (1), zu schwierig (5) O O o o g
Diese Ubung ist langweilig (1), interessant (5) O 0o o o g
Die letzte Vorlesung war unverstiandlich (1), verstindlich (5) 0 0 O O O
Die letzte Vorlesung war langweilig (1), interessant (5) OO O o o

Kommentare zur Verbesserung:

Das komplexe Skalarprodukt eines C-Pra-Hilbertraumes H, (-, ) : H X H — C, erfiillt folgende Eigenschaften:

e (x,x)eRund {(x,x) >0
e (x,x)=0x=0
o (x,y) = (y, x),dabeiista +ib =a—ib fira,b € R

o (Ax+puy,z) = Ax,z) + uy, z) firalle L, u € C

Aufgabe 38 Sei (H, (-, -)) ein C-Hilbertraum und A € L(H). Fiir ein gegebenes y € H betrachten wir die Abbildung
T,:H—-C
T, :x— (Ax,y).

Zeigen Sie:
(i) T,eH".

(i) Es existiert genau ein z = z(y) € H mit
T,x=<(x,z) Yxe€H.

Hinweis: Riesz’scher Darstellungssatz (ohne Beweis gilt dieser auch auf komplexen Vektorrdaumen).
(iii) Dieses z(y) definieren wir als A*y € H. Zeigen Sie, dass A* linear ist.

(iv) Es gilt
ALy = A" |-
Uberlegen Sie sich dazu, dass auf jedem Hilbertraum fiir jeden Operator B € L(H) gilt

1Blleny = sup  KBx, y)l.

[1xll [yl <1

(v) (Ax,y) = (x,A"y) fiir alle x,y € H. Fiir jedes B € L(H) mit (Ax, y) = {x, By) fiir alle x,y € H gilt B=A".



Aufgabe 39  Seien H ein C-Hilbertraum und A, B € L(H). Die adjungierten Operatoren bezeichnen wir mit A*, B*:
(Ax,y) = (x,A'y), (Bx,y)=<(x,B'y) VYx,yecH.
Zeigen Sie:
i) A+B=A"+B"
(i) (AA)" = A", fiiralle A € C
(iii) (AB)" = B'A"
(v) Al = Al e
V) N1AA" Iy = 1A* Al = IAIZ 5,

(vi) Falls A™! € L(H), so gilt (A*)~! € L(H) und (A*)~' = (471)*.
Hinweis: Zeigen Sie dazu A*(A™")* = I und (A~")*A* = I, wobei I : H — H die Identitiit ist.

Aufgabe 40  Sei H ein C-Hilbertraum und A € L(H) selbstadjungiert, d.h. A* = A.

Zeigen Sie:

(i) Falls A € C ein Eigenwert von A ist, d.h. falls fiir einen Eigenvektor xy € H\{0} gilt
AX() = /UC(),
dannist A € R.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst (Axg, xo) = (Axo, Xo)-

(i1) Falls A; # A, € C unterschiedliche Eigenwerte von A sind mit Eigenvektoren x; und x, € H\{0}, so gilt x; L xy,
d.h.
{x1,x2) = 0.

Hinweis: Zeigen Sie A,(x1, x2) = A,{x}, x2) und benutzen Sie (i).

Seien X, Y Banachrdume. Eine Abbildung 7' : X — Y. T ist ein kompakter Operator, falls fiir jede beschriankte Folge
(x1)pe € X, also mit sup, [lxllx < oo, gilt: (T'xx);>, C Y hat eine (stark) konvergierende Teilfolge.

*Aufgabe 41  Seien X, Y Banachriiume, T : X — Y linear und kompakt.

(i) Zeigen Sie: T ist stetig.

Hinweis: Betrachten Sie die Folge (x);2, € X, [lxllx < 1 mit

k—oo
ITxelly — sup |ITxlly
[lxllx<1

(ii) Ist (xx);2, C X eine schwach konvergente Folge gegen ein x € X, so ist (Tx;);-, stark konvergent gegen 7T x.
Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass jede Teilfolge von (Txi)ren C Y eine konvergente Teilfolge besitzt. Dann

seiy* € Y*.Zeigen Sie y*oT € X*. Zeigen Sie damit, dass jede konvergente Teilfolge von (T x;)ren den gleichen
Limes hat (Konsequenz aus den Hahn-Banach-Aussagen!). Dann folgt die Behauptung aus dem Teilfolgenprin-

zip.




