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Aufgabe 38 Sei (H, (-, -)) ein C-Hilbertraum und A € L(H). Fiir ein gegebenes y € H betrachten wir die Abbildung
T,:H—-C
Ty: x> (Ax,y).

(i) Dadas Skalarprodukt in der ersten Variablen linear ist, ist auch 7, als Kombination von zwei linearen Funktionen
linear. Mit Cauchy-Schwarz gilt

sup |Tyx| < sup [Ax|lg [Iylla = lAllLe) lylla,

[Ixllzz<1 [Ilz<1

Alsoist T, € H* mit
Tyl < NAlle 1yl

(ii) Fiir festes y € H existiert nach dem Darstellungssatz von Riesz auf Hilbertrdumen genau ein z = z(y) so dass

T,x={x,z) YxeH.

(iii) Fiir y1,y,, x € H sowie 4y, A, € C gilt

(A iy + 212)) = Toaygyeang, () = L{AX, Y1) + 12(Ax, 1)
=0Ty, x + 12Ty x = {x, A"y1) + L(x, A'yn)
=(x, 1A Y1 + LA Y)).
Es gilt also
(X, A"(iy1 + oyr — LAY — LA Y) =0 Vxe H.

Indem wir x := A*(41y; + Aoy2) — 1A%y — A%y, setzen, impliziert dies
IA*(Liy1 + dayn) — LA™y — LA |5 =0

Somit gilt
0=A"(y1 + Lyr) — LAYy — LA Y,

also ist A* linear.

(iv) Es gilt
Al = sup [|Ax]lg.

Il <1

Fiir jedes z € H gilt auBBerdem,
lzllz = sup KKz, y)l,

lyllz<1

mit Satz 5.6 und Satz 5.9.



Also gilt
Al = sup [|Ax]|q
[Ixllm<1

= sup sup [Ax,y)|

lIxllz <1 llylla<1

= sup sup [x,A"y)|

Il <1 llyllz<1

= sup sup [(x,A"y)|

Iyl <1 lIxllz<1

= sup [|IAYllg = A" ||z
lIylla<1

(v) Per Definition von A* gilt
(Ax,yy ={(x,A"y) Vx,ye H

Gilt dies auch fiir ein B € L(H)
(Ax,y) =(x,By) Vx,yeH,

so folgt
(x,Ay) = (x, By)

also
(x,A"y — By) VYx,y€ H.

Wir wihlen wieder x := A*y — By, und erhalten
Ay — Byll;; =0 VyeH.

Das bedeutet, dass A* = B.

Aufgabe 39  Seien H ein C-Hilbertraum und A, B € L(H). Die adjungierten Operatoren bezeichnen wir mit A*, B*:
(Ax,y) = (x,A%y), (Bx,y)=<{(x,B'y) VYx,yeH.

Zuniéchst erinnern wir uns das fiir jedes z;, 2, gilt

Lz =x)Vxel o z1=2, )]
was aus der Wahl von x := z; — z; folgt.

i A+B"=A"+B"
Fiir alle x,y € H gilt
(x, (A +B)'y) = (A + B)x,y) = (Ax,y) + (Bx,y) = (x,A"y) + (x, B'y)

also
(x,(A+ B)"y) ={(x,A"y + B'y)

Mit (1) folgt (A + B)'y = Ay + B*y, was fiir beliebiges y € H gilt.

(i) (1A)* = 14", fiiralle 1 € C

Fiir alle x,y € H B
(x,(AA)'y) = HAx,y) = Ax,A"y) = (x, A A"y)

Die Behauptung folgt wieder mit (1).



(iii) (AB)* = B*A*

(x,(AB)'y) = (ABx,y) = (Bx,A"y) = (x, B"A"y)

V) 1Al = WAl
Siehe Aufgabe 38(iv)

V) 1AA* |y = 1A* Al = AL g,
(vgl. Aufgabe 38(iv))

lAA™ Iy =  sup  [KAA™x, )l =  sup  [x,A"Ay)= sup [A"Ay, x)| = [|A"Allg.

Iz <L,llyli<1 Iz <Lllyli<1 Iz <Lllyli<1

AuBerdem, mit Cauchy-Schwarz,

IAA" ey = sup  KAA"x,p)l=  sup KA Al < sup  [Axlly Aylla = IAIG 4,
ldla<Llyli<1 Il <Llgll<1 Il <Llgll<1

und
lAA® Ly = sup  KAx,Ay)l = sup [|Axlly l|Ax]ly = IIAIIi(m-

IIdlz<1,llgli<1 [Idlz<1

(vi) Falls A™! € L(H), so gilt (A*)~' € L(H) und (A*)~' = (471)".
Es gilt fiir alle x,y € H,
(A AT y) = (A Axy) = (xy)
also mit (1)
A*AYy=y VYyeH.

Es folgt A*(A™!)* = I. Analog folgt auch (A~')*A* = I. Somit ist A* injektiv und surjektiv, und die Inverse ist
(A7

Aufgabe 40  Sei H ein C-Hilbertraum und A € L(H) selbstadjungiert, d.h. A* = A.
Zeigen Sie:
(i) Falls A € C ein Eigenwert von A ist, d.h. falls fiir einen Eigenvektor xy € H\{0} gilt
AX() = /le,

dannist 1 € R.
Sei A ein Eigenwert mit xo € H\{0} ein Eigenvektor. Es gilt

Allxoll; = (Axo, x0) = (X0, A" x0) = (X0, Axo) = Allxoll
Daxg #0giltA=2,dh 1€R.

(ii) Falls A; # A, € C unterschiedliche Eigenwerte von A sind mit Eigenvektoren x; und x, € H\{0}, so gilt x; L x»,

d.h.
(x1,x2) = 0.
Es gilt —
Aixr, x2) = (Ax1, x2) = (Axy, x0) = (X1, A"xp) = (X1, Axz) = (x1, Laxp) = Aolxy, X2)
Somit gilt

(A = )(x1,x2) = 0.
Da 4;, 4> € R unterschiedliche Zahlen sind, gilt (1; — ) =A; — A #0,und es folgt

(x1,x2) = 0.



Seien X, Y Banachrdume. Eine Abbildung T : X — Y. T ist ein kompakter Operator, falls fiir jede beschrinkte Folge
(X)), € X, also mit sup, [lxllx < oo, gilt: (T'x;);2, C Y hat eine (stark) konvergierende Teilfolge.

*Aufgabe 41  Seien X, Y Banachriiume, T : X — Y linear und kompakt.

®

(i)

Zeigen Sie: T ist stetig.

Da T linear ist, bleibt zu zeigen dass

sup [ITxlly < co.
[Ixllx<1

Angenommen,
sup [|Txlly = oo

[Ixlx<1

dann existiert eine Folge x; € X mit ||xk|[x < 1 und liminfy_, ||Tx]ly = co. Andererseits ist 7 kompakt und die
Folge (x)ren ist beschrinkt, also konvergiert fiir eine Teilfolge k; die Folge (T xy,)ien in Y. Insbesondere gilt

sup [|IT x|ly < oo.
ieN
Dies ist ein Widerspruch zu lim inf;_, [|Tx¢|ly = oo

Ist (x);2, € X eine schwach konvergente Folge gegen ein x € X, so ist (T'x;),2 , stark konvergent gegen T x.

Da (x)reny schwach konvergent ist, ist die Folge auch beschrinkt (Satz 5.13). Somit besitzt jede Teilfolge von
(T xp)ren eine stark konvergente Teilfolge.

Fiir eine konvergente Teilfolge (T'xy, )ieny C Y mit Grenzwert z € Y gilt nun z = T'x. Falls dies nicht der Fall wire,
wihle ein y* € Y* so dass y*(z) = O und y* o Tx # 0. Mit der starken Konvergenz von 7 x;, gilt nun

y* o T(xk,-) H—oo> y*z =0,

und mit der schwachen Konvergenz von x;, in X gilt wegen y* o T € X* (da nach (i) T stetig ist),

y* o T(xk, SN y'T(x)#0.

Dies ist ein Widerspruch, also gilt z = Tx.

Wir haben nun also gezeigt: Jede Teilfolge (7 x;)ren besitzt eine konvergente Teilfolge in ¥ und der Grenzwert
jeder konvergenten Teilfolge ist T'x.

Nun folgt die Konvergenz aus dem Teilfolgenprinzip:

Zur Erinnerung: Sei (y;)renw C Y eine Folge und y € Y. Angenommen jede Teilfolge von (y;)ren hat eine weitere
Teilfolge, die gegen y konvergiert. Dann konvergiert auch die ganze Folge (y;) gegen y.

Beweis des Teilfolgenprinzips: Wir betrachten fiir € > 0 die Indexmenge I, := {k € N : ||y — ylly > &}. Dann
ist I, endlich fiir alle & > 0. Tatsichlich: Wére I, unendlich, so betrachten wir die Teilfolge (yy,)ie;,. Nach

Voraussetzung existiert eine Teilfolge k;; C I so dass Yi,, EniaN y. Das bedeutet aber, dass fiir schlieSlich alle
J € N die Folgenglieder Ika -ylly <e und somit k;; ¢ I fiir schlieBlich alle j € N - ein Widerspruch zu der
Tatsache, dass k;, eine Tellfolge in I sein muss.

k—o0

Also ist I, endlich fiir alle £ > 0, und dies ist gerade die Definition von Konvergenz y;, — y.




