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Fiir eine kontinuierliche Verbesserung der Vorlesung haben Sie hier die Moglichkeit einer Meinungsabgabe

1 2 3 4 5
Diese Ubung ist zu leicht (1), zu schwierig (5) O O o o d
Diese Ubung ist langweilig (1), interessant (5) O O o o g
Die letzte Vorlesung war unverstiandlich (1), verstindlich (5) 0 0o O O O
Die letzte Vorlesung war langweilig (1), interessant (5) O O o o o

Kommentare zur Verbesserung:

Aufgabe 42 Zeigen Sie: Sei X ein C-Banachraum und A € L(X). Dann sind die Eigenvektoren zu unterschiedli-

chen Eigenwerten linear unabhingig.

Sei also fiir (4;)7_, ¢ Cmit 4; # 4; fiir i # j eine Folge von Eigenvektoren gebeben:
{x1,..., %} € X\{0}
mit
Axiz/l,-xi i=l,...,n.
Zeigen Sie dass {xy, ..., x,} ein linear unabhéngiges System ist.

Hinweis: Es bietet sich an, eine Induktion iiber n durchzufiihren. Fiir den Induktionsschritt zeigen Sie: Gilt fiir gewisse
a; € C,dass T} a;x; = 0, so folgt

n+l n+1

Z/ljcxjxj =0, und Z/l,H]G,’ij 20,

= j=1

Substrahieren Sie diese Aussagen um die Induktionsvoraussetzung anzuwenden.

Aufgabe 43 Gegeben sei der Hilbertraum H = [*(N) mit der iiblichen />-Norm. Betrachten Sie den Shiftoperator
A P(N) > P(N)
A(X], X2, X3,.. ) = (0, X1, X2, X3, .. ) fiir (X], X2, X3,.. ) S lz(N)

Sei ausserdem 7 : 2(N) — *(N) die Identitiit.
Zeigen Sie

(i) A e L(H) und ||All ) = 1.

(i) A - I ist injektiv.

(iii) Finden Sie die Folge x = (x1, X2, X3, ...) so dass (A — Dx = (1,0,0,...) und zeigen Sie x ¢ [>(IN)



(iv) A — I ist nicht surjektiv.

(v) A ist nicht kompakt als Operator in L(H).

Hinweis: Betrachten Sie z.B. die Folge (¢;)ien C P(N) aus Aufgabe 28. Sie konnen z.B. die Aussage von
Aufgabe 41(ii) verwenden.

*Aufgabe 44  Sei H ein C-Hilbertraum und A € L(H) kompakt und selbstadjungiert. Wir wissen, dass alle
Eigenwerte von A reell sind. Zeigen Sie weiterhin, dass

supf|4| : A ist Eigenwert von A} = max{|1| : A ist Eigenwert von A}

und
[Allzcrry = max{|4] : A ist Eigenwert von A}. (D)

Sie konnen wie folgt vorgehen:

(i) Setzen Sie y := ||A|| ) und zeigen Sie mit Satz 7.7., dass

y > supf|4| : Aist Eigenwert von A}

(ii) Fiir die andere Richtung konstruieren Sie unter Zuhilfenahme von Satz 7.7. eine Folge (xi)ren C H, ||x¢llx = 1

mit
Y= I}LIIOlo [{AXk, Xl
ﬁ = klim(Axk,xk)
IAxlz < vy,
und
k—o0

Axy — y fireiny € H.

(iii) Zeigen Sie, dass
IAxi = Brillyy < 2% — 2BRe(Axy, xi)
(iv) SchlieBen Sie, dass x; IH—OO> x fiir ein x € H, und Ax = Bx.

(v) Folgern Sie, dass
v < supf|4| : A ist Eigenwert von A}.

(vi) Zeigen Sie nun auch noch, dass
v = max{|4]| : Aist Eigenwert von A}.




