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Fiir eine kontinuierliche Verbesserung der Vorlesung haben Sie hier die Moglichkeit einer Meinungsabgabe

1 2 3 4 5
Diese Ubung ist zu leicht (1), zu schwierig (5) O O o o d
Diese Ubung ist langweilig (1), interessant (5) O O o o g
Die letzte Vorlesung war unverstiandlich (1), verstindlich (5) 0 0o O O O
Die letzte Vorlesung war langweilig (1), interessant (5) O O o o o

Kommentare zur Verbesserung:

Aufgabe 24 Sei (X, || - [Ix) ein reeller normierter Vektorraum. AuBerdem sei X ein Pri-Hilbertraum, d.h. es gebe

ein Skalarprodukt (-, -) auf X mit
lIxllx = v{x,x) VxeX

Zeigen sie
(1) Es gilt die Polarisationsformel
4 y) = (Ilx+ il - k- yl}) VxyeX.
(i) Es gilt die Parallelogramm-Idenditiit
llx + yll + 11x = ylly = 2IIxll% + 2yl Yx.y € X. ey

(iii) Sei x € X. dann ist die untenstehende Abbildung x* : X — R linear und stetig, d.h. x* € X*:

X yeXm x'(y) =y, x).

*Aufgabe 25  Die Umkehrung von Aufgabe 24 (ii) gilt auch: In jedem reellen normierten Vektorraum (X, || - |x),
fiir den die Parallelogramm-Idenditit (1) fiir alle x, y € X gilt, existiert ein Skalarprodukt (-, -) mit

lxllx = V{x, x) VYxeX.

Hinweis: Nehmen Sie die Rechnung in Aufgabe 24(i) als Definition. Beziiglich der Linearitit des Skalarproduktes:
zeigen Sie zundchst, dass aus der Parallelogramm-Idenditit (1) folgt, dass

Z+y
(Y, x) +(z,x) = 2<T,X>- 2
Hierfiir ist es hilfreich, sich klarzumachen, dass y = 5* + %% und z = 5% - =



Benutzen Sie Induktion und (2) mit z = 0 um zu schliessen, dass

2y, xy = 2y, x) VkeZ 3)
Folgern Sie auch
(Y, x) +{z,x) = {2+ y, x). “4)
sowie
(my, x) = m{y,x) VYm€Z. )

Also insbesondere
(m2*y, x) = m2Xy, xy Vk,m e Z.

SchlieBen Sie daraus, dass
(Ay,x) = Ny, x) VYA1eR

Aufgabe 26  (Projektion in konvexe Mengen) Sei (X, (-, -)) ein Pri-Hilbertraum. Und C C X eine abgeschlossene
Menge, die dariiber hinaus auch konvex ist, d.h.

Aci+(1 =D, eC YA€][0,1], ¢1,cp €C.
Sei x € X, dann ist die Distanz von x zu C definiert als

dist(x, C) := inf||x — ||x.
ceC
Zeigen Sie:

(i) Sei x € X. Es existiert hochstens ein ¢ € C mit
dist(x, C) = ||x — c||x-

So ein ¢ nennen wir die Projektion von x auf C und schreiben ¢ = m¢(x).

Hinweis: Angenommen es gidbe ¢; # ¢, € C, die dies erfiillen. Benutzen Sie die strikte Konvexitit der Norm,
also dass
lda + (1 = Dbl% < Alallz + (1 = |blz Ya#beX,1e(O,1),

und zeigen Sie so:
c1t+C
x— 22

< dist(x, O).
X

(i) Falls m¢(x) € C existiert, also
llrc(x) = xllx = dist(x,C) < [lc = xllx YceC,

so gilt
(x=mc(x),c—mc(x)) <0 VYceC

Hinweis: Fiir ein gegebenes ¢ € C setze
@ = llx = (1 = yme(x) — tel% — dist(x, C)*.

Zeigen Sie, dass f(¢) > 0O fiir € [0, 1] und f(0) = 0. SchlieBen Sie daraus, dass gelten muss, dass f'(0) > 0.
Benutzen Sie die Darstellung der Norm im Skalarprodukt, um f”(0) zu berechnen.

(iii) Falls C ein linearer Unterraum ist, so gilt

(x=mc(x),c)=0 VYceC.



(iv) Zeigen Sie: Falls X ein Hilbertraum ist, so existiert fiir jedes x € X mindestens ein ¢ € C mit
dist(x, C) = ||lx — cllx.
Hinweis: Sie konnen wie folgt vorgehen: Wihlen Sie eine Folge (ci)ren C C mit

klim [lx = ckllx — dist(x, C).

Mit der Parallelogramm-Identitit zeigen Sie

Cr +Cy

2 2
> llx + llex — cilly-

2 2
2lx = celly + 2lx = cilly = 4llx -

SchlieBen Sie daraus, dass
4dist(x, C)* > 4dist(x, C)* + limsup |lcx — c/l[3-

k,l—oc0

Folgern Sie, dass (cx)ren €ine Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 27  Sei(X,{-,-)) ein Pri-Hilbertraum. Sei U c X eine Menge (nicht notwendig ein linearer Raum). Dann
setzen wir das orthogonale Komplement U+ als

Ut ={xeX: (xu=0 VYuelU)
Zeigen Sie:
(i) U* ist ein abgeschlossener linearer Unterraum von X.
(i) UnU*+ c{0}.
(iii) Sei X ein Hilbertraum und Y C X ein abgeschlossener linearer Unterraum von X. Dann gibt es eine Zerlegung
X=YorY"

d.h. zu jedem x € X gibt es genau ein y; € Y und ein y, € Y+ mit x = y; + ys.

Hinweis: Die Existenz folgern Sie aus Aufgabe 26, beachten Sie insbesondere Teil (ii7). Fiir die Eindeutigkeit:
Falls y; + y» = | + iJ2, zu welchen Raum gehort y; — 7; und zu welchem Raum j, — y,? Benutzen Sie Teil (ii).




