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Für eine kontinuierliche Verbesserung der Vorlesung haben Sie hier die Möglichkeit einer Meinungsabgabe

1 2 3 4 5
Diese Übung ist zu leicht (1), zu schwierig (5) � � � � �
Diese Übung ist langweilig (1), interessant (5) � � � � �
Die letzte Vorlesung war unverständlich (1), verständlich (5) � � � � �
Die letzte Vorlesung war langweilig (1), interessant (5) � � � � �
Kommentare zur Verbesserung:

*Aufgabe 32 Zeigen Sie: (L∞([0, 1]), ‖ · ‖∞), also der Raum der beschränkten Funktionen auf [0, 1] versehen mit

der Norm
‖ f ‖∞ := sup

x∈[0,1]
| f (x)|

ist nicht separabel.

Aufgabe 33 Betrachten Sie X := L∞([0, 1]) aus Aufgabe 32. Für f ∈ L∞([0, 1]), ε > 0, sei

Tε f :=
1
ε

∫ ε

0
f dx.

Für eine gegebene Folge εk ∈ (0, 1) mit εk > εk+1 und εk+1
εk

k→∞
−−−−→ 0 definieren wir

g(x) ≡ g(εk)∞k=1
(x) :=

∞∑
i=1

(−1)iχ[εi+1,εi), (1)

wobei χ[εi+1,εi) wie üblich die charakteristische Funktion auf [εi+1, εi) ist, d.h.

χ[εi+1,εi) :=

1 falls x ∈ [εi+1, εi),
0 sonst.

Zeigen Sie:

(i) Tε ∈ X∗ mit ‖Tε‖X∗ ≤ 1 für jedes ε > 0

(ii) g ∈ L∞([0, 1]) mit ‖g‖L∞ = 1 für jede Folge (εk)k∈N wie oben.

(iii) Für eine gegebene Folge εk ∈ (0, 1) mit εk > εk+1 und εk+1
εk

k→∞
−−−−→ 0 und g aus (1) gilt:

|Tεkg − (−1)k | ≤
2εk+1

εk

k→∞
−−−−→ 0.



(iv) Schließen Sie, dass die Folge (T 1
k
)k∈N ⊂ X∗ keine schwach-∗ konvergente Teilfolge besitzt.

(v) Wieso ist der Satz von Banach-Alaoglu (Satz 6.11 in der Vorlesung) nicht anwendbar?

Aufgabe 34 Zeigen Sie das Variationsprinzip (Satz 6.14 aus der Vorlesung):

Gegeben Sei ein reflexiver normierter Vektorraum (X, ‖·‖X) und M , ∅ eine Teilmenge. Sei F : M → R eine Abbildung
mit den folgenden zwei Bedingungen

• F ist koerziv auf M, d.h. für jede Folge (xk)k∈N ⊂ M mit ‖xk‖X → ∞ gilt

F(xk)→ ∞,

• F ist schwach Folgen-unterhalb-stetig/w.s.l.s.c. - weakly sequentially lower semi-continuous, d.h. für alle Folgen
(xk)k∈N ⊂ M, x0 ∈ M mit xk

w
−→ x0 schwach in X gilt

F(x0) ≤ lim
k→∞

F(xk).

Falls
inf
x∈M

F(x) > −∞,

und M schwach Folgen-abgeschlossen ist, d.h. für alle (xk)k∈N ⊂ M, x0 ∈ X mit xk
w
−→ x0 schwach gilt tatsächlich

x0 ∈ M, dann existiert (mindestens) ein x0 ∈ X mit

F(x0) = inf
x∈M

F(x).

Zeigen Sie dazu:

(i) Es existiert eine Minimalfolge (xk)k∈N ∈ M, d.h. ein Folge xk mit

lim
k→∞

F(xk) = inf
x∈M

F(x).

(ii) Diese Minimalfolge (xk)k∈N ist beschränkt.

(iii) Es existiert eine Teilfolge (xki )i∈N und ein x0 ∈ X mit xki

w
−→ x0 schwach in X

(iv) Tatsächlich gilt x0 ∈ M.

(v) Es gilt
F(x0) ≤ inf

x∈M
F(x).

(vi) Tatsächlich gilt F(x0) = F(x).


