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Aufgabe 16  Zeigen Sie Lemma III.1.1 aus der Vorlesung: Seien A, B € L(X) beschriinkte lineare Operatoren
zwischen einem Banachraum X. Die Exponentialabbildung e” ist gegeben durch

o 1
et = n; i (1)
wobei A? := Id. Zeigen Sie
(i) Die Reihendarstellung in (1) konvergiert absolut und es gilt e € L(X).
(i) € =0.
(iii) Gilt [A, B] := AB — BA = 0, dann gilt **8 = 4¢P = eBeh.

(iv) Es gilt e ist als Operator invertierbar und (e?)~! = ¢74.

Aufgabe 17  Sei X = C°([0, 1]) mit der L*-norm versehen ein Banachraum. Gegeben sei ein K € C°([0, 1]x[0, 1]).
Definieren wir

1
(Au)(x) = fo K(x. ) u(y) dy.

Finden Sie ein D(A) C X, so dass A ein dicht definierter beschrénkter (linear bounded) Operator mit Norm ||Al|piay-x =
1Kl (10, 11x10,11-

Aufgabe 18  Sei X ein Banachraum und A : D(A) € X — X ein (ggf. unbeschriinkter) linearer Operator. Zeigen
Sie,

(1) Sind A abgeschlossen und B : X — X ein linearer, stetiger Operator, dann kann A + B als abgeschlossener
Operator aufgefasst werden.

(i) Ist A injektiv und A~! ist ein linear beschréinkter Operator, dann ist A abgeschlossen.

Aufgabe 19
(i) Sei X ein Banachraum und A € L(X) ein beschrinkter linearer Operator von X nach X. Zeigen Sie,
T(@t) := e

ist eine C°-Halbgruppe und es gilt



(ii) Zeigen Sie Proposition II1.2.2 aus der Vorlesung: Sei {T'(f)};»o eine C°-Halbgruppe. Zeigen Sie, dass dann ® :
[0,00) X X — X gegeben durch
O(u,t) :=T(tu

eine stetige Abbildung von [0, c0) X X nach X ist.
Hinweis: Stetigkeit beziiglich der Produktmetrik auf [0, o) X X, d.h. fiir (¢, u), (s,v) € [0, 00) X X gilt

d((t,w), (s,0)) := |t = s + [lu = vllx.




