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Aufgabe 20 In der Vorlesung wurde die “parabolische Distanz-Funktion”

ρ((t, x) − (s, y)) :=
√
|s − t| + |x − y| x, y ∈ Rn, s, t ∈ R

eingeführt. Zeigen Sie dass ρ eine Metrik auf Rn+1 ist.

Aufgabe 21 Zeigen Sie Lemma IV.1.2 aus der Vorlesung: Es gilt

(i) einerseits
[uv]α,Q ≤ ‖u‖L∞(Q) [v]α,Q + [u]α,Q ‖v‖L∞(Q)

(ii) und für k ∈ {0, 2},
[u + v]k+α,Q ≤ [u]k+α,Q + [v]k+α,Q

Hinweis: Zeigen und benutzen Sie ggf. die folgende Ungleichung

|a1b1 − a2b2| ≤ |a1| |b1 − b2| + |b2| |a1 − a2|

Aufgabe 22 Zeigen Sie den ersten Teil von Theorem IV.1.3 aus der Vorlesung:

Sei P2 die Menge der Polynome p in t ∈ R und x ∈ Rn die von der folgenden Form sind

p(t, x) = at + bixi + ci jxi x j + d,

wobei a, d ∈ R, b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn und (ci j)1≤i, j≤n ∈ R
n×n.

Sei für α ∈ (0, 1)
[u]′2+α,Rn+1 ≡ [u]′2+α := sup

(t,x)∈Rn
sup
ρ>0

ρ−2−α inf
p∈P2

‖u − p‖L∞(Q((t,x);ρ)),

wobei Q((t, x); ρ) der parabolische Zylinder ist, d.h.

Q((t, x); ρ) =
{
(y, s) ∈ Rn+1 : |x − y| < ρ, t − ρ2 < s < t

}
.

Zeigen Sie, es gibt eine Konstante C > 0 so dass für alle u ∈ C2+α(Rn+1) gilt

[u]′2+α,Rn+1 ≤ C [u]2+α,Rn+1 .

Hinweis: Finden Sie für u(x, t) − u(y, s) eine geeignete Darstellung über die Taylorentwicklung.



Aufgabe 23 Zeigen Sie Theorem IV.3.2 (Schauder für konstante Koeffizienten) aus der Vorlesung für T < ∞:

Sei α ∈ (0, 1), T < ∞, u ∈ C∞(Rn × (−∞,T ]) und

f := (∂t − ∆)u.

Dann gilt für eine Konstante C = C(α, n),

[u]2+α,Rn×(∞,T ) ≤ C [ f ]α,Rn×(∞,T ).

Hinweise:

• Zeigen Sie, dass Sie Ohne Einschränkung können Sie annehmen: T = 0

• Die Cauchy-Abschätzungen, Theorem I.6.2, gelten rückwärts in der Zeit!


