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Aufgabe 24 Wir wollen die folgende Gleichung betrachten

| =1 auf [0, 1].
u©0)=u(l)=0

(i) Zeigen Sie: Es existiert keine Losung u € C'((0, 1)) N C%([0, 1]), welche die Gleichung fast iiberall (bzgl. des
Lebesgue-Males) erfiillt.

(i) Zeigen Sie: Es existieren unendlich viele Losungen u € Cc%1((0, 1) n €°([0, 11), welche die Gleichung fast
iiberall (bzgl. des Lebesgue-Malies) erfiillen.

Eine Losungs-Begriff “fast iiberall” ist also nicht zielfuehrend. Wir betrachten stattdessen die Gleichung mit einem
zusitzlichen Viskositétsterm eu”’, den wir dann gegen Null schicken. Dann haben wir eine Eindeutigkeit fiir Losungen.

Aufgabe 25  Fiir & > 0 betrachten wir Losungen zu

—eu’ + | =1 auf [0, 1]. 0
u0)=u(l)=0
(1) Zeigen Sie ein schwaches Maximumsprinzip fiir die folgende Situation: Gilt fiir u,v € C2((0, 1)) n C°([0, 1)
—e(w—v)" + |- =0 in(0,1) 2)
dann gilt
%Eﬁ(u = v) = max{u(0) — v(0), u(1) — v(1)}
und

min(u — ) = min{u(0) - v(0), u(1) = v(1)}

Hinweis: Gehen Sie vor wie im Beweis von Theorem I1.2.1: Betrachten sie ein Maximums/Minimumspunkt x
von u—v unter Annahme einer strikten Ungleichung in (2). Approximieren Sie dann u durch us(x) := u(x)+de*~,
welche dann eine strikte Ungleichung (2) erfiillen (fiir 4 > 1).

(ii) Zeigen Sie ein Vergleichsprinzip: Gilt fiir u, v € C%((0, 1)) N C°([0, 1]) mit #(0) = u(1) = v(0) = v(1) = 0
—ew—-v)" +|-=W|=0 1in(0,1)
dann giltu = v

(iii) Zeigen Sie: eine Losung zu (1) ist symmetrisch, u(x) = u(3 — x). Somit gilt u’(3) = 0.



Aufgabe 26  Untersuchen Sie, wie fiir kleines & > 0 heuristisch Losungen u, zur folgenden Gleichung aussehen.

—ew’ + =1 auf[0,1].
u(©0) = u(1)=0

(1) Gegen welche Funktionen konvergieren (heuristisch) die Losungen u, fiir ¢ — 0, € > 0? Zeichnen Sie die
Limes-Funktion u := limg_,, Us.

(i) Was wenn & < 0 und &€ — 0, gegen welche Losung konvergieren die u#, dann?

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 25 (iii), wie sieht u/ (%) aus?

Aufgabe 27  Seiu € C°(R") und xo € R". Angenommen u ist zweimal differenzierbar in x, und es existiert ein
@ € C*(R") so dass
©(x) > u(x) fiir alle x in einer kleinen Umgebung von x.

Zeigen Sie: Gilt weiterhin u(xg) = ¢(xo), dann gilt auch

V(xo) = Vu(x) und  VZp(xo) > V2u(xo).

Aufgabe 28  Wir definieren den Begriff der Viskosititslosungen der folgenden Gleichung

{Iu'l =1 auf [0, 1]. 3

u(0) = u(l) =0.

Ein u € C°([0, 1]) mit u(0) = u(1) = 0 ist eine Viskosititsunterlosung von (3), falls fiir alle ¢ € C>([0, 1]), ¢ > u auf
(0, 1) halt: Gilt fiir ein xo € (0, 1) dass ¢(xg) = u(xp), dann gilt

l"(xo)l < 1.

Ein u € C°([0, 1]) mit #(0) = u(1) = 0 ist eine Viskosititsoberlosung von (3), falls fiir alle ¢ € C?([0,1]), ¢ < u auf
(0, 1) hélt: Gilt fiir ein x¢ € (0, 1) dass ¢(xg) = u(xp), dann gilt

e (x0)l = 1.

Ein u € C°([0,1]) mit u(0) = u(1) = 0 ist eine Viskosititslosung von (3), falls u eine Viskosititsunterlosung und
eine Viskosititsoberlosung ist. Zeichnen Sie die folgenden Funktionen und entscheiden Sie jeweils, ob diese eine
Viskositétsunterlosung, Viskosititsoberlosung oder gar Viskositidtslosung von (3) ist.

) u(x) = || fiir x € [0, 1] |x] fiir x € [0, 1]
T l1-d firxed 1] I~ fiir x € [§, 3
(i) wu(x) := | . 13
| -3 furxe[i,z]
%—Ix—%l fl'jrxe[%,l]
(i) u(y = { ¥ firrelo] () 10 =0
u =
lx| -1 fiirxe[4,1] (V) u(x) = 1.




