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Fiir eine kontinuierliche Verbesserung der Vorlesung haben Sie hier die Moglichkeit einer Meinungsabgabe

1 2 3 4 5
Diese Ubung ist zu leicht (1), zu schwierig (5) O o o o O
Diese Ubung ist langweilig (1), interessant (5) O O o o O
Diese Ubung ist verniinftig lang (1), viel zu lang (5) O o o o O
Wieviel Stunden haben Sie fiir die Ubung gebraucht? 2h 3h 4h Sh 6h .7
Die letzte Vorlesung war unverstindlich (1), verstdndlich(5) O O 0O 0O O

Kommentare zur Verbesserung:

Aufgabe 36  Sei u immer ein Radon-MaB auf einem u-messbaren Q C R”. Zeigen Sie die folgenden Aussagen,
ggf. unter Verwendung der Holder-Ungleichung, Lemma 5.31.

(i) Seil <r,p,q < ocomit % + é =1, und seien f € LP(Q, ), g € LY(Q, ). Dann gilt
Ifgller@uw < IIflleruw N19llLa@ -
(1) Gilt u(Q) < oo, so gilt fiir 1 < p < g < cound jedes f € L1(Q, u),
Al < Q)7 s

Hinweis: Wenden Sie (i) an: f = fxaq

(iii) Fiir jedes1 < p <coundr > 117 gilt fiir jedes f € LP"(Q, w),
AV e = 1l
(iv) Gilt|f] < |g| p-a.e. und g € LP(Q, w), so gilt

1 lzrp < Ngllry

Aufgabe 37  In dieser Aufgabe arbeiten wir mit dem Lebesgue-MaB. Wir schreiben LP(Q) = LP(Q, £") und
|A| = £"(A). Berechnen Sie fiir alle 1 < p < oo die LP(R", £")-Norm || fl|z»q,c von

(1) f :=xa fir A c R" L"-messbar und |A| < co (iv) Heaviside-Funktion f := x(0,«) auf R!
(ii) f := ya fiir A ¢ R" £"-messbar und |A| = oo (v) Zeigen Sie: Ist f stetig und gilt f(x) = O fiir alle

x € R™\K fiir ein kompaktes K, so ist f € LP(R")
(iii) Dirichlet-Funktion f := yg auf R! fiir jedes 1 < p < oo.



Aufgabe 38  Zeigen Sie, dass L¥([0, 1]) = L*([0, 1], £') nicht separabel ist (vgl. Definition 5.35). Gehen Sie
dazu wie folgt vor:

(1) Fir 0 <t < 1 setzen wir f; := o, . Zeigen Sie:

Ifi = fllieqoap =1 Vs #¢.

(i) Zeigen Sie: Sei (gi)2, € L¥(Q) eine abzihlbare Menge von Funktionen. Dann existiert fiir jedes k € N
hochstens ein t € (0, 1) mit

1
ILfr = gillz=o,17) < 3

(111) Zeigen Sie: Es existiert keine abza'ihlbare Menge von Funktionen (gk)k_l cL (Q) mit
inf || f; — gillr <—1 Yt e (0,1) @))
ln o0 .
keN ! k (0.1 2 ’

(iv) SchlieBen Sie: L= ([0, 1]) ist nicht separabel.

Aufgabe 39 Der Raum /”(N) ist der Raum aller Folgen (a;)2, C R mit

(kZI Iakl”) p € [l,00),

sup || p=o.
keN

@], =

Sei 6y : 2F — [0, 00) gegeben als
Su(A) 1= #(A N N),

wobei # wie tiblich das ZdhlmaB ist (vgl. Aufgabe 11). Zeigen Sie, dass [7(NN) isometrisch isomorph zu LP(R, dy) ist.
Dazu zeigen Sie jeweils fiir 1 < p < oo

(i) Oy ist ein Radon-MaB.

Hinweis: Fiir die Borel-Regularitit konnen Sie wie folgt vorgehen: Zeigen Sie, dass fiir jede Menge A C R die
Menge B := A\(A° N N) eine Borel-Menge ist und es gilt B > A sowie BNN =ANN.

(i) Charakterisieren Sie die di-Nullmengen, d.h. finden Sie alle Mengen A C R” mit 6y (A) = 0.
(iii) Fiir f € LP(R, 0y) sei ¢(f) eine Folge, gegeben durch
¢(f) == (FOZ, = (fD, fD),.... f(G),...).
Zeigen Sie: ¢ ist linear, d.h. es gilt ¢(Af + ug) = A¢(f) + ugd(g) fiir alle f,g € LP(R, On), 4, u € R.
(iv) Zeigen Sie: f € LP(R, 0n) © ¢(f) € IP(N) und ¢ ist eine [sometrie, d.h.

Il @o) = GO

(v) Zeigen Sie: ¢ ist injektiv, d.h. falls ¢(f) = ¢(g) fir f,g € LP(R, 6n), so gilt f = g im LP(R, 6y)-Sinne. (d.h.
on-fast iiberall).

(vi) Zeigen Sie: ¢ ist surjektiv, d.h. falls (ar);2, € I(N) so gibt es ein f € LF(R, 6x) mit ¢(f) = (@),




