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Fiir eine kontinuierliche Verbesserung der Vorlesung haben Sie hier die Moglichkeit einer Meinungsabgabe

1 2 3 4 5
Diese Ubung ist zu leicht (1), zu schwierig (5) O o o o O
Diese Ubung ist langweilig (1), interessant (5) O O o o O
Diese Ubung ist verniinftig lang (1), viel zu lang (5) O o o o O
Wieviel Stunden haben Sie fiir die Ubung gebraucht? 2h 3h 4h Sh 6h .7
Die letzte Vorlesung war unverstindlich (1), verstdndlich(5) O O 0O 0O O

Kommentare zur Verbesserung:

Aufgabe 40  Sein = k + ¢. Fiir jede Menge A C R, B c R’ ist die Menge A x B C R" definiert als
AxB:={@ab)eR"=RxR':a€cA, beB|.
Beweisen oder widerlegen Sie:

(1) xaxs(x,y) = xa(x)xp(y) fiir alle x € R, Y€ R¢ und alle A c R¥, B c R¢
(i) Sind A, B offene Mengen in R¥ bzw. R, so ist auch A x B offen in R”.
(iii) Ist A x B offen in R”, so sind A, B offene Mengen in R* bzw. RY.
(iv) Sind A, A, c R¥ disjunkt, so sind auch A; x B und A, X B disjunkt fiir jedes B C RE .
(v) Sind A} X B; und A, X B, c R" disjunkt, so sind A; und A, disjunkt.
(vi) Jede Menge S C R” kann geschrieben werden als § = A x B fiir A ¢ R¥ und B c Rf

(vii) GiltA = U2, A;, B= U;‘;l Bj, so gilt A x B = J; ;A; X Bj. Sind die (A;);ey sowie die (B)) jen jeweils paarweise
disjunkt, so sind auch (A; X B)); jen paarweise disjunkt.

(viii) Fiir jedes Intervall Q c R” finden wir zwei Intervalle A ¢ R¥, B c R/ mit Q = A x B.

(ix) Jede oftene Menge S kann geschrieben werden als abzahlbare disjunkte Vereinigung S = U2, (A; X B;) fiir
Intervalle A; ¢ R¥ und B; c R¢.

Hinweis: Vgl. Satz 3.23




Aufgabe 41  Sein = k+ . Zeigen Sie, dass das Lebesgue-MaB £¥¢ = £F x £ auf R”. Dabei ist das Produktmaf
L% x £ auf R"” wie in Definition 6.1: Fiir ein S ¢ R”,

i=1 i=1
i=1 i=1

LK x £S) := inf {Z LYAD - LYB) : (A)S, © 2R £k messbar, (BHX, C 2R £ messbar, mit S C A; X Bi}

Zeigen Sie dazu:

(i) Mit dem Satz von Fubini gilt

LFx £(S) = inf {Z LA X B (A2, € 2% Lhmessbar, (B2, ¢ 2% L' -messbar, mit S C UAi X B,}
i=1 i=1

(i) Firalle S c R” gilt £(S) < £F x LL(S).

(iii) Fiir alle offenen S c R", gilt £(S) > L* x LL(S)
Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 40 und Satz 3.11.

(iv) SchlieBen Sie mit Korollar 3.25, dass £"(S) > £* x L(S) fiir alle S c R”.

Aufgabe 42 Sei f(x,y) gegeben durch

sin(x)

foy) = { y

0 sonst.

O<y<lund0<x<2r

Zeigen Sie
(i) f ist L2-messbar auf R?
(i) Die Abbildung y — fR f(x,y) dxist £L'-messbar und £'-integrierbar

Hinweis: Berechnen Sie den Ausdruck mit Korollar 5.17
(iii) Die Abbildung x - K{ f(x,y) dy ist £L'-messbar, aber nicht einmal uneigentlich £'-integrierbar
(iv) Wieso ist dies kein Widerspruch zum Satz von Fubini (Satz 6.3)?

(v) Berechnen Sie mithilfe des Satzes von Fubini das folgende Integral: Sei Q = (—x, ) X (—m, 7).
fSin(xl)esin(log(ﬂ+IXz|2)) dx
0

Dabei ist x = (x1, x2) € R? und dx = dL2.

Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass (x;, x;) > sin(x;)esnloemHnl) ¢ 1oy c L1(Q)

Aufgabe 43 Seiu : 2% — [0, o] ein Radon-MaB, dass zudem translationsinvariant ist. D.h. es gelte fiir jedes
p € R" und jede Menge A c R", dass u(p + A) = u(A). Dabei ist

p+A={xeR":x=p+a fireinaeA}.

Zeigen Sie: Setzen wir fiir eine u-integrable Funktion f : R” — R und ein p € R” die Translation fp(x) = f(x+p), so
gilt

ﬁ@=ffw
R R

In anderen Worten: Fiir jedes translationsinvariante Radonmaf u gilt

f f(x+a)du(x) = f f(x) du(x)
RVI RVI




