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Aufgabe 44 Zeigen Sie, dass die Holderungleichung per Induktion auch folgende Ungleichung impliziert: Seien
1<rpi<ocofiri=1,...,N, mit % = Zfil [} Dann gilt fiir Funktionen f; € L{'(Q,u)

Wfi-fo-o Mnlleaw < Wl - 1ol @y < - - - Nl @

Aufgabe 45  Im Folgenden betrachten wir immer das Lebesgue-MaB. Eine Funktion f : R" — R ist radial, falls
ein f : [0, 0] — R existiert mit f(x) = f(|x|) fiir fast alle x € R". Hiufig identifiziert man f mit f und schreibt einfach
“fx) = fxD.

Im Beispiel 7.3 haben wir fiir den R? die Polarkoordinaten-Formel hergeleitet: Fiir jedes messbare f : R — [0, co],

0o 21
f fdL? = f f r f(rcos(6), rsin(6)) d6 dr.
R2 r=0 JO

Zeigen Sie:

(i) Die charakteristische Funktion y () eines Balles B,(0) C R" mit Radius p > 0 zentriert in der 0 ist radial.

(ii) Sind f, g : R" — R radial so sind auch |f|, max{f, g}, f - g sowie Af + ug radial fiir alle A, u € R.

(iii) Angenommen f : R?> — [0,00] ist eine messbare und radiale Funktion. Zeigen Sie dann die R-
Polarkoordinaten-Formel fiir radiale Funktionen:

fdL? = 271[00 r f(r) dr.
R2 r=0

Im R”", n > 2, wird die Polarkoordinaten-Formel fiir radiale Funktionen zu
fdL" = w,—y f Y f(r) dr
R® r=0
Dabei ist w,-; > 0 eine Konstante, welche gleich der Oberflache der (n — 1)-dimensionalen Sphére in R” ist.

(iv) Sei B,(0) C R" wie in (i). Berechnen Sie fiir alle Dimensionen n € N und alle & € R, p > 0 den Ausdruck

f [x|* dx. (1)
B,(0)




Aufgabe 46 Sein € C2(R"), also i unendlich oft differenzierbar und 1 = 0 auBerhalb einer kompakten Menge.
Sei weiterhin f € LP(R") fiirein 1 < p < co. Mitn * f(x) = |, n(x —y) f(y) dy bezeichnen wir die Faltung aus §6.2.
Zeigen Sie

(i) Sei 9; die Ableitung in die i-te Komponente. Zeigen Sie: Es gilt d;n € C°(R").
(ii) Esgiltp = f € LY(R") fiir alle g € [p, oo]
(iii) Zeigen Sie 0;(n * f)(x) = (0;n * f)(x). Insbesondere gilt i + f € C®(R"). Hinweis: Vgl. Korollar 5.22.

Aufgabe 47  Der Satz von Fubini, siehe Satz 6.3 (ii), impliziert insbesondere das Cavalieri-Prinzip/Slicing: Fiir
jedes £L"-messbare S ¢ R” mit £"(S) < oo und fiir jedes n = k + £ gilt

LYS) = f LK(S.) dLi(2), )
R{

wobei S, = {x € R* : (x,z) € S} fiir ein z € R’. Berechnen Sie damit das Volumen vol(E) = £3(E) eines Rotationsel-
lipsoides

2 2 2
Xty Z
Ea= {(L%Z)GRSI T+I?S1}

fiir oo > A > u > 0. Gehen Sie wie folgt vor:

(i) Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R, eine stetige Funktion. Wir betrachten die kompakte
Menge K
K := {(x,y,z) eR?: &7 +y2 < f(z)2 mit z € [a,b], x,y € R}

Anschaulich kann man sich K ¢ R? als einen Rotationskorper vorstellen, welcher durch Rotation des Graphen
der Funktion z — f(z) um die z-Achse im R? ensteht. Beweisen Sie mit Hilfe des Cavalieri-Prinzip (2) fiir k = 2,
¢ =1 die Formel

b
vol3(K) = L3(K) = ﬂ'f f(z)2 dz.

Hinweis: Fiir die Berechnung von £2(K.) beachten Sie, dass wir in Aufgabe 45 insbesondere gezeigt haben,
dass L2(B,) = [, 1dL? = mp? fiir eine zwei-dimensionale Kreisscheibe B, mit Radius p > 0.

(ii) Fassen Sie E, ; als Rotationskdrper K mit einer geeigneten stetigen Funktion f : [a, b] — [0, co) auf.




