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1. EinleitungS
hwa
h harmonis
he Abbildungen des Einheitsballs Dn ⊂ Rn auf die Sphäre Sm−1 ⊂ Rm sind kritis
he Punkteder Diri
hlet-Energie
E(v) :=

∫

Dn

|∇v|2 (1.1)de�niert auf dem Funktionenraum
W 1,2(Dn, Sm−1) := {v ∈ W 1,2(Dn,Rm) : v(x) ∈ Sm−1 für fast alle x ∈ Dn}.Sie erfüllen das folgende System von Di�erentialglei
hungen

−△u = u|∇u|2 in Dn, (1.2)was si
h aus dem Vers
hwinden der ersten Variation
δE(u, ϕ) :=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

E

(
u+ tϕ

|u+ tϕ|

)
= 0 für alle ϕ ∈ C∞

0 (Dn,Rm)ergibt. Die re
hte Seite der partiellen Di�erentialglei
hung (1.2) ist in L1, und somit sind wir zunä
hst ni
ht inder Lage höhere Regularität oder zum Beispiel Stetigkeit von u zu zeigen.Für n = 2 bewies J. Shatah in [Sha88℄, dass u ∈ W 1,2(D2, Sm−1) genau dann eine Lösung von (1.2) ist, wennder folgende Erhaltungssatz erfüllt ist:
div(ui∇uj − uj∇ui) = 0 für i, j ∈ {1, . . . ,m}. (1.3)Wenig später benutzte F. Hélein in [Hél90℄ die Tatsa
he, dass

m∑

j=1

uj ∇uj =
1

2

m∑

j=1

∇(ujuj) =
1

2
∇ |u|2︸︷︷︸

≡1

= 0,und s
hrieb damit das System (1.2) in der Form
−△ui =

m∑

j=1

ui∇uj · ∇uj =

m∑

j=1

(ui∇uj − uj∇ui) · ∇uj für i ∈ {1, . . . ,m}. (1.4)Aus (1.3) folgt mit dem Poin
aré-Lemma für Di�erentialformen die Existenz von Abbildungen Bij ∈ W 1,2
loc (D2),

1 ≤ i, j ≤ m, mit
∇⊥Bij =

[
−∂y
∂x

]
B = ui∇uj − uj∇ui in D2 für 1 ≤ i, j ≤ m.Eingesetzt in (1.4) erhält man

−△ui =

n∑

j=1

∇⊥Bij · ∇uj in D2 für 1 ≤ i ≤ m. (1.5)Das Produkt auf der re
hten Seite hat eine etwas bessere Regularität als L1 und impliziert dass ui stetig ist.Dieses Phänomen wurde zuerst im Jahre 1969 von H. Wente [Wen69℄ entde
kt und 1984 von H. Brezis undJ.M. Coron in [BC84℄ und mit einer alternativen Methode von L. Tartar in [Tar84℄ allgemein bewiesen. 1993zeigten R. Coifman, P.L. Lions, Y.Meyer und S. Semmes in [CLMS93℄, dass Produkte dieser Art tatsä
hli
him lokalen Hardy-Raum H 1
loc liegen, na
hdem S. Müller diese Aussage s
hon in [Mül90℄ unter etwas stärke-ren Voraussetzungen erhalten hatte. Die hier ents
heidende Eigens
haft der Hardy-Räume ist, dass das Inversedes Lapla
e-Operators von Hardy-Distributionen in W 2,1

loc liegt2, ein Raum, der in 2 Dimensionen stetig na
h
C0 einbettet3. Also sind kritis
he Punkte der Diri
hlet-Energie (1.1) in zwei Dimensionen stetig. Mit Regu-laritätssätzen aus [HW75℄, [LU68℄ und [Mor66℄ folgt dann, dass sol
he Abbildungen analytis
he Funktionen sind.2siehe Theorem 6.233siehe Theorem 6.27 5



1 EINLEITUNGWenn man anstelle der Sphäre Sm−1 ⊂ Rm als Zielmannigfaltigkeit allgemeiner eine k-dimensionale, kom-pakte C2-Mannigfaltigkeit N ⊂ Rm wählt, s
hlägt der obige Ansatz fehl. Sei ΠN : VN → N die orthogonaleProjektion4 von einer tubularen Umgebung VN auf N . Die kritis
hen Punkte u ∈ W 1,2(D2,N ) der Diri
hlet-Energie ∫
D2 |∇u|2 für alle Störungen der Form ΠN (u+tΦ) für glatte Abbildungen Φ : D2 → Rm mit kompaktemTräger sind gerade die s
hwa
h harmonis
hen Abbildungen von D2 na
h N . In [Hél91℄ zeigte Hélein über diesogenannte moving-frame-Te
hnik die Stetigkeit dieser Abbildungen. Wir betra
hten einen anderen Ansatz:Sol
he kritis
hen Punkte lösen die folgenden Euler-Lagrange-Glei
hungen5

−△ui =

n∑

l=1

Aijl(u)∇uj · ∇ul in D2, 1 ≤ i ≤ m, (1.6)wobei A(y) : Rm × Rm → Rm die zweite Fundamentalform der Einbettung von N in Rm am Punkte y ∈ Nist und Aijl(y) := 〈A(y)(ej , el), ei〉 für die Einheitsvektoren (ek)
m
k=1 in Rm. (Ajil(u))

m
j=1 steht senkre
ht auf TuNund deshalb gilt Ajil(u)∇uj = 0. Folgli
h lässt si
h (1.6) in

−△ui =

n∑

l=1

(Aijl(u)−Ajil(u))∇ul · ∇uj in D2 für 1 ≤ i ≤ mums
hreiben. De�niert man Ωij := (Aijl(u)−Ajil(u))∇ul ∈ L2(D2, so(m)⊗ R2), so erhält man
−△ui = Ωij · ∇uj in D2 für 1 ≤ i ≤ m. (1.7)T. Rivière entde
kte 2006, dass für die Stetigkeit von u die Antisymmetrie von Ω ents
heidender ist, als dieDivergenzfreiheit von (ui∇uj−uj∇ui)ij in (1.4), wel
he in der jetzigen Situation ni
ht mehr auftritt. In [Riv07a℄zeigte Rivière, dass W 1,2-Lösungen sol
her Systeme mit Ω ∈ L2 in zwei Dimensionen stetig sind:Mit einer ni
htlinearen Hodge-Theorie wel
he aus der ni
htabels
hen Ei
htheorie stammt und mithilfe der vonK. Uhlenbe
k in [Uhl82℄ entwi
kelten Methode auf den vorliegenden Fall angepasst wird, zerlegt man Ω in

Ω = P ∇⊥ξ PT − (∇P )PT ,wobei ξ, P ∈ W 1,2(D2,M(m)), ξ punktweise fast überall eine antisymmetris
he Matrix und P punktweise fastüberall eine orthogonale Matrix und damit bes
hränkt ist. Aus dieser Zerlegung konstruiert man wiederum ein
A ∈W 1,2 ∩ L∞(D2, GL(m)) mit A−1 ∈W 1,2 ∩ L∞(D2, GL(m)) und ein B ∈W 1,2(D2,M(m)), so dass

∇A−AΩ = ∇⊥B in D2,und erhält daraus einen verallgemeinerten Erhaltungssatz für Lösungen von (1.7)
div(A∇u +B∇⊥u) = 0 in D2.Dieser impliziert das folgende System

{
div(A∇u) = −∇B · ∇⊥u in D2,
curl(A∇u) = ∇⊥A · ∇u in D2.Die re
hte Seite dieses Systems liegt wieder im lokalen Hardy-Raum H 1

loc und mit Resultaten aus der harmo-nis
hen Analysis folgt daraus, dass A∇u ∈ W 1,1
loc . Wegen A−1 ∈ W 1,2 ∩ L∞ impliziert dies u ∈ W 2,1

loc . In zweiDimensionen bettet W 2,1 stetig in C0 ein, und es folgt die Stetigkeit von u.Ist Ω ni
ht antisymmetris
h, so gilt dies ni
ht und u muss ni
ht einmal bes
hränkt sein, wie das folgendeGegenbeispiel aus [Riv07a℄ zeigt: Seien u1(x), u2(x) := log log 2
|x| , dann ist u = (u1, u2) Lösung von

−△u =

(
∇u1 0

0 ∇u2

)
· ∇u in D2.Hier ist Ω ni
ht antisymmetris
h und u ist weder stetig no
h bes
hränkt in D2.Insbesondere kann man mit dieser Te
hnik eine Vermutung von E. Heinz, vgl. [Hei86℄, beweisen: Sei u ∈

W 1,2(D2,R3) die Lösung von
−△u = −2H(u)∂xu ∧ ∂yu in D24Zur Existenz einer sol
her Projektionen siehe Theorem 11.265vgl. Lemma 11.33 6



für eine Abbildung H : R3 → R. H(u) : D2 → R kann man als die mittlere Krümmung der Flä
he u(D2)interpretieren. Unter der Voraussetzung, dass ‖H‖L∞(R3) < ∞, s
hreibt man diese Di�erentialglei
hung um:Man setzt
Ω := H(u)




0 ∇⊥u3 −∇⊥u2

−∇⊥u3 0 ∇⊥u1

∇⊥u2 −∇⊥u1 0


 ,und s
hlieÿt dann wegen

−△u = Ω · ∇u,dass u ∈ C0(D2).Au
h eine Vermutung von S. Hildebrandt (vgl. [Hil82℄,[Hil83℄) kann nun bestätigt werden: Kritis
he Punktekonform invarianter Variationsfunktionale mit elliptis
hem C2-Integranden in zwei Dimensionen sind stetig.Mit Resultaten von M. Grueter aus [Grü84℄ erhält man, dass sol
he kritis
hen Punkte die folgende Euler-Lagrange-Glei
hung lösen
△uj +Aikl(u)∇uk · ∇ul + λ

j
kl(u)∂xu

k∂yu
l = 0 in D2 für 1 ≤ j ≤ m,wobei λ bes
hränkt und A die zweite Fundamentalform ist. Dieses System lässt si
h ums
hreiben zu

△uj +

[
(Ajkl(u)−Alkj(u))∇uk +

1

4
(λjkl(u)− λlkj(u))∇⊥uk

]

︸ ︷︷ ︸
=:Ωjl

·∇ul = 0 in D2 für 1 ≤ j ≤ m,woraus die Stetigkeit von u folgt.Dem Ansatz von [Riv07a℄ folgend präsentierten Rivière und M. Struwe in [RivS07℄ einen neuen Beweisfür die partielle Regularität von harmonis
hen Abbildungen von Gebieten der Dimension m ≥ 3 in C2-reguläreMannigfaltigkeiten. Dieses Ergebnis war für stärkere Regularitätsvoraussetzungen bereits in [Eva91℄ und [Bet93℄erzielt worden.Mit einem zu [Riv07a℄ ähnli
hen Ansatz zeigten T. Lamm und Rivière in [LRiv07℄ die Stetigkeit von Lösungen
u ∈W 2,2(D4,Rm) von Glei
hungen folgenden Typs:

△2u = △(V · ∇u) + div(v∇u) + Ω · ∇u in D4 ⊂ R4,wobei V , v und Ω Potentiale inW 1,2, L2 bzw. (W 1,2)∗ sind und Ω antisymmetris
h ist.In [Riv07b℄ fand Rivièreeine neue Darstellung der Euler-Lagrange-Glei
hung des Willmore-Funktionals für im Rn eingebetteteFlä
hen. Weiterhin bewies er die Hebbarkeit von Singularitäten von Willmore-Einbettungen Φ : D2\{0} →
Rm und zeigte mithilfe dieses Ergebnisses ein s
hwa
hes Kompaktheitsresultat für Willmore-Einbettungenkleiner Energie. Mit [Riv07
℄ verö�entli
hte Rivière einen Übersi
htsartikel über die in [Riv07a℄ und [Riv07b℄erhaltenen Ergebnisse.Zu dem vorliegenden Text. Die vorliegende Arbeit soll eine mögli
hst vollständige Herleitung der [Riv07a℄zu Grunde liegenden Resultate bieten. Dazu werden in Teil I die hierfür nötigen Ergebnisse aus der Analysisvorgestellt. Neben der linearen Hodge-Zerlegung wird die für das Verständnis desWente-E�ektes notwendigeHarmonis
he Analysis und s
hlieÿli
h die sogenannte Wente-Unglei
hung selbst präsentiert. Im Teil II wirddann über eine ni
htlineare Hodge-Zerlegung die Konstruktion des für das Hauptergebnis in [Riv07a℄ essen-tiellen Erhaltungssatzes sowie als Anwendung der Beweis der Stetigkeit kritis
her Punkte konform invarianterVariationsfunktionale von Riemanns
hen Flä
hen in kompakte Mannigfaltigkeiten vorgestellt.Teil I. Na
h Festlegung der Notationen und Konventionen in Abs
hnitt 2 wiederholen wir im Abs
hnitt 3einige bekannte Sätze aus der Funktional- und Fourieranalysis. Im Abs
hnitt 4 stellen wir dann Ergebnisseaus dem Berei
h der Sobolev-Räume und der partiellen Di�erentialglei
hungen vor, insbesondere au
h imHinbli
k auf s
hwa
he, homogene Neumann-Randwerte, wel
he in den meisten Standardwerken zu PartiellenDi�erentialglei
hungen eher beiläu�g betra
htet werden. Eine ausführli
here Behandlung �ndet man z.B. in[Fol76℄, [Tay96℄ und [Weh04℄. Neben Existenzsätzen und der L2-Theorie, wel
he wir für den Fall vonDiri
hlet-Randwerten nur zitieren, etablieren wir nützli
he Approximationen von W 2,2(D2) mit homogenen Neumann-7



1 EINLEITUNGoder Diri
hlet-Randdaten. Im Ans
hluss daran behandeln wir im Abs
hnitt 5 die lineare Hodge-Zerlegung.Ziel dabei ist es, Abbildungen f von Gebieten in R2 na
h R2 in der Form
f = ∇F +∇⊥G (1.8)darzustellen. Weiterhin �nden wir notwendige Bedingungen, wel
he garantieren, dass die vereinfa
hten Darstel-lungen

f = ∇F (1.9)oder
f = ∇⊥G (1.10)gültig sind. Zunä
hst erhalten wir die Existenz der Stammfunktionen F in (1.9) bzw. G in (1.10) lokal aus demPoin
aré-Lemma (Lemma 5.12) für Lq-Abbildungen mit 1 < q < ∞. Ist f auf der Einheitskreiss
heibe D2de�niert, lösen wir

△F = div f in D2und
△G = curl f in D2,um eine Darstellung

f = ∇F +∇⊥G+H in D2mit einer harmonis
hen Abbildung H : D2 → R2 zu erhalten. Um H = 0 zu garantieren, fordern wir 〈H, ν〉 = 0oder 〈H, τ〉 = 0 auf ∂D2 (Lemma 5.18), wobei ν die Einheitsnormale und τ eine Einheitstangente an ∂D2 ist,und daraus die lineare Hodge-Zerlegung erhalten (Theorem 5.19).Eine nützli
he Anwendung der Hodge-Zerlegung ist einerseits, dass man aus gewissen partiellen Di�erenti-alglei
hungen erster Ordnung elliptis
he Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnungen konstruieren kann, überwel
he dann Regularitätseigens
haften bewiesen werden können. So folgt zum Beispiel aus f ∈ L2(D2,R2) und
div f ∈ H 1

loc, curl f = ∂yf
1 − ∂xf2 ∈ H 1

loc dur
h die Zerlegung f = ∇F + ∇⊥G für F , G ∈ W 1,2(D2), dass
△F ∈H 1

loc, △G ∈H 1
loc. Hierbei ist H 1

loc der in Abs
hnitt 6 behandelte lokale Hardy-Raum. Mit Hilfsmittelnder harmonis
hen Analysis folgt dann F , G ∈W 2,1
loc (D2) und somit f ∈ W 1,1

loc (D2,R2). Diese Re
hnung wendenwir in Theorem 10.8 an, um aus dem Erhaltungssatz div(A∇u + u∇⊥B) = 0 die Stetigkeit von u zu s
hlieÿen.Andererseits lässt si
h mit der Hodge-Zerlegung die Existenz von Lösungen gewisser partieller Di�erential-glei
hungen erster Ordnung zeigen: Unter der Voraussetzung div f = 0 und gewissen Randwerten von f ∈ L2können wir so die Glei
hung {
∇⊥g = f in D2,
g = 0 auf ∂D2lösen.Im Abs
hnitt 6 behandeln wir einige Grundlagen der harmonis
hen Analysis, wel
he wir für das tiefere Ver-ständnis des vonWente entde
kten E�ektes benötigen. Insbesondere präsentieren wir gemäÿ den Ausführungenin [Sem94℄ den Beweis, dass für Distributionen u mit △u ∈ H 1 folgt, dass ∇2u ∈ L1

loc ist. Dabei ist H 1 derHardy-Raum auf Rn, de�niert als Raum aller messbaren Abbildungen f , so dass
sup
t>0

sup
φ∈T
|φt ∗ f(·)| ∈ L1(Rn),wobei T ein geeigneter Raum von Testfunktionen in C∞

0 (B1(0)) ist. Dieser Raum H 1 ist e
ht enthalten in
L1 und besitzt - im Gegensatz zu L1 - eine gewisse Verträgli
hkeit mit Calderon-Zygmond-Operatoren, wasden Aufbau einer Art L1-Theorie zulässt. Dies führen wir im Abs
hnitt 6.3.1 na
h den Darstellung [S
h03℄und [Ste93℄ aus. Zuvor zeigen wir in Abs
hnitt 6.2 die von [Mül90℄ und [CLMS93℄ entde
kten notwendigenBedingungen für die Zugehörigkeit zu H 1: Sind E, F ∈ L2(Rn,Rn) und ist divE = 0 und curlF = 0, soliegt E · F ∈ H

1. Setzen wir für a, b ∈ W 1,2(D2) die Abbildungen E := ∇⊥a und F := ∇b, so erhalten wir
∇⊥a · ∇b ∈H 1, was einen Hinweis auf das analytis
he Fundament der Wente-Unglei
hung liefert, wel
he wirin Abs
hnitt 7 vorstellen. Dort folgen wir dem Vorgehen von Brezis und Coron [BC84℄ und der Darstellungin [Hél02℄: Ist für a, b ∈W 1,2(D2) {

△u = ∇a · ∇⊥b in D2,
u = 0 auf ∂D2,8



so ist u stetig, und wir erhalten die Abs
hätzung
‖u‖L∞(D2) + ‖∇u‖L2(D2) ≤ C‖∇a‖L2(D2) ‖∇b‖L2(D2). (1.11)Die Grundlage des Beweisansatzes in [BC84℄ bildet die für einen beliebigen Vektor c ∈ R2 gültige Abs
hätzung
∣∣∣∣
∫

Rn

log |c− y| ∇a · ∇⊥b dy∣∣∣∣ ≤ ‖∇a‖L2(R2) ‖∇b‖L2(R2),aus der man über die Greens
he Darstellung von u die Abs
hätzung (1.11) ableiten kann. Zusätzli
h stellenwir au
h die alternative Beweismethode über Lorentz-Räume und Fourier-Transformationen von L. Tartaraus [Tar84℄ vor. Für den Fall von homogenen Neumann-Randdaten,




△u = ∇a · ∇⊥b in D2,
∂
∂ν
u = 0 auf ∂D2,∫

D2u = 0,gehen wir analog zu [BC84℄ und den Ausführungen in [Hél02℄ vor, wobei wir die Greens
he Darstellung aus[DiB95℄ übernehmen.Im Abs
hnitt 8 wiederholen wir kurz die De�nitionen der Fre
hét-Ableitung, betra
hten die Regularität derExponentialfunktion von W 2,2(D2,M(m)) na
h W 2,2(D2,M(m)) (Lemma 8.9) und beweisen, dass für Matrix-funktionen A ∈W 1,2 ∩L∞(D2,M(m)) mit kleiner L∞-Norm die Inverse von I −A in W 1,2 ∩L∞ liegt (Lemma8.14).Teil II. Zunä
hst führen wir in Abs
hnitt 9 Rivières Abwandlung der Uhlenbe
ks
hen Methode aus[Uhl82℄ vor, um für Ω ∈ L2(D2, so(m)⊗ R2) mit hinrei
hend kleiner L2-Norm die ni
htlineare Zerlegung
Ω = P ∇⊥ξ PT − (∇P )PT (1.12)für orthogonales P und s
hiefsymmetris
hes ξ zu erhalten. Dabei sind so(m) ⊗ R2 die s
hiefsymmetris
henMatrizen mit Einträgen in R2. Die Notwendigkeit der S
hiefsymmetrie liegt darin begründet, dass die Expo-nentialfunktion s
hiefsymmetris
he Matrizen auf orthogonale Matrizen abbildet. Der Beweis läuft über eineKontinuitätsmethode. Man zeigt, dass

[0, 1] = J := {t ∈ [0, 1] | Für tΩ existiert eine Darstellung wie in (1.12)} .Die Abges
hlossenheit von J ist verglei
hsweise einfa
h zu zeigen, und da 0 (1.12) für P = I und ξ = 0 erfüllt,bleibt nur no
h die O�enheit von U zu zeigen. Dazu �xiert man ein Ω̃ mit einer Darstellung wie in (1.12)für ein ξ̃ und P̃ und benutzt den Satz über implizite Funktionen, um zu zeigen, dass eine stetige Abbildung
Ψ : W 1,2(D2, so(m)⊗ R2)→W 2,2(D2, so(m)) existiert, so dass

div(e−Ψ(λ)∇eΨ(λ) + e−Ψ(λ)(∇⊥ξ̃ + λ)eΨ(λ)) = 0 in D2für alle kleinen λ ∈W 1,2(D2, so(m)⊗R2). Über die lineare Hodge-Zerlegung erhalten wir daraus eine Stamm-funktion Γλ mit
∇⊥Γλ = e−Ψ(λ)∇eΨ(λ) + e−Ψ(λ)(∇⊥ξ̃ + λ)eΨ(λ) in D2.Aus der Darstellung (1.12) für Ω̃ hat man P̃T Ω̃ P̃ + P̃T∇P̃ = ∇⊥ξ̃. Daraus ergibt si
h
∇⊥Γλ = QTλ ∇Qλ +QTλ (Ω̃ +QλλQ

T
λ )Qλ in D2,wobei die orthogonale Matrixfunktion Qλ stetig von λ abhängt. Man hat also eine Darstellung wie (1.12) für

Ω̃+QλλQ
T
λ und s
hlieÿt daraus die Existenz der besagten Darstellung für alle Ω̃+µ für kleine µ. Dies impliziertdie O�enheit von U .Im Abs
hnitt 10 führen wir mit dieser Zerlegung Rivières Beweis vor, dass Lösungen von (1.7) stetig sind.Dazu leitet man aus der in Abs
hnitt 9 erhaltenen Zerlegung von Ω zunä
hst die Darstellung ∇A−AΩ = ∇⊥Bher und erhält daraus den Erhaltungssatz div(A∇u+B∇⊥u) = 0. Mit Ergebnissen der harmonis
hen Analysisund der Hodge-Zerlegung ergibt si
h die Stetigkeit von u.Im Abs
hnitt 11 behandeln wir zunä
hst kurz die für die na
hfolgenden Argumente relevanten Fakten der9



1 EINLEITUNGDi�erentialgeometrie. Insbesondere wiederholen wir die Beweise bezügli
h der Existenz der orthogonalen undni
htorthogonalen Projektion einer tubularen Umgebung einer kompakten Mannigfaltigkeit N . Wir gehen dabeifür den orthogonalen Fall na
h [Sim96℄ vor, während wir für die um eine Regularitätsklasse bessere ni
htor-thogonale Projektion die Anleitungen aus [Hél02℄ ausführen. Dann stellen wir Theorem I.2 aus [Riv07a℄ inabges
hwä
hter Form vor, wel
hes mit den Ergebnissen aus [Grü84℄ impliziert, dass kritis
he Punkte gewisserkonform invarianten Variationsfunktionale stetig sind. Genauer zeigen wir die Stetigkeit von kritis
hen Punkten
u ∈W 1,2(D2,N ) des Funktionals

F (u) =

∫

D2

[|∇u|2 + ω(u)(∂xu, ∂yu)],wobei N eine Untermannigfaltigkeit in Rm und ω eine 2-Form auf N ist.Von Seiten des Autors wird keinerlei Anspru
h auf Originalität erhoben; alle Aussagen in dem vorliegendenText sind bereits bekannt und beruhen ni
ht auf Arbeiten an denen der Autor beteiligt war. Soweit mögli
h undbekannt wurden die Quellen, auf deren Grundlage die jeweiligen Beweise ausgeführt wurden, explizit benannt.Der Autor mö
hte Herrn Professor H. von der Mosel für die ausführli
he Betreuung danken. Weiterhin ist erder Studienstiftung des Deuts
hen Volkes zu Dank verp�i
htet, von der er während seines Studiums gefördertwurde.

10



Teil I.Analytis
he GrundlagenIn diesem Teil stellen wir bekannte Ergebnisse und De�nitionen aus vers
hiedenen Berei
hen der Mathematikvor, wel
he wir für das Verständnis von [Riv07a℄ benötigen. Die Theoreme sind ni
ht immer in ihrer allgemeins-ten Version aufgeführt und bewiesen, um den Rahmen dieser Arbeit ni
ht zu sprengen. Grundlegende oderweiterführende Quellen für die einzelnen Gebiete sind in den Abs
hnitten und Theoremen angegeben.2. De�nitionen, Bezei
hnungen und KonventionenZunä
hst wollen wir einige S
hreibweisen und De�nitionen vereinbaren, wel
he wir häu�g verwenden werden.2.1 Konvention (Einstein's
he Summenkonvention)Für zwei Folgen (ai)1≤i≤n, (bi)1≤i≤n für ein n ∈ N gelte die Einsteins
he Summenkonvention, d.h.
aibi :=

∑

1≤i≤n
aibi.2.2 De�nition (Einheitskreiss
heibe, R+)Wir de�nieren als D2 den (bezügli
h R2) o�enen R2-Einheitsball, häu�g au
h Disk genannt, d.h.

D2 :=
{
(x, y) ∈ R2, x2 + y2 < 1

} .Weiter setzen wir R+ := {x ∈ R | x > 0}.Wir de�nieren einige Matrizentypen, wel
he uns häu�ger begegnen werden:2.3 De�nition (Matrixbezei
hnungen)Wir de�nieren die Matrizen der Dimension m×m
M(m) := {A ∈ Rm×m},die s
hiefsymmetris
hen Matrizen,

so(m) := {A ∈M(m); AT = −A},die orthogonalen Matrizen
O(m) := {A ∈M(m); ATA = I = AAT }und die invertierbaren Matrizen
GL(m) := {A ∈M(m); detA 6= 0}.2.4 Konvention (Abkürzungen)Wir de�nieren hier Abkürzungen, wel
he wir sporadis
h verwenden, um Platz zu sparen:

RHS (Right Hand Side): Re
hte Seite einer Glei
hung.
LHS (Left Hand Side): Linke Seite einer Glei
hung.Weiter s
hreiben wir für ein λ > 0 und ein festes C > 0, dass eine Aussage für λ ≫ C gilt (meistens ist dabei
C = 1), wenn ein λ0 > C existiert, so dass für alle λ > λ0 die Aussage erfüllt ist.Analog s
hreiben wir, dass eine Aussage für λ ≪ C gilt, falls ein λ0 > 0 existiert, so dass die Aussage für alle
λ > 0 mit λ < λ0 gilt.In Worten sagen wir, dass die Aussage für λ hinrei
hend groÿ, bzw. hinrei
hend klein, gilt.2.5 Konvention (Lebesgue-Maÿ, Lp, M)Sei ab sofort L n das Lebesguemaÿ auf Rn und für 1 ≤ p ≤ ∞ und eine L n-messbare Menge Ω ⊂ Rn de�nierenwir die Menge der messbaren Funktionen mit De�nitionsberei
h Ω als M(Ω). Für eine Funktion f ∈ M(Ω)de�nieren wir die ‖ · ‖Lp(Ω)-Norm

‖f‖Lp(Ω) :=

{(∫
Ω |f(y)|p dL n(y)

) 1
p , falls 1 ≤ p <∞

esssupy∈Ω |f(y)| falls p =∞
,11



2 DEFINITIONEN, BEZEICHNUNGEN UND KONVENTIONENwobei wir statt ‖ · ‖Lp(Ω) au
h ‖ · ‖Lp s
hreiben, wenn dadur
h keine Verwirrung auftritt.Der Raum Lp(Ω) enthält dann alle messbaren Funktionen f ∈M(Ω) mit ‖f‖Lp(Ω) <∞.2.6 De�nition (Sobolev-Räume)Für k ∈ N∪{0}, p ∈ [1,∞] und ein Gebiet Ω ⊂ Rn de�nieren wir den SobolevraumW k,p(Ω) als den Raum derAbbildungen f ∈ Lp(Ω), so dass die s
hwa
hen Ableitungen ∂αf ∈ Lp(Ω) für alle Multiindizes α mit |α| ≤ k.Insbesondere de�nieren wir W 0,p(Ω) := Lp(Ω).2.7 De�nition (Div, Curl, ∇, ∇⊥)Sei Ω ⊂ Rn ein o�enes Gebiet und u : Ω→ R eine (Lebesgue-) messbare Funktion. Seien weiter e1, e2, . . . , endie gewählten Basisvektoren in Rn. Dann bezei
hnen wir die partielle Ableitung in Ri
htung ei mit
∂u

∂xi
≡ ∂

∂xi
u ≡ ∂xi

u ≡ ∂iu.Der Gradient ist dann de�niert als
∇u :=




∂
∂x1

u...
∂
∂xn

u


 ∈ Rn.Ist n = 2, so de�nieren wir

∇⊥u :=

(− ∂
∂x1

u
∂
∂x2

u

) .Ist V ∈W 1,2(Ω,Rn), so de�nieren wir
div V :=

n∑

k=1

∂kV
kund

curlV := (∂iV
j − ∂jV i)ij ∈ Rn×n.Ist V ∈ L2(Ω), so de�nieren wir div s
hwa
h, d.h.

div V [ϕ] :=

∫

Ω

V∇ϕ für ϕ ∈ C∞
0 (Ω).Wir sagen weiter, dass curlV = 0, falls

∫

Rn

V i ∂jϕ− V j ∂iϕ = 0 1 ≤ i, j ≤ n, für alle ϕ ∈ C∞
0 (Ω).In R2 de�nieren wir curlV s
hwa
h als

curlV [ϕ] :=

∫

R2

V∇⊥ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (Ω).2.8 BemerkungIst Ω⊂⊂R2 ein o�enes Gebiet und V ∈ C1(Ω,R2), dann gilt (stark)

curlV =

(
0 ∂1V

2 − ∂2V
1

∂2V
1 − ∂1V

2 0

)
=

(
0 1
−1 0

)
(∂1V

2 − ∂2V
1).Ist für ein f ∈ C0(Ω) s
hwa
h

curlV = f in Ω,d.h. gilt für alle ϕ ∈ C∞
0 (Ω) ∫

V ∇⊥ϕ = −
∫
fϕ,so folgt mit dem Fundamentallemma der Variationsre
hnung (vgl. z.B. [GH96℄, Chapter 1, �2.3, Lemma 3, Seite32)

∂1V
2 − ∂2V

1 = f punktweise in Ω,12



und somit gilt (stark)
curlV =

(
0 1
−1 0

)
f punktweise in Ω.Ist andererseits U ∈ C0(Ω, so(m)) und gilt

curlV = U punktweise in Ω,so lässt si
h wegen U(x) ∈ so(m) punktweise
U =

(
0 1
−1 0

)
fs
hreiben, für f := ∂1V

2 − ∂2V
1 ∈ C0(Ω) und es gilt
∫
V ∇⊥ϕ = −

∫
f ϕ für alle ϕ ∈ C∞

0 (Ω),also gilt s
hwa
h
curlV = f in Ω.2.9 De�nition (Faltung)Seien ϕ, f : Rn → R zwei Abbildungen.Dann ist die Faltung ϕ ∗ f de�niert dur
h

ϕ ∗ f(x) :=

∫

Rn

ϕ(x− y) f(y) dy,wann immer dieser Ausdru
k sinnvoll ist.2.10 Konvention (Mittelwertintegral)Sei Ω ⊂ Rn ein o�enes Gebiet. Das Mittelwertintegral ist dann wie folgt de�niert
−
∫

Ω

f(x) dx :=
1

L n(Ω)

∫

Ω

f(x) dx.2.11 De�nition (Träger, kompakter Träger, kompakt enthalten)(vgl. au
h [Alt99℄, De�nition 1.4, p.38)Der Träger einer Abbildung ϕ : Ω ⊂ Rn → Rm wird mit suppϕ bezei
hnet, d.h.
suppϕ := {x ∈ Rn : ϕ(x) 6= 0}.Er ist also insbesondere im Allgemeinen nur modulo Nullmengen de�niert.Eine Menge A ⊆ Rn ist in B ⊆ Rn kompakt enthalten, in Symbolen

A⊂⊂B,falls der Abs
hluss A kompakt (d.h. A bes
hränkt) ist und A ⊂ B.Sei Ω ⊂ Rn ein o�enes Gebiet und ϕ ∈ Ck(Ω,Rm), 0 ≤ k ≤ ∞. Wir s
hreiben ϕ ∈ Ck0 (Ω,Rm), falls
suppϕ⊂⊂Ω.2.12 De�nition ({u, v})(vgl. [Hél02℄, Kapitel 3, Seite 115; Poisson-Klammer)Wir de�nieren

{u, v} :=
∂

∂x
u
∂

∂y
v − ∂

∂y
u

∂

∂x
v,wann immer dieser Ausdru
k sinnvoll ist.2.13 Konvention (Stetige lineare Abbildungen)Seien (X, ‖ · ‖X) und (Y, ‖ · ‖Y ) zwei normierte Vektorräume. Wir bezei
hnen dann mit L(X,Y ) den Raum allerstetigen linearen Abbildungen ϕ : X → Y .Ist (X, ‖ · ‖X) = (Y, ‖ · ‖Y ), so s
hreiben wir L(X) ≡ L(X,X). Weiter bezei
hnen wir den Raum der stetigen,linearen Funktionale von X mit X∗ = L(X,R). 13



2 DEFINITIONEN, BEZEICHNUNGEN UND KONVENTIONEN2.14 Konvention (Konvergenz)Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter, linearer Raum, (xn)n ⊂ X eine Folge und x0 ∈ X . Wir sagen, dass xn in X für
n→∞ gegen x0 konvergiert und s
hreiben

xn
n→∞−−−−→ x0,wenn ‖xn − x‖ n→∞−−−−→ 0 in R. Weiterhin sagen wir, dass xn s
hwa
h in X für n→∞ gegen x0 konvergiert unds
hreiben

xn ⇀ x0 für n→∞,wenn
f∗[xn]

n→∞−−−−→ f∗[x0] für alle Funktionale f∗ ∈ X∗.2.15 Konvention (Konstanten)Im folgenden werden wir Konstanten meistens mit C oder C(. . .) bezei
hnen. Diese Konstanten können si
h vonZeile zu Zeile ändern, ohne das darauf explizit hingewiesen wird.

14



3. Funktionalanalytis
he GrundlagenIn diesem Abs
hnitt wollen wir einige klassis
he Resultate der Funktionalanalysis wiederholen.3.1. Fourier-AnalysisZunä
hst führen wir im folgenden die Hauptresultate der Fourieranalysis auf, eine ausführli
here Behandlungist z.B. in [Gra04℄, Kapital 2.2.b., S.98� zu �nden.3.1 De�nition (S
hwartz-Raum)(vgl. [Gra04℄, De�nition 2.2.1, S.96)Wir de�nieren den S
hwartz-Raum S (Rn) als den Raum der s
hnell abfallenden, glatten Funktionen. Genauerde�nieren wir zunä
hst für eine Funktion f ∈ C∞(Rn) und für Multiindizes α, β der Länge n mit Einträgen in
N ∪ {0}

ρα,βf := sup
x∈Rn

∣∣xα ∂βf(x)
∣∣,wobei wir

xα := Πm
i=1(xi)

αifür α = (α1, . . . , αn) und x = (x1, . . . , xn) und
∂βf := ∂

β1

1 . . . ∂βn
n ffür β = (β1, . . . , βn) de�nieren.Dann sagen wir f ∈ S (Rn) genau dann, wenn f ∈ C∞(Rn) und für alle Multiindizes α, β der Länge n mitEinträgen in N ∪ {0} ein C = C(α, β) existiert, so dass

ρα,βf ≤ C.3.2 De�nition (Fourier-Transformation und Umkehrtransformation)Sei f im S
hwartz-Raum S (Rn). Dann de�nieren wir
f∧(ξ) ≡ f̂(ξ) :=

∫

Rn

f(x) e−2πi〈x,ξ〉 dxdie Fouriertransformation und
f∨(x) ≡ f̌(x) :=

∫

Rn

f(ξ) e2πi〈ξ,x〉 dξdie umgekehrte Fouriertransformation.Die Fouriertransformation und die umgekehrte Fouriertransformation sind dann linear und stetig auf S (Rn)bezügli
h der L2-Norm, und somit lassen si
h diese Transformation von S (Rn) auf L2(Rn) fortsetzen. Au
h für
f ∈ L1(Rn) existieren die Fouriertransformationen

f̂(ξ) :=

∫

Rn

f(x) e−2πi〈x,ξ〉 dx, f∨(x) :=

∫

Rn

f(ξ) e2πi〈x,ξ〉 dξ.Die L2-Fouriertransformationen, für f ∈ L2 gegeben dur
h
f̂(ξ) := lim

ρ→∞

∫

Bρ(0)

f(x) e−2πi〈x,ξ〉 dx, f∨(x) := lim
ρ→∞

∫

Bρ(0)

f(ξ) e2πi〈x,ξ〉 dξ,stimmen auf L1 ∩ L2 mit den L1-Fouriertransformationen überein.3.3 Proposition (Eigens
haften der Fourier-Transformation)(vgl. [Gra04℄, Proposition 2.2.11, S.100 und Exer
ise 2.2.6(a), S. 106)Es gilt für f, g ∈ S (Rn), α,β ∈ R

(i) ‖f̂‖L∞ ≤ ‖f‖L1, ‖f∨‖L∞ ≤ ‖f‖L1,
(ii) (αf + βg)∧ = αf̂ + βĝ, 15



3 FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGEN
(iii) f̂ , f∨ ∈ S (Rn),
(iv) ∂̂kf(ξ) = (2πiξk)f̂(ξ) für k = 1, . . . , n,
(v) (∂k(f̂))(ξ) = ((−2πi(·)k)f(·))∧(ξ) für k = 1, . . . , n,

(vi) f̂ ∗ g = f̂ ĝ, (f ∗ g)∨ = f∨g∨ und
(vii) ist f ∈ L1 so ist f̂ und f∨ ∈ C0(Rn).Aussage (i), (ii), (vi) gelten au
h für f ∈ L2(Rn).3.4 Theorem (Satz von Plan
herel)(vgl. [Gra04℄ Theorem 2.2.14, S. 103)Für f, g, h ∈ L2(Rn) gilt

(i)
∫

Rnf(x)ĝ(x) dx =
∫

Rn f̂(x)g(x) dx,
(ii) Fourier-Inversion:

(f̂)∨ = f = f̂∨ und
(iii) die Plan
herel-Identität

‖f‖L2 = ‖f̂‖L2 = ‖f∨‖L2 .3.2. Sätze über die Umkehrabbildung und FredholmalternativeWir stellen im Folgenden einige wi
htige Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis vor. Zunä
hst wollen wir in dennä
hsten Theoremen vers
hiedene Versionen des Satzes über implizite Funktionen wiederholen.3.5 Theorem (Satz über die implizite Funktion)(vgl. z.B. [Zei95℄, �4.8, Theorem 4.E, Seite 250)Seien E, F , G reelle Bana
h-Räume und sei T ∈ Ck(U × V,G), 1 ≤ k ≤ ∞ mit o�enen Umgebungen U ⊂ Eund V ⊂ F .Sei (a, b) ∈ U × V mit
T (a, b) = 0.Weiter sei das Di�erential (dT a)b von T a(y) := T (a, y) an der Stelle b ein Isomorphismus zwis
hen F und G.Dann existiert eine o�ene Menge U ′ ⊂ U mit a ∈ U ′, sowie eine Abbildung ψ ∈ Ck(U ′, V ), so dass

T (x, ψ(x)) = 0 für alle x ∈ U ′.Weiterhin ist ψ eindeutig in dem Sinne, dass aus T (x, y) = 0 und x ∈ U ′ folgt y = ψ(x).Eine äquivalente Aussage zu Theorem 3.5 liefert3.6 Theorem (Satz über die inverse Funktion)(vgl. z.B. [Zei95℄, �4.10, Theorem 4.F, Seite 259)Seien E, F reelle Bana
h-Räume und sei S ∈ Ck(U,F ), 1 ≤ k ≤ ∞ mit einer o�enen Umgebungen U ⊂ E.Sei a ∈ U , b ∈ F mit
S(a) = b.Weiter sei das Di�erential (dS)a von S an der Stelle a ein Isomorphismus zwis
hen E und F .Dann existieren o�ene Mengen U ′ ⊂ U mit a ∈ U ′ und V ⊂ F mit b ∈ V sowie eine Abbildung T−1 ∈ Ck(V, U),so dass

T (T−1(v)) = 0 für alle v ∈ V .und
T−1(T (u)) = 0 für alle u ∈ U ′.Eine hinrei
hende Bedingung, dass aus der Bijektivität einer linearen und stetigen Abbildung au
h die Stetigkeitder Umkehrabbildung folgt, betra
hten wir im folgenden16



3.2 Sätze über die Umkehrabbildung und Fredholmalternative3.7 Theorem (Satz von Bana
h über die Bes
hränktheit der Umkehrabbildung)(vgl. z.B. [Alt99℄, Satz 5.8, Seite 205)Sind X und Y Bana
h-Räume und T : X → Y ein bes
hränkter, linearerOperator, d.h. T ∈ L(X,Y ), und T bijektiv, dann ist T−1 bes
hränkt, also T−1 ∈ L(X,Y ).Um die Existenz einer Lösung von partiellen Di�erentialglei
hungen na
hzuweisen, wird uns der folgende Satzsehr nützli
h sein.3.8 Lemma (Fredholm-Alternative)(vgl. z.B. [Eva98℄, Appendix D, Theorem 5, S. 641 und Remark dana
h)Sei H ein reeller Hilbert-Raum und K : H → H ein kompakter, linearer und stetiger Operator.Dann gilt für die Identität I : H → H

(i) dim(Ker(I −K)) <∞,
(ii) Im(I −K) ist abges
hlossen,

(iii) Im(I −K) = (Ker(I −K∗))⊥, wobei wir mit K∗ die adjungierte Abbildung zu K bezei
hnen, und
(iv) Ker(I −K) = 0 genau dann, wenn Im(I −K) = H .Insbesondere erfüllt K entweder (α) oder (β):
(α) Für alle f ∈ H existiert genau ein u ∈ H mit u−K(u) = f , d.h. I −K ist bijektiv.
(β) Es existiert ein ũ 6= 0 mit ũ−Kũ = 0, d.h. I −K ist ni
ht injektiv.Beweis. zum ersten Teil:
(i) dim(Ker(I −K)) <∞:Angenommen dim(Ker(I − K)) 6< ∞, dann existiert (na
h Gram-S
hmidt-Verfahren) ein unendli
hesOrthonormalsystem (uk)

∞
k=1 ⊂ Ker(I −K).Also gilt

(I −K)uk = 0also uk = Kuk für alle k.Andererseits gilt au
h ‖uk‖ = 1 und uk⊥uj für k 6= j, und somit
‖uk − uj‖2 = ‖uk‖2 + ‖uj‖2

= 2.Somit gilt also
‖uk − uj‖ =

√
2 für alle k 6= j,d.h. es existiert keine konvergente Teilfolge von uk = Kuk. Da aber ‖uk‖ = 1 für alle k, ist dies einWiderspru
h zur Kompaktheit von K.

(ii) Im(I −K) ist abges
hlossen:Zunä
hst beweisen wir eineZwis
henbehauptung. Es existiert ein γ > 0, so dass für alle u ∈ (Ker(I −K))⊥ gilt
‖u−Ku‖ ≥ γ‖u‖. (3.1)Denn angenommen, dies wäre fals
h, dann existiert eine Folge (uk) ⊂ (Ker(I − K))⊥ mit

‖uk − Kuk‖ <
1

k
‖uk‖.Seien o.B.d.A. ‖uk‖ = 1 (sonst de�nieren wir ũk := uk

‖uk‖
und arbeiten mit ũk). Man erhält also

‖uk − Kuk‖ <
1

k
(3.2)17



3 FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGENund
‖uk‖ = 1 für alle k.Somit ist (uk) glei
hmäÿig bes
hränkt, und es existiert deshalb (H ist Hilbert-Raum und somit re�exiv) eineTeilfolge (o.B.d.A. wieder (uk)) mit

uk ⇀ u s
hwa
h in H .Mit der Kompaktheit von K folgt (über das Teilfolgenprinzip), dass
Kuk

k→∞
−−−−→ Ku.Weiter folgt aus der Abs
hätzung (3.2), dass

uk − Kuk
k→∞
−−−−→ 0.Somit erhalten wir

‖uk − Ku‖ ≤ ‖uk − Kuk‖ + ‖Kuk − Ku‖
k→∞
−−−−→ 0,also zusammen

uk
k→∞
−−−−→ Kuund
uk ⇀ ualso (wegen der Eindeutigkeit des s
hwa
hen Limes)
Ku = u,also

u ∈ Ker(I − K).Andererseits waren die uk so gewählt dass
uk ∈ (Ker(I − K))⊥und (Ker(I − K))⊥ ist s
hwa
h abges
hlossen, also gilt

u = Ku ∈ (Ker(I − K))⊥ ∩ Ker(I − K) = {0}und damit u = 0.Da K(u) = u = 0 folgt somit
uk

k→∞
−−−−→ Ku = 0wobei
‖uk‖ = 1,was ein Widerspru
h ist, womit wir die Zwis
henbehaupung bewiesen haben. ||Also existiert ein γ > 0, so dass für alle u ∈ (Ker(I −K))⊥ gilt

‖u−Ku‖ ≥ γ‖u‖. (3.1)Seien also (vk)
∞
k=1 ⊂ Im(I −K) mit vk k→∞−−−−→ v ∈ H .Für alle w ∈ Im(I −K) existiert ein z̃ ∈ H mit (I −K)z̃ = w. Da H ein Hilbert-Raum ist, lässt si
h

z̃ in z̃ = z1 + z2 zerlegen mit z1 ∈ Ker(I −K) = Ker(I − K) (wegen der Stetigkeit von K und I) und
z2 ∈ (Ker(I −K))⊥.Somit gilt

(I −K)(z̃) = (I −K)z1 + (I −K)z2 = (I −K)z2.Es lässt si
h also für w ∈ Im(I −K) immer ein z ∈ (Ker(I −K))⊥ �nden, so dass
w = (I −K)z.Wir wählen sol
he uk ∈ (Ker(I −K))⊥ für die gewählten vk.Dann gilt mit der Abs
hätzung (3.1) aus der Zwis
henbehauptung oben, für ein gewisses γ > 0 unabhängigvon k

‖vk‖ = ‖uk −Kuk‖ ≥ γ‖uk‖18



3.2 Sätze über die Umkehrabbildung und Fredholmalternativeund deshalb (mit uk − ul ∈ (Ker(I −K))⊥)
‖vk − vl‖ = ‖(uk − ul)−K(uk − ul)‖ ≥ γ‖uk − ul‖und daher ist (uk)k eine Cau
hy-Folge und da H ein Hilbert-Raum ist folgt

uk
k→∞−−−−→ u ∈ H .Somit gilt mit der Stetigkeit von (I −K)

v
k→∞←−−−− vk = (I −K)uk

k→∞−−−−→ (I −K)u,also
(I −K)u = vund damit ist v ∈ Im(I −K) und es gilt Im(I −K) ist abges
hlossen.

(iii) Es gilt Im(I −K) = (Ker(I −K∗))⊥:Zunä
hst gilt für jeden stetigen, linearen Operator T ∈ L(H)

Im(T ) = Ker(T ∗)⊥bzw. äquivalent (wir bea
hten, dass Ker(T ∗) abges
hlossen ist, da T ∗ stetig ist, da T stetig ist)
Im(T )⊥ = Ker(T ∗).Dies gilt,da für jedes x ∈ KerT ∗ und für jedes y ∈ H gilt
〈Ty, x〉 = 〈y, T ∗x〉 = 0.also gilt x ∈ Im(T )⊥ = Im(T )

⊥.Ist andererseits x ∈ Im(T )
⊥

= Im(T )⊥, so gilt für alle y ∈ H
〈y, T ∗x〉 = 〈Ty, x〉 = 0und somit x ∈ Ker(T ∗).Also gilt
Im(T ) = Ker(T ∗)⊥.Weiter gilt natürli
h (I −K)∗ = I −K∗, denn für alle x, y ∈ H gilt

〈(I −K)x, y〉 = 〈x, y〉 − 〈Kx, y〉 = 〈x, y〉 − 〈x,K∗y〉 = 〈x, (I −K∗)y〉.Also folgt mit (ii)
Im(I −K) = Im(I −K) = (Ker(I −K∗))⊥und (iii) ist bewiesen.

(iv) Ker(I −K) = {0} ⇔ Im(I −K) = H :
⇒ Sei also Ker(I −K) = {0}. Angenommen Im(I −K) ( H .Wir de�nieren Hk := (I −K)k(H) = (I −K)Hk−1 (wobei H0 := H).Dann ist H1 = Im(I −K) na
h (ii) abges
hlossen, und somit wiederum selbst ein Hilbert-Raum,womit per Induktion folgt, dass Hk = Im(I −K) in Hk−1 abges
hlossen ist in Hk−1, also s
hlieÿli
hper Induktion Hk abges
hlossen in H .Weiter gilt, dass H2 = (I −K)H1 ( H1, denn falls f ∈ H\H1, dann gilt

H1 ∋ (I −K)f 6= (I −K)g für alle g ∈ H1,19



3 FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGENdenn sonst würde wegen (I − K)(f − g) = 0 na
h vorausgesetzter Injektivität gelten f = g, also
f ∈ H1.Also ist

H2 = (I −K)(H1) = (I −K)2(H) ( H1.Per Induktion folgt mit genau dem glei
hen Argument für alle f ∈ Hk−1\Hk, dass
Hk ∋ (I −K)f 6= (I −K)g für alle g ∈ Hk,also folgt Hk+1 ( Hk.Deshalb existiert für alle k ≥ 0 ein uk ∈ Hk ∩ (Hk+1)⊥, denn aus

Hk+1 ( Hkfolgt (da Hk, Hk+1 abges
hlossen)
(Hk+1)⊥ ) (Hk)⊥und somit

(Hk+1)⊥\(Hk)⊥ 6= ∅.Wir wählen ein ũk ∈ (Hk+1)⊥\(Hk)⊥ und zerlegen es eindeutig in
ũk = uk + u⊥mit uk ∈ Hk und u⊥ ∈ (Hk)⊥. Dann gilt uk 6= 0, da ũk 6∈ (Hk)⊥, und auÿerdem gilt wegen

u⊥ ∈ (Hk)⊥ ⊂ (Hk+1)⊥, dass uk = ũk − u⊥ ∈ (Hk+1)⊥, also zusammen
uk ∈ Hk ∩ (Hk+1)⊥.Ohne Eins
hränkung (da uk 6= 0, wählen wir sonst uk := uk

‖uk‖ ) gilt ‖uk‖ = 1.Sei k > 1, dann gilt
Kuk −Kul = −(uk −Kuk) + (ul −Kul) + (uk − ul),und es gilt

uk −Kuk ∈ Hk+1 ( Hk ⊂ H l+1,
ul −Kul = (I −K)ul ∈ H l+1

uk ∈ Hk ⊂ H l+1,und
ul ∈ (H l+1)⊥,also

Kuk −Kul = wl+1 − ulmit
wl+1 ∈ H l+1.Also gilt, da wl+1⊥ul

‖Kuk −Kul‖2 = ‖wl+1‖2 + ‖ul‖2 ≥ ‖ul‖2 = 1.Also existiert keine konvergente Teilfolge in (K(uk))k, dies ist aber ein Widerspru
h zu ‖uk‖ = 1 und
K kompakt, also muss gelten H1 = H und somit

Im(I −K) = H .
⇐ Sei Im(I −K) = H .Mit (iii) gilt (Ker(I−K∗))⊥ = Im(I−K) = H .Weiter gilt, dass K∗ kompakt ist, denn für ‖uk‖ ≤ Cexistiert (H re�exiv, da Hilbert-Raum) eine s
hwa
h konvergente Teilfolge, wieder mit uk bezei
h-net, mit uk ⇀ u in H . Dann gilt mit der Cau
hy-S
hwarz-Abs
hätzung und der Tatsa
he, dass K20



3.2 Sätze über die Umkehrabbildung und Fredholmalternativeals kompakter Operator s
hwa
hkonvergente Folgen in starkkonvergente Folgen, und K∗ als (bishernur) stetiger Operator s
hwa
h konvergente Folgen in s
hwa
h konvergente Folgen abbildet,
‖K∗uk −K∗u‖2 = 〈K∗uk −K∗u,K∗(uk − u)〉

= 〈KK∗uk −KK∗u, uk − u〉

≤ ‖K(K∗uk)−K(K∗u)‖ ‖uk − u‖

≤ ‖K(ũk)−K(ũ)‖ C
k→∞−−−−→ 0.Also ist K∗ kompakt.Aus Ker(I −K∗)⊥ = H folgt nun, dass Ker(I −K∗) = {0}, und deshalb mit (iv)�⇒� von oben, dass

Im(I −K∗) = H , also wiederum mit (iii) (denn K∗∗ = K) folgt wieder
(Ker(I −K))⊥ = Ker(I −K∗∗)⊥

(iii)
= Im(I −K∗) = H ,also

Ker(I −K) = {0}.Damit ist die Äquivalenz bewiesen.Fehlt nur no
hder letzte Teil:Aus (β) folgt ¬(α):Sei ũ 6= 0 mit ũ − K(ũ) = 0. Wir wählen ein beliebiges f ∈ H . Entweder es existiert kein u ∈ H , so dass
u−K(u) = f (und somit gilt ¬(α)), oder es existiert ein sol
hes u, dann ist es aber wegen u+ ũ−K(u+ ũ) = fni
ht eindeutig, und es gilt ¬(α).Aus ¬(β) folgt (α):Sei also Ker(I−K) = {0}, dann gilt mit (iv), dass Im(I−K) = H , und somit existiert für jedes f (mindestens)ein u mit (I−K)u = f . Weiter folgt aus der Injektivität und Linearität von (I−K), dass dieses u au
h eindeutigist. Damit gilt (α). 2Um lokale Abs
hätzungen auf ein gröÿeres Gebiet zu übertragen benötigt man häu�g eine Zerlegung der Eins.In Theorem 9.5 werden wir eine etwas stärkere Regularität für die Zerlegung benötigen, nämli
h dass au
h (ηj)

1
2no
h glatt ist. Um dieses Ergebnis zu etablieren, werden wir die Adaption des Beweises von [Alt99℄, S. 103�,vorführen.3.9 Lemma (Zerlegung der Eins)Sei Ω⊂⊂Rn, und (Uj)

m
j=1 eine endli
he, o�ene Überde
kung von Ω, wobei Uj⊂⊂Rn.Dann existieren ηj ∈ C∞
0 (Uj ∩ Ω) mit 0 ≤ ηj ≤ 1 und

m∑

j=1

ηj(x) = 1 für alle x ∈ Ω.Weiter lassen si
h diese ηj so wählen, dass au
h
η

1
2

j ∈ C∞
0 (Uj ∩ Ω)Beweisskizze. Wir gehen analog zu [Alt99℄ 2.18 (Abs
hneidefunktion), S. 103� vor.S
hritt 1:Sei K ⊂ Bδ(K) ⊂ Ω ⊂ Rn, K kompakt, δ > 0 und Ω o�en. Dann existiert eine Abs
hneidefunktion η ∈ C∞

0 (Ω)21



3 FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGENmit η 1
2 ∈ C∞

0 (Ω), 0 ≤ η ≤ 1 und η = 1 auf K.Denn wählen wir ein ϕ ∈ C∞
0 (B1(0)) mit ϕ ≥ 0 und ∫

Rnϕ = 1, so de�nieren wir zunä
hst analog zu [Alt99℄
η̃ε := ϕε ∗ χB δ

2
(K),wobei ϕε(x) := 1

εnϕ(x
ε
).Dann ist für ε := δ

4 zum einen η̃ε ∈ C∞
0 (Ω), und zum anderen gilt η̃ε = 1 auf K, da

η̃ε(x) =

∫

B1(0)

ϕ(y) χB δ
2
(K)(x+ εy) dy =

∫

B1(0)

ϕ(y) 1 dy = 1 für x ∈ K.Weiter gilt für alle x ∈ Rn (wir bea
hten ϕ ≥ 0)
η̃ε =

∫

B1(0)

ϕ(y) χB δ
2
(K)(x+ εy)

︸ ︷︷ ︸
≤1

dy ≤ 1und wegen ϕ ≥ 0 und χ ≥ 0 folgt sofort η̃ε ≥ 0.De�nieren wir nun
η := (η̃ δ

4
)2so folgt 0 ≤ η ≤ 1 und η ≡ 1 auf K, sowie η 1

2 , η ∈ C∞
0 (Ω).S
hritt 2:Nun zur Zerlegung der 1.Analog zu [Alt99℄, Seite 104 und 105, seien N := {1, . . . ,m} und N0 := {j| Uj ∩ Ω 6= ∅}.Weiter de�nieren wir

D :=
⋃

j∈N
Uj , A :=

⋃

j∈N0

Uj .Ohne Eins
hränkung (ggf. unter Hinzunahme weiter Mengen Uj , vgl. [Alt99℄) gilt
A ⊂ D,und da A kompakt ist, können wir (analog zu [Alt99℄) o�ene Mengen Vj⊂⊂Uj �nden, so dass

A ⊂
⋃

j∈N
Vj .Nun existiert aus S
hritt 1 zu jedem Kj := Vj ein η̃j mit η̃j , (η̃j) 1

2 ∈ C∞
0 (Uj), η̃j = 1 in Vj und 0 ≤ η̃j ≤ 1.Wir setzen nun

σ :=
∑

j∈N
η̃j .Dann gilt σ ∈ C∞(Rn) und σ ≥ 1 auf A ⊃ Uj für alle j ∈ N0.Also ist für j ∈ N0

ηj :=
η̃j

σ
∈ C∞

0 (Uj)und
(ηj)

1
2 ∈ C∞

0 (Uj).Weiter gilt ∑

j∈N0

ηj = 1 in Ω.Letzteres gilt, da Ω ∩ Uj = genau dann, wenn j ∈ N\N0 und somit ηj(x) = 0 für alle j 6∈ N0, x ∈ Ω. Daher ist
σ(x) =

∑

j∈N
ηj(x) =

∑

j∈N0

ηj(x) für alle x ∈ Ω.Somit haben wir die gesu
hte Zerlegung der 1 gefunden, wenn wir no
h ηj := 0 für j 6∈ N0 setzen. ||22



4. Partielle Di�erentialglei
hungen und Sobolev-RäumeIn diesem Abs
hnitt wiederholen wir einige Resultate zu (s
hwa
hen) Partiellen Di�erentialglei
hungen, undSobolevräumen. Weiterhin werden wir mehrer kleinere Re
hnungen dur
hführen, deren Ergebnisse wir im fol-genden immer wieder benutzen werden.4.1. Abs
hätzungen und Gauÿs
he Integralformel für SobolevfunktionenDas folgende Lemma ist eine Vereinigung der Poin
aré-Unglei
hung und des Sobolev-Einbettungssatzes.4.1 Lemma (Sobolev-Poin
aré-Unglei
hung)(vgl. z.B. [Alt99℄ Satz 6.15, Seite 223 (Allgemeine Poin
aré-Unglei
hung))Sei Ω⊂⊂Rn o�en mit Rand ∂Ω ∈ C0,1. Sei desweiteren K ⊂ W 1,p(Ω), 1 < p < ∞, eine bezügli
h ‖ · ‖W 1,pabges
hlossene Menge, wel
he Kegeleigens
haften besitzt, d.h. mit
(i) f, g ∈ K, dann au
h f + g ∈ K,

(ii) f ∈ K, dann au
h λf ∈ K für jedes λ ≥ 0 und
(iii) falls ∇f ≡ 0, f ∈ K, dann ist f ≡ 0.Für ein p mit 1 ≤ p < n existiert dann eine Konstante C = C(p, n,Ω), so dass für jedes u ∈ K gilt

‖u‖Lp∗(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω),wobei p∗ := np
n−p der sogenannte Sobolev-Exponent ist.Ist p ≥ n so gilt für jedes q ∈ (1,∞)

‖u‖Lq(Ω) ≤ C(p, n, q,Ω)‖∇u‖Lp(Ω). (4.1)
C(p, n, q,Ω) ist in beiden Fällen unabhängig von konstanten Vers
hiebungen des De�nitionsberei
h, d.h. C(Ω) =
C(Ω + x) für jedes x ∈ Rn.Beweis. Sei zunä
hst p < n. Nun zeigen wir als erstes die Unglei
hung

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω),also die �Standard�-Poin
aré-Unglei
hung:Angenommen die Unglei
hung wäre fals
h, dann existiert also für jedes m ∈ N ein um ∈ K mit
‖um‖Lp > m‖∇um‖Lp . (4.2)Nun ist ohne Eins
hränkung ‖um‖Lp = 1, denn aus (4.2) folgt insbesondere, dass ‖um‖Lp > 0 und somit wählenwir ansonsten ũm := um

‖um‖Lp
.Also folgt

1

m
> ‖∇um‖Lp ,und es gilt

∇um m→∞−−−−→ 0 in Lp.Auf der anderen Seite folgt aus (4.2) und ‖um‖Lp = 1, dass ‖um‖W 1,p ≤ C für alle m ∈ N.Mit der kompakten Einbettung von W 1,p in Lp (Satz von Relli
h; da W 1,p, p > 1 re�exiv ist und δΩ ∈ C0,1,existiert eine s
hwa
h konvergente Teilfolge, so dass wir den Satz von Relli
h anwenden können), p > 1, dasses eine Teilfolge gibt, der Übersi
ht halber wieder als um bezei
hnet, wel
he in Lp konvergiert.Dieses (um)m ist dann eine Cau
hy-Folge in W 1,p, da (um)m eine Cau
hy-Folge in Lp ist und ∇um m→∞−−−−→ 0in Lp, und somit konvergent gegen ein u ∈W 1,p.Wegen der Lp-Konvergenz 0
m→∞←−−−− ∇um m→∞−−−−→ ∇u folgt dann

∇u ≡ 0.23



4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RÄUMEDa K abges
hlossen ist, gilt u ∈ K, und somit u ≡ 0.Damit gilt aber ‖u‖Lp = 0, was einen Widerspru
h zu ‖um − u‖Lp < ε für hinrei
hend groÿes m darstellt.Mit der Sobolev-Einbettung (vgl. z.B. [Alt99℄, Satz 8.9, p.314) gilt wegen ∂Ω ∈ C0,1, 1− n
p

= 0− n
p∗ und demobigen Ergebnis, dass

‖u‖Lp∗ ≤ C(p, n,Ω)‖u‖W 1,p

≤ C(p, n,Ω)(‖u‖Lp + ‖∇u‖Lp)

≤ C(p, n,Ω)‖∇u‖Lp , (4.3)womit die behauptete Unglei
hung bewiesen ist.Ist p ≥ n, gilt diese Unglei
hung für alle q ∈ (1,∞), da wir ein kleines δ > 0 �nden können, so dass für p′ := n−δeinerseits (p′)∗ > q und andererseits p ≥ n > p′ gilt. Da Ω bes
hränkt ist gilt dann L(p′)∗(Ω′) →֒ Lq(Ω) und
Lp(Ω) →֒ Lp

′
(Ω′), und somit erhalten wir die Unglei
hung (4.1) dur
h Anwendung der Sobolev-Poin
aré-Unglei
hung (4.3) auf p′ und der Anwendung der Einbettungen.Dass C = C(p, n,Ω) unabhängig von Vers
hiebungen von Ω ist, folgt dur
h direktes Einsetzen und Trans-formationsregel. 24.2 Theorem (Gauÿs
her Integralsatz)(vgl. [For99℄, �15, Satz 3)Sei A ⊂ Rn eine kompakte Teilmenge mit ∂A ∈ C∞. Sei weiterhin ν : ∂A→ Rn das äuÿere Einheitsnormalenfeldund U ⊃ A eine o�ene Teilmenge von Rn. Dann gilt für jedes stetig di�erenzierbare Vektorfeld F : U → Rn

∫

A

divF (x) dx =

∫

∂A

F (x) · ν(x) dH
n−1(x).4.3 Korollar (Partielle Integration)Seien f, g ∈ C1(Rn) und seien supp f oder supp g kompakt enthalten in einer Menge A⊂⊂Rn. Sei weiterhin

ν : ∂A→ Rn das äuÿere Einheitsnormalenfeld.Dann gilt ∫

A

f (∂i g) =

∫

∂A

f g νi −
∫

A

(∂if) g.Beweis. Wir de�nieren zunä
hst ψ := (ψk)1≤k≤n dur
h
ψk =

{
g, falls k = i

0, falls k 6= i
.Dann gilt mit der De�nition von ψ und Produktregel

div(f ψ) =

n∑

k=1

∂k(f ψ
k) = ∂i(f g) = f ∂ig + ∂if galso

f ∂ig = div(f ψ)− (∂if) g.Somit gilt mit dem Gauÿ's
hen Integralsatz, Theorem 4.2, und der De�nition von ψ
∫

A

f (∂ig) =

∫

A

(div(f ψ)− ∂if g)

=

∫

A

div(f ψ) −
∫

A

(∂if) g

=

∫

∂A

(fψ) · ν −
∫

A

(∂if) g

=

∫

∂A

f g νi −
∫

A

(∂if) g,womit die Behauptung gezeigt ist. 224



4.1 Abs
hätzungen und Gauÿs
he Integralformel für Sobolevfunktionen4.4 Lemma (Abs
hätzung des Randintegrals)Sei f ∈ C∞(D2). Dann gilt für ein C unabhängig von f
∫

∂D2

|f | ≤ C‖f‖W 1,1(D2).Beweis. Sei also f ∈ C∞(D2). Wir wählen ein η ∈ C∞(Rn), 0 ≤ η ≤ 1 mit η ≡ 1 auf B 1
4
(∂D2) und η ≡ 0 auf

B 1
2
(0).Wir setzen g := ηf ∈ C∞(D2). (Wir s
hneiden also f um die 0 ab).Es gilt dann mit Polarkoordinaten

∫

∂D2

|g| =

∫ 2π

θ=0

|g(cos θ, sin θ)| · 1 dθ
=

∫ 2π

θ=0

|g(cos θ, sin θ)− g(0, 0) + 0|dθ

=

∫ 2π

θ=0

∣∣∣∣
∫ 1

r=0

d

dr
g(r cos θ, r sin θ) dr∣∣∣∣ dθ

=

∫ 2π

θ=0

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

r=0

∇g ·



cos θ

sin θ


 dr∣∣∣∣∣∣∣∣ dθ

=

∫ 2π

θ=0

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

r= 1
2

∇g ·



cos θ

sin θ


 dr∣∣∣∣∣∣∣∣ dθ

≤ 2

∫ 2π

θ=0

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

r= 1
2

r∇g ·



cos θ

sin θ


 dr∣∣∣∣∣∣∣∣ dθ

≤ 2

∫ 2π

θ=0

∫ 1

r= 1
2

r|∇g| · 1 dr dθ
≤ 2

∫

D2

|∇g|

= 2‖∇g‖L1(D2).Damit folgt wegen η ≡ 1 um ∂D2

∫

∂D2

|f | =

∫

∂D2

|g|

≤ 2‖∇g‖L1(D2)

≤ 2‖∇η f + η ∇f‖L1(D2)

≤ 2(‖∇η‖L∞ + ‖η‖L∞)‖f‖W 1,1(D2),womit die Behauptung gezeigt ist. 24.5 Lemma (Gauÿs
her Integralsatz (s
hwa
h))Sei f ∈W 1,2(D2,R2) und es gelte (α) oder (β):
(α) 〈f, τ〉 ∈ W 1,2

0 (D2),
(β) 〈f, ν〉 ∈W 1,2

0 (D2). 25



4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RÄUMEDabei ist ν(x, y) :=

[
x

y

] die Einheitsnormale an ∂D2 und τ(x, y) :=

[
−y
x

] die Einheitstangente gegen denUhrzeigersinn an ∂D2.Dann gilt für alle ϕ ∈W 1,2(D2) im Fall (α)

∫

D2

curl f ϕ = −
∫

D2

f ∇⊥ϕund im Fall (β)
∫

D2

div f ϕ = −
∫

D2

f ∇ϕ.Beweis. von C∞ na
h W 1,2:Angenommen die Behauptung gilt für alle ϕ ∈ C∞(D2), d.h. für alle ϕ ∈ C∞(D2) gilt im Fall (α)

∫

D2

curl f ϕ = −
∫

D2

f∇⊥ϕund im Fall (β)
∫

D2

div f ϕ = −
∫

D2

f ∇ϕ.Dann folgt für v ∈ W 1,2(D2) mit einer Approximation vm ∈ C∞(D2) und vm m→∞−−−−→ v ∈ W 1,2(D2) (Existenz,da ∂D2 ∈ C∞) im Fall (α)

∣∣∣∣
∫

D2

curl f v + f ∇⊥v

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

D2

curl f (v − vm)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

D2

f ∇⊥(v − vm)

∣∣∣∣+ 0

≤ ‖f‖W 1,2 ‖v − vm‖W 1,2

m→∞−−−−→ 0,und somit gilt die Aussage au
h für alle v ∈W 1,2(D2). Entspre
hendes folgt für den Fall (β).Aussage für C∞:Zunä
hst zeigen wir den Fall (α):Sei ϕ ∈ C∞(D2). Wegen f ∈ W 1,2(D2,R2) �ndet man ein fm ∈ C∞(D2,R2)mit
fm

m→∞−−−−→ f in W 1,2(D2,R2);Wegen 〈f, τ〉 ∈W 1,2
0 (D2) existiert ein gm ∈ C∞

0 (D2) mit
gm

m→∞−−−−→ 〈f, τ〉 in W 1,2.Dann gilt mit starkem Gauÿ, Theorem 4.2,
∫

D2

curl(fm)ϕ = −
∫

D2

fm∇⊥ϕ+

∫

∂D2

〈fm, τ〉ϕ

= −
∫

D2

fm∇⊥ϕ+

∫

∂D2

(〈fm, τ〉 − gm)ϕ,da gm ≡ 0 auf ∂D2. 26



4.1 Abs
hätzungen und Gauÿs
he Integralformel für SobolevfunktionenSomit gilt mit Lemma 4.4 und der Einbettung W 1,2 →֒W 1,1

∣∣∣∣
∫

D2

curl fmϕ+

∫

D2

fm∇⊥ϕ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

∂D2

(〈fm, τ〉 − gm)ϕ

∣∣∣∣

≤
∫

∂D2

|〈fm, τ〉 − gm| |ϕ|

≤ C ‖(〈fm, τ〉 − gm)ϕ‖W 1,1(D2)

≤ C(ϕ)‖〈fm, τ〉 − gm‖W 1,1

≤ C(ϕ)‖〈fm, τ〉 − gm‖W 1,2

≤ C(ϕ)(‖〈fm, τ〉 − 〈f, τ〉‖W 1,2 + ‖gm − 〈f, τ〉‖W 1,2 )

≤ C(ϕ)(‖fm − f‖W 1,2 + ‖gm − 〈f, τ〉‖W 1,2 )

m→∞−−−−→ 0.Damit gilt nun
∣∣∣∣
∫

D2

curl f ϕ+ f ∇⊥ϕ

∣∣∣∣ ≤
∫

D2

|curl f − curl fm||ϕ|+
∫

D2

|fm − f |
∣∣∇⊥ϕ

∣∣+
∣∣∣∣
∫

D2

curl fmϕ+

∫

D2

fm∇⊥ϕ

∣∣∣∣

≤ C(ϕ)(‖ curl f − curl fm‖L2 + ‖fm − f‖L2) +

∣∣∣∣
∫

D2

curl fmϕ+

∫

D2

fm∇⊥ϕ

∣∣∣∣
m→∞−−−−→ 0.Daraus folgt (α).Im Fall (β) ersetzen wir oben curl dur
h div, ∇⊥ dur
h ∇ und τ dur
h ν und wir erhalten die Aussage (β). 24.6 Lemma (Sphäris
he Koordinaten)(siehe [Gra04℄, Appendix D1, D2, Seite A19, A20)Sei Sn−1 = Sn−1

1 die Einheitssphäre im Rn. Dann gilt bekanntli
h folgende Formel für jedes R > 0

∫

Sn−1
R

f(x)dH
n−1(x) =

∫ π

ϕ1=0

· · ·
∫ π

ϕn−2=0

∫ 2π

ϕn−1=0

f(x(ϕ)) J(n,R, ϕ) dϕn−1 · · · dϕ1,wobei
x1 = R cos(ϕ1)

x2 = R sin(ϕ1) cos(ϕ2)

x3 = R sin(ϕ1) sin(ϕ2) cos(ϕ3)

· · ·

xn−1 = R sin(ϕ1) sin(ϕ2) sin(ϕ3) · · · sin(ϕn−2) cos(ϕn−1)

xn−1 = R sin(ϕ1) sin(ϕ2) sin(ϕ3) · · · sin(ϕn−2) sin(ϕn−1)und 0 ≤ ϕ1, . . . ϕn−2 ≤ π, 0 ≤ ϕn−1 ≤ 2π,
x(ϕ) = (x1(ϕ1, · · · , ϕn−1), x2(ϕ1, · · · , ϕn−1), · · · , xn(ϕ1, · · · , ϕn−1))und

J(n,R, ϕ) = Rn−1(sin(ϕ1)
n−2 · · · sin(ϕn−3)

2 sin(ϕ(n− 2)gilt. 27



4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RÄUME4.2. Homogene Neummanrandwerte4.7 De�nition (Lösungen des homogenen Neumann-Randwertproblems)Sei Ω ⊂ Rn ein o�enes Gebiet, ∂Ω ∈ C0,1, mit Einheitsnormale ν an ∂Ω. Sei weiter u ∈ W 1,p(Ω), p ≥ 1 und
f ∈ Lq(Ω), q ≥ 1. Dann sagen wir, dass die folgende PDE

{
△v = f in Ω,
∂v
∂ν

= f auf ∂Ωs
hwa
h von u erfüllt wird, bzw. dass u eine s
hwa
he Lösung von △v = f mit s
hwa
hen homogenen Neu-mannranddaten ist, wenn ∫

Ω

∇v · ∇ϕ = −
∫

Ω

f ϕ für alle ϕ ∈ C∞(Ω).4.8 De�nition (W2,2Neu)Sei Ω⊂⊂Rn ein o�enes Gebiet. Wir de�nieren den Raum von Funktionen inW 2,2(Ω) mit homogenen Neumann-Randwerten, W 2,2Neu(Ω), dur
h
W

2,2Neu(Ω) :=

{
u ∈W 2,2(Ω)

∣∣∣∣ ∀ϕ ∈ C∞(Ω) gilt ∫
Ω

△u ϕ = −
∫

Ω

∇u · ∇ϕ
} .4.9 Bemerkung� Ist u ∈ C2(Ω), so folgt aus {

△u = f in Ω,
∂u
∂ν

= f auf ∂Ωmit partieller Integration, Korollar 4.3,
∫

Ω

f ϕ = −
∫

Ω

∇u · ∇ϕ =

∫

Ω

△u ϕ−
∫

∂Ω

〈∇u, ν〉 ϕ für alle ϕ ∈ C∞(Ω). (4.4)Folgli
h gilt für alle ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

∫

Ω

f ϕ =

∫

Ω

△u ϕ für alle ϕ ∈ C∞(Ω)und somit über das Fundamentallemma der Variationsre
hnung
△u = f punktweise in Ω.Deshalb folgt aus (4.4) ∫

∂Ω

〈∇u, ν〉 ϕ = 0 für alle ϕ ∈ C∞(Ω).Daraus folgt wieder mit dem Fundamentallemma der Variationsre
hnung auf dem Rand
∂u

∂ν
= 〈∇u, ν〉 = 0 punktweise auf ∂Ω.Wir erhalten also insbesondere, dass u ∈ C2(Ω) ∩ W 2,2Neu(Ω) dann und nur dann, wenn u ∈ C2(Ω) und

∂
∂ν
u = 0 auf ∂Ω.Für eine ähnli
he aber s
hwä
here Aussage verglei
he au
h Theorem 4.32.� Es gilt per De�nition u ∈ W 2,2Neu(Ω) genau dann, wenn u ∈ W 2,2(Ω), △u = f punktweise fast überall fürein f ∈ L2(Ω) und s
hwa
h gilt {

△u = f in Ω,
∂u
∂ν

= 0 auf ∂Ω,also für alle ϕ ∈ C∞(Ω)

−
∫

Ω

∇u · ∇ϕ =

∫

Ω

△u ϕ.28



4.3 Existenz- und Regularitätstheorie für lineare elliptis
he Diri
hlet- und Neumannprobleme4.10 Lemma (W2,2Neu-Charakterisierung)Sei Ω⊂⊂Rn, ∂Ω ∈ C∞. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:
(i) f ∈W 2,2Neu(Ω),

(ii) f ∈W 2,2(Ω) und ∫Ω∇f · ∇ϕ = −
∫
Ω△f ϕ für alle ϕ ∈ C∞(Ω),

(iii) f ∈W 2,2(Ω) und ∫Ω∇f · ∇g = −
∫
Ω△f g für alle g ∈W 1,2(Ω).Beweis. (i) und (ii) sind per De�nition äquivalent und aus (iii) folgt (ii) trivialerweise.Sei nun (ii) erfüllt und wegen ∂Ω ∈ C∞ können wir ϕm ∈ C∞(Ω) �nden, mit ϕm m→∞−−−−→ g in W 1,2. Dann gilt

∫

Ω

∇f · ∇g =

∫

Ω

∇f · ∇(g − ϕm)−
∫

Ω

△f (ϕm − g)−
∫
△f gund die ersten beiden Integral konvergieren gegen 0. 24.11 Lemma (Abges
hlossenheit von W

2,2Neu)Sei Ω⊂⊂Rn. Dann ist W 2,2Neu(Ω) ein abges
hlossener Unterraum von W 2,2(Ω).Beweis. Da die Glei
hung ∫

Ω

△u ϕ =

∫

Ω

∇u · ∇ϕ für alle ϕ ∈ C∞(D2)unter W 2,2-Konvergenz erhalten bleibt, ist der Beweis trivial.4.3. Existenz- und Regularitätstheorie für lineare elliptis
he Diri
hlet- undNeumannprobleme4.12 De�nition (Elliptizität)Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Sei weiter eine messbare Funktion (aij) : Ω→M(m) gegeben. Dann nennen wir (aij)ijelliptis
h mit Konstante Λ > 0, falls gilt
1

Λ
≤ aijξiξj ≤ Λ für alle ξ ∈ Rm mit |ξ| = 1.Als Folgerung des Lemmas von Lax-Milgram (vgl. [Alt99℄, Satz 4.3) unter Anwendung der Poin
aré-Unglei
h-ung, Lemma 4.1, erhalten wir das folgende4.13 Lemma (Lösung des homogenen Diri
hlet-Problems)(vgl. z.B. [Alt99℄, Existenzsatz 4.8, Seite 153; [GT83℄, Theorem 8.3, Seite 181)Sei Ω⊂⊂Rn ein Gebiet, ∂Ω ∈ C0,1. Für jedes f ∈ (W 1,2

0 (Ω))∗ existiert ein u ∈ W
1,2
0 (Ω), so dass für jedes

ϕ ∈W 1,2
0 (Ω) gilt ∫

Ω

∇u · ∇ϕ = −f [ϕ],d.h. es existiert genau eine (s
hwa
he) Lösung von
{
△u = f in Ω

u = 0 auf ∂Ω. .Weiter gilt dann
‖w‖W 1,2(Ω) ≤ C(Ω, n) ‖f‖(W 1,2

0 (Ω))∗ .4.14 Lemma (Lösungen des homogenen Neumann-Randwertproblems)Sei Ω⊂⊂Rn ein o�enes, zusammenhängendes Gebiet und ∂Ω ∈ C0,1.Wir betra
hten die Glei
hung
△u = f in Ω (4.5)29



4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RÄUMEfür ein f ∈ (W 1,2(Ω))∗.Dann besitzt (4.5) genau dann (mindestens) eine s
hwa
he Lösung u ∈ W 1,2(Ω) mit homogenen Neumannrand-werten, d.h. ∫

Ω

∇u · ∇ϕ = f [ϕ] für alle ϕ ∈W 1,2(Ω),wenn
f(c) = 0 für alle konstanten Funktionen c.In diesem Fall existiert genau eine s
hwa
he Lösung u ∈ W 1,2(Ω) mit ∫

Ω
u = 0. Für dieses u gilt dann

‖u‖W 1,2(Ω) ≤ C(Ω, n)‖f‖(W 1,2(Ω))∗ .Beweis. ⇒ Es gelte ∫Ω∇u · ∇ϕ = f [ϕ] für alle ϕ ∈W 1,2(Ω). Wir wählen ϕ := const ∈ W 1,2(Ω), dann folgt
0 =

∫

Ω

∇u · ∇ϕ = f [const].
⇐ Wir de�nieren W := {v ∈ W 1,2(Ω),

∫
Ω
v = 0} und B(·, ·) : W ×W → R dur
h
B(u, v) :=

∫

Ω

∇u · ∇v.Dann ist B(·, ·) bilinear und W ist ein abges
hlossener Kegel in W 1,2 wie im Poin
aré-Lemma 4.1, da
Ω zusammenhängend ist.Mit der Poin
aré-Unglei
hung (Lemma 4.1) folgt dann B(u, u) =

∫
Ω
|∇u|2 ≥ c0‖u‖2W 1,2 , also ist B(·, ·)koerziv und wegen B(u, v) ≤ C‖u‖W 1,2 ‖v‖W 1,2 au
h bes
hränkt.Es gilt f ∈ (W 1,2(Ω))∗ und somit existiert na
h dem Satz von Lax-Milgram (vgl. [Alt99℄, Satz 4.3) genauein u ∈ W mit B(u, v) = f [v] für alle v ∈ W , d.h.

∫

Ω

∇u · ∇v = f [v] für jedes v ∈W . (4.6)Sei nun ϕ ∈ W 1,2(Ω); wir de�nieren v := ϕ − −
∫
Ω
ϕ. Dann ist v ∈ W und somit wegen (4.6) und derVoraussetzung f [const] = 0

∫

Ω

∇u · ∇ϕ =

∫

Ω

∇u · ∇v = f [v] = f [ϕ]− f [−
∫

Ω

ϕ] = f [ϕ] + 0.Zur Abs
hätzung testen wir die PDE mit u selbst, wobei wir ∫
Ω
u = 0 bea
hten, dann gilt

∫

Ω

∇u · ∇u = f [u] ≤ ‖f‖(W 1,2(Ω))∗ ‖u‖W 1,2(Ω).Wegen Ω zusammenhängend und ∫
Ω
u = 0 gilt die Poin
aré-Unglei
hung, Lemma 4.1, und es folgt

‖∇u‖2L2(Ω) ≤ C(Ω, n)‖f‖(W 1,2(Ω))∗ ‖∇u‖L2(Ω).Wir erhalten also
‖∇u‖L2(Ω) ≤ C(Ω, n)‖f‖(W 1,2(Ω))∗und somit wiederum dur
h die Poin
aré-Unglei
hung
‖u‖W 1,2(Ω) ≤ C(Ω, n)‖f‖(W 1,2(Ω))∗ .Damit ist das Lemma bewiesen. 24.15 BemerkungInsbesondere gilt für g ∈ L2, dass eine Lösung des homogenen Neumman-Randwertproblems

△u = gdann und nur dann existiert, wenn ∫
Ω
g = 0. Wir erhalten für eine Lösung u mit ∫

Ω
u = 0 die Abs
hätzung

‖u‖W 1,2(Ω) ≤ C(Ω, n) ‖g‖L2(Ω).30



4.3 Existenz- und Regularitätstheorie für lineare elliptis
he Diri
hlet- und NeumannproblemeEin klassis
hes Resultat über höhere Regularität für sogennante sehr s
hwa
h harmonis
hen Funktionen liefertdas folgende4.16 Lemma (Lemma von Weyl)(vgl. z.B. [Jos98℄, Korollar 1.2.1, Seite 19)Sei Ω ⊂ Rn ein o�enes Gebiet und u ∈ L1
loc(Ω). Für alle ϕ ∈ C∞

0 (Ω) gelte
∫

Ω

u(x) △ϕ(x) = 0.Dann ist u ∈ C∞(Ω) und △u = 0.4.17 Lemma (Cau
hy-Abs
hätzungen)(vgl. [GT83℄, Theorem 2.10)Sei Ω ⊂ Rn ein o�enes Gebiet und u ∈ C∞(Ω) harmonis
h, d.h. △u = 0 in Ω. Dann existiert für jedenMultiindex α mit k := |α| eine Konstante C = C(n, k), so dass für alle x0 ∈ Ω und r > 0 mit Br(x0) ⊂ Ω gilt
|∂αu(x0)| ≤

C(n, k)

rn+k
‖u‖L1(Br(x0)).4.18 Theorem (Friedri
hs-Regularität für Diri
hlet-Randbedingungen)(vgl. [GT83℄, Theorem 8.13, Seite 187f.)Sei Ω⊂⊂Rn ein o�enes Gebiet, ∂Ω ∈ Ck−1,1, u ∈ W 1,2(Ω), f ∈W k−2,2(Ω), k ≥ 2 und es gelte

△u = f s
hwa
h in Ω,d.h. es gelte ∫

Ω

∇u · ∇ϕ =

∫

Ω

f ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (Ω).Dann ist u ∈W k,2

loc (Ω), es gilt
△u(x) = f(x), für fast alle x ∈ Ω,und für jedes Ω′⊂⊂Ω existiert ein C = C(Ω,Ω′, k, n) mit

‖u‖Wk,2(Ω′) ≤ C
(
‖f‖Wk−2,2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

) .Existiert auÿerdem ein ψ ∈ W k,2(Ω), so dass u−ψ ∈ W 1,2
0 (Ω) (also s
hwa
h u = ψ auf ∂Ω), dann ist u ∈W k,2(Ω)und es existiert ein C = C(Ω, k, n) mit

‖u‖Wk,2(Ω) ≤ C
(
‖f‖Wk−2,2(Ω) + ‖u‖L2(Ω) + ‖ψ‖Wk,2(Ω)

) .Ein ähnli
hes Ergebnis für homogene Neumann-Randdaten liefert das folgende4.19 Theorem (Existenz und Regularität für Lösungen mit homogenen Neumann-Randdaten)(vgl. [Weh04℄, Chapter 1, Theorem 1.5, S. 20; [Tay96℄, Chapter 5, Proposition 7.4; [Fol76℄, Theorem 7.29)Sei Ω⊂⊂Rn, ∂Ω ∈ C∞ mit der äuÿeren Einheitsnormalen ν, k ≥ 0 und f ∈W k,2(Ω). Dann existiert eine Lösung
u ∈W k+2,2(Ω) von {

−△u = f in Ω,
∂
∂ν
u = 0 auf ∂Ω, (4.7)also ∫

Ω

∇u · ∇ϕ =

∫
fϕ für alle ϕ ∈ C∞(Ω),dann und nur dann, wenn ∫Ω f = 0. Weiterhin existiert eine Konstante C = C(Ω, n, k), so dass

‖u‖Wk+2,2(Ω) ≤ C(‖f‖Wk,2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)). (4.8)Beweisskizze. Die Existenz einer Lösung u ∈ W 1,2(Ω) von (4.7) folgt aus Lemma 4.14. Man muss also nurdie Regularität von u zeigen. Dabei folgen wir der Darstellung des Beweises in [Fol76℄, Abs
hnitt 7F: Wegender Randregularität von Ω rei
ht es, die folgende Behauptung für jedes elliptis
he aij ∈ C∞(Br(0)+), r > 0 zuzeigen. Dabei ist Br(0)+ = Br(0) ∩ {x ∈ Rn | xn = 0}.31



4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RÄUME
⋆ Sei r > 0 und f ∈W k,r(Br(0)+). Sei X(Br(0)+) der Raum aller Abbildungen v ∈W 1,2(Br(0)+), so dass esein ρ < r gibt, für das v = 0 punktweise fast überall in Br(0)+\Bρ(0)+. Gilt für u ∈ W 1,2(Br(0)+), dass

D(u, v) :=

∫

Br(0)+
aij ∂iu ∂jv =

∫

Br(0)+
f v für alle v ∈ X(Br(0)+), (4.9)so gilt für jedes ρ < r, dass u ∈ W k+2,2(Bρ(0)+), und es existiert eine Konstante C(ρ, r, k) > 0, so dass

‖u‖Wk+2,2(Bρ(0)+) ≤ C(ρ, r, k)(‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+)). (4.10)Dur
h Testen von (4.7) mit ϕ = u erhält man
‖∇u‖2L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖u‖L2(Ω) ≤

1

2
(‖f‖2L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)).Daraus folgt ‖∇u‖L2(Ω) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)). Also impliziert (4.10) die Abs
hätzung (4.8).Den Beweis der obigen Behauptung folgt hauptsä
hli
h aus der folgenden Unglei
hung:

⋆ ⋆ Ist ρ < r, j ≤ k + 1 und γ ein Multiindex6mit |γ| = j und γn = 0, so ist ∂γu ∈ W 1,2(Bρ(0)+) und esexistiert eine Konstante C(ρ, r, j), so dass
‖∂γu‖W 1,2(B+

ρ (0)) ≤ C(ρ, r, j)(‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+)). (4.11)Wir führen eine Induktion na
h j dur
h. Der Fall j = 0 ist trivial. Sei also die Behauptung wahr für alle
0, . . . , j − 1. Wir wählen σ und τ > 0, so dass ρ < σ < τ < r. Mit der Induktionsvoraussetzung für ρ ersetztdur
h τ erhalten wir ∂δu ∈ W 1,2(B+

τ (0)) für alle Multiindizes δ mit |δ| ≤ j−1 und δn = 0 und die Abs
hätzung
‖∂δu‖W 1,2(Bτ (0)+) ≤ C(‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+)). (4.12)Dabei wählen wir C als die gröÿte Konstante aus der Induktionsbehauptung für 1, . . . , j−1 für ρ dur
h τ ersetzt.Also hängt C nur von j, r und ρ ab, da wir τ in Abhängigkeit von ρ und r gewählt haben.Nun �xieren wir ein η ∈ C∞
0 (Bσ(0)) mit η ≡ 1 in Bρ(0). Für einen Multiindex γ mit |γ| = j und γn = 0 wollenwir den Di�erenzenquotien △γH(ηu) betra
hten. Für |H | < τ − σ ist △γH(ηu) ∈ X(B+

τ (0)). Wir wählen ein
i < n, so dass γi 6= 0, und zerlegen den Di�erenzenquotient △γH in △γH = △ih△γ

′

H′ . Wir wollen jetzt die folgendeUnglei
hung zeigen:
|D(v,△γH(ηu))| ≤ C(ρ, j)‖v‖W 1,2(Bτ (0)+) (‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+)) für alle v ∈ X(Bτ (0)+). (4.13)Dazu de�nieren wir für Abbildungen Φ, ϕ : Br(0)+ → R den Operator

[Φ,△γH ]ϕ := Φ △γHϕ−△γH(Φϕ),und bezei
hnen mit (Φ, ϕ) das L2(Br(0)+)-Skalarprodukt
(Φ, ϕ) :=

∫

Br(0)+
Φ(x) ϕ(x) dx.Mit diesen Abkürzungen bere
hnet man

D(v,△γH(ηu))
(4.9)
= (∂αv, aαβ ∂

β(△γH(ηu)))

= (∂αv, △γH(aαβ ∂
β(ηu))) + (∂αv, [aαβ ,△γH ]∂β(ηu))︸ ︷︷ ︸

E16Für einen Multiindex γ = (γ1, . . . , γn) ∈ (N ∪ {0})n setzen wir |γ| :=
Pn

i=1 γi. Für ein h ∈ R\{0} und eine Abbildung
f : E ⊂ Rn → R setzen wir den Di�erenzenquotienten △l

hf :=
f(·+hel)−f(·)

h
, 1 ≤ l ≤ n, wobei el der l-te Einheitsvektorvon R

n sei. Für H̃ = (H1, . . . , Hq) ∈ (R\{0})q de�nieren wir (△l

H̃
f)q = △l

H1
. . .△l

Hq
f . Hierbei besagt diese S
hreibweise dieHintereinanderausführung der Di�erenzenquotienten.Mit dieser Notation de�nieren wir △γ

H
f für ein H = (H̃1, . . . , H̃n), wobei H̃l ∈ (R\{0})γl für alle 1 ≤ l ≤ n

△γ
Hf := (△1

H̃1
)γ1 . . . (△n

H̃n
)γnf .32



4.3 Existenz- und Regularitätstheorie für lineare elliptis
he Diri
hlet- und Neumannprobleme
= (∂αv,△γH(aαβ η ∂

βu)) + E1 + (∂αv,△γH(aαβ((∂
βη)u)))︸ ︷︷ ︸

E2

= (−1)j(η △γ−H∂αv, aαβ∂βu) + E1 + E2

= (−1)j(∂α(η △γ−Hv), aαβ∂βu) + E1 + E2 + −(−1)j((∂αη) △γ−Hv, aαβ∂βu)︸ ︷︷ ︸
E3

= (−1)jD(η △γ−Hv, u) + E1 + E2 + E3(4.9)
= (−1)j(η △γ−Hv, f)
︸ ︷︷ ︸

E4

+E1 + E2 + E3

= E1 + E2 + E3 + E4.Nun zeigen wir die Abs
hätzung (4.13) für E1, . . ., E4. Zu E1 betra
hten wir zunä
hst folgende Behauptung fürein festes Φ ∈ C∞(Rn), ein 1 ≤ l ≤ n und ein E⊂⊂Rn

lim
h→0
‖Φ(·+ hel)△lhw − Φ(·)△lhw‖L2(E) = 0 für alle w ∈ L2(Rn).Um dieses Ergebnis zu beweisen, approximiert man w dur
h wm ∈ C∞(Rn). und re
hnet dann für |h| ≪ 1

‖Φ(·+ hel)△lhw − Φ(·)△lhw‖L2(E) = ‖Φ(·+ hel)− Φ(·))△lhw‖L2(E)

≤ ‖(Φ(·+ hel)− Φ(·))△lh(w − wm)‖L2(E) + ‖(Φ(·+ hel)− Φ(·))△lhwm‖L2(E)

= ‖(△lhΦ)(w − wm + wm(·+ hel)− w(·+ hel))‖L2(E) + ‖(Φ(·+ hel)− Φ(·))△lhwm‖L2(E)

≤ 4‖∂lΦ‖L∞(B1(E)) ‖w − wm‖L2(B1(E)) + ‖Φ(·+ hel)− Φ‖L∞(E)‖△lhwm‖L2(E).Ist ein ε > 0 gegeben, so wählt man zunä
hst ein m≫ 1, so dass ‖w−wm‖L2(B1(E)) ≤ ε
8‖DΦ‖L∞(B1(E))

. Dana
hwird h so klein gewählt, dass ‖△lhwm‖L2(E) ≤ 2‖∂lwm‖L2(E) und ‖Φ(·+ h)−Φ(·)‖L∞(E) ≤ ε
4‖∂lwm‖L2(E)

. Dannerhält man ‖Φ(·+ hel)△lhw − Φ(·)△lhw‖L2(E) ≤ ε und die Behauptung ist gezeigt.Wir bea
hten nun, dass Φ△lhw −△lh(Φw) = Φ△lhw − Φ(·+ hel)△lhw − (△lhΦ)w und benutzen dann die obigeTe
hnik, um zu s
hlieÿen, dass für alle |H | ≪ 1

‖[aαβ,△γH ]∂β(ηu)‖L2(Br(0)+) ≤ C(aij)
∑

|γ′|<|γ|
γ′

n=0

‖∂γ′
(ηu)‖W 1,2(Bτ (0)+),wobei man bea
htet, dass η eine Abs
hneidefunktion in Bσ(0) ist und si
h die Di�erenzenquotienten △γH nurin Ri
htung e1, . . . , en−1 bewegen.Daraus ergibt si
h für E1 die Abs
hätzung für alle |H | << 1

|E1| ≤ C(aij) ‖v‖W 1,2(Br(0)+)

∑

|γ′|<|γ|
γ′

n=0

‖∂γ′
(ηu)‖W 1,2(Bτ (0)+)(4.12)

≤ C(aα,β , η) ‖v‖W 1,2(Br(0)+) (‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+)). (4.14)Unter Bea
htung, dass man wegen |γ| = j für Multiinidzes |γ′| < |γ| mit γ′n = 0 die Induktionsvoraussetzung(4.12) anwenden kann, erhält man für E2

|E2| ≤ C(aij , η)‖v‖W 1,2

∑

|γ′|<|γ|
γ′

n=0

‖∂γ′
u‖W 1,2(Bτ (0)+)(4.12)

≤ C(aα,β , η) ‖v‖W 1,2(Br(0)+) (‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+)). (4.15)
33



4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RÄUMEDabei benutzen wir, dass ‖∂γu‖L2 ≤∑ |γ′|<|γ|
γ′

n=0

‖∂γ′
u‖W 1,2 . Dur
h Überwälzen des Di�erenzenquotienten erhal-ten wir für E3

|E3| =
∣∣∣(△i−hv,△γ

′

H′ (aαβ)(∂
αη)∂βu)

∣∣∣(4.12)
≤ C(aα,β , η) ‖v‖W 1,2(Br(0)+) (‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+)). (4.16)S
hlieÿli
h erhalten wir für E4, wobei wir |γ| = j ≤ k + 1 benutzen

|E4| ≤ (△i−hv,△γ
′

−H′(ηf))

≤ C(η)‖v‖W 1,2(Br(0)+) ‖f‖W |γ|−1,2(Br(0)+)

≤ C(η)‖v‖W 1,2(Br(0)+)‖f‖Wk,2(Br(0)+). (4.17)Aus (4.14), (4.16), (4.16) und (4.17) ergibt si
h (4.13).Setzen wir in (4.13) v = △γH(ηu) ∈ X(Br(0)+), so erhaltenwir mit der Elliptizität von aij
‖∇(△γH(ηu))‖2L2(Bτ (0)+)

(E)

≤ C|D(△γH(ηu),△γH(ηu))|(4.13)
≤ C(aα,β , η)‖△γH(ηu)‖W 1,2(Br(0)+) (‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+)).Nun gilt für alle g ∈W 1,2

‖g‖2W 1,2 ≤ C(‖∇g‖2L2 + ‖g‖2L2) ≤ (‖∇g‖2L2 + ‖g‖L2 ‖g‖W 1,2).Mit dieser Re
hnung erhalten wir
‖△γH(ηu)‖2W 1,2(Bτ (0)+) ≤ C(aαβ , η)‖△γH(ηu)‖W 1,2(Br(0)+) (‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+) + ‖△γH(ηu)‖L2).Weiter haben wir für alle |H | ≪ 1

‖△γH(ηu)‖L2(Bτ (0)+ ≤ 2‖∂γ′
(ηu)‖W 1,2(Bτ (0)+)(4.12)

≤ C(‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+)).Deshalb folgt die Abs
hätzung
‖△γH(ηu)‖2W 1,2(Bτ (0)+) ≤ C(aαβ , η)‖△γH(ηu)‖W 1,2(Br(0)+) (‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+)),und somit

‖△γH(ηu)‖W 1,2(Bτ (0)+) ≤ C(aαβ , η)(‖f‖Wk,2(Br(0)+) + ‖u‖W 1,2(Br(0)+)).Mit dem Satz vonRelli
h erhält man dann die L2(Bτ (0)+)-Konvergenz von△γH(ηu) und wegen η ≡ 1 auf Bρ(0)und der Unterhalbstetigkeit der Norm bezügli
h der s
hwa
hen W 1,2-Konvergenz erhalten wir die Behauptung(4.11).Um die volle W k+2,2-Norm von u abzus
hätzen, benutzt man den folgenden Gedanken
∂nnu =

1

ann
(

n∑

α,β=1

∂αaαβ ∂
βu+

n∑

α,β=1
(α,β)6=(n,n)

aαβ∂
αβ ũ).Dabei bea
htet man, dass wegen der Elliptizität 1

ann
∈ C∞(Br(0)+). ||34



4.4 div und 
url für Sobolevfunktionen4.4. div und 
url für SobolevfunktionenIn diesem Unterabs
hnitt betra
hten wir einige Ergebnisse über den s
hwa
hen Divergenz- und Rotationsopera-tor.4.20 Lemma (Div und Curl: Produktregel und Vertaus
hung)Seien u, v ∈W 1,2(Ω,R), für ein o�enes Gebiet Ω ⊂ R2. Dann gilt s
hwa
h(a) div(∇u v) = curl(∇⊥u v) in Ω und(b) div(∇⊥u v) = ∇⊥u∇v in Ω.Beweis. (a) Die Behauptung folgt sofort aus der folgenden Glei
hung
∫

Ω

∇u v · ∇ϕ =

∫

Ω

∂xu v ∂xϕ+ ∂yu v ∂yϕ =

∫

Ω

∇⊥u v · ∇⊥ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (Ω)(b) Sei zunä
hst u, v ∈ C∞(Ω), ϕ ∈ C∞

0 (Ω). Dann gilt mit partieller Integration und dem Satz von S
hwarz
∫
∇⊥u v · ∇ϕ =

∫

Ω

− ∂yu v ∂xϕ+ ∂xu v ∂yϕ

= −
∫

Ω

(∂x(−∂yu v) + ∂y(∂xu v))ϕ

= −
∫

Ω

(−∂xyu v − ∂yu ∂xv + ∂yxu v + ∂xu ∂yv)ϕ

= −
∫

Ω

(−∂yu ∂xv + ∂xu ∂yv)ϕ

= −
∫

Ω

∇⊥u · ∇v ϕ,womit die PDE
div ∇⊥u v = ∇⊥u · ∇vfür u, v ∈ C∞ bewiesen ist.Sei u ∈ W 1,2(Ω,R), v ∈ C∞. Dann existiert un ∈ C∞ mit ‖un − u‖W 1,2 ,≤ 1

n
.Es gilt dann für ϕ ∈ C∞

0 mit der Hölder-Unglei
hung
∣∣∣∣
∫

Ω

∇⊥u v · ∇ϕ+∇⊥u · ∇v ϕ
∣∣∣∣

=
∣∣
∫

Ω

∇⊥un v ∇ϕ+∇⊥un ∇v ϕ︸ ︷︷ ︸
=0

−∇⊥(un − u) v ∇ϕ+∇⊥(u− un) ∇v ϕ
∣∣

≤ (‖ϕ‖L∞ + ‖∇ϕ‖L∞) ‖∇(u− un)‖L2 (‖v‖L2 + ‖∇v‖L2)

≤ C 1

n
(‖ϕ‖L∞ + ‖∇ϕ‖L∞) ‖v‖W 1,2

n→∞−−−−→ 0,womit die Behauptung au
h für u ∈ W 1,2, v ∈ C∞ bewiesen ist.Zum S
hluss seien no
h u, v ∈ W 1,2 und wir approximieren v dur
h vn mit ‖v − vn‖W 1,2 ≤ 1
n
. Analog zuder Glei
hung oben folgt nun

∣∣∣∣
∫

Ω

∇⊥u v · ∇ϕ+∇⊥u · ∇v ϕ
∣∣∣∣ ≤ (‖ϕ‖L∞ + ‖∇ϕ‖L∞) ‖∇(v − vn)‖L2 (‖u‖L2 + ‖∇u‖L2)

≤ C
1

n
(‖ϕ‖L∞ + ‖∇ϕ‖L∞) ‖u‖W 1,2

n→∞−−−−→ 0,womit s
hlieÿli
h au
h die Behauptung selbst bewiesen ist 235



4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RÄUME4.21 Lemma (Div-Curl-Re
hnung im Rn)Sei u ∈W 1,p
loc (Rn,Rn), v ∈ Lqloc(Rn), 1 < p <∞ und es gelte 1

q
+ 1

p
= 1. Weiterhin sei div v = 0, d.h.

∫

Rn

v∇ϕ = 0 für alle ϕ ∈ C∞
0 (Rn).Dann gilt

div(vu) = v∇u, im s
hwa
hen Sinne in Rn,das heiÿt ∫

Rn

v u ∇ϕ = −
∫

Rn

v∇uϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (Rn).Beweis. Angenommen u ∈ C∞(Rn), dann gilt

∇(uϕ) = (∇u)ϕ+ u(∇ϕ),also
u(∇ϕ) = ∇(uϕ)− (∇u)ϕ.Damit folgt ∫

Rn

u · v · ∇ϕ =

∫

Rn

v ∇(uϕ)−
∫

Rn

v (∇u) ϕ = −
∫

Rn

v (∇u) ϕ,wegen div v = 0 und uϕ ∈ C∞
0 .Sei nun u ∈ W 1,p

loc . Wir wählen ein ϕ ∈ C∞
0 beliebig, aber fest. Dann ist u ∈ W 1,p und v ∈ Lq auf einem Ball,der supp ϕ kompakt enthält. Wir betra
hten im folgenden alle Funktionenräume über diesem Ball (bzw. seiohne Eins
hränkung u ∈W 1,p, v ∈ Lq).Dann existiert eine Folge un ∈ C∞, so dass ‖u− un‖W 1,p

n→∞−−−−→ 0.Dann gilt mit der obigen Re
hnung
∣∣∣∣
∫

Rn

v u ∇ϕ+ v ∇u ϕ
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

v un ∇ϕ+ v ∇un ϕ
︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫

Rn

v (u− un) ∇ϕ+ v ∇(u− un) ϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ ‖∇ϕ‖L∞ ‖v‖Lq ‖u− un‖Lp + ‖ϕ‖L∞ ‖v‖Lq ‖∇(u− un)‖Lp

n→∞−−−−→ 0und damit ist die Behauptung gezeigt. 24.22 Proposition (Integrale werden 0)Sei Ω⊂⊂Rn, ∂Ω ∈ C∞.
(i) Falls Ω = D2, sei f ∈ W 1,2(D2), g ∈ W 1,2(D2,R2) mit 〈ν, g〉 ∈ W

1,2
0 (D2), wobei ν =

[
x

y

] die äuÿereEinheitsnormale an D2 ist.Dann gilt ∫

D2

div(fg) = 0.
(ii) Falls n = 2, u ∈W 1,2

0 (Ω) und v ∈W 1,2(Ω), dann gilt7
∫

Ω

∇u · ∇⊥v = −
∫

Ω

∇⊥u · ∇v = 0.
(iii) Sei ψ ∈W 2,2Neu(Ω), dann gilt ∫

Ω

△ψ = 0.7Dies bedeutet, dass div(∇⊥v) = 0 bzw. curl(∇v) = 0 im s
hwa
hen Sinn in Ω.36



4.4 div und 
url für SobolevfunktionenBeweis. (i) Wegen f, g ∈W 1,2 ist div(f · g) punktweise fast überall de�niert, und es gilt
div(f · g) = 〈∇f, g〉+ f · div g ∈ L1(D2),also ∫

D2

div(fg) =

∫

D2

∇f g +

∫

D2

f div g.Nun existiert eine Approximation fm m→∞−−−−→ f in W 1,2(D2), fm ∈ C∞(D2). (Wir bea
hten, dass ∂D2 ∈
C∞.) Weiter existiert ein gm m→∞−−−−→ g in W 1,2 mit gm ∈ C∞(D2,R2). Wegen 〈ν, g〉 ∈ W 1,2

0 (D2) existiertallerdings au
h ein ϕm m→∞−−−−→ 〈ν, g〉 mit ϕm ∈ C∞
0 (D2). Nun gilt

∫

D2

f div g =

∫

D2

(f − fm) div g +

∫

D2

fm div(g − gm) +

∫

D2

fm div gm,wobei die ersten beiden Integrale wegen der W 1,2-Konvergenzen gegen Null konvergieren.Mit dem klassis
hem Gauÿs
hen Integralsatz, Theorem 4.2, und wegen ϕm = 0 auf dem Rand ∂D2 folgt
∫

D2

fm div gm =

∫

∂D2

fm 〈gm, ν〉 −
∫

D2

∇fm gm

=

∫

∂D2

fm(〈gm, ν〉 − ϕm) +

∫

∂D2

fm0−
∫

D2

∇(fm − f) gm −
∫

D2

∇f(gm − g)−
∫

D2

∇f g

m→∞−−−−→ −
∫

D2

∇f g,denn die letzten beiden Terme konvergieren wegen den Approximationen gegen 0 und na
h Lemma 4.4gilt
∣∣∣∣
∫

∂D2

fm(〈gm, x〉 − ϕm)

∣∣∣∣ ≤ C‖fm(〈gm, x〉 − ϕm)‖W 1,1(D2)

≤ C(‖fm‖L2 ‖〈gm, ν〉 − ϕm‖L2 + ‖∇fm‖L2 ‖〈gm, ν〉 − ϕm‖L2

+‖fm‖L2‖∇(〈gm, ν〉 − ϕm)‖L2)

≤ C‖fm‖W 1,2 ‖〈gm, ν〉 − ϕm‖W 1,2

≤ C‖f‖W 1,2 (‖〈gm, ν〉 − 〈ν, g〉‖W 1,2 + ‖〈ν, g〉 − ϕm‖W 1,2)

≤ C‖f‖W 1,2 (‖gm − g‖W 1,2 + ‖〈ν, g〉 − ϕm‖W 1,2)

m→∞−−−−→ 0.Zusammen ergibt si
h also
∣∣∣∣
∫

D2

f div g +

∫

D2

∇f g
∣∣∣∣ = o(1) für m→∞,und damit folgt ∫

D2

f div g = −
∫

D2

∇f gbzw. ∫

D2

div(fg) = 0.
(ii) S
hritt 1:Zunä
hst seien u ∈ C∞

0 (Ω) und v ∈ C∞(Ω).Zunä
hst re
hnen man einfa
h na
h, dass ∇u · ∇⊥v = −∇⊥u · ∇v. Dann folgt mit partieller Integration(Korollar 4.3)
−
∫

Ω

∇⊥u · ∇v =

∫

Ω

∇u · ∇⊥v
K.4.3
= −

∫

Ω

(−∂x ∂yv + ∂y ∂xv)u.37



4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RÄUMES
hritt 2:Nun approximieren wir u ∈ W 1,2
0 (Ω) dur
h um ∈ C∞

0 (Ω) und v ∈ W 1,2(Ω) dur
h vm ∈ C∞(Ω) (mögli
h,da ∂Ω hinrei
hend glatt).Dann gilt na
h S
hritt 1 ∫

Ω

∇um ∇⊥vm = 0Damit bere
hnen wir für ein beliebiges �xiertes k > 0

∣∣∣∣
∫

Ω

∇uk ∇⊥v

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

∇uk ∇⊥(vm − v)
∣∣∣∣+ 0

≤ ‖∇uk‖L2(Ω) ‖∇⊥(vm − v)‖L2(Ω)

m→∞−−−−→ 0,also ∫

Ω

∇uk ∇⊥v = 0.Deshalb gilt ∣∣∣∣
∫

Ω

∇u · ∇⊥v

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

∇(u− uk) ∇⊥v

∣∣∣∣+ 0

≤ ‖∇(u− uk)‖L2(Ω) ‖∇v‖L2(Ω)

k→∞−−−−→ 0,also folgt ∫

Ω

∇u · ∇⊥v = 0.Analog (oder wegen ∇⊥u · ∇v = −∇u · ∇⊥v) erhalten wir au
h
∫

Ω

∇⊥u · ∇v = 0.
(iii) Es gilt bekanntli
h 1 ∈ C∞(Ω) und ∇1 = 0, und somit gilt, wegen ψ ∈ W 2,2Neu(Ω)

∫
△ψ · 1 = −

∫
∇ψ · ∇1 = 0womit (ii) s
hon bewiesen ist. 24.23 Proposition (∫ div = 0)Sei Ω ⊂ R2.

(i) Sei f ∈ W 2,2(Ω) und g ∈W 2,2Neu(Ω).Dann gilt ∫

Ω

div(f ∇g) = 0.
(ii) Es gilt für alle f ∈W 1,2(D2), ξ ∈ W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2)
∫

D2

div(f∇⊥ξ) = 0.Beweis. (i) Der Beweis folgt aus Lemma 4.10:
∫

Ω

div(f∇g) =

∫

Ω

∇f · ∇g +

∫
f △g

L.4.10
= −

∫
f △g +

∫

Ω

f △g

= 0,38



4.5 Spezielle Approximationen in W 2,2da
div(f ∇g) = ∇f · ∇g + f △g punktweise fast überall in Ω.

(ii) Es gilt ∫

D2

div(f∇⊥ξ) =

∫

D2

∇f · ∇⊥ξ
P.4.22
= 0.

24.5. Spezielle Approximationen in W
2,2Bekanntermaÿen entspri
ht für ein Gebiet Ω⊂⊂Rn mit glattem Rand der Raum W

1,2
0 (Ω) den Abbildungen

W 1,2(Ω) mit s
hwa
hen Nullrandwerten. Ebenso entspri
ht der Raum W 2,2 ∩W 1,2
0 (Ω) dem Raum von W 2,2-Abbildungen mit s
hwa
hen Nullrandwerten. Um Eigens
haften dieser Räume zu zeigen, ist es nützli
h klassis
heFunktionenräume zu �nden, wel
he di
ht enthalten sind. Im Fall W 1,2

0 (Ω) ist dies C∞
0 (Ω), wel
hes bezügli
hder W 1,2-Norm di
ht ist. Im Falle W 2,2 ∩W 1,2

0 (Ω) ist zu erwarten, dass die Menge der Abbildungen C∞(Ω)mit Nullrandwerten auf ∂Ω di
ht bezügli
h der W 2,2-Norm liegt. Um dies zu zeigen, approximieren wir f ∈
W 2,2 ∩W 1,2

0 (Ω) zum Beispiel über Faltungen dur
h gm ∈ C∞(Rn) in der W 2,2-Norm. Um nun die gewüns
htenApproximationen fm zu erhalten, lösen wir
{
△fm = △gm in Ω,
fm = 0 auf ∂Ωund betra
hten den Limes für m→∞.4.24 Lemma (Approximationen für W

2,2 ∩W
1,2
0
)Sei Ω⊂⊂Rn o�en, ∂Ω ∈ C∞ und f ∈W 2,2 ∩W 1,2

0 (Ω), dann existieren
gm ∈ C∞(Ω),
gm ≡ 0 auf ∂Ωmit gm m→∞−−−−→ f in W 2,2.Beweis. Da f ∈W 2,2(Ω), existieren fm ∈ C∞(Ω) mit (∂Ω ∈ C∞)

fm
m→∞−−−−→ f in W 2,2.Wir wählen gm ∈W 1,2

0 (Ω), so dass
△gm = △fm s
hwa
h in Ω. (4.18)Dies ist mögli
h, da fm ∈ C∞(Ω) ⊂ L2(Ω).Mit dem Satz von Friedri
hs für das globale Diri
hlet-Problem, Theorem 4.18, gilt dann

gm ∈ C∞ ∩W 1,2
0 (Ω)Dann folgt (siehe z.B. [Alt99℄ Theorem A 6.6, Seite 249 und Lemma A 6.10, Seite 255), dass

gm = 0 punktweise auf ∂Ω.Weiterhin erhalten wir
△(gm − f) = △gm −△f

(4.18)
= △(fm − f) punktweise fast überall in Ω.Damit folgt (wir bea
hten, dass f ∈W 2,2 ∩W 1,2
0 (Ω) und somit gültige Testfunktion)

∫

Ω

∇(gm − f) ∇(gm − f) = −
∫

Ω

△(fm − f) (gm − f),also gilt
‖∇(gm − f)‖2L2 ≤ ‖△(fm − f)‖L2 ‖gm − f‖L2.39



4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RÄUMEDa gm − f ∈ W 1,2
0 (Ω) sind die Voraussetzungen der Poin
aré-Unglei
hung, Lemma 4.1, erfüllt und als Kon-sequenz erhalten wir

‖∇(gm − f)‖2L2 ≤ C‖△(fm − f)‖L2 ‖∇(gm − f)‖L2,was wiederum
‖∇(gm − f)‖L2 ≤ C‖△(fm − f)‖L2 ≤ C‖fm − f‖W 2,2

m→∞−−−−→ 0impliziert. Es ergibt si
h folgli
h
gm

m→∞−−−−→ f in W 1,2(Ω).Um die W 2,2-Konvergenz zu erhalten, benutzen wir no
h einmal den Satz von Friedri
hs, Theorem 4.18, undwir erhalten
‖gm − f‖W 2,2(Ω) ≤ C(‖△(fm − f)‖L2 + ‖gm − f‖L2)

≤ C(‖fm − f‖W 2,2 + ‖gm − f‖W 1,2)

m→∞−−−−→ 0.Dies impliziert
gm

m→∞−−−−→ f in W 2,2(Ω).und damit ist die Behauptung bewiesen. 2Mit der glei
hen Idee beweisen wir ein ähnli
hes Resultat für Funktionen mit homogene Neumannrandwerten:4.25 Lemma (Approximationen für W
2,2Neu)Sei Ω⊂⊂Rn ein o�enes Gebiet mit ∂Ω ∈ C∞. Sei weiter f ∈W 2,2Neu(Ω). Dann existieren fm ∈ C∞(Ω)∩W 2,2Neu(Ω)mit fm m→∞−−−−→ f in W 2,2. Ist ∫Ωf = 0, so erhält man au
h ∫Ωfm = 0.Beweis. Ohne Eins
hränkung können wir annehmen, dass ∫

Ω
f = 0:Falls dies nämli
h ni
ht der Fall ist, so setzen wir g := f −
∫
Ω
f . Angenommen es existiert für g s
hon eineapproximierende Folge gm → g ∈ W 2,2(Ω), gm ∈ C∞(Ω) ∩W 2,2Neu(Ω). Dann approximieren wir f dur
h ϕm ∈

C∞(Ω) mit ϕm m→∞−−−−→ f in W 2,2 (mögli
h, da ∂Ω glatt) und setzen fm := gm +
∫
Ωϕm. Dann gilt

‖f − fm‖W 2,2(Ω) ≤ ‖(f −
∫

Ω

f)− gm‖W 2,2 + ‖
∫

Ω

f −
∫

Ω

ϕm‖W 2,2

≤ ‖g − gm‖W 2,2 − C
∫

Ω

|f − ϕm|

m→∞−−−−→ 0.Nun gilt ∇fm = ∇gm und damit ist die Behauptung au
h für f mit ∫
Ω
f 6= 0 gezeigt.Sei also ∫Ωf = 0. Wir wählen gm ∈ C∞(Ω), gm m→∞−−−−→ g in W 2,2.Insbesondere gilt dann ∫

Ω

△gm →
∫

Ω

△f P.4.22
= 0. (4.19)Es existiert ein fm ∈W 2,2Neu(Ω), ∫

Ω
fm = 0, s
hwa
he Lösung von

△fm := △gm −−
∫

Ω

△gm in Ω,da ∫
Ω
△gm −

∫
Ω
−
∫
Ω
△gm = 0 und da die re
hte Seite △gm − −

∫
Ω
△gm ∈ L2(Ω) liegt.Dann gilt zunä
hst mit dem Satz von Friedri
hs für homogene Neumannrandwerte, Theorem 4.19, da fm,40



4.6 Produktregeln für Sobolev-Funktionen
f ∈ W

2,2Neu(Ω) und △(fm − f) = △gm − −
∫
Ω
gm − △f , dann mit der Poin
aré-Unglei
hung (wir bea
hten:∫

Ωf =
∫
Ωfm = 0)

‖fm − f‖W 2,2 ≤ C(‖fm − f‖L2 + ‖△gm −
∫

Ω

△gm −△g‖L2)

≤ C(‖∇(fm − f)‖L2 + ‖△(gm − f)‖L2 +

∫

Ω

|△gm|)

≤ C(‖∇(fm − f)‖L2 + ‖gm − f‖W 2,2 +

∫

Ω

|△gm|). (4.20)Nun testen wir die PDE
△fm − f = △gm −△f −−

∫

Ω

△gm in Ωmit der Testfunktion ϕ := fm − f (geeignet, da die PDE s
hwa
h homogene Neumannrandwerte hat):
‖∇(fm − f)‖2L2(Ω) =

∫

Ω

△(fm − f) (fm − f)

= −
∫
△(gm − f −−

∫

Ω

△gm) (fm − f)

≤ (‖gm − f‖W 2,2 + C

∫

Ω

|△gm|) ‖fm − f‖L2,also mit der Poin
aré-Unglei
hung
‖∇(fm − f)‖L2 ≤ C(‖gm − f‖W 2,2 +

∫

Ω

|△gm|).Damit folgt aus der Abs
hätzung (4.20) unter Benutzung von (4.19)
‖fm − f‖W 2,2(Ω) ≤ C(‖∇(fm − f)‖L2 +

∫

Ω

|△gm|+ ‖gm − f‖W 2,2)

≤ C(‖gm − f‖W 2,2 +

∫

Ω

|△gm|)

m→∞−−−−→ 0.Damit ist die Konvergenz gezeigt. 24.6. Produktregeln für Sobolev-FunktionenIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir einige Produktregeln von Sobolev-Funktionen. Ein wi
htiges Hilfsmittelist dabei die Soboleveinbettung (für ein o�enes Gebiet Ω ⊂ Rn mit glattem Rand)
W k,p(Ω) →֒W l,q(Ω)für k ≥ l und k − n

p
≥ l − n

q
und die Morrey-Einbettung

W k,p(Ω) →֒ Cl,α(Ω)für k > l, 0 < α < 1 und k − n
p
≥ l + α. Hierbei ist Cl,α(Ω) der Raum der l-mal stetig di�erenzierbarenFunktionen f : Ω→ R, so dass für alle Multiindizes γ mit |γ| ≤ l gilt

sup
x,y ∈Ω

x 6=y

|∂γf(x)− ∂γf(y)|
|x− y|α <∞.Insbesondere gilt für n = 2, k ≥ 1

W k,2(Ω) →֒W k−1,4(Ω),
W k,1(Ω) →֒W k−1,2(Ω) und
W 2,2(Ω) →֒ C0, 12 (Ω) →֒ C0(Ω).41



4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RÄUME4.26 Proposition ((W 1,2 ∩ L∞) · (W 1,2 ∩ L∞), supp⊂⊂Ω)Seien u, v ∈ W 1,2 ∩ L∞(Ω) für ein Gebiet Ω ⊂ Rn mit ∂Ω ∈ C∞ und es gelte weiter supp(v)⊂⊂Ω. Dann ist
u · v ∈ W 1,2

0 ∩ L∞(Ω).Beweis. Da supp(v)⊂⊂Ω lässt si
h v dur
h Faltungen vm so approximieren, dass vm ∈ C∞
0 (Ω) und (für denFaltungskern η)

|vm(x)| ≤
∫

Ω

|η(y)||v(x + ty)| ≤ ‖v‖L∞C(η).Dann gilt
‖∇v u+ v ∇u−∇vm u+ vm ∇u‖L2(Ω) ≤ ‖∇(v − vm)‖L2 ‖u‖L∞ + ‖(v − vm)∇u‖L2

m→∞−−−−→ 0,denn (v − vm)∇u m→∞−−−−→ 0 punktweise fast überall in Ω, da v − vm m→∞−−−−→ 0 in L2. Weiter gilt |(v − vm)∇u| ≤
2C |v||∇u| ∈ L2(Ω) und somit folgt die Behaupung aus dem Satz über die majorisierte Konvergenz. 24.27 Lemma (W1,1 · (W1,2 ∩ L

∞) ⊂W
1,1, n = 2)Sei Ω⊂⊂R2, ∂Ω ∈ C∞. Sei weiter f ∈W 1,1(Ω) und g ∈ W 1,2 ∩ L∞. Dann ist

f · g ∈W 1,1(Ω).Beweis. Angenommen es gilt s
hon
∇(fg) = ∇f g + f ∇g im Distributionssinn,dann gilt o�enbar, wegen ∇f ∈ L1, g ∈ L∞, f ∈W 1,1 ⊂ L2 und ∇g ∈ L2, dass

∇(fg) ∈ L1.Weiter gilt für fm m→∞−−−−→ f , fm ∈ C∞ (wir bea
hten, dass für W 1,2 · C∞ s
hon die Produktregel gilt) für alle
ϕ ∈ C∞

0 (Ω)

|
∫

Ω

fg∇ϕ+

∫

Ω

(∇f g + f ∇g)ϕ| ≤
∫
|f − fm||g||∇ϕ|+

∫
|∇(f − fm)| |g| |ϕ|+

∫
|f − fm||∇g||ϕ|

≤ C‖f − fm‖L1‖g‖L∞‖∇ϕ‖L∞ + ‖∇(f − fm)‖L1 ‖g‖L∞ ‖ϕ‖L∞

+ ‖f − fm‖L2 ‖∇g‖L2 ‖ϕ‖L∞

≤ C‖f − fm‖W 1,1(‖g‖L∞ + ‖∇g‖L2)(‖ϕ‖L∞ + ‖∇ϕ‖L∞

m→∞−−−−→ 0,wobei wir die Einbettung W 1,1(Ω) →֒ L2 für n = 2 benutzen. 24.28 Lemma ((W1,2
0
∩W

2,2) ·W1,2 ⊂W
1,2
0
, n = 2)Sei f ∈W 1,2

0 ∩W 2,2(D2) und g ∈W 1,2(D2). Dann ist f · g ∈ W 1,2
0 (D2).Beweis. Wir wählen gm ∈ C∞ mit gm m→∞−−−−→ g in W 1,2.Da f ∈ W 2,2 ist f insbesondere stetig, und somit gilt (vgl. z.B. [Alt99℄ Theorem A 6.6, Seite 249 und LemmaA 6.10, Seite 255)

f = 0 auf ∂D2punktweise.Da gm ∈ C∞(D2), gilt somit
f · gm ≡ 0 auf ∂D2also gilt
f · gm ∈W 1,2

0 (D2).42



4.6 Produktregeln für Sobolev-FunktionenWeiter gilt dann
‖fgm − fg‖W 1,2 ≤ ‖f‖L∞ ‖gm − g‖L2 + ‖f‖L∞ ‖gm − g‖W 1,2 + ‖∇f‖L4 ‖gm − g‖L4

≤ C‖f‖W 2,2 ‖gm − g‖W 1,2

m→∞−−−−→ 0.Also konvergiert fgm m→∞−−−−→ fg inW 1,2, und daW 1,2
0 ein abges
hlossener Unterraum vonW 1,2 und fgm ∈W 1,2

0 ,gilt fg ∈ W 1,2
0 (D2). 24.29 Lemma (Multiplikation in W

2,2, W
2,2Neu, n = 2)Seien a, b in W 2,2(Ω) mit Ω⊂⊂R2, ∂Ω ∈ C∞. Dann gilt
a · b ∈W 2,2(Ω).Sind a, b ∈ W 2,2Neu, so gilt au
h
a · b ∈W 2,2Neu(Ω).Beweis. Es gilt na
h Soboleveinbettung und Morrey-Einbettung:

W 2,2 →֒ C0,α →֒ L∞stetig für 0 < α < 1 und
W 2,2 →֒W 1,4.Dann gilt zunä
hst

∇(ab) = ∇a b︸︷︷︸
L∞

+ a︸︷︷︸
L∞

∇b ∈ L2.und
∂ij(ab) = ∂ija b+ a ∂ijb+ ∂ia ∂jb+ ∂ja ∂ibim Distributionssinne, wie si
h lei
ht dur
h Approximation von a dur
h am ∈ C∞(Ω) zeigen lässt. Dies impliziert

‖∂ij(ab)‖L2 ≤ ‖∇2a‖L2‖b‖L∞ + ‖a‖L∞‖∇2b‖L2 + 2‖∇a‖L4 ‖∇b‖L4 <∞.Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen.Wir zeigen no
h die Neumannrandwerte: Für ϕ ∈ C∞(Ω) gilt (wir bea
hten, dass na
h Lemma 4.10 au
h
W 2,2-Funktionen als Testfunktionen zugelassen sind)

∫

Ω

∇(ab) · ∇ϕ =

∫
∇a · (b∇ϕ) +

∫
∇b · (a∇ϕ)

=

∫
∇a · ∇(bϕ) +

∫
∇b · ∇(aϕ)−

∫
∇a · ∇bϕ−

∫
∇b · ∇aϕ

= −
∫
△a bϕ−

∫
△b aϕ− 2

∫
∇a · ∇bϕ

= −
∫

Ω

△(ab)ϕ.Damit ist au
h der zweite Teil der Behauptung bewiesen. 24.30 Lemma (W1,2 ·W2,2 ⊂W
1,2, n = 2)Sei Ω⊂⊂R2 ein o�enes Gebiet mit ∂Ω ∈ C∞ und sei weiter f ∈W 1,2(Ω), g ∈W 2,2(Ω).Dann ist fg ∈ W 1,2(Ω).Beweis. Es gilt punktweise

∇(fg) = (∇f) g + f∇g ∈ L2,da aus der Morrey-Einbettung W 2,2 →֒ C0,α für ein kleines α > 0 folgt, dass g ∈ L∞ und man aus derSobolev-Einbettung ∇g, f ∈W 1,2 ⊂ L4 erhält. 243



4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RÄUME4.7. S
hwa
he W
1,2-Randwerte bei homogenen Diri
hlet- und NeumannranddatenIn diesem Abs
hnitt stellen wir zwei Ergebnisse zu Funktionen mit s
hwa
h homogenen Diri
hlet- bzw.Neumannranddaten vor: Für eine glatte Funktion u : D2 → R mit 0-Randwerten ist die Ableitung am Rand inRi
htung einer Tangente konstant 0. Ein ähnli
hes Ergebnis wollen wir au
h für s
hwa
he 0-Randwerte erhalten.Mit der glei
hen Idee, zeigen wir dann, dass s
hwa
he homogene Neumannrandwerte ni
hts anderes bedeuten,als dass die Funktion 〈∇f, ν〉 s
hwa
he 0-Randwerte annimmt - vorausgesetzt, dass diese Aussage sinnvollist, d.h. dass f mindestens in W 2,2 liegt, da s
hwa
he Randwerte von nur punktweise fast überall de�nierten

L2-Funktionen-Klassen keinen Sinn ma
hen. Im folgenden bezei
hnen wir mit
ν(x, y) :=

[
x

y

] , x, y ∈ R2die äuÿere Einheitsnormale an D2 und mit
τ(x, y) :=

[
−y
x

] , x, y ∈ R2die Einheitstangente gegen den Uhrzeigersinn an D2.4.31 Theorem (Gradient von W 2,2 ∩W 1,2
0 -Abbildungen steht senkre
ht auf Tangentialraum)Sei u ∈W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2). Dann ist 〈∇⊥u, ν〉 ∈ W 1,2
0 (D2).Beweis. Sei zunä
hst u ∈ C∞(D2), u = 0 auf ∂D2.Wir de�nieren die Kurve c(t) := (cos(t), sin(t))T . Dann ist c ∈ C∞((0, 2π),R2) und es gilt

u(c(t)) ≡ 0 für alle t ∈ [0, 2π].Also gilt
0 ≡ d

dt
u(c(t)) = −ux sin(t) + uy cos(t) = −〈(∇⊥u(cos(t), sin(t)),

[
cos(t)
sin(t)

]
〉für alle t ∈ (0, 2π). Wegen der Stetigkeit von ∇u folgt dies au
h für t = 0. Dann gilt für alle x, y mit (x, y) ∈ ∂D2

〈∇⊥u,

[
x

y

]
〉 = 0.Also gilt

〈∇⊥u,

[
x

y

]
〉 ∈ W 1,2

0 (D2).Sei nun u ∈ W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2).Na
h Lemma 4.24 existiert eine Approximation um ∈ C∞(D2) mit um m→∞−−−−→ u in W 2,2 und um punktweiseglei
h 0 auf ∂D2. Somit gilt

‖〈∇⊥u, ν〉 − 〈∇⊥um, ν〉‖W 1,2 ≤ C‖∇u− um‖W 1,2 ≤ C‖u− um‖W 2,2
m→∞−−−−→ 0.Also gilt wegen der Abges
hlossenheit von W 1,2

0 unter der W 1,2-Norm, dass
〈∇⊥u, ν〉 ∈ W 1,2

0 (D2)und damit ist der Satz bewiesen. 24.32 Theorem (Homogener Neumann-Randwert für W 2,2-Funktionen)Sei f ∈W 2,2Neu(D2). Dann gilt
〈∇f, ν〉 ∈W 1,2

0 (D2).Dies bedeutet im s
hwa
hen Sinne ∂f
∂ν

= 0 auf ∂D2. 44



4.7 S
hwa
he W 1,2-Randwerte bei homogenen Diri
hlet- und NeumannranddatenBeweis. Sei zunä
hst ohne Eins
hränkung ∫

D2

f = 0,denn falls ni
ht, gilt au
h
g := f −

∫

D2

f ∈ W 2,2Neu,da Konstanten egal sind, und es gilt
∇g = ∇f .Also rei
ht es, die Behauptung für ∫

D2f = 0 zu zeigen.Na
h Lemma 4.25 existiert jetzt ein fm ∈ C∞(D2) mit
〈∇fm, ν〉 = 0 auf ∂D2.Dann gilt
〈∇fm, ν〉 ∈W 1,2

0 (D2),und somit folgt wegen
‖〈∇fm, ν〉 − 〈∇f, ν〉‖W 1,2

0
≤ C‖fm − f‖W 2,2

m→∞−−−−→ 0und mit der Abges
hlossenheit von W 1,2
0 unter W 1,2-Konvergenz, dass

〈∇f, ν〉 ∈W 1,2
0 (D2).

45



5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNG5. Lineare Hodge-ZerlegungIn diesem Abs
hnitt wollen wir Abbildungen f : Ω→ Rn darstellen als Summe von Gradienten, z.B.
f = ∇F +∇⊥G in Ω.Insbesondere werden wir Bedingungen su
hen, dass

f = ∇F in Ωoder
f = ∇⊥G in Ωmit gewissen Randwerten für F bzw. G erfüllt ist.5.1. Di�erentialformen und Poin
aré-LemmaWir werden das so genannte Poin
aré-Lemma benötigen. Dazu führen wir zunä
hst einige dazu nötige Be-gri�i
hkeiten ein. Wir werden dabei na
h [For99℄, �19 vorgehen. Für eine allgemeinere Einführung auf Mannig-faltigkeiten siehe Abs
hnitt 11.Sei im folgenden V ein n-dimensionaler, reeller Vektorraum und V k = V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

k mal . Sei weiter eine orthonormaleBasis e1, . . . , en von V fest gewählt.5.1 De�nition (S
hiefsymmetris
he k-Form)Eine Abbildung ω : V k → R nennen wir eine s
hiefsymmetris
he (alternierende) k-Form oder au
h kurz k-Form,wenn folgendes gilt:� ω ist multilinear, d.h. linear in jedem Eintrag und� für eine Permutation σ von (1, . . . , k) mit Vorzei
hen sgnσ gilt
ω(v1, . . . , vk) = sgnσ ω(vσ(1), . . . , vσ(k)).Die Menge aller sol
hen alternierenden k-Formen bildet einen Vektorraum, den wir mit ΛkV bezei
hnen. Insbe-sondere ist dann Λ1V = V ∗ und wir setzen Λ0V := R.5.2 De�nition (Äuÿeres Produkt)Sei ω1 ∈ ΛkV und ω2 ∈ ΛlV . Wir de�nieren das äuÿere Produkt von k- und l-Formen
∧ : ΛkV × ΛlV → Λk+lV

∧(ω1, ω2) ≡ ω1 ∧ ω2für Vektoren v1, . . . , vk+l ∈ V :� Zunä
hst de�nieren wir für 1-Formen ϕ1, . . . , ϕm ∈ Λ1V , und für Vektoren v1, . . . , vm ∈ V , wobei m ≥ 1,
ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕm(v1, . . . , vm) := det




ϕ1(v1) . . . ϕ1(vm)... . . . ...
ϕm(v1) . . . ϕm(vm)


 .Es lässt si
h dann zeigen, vgl. zum Beispiel [DC94℄ �1, dass für eine Basis ϕ1, . . . , ϕn von V ∗

{ϕi1 ∧ . . . ∧ ϕik | 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n}eine Basis von ΛkV ist. 46



5.1 Di�erentialformen und Poin
aré-Lemma� Für f ∈ ΛkV und g ∈ ΛlV mit der Darstellung
f =

∑

1≤i1<...<ik≤p
fi1,...,ik ϕi1 ∧ . . . ∧ ϕikund

g =
∑

1≤j1<...<jl≤p
gj1,...,jl ϕj1 ∧ . . . ∧ ϕjlde�nieren wir dann

f ∧ g :=
∑

1≤i1<...<ik≤p

1≤j1<...<jl≤p

fi1,...,ik gj1,...,jl ϕi1 ∧ . . . ∧ ϕik ∧ ϕj1 ∧ . . . ∧ ϕjl .5.3 Proposition (Eigens
haft des äuÿeren Produktes)(vgl. Bemerkung 11.12 für diese Aussage im Kontext von Mannigfaltigkeiten.)Seien ω ∈ ΛkV und ψ ∈ ΛlV . Dann giltω ∧ ψ = (−1)klψ ∧ ω.5.4 De�nition (Duale Basis)Wir de�nieren die zu e1, . . . , en duale Basis dx1, . . . ,dxn in V ∗ dur
hdxj(ei) := δ
j
i =

{
1, falls j = i,
0, falls j 6= i.Da (ei)

n
i=1 eine Basis von V ist, lassen si
h die Abbildungen dxj dann eindeutig linear auf ganz V fortsetzen.5.5 BemerkungAus Proposition 5.3 folgt dann dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi, 1 ≤ i, j ≤ n,also insbesondere dxi ∧ dxi = 0, 1 ≤ i ≤ n.5.6 Proposition (Basisdarstellung von ΛkV )Es gilt, dass

{dxi1 ∧ . . . ∧ dxik | 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n}eine Basis von ΛkV ist.5.7 De�nition (Di�erentialformen)Sei U ⊂ Rn ein o�enes Gebiet und ω : U → ΛkV eine Abbildung.Na
h Proposition 5.6 lässt si
h dann ω eindeutig darstellen als
ω(x) =

∑

1≤i1<...<ik≤n
ωi1...ik(x) dxi1 ∧ . . . ∧ dxik , x ∈ U .Wir nennen ω eine Cl-k-Di�erentialform auf U , l ≥ 1, wenn ωi1...ik ∈ Cl(U) für alle 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n.5.8 De�nition (Äuÿere Ableitung)Sei f ∈ C1(U,R) für ein o�enes Gebiet U ⊂ Rn. Dann de�nieren wir die äuÿere Ableitung oder das Di�erentialdf von f als df :=

n∑

j=1

∂f

∂xj
dxj .Dann gilt df : U → Λ1V .Sei ω ein C1-k-Di�erentialform auf U mit der Darstellung

ω(x) =
∑

1≤i1<...<ik≤n
ωi1...ik(x) dxi1 ∧ . . . ∧ dxik x ∈ U .47



5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNGDann de�nieren wir die äuÿere Ableitung oder das Di�erential von ω alsdω(x) :=
∑

1≤i1<...<ik≤n
dωi1...ik(x) ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik x ∈ U .5.9 De�nition (Sternförmige und konvexe Mengen)Sei U ⊂ Rn eine ni
htleere Menge. Wir sagen, dass U sternförmig ist, falls es einen Punkt x ∈ U gibt, so dassfür alle Punkte y ∈ U gilt

λx + (1− λ)y ∈ U für alle λ ∈ [0, 1].Weiter nennen wir dann x einen Sternpunkt von U .Ist jeder Punkt in U ein Sternpunkt, so nennen wir U konvex.5.10 Proposition (Umgebungen und Auss
höpfung sternförmiger Mengen)Sei U ⊂ Rn eine o�ene Menge. Dann gilt:
(i) Ist U sternförmig, so ist Uδ := Bδ(U) ist sternförmig für alle δ > 0.

(ii) Ist U konvex, so ist U−δ := U ∩ {x ∈ Rn| dist(x, ∂U) > δ} konvex für alle δ mit U−δ 6= ∅.
(iii) Insbesondere lässt si
h jede o�ene, konvexe Menge U auss
höpfen dur
h o�ene, konvexe Mengen (Um)∞m=1mit

Um⊂⊂Um+1⊂⊂U für alle m ∈ Nund
∞⋃

m=1

Um = U ;
(iv) Jede o�ene, sternförmige Menge U lässt si
h dur
h o�ene, sternförmige Mengen auss
höpfen.5.11 BemerkungDie Aussage von Proposition 5.10 (ii) ist fals
h für sternförmige Mengen, wie Abbildung 5.1 verans
hauli
ht.PSfrag repla
ements

U−δ

δ Sternpunkte von U
Abbildung 5.1: Ein Beispiel für eine sternförmige Menge U , so dass U−δ ni
ht sternförmig ist für alle δ > 0.Beweis von 5.10: (i) Wir wählen einen Sternpunkt x von U . Dann ist dies au
h ein Sternpunkt von Uδ, dafür x′ ∈ Uδ ein x ∈ U existiert mit |x′ − x| < δ und somit gilt

|λx′ + (1 − λ)x− (λx + (1− λ)x)| ≤ |λ||x′ − x| < δ ∀λ ∈ [0, 1],also λx′ + (1− λ)x ∈ Uδ, da λx+ (1 − λ)x) ∈ U .48



5.1 Di�erentialformen und Poin
aré-Lemma
(ii) Sei also δ > 0 und U−δ ni
htleer. Seien weiter z1, z2 ∈ U−δ und λ ∈ (0, 1) gegeben. Dann setzen wir

z̃ := λz1 + (1− λ)z2. Es ist zu zeigen, dass z̃ ∈ U−δ.Angenommen es existiert ein y ∈ ∂U mit |z̃ − y| ≤ δ. Dann setzen wir −→v := y − z̃ und y1 := z1 + −→v ,
y2 := z2 + −→v . Wegen |−→v | ≤ δ gilt y1 = z1 + ṽ ∈ U , da z1 ∈ U und dist(z1, ∂U) > δ und analog y2 ∈ U(siehe Abbildung 5.1). Dann gilt aber λy1 + (1− λ)y2 ∈ U und wegen

λy1 + (1 − λ)y2 = λ(z1 + y − z̃) + (1− λ)(z2 + y − z̃) = ygilt s
hlieÿli
h y ∈ U , was wegen U o�en einen Widerspru
h zu y ∈ ∂U darstellt.
PSfrag repla
ements

y

< δ

z̃z1

−→v

z2

y1 y2

U

U−δ

δ

Abbildung 5.2: Zum Beweis, dass U−δ konvex ist, falls U konvex ist.
(iii) Ist U bes
hränkt, so wählen wir die Folge (U−δ)δ für δ ≪ 1 als Auss
höpfung. Dabei bea
hten wir, dasswegen der O�enheit von U ein δ0 > 0 existiert, so dass U−δ 6= ∅ für alle δ < δ0.Ist U unbes
hränkt, so wählen wir als Auss
höpfung die Folge (U−δ ∩ B 1

δ
(0))δ0>δ>0. Dies ist dann einekonvexe Auss
höpfung für δ hinrei
hend klein.

(iv) Sei U also eine o�ene und sternförmige Menge. Wir betra
hten wieder die Mengen (Uδ)0<δ≪1. Wie Ab-bildung 5.1 verans
hauli
ht, sind diese Uδ ni
ht notwendig sternförmig, also betra
hten wir einen stern-förmigen Teil von Uδ:Sei z ∈ U ein Sternpunkt von U . Da U o�en ist, existiert ein δ0, so dass z ∈ U−δ für alle δ < δ0. Sei abjetzt δ < δ0. Wir setzen die Menge Vδ ≡ Vδ(z), als die gröÿte Menge Vδ ⊂ U−δ, so dass z ∈ Vδ und Vδsternförmig bezügli
h z ist, also
Vδ := {x ∈ U−δ | ∀λ ∈ [0, 1] : λx + (1− λ)z ∈ U−δ} .

Vδ ist dann o�ensi
htli
h sternförmig. Weiter ist Vδ o�en, denn sei ein x ∈ Vδ, dann ist
xz := {λx+ (1− λ)z | λ ∈ [0, 1]} ⊂ U−δ.Nun ist xz kompakt und deshalb existiert ein ε > 0, so dass Bε(xz) ⊂ U−δ. Ist y ∈ Bε(x), so gilt

|λy + (1− λ)z − (λx+ (1− λ)z)| ≤ λ|y − x| < ε, für alle λ ∈ [0, 1].Daraus folgt, dass Bε(x) ⊂ Vδ ist, und somit ist Vδ o�en.Es bleibt no
h zu zeigen, dass Vδ ⊂ Vδ′ für δ > δ′ und dass U =
⋃
δ>0 Vδ.Zunä
hst ist klar, dass U =

⋃
δ>0 Vδ, denn einerseits ist Vδ ⊂ U und andererseits gilt für jedes x ∈ U , dass

xz ⊂ U und wegen der O�enheit von U und der Abges
hlossenheit von xz existiert dann ein U−δ, so dass
xz ⊂ U−δ.Seien δ > δ′ > 0 �xiert. Um Vδ ⊂ Vδ′ zu zeigen bea
hten wir zunä
hst, dass Vδ ⊂ Vδ′ und U−δ ⊂ U−δ′ .Sei ein x ∈ ∂Vδ. Dann existiert eine Folge (xk)

∞
k=1 ⊂ Vδ mit xk k→∞−−−−→ x, also gilt

|λx+ (1− λ)z − (λxk + (1 − λ)z)| ≤ |x− xk| k→∞−−−−→ 0, für alle λ ∈ [0, 1].Wegen λxk +(1−λ)z ∈ U−δ folgt daraus λx+(1−λ)z ∈ U−δ ⊂ U−δ′ für alle λ ∈ [0, 1]. Damit ist gezeigt,dass x ∈ Vδ′ , also folgt insgesamt Vδ ⊂ Vδ′ .Daraus können wir eine Auss
höpfung für U konstruieren: Ist U bes
hränkt, so ist Vδ bes
hränkt und49



5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNGsomit gilt Vδ⊂⊂Vδ′ für δ > δ′. Eine mögli
he Auss
höpfung in diesem Falle wäre also die Folge (V 1
k
)k. Ist

U unbes
hränkt, so ist Vδ im Allgemeinen ni
ht kompakt. Deshalb wählen wir als Auss
höpfung z.B. dieFolge (V 1
k
∩B 1

k
(z))k.

2Nun sind wir in der Lage, das Poin
aré-Lemma für Di�erentialformen zu formulieren:5.12 Lemma (Poin
aré-Lemma für Di�erentialformen)(vgl. [For99℄, �19, Satz 6, Seite 229 und De�nition auf Seite 225)Sei U ⊂ Rn ein sternförmiges Gebiet und ω eine in U stetig di�erenzierbare k-Form mit dω = 0. Dann existierteine stetig di�erenzierbare (k − 1)-Form σ auf U mit dσ = ω.5.2. ZerlegungssätzeEin erstes (lokales) Ergebnis, aber no
h ohne vorges
hriebene Randwerte, liefert das folgende5.13 Lemma (Existenz einer Stammfunktion)Sei Ω ⊂ Rn ein o�enes Gebiet, f ∈ Lq(Ω,Rn), 1 < q <∞. Es gelte, dass curl f = 0 s
hwa
h in Ω, d.h.
∫

Rn

fj ∂iϕ− fi ∂jϕ = 0, 1 ≤ i, j ≤ n, für alle ϕ ∈ C∞
0 (Ω). (5.1)Dann gilt:

(i) Ist Ω′⊂⊂Ω sternförmig und ∂Ω ∈ C0,1, dann existiert eine Stammfunktion F ∈ W 1,q(Ω′), d.h. eineAbbildung F : Ω′ → R mit s
hwa
her Ableitung ∇F : Ω′ → Rn und
∇F = f punktweise fast überall in Ω′.

(ii) Ist Ω sternförmig, so existiert eine Stammfunktion F ∈W 1,q
loc (Ω).Beweis. Zu (i): Sei ein Ω′⊂⊂Ω sternförmig gegeben. Nun wählen wir ein sternförmiges Ω′′⊂⊂Ω mit Ω′⊂⊂Ω′′,z.B. eine Umgebung Ω′′ := Bδ(Ω

′) für ein δ hinrei
hend klein, so dass Ω′′⊂⊂Ω (zur Sternförmigkeit verglei
heProposition 5.10).Wir bea
hten, dass Ω′′ somit insbesondere zusammenhängend ist (und deshalb die Poin
aré-Unglei
hung für
u− −

∫
Ω′′ u gilt).Sei η ∈ C∞

0 (B1(0)) ein Faltungskern, d.h. 0 ≤ η ≤ 1, ∫
B1(0)

η = 1. Wir de�nieren wie übli
h ηε(·) := 1
εn η

( ·
ε

).Sei jetzt ε < dist(Ω′′, ∂Ω). Wir betra
hten ηε ∗ f :=



ηε ∗ f1...
ηε ∗ fn


.Dann gilt curl (ηε ∗ f) = 0 punktweise in Ω′′,denn für alle ϕ ∈ C∞

0 (Ω′′)

∫
(ηε ∗ f)i∂jϕ =

∫ ∫
ηε(x− y) f i(y) dy ∂jϕ(x) dx

=

∫ ∫
ηε(x− y) ∂jϕ(x) dx f i(y) dy

= −
∫ ∫

∂xj
ηε(x− y) ϕ(x) dx f i(y) dy

=

∫ ∫
∂yj

ηε(x − y) ϕ(x) dx f i(y) dy(5.1)
=

∫ ∫
∂yiηε(x− y) f j(y) dy ϕ(x) dx

= · · · =
∫

(ηε ∗ f)j∂iϕ.Damit gilt wegen ηε ∗ f ∈ C∞(Ω′′),
∂i(ηε ∗ f)j − ∂j(ηε ∗ f)i = 0 punktweise in Ω′′, 1 ≤ i, j ≤ n,50



5.2 Zerlegungssätzealso
curl(ηε ∗ f) = 0 in Ω′′.Wir wenden das Poin
aré-Lemma für Di�erentialformen, Lemma 5.12, an und de�nieren dazu
ω :=

n∑

i=1

(ηε ∗ f)i dxi.Dann ist ω eine stetig di�erenzierbare 1-Form auf Ω′′, wel
hes na
h Voraussetzung sternförmig ist, und es giltdω B.5.5
=

∑

1≤i≤n

∑

j 6=i
∂j(ηε ∗ f)i dxj ∧ dxi

P.5.5
=

∑

1≤i≤n

∑

j>i

(∂j(ηε ∗ f)i − ∂i(ηε ∗ f)j) dxi ∧ dxj
= 0.Dann gibt es na
h Lemma 5.12 eine 0-Form Gε : Ω′′ → R mitdGε =

n∑

k=1

∂kG
ε dxk = ω =

n∑

k=1

(ηε ∗ f)k dxk.Mit der Eindeutigkeit der Darstellung in der Basis (dxk)k folgt damit
∂kG

ε = (ηε ∗ f)k, 1 ≤ k ≤ n,also, kompakter aufges
hrieben, gilt
∇Gε = ηε ∗ f in Ω′′und Gε ∈ C∞(Ω′′). Also ist Gε ∈ C∞(Ω′) ⊂ L1(Ω′) (insbesondere ist dann ∫Ω′ G

ε ∈ R).Nun de�nieren wir
F ε := Gε −−

∫

Ω′
GεDann gilt F ε ∈ C∞(Ω′) ⊂W 1,q(Ω′), und für alle ε≪ 1 gilt

∇F ε = ∇Gε −∇(−
∫

Ω′
Gε) = ∇Gε = ηε ∗ f punktweise in Ω′.Nun wollen wir die Poin
aré-Unglei
hung, Lemma 4.1, anwenden. Dazu de�nieren wir

K := {g ∈W 1,q(Ω′), −
∫

Ω′
g = 0},dann ist K ⊂ W 1,q(Ω′) ein abges
hlossener Kegel. Insbesondere gilt, falls ∇g = 0 und g ∈ K, wegen Ω′zusammenhängend, dass g ≡ const und somit g = 0. Es gilt weiter, dass F ε ∈ K für alle ε < dist(Ω′′, ∂Ω).Damit gilt na
h der Sobolev-Poin
aré-Unglei
hung, Lemma 4.1, wobei wir bea
hten, dass q > 1

‖F ε‖Lq(Ω′) ≤ C(Ω′, n, q) ≤ C‖∇F ε‖Lq(Ω′) = C‖ηε ∗ f‖Lq(Ω′) (5.2)und
‖F ε1 − F ε2‖Lq(Ω′) ≤ C‖∇F ε1 −∇F ε2‖Lq(Ω′) = C‖ηε1 ∗ f − ηε2 ∗ f‖Lq(Ω′). (5.3)Mit der Cau
hy-Folgeneigens
haft von (∇F ε)ε = (ηε ∗ f)ε in L

q
loc(Ω,R

n) ⊃ Lq(Ω′,Rn) ist au
h (F ε)ε eineCau
hy-Folge in Lq(Ω′). Deshalb ist (F ε)ε au
h eine Cau
hy-Folge in W 1,q(Ω′).Also konvergiert F ε ε→0−−−→ F in W 1,q für ein F ∈ Lq∗ ∩W 1,q(Ω′), −
∫
Ω′ F = 0, mit der Abs
hätzung

‖F‖Lq(Ω′) ≤ C(Ω′, n, q)‖f‖Lq(Ω′).51



5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNGDesweiteren gilt
‖∇F − f‖Lq(Ω′,Rn) ≤ ‖∇F − ηε ∗ f‖Lq + ‖ηε ∗ f − f‖Lq

= ‖∇F −∇F ε‖Lq + ‖ηε ∗ f − f‖Lq

≤ ‖F − F ε‖W 1,q(Ω′) + ‖ηε ∗ f − f‖Lq(Ω′,Rn)

ε→0−−−→ 0.Dies impliziert
∇F = f fast überall in Ω′.Es folgt also (i).Zu (ii). Sei Ω also sternförmig. Na
h Proposition 5.10 können wir dann (Ωi)i eine Folge sternförmiger ineinanderges
ha
htelter Mengen wählen, die Ω auss
höpfen, d.h. wir erhalten Ωi für i ≥ 1, so dass� Ωi⊂⊂Ω für alle i ≥ 1,� Ωi⊂⊂Ωi+1 für alle i ≥ 1 und� ⋃∞

i=1 Ωi = Ω.Na
h (i) existieren auf Ωi jeweils Stammfunktionen Gi ∈W 1,q ∩ Lq∗(Ωi), −
∫
Ωi
Gi = 0, also gilt

∇Gi = f punktweise fast überall in Ωi.Unser Ziel ist es nun, eine gemeinsame Stammfunktion auf ganz Ω zu bilden. Dazu beoba
hten wir zunä
hst,dass in Ωi gilt
∇(Gi −Gi+1) = f − f = 0.Somit gilt in Ωi, dass

Gi −Gi+1 = const =: c = −
∫

Ωi

cund deshalb
c = −

∫

Ωi

c = −
∫

Ωi

(Gi −Gi+1) = 0−−
∫

Ωi

Gi+1.Dies impliziert
Gi+1 = Gi +−

∫

Ωi

Gi+1 punktweise fast überall in Ωi.Wir de�nieren deshalb eine Folge von Korrekturtermen ci dur
h
c1 := 0,

ci+1 := −
∫

Ωi

Gi+1 + ci (5.4)bzw.
ci =

i−1∑

j=1

−
∫

Ωi−j

Gi−j+1. (5.5)Wir de�nieren Fi ∈ W 1,q ∩ Lq∗(Ωi) dur
h
Fi := Gi − ci in Ωi. (5.6)Dann gilt

∇(Fi+1 − Fi) = (f − f) = 0 punktweise fast überall in Ωi.52



5.2 ZerlegungssätzeDemzufolge gilt punktweise fast überall in Ωi (wir bea
hten: Ωi ist zusammenhängend)
Fi+1 − Fi ≡ c = −

∫

Ωi

c = −
∫

Ωi

(Fi+1 − Fi)(5.6)
= −

∫

Ωi

Gi+1 − ci+1 −−
∫

Ωi

Gi

︸ ︷︷ ︸
=0

+ci

= −
∫

Ωi

Gi+1 + ci − ci+1
(5.4)
= 0.Also stimmen Fi und Fi+1 punktweise fast überall in Ωi überein, und somit gilt für k ≥ i punktweise fast überallin Ωi (wir bea
hten: Ωj ⊃ Ωi für j ≥ i)

Fk − Fi =

k−1∑

j=i

Fj+1 − Fj︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.Deshalb ist die Funktion F de�niert dur
h
F (x) := Fi(x) für ein i mit x ∈ Ωipunktweise fast überall wohlde�niert und F ∈ W 1,q

loc (Ω). 25.14 Bemerkung� Insbesondere erhalten wir die Aussage (ii) für o�ene und konvexe Mengen Ω.� Ein ähnli
hes Resultat erhalten wir au
h für div f = 0.5.15 Lemma (Hodge-Zerlegung ohne harmonis
hen Term)(vgl. [IM01℄, Chapter 10, Glei
hung (10.4))Sei Ω⊂⊂R2 ein o�enes Gebiet, ∂Ω ∈ C∞. Sei weiter ein f ∈ W k,2(Ω,R2), k ≥ 0. Dann existieren h1, h2

∈ W k+1,2(Ω,R) mit
f = ∇h1 +∇⊥h2 punktweise fast überall in Ω.Beweis. Sei also f ∈ W k,2, k ≥ 0. Dann existieren Lösungen g1, g2 zunä
hst in W 1,2

0 (Ω,R2) von
△gi = f i, in Ω, i = 1, 2.Mit dem Regularitätssatz von Friedri
hs, folgt dann, dass g1, g2 ∈ W k+2,2(Ω) und dass die PDE punktweisefast überall erfüllt ist, d.h. es gilt
∂xxg

1 + ∂yyg
1 = f1 und

∂xxg
2 + ∂yyg

2 = f2 punktweise fast überall in Ω.Umges
hrieben ist dies (wir bea
hten: ∂xyh = ∂yxh für W 2,2-Abbildungen)
∂x(∂xg

1 + ∂yg
2)− ∂y(−∂yg1 + ∂xg

2) = f1und
∂y(∂xg

1 + ∂yg
2) + ∂x(−∂yg1 + ∂xg

2) = f2 punktweise fast überall in Ω.Dies wiederum bedeutet mit
h1 := ∂xg

1 + ∂yg
2 = div(g)und

h2 := −∂yg1 + ∂xg
2,dass

∇h1 +∇⊥h2 = f punktweise fast überall in Ωund es gilt h1, h2 ∈W k+2−1,2(Ω) = W k+1,2(Ω). 253



5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNG5.16 Lemma (Hodge-Zerlegung mit harmonis
hem Term)Sei f ∈ W 1,2(D2,R2), dann existiert ein F ∈ W 2,2(D2), G ∈ W 2,2(D2) und ein H ∈ C∞(D2,R2) ∩W 1,2(D2)mit divH = 0, curlH = 0 und △H = 0 in D2, so dass
f = ∇F +∇⊥G+H punktweise fast überall in D2 (5.7)Weiter gilt, dass für jede derartige Zerlegung

△F = div f punktweise fast überall in D2 (5.8)und
△G = curl f punktweise fast überall in D2, (5.9)impliziert, d.h. die Darstellung ist eindeutig für vorgegebene Randwerte von F und G.Beweis. Wir erhalten F und G ∈W 2,2 dur
h eine Lösung der PDE

△F = div f in D2und
△G = curl f in D2indem wir z.B. den s
hwa
hen Randwert 0 vors
hreiben. Mögli
h ist dies, da div f , curl f ∈ L2(D2).Wir beoba
hten nun, dass für H ∈W 1,2(D2,R2),
H := f −∇F −∇⊥G,punktweise fast überall divH = 0 und curlH = 0 gilt.Daraus folgt punktweise fast überall in D2

∂xH
1 = −∂yH2, wegen divH = 0 und

∂yH
1 = ∂xH

2, wegen curlH = 0.Damit folgt für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2) (wir bea
hten, dass au
h ∂xϕ ∈ C∞

0 (D2), also gültige Testfunktion fürAbleitungen in W 1,2) ∫

D2

H1△ϕ =

∫

D2

H1 ∂x(∂xϕ) +

∫

D2

H1 ∂y(∂yϕ)

= −
∫

D2

∂xH
1 ∂xϕ−

∫

D2

∂yH
1 ∂yϕ

= +

∫

D2

∂yH
2∂xϕ−

∫

D2

∂xH
2∂yϕ

= −
∫

D2

H2∂y∂xϕ+

∫

D2

H2∂x∂yϕ

=

∫

D2

H2(∂y∂xϕ− ∂x∂yϕ)

= 0,also folgt mit dem Lemma von Weyl, Lemma 4.16, △H1 = 0 und H1 ∈ C∞(D2).Analog folgt △H2 = 0 und H2 ∈ C∞(D2) und wir haben eine Darstellung wie in (5.7) gefunden.Weiter gilt für jede derartige Darstellung (5.7) dur
h anwenden von div und curl, die PDEs (5.8) und (5.9). 25.17 BemerkungIst f ∈ W 1,2(D2,Rz) und div f = 0, so �nden wir mit Lemma 5.16 ein G ∈ W 2,2 ∩ W 1,2
0 (D2) und ein

H ∈ C∞(D2) ∩W 1,2(D2), so dass
f = ∇⊥G+H .Wenden wir das Lemma 5.12 auf H an (wir bea
hten, dass divH = 0 und gehen wie in Beweis zu Lemma 5.13vor), so erhalten wir, dass H = ∇⊥H̃ in D2. Na
h De�nition G̃ := G+ H̃ liefert dies
f = ∇⊥G̃für ein G̃ ∈W 2,2

loc (D2). Insbesondere lässt si
h a priori für ein sol
hes G̃ keine Aussage über Randwerte tre�en,da diese ni
ht einmal existieren müssen. 54



5.2 ZerlegungssätzeUm tatsä
hli
h eine �s
höne� Stammfunktion zu bekommen, wollen wir das obige Lemma 5.16 anwenden. Dafürmüssen wir Randwerte vors
hreiben, die H = 0 garantieren:5.18 Lemma (Vers
hwinden des harmonis
hen Terms)Sei h ∈ C∞(D2,R2) und div h = 0 und curlh = 0.Weiter gelte 〈ν, h〉 ∈ W 1,2
0 (D2) oder 〈τ, h〉 ∈ W 1,2

0 (D2), wobei ν(x, y) :=

[
x

y

] die äuÿere Einheitsnormale und
τ(x, y) :=

[
−y
x

] eine Tangente an D2 ist.Dann ist h ≡ 0.Beweis. Sei also h ∈ C∞(D2,R2) wie in der Voraussetzung gegeben.Wir betra
hten zunä
hst nur den Fall 〈ν, h〉 ∈ W
1,2
0 (D2).Zunä
hst folgt aus div h = 0 und curlh = 0, dass

△h = 0 komponenten- und punktweise in D2, denn es gilt
h1
xx + h1

yy = div

[
h1
x

h1
y

]
= div

[
−h2

y

h2
x

]
= −h2

xy + h2
yx = 0und

h2
xx + h2

yy = div

[
h2
x

h2
y

]
= div

[
h1
y

−h1
x

]
= h1

yx − h1
xy = 0.Weiter gilt punktweise in D2

△〈
[
x

y

]
, h〉 = △(xh1 + yh2) = x · △h1 + 2h1

x + y · △h2 + 2h2
y = x△h1 + y△h2 + 2(div h) = 0.Da aber 〈[x

y

]
, h〉 ∈ W 1,2

0 (D2), gilt mit der Eindeutigkeit der Lösung elliptis
her Randwertprobleme für vorge-gebene (s
hwa
he) Diri
hlet-Randwerte, dass
〈
[
x

y

]
, h〉 ≡ 0 in D2.Wir haben also eine C∞-Vektorfunktion, für die punktweise in D2 gilt
div h ≡ 0,
curlh ≡ 0,
〈
[
x

y

]
, h〉 ≡ 0,das heiÿt

0 = div h = h1
x + h2

y, (5.10)
0 = curlh = −h1

y + h2
x (5.11)und

xh1 + yh2 ≡ 0.Damit folgt für x 6= 0

h1(x, y) = − y
x
h2(x, y) (5.12)und somit aus (5.10)

0 = ∂x(−
y

x
h2) + h2

y

=
y

x2
h2 − y

x
h2
x + h2

y

(5.13)55



5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNGund aus (5.11)
0 = −∂y(−

y

x
h2) + h2

x

=
1

x
h2 +

y

x
h2
y + h2

x,also
h2
x = −(

1

x
h2 +

y

x
h2
y), (5.14)oder (hier müssen wir no
h y 6= 0 voraussetzen)

h2
y = −(h2

x +
1

x
h2)

x

y
= −x

y
h2
x −

1

y
h2. (5.15)Die Glei
hungen (5.14) und (5.15) setzen wir in die Glei
hung (5.13) ein:Für (5.14) eingesetzt in (5.13) ergibt si
h dann

0 =
y

x2
h2 +

y

x
(
1

x
h2 +

y

x
h2
y) + h2

y

= 2
y

x2
h2 + (

y2

x2
+ 1)h2

y.Da x2 6= 0 folgt
0 = 2yh2 + (x2 + y2)h2

y,also
h2
y = − 2y

x2 + y2
h2.Nun ist die re
hte Seite vx(y, h2) = − 2y

x2+y2h
2 für jedes feste x 6= 0 eine glatte Abbildung. Somit können wirdiese homogene ODE von h2(x, ·) für x 6= 0 (bis auf die Multiplikation mit einer Konstanten) eindeutig lösen:

h2(x, y) = C(x)
1

x2 + y2
(x, y) ∈ D2, x 6= 0.Andererseits ergibt (5.15) eingesetzt in (5.13) für x, y 6= 0

0 =
y

x2
h2 − y

x
h2
x + (−x

y
h2
x −

1

y
h2)

= (
y

x2
− 1

y
)h2 − (

y

x
+
x

y
)h2
x.Na
h Multiplikation mit x2y 6= 0 erhält man

0 = (y2 − x2)h2 − (y2x+ x3)h2
x,also

h2
x =

y2 − x2

x(x2 + y2)
h2.Dies ist eine homogene ODE von h(·, y) mit re
hter Seite wy(x, h2) = y2−x2

x(x2+y2)h
2. Die re
hte Seite ist auf derMenge (−

√
1− y2,

√
1− y2)\{0} glatt. Somit erhalten wir8
h2(x, y) = C(y, sgn(x))

x

x2 + y2
für alle (x, y) ∈ D2 mit x, y 6= 0.8Sei dazu y ∈ (−1, 1)\{0} �xiert. Für jedes x ∈ (−

p

1 − y2,
p

1 − y2)\{0} existiert eine o�enes Intervall I ⊂ (−
p

1 − y2,
p

1 − y2)um x auf dem die re
hte Seite Lips
hitz-stetig bis auf den Rand ist. Somit existiert eine bis auf eine multiplikative Konstanteeindeutige Lösung
h2(x, y) = C(y, I)

x

x2 + y2
x ∈ I. (5.16)Wir erhalten somit die Lösungss
har

h2(x, y) = C+(y)
x

x2 + y2
x ∈ (0,

p

1 − y2)und
h2(x, y) = C−(y)

x

x2 + y2
x ∈ (−

p

1 − y2, 0).56



5.2 ZerlegungssätzeAuf der Menge {x > 0} ∩ {y 6= 0} ∩D2 müssen diese beiden Funktionen glei
h sein, d.h. es muss gelten
C(y)

x

x2 + y2
= h2(x, y) = C(x)

1

x2 + y2
,also

C(y) =
C(x)

x
für alle (x, y) ∈ D2 mit x > 0, y 6= 0und deshalb

C(y) =
C(x)

x
= const =: C.Also gilt

C(y) = Cund
C(x) = C · xund wir erhalten

h2(x, y) =
x

x2 + y2
· C für alle (x, y) ∈ D2 mit x > 0, y 6= 0.Dann ist aber h2 dann und nur dann stetig in die Null fortsetzbar, wenn C = 0 ist.Analoges erhält man für den Fall (x < 0, y 6= 0) und somit folgt wegen der Voraussetzung h2 ∈ C∞(D2)

h2 ≡ 0,also mit (5.12)
h1 ≡ 0und die Behauptung ist gezeigt für den Fall 〈h, ν〉 ∈ W 1,2

0 (D2).Für den Fall 〈h, τ〉 ∈ W 1,2
0 (D2) gehen wir wie folgt vor:Wir de�nieren h̃ dur
h

h̃1 := h2,und
h̃2 := −h1.Dann gilt

〈ν, h̃〉 = xh̃1 + yh̃2 = xh2 − yh1 = 〈τ, h〉und
div(h̃) = curl(h) = 0,sowie

curl(h̃) = − div(h) = 0.Weiter gilt h̃ ∈ C∞, und somit folgt mit obiger Re
hnung
h̃ ≡ 0und deshalb
h ≡ 0.Damit ist au
h dieser Teil bewiesen. 25.19 Theorem (Hodge-Zerlegung für Abbildungen mit vorges
hriebenen Randwerten)Sei f ∈W 1,2(D2,R2) und es gelte (α) oder (β):

(α) 〈f, τ〉 ∈ W 1,2
0 (D2) und ∫

D2 curl f = 0,
(β) 〈f, ν〉 ∈W 1,2

0 (D2) und ∫
D2 div f = 0. 57



5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNGDabei ist ν(x, y) :=

[
x

y

] die Einheitsnormale an ∂D2 und τ(x, y) :=

[
−y
x

] die Einheitstangente gegen denUhrzeigersinn an ∂D2.Dann existieren F , G ∈W 2,2(D2) mit
f = ∇F +∇⊥G,wobei im Fall (α) G ∈W 2,2Neu(D2), ∫

D2G = 0 und F ∈W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2) undim Fall (β) G ∈W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2) und F ∈ W 2,2Neu(D2), ∫
D2F = 0 gilt.Die jeweilige Darstellung ist eindeutig, und es gilt punktweise fast überall in D2

△F = div fund
△G = curl f .Weiterhin sind die Abbildungen

f 7→ Fund
f 7→ Glinear und stetig als Abbildungen

{
f ∈ W 1,2(D2,R2) | f erfüllt (α)

}
→W 2,2(D2),beziehungsweise {

f ∈ W 1,2(D2,R2) | f erfüllt (β)
}
→W 2,2(D2),und es gelten die Abs
hätzungen

‖F‖W 2,2(D2) ≤ C‖ div f‖L2(D2) (5.17)und
‖G‖W 2,2(D2) ≤ C‖ curl f‖L2(D2), (5.18)sowie
‖F‖W 1,2(D2) ≤ C‖f‖L2(D2) (5.19)und
‖G‖W 1,2(D2) ≤ C‖f‖L2(D2). (5.20)Speziell gilt:

(i) Ist div f = 0 und 〈f, ν〉 ∈W 1,2
0 (D2), so ist f = ∇⊥G für G aus dem Fall (β);

(ii) ist div f = 0, 〈f, τ〉 ∈ W 1,2
0 (D2) sowie ∫

D2 curl f = 0, so ist f = ∇⊥G für G aus dem Fall (α);
(iii) ist curl f = 0 und 〈f, τ〉 ∈W 1,2

0 (D2), so ist f = ∇F für F aus dem Fall (α);
(iv) ist curl f = 0, 〈f, ν〉 ∈ W 1,2

0 (D2) sowie ∫
D2 div f = 0, so ist f = ∇F für F aus dem Fall (β).Beweis. Zur Existenz:Da f ∈W 1,2(D2,R2) ist, existieren curl f und div f als L2-Funktionen.Wir wählen F ∈W 2,2(D2) und G ∈ W 2,2(D2) dur
h

(α) F ∈W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2) die Lösung von

{
△F = div f in D2,
F = 0 auf ∂D2

(5.21)und G ∈ W 2,2Neu(D2), ∫
D2G = 0 die Lösung von

{
△G = curl f in D2,
∂
∂ν
G = 0 auf ∂D2. (5.22)58



5.2 ZerlegungssätzeZur Existenz von F und G bea
hten wir, dass div f , curl f ∈ L2 ist und somit F ∈ W
1,2
0 (D2) na
hLemma 4.13 als s
hwa
he Lösung von (5.21) und G ∈ W 1,2(D2) na
h Lemma 4.14 als s
hwa
he Lösungvon (5.22) existieren. Aus Theorem 4.18 folgt nun, dass F au
h in W 2,2(D2) und aus Theorem 4.18 folgt,dass G ∈ W 2,2Neu(D2) ist.

(β) Analog zu (α), mit vertaus
hten Rollen von F und G wählen wir G ∈ W 2,2∩W 1,2
0 (D2) und F ∈ W 2,2Neu(D2),∫

D2F = 0, so dass {
△F = div f in D2,
∂
∂ν
F = 0 auf ∂D2und {

△G = curl f in D2,
G = 0 auf ∂D2.Nun de�nieren wir

H := f −∇⊥G−∇F .Dann gilt H ∈ W 1,2(D2,R2) und wie im Beweis zu Lemma 5.16 gilt H ∈ C∞(D2,R2), △H = 0, divH = 0 und
curlH = 0. Weiter gilt:
(α) Punktweise

〈H, τ〉 = 〈f, τ〉 − 〈∇⊥G, τ〉 − 〈∇F, τ〉

= 〈f, τ〉 − 〈∇G, ν〉+ 〈∇⊥F, ν〉.Nun gilt na
h Theorem 4.32, dass wegen G ∈ W 2,2Neu au
h 〈∇G, ν〉 ∈ W 1,2
0 (D2) gilt, sowie na
h Theorem4.31, dass wegen F ∈ W 2,2 ∩ W 1,2

0 (D2) gilt: 〈∇⊥F, ν〉 ∈ W
1,2
0 (D2). Mit der Voraussetzung 〈f, τ〉 ∈

W
1,2
0 (D2) folgt somit

〈H, τ〉 ∈ W 1,2
0 (D2)und somit na
h Lemma 5.18, dass

H ≡ 0.
(β) Analog zu (α) gilt punktweise

〈H, ν〉 = 〈f, ν〉 − 〈∇⊥G, ν〉 − 〈∇F, ν〉.Aus Theorem 4.32 und Theorem 4.31 folgt wieder, dass 〈∇F, ν〉 ∈ W 1,2
0 (D2) und 〈∇⊥G, ν〉 ∈ W 1,2

0 (D2).Somit folgt au
h jetzt
〈H, ν〉 ∈ W 1,2

0 (D2)und somit na
h Lemma 5.18, dass
H ≡ 0.Also gilt in beiden Fällen (α) und (β)

f = ∇⊥G+∇F punktweise fast überall in D2.Zur Eindeutigkeit:Nehmen wir zwei Darstellungen
f = ∇⊥G1 +∇F1und
f = ∇⊥G2 +∇F2mit F1, F2, G1, G2 ∈W 2,2 und F1, F2, sowie G1, G2 den glei
hen Randwerten aus (α) oder (β).Dann gilt

∇⊥(G1 −G2) +∇(F1 − F2) = 0und somit
0 = div(∇⊥(G1 −G2) +∇(F1 − F2)) = △(F1 − F2),59



5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNGworaus wegen der glei
hen Randwerte folgt
F1 = F2und

0 = curl(∇⊥(G1 −G2) +∇(F1 − F2)) = △(G1 −G2)und somit wieder
G1 = G2.Damit ist die Darstellung eindeutig.Zur Linearität:Die Linearität folgt sofort aus der Eindeutigkeit, denn im Fall (α) gilt für Funktionen f1, f2 ∈ W 1,2(D2,Rz),wel
he (α) erfüllen, und λ1, λ2 ∈ R

〈τ, λ1f1 + λ2f2〉 = λ1〈τ, f1〉+ λ2〈τ, f2〉 ∈ W 1,2
0 (D2),und analog gilt im Fall (β) für Funktionen f1, f2 ∈W 1,2(D2,Rz), wel
he (β) erfüllen, und λ1, λ2 ∈ R

〈ν, λ1f1 + λ2f2〉 = λ1〈ν, f1〉+ λ2〈ν, f2〉 ∈ W 1,2
0 (D2).Somit gilt für G,F �Lösung� zu λ1f1 + λ2f2, G1, F1 Lösung zu f1 und G2, F2 Lösung zu f2

λ1∇⊥G1 + λ2∇⊥G2 + λ1∇F1 + λ2∇F2 = λ1f1 + λ2f2 = ∇⊥G+∇F ,und wegen der Eindeutigkeit folgt
λ1G1 + λ2G2 = Gsowie
λ1F1 + λ2F2 = F .Also folgt die Linearität.Zu den Abs
hätzungen (5.17) und (5.18):Zunä
hst bea
hten wir, dass in beiden Fällen (α) und (β) die Poin
aré-Unglei
hung, Lemma 4.1, sowohl auf

F als au
h auf G angewendet werden kann, da sowohl W 1,2
0 (D2) als au
h {f ∈W 1,2(D2) |

∫
D2f = 0} geeigneteKegel sind. Weiter gilt in beiden Fällen (α), (β), dass wir die de�nierenden partiellen Di�erentialglei
hungenvon F und G mit F bzw. G testen können.Testen wir die Di�erentialglei
hung von G mit G so erhalten wir

∫

D2

∇G · ∇G = −
∫

D2

(curl f) G,also
‖∇G‖2L2 ≤ ‖ curl f‖L2 ‖G‖L2,woraus folgt

‖G‖W 1,2(D2)

L.4.1
≤ C‖∇G‖L2 ≤ C‖ curl f‖L2(D2).In analoger Weise erhalten wir
‖F‖W 1,2 ≤ C‖ div f‖L2 .Mit dem Satz von Friedri
hs, Theorem 4.18 bzw. Theorem 4.19, folgt nun

‖G‖W 2,2(D2) ≤ C(‖△G‖L2(D2) + ‖G‖L2(D2)) ≤ C‖ curl f‖L2(D2)und analog
‖F‖W 2,2(D2) ≤ C‖ div f‖L2(D2).Zur den Abs
hätzungen (5.19) und (5.20)Wir rufen uns in Erinnerung, dass für f ∈W 1,2(D2) gilt

∫

D2

f ∂iϕ = −
∫

D2

∂if ϕ für alle ϕ ∈W 1,2
0 (D2). (5.23)Nun erhalten wir: 60



5.2 Zerlegungssätze(α) Wegen F ∈ W 1,2
0 (D2) und f ∈W 1,2(D2) gilt

∫

D2

(div f)F
(5.23)
= −

∫

D2

f ∇F .Deshalb gilt, wenn wir die s
hwa
he PDE △F = div f mit F testen (au
h hier benutzen wir wieder, dass
F ∈W 1,2

0 (D2)) ∫

D2

∇F · ∇F PDE
= −

∫

D2

(div f)F =

∫

D2

f ∇Fund es folgt
‖∇F‖2L2 ≤ ‖f‖L2 ‖∇F‖L2und somit gilt

‖F‖W 1,2

L.4.1
≤ ‖∇F‖L2 ≤ ‖f‖L2.Mit s
hwa
hem Gauÿ, Lemma 4.5, gilt wegen 〈f, τ〉 ∈ W 1,2

0 und G ∈W 1,2(D2), dass
∫

D2

(curl f) G = −
∫

D2

f∇⊥G.Nun testen wir die PDE △G = curl f mit G
∫

D2

∇G · ∇G = −
∫

D2

curl f G =

∫

D2

f∇⊥G.Also folgt
‖∇G‖2L2 ≤ ‖f‖L2 ‖∇G‖L2und deshalb mit der Poin
aré-Unglei
hung

‖G‖W 1,2(D2) ≤ C‖∇G‖L2(D2) ≤ C‖f‖L2(D2).
(β) Wir re
hnen analog zu (α) mit vertaus
hten Rollen von G und F : Wegen G ∈W 1,2

0 (D2) und f ∈W 1,2(D2)gilt ∫

D2

(curl f)G = −
∫

D2

f ∇⊥G,und dur
h Testen der PDE △G = curl f mit G erhalten wir dur
h Anwendung der Poin
aré-Unglei
hung
‖G‖W 1,2 ≤ ‖∇G‖L2 ≤ ‖f‖L2.Zu F betra
hten wir, dass mit s
hwa
hem Gauÿ, Lemma 4.5, wegen 〈f, ν〉 ∈ W 1,2

0 (D2) und F ∈W 1,2(D2),dass ∫

D2

(div f) F = −
∫

D2

f∇Fund somit folgt analog zum Fall (α), dass
‖F‖W 1,2(D2) ≤ C‖∇F‖L2(D2) ≤ C‖f‖L2(D2).Zum Fall div f = 0 oder curl f = 0:

(i) Ist div f = 0 und 〈f, ν〉 ∈ W
1,2
0 (D2), dann ist Fall (β) erfüllt und wegen div f = 0 gilt wegen derAbs
hätzung (5.17) F = 0, also f = ∇⊥G.

(ii) Ist div f = 0, 〈f, τ〉 ∈ W 1,2
0 (D2) sowie ∫

D2 curl f = 0, dann ist Fall (α) erfüllt und wegen div f = 0 giltwegen der Abs
hätzung (5.17) F = 0, also f = ∇⊥G.
(iii) Ist curl f = 0 und 〈f, τ〉 ∈ W

1,2
0 (D2), dann ist Fall (α) erfüllt und wegen curl f = 0 gilt wegen derAbs
hätzung (5.18) G = 0, also f = ∇F . 61



5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNG
(iv) Ist curl f = 0, 〈f, ν〉 ∈ W 1,2

0 (D2) sowie ∫
D2 div f = 0, dann ist Fall (β) erfüllt und wegen curl f = 0 giltwegen der Abs
hätzung (5.18) G = 0, also f = ∇F .Damit ist der Satz bewiesen. 25.20 BemerkungEs lässt si
h dur
h Approximation eine ähnli
he Aussage für alle f ∈ L2(D2,R2) mit div f = 0 erhalten, nämli
hdass

f = ∇⊥Gfür ein G ∈ W 1,2, so dass für alle ϕ ∈ C∞(D2)

∫

D2

∇G · ∇ϕ =

∫

D2

f∇⊥ϕ.Wir bea
hten nun, dass daraus ni
ht folgt, dass
∫

D2

∇G · ∇ϕ = −
∫

D2

curl(f)ϕ,d.h. für f ∈W 1,2, div f = 0, erhalten wir daraus ni
ht die (stärkere) Aussage
f = ∇⊥Gfür ein G ∈ W 2,2Neu, denn es gilt �ans
hauli
h� mit Gauÿ

∫

D2

∇G · ∇ϕ =

∫

D2

f∇⊥ϕ = −
∫

D2

curl fϕ+

∫

∂D2

〈f, τ〉ϕfür die Einheitstangente τ gegen den Uhrzeigersinn an ∂D2. Somit kommen wir wieder zurü
k auf die Forderungaus Theorem 5.19, dass 〈f, τ〉 = 0 auf dem Rand sein muss.5.21 Korollar (Hodge-Zerlegung bei Mis
htermen)Sei f ∈W 1,2
0 (D2) und g ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2). Weiter gelte div((∇f) g) = 0, d.h. für alle ϕ ∈ C∞

0 (D2) gelte
∫

D2

(∇f) g ∇ϕ = 0. (5.24)Dann gibt es ein G ∈ W 1,2(D2), so dass
∇⊥G = (∇f)gund 




△G = −∇⊥f · ∇g in D2

∂
∂ν
G = 0 auf ∂D2

∫
D2G = 0,das heiÿt für alle ϕ ∈ C∞(D2) gilt ∫

D2

∇G · ∇ϕ =

∫

D2

∇⊥f · ∇g ϕ.Beweis. Da f ∈W 1,2
0 (D2) ist, existieren fm ∈ C∞

0 (D2) mit fm m→∞−−−−→ f in W 1,2(D2).Dann gilt
∇fm g ∈W 1,2(D2)und

‖∇fm g −∇f g‖L2(D2) ≤ ‖g‖L∞ ‖∇fm −∇f‖L2

≤ ‖g‖L∞ ‖fm − f‖W 1,2

m→∞−−−−→ 0.62



5.2 ZerlegungssätzeWeiter gilt für die Einheitstangente τ aus Theorem 5.19, dass
〈τ,∇fm g〉 = 〈τ,∇fm〉g ∈W 1,2

0 (D2),da 〈τ,∇fm〉 ∈ C∞
0 (D2) und g ∈ W 1,2.Zusätzli
h gilt na
h Proposition 4.22, da fm ∈ C∞

0 (D2) ⊂W 1,2
0 (D2)

∫

D2

curl((∇fm) g) =

∫

D2

∇fm ∇⊥g
P.4.22
= 0.Damit sind die Voraussetzungen von Theorem 5.19, Fall (α), erfüllt, und es existiert ein Gm ∈ W

2,2Neu(D2),∫
D2Gm = 0 sowie Em ∈ W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2), so dass gilt
∇fm g = ∇⊥Gm +∇Em,und es gilt punktweise fast überall in D2

△Gm = curl(∇fm g) = ∇fm∇⊥g,also insbesondere, wegen Gm ∈W 2,2Neu für alle ϕ ∈ C∞(D2)

∫

D2

∇Gm ∇ϕ = −
∫

D2

△Gm ϕ = −
∫

D2

∇fm∇⊥g ϕ. (5.25)Analog gilt für Em
△Em = div(∇fm g),also für alle ϕ ∈ C∞

0 (D2)
∫

D2

∇Em ∇ϕ = −
∫

D2

△Em ϕ = −
∫

D2

div(∇fm g) ϕ =

∫

D2

∇fm g ∇ϕ. (5.26)Weiter gilt na
h Theorem 5.199
‖Gm −Gn‖W 1,2 ≤ C‖∇fm g −∇fn g‖L2 ≤ C‖fm − fn‖W 1,2 ‖g‖L∞

n,m→∞−−−−−→ 0,also ist Gm eine Cau
hy-Folge in W 1,2(D2) und wir erhalten daher ein G ∈ W 1,2(D2) mit
Gm

m→∞−−−−→ G in W 1,2.Somit folgt natürli
h au
h ∫

D2

G = 0.Analog gilt mit Theorem 5.19 die Abs
hätzung
‖Em − En‖W 1,2 ≤ C‖∇fm g −∇fn g‖L2 ≤ ‖fm − fn‖W 1,2 ‖g‖L∞

n,m→∞−−−−−→ 0,und daher gilt, wegen Em ∈W 1,2
0 (D2), dass ein E ∈W 1,2

0 (D2) existiert mit
Em

m→∞−−−−→ E in W 1,2.Dann hat man weiter
‖∇f g − ∇⊥G−∇E‖L2

≤ ‖∇(f − fm)g‖L2 + ‖∇⊥Gm −∇⊥G‖L2 + ‖∇Em −∇E‖L2 + ‖∇fm g −∇⊥Gm −∇Em︸ ︷︷ ︸
=0

‖L2

≤ ‖f − fm‖W 1,2 ‖g‖L∞ + ‖Gm −G‖W 1,2 + ‖Em − E‖W 1,2

m→∞−−−−→ 0 ,9Eine dazu alternative Mögli
hkeit ist die Anwendung der Wente-Unglei
hung, Theorem 7.1.63



5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNGalso erhalten wir die Darstellung
∇f g = ∇⊥G+∇E.Wir zeigen no
h, dass E ≡ 0 und G die gewüns
hte PDE erfüllt.Zu E ≡ 0:Es gilt für alle ϕ ∈ C∞

0 (D2) ∫

D2

∇Em ∇ϕ
(5.26)
=

∫

D2

(∇fmg) ∇ϕ.Damit gilt ∣∣∣∣
∫

D2

∇E · ∇ϕ
∣∣∣∣ ≤

∫

D2

|∇E −∇Em| |∇ϕ|+
∣∣∣∣
∫

D2

∇Em∇ϕ−∇fmg ∇ϕ
∣∣∣∣

︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫

D2

|∇(fm − f)g ∇ϕ|+
∣∣∣∣
∫

D2

∇f g · ∇ϕ
∣∣∣∣

︸ ︷︷ ︸(5.24)
= 0

=

∫

D2

|∇E −∇Em| |∇ϕ|+
∫

D2

|∇(fm − f)g ∇ϕ|

≤ ‖E − Em‖W 1,2 ‖∇ϕ‖L2 + ‖∇(fm − f)g‖L2 ‖∇ϕ‖L2

m→∞−−−−→ 0,und deshalb gilt ∫

D2

∇E · ∇ϕ = 0 für alle ϕ ∈ C∞
0 .Also ist E harmonis
h und wegen E ∈W 1,2

0 (D2) folgt E ≡ 0. Folgli
h haben wir jetzt gezeigt, dass
f = ∇⊥G.Nun zur PDE für G:Es gilt für alle ϕ ∈ C∞(D2) ∫

D2

∇Gm ∇ϕ
(5.25)
= −

∫

D2

∇fm∇⊥g ϕ.Damit folgt
∣∣∣∣
∫

D2

∇G · ∇ϕ+

∫

D2

∇f · ∇⊥g ϕ

∣∣∣∣ ≤
∫

D2

|∇G−∇Gm||∇ϕ|+
∫

D2

|∇fm −∇f ||∇⊥g||ϕ|

+

∣∣∣∣
∫

D2

∇Gm ∇ϕ+∇fm∇⊥g ϕ

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

=0

=

∫

D2

|∇G−∇Gm||∇ϕ|+
∫

D2

|∇fm −∇f ||∇⊥g||ϕ|

≤ ‖G−Gm‖W 1,2 ‖ϕ‖W 1,2 + ‖fm − f‖W 1,2 ‖g‖W 1,2 ‖ϕ‖L∞

m→∞−−−−→ 0.Damit gilt für alle ϕ ∈ C∞(D2)

∫

D2

∇G · ∇ϕ = −
∫

D2

∇f · ∇⊥g ϕ,und damit ist die Behauptung gezeigt. 264



5.2 Zerlegungssätze5.22 BemerkungMan ma
ht si
h anhand des Beweises lei
ht klar, dass die obige Aussage au
h für fk ∈ W
1,2
0 (D2) und gk ∈

W 1,2 ∩ L∞(D2), 1 ≤ k ≤ m mit ∑m
k=1 div((∇fk) gk) = 0 gültig bleibt: Es gibt dann ein G ∈ W 1,2(D2) mit

∇⊥G =

m∑

k=1

∇fk gkund 



△G = −∑m
k=1∇⊥fk ∇gk in D2,

∂
∂ν
G = 0 auf ∂D2,∫

D2G = 0.

65



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUME6. Harmonis
he Analysis: Höhere Regularität dur
h Hardy-RäumeIn diesem Abs
hnitt wollen wir Ergebnisse wiederholen, wel
he implizieren dass W 1,2-Lösungen von △v = ffür f ∈ H 1 ⊂ L1 tatsä
hli
h in W 2,1
loc liegen. Zunä
hst werden wir die De�nitionen des Hardyraum H 1 undeinige Folgerungen etablieren. Dana
h werden wir das Ergebnis von [CLMS93℄ und [Mül90℄ darstellen, wel
henotwendige Bedingungen bewiesen, dass eine L1-Funktion tatsä
hli
h au
h in H 1 liegt. S
hlieÿli
h werden wirgemäÿ den Ausführungen in [Sem94℄ die höhere Regularität herleiten.6.1. Hardy-RäumeIm Berei
h der Partiellen Di�erentialglei
hungen tritt das Problem auf, dass si
h Ergebnisse der Lp-Theorie für

p > 1 ni
ht ohne weiteres auf L1 übertragen lassen. Der Hardy-Raum H
1 ist ein Unterraum von L1, in demsi
h der Lp-Theorie ähnli
he Ergebnisse erhalten lassen, wie wir im Abs
hnitt 6.3 sehen werden.Eine Übersi
htüber Hardy-Räume �ndet si
h z.B. in [Ste93℄, eine Übersi
ht zur Anwendung von Hardy-Räumen in partiellenDi�erentialglei
hungen gibt z.B. [Sem94℄.6.1 De�nition (Hardyraum)(vgl. [Sem94℄ Seite 280)Wir de�nieren eine Klasse T von normalisierten Testfunktionen auf Rn mittels

T = {φ ∈ C∞(Rn)| supp φ ⊆ B1(0) und ‖∇φ‖∞ ≤ 1}.Weiter de�nieren wir die �groÿe Maximalfunktion� (engl. �grand maximal fun
tion�) f∗ von einer messbarenAbbildung f : Rn → R dur
h
f∗(x) := sup

t>0
sup
φ∈T
|φt ∗ f(x)|,mit φt(x) := t−nφ(t−1x), also

f∗(x) = sup
t>0

sup
φ∈T

∣∣∣∣
∫

1

tn
φ

(
x− y
t

)
f(y) dy∣∣∣∣ ,wann immer dieser Ausdru
k sinnvoll ist.Eine messbare Funktion f : Rn → R liegt genau dann im Hardy-Raum H 1 ≡H 1(Rn), falls f∗ ∈ L1(Rn). DieNorm des Hardy-Raumes ist dann de�niert dur
h

‖f‖H 1 = ‖f∗‖L1 .6.2 BemerkungEs gilt für alle φ ∈ T , dass ‖φ‖L∞ ≤ 2.In der Tat wählen wir e ∈ Rn einen Einheitsvektor, dann ist φ(e) = 0 wegen supp φ⊂⊂B1(0), also gilt
|φ(z)| = |φ(z)− φ(e)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

∇φ(tz + (1− t)e) · (z − e)dt∣∣∣∣ ≤ ‖∇φ‖L∞︸ ︷︷ ︸
≤1 da φ ∈ T sup

z∈B1(0)

|z − e| ≤ 2.Bisher ist die angegebene De�nition von Hardy-Raum nur auf den ganzen Raum Rn bes
hränkt. Einerseits ist
f∗ nur sinnvoll, wenn die Funktion f auf ganz Rn de�niert ist, da die Faltung φt ∗ f für beliebig groÿe t au
hbeliebig weit �auss
hmiert�. Um eine lokale De�nition des Hardy-Raums zu erhalten, ers
heint es also sinnvoll,
t na
h oben zu bes
hränken.6.3 De�nition (lokaler Hardyraum)(vgl. [Sem94℄ Seite 299)Sei U ⊂ Rn o�en. Eine Funktion f : U → R liegt im lokalen Hardyraum H

1
loc(U), falls für jede kompakteTeilmenge K ⊂ U ein ε = ε(K, f) mit dist(K, ∂U) > ε > 0 existiert, so dass

∫

K

(
sup

0<t<ε
sup
φ∈T
|φt ∗ f(x)| dx) <∞.Wir de�nieren dann

|f |
H 1(K,ε) :=

∫

K

(
sup

0<t<ε
sup
φ∈T
|φt ∗ f(x)| dx) .66



6.1 Hardy-Räume6.4 BemerkungEs ist zu bea
hten, dass |f |
H 1(K,ε) keine Norm ist, da der Parameter ε von f und K abhängt.6.5 De�nition (Atome)(vgl. [Ste93℄, �2.2, Seite 106)Ein H 1-Atom a ist eine messbare Funktion a : Rn → R, so dass gilt

(i) supp(a) ⊂ B für einen Ball B ⊂ Rn,
(ii) |a| ≤ L n(B)−1 und

(iii)
∫

Rna(x)dx = 0.6.6 Theorem (Äquivalenz von atomarem Hardy-Raum und Hardy-Raum)(vgl. [Ste93℄, �2.2, Theorem 2, Seite 107)Der Raum der unendli
hen Linearkombinationen von H 1-Atomen ist glei
h H 1:Genauer gilt für jede Folge (ak)k von H 1-Atomen, und jede Folge von reellen Zahlen (λk)k mit ∑ |λk| < ∞,dass
f =

∑

k

λkakim Sinne der H 1-Norm konvergiert, also ein f ∈H 1 existiert mit
∥∥∥∥∥
N∑

k=1

λkak − f
∥∥∥∥∥

H 1

N→∞−−−−→ 0.Weiter gilt für eine Konstante C unabhängig von f , (λk) und (ak) die Abs
hätzung
‖f‖H 1 ≤ C

∑

k

|λk|.Andererseits gilt für jedes f ∈ H
1, dass eine sol
he Folge (ak) von H

1-Atomen und eine Folge (λk) existiert,so dass ∥∥∥∥∥
N∑

k=1

λkak − f
∥∥∥∥∥

H 1

N→∞−−−−→ 0und die Abs
hätzung ∑

k

|λk| ≤ C‖f‖H 1für eine von (λk), f und (ak) unabhängige Konstante C gilt.6.7 Proposition (Eigens
haften von H 1)(vgl. [Sem94℄, Proposition 1.38)Für f ∈H 1(Rn) gilt
(i) f ∈ L1 und ‖f‖L1 ≤ C‖f‖H 1 und

(ii)
∫

Rnf = 0.Beweis. Sei also ein f ∈H 1(Rn).
(i) Für den Beweis f ∈ L1 verweisen wir auf [Gra04℄ Theorem 6.4.3, (b).Für die Abs
hätzung benutzt man einen Faltungskern η (d.h. η ∈ C∞

0 (B1(0)), 0 ≤ η ≤ 1, ∫
Rnη = 1) undwir erhalten

ηε ∗ f ε→0−−−→ f in L1
loc(R

n)und wegen
|ηε ∗ f | = ‖∇η‖L∞

∣∣∣∣
(

η

‖∇η‖L∞

)

ε

∗ f
∣∣∣∣ ≤ ‖∇η‖L∞ f∗ ∈ L1gilt mit dem Satz über die majorisierte Konvergenz

‖f‖L1 ← ‖ηε ∗ f‖L1 ≤ ‖∇η‖L∞ ‖f∗‖L1 ≤ ‖∇η‖L∞ ‖f‖H 1 .67



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUME
(ii) Wir wählen zuerst ein θ ∈ C∞

0 (B1(0)) mit θ ≡ 1 auf B 1
2
(0) und 0 ≤ θ ≤ 1 auf Rn.Dann gilt

lim
s→∞

∫

Rn

θ(
y

s
) f(y) dy =

∫

Rn

f(y), (6.1)denn es gilt zunä
hst punktweise
θ(
y

s
) f(y)

s→∞−−−→ f(y),da für s≫ 1 gilt, dass y
s
∈ B 1

2
(0) und somit θ(y

s
) = 1.Desweiteren gilt wegen 0 ≤ θ ≤ 1

∣∣∣θ(y
s
) f(y)

∣∣∣ ≤ |f(y)| für alle y ∈ Rnund wegen f ∈H
1 gilt f ∈ L1 na
h (i).Somit folgt na
h dem Satz über majorisierte Konvergenz die Behauptung (6.1).Zwis
henbehauptung. Nun gilt für alle s > 0, x ∈ Rn mit s ≥ |x|, dass

1

sn

∣∣∣∣
∫

Rn

θ(
y

s
) f(y) dy∣∣∣∣ ≤ C(n, θ) f∗(x).In der Tat sei ein x ∈ Rn und ein s ≥ |x|.Sei Φ(y) := θ(x

s
− 2y), dann ist Φ ∈ C∞(Rn), supp(Φ) ⊂ B1(0) (da für |y| > 1 gilt ∣∣x

s
− 2y

∣∣ ≥ 2|y| − |x|
s
>

2− 1 = 1) und ‖∇Φ‖L∞ ≤ 2‖∇θ‖L∞ = C(θ). (Sei ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit θ auÿerhalb von
B1(0) dur
h 0 fortgesetzt.)Damit folgt für t := 2s

(Φt ∗ f)(x) = (2s)−n
∫

Rn

Φ(
x− y

2s
) f(y) dy

= (2s)−n
∫

Rn

θ(
y

s
)f(y) dy,also

s−n
∣∣∣∣
∫

Rn

θ(
y

s
) f(y) dy∣∣∣∣ = 2n|(Φt ∗ f)(x)|

= 2n ‖∇Φ‖L∞

∣∣∣∣
(

Φ

‖∇Φ‖L∞

)

t

∗ f(x)

∣∣∣∣

≤ 2n C(θ) sup
t>0

sup
ψ∈T
|(ψt ∗ f)(x)|

= C(n, θ)‖f∗‖H 1 ,was die Zwis
henbehauptung beweist.Somit gilt für s ≥ |x|
f∗(x) · |x|n ≥ 1

C

|x|n
sn

∣∣∣∣
∫

Rn

θ(
y

s
) f(y) dy∣∣∣∣und deshalb für s := |x|

f∗(x) · |x|n ≥ 1

C

∣∣∣∣
∫

Rn

θ(
y

|x| ) f(y) dy∣∣∣∣.Damit folgt
lim inf
|x|→∞

f∗(x)|x|n ≥ 1

C
lim

|x|→∞

∣∣∣∣
∫

Rn

θ(
y

|x| ) f(y) dy∣∣∣∣ (6.1)=
1

C

∣∣∣∣
∫

Rn

f

∣∣∣∣.Angenommen es gilt ∫
Rnf 6= 0, dann folgt

lim inf
|x|→∞

f∗(x)|x|n ≥ γ > 0,68



6.1 Hardy-Räumeund deshalb existiert ein R > 0, so dass für alle |x| > R gilt
f∗(x)|x|n ≥ 1

2
γ > 0.Damit folgt aber (wir bea
hten: f∗ ≥ 0 na
h De�nition), dass

‖f∗‖L1 ≥
∫

Rn\BR(0)

f∗ ≥ 1

2
γ

∫

Rn\BR(0)

1

|x|n =∞,und somit f 6∈H 1 im Widerspru
h zur Voraussetzung.Also gilt ∫
Rnf = 0. 26.8 Proposition (Charakterisierung von H 1

loc)(vgl. [Sem94℄, Prop. 1.92)Sei U ⊂ Rn o�en und f : U → R. Dann ist
f ∈H

1
loc(U) (i)genau dann, wenn für jedes θ ∈ C∞

0 (U) mit ∫ θ 6= 0 ein λ ∈ R existiert, so dass
θ · (f − λ) ∈H

1(Rn) (ii)gilt, wobei f auÿerhalb von U dur
h 0 fortgesetzt wird.Dabei ist
λ =

∫
θf∫
θ.Beweis. S
hritt 1:Zunä
hst zur Eindeutigkeit von λ.Angenommen für ein θ ∈ C∞

0 (U) mit ∫
Rnθ 6= 0 existieren λ1, λ2 ∈ R, so dass θ(f − λ1) und θ(f − λ2) in

H 1(Rn).Dann gilt
θ(λ1 − λ2) = θ(f − λ1)− θ(f − λ2) ∈H

1.Na
h Propositon 6.7(ii) gilt dann
(λ1 − λ2)

∫

Rn

θ = 0und somit wegen ∫
Rnθ 6= 0

λ1 = λ2.Somit ist λ eindeutig.S
hritt 2:Wir zeigen nun, dass aus der Existenz eines geeigneter λ für (ii) folgt, dass f ∈H 1
loc(U):Sei K⊂⊂U eine kompakte Menge mit positivem Maÿ. Wir wählen eine Funktion θ ∈ C∞, so dass supp θ⊂⊂U ,

θ ≡ 1 in einer Umgebung von K und 0 ≤ θ ≤ 1 (insbesondere ist dann ∫ θ 6= 0).Na
h Voraussetzung existiert dann ein λ, so dass
θ · (f − λ) ∈H

1(Rn).Dies ist na
h De�nition von H 1 äquivalent zu
sup
t>0

sup
φ∈T

∣∣∣∣
∫

Rn

1

tn
φ

(
x− y
t

)
(f(y)− λ)θ dy∣∣∣∣ ∈ L1.Sei ε≪ 1, so dass Bε(K) = {x ∈ Rn : dist(x,K) < ε}⊂⊂{x ∈ Rn : θ ≡ 1}.Damit gilt dann für alle 0 < t < ε, dass supp φ

(
x−·
t

)
⊂ {θ ≡ 1} für jedes φ ∈ T und x ∈ K.Somit ist dann

φ

(
x− ·
t

)
θ(·) = φ

(
x− ·
t

) ,69



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMEfür alle x ∈ K, 0 < t < ε und φ ∈ T .Es folgt
∫

K

sup
0<t<ε

sup
φ∈T
|φt ∗ f | =

∫

K

sup
0<t<ε

sup
φ∈T
|
∫

Rn

φ

(
x− y
t

)
1

tn
f(y)dy|dx

=

∫

K

sup
0<t<ε

sup
φ∈T
|
∫

Rn

1

tn
φ

(
x− y
t

)
θ(y)(f(y)− λ+ λ)dy|dx

≤
∫

K

[
sup

0<t<ε
sup
φ∈T
|
∫

Rn

1

tn
φ

(
x− y
t

)
θ(y)(f(y)− λ)dy|

︸ ︷︷ ︸
∈L1(Rn) na
h Voraussetzung

+ sup
0<t<ε

sup
φ∈T
|
∫

Rn

1

tn
φ

(
x− y
t

)
λθ(y)dy|]dx.Für den zweiten Summanden folgt mit der Transformationsformel, der Wahl von 0 ≤ θ(·) ≤ 1 und der Voraus-setzung dass suppφ⊂⊂B1(0)

|λ
∫

Rn

θ(y)
1

tn
φ

(
x− y
t

)dy| ≤ |λ| ‖θ‖L∞ |
∫

Rn

1

tn
φ

(
x− y
t

)dy|
≤ |λ||

∫

Rn

φ(z) dz|
≤ |λ|

∫

B1(0)

|φ(z)| dz
≤ |λ|‖φ‖L∞C(n).Mit Bemerkung 6.2 folgt

|λ
∫

Rn

θ(y)
1

tn
φ

(
x− y
t

)
| ≤ 2 C(n) |λ|für alle 0 < t < ε und jedes φ ∈ T .Insgesamt folgt

∫

K

sup
0<t<ε

sup
φ∈T
|φt ∗ f | ≤

∫

K

|(θ(f − λ))∗(x)|dx+ 2 C(n) |λ|L n(K) <∞,und somit ist f ∈H 1
loc(U), womit S
hritt 2 gezeigt worden ist.S
hritt 3:Nun zeigen wir, dass falls f ∈H 1

loc(U), für jedes θ ein geeignetes λ für (ii) existiert:Sei also f ∈H
1
loc(U), θ ∈ C∞

0 (U) mit ∫ θ 6= 0.Wegen f ∈H 1
loc gilt au
h f ∈ L1

loc (der Beweis dieser Tatsa
he geht wie in Proposition 6.7 (i)).Wir setzen λ := (
∫
θf)· 1

R

θ
(wir bea
hten: ∫ θ 6= 0). Dann gilt ∫ θ(x) (f(x)−λ) =

∫
θ(x)f(x) dx−∫ θ(x)f(x) dx·

R

θ
R

θ
= 0, also ist θ(f − λ) der (mit S
hritt 1 einzige) Kandidat für H 1, da ∫ h = 0 für alle h ∈H 1, siehe Pro-position 6.7.Wir setzen g := θ · (f − λ). Wegen f ∈ L1

loc und θ ∈ C∞
0 ist dann g ∈ L1 und es gilt mit der De�nition von λ

‖g‖L1 ≤ C(θ)(‖f‖L1(supp(θ) + |λ|)

≤ C′(θ) ‖f‖L1(supp(θ)). (6.2)70



6.1 Hardy-RäumeSei Φ ∈ T . Wir wollen Φt ∗ g abs
hätzen: Wir �xieren dazu zunä
hst ein beliebiges x und ein t > 0.
Φt ∗ g(x) =

∫

Rn

1

tn
Φ

(
x− y
t

)
g(y)dx

=

∫

Rn

1

tn
Φ

(
x− y
t

)
θ(y) f(y) dy − λ∫

Rn

1

tn
Φ

(
x− y
t

)
θ(y) dy

=

∫

Rn

1

tn
Φ

(
x− y
t

)
θ

(
x− t

(
x− y
t

))
f(y) dy − λ (Φt ∗ θ) (x)

=
(
Φ̃x,t

)
t
∗ f(x)− λ Φt ∗ θ(x),mit Φ̃x,t(·) ≡ Φ̃(·) := Φ(·) · θ(x − t(·)) (wir bea
hten, dass dann Φ̃x,t

(
x−y
t

)
= Φ

(
x−y
t

)
θ(y)).Dann gilt für Φ̃:

∗ supp Φ̃ ⊂ supp Φ⊂⊂B1(0), da Φ ∈ T ,
∗ Φ̃ ∈ C∞, da sowohl Φ als au
h θ in C∞ sind und
∗ wegen ∇Φ̃ = ∇(Φ(·)θ(x − t(·))) = ∇Φ(·)θ − tΦ∇θ(x− t(·))) gilt (wir benutzen Bemerkung 6.2)

‖∇Φ̃‖L∞ ≤ ‖∇Φ‖L∞︸ ︷︷ ︸
≤1

‖θ‖L∞ + t ‖Φ‖L∞︸ ︷︷ ︸
≤2

‖∇θ‖L∞

≤ 2(‖θ‖L∞ + t‖∇θ‖L∞).Mit C1(t, θ) := 2(‖θ‖L∞ + t‖∇θ‖L∞) ist dann also 1
C1(t,θ)

Φ̃ ∈ T und es gilt dann für das oben �xierte x und t
sup
Φ∈T
|(Φt ∗ g)(x)| ≤ C1(t, θ) sup

Φ∈T

∣∣ 1

C1(t, θ)
(Φ̃x,tt

︸ ︷︷ ︸
∈T

∗f)(x)
∣∣+ sup

Φ∈T
|λ (Φt ∗ θ)(x)|︸ ︷︷ ︸
≤|λ|C(θ,n), s.u.

≤ C(θ, n)

(
|λ|+ C1(t, θ) sup

ψ∈T
|(ψt ∗ f)(x)|

) , (6.3)denn ∣∣∣∣
∫

Rn

1

tn
Φ(
x− y
t

) θ(y) dy∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫

supp(Φ)

Φ(z) θ(x− tz) dz∣∣∣∣∣
≤ | supp(Φ)︸ ︷︷ ︸

⊂B1(0)

| ‖θ‖L∞ ‖Φ‖L∞︸ ︷︷ ︸
≤2

≤ C(θ, n).Wir bea
hten, dass |λ| ≤ C(θ, n)‖f‖L1(supp(θ)) ist, na
h De�nition von λ.Wegen supp(θ)⊂⊂U existiert ein δ0 = δ0(θ), so dass Bδ(supp(θ))⊂⊂U für alle δ > 0 mit δ < δ0. Zu jedemdieser δ < δ0 existiert ein ε0 > 0, ε0 = ε0(δ, θ, f) und ohne Eins
hränkung ε0 < min(δ, 1), so dass
∫

Bδ(supp(θ))

(
sup

0<t<ε0

sup
φ∈T
|φt ∗ f(x)|

) dx <∞,na
h der De�nition von H 1
loc, da f ∈H 1

loc.Na
h De�nition von C1(t, θ) ist C1(t, θ) ≤ C1(t, θ) ≡ C1(θ) ≡ C1 für alle t ≤ 1.Wir �xieren ein ε > 0, ε < ε0.Wir unters
heiden Fälle der Ordnung zwis
hen ε, t und dist(x, supp(θ)).
(i) Falls dist(x, supp(θ)) ≥ t:Dann ist Φt ∗ g(x) = 0, denn aus dist(x, supp(θ)) ≥ t folgt Φ

(
x−y
t

)
= 0 für alle y ∈ supp(θ), da

supp(Φ)⊂⊂B1(0). Somit ist Φ
(
x−y
t

)
θ(y) = 0 und somit

Φt ∗ g(x) =

∫

Rn

Φ

(
x− y
t

)
g(y) dy =

∫

Rn

Φ

(
x− y
t

)
θ(y)(f(y)− λ) dy = 0.71
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(ii)a) Fall dist(x, supp(θ)) < t und t ≥ ε:Sei ψ ∈ T . Dann gilt für ein y ∈ supp(θ) (und somit |y| ≤ C(θ, n))

∣∣∣∣ψ
(
x− y
t

)
− ψ

(x
t

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ 1

s=0

∇ψ
(
x− y
t

+ s(
x

t
− x− y

t
)

)
· 1
t
y ds∣∣∣∣

≤ ‖∇ψ‖L∞︸ ︷︷ ︸
≤1

|y|
t

≤ C(θ, n)
1

t
.Wir benutzen dies nun, um eine Abs
hätzung für Φt ∗ g(x) zu �nden.Wie oben gezeigt (na
h Wahl von λ) gilt ∫

Rng = 0. Daraus folgt
|Φt ∗ g(x)| =

1

tn

∣∣∣∣
∫

Rn

Φ

(
x− y
t

)
g(y) dy∣∣∣∣

=
1

tn

∣∣∣∣
∫

Rn

(
Φ

(
x− y
t

)
− Φ

(x
t

))
g(y) dy∣∣∣∣

≤ C(θ, n)
1

tn+1
‖g‖L1,da Φ(x

t
) bezügli
h y eine Konstante ist, und somit unter das Integral gezogen werden kann (wegen ∫ g = 0).Bevor wir diesen Fall abs
hlieÿend behandeln, betra
hten wir folgendeZwis
henbehauptung. Sei M eine bes
hränkte Menge in Rn. Dann existiert eine Konstante L > 0, sodass für alle |x| ≥ L gilt dist(x,M) ≥ 1

2 (1 + |x|).Beweis:Wir betra
hten 1+|x|
dist(x,M)

für |x| ≥ C > C0 := supy∈M |y| (wegen M bes
hränkt existiert ein sol
hes C).Es gilt
dist(x, M) = inf

y∈M
|x − y| ≥ |x| − sup

y∈M

|y| = |x| − C0und somit
1 + |x|

dist(x, M)
≤

|x| + 1

|x| − C0

|x|→∞
−−−−→ 1.Also gibt es ein L > 0, so dass für alle |x| ≥ L gilt, dass |x|+1

|x|−C0
≤ 2.Somit gilt au
h

1 + |x|

dist(x, M)
≤

|x| + 1

|x| − C0
≤ 2 für alle |x| ≥ L.Daraus wiederum folgt sofort die Behaupung. ||Wir wenden dieses Zwis
henresultat auf M := supp(θ) anund erhalten für |x| ≥ L = L(θ) und wegen t ≥ dist(x, supp(θ)) ≥ 1

2 (1 + |x|):
|(Φt ∗ g)(x)| ≤ C

1

tn+1
‖g‖L1 ≤ 2C

1

(1 + |x|)n+1
‖g‖L1.Ist |x| < L, dann erhalten wir 0 < 1 + |x| ≤ 1 + L = C(θ), also 1 ≤ C(θ) 1

1+|x| ; benutzt man weiter, dass
t ≥ ε, erhalten wir 1

tn+1 ≤ 1
εn+1 und es folgt

|(Φt ∗ g)(x)| ≤ C
1

tn+1
‖g‖L1 ≤ C(θ)

1

εn+1
‖g‖L1 ≤ C(θ, n)

1

εn+1

1

(1 + |x|)n+1
‖g‖L1.Für alle x ∈ Rn, unter der Voraussetzung, dass t ≥ ε und dist(x, supp(θ)) ≤ t, erhalten wir somit dieAbs
hätzung (wir bea
hten ε < 1)

|Φt ∗ g|(x) ≤ C(θ, n)
1

εn+1
‖g‖L1.72



6.2 Regularitätsgewinn von L1 na
h H 1

(ii)b) Fall dist(x, supp(θ)) ≤ ε und t < ε < 1:Es gilt also C1(t, θ) ≤ C1(θ) und somit (siehe (6.3))
sup
Φ∈T
|Φt ∗ g(x)| ≤ C̃(θ, n)

(
|λ|+ sup

ψ∈T
|ψt ∗ f(x)|

) .Damit folgt (wir setzen B := Bε(supp(θ)) und bea
hten |B| ≤ C(supp(θ), n), da δ0 = δ0(supp(θ)))
∫

B

sup
0<t<ε

sup
Φ∈T
|φt ∗ g(x)| ≤ C̃(θ, n)

∫

B

sup
0<t<ε

(
|λ|+ sup

ψ∈T
|ψt ∗ f(x)|

)

≤ C
[
L

n(B) |λ|+
∫

B

sup
0<t<ε

sup
ψ∈T
|ψt ∗ f(x)| dx

︸ ︷︷ ︸
=|f |

H 1(B,ε) na
h Def. 6.3 ]

≤ C(θ, n)
[
|λ|+ |f |H 1(B,ε)

] .Wir setzen
d(x) := dist(x, supp(θ)),

B := Bε(supp(θ))und
gt(x) := sup

Φ∈T
|(Φt ∗ g)(x)|und bere
hnen unter Ausnutzung der Fälle (i), (ii)a) und (ii)b)

∫

Rn

sup
t>0

gt(x) dx ≤
∫

Rn

sup
ε>t>0

gt(x) dx+

∫

Rn

sup
t≥ε

gt(x) dx
≤

∫

B

sup
ε>t>0

gt(x) dx
︸ ︷︷ ︸

≤C(‖f‖+|λ|) na
h (ii)b)

+

∫

Rn\B
sup
ε>t>0

gt(x) dx
︸ ︷︷ ︸
d(x)≥ε ⇒ =0 na
h (i)

+

∫

Rn

sup
t≥ε

gt(x)︸ ︷︷ ︸
=0 für t≤d(x) dx

≤ C(θ, n)(|f |H 1(B,ε) + |λ|) +

∫

Rn

sup
t≥ε,

t≥d(x)

sup
Φ∈T

|(Φt ∗ g)(x)|
︸ ︷︷ ︸

≤C 1
εn+1

1
(1+|x|)n+1 ‖g‖L1 na
h (ii)a)

dx
≤ C(θ, n)(|f |H 1(B,ε) + |λ|) + C(n, θ)

1

εn+1
‖g‖L1

∫

Rn

1

(1 + |x|)n+1
dx

≤ C(θ, n)(|f |H 1(B,ε) + |λ|+ 1

εn+1
‖g‖L1).Somit ist g ∈H 1, wegen Abs
hätzung (6.2), und es folgt (bea
hte ε < 1)

‖g‖H 1 ≤ C(θ, n)(|f |H 1(B,ε) +
1

εn+1
‖g‖L1).mit der De�nition von λ.Wegen ε < ε0 < δ und somit B = Bε(supp(θ)) ⊂ Bδ(supp(θ)) folgt dann

‖g‖H 1 ≤ C(|f |H 1(Bδ(supp(θ)),ε) +
1

εn+1
‖f‖L1(supp(θ))),womit die Behauptung von S
hritt 3 bewiesen ist. 26.2. Regularitätsgewinn von L1 na
h H 1In diesem Abs
hnitt wollen wir ein weitrei
hendes Ergebnis von R. Coifman, P.L. Lions, Y. Meyer und S.Semmes aus dem Artikel [CLMS93℄ vorstellen, wel
hes dem Artikel [Mül90℄ von S. Müller folgte, der diesesErgebnis unter stärkeren Voraussetzungen erhalten hatte (siehe Theorem 6.14).Seien E ∈ Lp(Rn,Rn), B ∈ Lq(Rn,Rn), 1

p
+ 1

q
= 1, und div E = 0, curl B = 0. Dann ist das Skalarprodukt

E ·B ∈H 1(Rn) und es gilt
‖E ·B‖H 1 ≤ C(n, p, q)‖E‖Lp‖B‖Lq .73



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUME6.2.1. MaximaltheoremAls eine Vorbereitung auf den Beweis vom Theorem 6.14 benötigen wir das sogenannte Maximaltheorem ,Theorem 6.12, wel
hes uns Lp-Abs
hätzungen für einen gewissen Faltungsoperator liefern wird.6.9 De�nitionSei x ∈ Rn, δ > 0. Für B := Bδ(x) ⊂ Rn sei B∗ :=
⋃
B̃∈C B̃, wobei C := {B̃ = Bδ(x̃)| x̃ ∈ Rn, B̃ ∩B 6= ∅} dieMenge aller o�enen Kugeln in Rn mit Radius δ und ni
htleerem S
hnitt mit B ist.PSfrag repla
ements

δ δ

Abbildung 6.1: Es gilt B∗ = B3δ(x).6.10 BemerkungEs gilt B∗ = B3δ(x), insbesondere gilt für jedes B = Bδ(x) und das zugehörige B∗, de�niert wie in De�nition6.9,
L

n(B∗) = 3n L
n(Bδ(x)).Beweis. Der Beweis davon läuft über zwei Inklusionen:�⊇� Sei y ∈ B3δ(x), also |y − x| < 3δ. Wegen der strikten Unglei
hung existiert dann ein ε > 0, so dass |y − x| < 3(δ−ε).Da (Rn, |·|) ein Hilbert-Raum und Bδ−ε(x) konvex ist, existiert na
h dem Projektionslemma (vgl. z.B. [Alt99℄,2.2 Projektionssatz) genau ein x̃ ∈ Bδ−ε(x) mit

|x̃ − y| = dist(y, Bδ−ε(x)).Wir su
hen einen Punkt ξ ∈ Rn, so dass Bδ(ξ) ∋ y, x̃.Dazu betra
hten wir das Segment zwis
hen y und x, also dieElemente λ
3
y + 3−λ

3
x, 0 ≤ λ ≤ 3.Für alle 0 ≤ λ ≤ 1 liegen diese Punkte in Bδ−ε(x), wegen

˛
˛
˛
˛

λ

3
y +

3 − λ

3
x − x

˛
˛
˛
˛ =

λ

3
|y − x| <

λ

3
3(δ − ε) ≤ δ − ε.Andererseits gilt für 0 ≤ λ ≤ 1

˛
˛
˛
˛

λ

3
y +

3 − λ

3
x − y

˛
˛
˛
˛
=

˛
˛
˛
˛

λ − 3

3
(y − x)

˛
˛
˛
˛
=

3 − λ

3
|y − x| < (3 − λ)(δ − ε).Daraus folgt

|y − x̃| = dist(y,Bδ−ε(x)) ≤ inf
0≤λ≤1

(3 − λ)(δ − ε) = 2(δ − ε). (6.4)Sei ξ := x̃+y

2
der Mittelpunkt zwis
hen x̃ und y. Dann folgt

|ξ − y| = |ξ − x̃| =
1

2
|x̃ − y|

(6.4)
≤ δ − ε < δ,also x̃, y ∈ Bδ(ξ) (siehe Abbildung 6.2.1).Es ergibt si
h zusammengefasst: y ∈ Bδ(ξ) einerseits, Bδ(ξ) ∩ Bδ(x) ⊇ {x̃} 6= ∅, womit y ∈ B∗ gezeigt ist.�⊆� Sei y ∈ B∗, dann existiert ein x̃ und ein ξ, so dass y ∈ Bδ(x̃) und Bδ(x̃) ∩ Bδ(x) ⊇ {ξ} 6= ∅.Daraus folgt

|y − x| ≤ |y − x̃|
| {z }

<δ

+ |x̃ − ξ|
| {z }

<δ

+ |ξ − x|
| {z }

<δ

< 3δ.74



6.2 Regularitätsgewinn von L1 na
h H 1

PSfrag repla
ements δ

δ
−
ε 3δ

3(δ
− ε)

x

x̃

ξ

y

Abbildung 6.2: Dur
h die Wahl ξ = x̃+y
2 erhält man y ∈ Bδ(ξ) und Bδ(ξ) ∩Bδ(x) 6= ∅.6.11 Lemma (Abges
hätzte Teilfolgen endli
her Überde
kungen)(vgl. [Ste93℄, Kap I, �3, Lemma 1)Es gibt ein c = c(n) > 0, so dass für jedes messbare E ⊆ Rn mit einer endli
hen Überde
kung dur
h Kugeln

(Bj)1≤j≤m, eine Teilfolge (Bjk)1≤k≤m′ paarweise disjunkter Kugeln existiert, der Übersi
ht halber mit (Bk)kbezei
hnet, wel
he die folgende Unglei
hung erfüllen:
m′∑

k=1

L
n(Bk) ≥ cL n(E).Beweis. Wir de�nieren
C0 := {Bj0}für ein j0 ∈ {1, . . . ,m} mit diamBj0 ≥ diamBj für alle j ∈ {1, . . . ,m}. Sei

Ak := {j ∈ {1, . . . ,m}| Bj ∩Bi = ∅ für alle i mit Bi ∈ Ck} , k ≥ 0,wobei Ck rekursiv de�niert ist als
Ck+1 = Ck ∪ {Bjk}für ein jk ∈ Ak mit diamBjk ≥ diamBj für alle j ∈ Ak.In der Menge Ck ist also eine Teilmenge der Überde
kung von E mit k disjunkten Bällen mit Radien r1 ≥ r2 ≥

. . . rk, so dass für alle anderen Teilmengen C̃k mit k paarweise disjunkten Bällen mit den Radien r̃1 ≥ . . . ≥ r̃kgilt, dass (r̃1, . . . , r̃k) �L (r1, . . . , rk) bezügli
h der lexigraphis
hen Ordnung10 �L.Wir setzen C :=
⋃
k Ck und

m′ := |C|; dann besteht C aus disjunkten Bällen.Andererseits gilt für jeden Ball Bj 6∈ C, dass es ein k0 gibt mit Bj ∩ Bk0 6= ∅, diam(Bj) ≤ diam(Bk0) und
Bk0 ∈ C. Na
h De�nition von B∗

k0
ist dann Bj ⊂ B∗

k0
. Wir setzen C∗ := {B∗ | B ∈ C}.10Die lexigraphis
he Ordnung �L ist eine totale Ordnung auf dem Vektorraum Rk, k ≥ 1. Für zwei Vektoren v = (v1, . . . , vk) und

w = (w1, . . . , wk) ist v �L w genau dann, wenn v = w oder wenn ein j0 mit k ≥ j0 ≥ 1 existiert, so dass vj = wj für alle
1 ≤ j < j0 und vj0 < wj0 . 75



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMEMit der Überde
kungseigens
haft der (Bj)j folgt also, dass E erst re
ht von den Bällen in C∗ überde
kt wird.Daher folgt mit Bemerkung 6.10
L

n(E) ≤
m′∑

k=1

L
n(B∗

k)
B.6.10
≤ C(n)

m′∑

k=1

L
n(Bk).Dies impliziert mit c ≡ c(n) := 1

C(n)

m′∑

k=1

L
n(Bk) ≥ cL n(E).

26.12 Theorem (Maximaltheorem)(vgl. [Ste93℄: p. 13, Th. 1)Sei f : Rn → R eine Funktion. Dann gelten die folgenden Aussagen:(a) Ist f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p <∞, dann ist M(f) de�niert dur
h
M(f)(x) := sup

t>0
−
∫

Bt(x)

|f(y)|dy, x ∈ Rnendli
h punktweise fast überall in Rn.(b) Ist f ∈ L1(Rn), dann gilt für jedes α > 0

L
n({x ∈ Rn : (Mf)(x) > α}) ≤ C(n)

α

∫

Rn

|f(y)|dy. (6.5)(
) Falls f ∈ Lp(Rn) ist, 1 < p < ∞, dann ist M(f) ∈ Lp(Rn), und es existiert eine Konstante C = C(p, n)mit
‖M(f)‖Lp(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn).Beweis. Wir zeigen zunä
hst die Aussage (b), aus der (a) und (
) folgen.Sei also f ∈ L1(Rn), α > 0. Anstatt die Maximalfunktion M(f) betra
hten wir die ni
htzentrierte Maximal-funktion M̃(f), de�niert dur
h

M̃(f)(x) := sup

{
−
∫

B

|f(y)| dy ∣∣ B = Bδ̃(x̃), δ̃ > 0, x̃ ∈ Rn, B ∋ x
} .Aus der De�nition

M(f)(x) := sup

{
−
∫

B

|f(y)| dy ∣∣ B = Bδ̃(x), δ̃ > 0

}ist dann ersi
htli
h, dass
M(f)(x) ≤ M̃(f)(x), für L n-fast alle x ∈ Rn.Es folgt

L
n({x : M(f)(x) > α}) ≤ L

n({x : M̃(f)(x) > α}).Es rei
ht also, die Behauptung (6.5) für M̃(f) zu zeigen. Wir de�nieren
Eα := {x ∈ Rn| M̃(f)(x) > α}.Dann ist Eα o�en, da für x ∈ Eα eine o�ene Kugel Bx ∋ x existiert, so dass

1

L n(Bx)

∫

Bx

|f(y)|dy > α, (6.6)und somit gilt dass M̃(f)(y) > α für alle y ∈ Bx. (Dies wäre mit M(f) ni
ht der Fall gewesen).Sei E kompakt (also insbesondere L n-messbar) und E ⊂ Eα. Dann ist die Menge
{Bx, mit (6.6), x ∈ E}76



6.2 Regularitätsgewinn von L1 na
h H 1eine o�ene Überde
kung von E. Da E kompakt ist, existieren folgli
h endli
h viele (Bxj
)j , die E überde
ken.Dur
h Anwendung von Lemma 6.11 erhalten wir eine endli
he Menge von paarweise disjunkten Kugeln (Bxk

)mk=1,
xk ∈ E ⊂ Eα und ein c = c(n) > 0 mit

m∑

k=1

L
n(Bxk

) ≥ c L
n(E).Damit folgt unter Bea
htung von (6.6) und der Tatsa
he, dass (Bxk

)k aus paarweise disjunkten Mengen besteht,
L

n(E) ≤ 1

c

m∑

k=1

L
n(Bxk

)
(6.6)
≤ 1

cα

m∑

k=1

∫

Bxk

|f(y)|dy ≤ 1

cα

∫

Rn

|f(y)|dy.Zusammengefasst gilt für jedes E⊂⊂Eα kompakt, dass
L

n(E) ≤ C(n)
1

α

∫

Rn

|f(y)|dy,also au
h
sup

Ecomp⊂Eα

L
n(E) ≤ C(n)

1

α

∫

Rn

|f(y)|dy.Wegen L
n(Eα) = supE⊂⊂Eα

L
n(E) (wir benutzen: Eα ist o�en), folgt s
hlieÿli
h

L
n(Eα) ≤ C 1

α

∫

Rn

|f(y)|dy,also die Behauptung (b).Als nä
hstes beweisen wir die Behauptung (
).Sei f ∈ Lp(Rn), 1 < p <∞. Für ein beliebiges α > 0 de�nieren wir fα dur
h
fα(x) := f(x) · χ{|f(x)|>α

2 }.Dann gilt
|f(y)| ≤

{
|fα(y)|, falls |f(y)| > α

2 ,
α
2 , falls |f(y)| ≤ α

2

}
≤ |fα(y)|+ α

2
.Daraus folgt die folgende Abs
hätzung für M̃(f):

M̃(f)(x) = sup
B∋x
−
∫

B

|f(y)|dy ≤ sup
B∋x

(
1

L n(B)

∫

B

|fα(y)|
)

+
α

2
= M̃(fα)(x) +

α

2
.Gilt für ein x ∈ Rn die strikte Unglei
hung M̃(f)(x) > α, so folgt α < M̃(f)(x) ≤ M̃(fα)(x) + α

2 und somit
M̃(fα)(x) > α

2 . Dies impliziert
{x ∈ Rn | M̃(f)(x) > α} ⊆ {x ∈ Rn | M̃(fα) >

α

2
}. (6.7)Es gilt fα ∈ Lp ∩ L1(Rn), denn wir haben f ∈ Lp(Rn), p <∞, somit

∞ >

∫

Rn

|f |p ≥
∫

{|f |>α
2 }
|f |p =

∫

Rn

|fα|p,also fα ∈ Lp(Rn), und
∞ >

∫

Rn

|f |p ≥
∫

{|f |>α
2 }
|f |p ≥

(α
2

)p
L

n({|f | > α

2
}),also L n({|f | > α

2 }) <∞, woraus mit der Hölder-Unglei
hung folgt, dass
∫

Rn

|fα| =
∫

{|f |>α
2 }
|f | ≤ ‖f‖Lp(Rn) L

n({|f | > α

2
})

1
p′ <∞. (6.8)77



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMEAlso erhalten wir
L

n({x ∈ Rn | M̃(f)(x) > α})
(6.7)
≤ L

n({x ∈ Rn | M̃(fα) >
α

2
})

(b)

≤ C

α

∫

Rn

|fα|

=
C

α

∫

{|f |>α
2 }
|f |. (6.9)Bevor wir fortfahren, benötigen wir no
h eineNebenre
hnung. Wir wollen für 1 ≤ p < ∞ dur
h ges
hi
ktes Anwenden des Satzes von Fubini eine unsgenehmere Darstellung für ∫

Rng
p(x)dx erhalten, wobei g : Rn → R eine messbare Abbildung mit g ≥ 0 sei. Esgilt

gp(x) =

∫ g(x)

0

p · αp−1dα, x ∈ Rn.Daraus folgt mit dem Satz von Fubini
∫

Rn

gp(x)dx = p

∫

Rn

∫ g(x)

0

αp−1dα dx
= p

∫

Rn

∫ ∞

0

αp−1 χ{g(x)>α}(α, x)dα dx
= p

∫ ∞

0

αp−1

∫

Rn

χ{g(x)>α}dx dα
= p

∫ ∞

0

αp−1

∫

{g>α}
dx dα

= p

∫ ∞

0

αp−1
L

n({g > α})dα, (6.10)
falls p ∫∞

0 αp−1
L

n({g > α})dα endli
h ist11. ||Mit dieser Nebenre
hnung, (6.9), p > 1 und dem Satz von Fubini folgt
∫

Rn

(M̃(f))p
(6.10)
= p

∫ ∞

0

αp−1
L

n({M̃(f) > α}) dα(6.9)
≤ p

∫ ∞

0

C

α
αp−1

∫

{|f |>α
2 }
|f(y)|dy dα

= C(p, n)

∫ ∞

0

αp−2

∫

{|f |>α
2 }
|f(y)|dy dα

= C(p, n)

∫ ∞

0

∫

Rn

χ{|f |>α
2 }|f(y)|αp−2dy dα

Fub
= C(p, n)

∫

Rn

∫ ∞

0

χ{|f |>α
2 }|f(y)|αp−2dα dy

= C(p, n)

∫

Rn

∫ 2|f |

0

|f(y)|αp−2dα dy
p>1
= C(p, n)

∫

Rn

|f(y)|
[
αp−1

p− 1

]2|f |

α=0

dy
= C(p, n)

∫

Rn

|f |p <∞,da der letzte Term existiert (und somit der Satz von Fubini anwendbar war). Damit folgt die Behauptung (
)und die Abs
hätzung ∫

Rn

M(f)p ≤
∫

Rn

M̃(f)p ≤ C(p, n)

∫

Rn

|f |p11Für g : Rn → R messbar ist g̃ : Rn+1 → R de�niert dur
h g̃(x, s) := g(x)− s messbar, da für die Projektion πn von Rn+1 auf Rndie Abbildung g̃+s = g◦πn eine Verknüpfung zweier messbarer Funktionen ist. Daher ist die Abbildung χ{g(x)>s} = χ{g̃(x,s)>0}auf R
n+1 Lebesgue-messbar. 78



6.2 Regularitätsgewinn von L1 na
h H 1ist bewiesen.Zum S
hluss no
h der Beweis zu (a):Sei f ∈ Lp, 1 ≤ p <∞. Wir betra
hten zunä
hst f2 := f · χ{|f |>1}, dann folgt wie im Beweis zu (
), (6.8), dass
f2 ∈ L1 ist (da p <∞). (Wir bea
hten, dass f gegebenenfalls ni
ht in L1(Rn) liegt.)Mit (b) folgt dann

L
n({M̃(f2) > β}) ≤ C

β

∫

Rn

|f2| für jedes β > 0.Dies impliziert
lim sup
β→∞

L
n({M̃(f2) > β}) = 0und somit gilt, wegen

L
n({M̃(f2) > β} ≥ L

n({M̃(f2) =∞}), für jedes β > 0,dass
0 = lim sup

β→∞
L

n({M̃(f2) > β}) ≥ L
n({M̃(f2) =∞}) ≥ 0,also

L
n({M(f) =∞}) ≤ L

n({M̃(f) =∞}) = L
n({M̃(f2) =∞}) = 0,womit s
hlieÿli
h au
h (a) bewiesen ist. 26.2.2. Regularitätsbeweis na
h Coifman, Lions, Meyer, SemmesIm Folgenden sei die n ≥ 2.6.13 Lemma(vgl. [CLMS93℄, Lemma II.1)Seien E ∈ Lp(Rn,Rn) , B ∈ Lq(Rn,Rn), wobei 1 < p <∞ und 1

p
+ 1

q
= 1 (und somit notwendig 1 < q <∞).Desweiteren gelte (im s
hwa
hen Sinne) div E = 0, curl B = 0, d.h

∫

Rn

E ∇ϕ = 0,

∫

Rn

Bi∂jϕ−Bj∂iϕ = 0, 1 ≤ i, j ≤ n und für alle ϕ ∈ C∞
0 (Rn). (6.11)Sei h ∈ T (vgl. De�nition 6.1).Für jedes α, β, wel
hes

1

α
+

1

β
= 1 +

1

n
und 1 < α ≤ p, 1 < β ≤ q (6.12)erfüllt, existiert dann ein C ≡ C(α, β, n), so dass

|(ht ∗ (E · B)) (x)| ≤ C
(
−
∫

Bt(x)

|E|α
) 1

α
(
−
∫

Bt(x)

|B|β
) 1

β für alle x ∈ Rn, t > 0. (6.13)Sei Ω ⊂ Rn ein o�enes, sternförmiges Gebiet und E ∈ Lp(Ω,Rn) und B ∈ Lq(Ω,Rn) und (6.11) erfüllt für alle
ϕ ∈ C∞

0 (Ω). Dann gilt die Unglei
hung (6.13) für alle x ∈ Ω und t < dist(x, ∂Ω) mit derselben Konstante C(n).Insbesondere gilt (6.13) au
h für E ∈ L
p
loc(R

n,Rn) und B ∈ L
q
loc(R

n,Rn), falls (6.11) für alle ϕ ∈ C∞
0 (Rn)erfüllt ist.Beweis. Wir zeigen zunä
hst den Fall Rn und skizzieren dana
h den Beweis im lokalen Fall.Es gilt curl B = 0. Dann existiert na
h Lemma 5.13(ii) ein π ∈ W

1,q
loc (Rn) mit ∇π = B. Es gilt mit denRe
henregeln aus Lemma 4.21 im s
hwa
hen Sinn

div(Eπ) = E ∇π = E ·B,d.h. es gilt
−
∫

Rn

E ·B ϕ =

∫

Rn

π E · ∇ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (Rn).79



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMEDamit folgt für ein beliebiges x ∈ Rn und ein t > 0 (wir bea
hten: ht(x− ·) ∈ C∞
0 (Rn))

ht ∗ (E ·B)(x) =

∫

Rn

ht(x − y) E ·B(y)dy = −
∫

Rn

∇y(ht(x− y)) · E(y)π(y)dy.Nun gilt
∇yht(x − y) = − 1

tn+1
∇h
(
x− y
t

) . (6.14)Zum anderen gilt wegen divE = 0, dass für jedes ϕ ∈ C∞
0 (Rn)

∫

Rn

E(y)∇ϕ(y) dy = 0,und deshalb au
h für die Wahl ϕ(y) := ht(x− y) ∈ C∞
0 (Rn)

∫

Rn

∇yht(x − y) E(y) dy = 0,also insbesondere ∫

Rn

∇yht(x− y) E(y)

(
−
∫

Bt(x)

π

) dy = 0.Damit führen wir die oben begonnene Re
hnung fort:
ht ∗ (E ·B)(x)

(6.14)
=

∫

Rn

1

tn+1
∇h
(
x− y
t

)
· E(y)π(y)dy

=

∫

Rn

1

tn+1
∇h
(
x− y
t

)
·E(y)(π(y) −−

∫

Bt(x)

π)dy. (6.15)Es gilt supp h⊂⊂B1(0) und somit supp ht⊂⊂Bt(0). Damit können wir das Integrationsgebiet bes
hränken. Seiauÿerdem α′ de�niert dur
h 1
α

+ 1
α′ = 1. Wegen der Voraussetzung α > 1 ist α′ < ∞. Daraus folgt mit derHölder-Unglei
hung

|ht ∗ (E · B)(x)|
(6.15)
≤ 1

tn+1
‖∇h‖L∞(Rn)︸ ︷︷ ︸

≤1, h∈T

(∫

Bt(x)

|E(y)|αdy) 1
α
(∫

Bt(x)

|π(y)−−
∫

Bt(x)

π|α′

) 1
α′

=
1

tn+1
L

n(Bt(x))
1
α

+ 1
α′

(
−
∫

Bt(x)

|E(y)|αdy) 1
α
(
−
∫

Bt(x)

|π(y)−−
∫

Bt(x)

π|α′

) 1
α′

=
L n(B1(x))t

n

tn+1

(
−
∫

Bt(x)

|E(y)|αdy) 1
α
(
−
∫

Bt(x)

|π(y)−−
∫

Bt(x)

π|α′

) 1
α′

= C(n)
1

t

(
−
∫

Bt(x)

|E(y)|αdy) 1
α
(
−
∫

Bt(x)

|π(y)−−
∫

Bt(x)

π|α′

) 1
α′

= C(n)

(
−
∫

Bt(x)

|E(y)|αdy) 1
α
(
−
∫

Bt(x)

(|π(y)−−
∫

Bt(x)

π|1
t
)α

′

) 1
α′ .Jetzt beoba
hten wir, dass wegen den Voraussetzungen an α, β und n folgendes gilt:

1

β∗ =
n− β
nβ

=
1

β
− 1

n
= 1− 1

α
=

1

α′ ,also gilt α′ = β∗ für den Sobolev-Exponenten β∗ von β (Wir bea
hten, dass wegen (6.12) au
h β < n gilt).Wir wollen jetzt das Sobolev-Poin
aré-Lemma, Lemma 4.1, anwenden.Dazu beoba
hten wir zunä
hst, dass π ∈ W 1,β(Bt(x)), β > 1, gilt, wegen β ≤ q und π ∈ W 1,q(Bt(x)). Als Kegelwählen wir die Menge aller u ∈W 1,β(Bt(x)) mit ∫
Bt(x)

u = 0, wel
he die Abbildung π − −
∫
Bt(x)

π enthält.80



6.2 Regularitätsgewinn von L1 na
h H 1Ziel ist es, den Term (
−
∫
Bt(x)

(|π(y) − −
∫
Bt(x)

π| 1
t
)α

′
) 1

α′ gegen ein Integral abzus
hätzen, von dem nur der In-tegrationsberei
h von t abhängt.Dabei stören zwei Punkte: Die Sobolev-Poin
aré-Unglei
hung liefert eineAbhängigkeit vom Integrationsberei
h in der Konstante, andererseits tau
ht in diesem Term au
h no
h ein 1
tauf. Wie wir zeigen werden, heben si
h diese beiden t-Abhängigkeiten gerade auf.

(
−
∫

Bt(x)

(|π(y)−−
∫

Bt(x)

π|1
t
)α

′

) 1
α′

=
t−1

L n(Bt(x))
1

α′

(∫

Bt(x)

|π −−
∫

Bt(x)

π|α′

) 1
α′

=
t−1

L n(Bt(x))
1

α′

(∫

B1(x)

|π(tξ)−−
∫

Bt(x)

π(z)dz|α′
tndξ) 1

α′

=
t−1

t
n
α′ L n(B1(x))

1
α′

(∫

B1(x)

|π(tξ) −−
∫

B1(x)

π(tz)dz|α′
tndξ) 1

α′

=
t−1

C(α, n)

(∫

B1(x)

|π(tξ)− −
∫

B1(x)

π(tz)dz|α′dξ) 1
α′

L.4.1
≤ C(α, n,B1(x))

1

t

(∫

B1(x)

|∇(π(tξ))|βdξ) 1
β

= C(α, n,B1(x))
1

t

(∫

B1(x)

|∇π(tξ)t|βdξ) 1
β

= C(α, n,B1(x))t
− n

β

(∫

Bt(x)

|∇π(y)|βdy) 1
β

= C(α, n,B1(x))t
− n

β
t

n
β L n(B1(x))

1
β

L n(Bt(x))
1
β

(∫

Bt(x)

|∇π(y)|βdy) 1
β

= C(α, β, n,B1(x))

(
−
∫

Bt(x)

|∇π(y)|βdy) 1
β

= C(α, β, n)

(
−
∫

Bt(x)

|∇π(y)|βdy) 1
β ,da die Konstante der Sobolev-Poin
aré-Unglei
hung, sowie das Volumen si
h unter konstanten Vers
hiebun-gen ni
ht ändert.Damit ergibt si
h insgesamt unter Berü
ksi
htigung, dass ∇π = B,

|ht ∗ (E · B)(x)| ≤ C(n)

(
−
∫

Bt(x)

|E(y)|αdy) 1
α
(
−
∫

Bt(x)

(|π(y) −−
∫

Bt(x)

π|1
t
)α

′

) 1
α′

≤ C(n, α, β)

(
−
∫

Bt(x)

|E(y)|αdy) 1
α
(
−
∫

Bt(x)

|B(y)|βdy) 1
β ,womit der erste Teil des Lemmas 6.13 bewiesen ist.Analog gehen wir im lokalen Fall vor:Sei Ω ⊂ Rn ein o�enes, sternförmiges Gebiet und E ∈ Lp(Ω,Rn) und B ∈ Lq(Ω,Rn) und (6.11) erfüllt für alle

ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Sei x ∈ Ω und t < dist(x, ∂Ω). Dann kann man wie im globalen Fall re
hnen. Insbesondere hängtdie Konstante C ni
ht von Ω ab, da C = C(B1(x), α, β).Ist E ∈ Lploc(Rn,Rn) und B ∈ Lqloc(Rn,Rn) und gilt die Bedingung (6.11) für alle ϕ ∈ C∞

0 (Rn), so wählen wirfür jedes x ∈ Rn und t > 0 einen Ball Bρ(0), so dass Bt(x) ⊂ Bρ(0). Dann gilt divE = 0 und curlB = 0 auf
Bρ(0) und wir erhalten die Behauptung aus dem Fall eines sternförmigen Gebietes. 281



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUME6.14 Theorem(vgl. [CLMS93℄, Theorem II.1, Seite 250)Sei12 n ≥ 2 und seien E ∈ Lp(Rn,Rn) , B ∈ Lq(Rn,Rn), wobei 1 < p <∞ und 1
p

+ 1
q

= 1.Desweiteren gelte div E = 0, curl B = 0.Dann ist das Skalarprodukt E ·B ∈H 1(Rn) und es gilt
‖E ·B‖H 1 ≤ C(n, p, q)‖E‖Lp‖B‖Lq .Im lokalen Fall, also E,B nur lokal auf einer o�enen und konvexen Menge Ω de�niert, bzw. divE = 0 und

curlB = 0 nur in Ω gilt dannE · B ∈ H 1
loc(Ω) und für alle Kompakte K⊂⊂Ω und beliebige ε > 0 mit

ε ≤ dist(K,Ω) gilt
‖E · B‖H 1(K,ε) ≤ C(n, p, q,K,Ω)‖E‖Lp(Ω,Rn)‖B‖Lq(Ω,Rn).Beweis. Wir su
hen zunä
hst 1 < α < p und 1 < β < q, wel
he die Voraussetzungen von Lemma 6.13 erfüllen(Die Bedingung α < p und β < q benötigen wir später für die Anwendung des Maximaltheorems). Dazu müssen

α und β zunä
hst folgender Glei
hung genügen:
1

α
+

1

β
= 1 +

1

n
=

1

p
+

1

q
+

1

n
.Teile also 1

n
auf in zwei Teile, wel
he 1

α
bzw. 1

β
zugeordnet werden, d.h. wir wählen n1, n2 mit 0 < n1, n2 < n,so dass
1

n1
+

1

n2
=

1

ngilt und
1

α
=

1

n1
+

1

p
,und

1

β
=

1

n2
+

1

q
.Daraus folgt als eine notwendige Bedingung an α und β

0 < α = p
n1

p+ n1
< p und 0 < β = q

n2

q + n2
< q.Desweiteren soll α > 1 und β > 1 gelten, also mit p > 1 und q > 1 (da p <∞)

1 < α =
pn1

p+ n1
⇔ p+ n1 < pn1 ⇔ p < (p− 1)n1 ⇔

p

p− 1
< n1und

1 < β =
qn2

q + n2
⇔ q + n2 < qn2 ⇔ q < (q − 1)n2 ⇔

q

q − 1
< n2.Es gilt

1
p
p−1

+
1
q
q−1

=
p− 1

p
+
q − 1

q
= 1 + 1−

(
1

p
+

1

q

)
= 1und somit

1

n p
p−1

+
1

n q
q−1

=
1

n
.12Im Fall n = 1 folgt aus divE = E′ = 0 und E ∈ Lp(Rn), dass E ≡ 0. Somit reduziert si
h für n = 1 der globale Teil der Aussagevon Theorem 6.14 auf 0 ∈ H 1, was o�ensi
htli
h stimmt.Weiter gilt Lp ⊂ H 1

loc: Für h ∈ T gilt, dass |ht ∗ f | ≤ CMf für den Maximaloperator M aus dem Maximaltheorem, Theorem6.12. Setzen wir f auÿerhalb von Ω dur
h 0 fort, so gilt also
‖f∗‖L1(K) ≤ C(K)‖f∗‖Lp(K) ≤ C(K)‖Mf‖Lp(Rn)

T6.12
≤ C(K,n)‖f‖Lp(K) für p > 1, K⊂⊂Rn.Also gilt für alle f ∈ Lp(Ω) mit Ω⊂⊂Rn und p > 1, dass f ∈ H 1

loc(Ω). Insbesondere bleibt somit au
h die lokale Aussage vonTheorem 6.14 wahr, wenn wir n = 1 zulassen, denn aus divE = 0 folgt E ≡ const, also reduziert si
h die Behauptung zu derAussage, dass Lq(Ω) ⊂ H 1
loc(Ω) für q > 1. 82



6.2 Regularitätsgewinn von L1 na
h H 1Wir wählen also n1 = n p
p−1 und n2 = n q

q−1 .Da n ≥ 2 lässt si
h α = n p
p−1+n , β = n q

q−1+n wählen, wel
he die Voraussetzungen von Lemma 6.13 erfüllen. Esgilt dann insbesondere
p

α
=
p− 1 + n

n
= 1 +

p− 1

n
> 1,da p > 1 vorausgesetzt. Analog gilt wegen q > 1, dass q

β
> 1 ist. Lemma 6.13 liefert dann

|ht ∗ (E ·B)(x)| ≤ C
(
−
∫

Bt(x)

|E|α
) 1

α
(
−
∫

Bt(x)

|B|β
) 1

β für alle x ∈ Rn, t > 0, h ∈ T .Daraus folgt
sup
t>0

sup
h∈T
|ht ∗ (E · B)(x)| ≤ C

(
sup
t>0
−
∫

Bt(x)

|E|α
) 1

α
(

sup
t>0
−
∫

Bt(x)

|B|β
) 1

β

= C M(|E|α)
1
α M(|B|β) 1

β .Es gilt |E| ∈ Lp(Rn) und |B| ∈ Lq(Rn), somit |E|α ∈ L p
α (Rn) und |B|β ∈ L q

β (Rn).Da na
h Wahl von α, β dieQuotienten p
α
, q
β
> 1 lässt si
h das Maximaltheorem, Theorem 6.12, anwenden.Dieses liefert zunä
hst die Aussage, dass M(|E|α) ∈ L p

α (Rn) und M(|B|β) ∈ L q
β (Rn) ist.Damit wiederum folgt mit der Hölder-Unglei
hung, dass

∫

Rn

M(|E|α)
1
α M(|B|β) 1

β ≤
(∫

Rn

M(|E|α)
p
α

) 1
p
(∫

Rn

M(|B|β) q
β

) 1
q

<∞.Mit der Abs
hätzung aus Theorem 6.12 folgt au
h, dass
‖M(|E|α)‖

1
α

L
p
α
≤ C(p, α)‖|E|α‖

1
α

L
p
α

= C(p, α)‖E‖Lp(Rn,Rn)und
‖M(|B|β)‖

1
β

L
q
β
≤ C(q, β)‖|B|β‖

1
β

L
q
β

= C(q, β)‖B‖Lq(Rn,Rn).Damit s
hlieÿen wir
∫

Rn

M(|E|α)
1
α M(|B|β) 1

β ≤ C(p, α, q) ‖E‖Lp(Rn,Rn)‖B‖Lq(Rn,Rn).Daraus folgt, dass (E · B)∗ = supt>0 suph∈T |ht ∗ (E · B)(·)| ∈ L1(Rn), womit folgt, dass E · B ∈ H 1, und esgilt die Abs
hätzung
‖E · B‖H 1 = ‖(E · B)∗‖L1(Rn) ≤ C(n, p, q)‖E‖Lp(Rn,Rn)‖B‖Lq(Rn,Rn).Die lokale Behauptung folgt analog:

α und β werden glei
h gewählt, die Abs
hätzungen folgen alle analog, wobei für das Maximaltheorem E und Bdur
h 0 fortgesetzt werden müssen. 26.15 Korollar (Anwendung)Es seien D, E ∈W 1,2(D2,Rm) s
hwa
he Lösungen von
{
△D = −(∇B) · (∇⊥u) in D2,
△E = (∇⊥A) · (∇u) in D2,wobei u ∈W 1,2(D2,Rm) und B,A ∈W 1,2(D2,M(m)). Die obige PDE ist dabei eine Kontraktionss
hreibweisevon {∫

D2∇Di ∇ϕ =
∫
D2(∇Bki ) · (∇⊥uk) ϕ, 1 ≤ i ≤ m,∫

D2∇Ei ∇ϕ = −
∫
D2(∇⊥Aki ) · (∇uk) ϕ, 1 ≤ i ≤ mfür alle ϕ ∈ C∞

0 (D2).Dann existieren τi, ςi ∈H 1, 1 ≤ i ≤ m, so dass
∫

Rn

△Di ϕ =

∫

Rn

τi ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2)83
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Rn

△Ei ϕ =

∫

Rn

ςi ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2).Beweis. Wir zeigen die Behauptung nur für D, da diese für E analog folgt.Zunä
hst setzen wir u, B und A komponentenweise auf W 1,2(Rn,Rm) bzw. W 1,2(Rn,M(m)) fort. Es ist nurno
h zu zeigen, dass komponentenweise ∇B · ∇⊥u ∈H 1. Wegen

(∇B · ∇⊥u)i = ∇Bki · ∇⊥uk, 1 ≤ i ≤ mfolgt dies, wenn wir zeigen, dass ∇Bki · ∇⊥uk ∈H 1 für jedes feste k und i. Es gilt na
h Proposition 4.22
∫

D2

∇Bki · ∇⊥ϕ = 0 für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2)und ∫

D2

∇⊥u · ∇ϕ = 0 für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2),also curl∇Bki = 0 und div∇⊥u = 0. Also ergibt si
h mit Theorem 6.14 für jedes feste k und i, dass∇Bki ·∇⊥uk ∈

H 1 und wir haben die Behauptung für D gezeigt. 26.3. W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1Ziel dieses Kapitels ist der Beweis, dass für eine Lösung ϕ von

△ϕ = fmit f ∈H 1 folgt, dass ∇2ϕ ∈ L1
loc ist.6.3.1. Singuläre IntegraleIn diesem Unterabs
hnitt analysieren wir singuläre Integrale, wel
he wir für unser Ziel benötigen werden.Zunä
hst rufen wir ein bekanntes Resultat in Erinnerung:6.16 Proposition (Young-Unglei
hung)(vgl. [Gra04℄, Theorem 1.2.12)Sei 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn) und

1

q
+

1

p
= 1 +

1

r
.Dann ist f ∗ g ∈ Lr(Rn) und es gilt

‖f ∗ g‖Lr(Rn) ≤ ‖f‖Lp(Rn) ‖g‖Lq(Rn)Nun beweisen wir einige Ergebnisse über die singulären Integrale von Calderon-Zygmond-Kernen.6.17 Lemma (Singuläre Integrale und Calderon-Zygmond-Kerne)Es sei Ω : Rn\{0} → R eine Funktion mit den folgenden Eigens
haften (vgl. [S
h03℄, Satz 7.6 Voraussetzungen)
(A) Ω ist positiv homogen vom Grad 0, d.h. Ω(tx) = Ω(x) für alle x ∈ Rn\{0} und t > 0,
(B)

∫
∂B1(0)

Ω = 0 und
(C) Ω ∈ C∞(Rn\{0}).Wir de�nieren einen Kern K dur
h

K(x) :=
Ω(x)

|x|n , für x ∈ Rn\{0},84



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1und setzen Kε als

Kε := K χRn\Bε(0), ε > 0und Kε,R als
Kε,R := K χBR(0)\Bε(0), 0 < ε < R <∞.Falls zusätzli
h für

ω(δ) := sup
|µ−ν|≤δ,

|µ|=|ν|=1

|Ω(ν)− Ω(µ)| (6.16)gilt ∫ 1

0

ω(r)

r
dr ≤ C(Ω), (6.17)so erhält man folgende Aussagen:

(i) (vgl. [S
h03℄, Lemma 4.2, p.45) K ist ein Calderon-Zygmond-Kern mit Konstanten C(Ω, n) und mitder Dini-Bedingung, d.h. es gilt: K ∈ L1
loc(R

n\{0}), es gelten die Calderon-Zygmond-Bedingungen
∫

Bσ(0)

|x| |K(x)| dx ≤ C(Ω, n) σ, 0 < σ <∞, (6.18)
∫

|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)| dx ≤ C(Ω, n), (6.19)

∣∣∣∣∣

∫

Bσ(0)\B̺(0)

K

∣∣∣∣∣ ≤ C(Ω, n) für alle 0 < ̺ < σ <∞, (6.20)
lim
̺→0

∫

Bσ(0)\B̺(0)

K existiert für alle σ > 0, (6.21)und zusätzli
h ist die Dini-Bedingung erfüllt, das heiÿt es existiert eine monoton steigende Funktion
ω̃ : R+ → R+, so dass für L n-fast alle x, y ∈ Rn mit 2|y| ≤ |x|

|K(x− y)−K(x)| ≤ ω̃
(

2|y|
|x|

)
1

|x|n (6.22)erfüllt ist und ∫ 1

0

ω̃(r)

r
dr ≤ C(Ω, n). (6.23)Tatsä
hli
h gilt sogar ∫

Bσ(0)\B̺(0)

K = 0 für alle 0 < ρ < σ <∞,was (6.20) und (6.21) impliziert.
(ii) (vgl. [S
h03℄, Lemma 3.2) Kε,R ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) und Kε,R, Kε sind Calderon-Zygmond-Kerne mitKonstanten C(Ω, n) unabhängig von ε und R, und es gilt

‖K̂ε,R‖L∞ ≤ C(Ω, n). (6.24)
(iii) (vgl. [S
h03℄, Lemma 3.1) De�nieren wir für f ∈ L1(Rn)

(Tε,Rf)(x) := (Kε,Rf)(x) :=

∫

Rn

Kε,R(y) f(x− y) dy =

∫

ε≤|y|≤R
K(y) f(x− y) dy,so ist Tε,R vom s
hwa
hen Typ (1,1) unabhängig von ε und R, d.h.

L
n(|Kε,Rf | > t) ≤ C(Ω, n) ‖f‖L1(Rn)

1

t
für alle t > 0, (6.25)und es gibt eine (lineare und stetige) Erweiterung von Kε,R auf L2(Rn), für die gilt

‖Kε,Rf‖L2(Rn) ≤ C(Ω, n)‖f‖L2(Rn) für alle f ∈ L2(Rn). (6.26)85
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(iv) (vgl. [S
h03℄, Satz 3.1) Setzen wir für f ∈ L1(Rn)

(Tεf)(x) := (Kεf)(x) :=

∫

|x−y|≥ε
K(x− y) f(y) dy,(wir bea
hten, dass |K(x)| ≤ C

|x|n wegen (A) und (C)), so ist Kε vom s
hwa
hen Typ (1,1) und erweitertzum starken Typ (2,2), d.h. für Kε gilt
L

n(|Kεf | > t) ≤ C(Ω, n) ‖f‖L1(Rn)
1

t
für alle t > 0 und f ∈ L1(Rn), (6.27)wir können es linear und stetig fortsetzen auf ganz L2(Rn) und es gilt

‖Kεf‖L2(Rn) ≤ C(Ω, n)‖f‖L2(Rn), (6.28)und auf L1 ∩ L2 stimmt diese Fortsetzung mit dem ursprüngli
hen Operator überein; man kann also Kεals Abbildung Kε : L1(Rn) ∪ L2(Rn) → M(Rn) au�assen, wel
he auf L1(Rn) und L2(Rn) jeweils einlinearer Operator ist.
(v) Weiter existiert eine Abbildung T : L1(Rn) ∪ L2(Rn) → M(Rn), wel
he auf L1(Rn) und L2(Rn) jeweilsein linearer Operator ist und sozusagen

Tf =′′ Kf ′′ =′′ lim
ε→0

(Kεf)′′im Maÿ für f ∈ L1(Rn) und stark in L2(Rn) für f ∈ L2(Rn) erfüllt. Genauer gilt für f ∈ L1(Rn)

lim sup
ε→0

L
n(|Kεf − Tf | > t) = 0 für alle t > 0,und für jedes f ∈ L2(Rn) gilt
lim
ε→0
‖Kεf − Tf‖L2(Rn) = 0.Für dieses T gelten die Abs
hätzungen wie für Kε, d.h. für f ∈ L1(Rn)

L
n(|Tf | > t) ≤ C(Ω, n) ‖f‖L1(Rn)

1

t
für alle t > 0und für f ∈ L2(Rn)

‖Tf‖L2(Rn) ≤ C(Ω, n)‖f‖L2(Rn).Wir nennen Tf im folgenden Kf , da T ans
hauli
h betra
htet der Limes von Kε für ε→ 0 ist.Zusammenfassung:
K, Kε, Kε,r sind wohlde�niert auf L1 ∪ L2 mit den entspre
henden Abs
hätzungen und Konvergenzen in L1und L2 und mit Glei
hheit auf S
hnittmengen.Beweis. (i) Zunä
hst gilt wegen (C), dass K ∈ L1

loc(R
n\{0}).Weiter gilt, mit Homogenität (A), dass |Ω(x)| ≤ Λ für alle x 6= 0 und für Λ := ‖Ω‖L∞(∂B1(0)), also für K

|K(x)| = |Ω(x)|
|x|n ≤ Λ

|x|n .Damit gilt ∫

Bσ(0)

|x||K(x)| dx ≤ Λ

∫

Bσ(0)

1

|x|n−1 dx
= C(n)Λ

∫ σ

r=0

1 dr
= C(n)Λ σ

= C(Ω, n) σ für alle σ > 0,86
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PSfrag repla
ements

Tε,Rf

f ∈ L1 ∩ L2

supp(f)⊂⊂Rn

Tεf

f ∈ L2

Tεf

f ∈ L1, supp(f)⊂⊂Rnoder f ∈ L1 ∩ L2

Tεf

f ∈ L1

Tf

f ∈ L2

Tf

f ∈ C1
0

Tf

f ∈ L1

Rր∞

erweitert
erweitert

stark in L2

ε ↓ 0

glm., stark
ε ↓ 0

im Maÿ
ε ↓ 0

erweitert
erweitert

Abbildung 6.3: Übersi
ht über die Konvergenzen im Beweis von Lemma 6.17.also ist Unglei
hung (6.18) gezeigt.Unglei
hung (6.20) gilt wegen
∫

Bσ(0)\Bρ(0)

K =

∫ σ

r=ρ

1

r

∫

∂B1(0)

Ω(rθ) dH
n−1θ dr (B)

= 0, für alle 0 < ρ < σ <∞.Insbesondere erhät man somit trivialerweise
lim
ρ→0

∫

Bσ(0)\Bρ(0)

K = 0,d.h. Glei
hung (6.21) ist erfüllt.Glei
hung (6.19) folgt allgemein aus der Dini-Bedingung (6.22), wel
he wir deshalb zunä
hst zeigen wol-len:Sei x, y ∈ Rn, x 6= 0 und x− y 6= 0. Es gilt
K(x− y)−K(x) =

Ω(x− y)− Ω(x)

|x− y|n︸ ︷︷ ︸
I

+ Ω(x)

(
1

|x− y|n −
1

|x|n
)

︸ ︷︷ ︸
II

.Zunä
hst zu I:Für m := min(|x− y|, |x|) gilt
∣∣∣∣
x− y
|x− y| −

x

|x|

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
x− y
|x− y| ·

|x− y|
m

− x

|x| ·
|x|
m

∣∣∣∣, (6.29)denn für alle λ ≥ 1 und u, v ∈ Rn, |u| = |v| = 1, bere
hnen wir (wir bea
hten, dass |·| das euklidis
he87
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ements
u

v|u− v|

λv

Abbildung 6.4: Der Abstand von Punkten der zwei Stre
ken {λu |λ ≥ 1} und {λv |λ ≥ 1} mit u, v ∈ ∂B1(0)wird genau auf ∂B1(0) minimal.Skalarprodukt induziert)
|u− λv|2 = |u|2 + |v|2 + (λ2 − 1)|v|2 − 2〈u, v〉 − (λ− 1)2〈u, v〉

= |u− v|2 + (λ − 1)((λ+ 1)|v|2 − 2〈u, v〉+ |u|2 − |u|2)

= |u− v|2 + (λ − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

(|v − u|2 + λ︸︷︷︸
≥1

|v|2︸︷︷︸
=1

− |u|2︸︷︷︸
=1

)

≥ |u− v|2,also
|u− λv| ≥ |u− v| für alle λ ≥ 1, u, v ∈ ∂B1(0),und dies impliziert (6.29), da |x−y|

m
≥ 1 oder |x|

m
≥ 1 und die Glei
hheit in mindestens einem der beidenTerme eintritt (zur Ans
hauung vgl. Abbildung 6.4)Es folgt für |x| ≥ 2|y|, also m ≥ 1

2 |x|
∣∣∣∣
x− y
|x− y| −

x

|x|

∣∣∣∣
(6.29)
≤

∣∣∣∣
x− y
m
− x

m

∣∣∣∣ =
|y|
m
≤ 2
|y|
|x| . (6.30)Somit gilt für |x| ≥ 2|y|, y 6= 0

|Ω(x− y)− Ω(x)| (A)
=

∣∣∣∣Ω
(
x− y
|x− y|

)
− Ω

(
x

|x|

)∣∣∣∣(6.30)
≤ sup

|µ|=|ν|=1

|µ−ν|≤ 2|y|
|x|

|Ω(µ)− Ω(ν)|(6.16)
= ω

(
2|y|
|x|

) .Na
h Voraussetzung gilt für dieses ω
∫ 1

0

ω(r)

r
dr (6.17)

≤ C(Ω).Also haben wir für |x| ≥ 2|y| > 0 (also |x− y| ≥ |x| − |y| ≥ |x| − 1
2 |x|)

I =
|Ω(x− y)− Ω(x)|

|x− y|n ≤ 2n ω

(
2|y|
|x|

)
1

|x|n .88



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1Nun betra
hten wir no
h II:Zunä
hst behaupten wir, dass es ein γ̃ ≡ γ̃(n) gibt, so dass für alle |x| ≥ 2|y|, x, y 6= 0 gilt

∣∣∣∣
1

|x− y|n −
1

|x|n
∣∣∣∣ ≤ γ̃

|y|
|x|

1

|x|n . (6.31)Zum Beweis von (6.31) ist zu zeigen, dass
LHS :=

˛
˛
˛

|x|n

|x−y|n
− 1

˛
˛
˛

|y|
|x|

≤ C(n) =: γ̃.Gilt nun, dass für λ ∈ N, λ ≥ 2 und für x, y ∈ Rn die Abs
hätzung
(λ + 1)|y| ≥ |x| ≥ λ|y|erfüllt ist (also |x − y| ≥ (1 − 1

λ
)|x| und |y|

|x|
≥ 1

λ+1
) , so gilt

LHS ≤ (λ + 1)
1

|x − y|n
||x|n − |x − y|n|

≤ (λ + 1)
1

(1 − 1
λ
)n

1

|x|n
||x|n − |x − y|n|

= (λ + 1)
λn

(λ − 1)n

1

|x|n
||x|n − |x − y|n|

= (λ + 1)O(1)
1

|x|n
||x|n − |x − y|n| für λ → ∞.Nun gilt

|x|n − |x − y|n ≤

„

1 −

„
λ − 1

λ

«n«

|x|n =
1

λ

λn − (λ − 1)n

λn−1
|x|n =

1

λ
O(1) |x|n für λ → ∞;andererseits haben wir

|x − y|n

|x|n
≤

(|x| + |y|)n

λn|y|n
≤

(λ + 2)n

λnund damit
|x − y|n − |x|n ≤ (

„
λ + 2

λ

«n

− 1)|x|n =
1

λn
((λ + 2)n − λ

n)|x|n =
1

λ
O(1)|x|n für λ → ∞.Dies impliziert

LHS ≤ (λ + 1) O(1)
1

|x|n
1

λ
O(1)|x|n = O(1) für λ → ∞.Daraus folgt, dass es ein C(n) und ein λ0 beide unabhängig von x und y gibt, so dass für alle λ > λ0 gilt

LHS ≤ C(n). Au
h für die übrigen, endli
h vielen λ ≤ λ0 kann man RHS unabhängig von x und y abs
hätzen,und wir erhalten LHS ≤ C̃(n) für jedes λ ∈ N mit λ ≥ 2.Nun existiert für jedes x, y ∈ Rn mit |x| ≥ 2|y| > 0 ein λ ∈ N, λ ≥ 2, so dass (λ + 1)|y| ≥ |x| ≥ λ|y| und somithaben wir (6.31) gezeigt. ||Es gilt also
II = Ω(x)

(
1

|x− y|n −
1

|x|n
) (6.31)
≤ γ̃‖Ω‖L∞(∂B1(0))

|y|
|x|

1

|x|n .Setzen wir γ := 2n + γ̃‖Ω‖L∞(∂B1(0)) und de�nieren
ω̃(r) := γ(ω(r) +

r

2
),so folgt mit den Abs
hätzungen für I und II

|K(x− y)−K(x)| ≤ ω̃
(

2|y|
|x|

)
|x|−n,und aus der Monotonie von ω folgt, dass ω̃(·) monoton steigend ist. Wegen

∫ 1

0

ω(r)

r

(6.17)
≤ C(Ω)89
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0

ω̃(r)

r
≤ C(Ω, n) (6.32)und damit sind (6.22) und (6.23) gezeigt.Damit folgt au
h Glei
hung (6.19), denn es gilt (Substituiere s
hlieÿli
h z := 2|y|

r
)

∫

|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)| dx ≤

∫

|x|≥2|y|
ω̃

(
2|y|
|x|

)
1

|x|n dx
≤ C(n)

∫ ∞

r=2|y|
ω̃

(
2|y|
r

)
1

r
dr

= −C(Ω, n)

∫ 0

1

ω̃(z)
1

z
dz(6.32)

≤ C(Ω, n).
(ii) Es ist zunä
hst klar, dass Kε,R ∈ L1 ∩L2(Rn), da Ω ∈ L∞(Rn) und sowohl die Singularität von K in der

0 dur
h χRn\Bε(0) als au
h alle Punkte weit weg von der 0 dur
h χBR(0) wegges
hnitten werden.Bleibt also nur no
h zu zeigen, dass Kε, Kε,R Calderon-Zygmond-Kerne (CZ-Kerne) sind und dieAbs
hätzung der (nun wohlde�nierten) Fourier-Transformation von Kε,R gilt.Für den CZ-Kern sind also die Unglei
hungen (6.18), (6.19), (6.20), (6.21) zu zeigen zu zeigen.Wir zeigen dies hier für Kε,R; die Abs
hätzungen für Kε folgen analog.Die zu beweisenden Unglei
hungen(6.18), (6.19), (6.20) und (6.21) sind na
h (i) für K selbst erfüllt. Somit folgt sofort (6.18), da
∫

Bρ(0)

|x| |Kε,R(x)| dx ≤ ∫
Bρ(0)

|x||K(x)| ≤ C(Ω, n) ρ für alle 0 < ε < R <∞.Au
h (6.20) und (6.21) folgen wie im zugehörigen Beweis zu (i).Zu (6.19) betra
hten wir ∫

|x|≥2|y|
|Kε,R(x − y)−Kε,R(x)| dx

≤
∫

|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)| dx+

∫

|x|≥2|y|,A
|K(x− y)− 0|dx+

∫

|x|≥2|y|,B
|0−K(x)| dx(6.19)

≤ C(Ω, n) +

∫

|x|≥2|y|,I
|K(x− y)|+

∫

|x|≥2|y|,II
|K(x− y)|+

∫

|x|≥2|y|,III
|K(x)|+

∫

|x|≥2|y|,IV
|K(x)|,wobei die Bedingungen A, B, I, II, III, IV stehen für

R ≥ |x− y| ≥ ε ∧ (|x| < ε ∨ |x| > R), (A)also Kε,R(x) = 0, Kε,R(x− y) = K(x− y),
(R ≥ |x| ≥ ε ∧ (|x− y| < ε ∨ |x− y| > R), (B)also Kε,R(x− y) = 0, Kε,R(x) = K(x),

R ≥ |x− y| ≥ ε ∧ |x| < ε, (I)
R ≥ |x− y| ≥ ε ∧ |x| > R, (II)
|x− y| < ε ∧ R ≥ |x| ≥ ε (III)und
|x− y| > R ∧ R ≥ |x| ≥ ε. (IV)Es gilt für |x| ≥ 2|y| die Unglei
hung

3

2
|x| ≥ |x|+ |y| ≥ |x− y| ≥ |x| − |y| ≥ 1

2
|x|.90
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hter Seite in H 1Damit folgt für die Fälle

I : |x| < ε ⇒ 3

2
ε >

3

2
|x| ≥ |x− y| ≥ ε,

II : |x| > R ⇒ R ≥ |x− y| > 1

2
R,

III : |x− y| < ε ⇒ ε >
1

2
|x| ≥ ε

2
und

IV : |x− y| > R ⇒ R ≥ |x| > 2

3
R.Daraus erhalten wir (wobei I, II, III und IV die Bedingung |x| ≥ 2|y| ab sofort mit eins
hlieÿen mögen)mit der Unglei
hung (6.18) für K

∫

I

|K(x− y)| ≤
∫

ε≤|x−y|< 3
2 ε

|K(x− y)||x− y| 1

|x− y|

≤
∫

ε≤|x−y|< 3
2 ε

|K(x− y)||x− y| 1

ε(6.18)
≤ C(Ω, n)

3

2
ε

1

ε
,

∫

II

|K(x− y)| ≤
∫

R≥|x−y|> 1
2
R

|K(x− y)||x− y| 2

R
≤ 2C(Ω, n),

∫

III

|K(x)| ≤
∫

2ε>|x|≥ε
|K(x)||x| 1

ε
≤ 2C(Ω, n) und

∫

IV

|K(x)| ≤
∫

R≥|x|> 2
3R

|K(x)||x|3
2

1

R
≤ 3

2
C(Ω, n).Wir bea
hten dabei, dass C(Ω, n) unabhängig von R, ε ist.Zusammengesetzt ergibt dies

∫

|x|≥2|y|
|Kε,R(x− y)−Kε,R(x)| dx ≤ C̃(Ω, n),und somit ist (6.19) gezeigt und Kε,R ist ein CZ-Kern mit Konstanten unabhängig von R, ε.Wir betra
hten no
h die Fouriertransformation von Kε,R:Sei y 6= 0. Es gilt Kε,R ∈ L1 ∩ L2(Rn) und somit

K̂ε,R(y) = lim
ρ→∞

∫

Bρ(0)

Kε,R(x)e−2πi〈x,y〉 dx
=

∫

ε<|x|≤ 2
|y|

Kε,R(x)e−2πi〈x,y〉 dx
︸ ︷︷ ︸

I1

+ lim
ρ→∞

∫

2
|y|<|x|<ρ

Kε,R(x)e−2πi〈x,y〉 dx
︸ ︷︷ ︸

I2(ρ)

.Wir betra
hten zunä
hst I1:Es gilt mit Unglei
hung (6.20)
|I1| =

∣∣∣∣∣

∫

ε≤|x|≤ 2
|y|

Kε,R(x) e−2πi〈x,y〉 dx∣∣∣∣∣
≤

∫

ε≤|x|≤ 2
|y|

|Kε,R(x)| |x|
∣∣e−2πi〈x,y〉 − 1

∣∣
|x| dx+ C(Ω, n)Mit Darstellung von eiϕ = cos+i sin erhalten wir

∣∣e−2πi〈x,y〉 − e−2πi〈0,y〉∣∣
|x| ≤ C|y|.91



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMEDamit folgt unter Anwendung von (6.18) für Kε,R

|I1| ≤ C(Ω, n)
2

|y| C |y|+ C(Ω, n)

≤ C̃(Ω, n).Wir betra
hten no
h I2(ρ):Wir setzen z := y

2|y|2 . Dann gilt 〈y, z〉 = 1
2 , also
e±2πi〈y,z〉 = e±πi = −1und somit

e−2πi〈x,y〉 = e−2πi(〈x+z,y〉−〈z,y〉) = e−2πi〈x+z,y〉(−1).Dann erhalten wir der mit Transformation ξ := x+ z

I2(ρ) =

∫

2
|y|≤|x|<ρ

Kε,R(x) e−2πi〈x,y〉 dx
= −

∫

2
|y|≤|x|<ρ

Kε,R(x) e−2πi〈x+z,y〉 dx
= −

∫

2
|y|≤|ξ−z|<ρ

Kε,R(ξ − z) e−2πi〈ξ,y〉 dξ. (6.33)
Ist ξ ∈ Rn, so dass 2

|y| ≤ |ξ − z| < ρ, so gilt eine der drei folgenden Mögli
hkeiten:
(α) 2

|y| ≤ |ξ| < ρ,
(β) 2

|y| ≤ |ξ − z| < ρ und |ξ| ≥ ρ oder
(γ) 2

|y| ≤ |ξ − z| < ρ und |ξ| < 2
|y| .Im Fall (β) gilt dann wegen t = y
|y|

|ξ − z| ≥ |ξ| − |z| ≥ ρ− 1

2|y| ≥ ρ−
1

|y| ,und im Fall (γ) gilt
|ξ − z| ≤ |ξ|+ |z| < 2

|y| +
1

2|y| ≤
3

|y| .Somit gilt für ξ ∈ Rn mit 2
|y| < |ξ − z| ≤ ρ (mindestens) einer der drei folgenden FälleA 2

|y| ≤ |ξ| < ρ,B ρ− 1
|y| ≤ |ξ − z| < ρ oderC 2

|y| ≤ |ξ − z| < 3
|y| .Damit erhalten wir für alle y 6= 0 (wir bea
hten 2|z| < 4|z| = 2

|y| und wenden (6.19) sowie (6.18) für Kε,Ran)
|2I2(ρ)| =92



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1

=

∣∣∣∣∣

∫

2
|y|≤|x|<ρ

Kε,R(x) e−2πi〈x,y〉 dx− ∫
2
|y|≤|x−z|<ρ

Kε,R(x− z) e−2πi〈x,y〉 dx∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣
∫

A

(Kε,R(x) −Kε,R(x− z)) e−2πi〈x,y〉 dx∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∫¬A, 2
|y|≤|x−z|≤ρ

Kε,R(x− z)e−2πi〈x,y〉 dx∣∣∣∣∣
≤

∫

2
|y|≤|x|<ρ

|Kε,R(x) −Kε,R(x− z)| dx+

∫

B

|Kε,R(x− z)| dx+

∫

C

|Kε,R(x− z)| dx
≤

∫

2|z|<|x|
|Kε,R(x)−Kε,R(x− z)| dx+

∫

ρ>|w|≥ρ− 1
|y|

|Kε,R(w)| dw +

∫

3
|y|>|w|≥ 2

|y|

|Kε,R(w)| dw(6.19)
≤ C(Ω, n) +

1

ρ− 1
|y|

∫

|w|<ρ
|w| |Kε,R(w)|dw +

1
2
|y|

∫

|w|< 3
|y|

|w| |Kε,R(w)| dw(6.18)
≤ C(Ω, n) (1 +

ρ

ρ− 1
|y|

+
|y|
2

3

|y| )

≤ C(Ω, n) (1 + 2 +
3

2
)

≤ C̃(Ω, n),für ρ hinrei
hend groÿ in Abhängigkeit von |y|, nämli
h ρ > 2
|y| .Damit gilt also für alle |y| 6= 0

lim
ρ→∞

|I2(ρ)| ≤ C(Ω, n)und somit ergibt si
h (6.24), also
‖K̂ε,R‖L∞ ≤ C(Ω, n),wobei C(Ω, n) unabhängig von ε und R ist.

(iii) Wegen (A) und (C) ist Ω ∈ L∞ und somit Kε,R ∈ L1∩L2∩L∞(Rn) und es gilt für eine Konstante C(Ω, n)na
h (ii)

‖K̂ε,R‖L∞ ≤ C(Ω, n). (6.34)Insbesondere ist wegen Kε,R ∈ L∞

Kε,Rf(x) :=

∫

Rn

Kε,R(x− y) f(y) dywohlde�niert für alle f ∈ L1(Rn).Sei nun f ∈ L1∩L2(Rn), dann gilt wegen Kε,R ∈ L1∩L2, dass Kε,Rf = Kε,R ∗ f ∈ L2 (Proposition 6.16),es gilt mit Proposition 3.3 (vi)

K̂ε,Rf(ξ) = K̂ε,R(ξ) f̂(ξ),und mit dem Satz von Plan
herel (Theorem 3.4) erhalten wir
‖Kε,Rf‖L2(Rn)

T.3.4
= ‖K̂ε,Rf‖L2

P.3.3
= ‖K̂ε,R f̂‖L2

(6.34)
≤ C(Ω, n)‖f̂‖L2

T.3.4
= C(Ω, n)‖f‖L2(Rn).Somit ist Kε,R stetig und linear als Abbildung von L1 ∩L2 na
h L2, und wegen der Di
htheit von L1 ∩L2in L2 lässt si
h Kε,R somit fortsetzen auf L2(Rn) und es gilt (6.26), also

‖Kε,Rf‖L2 ≤ C(Ω, n)‖f‖L2 für alle f ∈ L2(Rn),und insbesondere ist die Konstante unabhängig von ε und R.Nun no
h zum s
hwa
hen Typ (1,1):Sei t > 0 und f ∈ L1(Rn).Wir wählen eine Calderon-Zygmond-Zerlegung , d.h. eine Folge von Würfeln (Qk)
∞
k=1 mit paarweisedisjunktem Inneren, sowie zwei Abbildungen g, b : Rn → R, so dass gilt (vgl. z.B. [Gra04℄, Theorem 4.3.1,Seite 284f) 93



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUME� f = g + b, (g good, b bad)� |g| ≤ C(n) t,� b = 0 in Rn\⋃∞
k=1Qk, ∫Qk

b = 0 und −
∫
Qk
|b| ≤ 2n+1t,� ‖g‖L1, ‖b‖L1 ≤ 2‖f‖L1 und� ∑∞

k=1 L n(Qk) ≤ 1
t
‖f‖L1.Wegen der Linearität des Operators Kε,R : L1(Rn) → L∞(Rn) (da Kε,R ∈ L∞, vgl. Proposition 6.16)gilt

Kε,Rf = Kε,Rg +Kε,Rbund somit
L

n{|Kε,Rf | > t} ≤ L
n{|Kε,Rg| >

t

2
}+ L

n{|Kε,Rb| >
t

2
}.Für den �guten� Teil g gilt

L
n{|Kε,Rg| >

t

2
} =

∫

{|Kε,Rg|> t
2}

1 ≤ 4

t2

∫

Rn

|Kε,Rg|2
(6.26)
≤ 4

t2
C(Ω, n) ‖g‖2L2,da g ∈ L2, denn ∫

Rn

|g|2 ≤ C(n)t

∫

Rn

|g| = C(n)t‖g‖L1 ≤ C̃(n)t‖f‖L1 .Wir erhalten, dass der gute Term seinen Namen zu re
ht trägt, wegen
L

n{|Kε,Rg| >
t

2
} ≤ C(Ω, n)‖f‖L1

1

t
.Nun wenden wir uns dem �s
hle
hten� Term b zu und de�nieren zu diesem Zwe
k

bk := bχQk
.Insbesondere gilt dann

b =
∞∑

k=1

bk punktweise fast überall in Rn.Sei das Zentrum von einem Qk de�niert als xk und Qk habe die Seitenlänge 2ρk, d.h.
Qk = xk + [−ρk, ρk]n.Es gilt für x ∈ Rn (wir bea
hten: ∫

Rnbk =
∫
Qk
b = 0)

Kε,Rbk(x) =

∫

Qk

Kε,R(x − y)b(y) dy =

∫

Qk

(Kε,R(x− y)−Kε,R(x − xk))b(y) dy. (6.35)Ist x 6∈ B2
√
nρk

(xk), dann gilt für ein y ∈ Qk
|y − xk| ≤

√
nρk ≤

1

2
|x− xk|,und somit folgt unter Verwendung der Transformation z := x− xk (dann gilt |z| ≥ 2|y − xk|) und (6.19)

∫

Rn\B2
√

nρ(xk)

|Kε,Rbk(x)|
(6.35)
≤

∫

Rn\B2
√

nρ(xk)

∫

Qk

|Kε,R(x− y)−Kε,R(x− xk)| |b(y)| dy dx
=

∫

Qk

∫

Rn\B2
√

nρ(0)

|Kε,R(z − (y − xk))−Kε,R(z)| dz |b(y)| dy
≤

∫

Qk

∫

|z|≥2|y−xk|
|Kε,R(z − (y − xk))−Kε,R(z)| dz |b(y)| dy(6.19)

≤ C(Ω, n)

∫

Qk

|b(y)| dy
≤ C(Ω, n)L n(Qk)t94



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1mit den Eigens
haften von b in der CZ-Zerlegung.Wir de�nieren nun no
h Ω∗ :=

⋃∞
k=1 B2

√
nρ(xk).Dann gilt den mit Eigens
haften der CZ-Zerlegung13 und dem Lemma von Fatou

∫

Rn\Ω∗
|Kε,Rb| ≤ lim inf

m→∞

m∑

k=1

∫

Rn\Ω∗
|Kε,Rbk(x)| dx

≤ lim inf
m→∞

m∑

k=1

C(Ω, n)L n(Qk)t

≤ C(Ω, n) ‖f‖L1. (6.36)Weiterhin gilt au
h
L

n(Ω∗) ≤
∞∑

k=1

L
n(B2ρk

√
n(xk))

≤ C(n)

∞∑

k=1

L
n(Qk)

≤ 1

t
C(n)‖f‖L1. (6.37)Zusammengesetzt ergibt dies

L
n{|Kε,Rb| >

t

2
} ≤ L

n(Ω∗) +

∫

(Rn\Ω∗)∩{|Kε,Rb|> t
2}

1(6.37)
≤ 1

t
C(n)‖f‖L1 +

1

t
C

∫

Rn\Ω∗
|Kε,Rb|(6.36)

≤ C(Ω, n)
1

t
‖f‖L1,womit au
h der �s
hle
hte� Term unter Kontrolle ist und wir erhalten

L
n{|Kε,Rf | > t} ≤ C(Ω, n)‖f‖L1

1

tfür jedes t > 0, f ∈ L1(Rn), also ist (6.25) gezeigt.
(iv) Sei zunä
hst f ∈ L1(Rn). Wir betra
hten für R > 1

|Kε,Rf(x)−Kεf(x)| =
∣∣∣∣∣

∫

|y|≥R
K(y) f(x− y) dy∣∣∣∣∣ ≤ ‖K‖L∞(Rn\B1) ‖f‖L1(Rn\BR(x))

R→∞−−−−→ 0,da f ∈ L1(Rn). Somit gilt
Kε,Rf(x)

R→∞−−−−→ Kεf(x) punktweise fast überall in Rn.Weiter gilt für R < R′, dass
‖Kε,Rf −Kε,R′f‖L∞

P.6.16
≤ ‖KR,R′‖L∞‖f‖L1 ≤ C(Ω)

Rn
‖f‖L1.13Wir bea
hten, dass aufgrund der CZ-Zerlegungseigens
haften ‖b−

Pm
k=1 bk‖L1

m→∞
−−−−→ 0, denn zunä
hst haben wir die punktweiseKonvergenz na
h Konstruktion von bk; weiter gilt

‖

m2
X

k=m1

bk‖L1 ≤

m2
X

k=m1

Z

Qk

|b| ≤

m2
X

k=m1

L
n(Qk)2n+1t,und wir haben P∞

k=1 L n(Qk) ≤ ‖f‖L1 < ∞. Somit ist (
Pm

k=1 bk)m eine Cau
hy-Folge in L1(Rn), konvergiert also gegen b.Nun ist Kε,R : L1(Rn) → L∞(Rn) stetig und linear, also gilt P∞
k=1Kε,Rbk = Kε,R(

P∞
k=1 bk) = Kε,Rb.95



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMESomit ist (Kε,Rf)R eine L∞(Rn)-Cau
hy-Folge für R → ∞. Da der punktweise Limes Kεf mit dem
L∞-Limes von (Kε,Rf)R übereinstimmt, folgt insbesondere, dass Kεf ∈M(Rn) für alle f ∈ L1(Rn).Mit dem Lemma von Fatou erhalten wir

L
n{|Kεf | > t} =

∫

Rn

χ{|Kεf |>t}

=

∫

Rn

lim inf
R→∞

χ{|Kε,Rf |>t}

≤ lim inf
R→∞

∫

Rn

χ{|Kε,Rf |>t}

= lim inf
R→∞

L
n{|Kε,Rf | > t}(6.25)

≤ C(Ω, n)‖f‖L1

1

t
, (6.38)

also ist Kε auf L1 vom s
hwa
hen Typ (1, 1) mit der Abs
hätzung (6.27).Weiter gilt für f ∈ L1 ∩ L2, dass Kεf wohlde�niert ist und mit dem Lemma von Fatou, der punktweisefast überall Konvergenz Kε,Rf
R→∞−−−−→ Kεf und (iii) folgt
‖Kεf‖2L2 = ‖ lim

R→∞
Kε,Rf‖2L2

=

∫

Rn

lim
R→∞

|Kε,Rf |2

≤ lim inf
R→∞

∫

Rn

|Kε,Rf |2(6.26)
≤ C(Ω, n)2‖f‖2L2(Rn).Da L1 ∩ L2 di
ht in L2 ist, Kε stetig und linear, existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung von Kε auf

L2 und es gilt, dass dieses Kε auf L1 ∩ L2 glei
h dem ursprüngli
hen Operator ist.
(v) Sei ε < 1. Sei zunä
hst f ∈ C∞

0 (Rn). Es gilt (wir bea
hten, dass Voraussetzungen (A), (B) implizieren,dass ∫
a≤|y|≤bK(y) = 0)

Kεf(x) =

∫

|y|≥ε
K(y) f(x− y) dy

=

∫

|y|≥1

K(y)f(x− y) dy +

∫

ε≤|y|≤1

K(y) (f(x− y)− f(x)) dy + f(x)

∫

ε≤|y|≤1

K(y) dy
=

∫

|y|≥1

K(y)f(x− y) dy +

∫

ε≤|y|≤1

K(y) (f(x− y)− f(x)) dy + 0. (6.39)Weiter haben wir
|f(x− y)− f(x)| ≤ ‖∇f‖L∞ |y|.Daraus folgt für 0 < ε1 < ε2 < 1

|(Kε1f)(x)− (Kε2f)(x)|
(6.39)
≤ ‖∇f‖L∞

∫

ε1≤|y|≤ε2
|K(y)| |y| dy(6.18)

≤ ‖∇f‖L∞C(Ω, n) ε2,und somit ist (Kεf(x))ε<1 eine Cau
hy-Folge bezügli
h L∞(Rn) für jedes feste f ∈ C∞
0 (Rn) und kon-vergiert somit punktweise.Zusätzli
h gilt, dass Kε1f(x)−Kε2f(x) = 0 für x 6∈ B1(supp(f)), da dort f(x) = 0 und f(x− y) = 0 für

|y| ≤ ε2 ≤ 1.Damit folgt
‖Kε1f −Kε2f‖L2(Rn) = ‖Kε1f −Kε2f‖L2(B1(supp(f)))

≤ C(supp(f)) ‖∇f‖L∞C(Ω, n) ε296



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1und somit ist (Kεf)ε eine Cau
hy-Folge in L2 für jedes feste f ∈ C∞

0 . Wir de�nieren den Operator
Tf : C∞

0 (Rn)→M(Rn)
Tf ≡ Kf := lim

ε→0
Kεf f ∈ C∞

0 (Rn). (6.40)Dabei bea
hten wir, dass aus der L∞-Konvergenz folgt, dass Tf messbar ist für alle f ∈ C∞
0 (Rn). Weiterüberträgt si
h (6.28) und es gilt somit

‖Kf‖L2 ≤ C(Ω, n)‖f‖L2 für alle f ∈ C∞
0 (Rn).Wiederum ist K linear und L2-stetig auf C∞

0 , und wegen Di
htheit existiert dann eine Fortsetzung K auf
L2 mit

‖Kf‖L2 ≤ C(Ω, n)‖f‖L2 für alle f ∈ L2(Rn). (6.41)Für den Na
hweis, dass K auf C∞
0 (Rn) vom s
hwa
hen Typ (1, 1) ist, benutzen wir zunä
hst wieder dasLemma von Fatou (wir bea
hten, dass Kf für f ∈ L1 ∩ L2(Rn) insbesondere messbar ist), und wirerhalten analog zu (6.38) für f ∈ C∞

0 (Rn) (für wel
he der punktweise Limes von Kεf dur
h (6.40) als Kfde�niert wurde)
L

n{|Kf | > t}
(6.27)
≤ C(Ω, n)‖f‖L1

1

t
für alle f ∈ C∞

0 (Rn), t > 0. (6.42)Wir wollen den De�nitionsberei
h von T ≡ K auf L1(Rn) erweitern. Sei dazu f ∈ L1(Rn). Wir wählen
fm ∈ C∞

0 (Rn) mit fm m→∞−−−−→ f in L1 und
‖fm − fm+1‖L1 ≤ 4−m. (6.43)Dann gilt

L
n{|Kfm −Kfm+1| > t} = L

n{|K(fm − fm+1)| > t}(6.42)
≤ C(Ω, n)‖fm − fm+1‖L1

1

t

≤ C(Ω, n)
1

t
4−m für alle t > 0.Insbesondere folgt mit der Setzung t = 2−m

L
n{|Kfm −Kfm+1| > 2−m} ≤ C(Ω, n)2−m.Wir de�nieren nun
Al :=

∞⋃

m=l

{|Kfm −Kfm+1| > 2−m}und wir erhalten
L

n(Al) ≤ C(Ω, n)
∞∑

k=l

(
1

2

)k
≤ C̃(Ω, n)2−l. (6.44)Gilt für ein l > 0, dass x 6∈ Al, dann gilt, dass

|Kfm(x)−Kfm+1(x)| ≤ 2−m für alle m ≥ l,und somit konvergiert Kfm(x) gegen einen Grenzwert, den wir mit Kf(x) bezei
hnen.Dies lässt si
h füralle x 6∈ A :=
⋂∞
l=1Al ma
hen, und es gilt

L
n(A) ≤ L

n(Al)
(6.44)
≤ C̃(Ω, n)2−l für alle l ∈ N,also

L
n(A) = 0.

Kfm(x) konvergiert also L n-fast überall gegen einen Wert, wel
hen wir Kf(x) nennen. Insbesondere istdann Kf messbar14, da Kfm ∈ L2(Rn) und somit insbesondere messbar ist. Über das Lemma von Fatouerhalten wir dann aus (6.42) die Abs
hätzung
L

n{|Kf | > t}
(6.27)
≤ C(Ω, n)‖f‖L1

1

t
für alle f ∈ L1(Rn), t > 0. (6.45)14vgl. [Alt99℄ Lemma 1.10, S. 43 97



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMENun zeigen wir zunä
hst, dass damit Kf für f ∈ L1(Rn) wohlde�niert ist.Zunä
hst gilt für eine approximierende Folge fm, die (6.43) erfüllt, dass
lim
m→∞

L
n{|Kf −Kfm| > t} = 0 für alle t > 0: (6.46)Dazu setzen wir Bm := {|Kf −Kfm| > t}\A.Da A eine Nullmenge ist, gilt dann

L
n(Bm) = L

n(|Kf −Kfm| > t).Sei l > 1 beliebig, aber mindestens so groÿ, dass 2−l < t und sei x 6∈ Al. Dann gilt
|Kfm(x)−Kfm+1(x)| ≤ 2−m für alle m ≥ l.Damit folgt, dass für alle m ≥ l (wir bea
hten, dass für x 6∈ Al: Kfm(x) konvergiert)

|Kf(x)−Kfm(x)| ≤
n∑

j=m

|Kfj+1(x) −Kfj(x)|+ |Kfn+1(x)−Kf(x)|

n→∞−−−−→∑∞
j=m |Kfj+1(x)−Kfj(x)|

≤
∞∑

j=m

2−m

≤ 2−m
∞∑

j=0

2−j

≤ 2−m+1.Somit gilt also für alle l mit 2−l < t

x 6∈ Al ⇒ x 6∈ Bm, für alle m > l.Die Umkehrung dieses S
hlusses liefert: Falls für ein x ∈ Rn ein m > l existiert, so dass x ∈ Bm, dann ist
x ∈ Al.De�nieren wir

Cl :=
∞⋃

j=l+1

Bj ,so folgt also für alle l mit 2−l < t: Falls x ∈ Cl, dann x ∈ Al.Somit gilt
Bl+1 ⊆ Cl ⊆ Al,also

L
n(Bl+1) ≤ L

n(Cl) ≤ L
n(Al)

(6.44)
≤ C(Ω, n)2−l

l→∞−−−→ 0.Daraus folgt
lim
l→∞

L
n(Bl) = 0,und wir erhalten (6.46).Wir wählen zwei approximierende Folgen f1

m, f2
m für ein gewisses f ∈ L1(Rn), wel
he (6.43) erfüllen(wir bezei
hnen den punktweisen Limes mit K1f und K2f) und erhalte

L
n{
∣∣K1f −K2f

∣∣ > t}

≤ L
n{
∣∣K1f −Kf1

m

∣∣ > t

3
}+ L

n{
∣∣K2f −Kf2

m

∣∣ > t

3
}+ L

n{
∣∣Kf1

m −Kf2
m

∣∣ > t

3
}(6.42)

≤ L
n{
∣∣K1f −Kf1

m

∣∣ > t

3
}+ L

n{
∣∣K2f −Kf2

m

∣∣ > t

3
}+ C‖f1

m − f2
m‖L1

1

t
.98



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1Nun nehmen wir auf beiden Seiten den Limes superior für m→∞ und erhalten wegen (6.46)

L
n{
∣∣K1f −K2f

∣∣ > t} = 0 für alle t > 0.Somit ist der Limes eindeutig15.Ist fm ∈ C∞
0 eine beliebige Approximation an f in L1(Rn), so betra
hten wir für ein t > 0 beliebigdie Folgen (am)m mit am := L n{|Kfm −Kf | > t}. Dann existiert für jede Teilfolge (am′)m′ eine Teil-folge m′′ → ∞, so dass für (fm′′)m′′ die Bedingung (6.43) erfüllt ist. Wegen am ≥ 0 konvergiert dann

am′′
m′′→∞−−−−−→ 0. Also folgt mit dem Teilfolgenprinzip am

m→∞−−−−→ 0, also die Konvergenz Kfm m→∞−−−−→ Kfim Maÿ. Insbesondere übeträgt si
h au
h die Linearität.Zusammengefasst haben wir also gezeigt, dass der lineare Operator K : L1(Rn) →M(Rn) wohlde�niertund vom s
hwa
hen Typ (1, 1) ist.Es bleibt no
h zu zeigen, dass für f ∈ L2(Rn) und f ∈ L1(Rn) die Konvergenz Kεf → Kf in L2(Rn)bzw. im Maÿ erfüllt ist und dass K auf L1 ∩ L2 wohlde�niert ist.Zur starken Konvergenz in L2:Dies folgt sofort, da für fm ∈ C∞
0 ⊂ L1 ∩ L2 Approximation von f ∈ L2

‖Kεf −Kf‖L2 ≤ ‖Kε(f − fm)‖L2 + ‖K(f − fm)‖L2 + ‖Kεfm −Kfm‖L2(6.28)(6.44)
≤ 2C(Ω, n)‖f − fm‖L2 + ‖Kεfm −Kfm‖L2 .Für jedes δ > 0 wählen wir also m hinrei
hend groÿ, so dass 2C(Ω, n)‖f − fm‖L2 < δ

2 . Dann gilt für alle
ε hinrei
hend klein, dass die re
hte Seite kleiner als δ ist, da Kε

ε→0−−−→ K stark in C∞
0 ∩ L2.Zur Konvergenz für L1 im Maÿ betra
hten wir für eine Approximation fm ∈ C∞

0 in L1

L
n{|Kεf −Kf | > t}

≤ L
n{|Kεf −Kεfm| >

t

3
}+ L

n{|Kεfm −Kfm| >
t

3
}+ L

n{|Kfm −Kf | >
t

3
}(6.27)(6.45)

≤ 6C(Ω, n)‖f − fm‖L1

1

t
+ L

n{|Kεfm −Kfm| >
t

3
}.Wählen wir jetzt eine Folge εk k→∞−−−−→ 0, so dass L n{|Kεk

f −Kf | > t} k→∞−−−−→ lim supε→0, so haben wir
L

n{|Kεk
f −Kf | > t} ≤ 6C(Ω, n)‖f − fm‖L1

1

t
+ L

n{|Kεk
fm −Kfm| >

t

3
} für alle k.Mit k →∞ links und re
hts folgt dann

lim sup
ε→0

L
n{|Kεf −Kf | > t}

(6.40)
≤ C‖f − fm‖L1

1

t
für alle mund somit

lim
ε→0

L
n{|Kεf −Kf | > t} = 0.15Sei g messbar und L n{|g| > t} = 0 für alle t > 0. Es gilt

{|g| > 0} =
∞
[

n=1



|g| >
1

n

ffWegen der Messbarkeit von g folgt dann
L

n{|g| > 0} ≤
∞

X

n=1

L
n



|g| >
1

n

ff

= 0,also ist g = 0 punktweise fast überall in R
n. 99



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMEIst zuletzt no
h f ∈ L1 ∩ L2, so seien K1, K2 der L1 bzw. L2-�Limes� von Kε. Wegen der starken Kon-vergenz in L2 folgt einerseits die fast überall punktweise Konvergenz Kεf → K2f , und andererseits
lim sup
ε→0

L
n{
∣∣Kεf −K2f

∣∣ > t} (6.40)
= 0,da L n({

∣∣Kεf −K2f
∣∣ > t} ≤ 1

t2
‖Kεf −K2f‖2L2 (×åáûø¼â16-Unglei
hung), was mit

lim sup
ε→0

L
n{
∣∣Kεf −K1f

∣∣ > t} = 0von oben zusammen
L

n{
∣∣K1f −K2f

∣∣ > t} = lim sup
ε→0

L
n{
∣∣K1f −K2f

∣∣ > t}

≤ lim sup
ε→0

L
n{
∣∣Kεf −K1f

∣∣ > t

2
}+ lim sup

ε
L

n{
∣∣Kεf −K2f

∣∣ > t

2
}

= 0ergibt, womit
K1f = K2fpunktweise fast überall gezeigt ist.

26.18 Theorem (Singuläre Integrale und H 1)(vgl. [Ste93℄, Theorem 3, �III.3, Seite 113f)Sei T : L2(Rn) → L2(Rn) ein stetiger, linearer Operator mit Norm ‖T ‖ ≡ ‖T ‖L(L2,L2) < Λ für ein Λ > 0.Sei weiter K ∈ L1
loc(R

n\{0}) ein Kern, so dass für jedes f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) mit supp(f)⊂⊂Rn und für alle
x 6∈ supp(f) gilt

(Tf)(x) =

∫

Rn

K(x− y)f(y) dy. (6.47)Zusätzli
h gelte für T , dass es auf {f ∈ L1 ∩ L2 | supp f⊂⊂Rn} mit Translationen kommutiere, d.h. für jedes
c ∈ Rn und für jedes f ∈ L1 ∩ L2, supp(f)⊂⊂Rn gelte

(Tf)(x− c) = T (f(· − c))(x) für L n-fast alle x ∈ Rn. (6.48)Desweiteren gelte für fast alle y ∈ Rn

∫

|x|≥2|y|
|K(x− y)−K(x)| dx ≤ Λ. (6.49)Sei T zudem erweiterbar auf ein T 1 auf L1(Rn), so dass für ein Ξ > 0 gilt

L
n
{∣∣T 1f

∣∣ > t
}
≤ Ξ ‖f‖L1(Rn)

1

t
für alle t > 0, f ∈ L1(Rn). (6.50)Dann bildet T 1 stetig von H 1 na
h L1 ab17; genauer gilt für eine Konstante C(Λ, n)

‖T 1f‖L1(Rn) ≤ C(Λ, n)‖f‖H 1 für alle f ∈H 1.Beweis. Sei zunä
hst a ein H 1-Atom , das heiÿt sei a ∈H 1 und es gelte für einen Ball B ⊂ Rn (vgl. De�nition6.5)
(i) supp(a) ⊂ B,

(ii) |a| ≤ L n(B)−1 und16Ts
hebys
how, �Ceby²ëv, Ts
hebys
he�, Ts
hebys
hew oder Ts
hebys
hev17Mit [Ste93℄, �III.3, Theorem 4 lässt si
h unter etwas stärkeren Voraussetzungen an den Kern K errei
hen, dass T 1 : H 1 → H 1stetig ist. 100
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hter Seite in H 1

(iii)
∫

Rna(x) dx = 0.Dann gilt ∫

Rn

|a|2 ≤
∫

supp(a)

|a| |a| ≤ L
n(B)−2

L
n(supp(a)) ≤ L

n(B)−1,also a in L2 und
‖a‖L2 ≤ L

n(B)−
1
2 . (6.51)Sei B∗ = 2B der konzentris
he Ball mit dem doppelten Radius von B. Dann gilt (wir bea
hten a ∈ L2)

∫

B∗
|Ta(x)| dx ≤ L

n(B∗)
1
2 ‖Ta‖L2(B∗)

≤ L
n(B∗)

1
2 ‖Ta‖L2(Rn)

≤ ‖T ‖ ‖a‖L2(Rn) L
n(B∗)

1
2(6.51)

≤ ‖T ‖ L
n(B)−

1
2 L

n(B∗)
1
2

≤ 2
n
2 Λ.Andererseits gilt für x 6∈ supp(a) (wir bea
hten a ∈ L1(Rn)∩L2(Rn) mit kompaktem Träger; zusätzli
h erinnernwir uns, dass ∫ a = 0)

(Ta)(x)
(6.47)
=

∫

Rn

K(x− y) a(y) dy
=

∫

B

K(x− y) a(y) dy
=

∫

B

(K(x− y)−K(x)) a(y) dy.Damit folgern wir unter Anwendung des Satzes von Fubini
∫

Rn\B∗
|Ta(x)| dx ≤

∫

Rn\B∗

∫

B

|K(x− y)−K(x)| |a(y)| dy dx
=

∫

B

∫

Rn\B∗
|K(x− y)−K(x)| dx |a(y)| dy.Nehmen wir zunä
hst an, dass B,B∗ in der 0 ihr Zentrum haben, dann gilt für x ∈ Rn\B∗, y ∈ B, dass

|x| ≥ radius(B∗) = 2 radius(B) > 2|y|und deshalb ∫

Rn\B∗
|Ta(x)| dx =

∫

B

∫

Rn\B∗
|K(x− y)−K(x)| dx |a(y)| dy(6.49)

≤ Λ

∫

B

|a(y)| dy
≤ Λ‖a‖L1.Wir erhalten also für alle H

1-Atome a mit B zentriert in der 0, dass (wir bea
hten, dass aus Eigens
haft (ii)für a folgt: ‖a‖L1 ≤ L n(B)‖a‖L∞ ≤ L n(B)L n(B)−1 = 1)
∫

Rn

|Ta| =
∫

Rn\B∗
|Ta|+

∫

B∗
|Ta| ≤ Λ + Λ2

n
2 =: C(Λ, n). (6.52)Ist a ein H 1-Atom mit einem beliebigen Zentrum z, de�nieren wir die Translation τz dur
h (τzf)(·) := f(·−z).Dann gilt

‖Ta‖L1 = ‖τzTa‖L1

(6.48)
= ‖T (τza)‖L1

(6.52)
≤ C(Λ, n),101



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMEda T translationsinvariant ist und τza ein H 1-Atom mit Zentrum in der 0 ist.Somit wurde für alle Atome a gezeigt, dass
‖Ta‖L1 ≤ C(Λ, n).Sei f ∈H 1. Na
h Theorem 6.6 existieren Atome ak und eine Folge (λk)k ⊂ R mit
f =

∑

k

λk ak,das heiÿt
‖f −

m∑

k=1

λkak‖H 1
m→∞−−−−→ 0,und es gilt ∑

k

|λk| ≤ C‖f‖H 1 .Wir de�nieren fn ∈ span(Atome) dur
h
fn :=

n∑

k=1

λk ak.Dann ist (fn)n eine Cau
hy-Folge in H 1, fn ∈ L1 ∩ L2 und es gilt
‖Tfn‖L1 ≤ C(Λ, n)

n∑

k=1

|λk| ≤ C̃(Λ, n)‖f‖H 1 , (6.53)sowie für m > n

‖T (fn − fm)‖L1 ≤
m∑

k=n+1

‖Tak‖L1 ≤ C(Λ, n)

m∑

k=n+1

|λk|,und somit ist (T (fn))n eine Cau
hy-Folge in L1(Rn) und besitzt also einen Grenzwert Υf ∈ L1(Rn). Wegen(6.53) gilt
‖Υf‖L1(Rn) ≤ C(Λ, n)‖f‖H 1 . (6.54)Wir wollen zeigen, dass Υf = T 1f . Na
h Proposition 6.7(i) gilt fm m→∞−−−−→ f in L1(Rn) und wir betra
hten fürein t > 0

L
n{
∣∣T 1f −Υf

∣∣ > t} ≤ L
n{
∣∣T 1f − T 1fm

∣∣ > t

2
}+ L

n{|Tfm −Υf | > t

2
}, (6.55)wobei wir T 1fm = Tfm benutzen, was aus fm ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) folgt. Weiter wissen wir, dass ‖Tfm −

Υf‖L1(Rn)
m→∞−−−−→ 0, na
h der De�nition vonΥf , womit wir dur
h Anwendung derTs
hebys
heff-Unglei
hungdas folgende erhalten:

lim
m→∞

L
n{|Tfm −Υf | > t

2
} = 0 für alle t > 0.Da T 1 von s
hwa
hem Typ (1,1) ist, folgt zudem

L
n{
∣∣T 1f − T 1fm

∣∣ > t

2
} = L

n{
∣∣T 1(f − fm)

∣∣ > t

2
}(6.50)

≤ Ξ
1

t
‖f − fm‖L1

m→∞−−−−→ 0.Damit folgt aus (6.55)
L

n{
∣∣T 1f −Υf

∣∣ > t} = 0 für alle t > 0,also T 1f = Υf . Es gilt somit Υf = T 1f auf H 1 und die Behauptung folgt somit aus (6.54). 2102



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 16.19 Korollar (Anwendung)Sei n ≥ 2 und Ωij : Rn\{0} → R für 1 ≤ i, j ≤ n eine Funktion de�niert dur
h

Ω(z) := Λ
δ
j
i |z|n − n zi zj |z|n−2

|z|n .Wir de�nieren Kij(z) :=
Ωij(z)
|z|n .Dann existiert für jedes τ ∈H 1 ein hij ≡ hij(τ) ∈ L1(Rn), so dass

lim
ε→0

∫

Rn

∫

|z|>ε
Kij(z)τ(ξ − z) dz ϕ(ξ) dξ =

∫

Rn

hij(ξ) ϕ(ξ) dξ für alle ϕ ∈ C∞
0 (Rn), 1 ≤ i, j ≤ n,und weiter gilt

‖hij‖L1 ≤ C(Ωij , n)‖τ‖H 1 .Beweis. Wir �xieren i und j, 1 ≤ i, j ≤ n und setzen Ω ≡ Ωij , K ≡ Kij . Es gilt� Ω ∈ C∞(Rn\{0}),� Ω(tz) = Ω(z) für t > 0, z 6= 0� und ∫

∂B1(0)

Ω = 0:In der Tat folgt dies aus der Anwendung von Polarkoordinaten (vgl. Lemma 4.6), wobei wir ohne Ein-s
hränkung annehmen, dass i = 1 und j = 2 für den Fall i 6= j und i = j = 1 für den Fall i = j:Für den Fall i = 1 und j = 2 gilt
Ω(y) = Ω12(y) = −Λny1y2 für alle y = (y1, . . . , yn) ∈ ∂B1(0).In Polarkoordinaten ergibt si
h also

∫

∂B1(0)

Ω(y) = −Λn

∫
· · ·
∫ ∫ π

ϕ1=0

cos(ϕ1) sin(ϕ1) sin(ϕ1)
n−2 dϕ1 J

′(ϕ2, · · · , ϕn−1)dϕ2 · · · dϕn−1 = 0,wobei J ′(ϕ2, . . . , ϕn−1) alle ni
ht von ϕ1 abhängigen Terme der Jakobis
hen der Transformation bezei
hne.Dies folgt aus dem folgenden Argument:Wegen sin(ϕ+ π
2 ) = cosϕ und cos(ϕ+ π

2 ) = − sinϕ gilt
∫ π

0

cosϕ sinn−1 ϕ = −
∫ π

2

−π
2

sinϕ cosn−1 ϕ.Nun ist sin(−ϕ) cosn−1(−ϕ) = − sinϕ cosn−1 ϕ und somit erhalten wir
∫ π

0

cosϕ sinn−1 ϕ = 0.Für den Fall i = j = 1 ergibt si
h, dass Ω(y) = Ω11 = Λ(1− ny2
1) ist und somit

∫

∂B1(0)

Ω(y) = Λ

∫
· · ·
∫ ∫ π

ϕ1=0

(1− n cos2(ϕ1))sin(ϕ1)
n−2 dϕ1 J

′(ϕ2, · · · , ϕn−1)dϕ2 · · · dϕn−1 = 0,denn es gilt ∫ π

0

sinn ϕ =
n− 1

n

∫ π

0

sinn−2 ϕ,und deshalb
∫ π

0

(1 − n cos2 ϕ) sinn−2 ϕ =

∫ π

0

(1− n) sinn−2 ϕ+

∫ π

0

n
n− 1

n
sinn−2 ϕ = 0,was impliziert, dass ∫

∂B1(0)
Ω(y) = 0 für alle n ≥ 2.103



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUME� Für |µ| = |ν| = 1, µ, ν ∈ Rn gilt
Ω(µ)− Ω(ν) = Λ

(
δ
j
i − nµiµj

1
− δ

j
i − nνiνj

1

)

= −nΛ(µiµj − νiνj).Also folgt (wir bea
hten, dass ggf. i = j)
|Ω(µ)− Ω(ν)| ≤ nΛ (|µiµj − µiνj |+ |µiνj − νiνj |)

= nΛ( |µi|︸︷︷︸
≤1

|µj − νj |+ |νj |︸︷︷︸
≤1

|µi − νi|)

≤ 2nΛ

n∑

k=1

|µk − νk|

= 2nΛ|µ− ν|1

≤ C̃(Λ, n)|µ− ν|2.
(6.56)

Hierbei seien mit |·|1 und |·|2 ≡ |·| die in Rn äquivalenten Normen ∑n
i=1 |(·)i| bzw. (∑n

i=1 |(·)i|
2
) 1

2 be-zei
hnet.De�nieren wir ω(δ) dur
h
ω(δ) := sup

µ,ν∈∂B1(0),

|µ−ν|≤δ

|Ω(ν) − Ω(µ)|,so gilt ω(δ) ≤ C(Λ, n)δ na
h (6.56) und
∫ 1

0

ω(r)

r
dr ≤ C(Λ, n)

∫ 1

0

r

r
= C(Λ, n).Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 6.17 erfüllt. Wir de�nieren K dur
h

K(z) :=
Ω(z)

|z|n z ∈ Rn\{0},und Kε dur
h
Kε(z) :=

Ω(z)

|z|n χ{|z|>ε}(z) z ∈ Rn.Na
h Lemma 6.17(iv) ist dann
Tεf(ξ) :=

∫

|y|>ε
K(y)f(ξ − y) dy f ∈ L1(Rn)wohlde�niert, und Tε erweitert auf einen stetigen und linearen Operator von L2(Rn) na
h L2(Rn) mit denAbs
hätzungen

‖Tεf‖L2 ≤ C(Ω, n)‖f‖L2 für alle f ∈ L2(Rn)und
L

n{|Tεf | > t} ≤ C(Ω, n)
1

t
‖f‖L1 für alle f ∈ L1(Rn), t > 0.Na
h Lemma 6.17(v) konvergiert Tε auf L1(Rn) im Maÿ gegen eine Abbildung T : L1(Rn)∪L2(Rn)→M(Rn)und auf L2(Rn) stark bezügli
h der L2(Rn)-Norm. Für dieses T gelten die Abs
hätzungen

‖Tf‖L2 ≤ C(Ω, n)‖f‖L2 für alle f ∈ L2(Rn)und
L

n{|Tf | > t} ≤ C(Ω, n)
1

t
‖f‖L1 für alle f ∈ L1(Rn), t > 0.104



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1Da wir das Theorem 6.18 anwenden wollen, bezei
hnen wir im Folgenden mit Tε bzw. T nur no
h Tε bzw. T auf

L2(Rn) einges
hränkt und mit T 1
ε bzw. T 1 den auf L1(Rn) einges
hränkten Operator Tε bzw. T . Insbesonderesind mit dieser Konvention T 1 und T einges
hränkt auf L1(Rn) ∩ L2(Rn) glei
h.Unser Ziel ist es nun, Theorem 6.18 anzuwenden, wel
hes uns liefern wird, dass T 1 und T 1

ε beide stetig von H 1na
h L1(Rn) abbilden, und es mit einer Konstante unabhängig von ε gelten wird, dass
‖T 1f‖L1, ‖T 1

ε f‖L1 ≤ C(Ω, n)‖f‖H 1 .Um dies zu errei
hen, benötigen wir einerseits Translationsinvarianz von T bzw. Tε (d.h. auf L2) und anderer-seits einen Kern, der T �teilweise darstellt�.Zum Kern:Sei f ∈ L1 ∩ L2 mit supp(f)⊂⊂Rn. Dann gilt für x 6∈ supp(f), dass es ein εx > 0 gibt, so dass f(y) = 0 für
|x− y| ≤ εx. Somit gilt wegen der starken L2-Konvergenz von Tε na
h T (und somit punktweise fast überall),da irgendwann ε < εx

(Tf)(x) = lim
ε→0

Tεf(x) =

∫

|x−y|>εx

K(x− y) f(y) dy =

∫

Rn

K(x− y) f(y) dy,also ist (6.47) für T erfüllt.Für Tε wählen wir den Kern Kε und erhalten
Tεf(x) =

∫

Rn

Kε(x− y)f(y).Na
h Lemma 6.17 (i) und (ii) erfüllen sowohl K als au
h Kε die Unglei
hung (6.19) mit einer von ε unab-hängigen Konstante und somit ist die Bedingung (6.49) von Theorem 6.18 sowohl für K und als au
h für Kεerfüllt. Weiter gilt, dass au
h die Operatornorm von T , Tε : L2(Rn) → L2(Rn) na
h Lemma 6.17(iv) und (v)glei
hmäÿig dur
h C(Ω, n) bes
hränkt sind.Zur Translationsinvarianz:Für Tε gilt für f ∈ L1 ∩ L2

(Tεf)(x) =

∫

Rn

Kε(y)f(x− y) dy.Hier ist klar, dass
(Tεf)(x+ c) = (Tεf(·+ c))(x) für fast alle x ∈ Rn.Für beliebige f ∈ L2 wählen wir eine approximierende Folge fm ∈ L1 ∩ L2 und erhalten (für fm gilt s
hon dieTranslationsinvarianz)

‖(Tεf(·+ c))− (Tεf)(·+ c)‖L2 ≤ ‖(Tεf(·+ c))− (Tεfm(·+ c))‖L2 + ‖(Tεfm(·+ c))− (Tεfm)(·+ c)‖L2

+‖(Tεfm)(·+ c)− (Tεf)(·+ c)‖L2

= ‖Tε(f(·+ c)− fm(·+ c))‖L2 + ‖Tε(fm − f)‖L2

m→∞−−−−→ 0,da fm(·+ c)
m→∞−−−−→ f(·+ c) in L2. Somit ist Tε translationsinvariant für alle ε.Nun gilt na
h Lemma 6.17(v), dass Tε stark in L2 na
h T konvergiert für f ∈ L2. Damit folgt

‖(Tf(·+ c))− (Tf)(·+ c)‖L2 ≤ ‖(Tf(·+ c))− (Tεf(·+ c))‖L2 + ‖(Tεf(·+ c))− (Tεf)(·+ c)‖L2

+‖(Tεf)(·+ c)− (Tf)(·+ c)‖L2

= ‖(Tf(·+ c))− (Tεf(·+ c))‖L2 + ‖(Tεf)− (Tf)‖L2

ε→0−−−→ 0. 105



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMEAlso ist au
h T translationsinvariant18.Mit Theorem 6.18 folgt nun, dass T 1 und T 1
ε beide stetig von H

1 na
h L1 abbilden mit der Abs
hätzung
‖T 1f‖L1, ‖T 1

ε f‖L1 ≤ C(Ω, n)‖f‖H 1 , (6.57)wobei die Konstante C(Ω, n) ni
ht von ε abhängt.Nun behaupten wir, dass für alle τ ∈H 1 und für alle ϕ ∈ C∞
0 (Rn) das folgende gilt:

lim
ε→0

∫

Rn

∫

|z|>ε
K(z)τ(ξ − z) dz ϕ(ξ) dξ = lim

ε→0

∫

Rn

(T 1
ε τ)(ξ) ϕ(ξ) dξ =

∫

Rn

(T 1τ)(ξ) ϕ(ξ) dξ.Dies folgt aus der folgenden Re
hnung:Wir approximieren τ ∈H 1 dur
h τm ∈ L1∩L2∩H 1 (z.B. Atom-Kombinationen), bea
hten, dass T 1
ε τm = Tετmund T 1τm = Tτm, da τ ∈ L1 ∩ L2, und erhalten

|
∫

Rn

(T 1
ε τ)(ξ) ϕ(ξ) − (T 1τ)(ξ)ϕ(ξ) dξ|

≤
∫

Rn

∣∣T 1
ε (τ − τm)

∣∣ |ϕ|+
∫

Rn

∣∣T 1
ε τm − T 1τm

∣∣ |ϕ|+
∫

Rn

∣∣T 1(τm − τ)
∣∣ |ϕ|(6.57)

≤ 2C(Ω, n)‖τ − τm‖H 1 ‖ϕ‖L∞ + ‖T 1
ε τm − T 1τm‖L2 ‖ϕ‖L2

≤ 2C(Ω, n, ϕ)(‖τ − τm‖H 1 + ‖Tετm − Tτm‖L2).Wir benutzen die starke Konvergenz von Tε na
h T aus Lemma 6.17(v) (wir bea
hten, dass τm ∈ L2) unddie Konvergenz τm m→∞−−−−→ τ in H 1. Genauer, wählen wir zunä
hst m hinrei
hend groÿ, so dass ‖τ − τm‖H 1hinrei
hend klein, und dana
h ε = ε(m) hinrei
hend klein, so dass ‖Tετm − Tτm‖L2 klein.Insgesamt ergibt si
h dann
lim
ε→0

∫

Rn

(T 1
ε τ))(ξ) ϕ(ξ) =

∫

Rn

(T 1τ)(ξ)ϕ(ξ) dξ,und dur
h die Setzung h := T 1(τ) erhalten wir die Behauptung. 26.3.2. Regularitätsbeweis na
h SemmesNun sind wir fast in der Lage aus △v ∈H 1
loc zu s
hlieÿen, dass ∇2v ∈ L1

loc (Theorem 6.23). Zunä
hst benötigenwir aber no
h einige Ergebnisse über das Newtonpotential:Ab sofort nehmen wir in diesem Abs
hnitt an, dass die n ≥ 2.6.20 Lemma (Stetigkeit des Newton-Potentials)Sei Ω⊂⊂Rn, n ≥ 2 und seien q und p mit 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ gegeben, so dass
1

q
>

1

p
− 2

n
. (6.58)Dann ist das Newton-Potential auf Ω

Nf(x) :=

∫

Ω

Φ(x− y) f(y) dy, x ∈ Ω,eine stetige, lineare Abbildung N : Lp(Ω)→ Lq(Ω) mit
‖N‖L(Lp(Ω),Lq(Ω)) ≤ C(Ω, n, p, q).Hierbei bezei
hnet

Φ(x) :=

{
− 1

2π log |x| für n = 2,
1

n(n−2)L Bn
1

(0) · 1
|x|n−2 für n ≥ 3,die Fundamentallösung der Lapla
e-Glei
hung.18Die gezeigte Translationsinvarianz für alle f ∈ L2(Rn) ist tatsä
hli
h ni
ht stärker, als die in Theorem 6.18 geforderte Trans-lationsinvarianz nur für f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) mit kompakten Träger; aus dem letzeren lässt si
h nämli
h über das geradevorgeführte Approximationsargument die nur s
heinbar stärkere Translationsvarianz herleiten.106



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1Beweisskizze. Zunä
hst ma
ht man si
h klar, dass für jedes E⊂⊂Rn im Fall n = 2 gilt, dass19 log |·| ∈ Lr(E)für alle 1 ≤ r <∞ und im Fall n ≥ 3, dass 1

|·|n−2 ∈ Lr(E) für alle 1 ≤ r < n
n−2 .Sei zunä
hst n

2 < p ≤ ∞ und Ω⊂⊂Rn. Dann gilt für r mit 1
r

+ 1
p

= 1, dass 1 ≤ r < n
n−2 (bzw. 1 ≤ r < ∞ für

n = 2). Somit erhalten wir dur
h Anwendung der Hölder-Unglei
hung
‖Nf‖L∞(Ω) ≤ ‖Φ‖Lr(Bdiam Ω(0)) ‖f‖Lp(Ω) =: C(diamΩ, p, n)‖f‖Lp(Ω).Daraus folgt die Behauptung für alle 1 ≤ q ≤ ∞, p > n

2 , da Ω⊂⊂Rn (wir bea
hten, dass für p > n
2 gilt 1

p
− 2
n
< 0,also ist (6.58) trivialerweise erfüllt für q ≥ 1).Sei 1 ≤ p ≤ n

2 , q ≥ p und (6.58) erfüllt (d.h. q <∞). Wir de�nieren r′ dur
h 1
r′ = 1

p
− 1
q
und r dur
h 1

r
+ 1
r′ = 1.Dann gilt

0 ≤ 1

p
− 1

q
=

1

r′
(6.58)
<

2

n
,und deshalb 1 ≤ r < n

n−2 .De�nieren wir p′ dur
h 1
p′ = 1− 1

p
, so erhalten wir

1

q
+

1

p′
+

1

r′
= 1.Mit der (verallgemeinerten) Hölder-Unglei
hung folgt dann unter Bea
htung, dass r < n

n−2 und deshalb
‖Φ(x− ·)‖Lr(Ω) = C(diamΩ, r, n) für alle x ∈ Ω

|Nf(x)| ≤
∫

Ω

|Φ(x− y)| r
p′ |Φ(x − y)| rq |f(y)|

p
q |f(y)|

p

r′

≤ ‖Φ(x− ·)‖
r
p′
Lr

(∫

Ω

|Φ(x− y)|r |f(y)|p dy) 1
q

‖f‖
p

r′
Lp

≤ C(diam Ω, p, r, n)

(∫

Ω

|Φ(x− y)|r |f(y)|p dy) 1
q

‖f‖
p

r′
Lp. (6.59)Nun gilt mit dem Satz von Fubini

∫

Ω

∫

Ω

|Φ(x− y)|r |f(y)|p dy dx =

∫

Ω

‖Φ(· − y)‖rLr(Ω) |f(y)|pdy
≤ C(diam Ω, r, n)‖f‖p

Lp(Ω),und somit erhalten wir aus (6.59)
‖Nf‖Lq(Ω) ≤ C(diamΩ, r, p, q, n)‖f‖

p
q

Lp(Ω) ‖f‖
p

r′
Lp(Ω) = C(diamΩ, r, p, q, n)‖f‖Lp(Ω).Da r in Abhängigkeit von p und q de�niert wurde, haben wir gezeigt, dass

‖Nf‖Lq(Ω) ≤ C(diamΩ, p, q, n)‖f‖Lp(Ω). (6.60)Sei zuletzt no
h 1 ≤ p ≤ n
2 , 1 ≤ q < p und (6.58) erfüllt. Mit dem bereits Gezeigten erhalten wir dann unterBea
htung, dass 1

p
> 1

p
− 2

n

‖Nf‖Lq(Ω) ≤ C(diamΩ, n, p, q)‖Nf‖Lp(Ω)

(6.60)
≤ C(diamΩ, n, q, p)‖f‖Lp(Ω),und damit ist die Behauptung gezeigt. ||19Es gilt für n ≥ 2, dass log |x| ∈ L1(E) für jedes E⊂⊂Rn: Der Übersi
ht halber betra
hten wir nur den �interessanten� (weilsingulären) Fall E = Bn

1 (0). Wir setzen fε(x) := log |x| χRn\Bε(0)(x). Dann gilt
Z

B1(0)
|fε(x)| = −C(n)

Z 1

ε

rn−1 log r dr ≤ C(n) sup
r∈[0,1]

rn−1|log r|(1 − ε).Also ist ‖fε‖L1(B1(0)) ≤ C(n)O(1) für ε → 0. Wir erhalten zudem dur
h analoges Re
hnen ‖fε − fε′‖L1(B1(0)) = ‖fε −

fε′‖L1(Bε(0)\Bε′ (0))
= o(1) für ε → 0, also ist (fε)ε eine Cau
hy-Folge für ε → 0 und es existiert ein Limes f mit ‖fε −

f‖L1(B1(0))
ε→0
−−−→= 0.Weiter gilt fε

ε→0
−−−→ log punktweise fast überall in B1(0) und somit erhalten wir f = log |·|, woraus log |·| ∈ L1(B1(0)) folgt.107



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUME6.21 BemerkungInsbesondere ist das Newton-Potential auf Rn, wel
hes wir im folgenden einfa
h das Newton-Potential nennenwerden, punktweise fast überall in Rn wohlde�niert für jedes f ∈ L1(Rn) mit supp f⊂⊂Rn, da für x ∈ supp f dieAbbildung Nf(x) wohlde�niert ist, na
h Lemma 6.20 und für x 6∈ supp f die Abbildung Φ(x−·) ∈ C∞(supp f).Nun benötigen wir no
h, dass für f ∈ L1(Rn) mit supp(f)⊂⊂Rn s
hwa
h △(Nf) = −f gilt:6.22 LemmaSei f ∈ L1(Rn) und supp(f)⊂⊂Rn.Wir betra
hten das Newtonpotential Nf =
∫

RnΦ(· − y)f(y)dy.Dann gilt ∫

Rn

Nf △ϕ = −
∫

Rn

f ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (Rn).Beweis. (i) Angenommen f ∈ C∞

0 (Rn). Dann gilt (vgl. z.B. [Eva98℄, �2.2, Theorem 1, S.23) Nf ∈ C2(Rn)und −△Nf = f , also mit partieller Integration
−
∫

Rn

Nf △ϕ = −
∫

Rn

△(Nf) ϕ =

∫

Rn

fϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (Rn).

(ii) Sei f ∈ L1(Rn) und supp(f)⊂⊂Rn.Da der Support von f kompakt enthalten in Rn ist, existieren fk ∈ C∞
0 (Rn) mit ‖fk − f‖L1(Rn)

k→∞−−−−→ 0,so dass eine o�ene Menge U⊂⊂Rn existiert mit supp(fk)⊂⊂U für alle k.Wir bezei
hnen mit Nfk das Newtonpotential von fk, d.h. Nfk(x) :=
∫

RnΦ(x − y)fk(y)dy, und sei
Kϕ := supp(△ϕ), dann gilt

|
∫

Rn

(Nf △ϕ+ f ϕ) | = |
∫

Rn

(Nf −Nfk) △ϕ+

∫

Rn

(f − fk) ϕ+

∫

Rn

(Nfk △ϕ+ fk ϕ)

︸ ︷︷ ︸
=0 na
h (i)

|

≤ ‖△ϕ‖L∞ ‖Nf −Nfk‖L1(Kϕ) + ‖ϕ‖L∞ ‖f − fk‖L1(Rn).Nun gilt na
h Lemma 6.20, dass das Newtonpotential als Funktion von Lp(Kϕ) → Lq(Kϕ) stetig undlinear ist, falls 1
q
> 1

p
− 2

n
. Wir wählen p = q = 1, dann gilt‖Nf −Nfk‖L1(Kϕ) ≤ C(Kϕ, n)‖f − fk‖L1(Kϕ).Insgesamt folgt also ∣∣∣∣
∫

Rn

Nf △ϕ+ f ϕ

∣∣∣∣ ≤ C(ϕ, n)‖f − fk‖L1(Rn)
k→∞−−−−→ 0,womit die Behauptung gezeigt ist. 26.23 Theorem (W2,1

loc
-Regularität (ohne Abs
hätzung))(vgl. [Sem94℄, Theorem 1.100)Sei U ⊂ Rn o�en, n ≥ 2, und sei v ∈ L1

loc(U) mit △v ∈H 1
loc(U), d.h. es existiere ein (△v) ∈H 1

loc(U), so dass
∫

U

v△ϕ =

∫

U

(△v)ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (U).Dann gilt ∇2v ∈ L1

loc(U), d.h. es existieren Abbildungen (∂ijv) ∈ L1
loc(U), 1 ≤ i, j ≤ n, so dass

∫

U

v ∂ijϕ =

∫

U

(∂ijv) ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (U).Beweis. Wir �xieren eine beliebige kompakte Teilmenge K ⊂ U und wählen θ ∈ C∞

0 (U) mit 0 ≤ θ ≤ 1 auf Uund θ ≡ 1 auf einer o�enen Umgebung VK , so dass K⊂⊂VK⊂⊂U (insbesondere ist dann ∫
Rnθ 6= 0).Na
h Proposition 6.8 gibt es dann ein λ ∈ R, so dass τ := θ(△v − λ) ∈H 1(Rn).Wir de�nieren das Newtonpotential ω von θ(△v − λ), nämli
h

ω(x) := Nτ(x) =

∫

Rn

Φ(x− y)θ(y)(△v(y)− λ)dy, x ∈ U ,108



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1wobei Φ wie in Lemma 6.20 die Fundamentallösung der Lapla
e-Glei
hung ist (wir bea
hten, dass supp τ⊂⊂Rnund deshalb ω wohlde�niert ist).Wir betra
hten nun

g(x) := ω(x) + v(x)− λ

2n
|x|2.Es gilt mit Lemma 6.22, der De�nition von △v und mit partieller Integration für alle ϕ ∈ C∞

0 (U)

∫

Rn

g(x) △ϕ(x) dx =

∫

Rn

ω(x) △ϕ(x) dx+

∫

Rn

v(x) △ϕ(x) − λ

2n

∫

Rn

|x|2 △ϕ(x) dx
= −

∫

Rn

θ(x)(△v(x) − λ) ϕ(x) dx+

∫

Rn

△v(x) ϕ(x) dx− ∫
Rn

λ

2n
2nϕ(x) dx

=

∫

Rn

(1− θ(x)) (△v(x) − λ) ϕ(x) dx.Also gilt für jedes ϕ ∈ C∞
0 (VK) wegen θ(x) = 1 für alle x ∈ VK

∫

Rn

g(x) △ϕ(x) dx =

∫

VK

g(x) △ϕ(x) dx =

∫

VK

(1− θ(x))︸ ︷︷ ︸
=0

(△v(x) − λ) ϕ(x) dx = 0.Aus dem Lemma von Weyl, Lemma 4.16, folgt g ∈ C∞(VK) und △g = 0 (stark in VK), da g ∈ L1
loc (ω ∈ L1,

v ∈ L1
loc) und sehr s
hwa
h △g = 0 galt.Damit folgt

v(x) = −ω(x) +
λ

2n
|x|2 + g(x)

︸ ︷︷ ︸
∈C∞

, x ∈ VK .Also lässt si
h ans
hauli
h sagen, dass v in VK �so gut wie� ω ist.Wir wollen eine gewisse Regularität für das ω erhalten, wir su
hen nämli
h ein hij ∈ L1(VK), so dass
∫

Rn

ω(x) ∂ijϕ =

∫

Rn

hij ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (VK). (6.61)Zunä
hst eineZwis
henbehauptung. Für alle ϕ ∈ C∞

0 (Rn) gilt
∫

Rn

Φ(x− y) ∂ijϕ(x) dx = −
∫

Rn

∂iΦ(x− y) ∂jϕ(x) dx. (6.62)Beweis. Wir bezei
hnen Bε := Bε(0). Es gilt mit partieller Integration (Korollar 4.3), da suppϕ⊂⊂Rn, ϕ ∈ C∞und da die äuÿere Einheitsnormale an Rn\Bε gegeben ist dur
h ν(z) = − z
ε
:

∫

Rn

Φ(x− y) ∂ijϕ(x) dx =

∫

Rn

Φ(z) ∂ijϕ(y + z) dz
=

∫

Rn\Bε

Φ(z) ∂ijϕ(y + z) dz +

∫

Bε

Φ(z) ∂ijϕ(y + z) dz
︸ ︷︷ ︸

=:Iε

= −
∫

Rn\Bε

∂iΦ(z) ∂jϕ(y + z) dz +

∫

∂Bε

Φ(ζ) ∂jϕ(y + ζ)

(
−ζi
ε

) dH
n−1(ζ)

︸ ︷︷ ︸
=:IIε

+Iε

= −
∫

Rn

∂iΦ(z) ∂jϕ(y + z) dz +

∫

Bε

∂iΦ(z) ∂jϕ(y + z) dz
︸ ︷︷ ︸

=:IIIε

+IIε + Iε

= −
∫

Rn

∂iΦ(z) ∂jϕ(y + z) dz + IIIε + IIε + Iε.109



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUME� Zu Iε:Wir bea
hten, dass Φ(z) = Φ(|z|), dann gilt
|Iε| ≤ ‖D2ϕ‖L∞

∫

Bε

|Φ(|z|)| dz
≤ C

∫ ε

r=0

|Φ(r)| rn−1 dr.Mit ε < 1 gilt |log(r)| = − log(r) für alle 0 < r < ε und es folgt für n = 2:
|Iε| ≤ −C

∫ ε

0

r log r = −C r
2

2
log r − C r2

4

∣∣∣∣
ε

0

= o(1) für ε→ 0.Für n ≥ 3 folgt analog
|Iε| ≤ C

∫ ε

0

r = o(1) für ε→ 0.Somit ist Iε = o(1) für ε→ 0.� Zu IIε:Es gilt (wir bea
hten, dass |zi|
ε
≤ 1 auf ∂Bε(0))

|IIε| ≤ C(ϕ, n)

∫

∂Bε

|Φ(z)| ≤ C
∫

∂Bε

{
|log ε|
|ε|2−n

}
≤ C

{
|log ε|
|ε|2−n

}
εn−1 = o(1) für ε→ 0.Somit gilt au
h IIε = o(1) für ε→ 0.� Zu IIIε:Wegen ∂iΦ(z) = C zi

|z|n für alle z 6= 0 gilt
|IIIε| ≤ C(ϕ)

∫

Bε

zi

|z|n ≤ C
∫

Bε

1

|z|n−1
= C

∫ ε

0

1

rn−1
rn−1 dr = Cε = o(1) für ε→ 0. (6.63)Also gilt IIIε = o(1) für ε→ 0.Damit folgt, dass

∫

Rn

Φ(x− y) ∂ijϕ(x) dx = −
∫

Rn

∂iΦ(z) ∂jϕ(y + z) dz + o(1) für ε→ 0und somit, wegen der Unabhängigkeit der anderen Summanden von ε,
∫

Rn

Φ(x− y) ∂ijϕ(x) dx = −
∫

Rn

∂iΦ(z) ∂jϕ(y + z) dz,womit diese Zwis
henbehauptung gezeigt ist. ||Nun wollen wir die Glei
hung (6.61) ums
hreiben. Sei ϕ ∈ C∞
0 (Rn). Es gilt zunä
hst

∫

Rn

ω(x) ∂ijϕ =

∫

Rn

∫

Rn

Φ(x− y) τ(y) dy ∂ijϕ(x) dx.Es gilt na
h Lemma 6.20, dass ∫
RnΦ(x−y) τ(y) dy ∈ L1(supp(τ)), also lässt si
h der Satz von Fubini anwenden,und es gilt

∫

Rn

∫

Rn

Φ(x− y) τ(y) dy ∂ijϕ(x) dx =

∫

Rn

∫

Rn

Φ(x− y) ∂ijϕ(x) dx τ(y) dy(6.62)
=

∫

Rn

∫

Rn

− ∂iΦ(x− y) ∂jϕ(x) dx τ(y) dy.110



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1Wir �xieren zunä
hst ein beliebiges ε > 0. Dann gilt mit partieller Integration (vgl. Korollar 4.3)

∫

Rn

∫

Rn

Φ(x− y) τ(y) dy ∂ijϕ(x) dx = −
∫

Rn

∫

Rn

∂iΦ(x − y) ∂jϕ(x) dx τ(y) dy
=

∫

Rn

(
−
∫

Rn\Bε(y)

∂iΦ(x− y) ∂jϕ(x) dx − ∫
Bε(y)

∂iΦ(x− y) ∂jϕ(x) dx) τ(y) dy
=

∫

Rn

(
−
∫

Rn\Bε(y)

∂iΦ(x− y) ∂jϕ(x) dx − IIIε) τ(y) dy.Na
h (6.63) konvergiert IIIε unabhängig von y gegen 0 für ε→ 0. Also gilt für unsere Umformung mit partiellerIntegration weiter (wir bea
hten, dass die äuÿere Einheitsnormale an Rn\Bε(y) der Funktion −x−yε entspri
ht)
∫

Rn

∫

Rn

Φ(x − y) τ(y) dy ∂ijϕ(x) dx
=

∫

Rn

(∫

Rn\Bε(y)

∂ijΦ(x− y) ϕ(x) dx +

∫

∂Bε(y)

∂iΦ(ξ − y)ϕ(ξ)
ξj − yj
ε

dH
n−1(ξ) − IIIε

)
τ(y) dy

=

∫

Rn

∫

Rn\Bε(y)

∂ijΦ(x− y) ϕ(x) dx τ(y) dy − ∫
Rn

∫

∂Bε(y)

∂iΦ(ξ − y)ϕ(ξ)
ξj − yj
ε

dH
n−1(ξ) τ(y) dy

+

∫

Rn

IIIε τ(y) dy (6.64)Unser Ziel ist, diese Terme für ε→ 0 als ein ∫

Rn

h ϕzu erkennen für ein h ∈ L1
loc(R

n). Dazu betra
hten wir zunä
hst
lim
ε→0
|
∫

Rn

IIIε τ(y) dy| (6.63)= 0.Wir betra
hten den vorletzten Term
∫

Rn

∫

∂Bε(0)

∂iΦ(ζ) ϕ(y + ζ)
ζj

ε
dH

n−1(ζ) τ(y) dy.Zunä
hst beoba
hten wir, dass die inneren Integrale für ε→ 0 konvergieren, denn mit ∂iΦ(ζ) = C(n) ζi

|ζ|n gilt
∫

∂Bε(0)

ζi

|ζ|n ϕ(y + ζ)
ζj

ε
dH

n−1(ζ) =
1

εn−1

∫

∂Bε(0)

ϕ(y + ζ)
ζiζj

ε2
dH

n−1(ζ)

=

∫

∂B1(0)

ϕ(y + εξ) ξiξjdH
n−1(ξ) für alle y ∈ Rn.Nun de�nieren wir γij :=

∫
∂B1(0)

ξiξj dH
n−1(ξ) ∈ R (unabhängig von ϕ, τ).Dann gilt

|
∫

∂B1(0)

ϕ(y + εξ) ξiξj dH
n−1(ξ)− γijϕ(y)| = |

∫

∂B1(0)

(ϕ(y + εξ)− ϕ(y)) ξiξjdH
n−1(ξ)|

≤
∫

∂B1(0)

|ϕ(y + εξ)− ϕ(y)| |ξi||ξj |︸ ︷︷ ︸
≤1

dH
n−1(ξ)|

≤ ‖Dϕ‖L∞ ε C(n)

ε→0−−−→ 0.111



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMEDabei haben wir ausgenutzt, dass |ϕ(y + εξ)− ϕ(y)| ≤
∫ ε
0
|∇ϕ(y + tξ)|ξ|| ≤ ‖∇ϕ‖L∞ ε.Da die obige Konvergenz unabhängig von y ist, gilt somit

∫

Rn

∫

∂Bε(0)

∂iΦ(z) ϕ(y + z)
zj

ε
dH

n−1(z) τ(y) dy ε→0−−−→ γij

∫

Rn

τ(y)ϕ(y)dy.Wegen τ ∈H 1 ist au
h γijτ ∈H 1 ⊂ L1(Rn).Wir betra
hten no
h das erste Integral. Da ε > 0 gilt mit der Transformationsregel und dem Satz von Fu-bini
∫

Rn

∫

Rn\Bε(y)

∂ijΦ(x − y︸ ︷︷ ︸
z

) ϕ(x) dx τ(y) dy
=

∫

Rn

∫

Rn\Bε(0)

∂ijΦ(z) ϕ(z + y) dz τ(y) dy
=

∫

Rn\Bε(0)

∂ijΦ(z)

∫

Rn

ϕ(z + y︸ ︷︷ ︸
ξ

) τ(y) dy dz
=

∫

Rn\Bε(0)

∂ijΦ(z)

∫

Rn

ϕ(ξ) τ(ξ − z) dξ dz
=

∫

Rn

∫

|z|>ε
∂ijΦ(z)τ(ξ − z) dz ϕ(ξ) dξ.Mit Korollar 6.19 folgt für Kij(z) := ∂ijΦ(z) = −C(n)
δ

j
i |z|n−nzizj|z|n−2

|z|2n =
Ωij(z)
|z|n für z 6= 0

lim
ε→0

∫

Rn

∫

|z|>ε
Kij(z)τ(ξ − z) dz ϕ(ξ) dξ =

∫

Rn

hij(ξ) ϕ(ξ) dξfür ein hij ∈ L1(Rn) und mit
‖hij‖L1 ≤ C(Ω, n)‖τ‖H 1 .Diese Ergebnisse eingesetzt in (6.64) ergeben na
h dem (nun wohlde�nierten) Grenzübergang für ε→ 0

∫

Rn

ω ∂ijϕ =

∫

Rn

(hij − γij + 0)ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (VK).Daraus folgt nun

∫
v ∂ijϕ =

∫
(−hij + γij + ∂ij

λ

2n
|x|2 + ∂ijg)ϕ =:

∫
(∂ijv)ϕ für alle ϕ ∈ C∞

0 (VK)und (∂ijv) ∈ L1
loc(VK) (wir bea
hten, dass na
h Lemma von Weyl, Lemma 4.16, g nur (lokal) glatt ist, undsomit nur in W k,p
loc für alle k,p).Da K⊂⊂U beliebig gewählt war und der Eindeutigkeit der s
hwa
hen Ableitung ist somit (∂ijv) punktweisefast überall wohlde�niert in U und ∂ijv ∈ L1

loc(U). 26.24 BemerkungDer obige Satz gilt tatsä
hli
h stärker, nämli
h mit der Aussage, dass die zweite Ableitung wiederum in H 1
locstatt nur in L1

loc liegt, vgl. [Sem94℄, Theorem 1.100, und Fuÿnote 17, S. 100.Falls wir eine etwas striktere Forderung an △v stellen, erhalten wir au
h eine Abs
hätzung:6.25 Theorem (W2,1
loc
-Regularität (mit Abs
hätzung))(vgl. [Sem94℄, Theorem 1.100)Sei U ⊂ Rn o�en, n ≥ 2, und sei v ∈ L1

loc(U). Sei τ ∈H 1(Rn) und supp τ ⊂ K⊂⊂Rn für ein Kompaktum K.Gilt nun
△v = τ s
hwa
h in U ,112



6.3 W
2,1
loc -Regularität für Lösungen der Poissonglei
hung mit re
hter Seite in H 1d.h. gilt ∫

Rn

v △ϕ =

∫

Rn

τ ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (U),dann folgt ∇2v ∈ L1

loc(U).Weiter existiert für jedes o�ene Gebiet W⊂⊂U eine Konstante C(U,W,K, n), so dass gilt
‖∇2v‖L1(W ) ≤ C(U,W,K, n)(‖v‖L1(U) + ‖τ‖H 1).Beweis. Der Beweis ist äuÿerst ähnli
h zum Beweis von Theorem 6.23, weswegen wir ihn nur skizzieren wollen.Wir �xieren ein W⊂⊂U und de�nieren wieder das Newtonpotential ω von τ , nämli
h

ω(x) :=

∫

Rn

Φ(x − y) τ(y) dy x ∈ Rn,wobei Φ wie in Lemma 6.20 die Fundamentallösung der Lapla
e-Glei
hung ist.Wir betra
hten nun
g(x) := ω(x) + v(x).Wieder gilt mit Lemma 6.22 und der De�nition von △v für ϕ ∈ C∞

0 (U)

∫

Rn

g(x) △ϕ(x) dx =

∫

Rn

ω(x) △ϕ(x) dx+

∫

Rn

v(x) △ϕ(x)

= −
∫

Rn

τ(x) ϕ(x) dx+

∫

Rn

τ(x)ϕ(x) dx
= 0.Mit dem Lemma von Weyl, Lemma 4.16, folgt wieder g ∈ C∞(U) und △g = 0 (stark in U), da g ∈ L1

loc(U).Es gilt
v(x) = −ω(x) + g(x) , für L n-fast alle x ∈ U , (6.65)und wieder rei
ht es somit, ∂ijω(x) zu betra
hten.Genau wie in Theorem 6.23 erhalten wir wieder

∂ijω = hij(τ) − γijτmit hij und γij wie im Beweis von Theorem 6.23 und der Abs
hätzung
‖hij(τ)‖L1 ≤ C(n)‖τ‖H 1 , 1 ≤ i, j ≤ n.Weiter wissen wir na
h dem Lemma von Weyl, Lemma 4.16, ∂ijg ∈ L1

loc, da g ∈ C∞(U).Zur Abs
hätzung:Mit (6.65) gilt für W⊂⊂V
‖∂ijv‖L1(W ) ≤ ‖∂ijω‖L1(Rn) + ‖∂ijg‖L1(W )

≤ C(n)‖τ‖H 1 + ‖∂ijg‖L1(W ).Es bleibt also nur no
h ∂ijg zu betra
hten.Wir wählen ein δ > 0, so dass Bδ(W ) ⊂ U . Da g in W harmonis
h ist, folgt aus den Cau
hy-Abs
hätzungen,Lemma 4.17, dass für jedes x ∈W
|∂ijg(x)| ≤ C

1

δn+2
‖g‖L1(Bδ(x))

≤ C(W,U, n)‖g‖L1(U).113



6 HARMONISCHE ANALYSIS: HÖHERE REGULARITÄT DURCH HARDY-RÄUMESomit gilt mit der De�nition von g
‖∂ijg‖L1(W ) ≤ L

n(W )C(U,W, n)‖g‖L1(U)

≤ C̃(U,W, n)‖g‖L1(U)(6.65)
≤ C(U,W, n)(‖v‖L1(U) + ‖ω‖L1(U))

L.6.20
≤ C(U,W,K, n)(‖v‖L1(U) + ‖τ‖L1(supp τ))

P.6.7
≤ C(U,W,K, n)(‖v‖L1(U) + ‖τ‖H 1).

26.26 Korollar (Anwendung)Es seien E, D ∈W 1,2(D2,Rm) die Lösungen von
{
△D = −∇B · ∇⊥u in D2

△E = ∇⊥A · ∇u in D2,wobei A, B ∈W 1,2D2,M(m) und u ∈W 1,2(D2,Rm). Dann gilt D,E ∈W 2,1
loc (D2,Rm).Beweis. Wir setzen F := −(∇B) · (∇⊥u) und G := (∇⊥A) · (∇u).Wie in Korollar 6.15 gezeigt gilt F,G ∈H 1 (wenn wir u, A, B auf ganz R2 fortsetzen, so dass jeweils suppG,

suppF⊂⊂Rn).Aus Theorem 6.25 folgt dann ∇2D und ∇2E ∈ L1
loc(D

2), also erhalten wir die Behauptung. 2Ein Ergebnis dieser Methode in zwei Dimensionen ist, dass eine Lösung v ∈ W 1,2(D2) mit △v ∈ H 1 in
W

2,1
loc (D2) liegen. Dies impliziert, dass v ∈ C0(D2), wie der folgende Sonderfall der Soboleveinbettung zeigt:6.27 Theorem (Sobolev-Einbettung: Sonderfall für n = 2)(vgl. [AF03℄, Theorem 4.12, Case A)Für alle Ω⊂⊂R2, ∂Ω ∈ C∞ gilt, dass

W 2,1(Ω) →֒ C(Ω).Beweis. Sei f ∈W 2,1(Ω). Wir approximieren f dur
h fm ∈ C∞(Ω), so dass gilt
fm

m→∞−−−−→ f in W 2,1.Na
h [AF03℄, Lemma 4.15, gilt nun, dass für r = r(Ω) klein genug, für alle u ∈ C∞(Ω), punktweise in Ω

|u(x)| ≤ K


∑

|α|≤1

rα−1

∫

Ω

|Dαu(y)| dy +
∑

|α|=2

∫

Ω

|Dαu(y)| dy
≤ K(Ω)‖u‖W 2,1(Ω).Somit gilt

‖u‖L∞ ≤ K‖u‖W 2,1 .Deshalb gilt insbesondere
‖fm − fn‖L∞ ≤ K‖fm − fn‖W 2,1und wegen fm ∈ C0(Ω) folgt wegen der Cau
hy-Folgen-Eigens
haft, dass au
h f fast überall glei
h einer bisauf den Rand stetigen Funktion ist. 2

114



7. Wente-Unglei
hungIn diesem Abs
hnitt wollen wir ein Phänomen beweisen, was zuerst von Wente in [Wen69℄ ausgenutzt wurde.Die hier präsentierten Beweise beziehen si
h groÿteils auf die Ausarbeitungen von [BC84℄, Lemma A.1, und[Hél02℄ Kapitel 3, sowie für einen alternativen Beweisansatz auf [Tar84℄.7.1 Theorem (Wente-Unglei
hung)Seien ak, bk ∈W 1,2(D2), 1 ≤ k ≤ m <∞, und u ∈ W 1,2(D2) eine Lösung von
{
−△u =

∑m
k=1(

∂ak

∂x
∂bk

∂y
− ∂ak

∂y
∂bk

∂x
) in D2

u = 0 auf ∂D2oder eine Lösung von (dann sei ak ∈ W 1,2
0 (D2))





−△u =
∑m

k=1(
∂ak

∂x
∂bk

∂y
− ∂ak

∂y
∂bk

∂x
) in D2

∂u
∂ν

= 0 auf ∂D2,∫
D2u = 0.Dann ist u ∈W 2,1

loc (D2) ∩ C0(D2) und es gelten die folgenden Abs
hätzungen:
‖u‖L∞(D2) + ‖∇u‖L2(D2) ≤ C

m∑

k=1

‖∇ak‖L2(D2) ‖∇bk‖L2(D2).und für alle Ω⊂⊂D2

‖∇2u‖L1(Ω) ≤ C(Ω)
m∑

k=1

‖∇ak‖L2(D2) ‖∇bk‖L2(D2).Dieses Theorem ergibt si
h aus Lemma 7.4, Korollar 7.9, Korollar 7.17 und einer Bemerkung analog zu Be-merkung 7.7, wel
he wir in den nä
hsten Unterabs
hnitten beweisen werden. Eine erste Anwendung ist dasfolgende7.2 Korollar (Approximation von W
1,2 dur
h W

2,2Neu)Seien u ∈W 1,2(D2), ak ∈W 1,2(D2), bk ∈W 1,2
0 (D2), 1 ≤ k ≤ m <∞. Weiter gelte s
hwa
h





−△u =
∑m
k=1 {ak, bk} =

∑m
k=1∇ak ∇⊥bk in D2,

∂u
∂ν

= 0 auf ∂D2,∫
D2u = 0,d.h. für alle ϕ ∈ C∞(D2) gelte ∫

D2

∇u · ∇ϕ =
m∑

k=1

∫

D2

∇ak ∇bk ϕ.Dann existieren uj ∈W 2,2Neu(D2), ∫
D2uj = 0 mit
uj

j→∞−−−→ u in W 1,2(D2) ∩ L∞(D2).Insbesondere existieren dann au
h (vgl. Lemma 4.25) uj ∈ C∞(D2) ∩W 2,2Neu, ∫D2uj = 0 mit
〈∇uj , ν〉 =

∂uj

∂ν
= 0 auf ∂D2,wobei ν die äuÿere Einheitsnormale auf ∂D2 sei, und

uj
j→∞−−−→ u in W 1,2(D2) und L∞(D2).115



7 WENTE-UNGLEICHUNGBeweis. Wir betra
hten der Übersi
ht zuliebe nur den Fall m = 1 und identi�zieren a ≡ a1 und b ≡ b1. Manveri�ziert einfa
h, dass der Fall m > 1 analog zu behandeln ist.Es ist nur zu zeigen, dass es uj in W 2,2Neu(D2) gibt, mit denen wir f wie behauptet approximieren können, dierestli
he Behauptung folgt dann aus Lemma 4.25.Wegen b ∈W 1,2
0 (D2) existiert bj ∈ C∞

0 (D2) mit
bj

j→∞−−−→ b in W 1,2(D2).Dann gilt na
h Proposition 4.22(ii) ∫

D2

∇a · ∇⊥bj = 0.Weiter haben wir {a, bj} ∈ L2 und somit existiert ein uj ∈ W 2,2Neu(D2) mit ∫
D2uj = 0 und

−△uj = ∇a · ∇⊥bj ,denn zunä
hst existiert na
h Lemma 4.14 ein sol
hes uj in W 1,2(D2), so dass
∫

D2

∇uj ∇ϕ =

∫

D2

{a, b} ϕ für alle ϕ ∈ C∞(D2),und dann folgt mit dem Satz von Friedri
hs, Theorem 4.19, dass uj ∈W 2,2Neu(D2). Weiter gilt
−△(uj − u) = {a, bj − b}und somit folgt mit der Wente-Unglei
hung, Theorem 7.1,

‖uj − u‖L∞ + ‖∇(uj − u)‖L2 ≤ ‖∇a‖L2 ‖∇(bj − b)‖L2
j→∞−−−→ 0.Wegen ∫

D2(uj − f) = 0 sind die Voraussetzungen für die Poin
aré-Unglei
hung erfüllt und wir erhalten
‖uj − u‖W 1,2 ≤ C‖∇(uj − u)‖L2

j→∞−−−→ 0.Daraus ergibt si
h s
hlieÿli
h
uj

j→∞−−−→ u in W 1,2(D2) ∩ L∞(D2).
2Nun müssen wir Theorem 7.1 beweisen. Zunä
hst erinnern wir uns an die folgende De�nition, die wir imfolgenden häu�ger verwenden werden:7.3 De�nition ({u, v})Wir de�nieren

{a, b} :=
∂

∂x
a
∂

∂y
b− ∂

∂y
a
∂

∂x
b,wann immer dieser Ausdru
k sinnvoll ist.Für eine s
hwa
he Lösung u ∈ W 1,2(D2) von

{
−△u = {a, b} in D2,
u = 0 auf ∂D2mit a, b ∈W 1,2(D2) oder 




−△u = {a, b} in D2,
∂u
∂ν

= 0 auf ∂D2,∫
D2u = 0mit a ∈W 1,2

0 (D2), b ∈ W 1,2(D2), beoba
hten wir zunä
hst, dass {a, b} na
h Theorem 6.14 in H 1 liegt, womitwir unter Anwendung von Theorem 6.25 das folgende Lemma erhalten:116



7.4 Lemma (W2,1-Abs
hätzung)Sei Ω⊂⊂R2 eine zusammenhängende, o�ene Menge, mit ∂Ω ∈ C∞. Seien a, b ∈ W 1,2(Ω). Wir betra
hten eines
hwa
he Lösung u ∈W 1,2(Ω) der partiellen Di�erentialglei
hung
−△u =

∂a

∂x

∂b

∂y
− ∂a

∂y

∂b

∂x
in Ω. (7.1)Dann gilt u ∈ W 2,1

loc (Ω) und für jedes Ω′⊂⊂Ω gilt
‖∇2u‖L1(Ω′) ≤ C(Ω,Ω′)(‖∇a‖L2(Ω) ‖∇b‖L2(Ω) + ‖u‖L1(Ω)).Ist weiter ∫

Ω
u = 0 oder u ∈W 1,2

0 (Ω), so folgt
‖∇2u‖L1(Ω′) ≤ C(Ω,Ω′)(‖∇a‖L2(Ω) ‖∇b‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω)).Beweis. Ohne Eins
hränkung gilt zunä
hst ∫

Ω
a =

∫
Ω
b = 0, da wir ansonsten mit a − ∫

Ω
a bzw. b − ∫

Ω
bweiterre
hnen (wir bea
hten, dass (7.1) au
h mit den so modi�zierten Funktionen erfüllt ist).Wir sehen nun, dass si
h die re
hte Seite der PDE (7.1) darstellen lässt als

∂a

∂x

∂b

∂y
− ∂a

∂y

∂b

∂x
= (∇⊥a) · (∇b).Wegen ∂Ω ∈ C∞ können wir a, b auf ã,b̃ in W 1,2(R2) fortsetzen, mit supp(ã), supp(b̃)⊂⊂B1(Ω) und derAbs
hätzung

‖ã‖W 1,2(R2) ≤ C‖a‖W 1,2(Ω)

L.4.1
≤ C̃‖∇a‖L2(Ω), (7.2)wobei die Poin
aré-Unglei
hung, Lemma 4.1, wegen ∫

Ω
ã = 0 und Ω zusammenhängend anwendbar ist. Ana-loges gilt für b̃.Nun gilt ∇⊥ã, ∇b̃ ∈ L2(R2) und s
hwa
h in Rn gilt, dass div(∇⊥ã) = curl(∇b̃) = 0 na
h Proposition 4.22.Somit folgt mit dem CLMS-Theorem, Theorem 6.14, dass ∇⊥ã · ∇b̃ ∈H 1 und

‖∇⊥ã.∇b̃‖H 1

T.6.14
≤ C(n)‖∇ã‖L2(R2) ‖∇b̃‖L2(R2)

(7.2)
≤ C(Ω, n)‖∇a‖L2(Ω) ‖∇b‖L2(Ω). (7.3)Mit Theorem 6.25 folgt nun20 wegen der Voraussetzung an u, dass u ∈ W

2,1
loc (Ω) und für jedes Ω′⊂⊂Ω dieUnglei
hung

‖∇2u‖L1(Ω′)

T.6.25
≤ C(Ω,Ω′, n)(‖u‖L1(Ω) + ‖∇⊥ã · ∇b̃‖H 1)(7.3)
≤ C(Ω,Ω′, n)(‖u‖L1(Ω) + ‖∇a‖L2(Ω) ‖∇b‖L2(Ω)).Gilt weiter ∫

Ω
u = 0 oder u ∈ W 1,2

0 (Ω), so folgt mit der Poin
aré-Unglei
hung
‖u‖L1(Ω) ≤ C(Ω, n) ‖u‖L2(Ω) ≤ C(Ω)‖∇u‖L2(Ω)und es gilt somit

‖∇2u‖L1(Ω′) ≤ C(Ω,Ω′, n)(‖∇u‖L2(Ω) + ‖∇a‖L2(Ω) ‖∇b‖L2(Ω)).
2Der Ansatz von [BC84℄ zum Beweis derWente-Unglei
hung basisert auf einer Abs
hätzung des Newtonpoten-tials beziehungsweise der Green-Darstellung. Diese Abs
hätzung zeigen wir im7.5 Lemma (Abs
hätzungen für das Newton-Potential)(vgl. [BC84℄, Lemma A.1)Es gilt

∣∣∣∣
∫

R2

log

∣∣∣∣c−
[
x

y

]∣∣∣∣ {a, b}(x, y) dx dy∣∣∣∣ ≤ ‖∇a‖L2(R2) ‖∇b‖L2(R2) für alle a,b ∈ C∞
0 (R2), c ∈ R2.20Es gilt für eine s
hwa
he Lösung u ∈W 1,2(Ω) von −△u = f , wobei f integrierbar sei, dass

Z

Ω
fv

PDE
= −

Z

Ω
∇u · ∇v

W1,2

=

Z

Ω
u △v für alle v ∈ C∞

0 (Ω);also erfüllt eine s
hwa
he Lösung einer PDE diese au
h sehr s
hwa
h.117



7 WENTE-UNGLEICHUNGBeweis. Seien21 a,b in C∞
0 (R2) und c ∈ R2 �xiert. Wir de�nieren22

Ψ(c) :=

∫

R2

log

∣∣∣∣c−
[
x

y

]∣∣∣∣ {a, b} dx dy.Für den We
hsel na
h Polarkoordinaten setzen wir
x := c1 − r cos θund
y := c2 − r sin θ.Wir de�nieren die Polarkoordinatendarstellung von a und b:

f(r, θ) := a(c1 − r cos θ, c2 − r sin θ),

g(r, θ) := b(c1 − r cos θ, c2 − r sin θ).Dann gilt
fr

∣∣∣
(r,θ)

= (− cos θ ax − sin θ ay)
∣∣∣
(c1−r cos θ,c2−r sin θ)

gr

∣∣∣
(r,θ)

= −(cos θ bx + sin θ by)
∣∣∣
(c1−r cos θ,c2−r sin θ)

fθ

∣∣∣
(r,θ)

= r(sin θ ax − cos θ ay)
∣∣∣
(c1−r cos θ,c2−r sin θ)und

gθ

∣∣∣
(r,θ)

= r(sin θ bx − cos θ by)
∣∣∣
(c1−r cos θ,c2−r sin θ)Daraus folgt (wir unterdrü
ken die Argumente)

frgθ − fθgr = r(− cos θ ax − sin θ ay)(sin θ bx − cos θ by)− r(sin θ ax − cos θ ay)(− cos θ bx − sin θ by)

= r(axby(sin
2(θ) + cos2(θ))− aybx(sin2(θ) + cos2(θ)))

= r(axby − aybx).Damit bere
hnen wir
Ψ(c) =

∫

R2

log

∣∣∣∣∣∣∣∣
c−



x

y




∣∣∣∣∣∣∣∣
((axby − aybx)(x, y)) dx dy

=

∫ ∞

r=0

∫ 2π

θ=0

log r ((axby − aybx)︸ ︷︷ ︸
= 1

r
(frgθ−fθgr)

(c1 − r cos θ, c2 − r sin θ) r dθ dr
=

∫ ∞

r=0

∫ 2π

θ=0

log r (frgθ − fθgr)(θ, r)dθ dr.Nun gilt (wir bea
hten, dass f , g ∈ C∞)
(fgθ)r − (fgr)θ = frgθ + fgθr − fθgr − f grθ︸︷︷︸

=gθr

= frgθ − fθgr.Damit erhalten wir
Ψ(c) =

∫ ∞

r=0

∫ 2π

θ=0

log r ((fgθ)r − (fgr)θ) dθ dr.21Tatsä
hli
h bleibt der Beweis au
h gültig, wenn man nur a ∈ C1
0 (R2) und b ∈ C1(R2) ∩W 1,2(R2) fordert.22Dieses Integral ist wohlde�niert, vgl. Fuÿnote 19, Seite 107. 118



Weiterhin gilt (wir bea
hten wieder, dass (fgr)θ ∈ C∞)
∫ 2π

θ=0

(fgr)θ(r, θ
′)dθ′ = (fgr)(r, θ

′)
∣∣∣
θ′=0

2π = 0 für alle r > 0,da fgr(r, θ) 2π-periodis
h in θ ist.Dies führt zu
Ψ(c) =

∫ ∞

r=0

∫ 2π

θ=0

log r (fgθ)r dθ dr.Es gilt zudem für alle θ ∈ [0, 2π]

∫ ∞

r=0

log r (fgθ)r dr = log r fgθ|∞r=0 −
∫ ∞

r=0

1

r
fgθ dr.Zu log r(fgθ)|∞r=0 bea
hten wir zunä
hst, dass wegen a, b ∈ C∞

0 für alle r hinrei
hend groÿ f(r, θ) = 0 und
gθ(r, θ) = 0 für alle θ ∈ [0, 2π].Daraus folgt für festes θ ∈ [0, 2π]

log r (fgθ)(r, θ)|∞r=0 = lim
r→0

log r (fgθ)(r, θ).Nun gilt gθ(r, θ) = r(sin θ bx − cos θ by) und wegen bx, by ∈ C∞
0 folgt

|gθ(r, θ)| ≤ rC(b).Daraus folgt wiederum (wir bea
hten f ∈ C∞
0 )

| log rfgθ|∞r=0| =
∣∣∣ lim
r→0

(log r)(fgθ)(r, θ)
∣∣∣

≤ C lim
r→0
|r log r| = 0.Also folgt s
hlieÿli
h dur
h zweifa
he Anwendung des Satzes von Fubini

Ψ(c) = −
∫ ∞

r=0

∫ 2π

θ=0

1

r
fgθ dθ dr.Nun gilt für alle r > 0 mit partieller Integration

∫ 2π

θ=0

gθ(r, θ)dθ = g(r, θ)
∣∣∣
2π

θ=0
= 0,wegen der 2π-Periodizität von g in θ.Damit lässt si
h der Term 1

2π

∫ 2π

0
f(r, σ)dσ im Integral hinzufügen, d.h.

Ψ(c) = −
∫ ∞

r=0

∫ 2π

θ=0

1

r
(f − 1

2π

∫ 2π

0

f(r, σ) dσ) gθ dθ dr.Für alle r > 0 gilt folgende Abs
hätzung (wir de�nieren f[0,2π](r) := 1
2π

∫ 2π

0
f(r, σ) dσ) mit der Hölder-Unglei
hung und dann der Wirtinger-Unglei
hung23

∣∣∣∣
∫ 2π

θ=0

(f(r, θ)− f[0,2π](r))gθ(r, θ) dθ∣∣∣∣ ≤ ‖f(r, ·)− f[0,2π](r)‖L2((0,2π)) ‖gθ(r, ·)‖L2((0,2π))

≤ ‖fθ‖L2((0,2π)) ‖gθ(·, r)‖L2((0,2π)) für alle r ≥ 0.23Sei ψ ∈ C1(R) eine 2π-periodis
he Funktion, d.h. ψ(· + 2π) = ψ(π). Dann gilt
Z 2π

0
|ψ(σ)|2 dσ ≤

Z 2π

0

˛

˛ψ′(σ)
˛

˛

2 dσ.119



7 WENTE-UNGLEICHUNGInsgesamt folgt also wiederum mit der Hölder-Unglei
hung
|Ψ(c)| ≤ C̃

(∫ ∞

r=0

‖fθ(·, r)‖2L2([0,2π])

(
1√
r

)2 dr) 1
2
(∫ ∞

r=0

‖gθ(·, r)‖2L2([0,2π])

(
1√
r

)2 dr) 1
2

≤ ‖∇a‖L2(R2) ‖∇b‖L2(R2),wobei im letzten S
hritt mit der De�nition von f und der Cau
hy-S
hwartz-Unglei
hung
∫ ∞

r=0

∫ 2π

θ=0

|fθ(θ, r)|2
1

r
dθ dr

=

∫ ∞

0

∫ 2π

0

r2|ax(c1 − r cos θ, c2 − r sin θ) sin θ − ay(c1 − r cos θ, c2 − r sin θ) cos θ|2 1

r
dθ dr

=

∫ ∞

0

∫ 2π

0

r |〈∇a(c1 − r cos θ, c2 − r sin θ),

[
sin θ
cos θ

]
〉|2dθ dr

≤
∫ ∞

0

∫ 2π

0

r|∇a(c1 − r cos θ, c2 − r sin θ)|2 dθ dr
= ‖∇a‖2L2(R2)(bzw. eine analoge Aussage für g) benutzt wurde. 2Aus Lemma 7.5 erhalten wir sofort als Spezialfall das folgende7.6 KorollarSei a ∈ C∞

0 (D2), b ∈ C∞
0 (R2) und c ∈ R2. Dann gilt
∣∣∣∣
∫

D2

log

∣∣∣∣c−
[
x

y

]∣∣∣∣ (ax by − ay bx) dx dy∣∣∣∣ ≤ ‖∇a‖L2(D2) ‖∇b‖L2(R2).7.7 BemerkungLemma 7.5 und Korollar 7.6 gelten au
h für den Fall, wenn {a, b} dur
h ∑m
k=1 {ak, bk} ersetzt wird, wobei si
hdann die folgende Abs
hätzung ergibt:

∣∣∣∣∣

∫
log

∣∣∣∣c−
[
x

y

]∣∣∣∣ (

m∑

k=1

{ak, bk}) dx dy∣∣∣∣∣ ≤ m∑

k=1

∣∣∣∣
∫

log

∣∣∣∣c−
[
x

y

]∣∣∣∣ {ak, bk} dx dy∣∣∣∣ ≤ m∑

k=1

‖∇ak‖L2 ‖∇bk‖L2 .7.1. Wente-Unglei
hung für Diri
hlet-Randwerte7.1.1. Beweis na
h Brezis und Coron7.8 Lemma(vgl. [BC84℄, Lemma A.1)Seien ak, bk ∈ C∞
0 (R2), k = 1, . . . ,m <∞ und sei u ∈ W 1,2(D2) die Lösung von

{
−△u =

∑m
k=1(

∂ak

∂x
∂bk

∂y
− ∂ak

∂y
∂bk

∂x
) in D2,

u = 0 auf ∂D2. (7.4)Dann gilt die Abs
hätzung
‖u‖L∞(D2) + ‖∇u‖L2(D2) ≤ C(m)

m∑

k=1

‖∇ak‖L2 ‖∇bk‖L2 .Beweis. Wir setzen
f :=

m∑

k=1

(
∂ak

∂x

∂bk

∂y
− ∂ak

∂y

∂bk

∂x
)120



7.1 Wente-Unglei
hung für Diri
hlet-Randwerteund de�nieren das Newtonpotential Ψ von f
Ψ := Φ ∗ (

m∑

k=1

(akx b
k
y − aky bkx)),wobei Φ die Fundamentallösung der Lapla
e-Glei
hung ist (vgl. De�nition in Lemma 6.20).Aus Lemma 7.5erhalten wir die Abs
hätzung

|Ψ(c)| ≤
∑

k

‖∇ak‖L2(R2) ‖∇bk‖L2(R2) für alle c ∈ R2.Weiter gilt (vgl. z.B. [GT83℄, Lemma 4.2) wegen f ∈ C∞
0 (R2)

Ψ ∈ C2(R2)und
−△Ψ =

∑

k

(akx b
k
y − aky bkx).Somit gilt

△(u −Ψ) = −f + f = 0 s
hwa
h auf D2, (7.5)Nun folgt aus u ∈ W 1,2
0 (D2) und f ∈ C∞

0 (R2) mit dem Satz von Friedri
hs u ∈ C∞(D2), also lässt si
h wegen(7.5) das klassis
he Maximumsprinzip auf u−Ψ anwenden. Wir erhalten
sup
D2

|u−Ψ| ≤ sup
∂D2

|u−Ψ|.Nun gilt aber punktweise u = 0 auf ∂D2, und somit
sup
D2

|u−Ψ| ≤ sup
∂D2

|Ψ| ≤ sup
D2

|Ψ|.Daraus ergibt si
h
‖u‖L∞(D2) ≤ ‖u−Ψ‖L∞(D2) + ‖Ψ‖L∞(D2) ≤ 2‖Ψ‖L∞(D2) ≤ 2

∑

k

‖∇ak‖L2(R2) ‖∇bk‖L2(R2). (7.6)Wir testen die PDE (7.4) mit der gültigen Testfunktion u ∈ W 1,2
0 (D2) (wir bea
hten, dass die re
hte Seite in

L2 liegt, da ak und bk ∈ C∞
0 (R2)) und erhalten

‖∇u‖2L2(D2)

(7.4)
≤ ‖u‖L∞(R2)

∑

k

‖∇ak‖L2(D2) ‖∇bk‖L2(D2)

(7.6)
≤ C(m)

∑

k

‖∇ak‖2L2(R2) ‖∇bk‖2L2(R2),also
‖u‖L∞(D2) + ‖∇u‖L2(D2) ≤ C(m)

∑

k

‖∇ak‖L2(R2) ‖∇bk‖L2(R2).
27.9 Korollar (Wente-Unglei
hung für homogenen Diri
hlet-Randwert)(vgl.: [BC84℄ Lemma A.1.; [Hél02℄ Theorem 3.1.2)Seien ak, bk ∈ W 1,2(D2), k = 1, . . . ,m <∞ und sei u ∈W 1,2(D2) die Lösung von

{
−△u =

∑m
k=1(

∂ak

∂x
∂bk

∂y
− ∂ak

∂y
∂bk

∂x
) in D2,

u = 0 auf ∂D2.Dann ist u ∈ C0(D2) und es gilt für eine von u, ak und bk unabhängige Konstante C(m)

‖u‖L∞(D2) + ‖∇u‖L2(D2) ≤ C(m)

m∑

k=1

‖∇ak‖L2(D2)‖∇bk‖L2(D2).121



7 WENTE-UNGLEICHUNGBeweis. Wegen {a, b} = {a−
∫
D2a, b−

∫
D2b} nehmen wir o.B.d.A. an, dass ∫

D2a
k =

∫
D2b

k = 0 für alle
k ∈ {1, . . . ,m}. Es existieren Fortsetzungen ãk, b̃k ∈ W 1,2(R2) = W

1,2
0 (R2) von ak, bk, sodass mit Lemma 4.1gilt

‖ãk‖W 1,2(R2) ≤ C‖ak‖W 1,2(D2)

L.4.1
≤ C‖∇ak‖L2(D2),

‖b̃k‖W 1,2(R2) ≤ C‖bk‖W 1,2(D2)

L.4.1
≤ C‖∇bk‖L2(D2). (7.7)Nun wählen wir weiter ãki , b̃ki ∈ C∞

0 (R2) mit ãki i→∞−−−→ ãk und b̃ki i→∞−−−→ b̃k in W 1,2(R2).Wir betra
hten die Lösungen ui,j ∈ C∞(D2) von
{
−△ui,j =

∑m
k=1 {ãki , b̃kj } in D2,

ui,j = 0 auf ∂D2.Na
h Lemma 7.8 erhalten gilt dann
‖uij‖L∞(D2) + ‖∇uij‖L2(D2) ≤ C(m)

m∑

k=1

‖∇ãki ‖L2(R2) ‖∇b̃kj ‖L2(R2). (7.8)Dann ist (ui,j)n≥1 eine Cau
hy-Folge in C0(D2) ∩W 1,2(D2) für j →∞, denn es gilt für j, j′ ∈ N

{
−△(ui,j − ui,j′) =

∑m
k=1 {ãki , b̃kj − b̃kj′} in D2,

ui,j − ui,j′ = 0 auf ∂D2,und die Wente-Unglei
hung, Lemma 7.8, liefert die Cau
hy-Folgen-Eigens
haft:
‖ui,j − ui,j′‖L∞(D2) +‖∇(ui,j − ui,j′ )‖L2(D2)

≤ C(m)
m∑

k=1

‖∇ãki ‖L2(R2) ‖∇(b̃kj − b̃kj′)‖L2(R2)
j,j′→∞−−−−−→ 0. (7.9)Es existiert also ein ui ∈ C0(D2)∩W 1,2

0 (D2) mit ui,j j→∞−−−→ ui inW 1,2(D2)∩L∞(D2). Wegen dieser Konvergenzerfüllt ui für alle i ≥ 1 s
hwa
h die partielle Di�erentialglei
hung
{
−△ui =

∑m
k=1 {ãki , b̃k} in D2,

ui = 0 auf ∂D2,und die Wente-Unglei
hung folgt aus (7.8) dur
h den Grenzübergang j →∞
‖ui‖L∞(D2) + ‖∇ui‖L2(D2) ≤ C

m∑

k=1

‖∇ãki ‖L2(R2) ‖∇b̃k‖L2(R2) für alle i ∈ N.Aus der Konvergenz von (ui,j)j erhalten wir für jedes i, i′ ∈ N, dass ui,j − ui′,j j→∞−−−→ ui − ui′ in W 1,2(D2) ∩
L∞(D2). Daraus folgt unter Anwendung des Lemmas 7.8 auf die Di�erenz ui,j −ui′,j na
h dem Grenzübergang
j →∞

‖ui − ui′‖L∞(D2) + ‖∇(ui − ui′)‖L2(D2) ≤ C
m∑

k=1

‖∇(ãki − ãki′)‖L2(R2) ‖∇b̃k‖L2(R2)
i,i′→∞−−−−−→ 0.Also ist (ui)i eine Cau
hy-Folge in C0(D2) ∩ W 1,2

0 (D2) und wir erhalten ein ũ ∈ C0(D2) ∩ W 1,2
0 (D2) mit

ui
i→∞−−−→ ũ in L∞(D2) ∩W 1,2(D2), so dass

{
−△ũ =

∑m
k=1 {ãk, b̃k} in D2,

ũ = 0 auf ∂D2
(7.10)122



7.1 Wente-Unglei
hung für Diri
hlet-Randwerteund die folgende Abs
hätzung gilt:
‖ũ‖L∞(D2) + ‖∇ũ‖L2(D2) ≤ C

m∑

k=1

‖∇ãk‖L2(R2) ‖∇b̃k‖L2(R2).Nun erfüllen u und ũ beide dieselbe partielle Di�erentialglei
hung (7.10) und daher gilt u = ũ ∈ C0(D2) ∩
W

1,2
0 (D2) und s
hlieÿli
h

‖u‖L∞(D2) + ‖∇u‖L2(D2) ≤ C
m∑

k=1

‖∇ãk‖L2(R2) ‖∇b̃k‖L2(R2)

(7.7)
≤ C

m∑

k=1

‖∇ak‖L2(D2) ‖∇bk‖L2(D2).
27.1.2. Alternative Beweismethode na
h TartarDie Methode von L. Tartar aus [Tar84℄ impliziert einen alternativen Beweis für den Diri
hlet-Fall derWente-Unglei
hung, wir benötigen dafür einige Ergebnisse aus der Theorie der Lorentz-Räume. Lorentz-Räume sind eine feinere Unterteilung der Lp-Räume. Eine Einführung �ndet si
h z.B. in [Gra04℄, Chapter 1.4,pp45 �, in [Zie89℄, �1.8 und �2.10, im Artikel [Hun66℄ sowie in [SW71℄, �5.3. Einige Anwendungen in Bezug aufPartielle Di�erentialglei
hungen werden z.B. in [Hél02℄ �3.3 vorgestellt.7.10 De�nition (Lorentz-Raum)(vgl. [Gra04℄ De�nitionen 1.1.1 (S. 2), 1.4.1 (S.45), 1.4.6 (S.48))Sei f : Rn → R messbar. Wir de�nieren die Distributionsfunktion df : [0,∞)→ R+ von f dur
h

df (α) := L
n({x ∈ Rn : |f(x)| > α}).Wir de�nieren weiter das abfallende Rearrangement f∗(t) für t > 0 dur
h

Rf (t) := inf{s > 0 : df (s) ≤ t}.Wir de�nieren die Quasinorm (die Dreie
ksunglei
hung gilt ni
ht, für ein Beispiel siehe z.B. [Gra04℄, Seite 50)
‖ · ‖Lp,q dur
h

‖f‖Lp,q(Rn) ≡ ‖f‖Lp,q =





(∫∞
0

(
t

1
p Rf (t)

)q
1
t
dt) 1

q , falls q <∞,
supt>0 t

1
pRf (t) , falls q =∞ und p <∞.

supt>0Rf (t) , falls q = p =∞.Wir de�nieren den Lorentz-Raum Lp,q als die Menge aller messbaren Funktionen f : Rn → R, für die gilt
‖f‖Lp,q <∞.7.11 BemerkungIn der Literatur �ndet si
h statt Rf (t) häu�g f∗, wel
hes wir hier aus Gründen der Verwe
hslungsgefahr mit
f∗ aus De�nition 6.1 ni
ht verwenden wollen.7.12 Theorem (Eigens
haften von Lorentzräumen)(vgl. [Gra04℄ Proposition 1.4.10 (S. 49), [Hun66℄ Theorem 4.5. (Multipli
ation Theorem) und Theorem 4.10.(Convolution Theorem), sowie [Zie89℄, Theorem 2.10.1, Seite 96)Seien f ∈ Lp1,q1(Rn) und g ∈ Lp2,q2(Rn). Seien weiter p, q, r > 0. Dann gilt

(i) falls 0 < p1 ≤ ∞, 0 < q1 < r ≤ ∞,
‖f‖Lp1,r ≤ C(p1, q1, r)‖f‖Lp1,q1 ,

(ii) falls 1
p

= 1
p1

+ 1
p2

und 1
q

= 1
q1

+ 1
q2
,

‖f · g‖Lp,q ≤ C(p, q, n)‖f‖Lp1,q1 ‖g‖Lp2,q2 ,123



7 WENTE-UNGLEICHUNG
(iii) falls 0 < 1

p
= 1

p1
+ 1

p2
− 1 < 1, 1 < p1 < p2 <∞ und 0 ≤ 1

q
= 1

q1
+ 1

q2
≤ 1,

‖f ∗ g‖Lp,q ≤ C(p, q, n)‖f‖Lp1,q1 ‖g‖Lp2,q2

(iv) und Lp,p = Lp für 0 < p ≤ ∞.7.13 Lemma (Wente-Unglei
hung auf R2)(vgl. [Tar84℄ Kapitel II, Lemma, S.29)Es existiert ein C > 0, so dass für alle a, b ∈ C∞
0 (R2) ∩W 1,2(R2) ein p ∈ C0(R2) existiert mit

△p = {a, b} s
hwa
h in R2 (7.11)und
‖p‖L∞(R2) + ‖∇p‖L2(R2) ≤ C ‖∇a‖L2(R2) ‖∇b‖L2(R2).Beweis. Zunä
hst eine kurze Motivation:Angenommen wir hätten s
hon ein p ∈ S (R2) mit

△p = {a, b} punktweise in R2.Dann gilt na
h Proposition 3.3 (Eigens
haften der Fouriertransformation)
(△p)∧(ξ) = (

2∑

k=1

∂k∂kp)
∧(ξ) =

2∑

k=1

(∂k∂kp)
∧(ξ) =

2∑

k=1

(2πiξk)(∂kp)
∧(ξ)

=

2∑

k=1

(2πiξk)
2p̂(ξ) = −4π2|ξ|2p̂(ξ),also

p̂(ξ) = − 1

4π2|ξ|2
(△p)∧(ξ) für alle ξ ∈ R2\{0},und mit dem Satz von Plan
herel (Theorem 3.4) (wir bea
hten, das p ∈ S (R2) angenommen ist)

p(x) = (p̂)∨(x) = −
(

1

4π2|·|2
(△p)∧

)∨

(x).Wir de�nieren also
q(ξ) := − 1

4π2|ξ|2
({a, b})∧(ξ), ξ ∈ R2\{0},und ho�en, dass p := q∨ sinnvoll ist und die gewüns
hten Eigens
haften erfüllt.Wegen {a, b} ∈ C∞

0 (R2) ⊂ S (R2) gilt
({a, b})∧(ξ) = (∂xa ∂yb)

∧(ξ)− (∂ya ∂xb)
∧(ξ)und für f, g ∈ S gilt na
h Proposition 3.3 und dem Satz von Plan
herel (Theorem 3.4)

f̂ · g = ((f̂)∨ · (ĝ)∨)∧ = ((f̂ ∗ ĝ)∨)∧ = f̂ ∗ ĝ.Wir bea
hten ∂̂ka(ξ) = (2πiξk)â(ξ) und s
hlieÿen
({a, b})∧(ξ) = (∂̂xa ∗ ∂̂yb)(ξ)− (∂̂ya ∗ ∂̂xb)(ξ)

= −4π2

∫

R2

â(ξ − η) (ξ − η)1 b̂(η) η2 − â(ξ − η) (ξ − η)2 b̂(η) η1 dη
= −4π2

∫

R2

â(ξ − η) b̂(η) ((ξ1 − η1)η2 − (ξ2 − η2)η1) dη
= −4π2

∫

R2

â(ξ − η) b̂(η) (ξ1η2 − ξ2η1) dη.124



7.1 Wente-Unglei
hung für Diri
hlet-RandwerteAlso gilt
q(ξ) = − 1

|ξ|2
∫

R2

â(ξ − η)̂b(η)(ξ2η1 − ξ1η2) dη, ξ ∈ Rn\{0}.Nun gilt einerseits (mit der Äquivalenz von 1-Norm und 2-Norm in R2)
|ξ2η1 − ξ1η2| = |ξ2(η1 + η2)− η2(ξ2 + ξ1)|

≤ |ξ2|(|η1|+ |η2|) + |η2|(|ξ1|+ |ξ2|)

≤ 2(|ξ1|+ |ξ2|)(|η1|+ |η2|)

≤ C|ξ||η|und andererseits
|ξ2η1 − ξ1η2| = |ξ2(η1 − ξ1) + ξ1(ξ2 − η2)|

≤ |ξ2||η1 − ξ1|+ |ξ1||ξ2 − η2|

≤ 2(|ξ1|+ |ξ2|)(|η1 − ξ1|+ |η2 − ξ2|)

≤ C|ξ||η − ξ|.Daraus folgt
|ξ2η1 − ξ1η2| =

√
|ξ2η1 − ξ1η2|

√
|ξ2η1 − ξ1η2|

≤ C
√
|ξ||η|

√
|ξ||η − ξ|

= C|ξ||η| 12 |η − ξ| 12 für alle ξ, η ∈ R2.Also können wir q(ξ) abs
hätzen gegen
|q(ξ)| ≤ 1

|ξ|2
|ξ|
∫

R2

|â(ξ − η)||ξ − η| 12 |̂b(η)||η| 12 dη
=

1

|ξ| (|â(·)| | · |
1
2 ) ∗ (

∣∣∣̂b(·)
∣∣∣ | · | 12 )(ξ). (7.12)Nun gilt wieder mit der Äquivalenz der Normen im R2 und (∂ka)

∧(ξ) = (2πiξk) â(ξ), k = 1, 2,
|â(η)| |η| = |â(η)|

√
η2
1 + η2

2

≤ C(|â(η)η1|+ |â(η)η2|)

= C̃(
∣∣∣∂̂xa(η)

∣∣∣+
∣∣∣∂̂ya(η)

∣∣∣)und deshalb ist |â||·| ∈ L2(R2) und mit dem Satz von Plan
herel folgt
‖|â(·)| |·|‖L2(R2) ≤ C‖∇̂a‖L2(R2) = C‖∇a‖L2(R2). (7.13)Analog folgt |̂b(·)||·| ∈ L2 und ‖|̂b(·)| |·|‖L2(R2) ≤ C‖∇b‖L2(R2).Die Funktion f(η) := |η|− 1

2 ist im Lorentz-Raum L4,∞(Rn), was man folgendermaÿen einsieht:Für α > 0 und
df (α) = L

2({η : |f(η)| > α})gilt mit |η|− 1
2 > α ⇔ 1

|η| > α2 ⇔ |η| < 1
α2 (wir bezei
hnen ω2 := L 2(B1(0)))
df (α) = L

2(B 1
α2

(0)) = ω2
1

α4
.125



7 WENTE-UNGLEICHUNGWir betra
hten für t > 0
Rf (t) = inf{s > 0 : df (s) ≤ t}.Mit ω2

1
α4 ≤ t ⇔ α ≥ (ω2

t
)

1
4 erhält man Rf (t) =

(
ω2

t

) 1
4 , woraus folgt

sup
t>0

t
1
4Rf (t) = (ω2)

1
4 <∞,also f ∈ L4,∞(R2) (vgl. De�nition 7.10).Da L2 = L2,2 gilt na
h Theorem 7.12, dass |â(η)||η| 12 = |â(η)||η||η|− 1

2 ∈ L
4
3 ,2(Rn) und ebenso |̂b(η)||η| 12 ∈

L
4
3 ,2(Rn) mit (unter Anwendung der Abs
hätzungen für die einzelnen Multiplikatoren)

‖|â(η)||η| 12 ‖
L

4
3

,2 ≤ C‖|â(η)||η|‖L2 ‖|η|− 1
2 ‖L4,∞

= C‖|â(η)||η|‖L2 (ω2)
1
4(7.13)

≤ C‖∇a‖L2,und ebenso
‖|̂b(η)||η| 12 ‖

L
4
3

,2 ≤ C‖∇b‖L2.Damit folgt wiederum na
h Theorem 7.12, dass
|â(η)||η| 12 ∗ |̂b(η)||η| 12 ∈ L2,1 ⊂ L2,2 = L2mit der Abs
hätzung

‖|â(η)||η| 12 ∗ |̂b(η)||η| 12 ‖L2 ≤ C‖|â(η)||η| 12 ‖
L

4
3

,2 ‖|̂b(η)||η|
1
2 ‖
L

4
3

,2

≤ C‖∇a‖L2 ‖∇b‖L2.Zusammen mit (7.12) ergibt dies zunä
hst einmal, dass
q(ξ) · |ξ| ∈ L2,1 ⊂ L2 (7.14)mit der Abs
hätzung

‖q(·) |·|‖L2 ≤ C‖∇a‖L2 ‖∇b‖L2. (7.15)Wir betra
hten f(ξ) := 1
|ξ| und α > 0:Wegen 1

|ξ| > α ⇔ |ξ| < 1
α
folgt df (α) = L 2(B 1

α
) = ω2

1
a2 .Somit folgt wegen t ≥ 1

s2
ω2 ⇔ s ≥ (ω2

t
)

1
2 , dass Rf (t) = (ω2

t
)

1
2 und somit

sup
t>0

t
1
2 Rf (t) = (ω2)

1
2 <∞,was f ∈ L2,∞ bedeutet.Damit folgt aus Theorem 7.12 (ii) und (7.14), dass

q(ξ) = q(ξ)|ξ| 1

|ξ| ∈ L
1,1 = L1und die Abs
hätzung

‖q(ξ)‖L1 ≤ C‖q(ξ)|ξ|‖L2,1

∥∥∥∥
1

|ξ|

∥∥∥∥
L2,∞

≤ C‖∇a‖L2 ‖∇b‖L2(ω2)
1
2 = C̃‖∇a‖L2 ‖∇b‖L2.Also haben wir gezeigt, dass q ∈ L1(R2) ∩ L2(R2). De�nieren wir nun

p := q∨,126



7.1 Wente-Unglei
hung für Diri
hlet-Randwerteso ist p ∈ C0(R2) na
h Proposition 3.3(vii) wohlde�niert, da q ∈ L1(R2) und
‖p‖L∞ = ‖q∨‖L∞

P 3.3
≤ ‖q‖L1 ≤ C‖∇a‖L2 ‖∇b‖L2. (7.16)Nun wollen wir no
h die s
hwa
he Ableitung von p bere
hnen: Sei ϕ ∈ C∞

0 (R2); bea
hten wir, dass p ∈ L∞ undsomit ∫
R2p∂kϕ wohlde�niert ist, und dass q ∈ L1 und somit die Fouriertransformierte bzw. deren Umkehrungpunktweise gegeben ist, so erhalten wir mit partieller Integration (PI)

∫

R2

p(y) ∂kϕ(y) dy =

∫

R2

q∨(y) ∂kϕ(y) dy
=

∫

R2

∫

R2

q(ξ)e2πi〈ξ,y〉 dξ ∂kϕ(y) dy
=

∫

R2

q(ξ)

∫

R2

e2πi〈ξ,y〉∂kϕ(y) dy dξ
PI
= −

∫

R2

q(ξ)

∫

R2

(2πiξk)e
2πi〈ξ,y〉ϕ(y) dy dξ

= −
∫

R2

∫

R2

(2πiξk)e
2πi〈ξ,y〉q(ξ) dξϕ(y) dy

= −
∫

R2

((2πi(·)k)q(·))∨(y)ϕ(y) dy.
(7.17)

Nun gilt aber
|(2πi(·)k)q(·)| ≤ C|q(·)||·|

(7.14)
∈ L2(R2)(womit insbesondere ((2πi(·)k)q(·))∨ wohlde�niert und die Integrale in (7.17) endli
h sind). Mit dem Satz vonPlan
herel (Theorem 3.4) und (7.15)

‖(|(2πi(·)k)q(·)|)∨‖L2
T.3.4
= ‖(|(2πi(·)k)q(·)|)‖L2 ≤ C‖|·||q(·)|‖L2

(7.15)
≤ C‖∇a‖L2‖∇b‖L2. (7.18)Somit ist ∇p s
hwa
h de�niert und in L2 mit der gewüns
hten Abs
hätzung

‖p‖L∞ + ‖∇p‖L2

(7.16)(7.18)
≤ C‖∇a‖L2‖∇b‖L2.Nun zeigen wir, dass p au
h s
hwa
he Lösung von (7.11) ist: Sei ϕ ∈ C∞

0 . Wie oben gilt dann
∫

R2

∇p(y) ∇ϕ(y) dy = −
∫

R2

p(y) △ϕ(y) dy
= −

∫

R2

q(ξ)

∫

R2

ei2π〈ξ,y〉△ϕ(y) dy dξ
= −

∫

R2

q(ξ)

∫

R2

(−4π2)|ξ|2ei2π〈ξ,y〉ϕ(y) dy dξ
= −

∫

R2

(−4π2|·|2q(·))∨(y)ϕ(y) dy dξ.Wir erinnern uns, dass
q(ξ) = − 1

4π2|ξ|2
({a, b})∧(ξ),also

q(ξ)|ξ|2(−4π2) = ({a, b})∧(ξ) für alle ξ ∈ R2\{0},und wegen {a, b} ∈ S gilt somit
(q(·)|·|2(−4π2))∨ = (({a, b})∧)∨ = {a, b}und damit folgt ∫

R2

∇p(y) ∇ϕ(y) dy = −
∫

R2

{a, b}(y)ϕ(y) dy.
2127



7 WENTE-UNGLEICHUNG7.2. Wente-Unglei
hung für Neumann-RandwerteFür homogene Neumannrandwerte wollen wir ähnli
h vorgehen wie im Beweis von Brezis und Coron im ho-mogenen Diri
hlet-Fall. Nun lässt si
h aber das Maximumsprinzip ni
ht ohne Weiteres anwenden, wel
hes fürden Diri
hlet-Fall (vgl. Lemma 7.8) essentiell war. Anstatt wie im Diri
hlet-Fall das Newtonpotential mit derLösung ϕ zu verglei
hen werden wir die Lösung ϕ über ein Potential darstellen, und zwar über die sogenannteGreens-Funktion (vgl. [Hél02℄, Theorem 3.1.2).Zunä
hst werden wir in den nä
hsten zwei Lemmata eine sol
he Darstellung erhalten und damit dann dieWente-Unglei
hung beweisen.7.14 Lemma (Darstellungssatz für Neumann-Randwerte)Sei für alle x ∈ D2 ein hx(·) ∈ C∞(D2) gegeben, mit der Eigens
haft
△yhx(y) = C(x) für alle x ∈ D2 (7.19)und

〈∇Φ(ξ − x) +∇hx(ξ), ν(ξ)〉 ≡ 0 für alle ξ ∈ ∂D2, x ∈ D2, (7.20)wobei Φ = − 1
2π log |·| die Fundamentallösung des Lapla
e-Operators (vgl. Lemma 6.20)und ν(y) = y dieäuÿere Einheitsnormale an ∂D2 bezei
hne.Dann gilt für alle u ∈ C2(D2) mit ∫

D2u = 0 die Glei
hung
u(x) =

∫

∂D2

G(x, ξ)
∂u

∂ν
(ξ) dH

n−1(ξ)−
∫

D2

G(x, y) △u(y) dy für fast alle x ∈ D2,wobei
G(x, y) := Φ(y − x) + hx(y).Beweis. Es gilt (siehe z.B. [GT83℄, �2.4, Glei
hung (2.16) Seite 18) bereits für die Fundamentallösung Φpunktweise fast überall

u(x) =

∫

∂D2

(
Φ(ξ − x) ∂u

∂ν
(ξ)− u(ξ)∂Φ

∂ν
(ξ − x)

) dH
n−1(ξ)−

∫

D2

Φ(y − x) △u(y) dy. (7.21)Wegen hx ∈ C∞(D2) gilt weiterhin für alle x ∈ D2 mit dem klassis
hem Satz von Gauÿ-Green
∫

D2

(
hx(y) △u(y)− u(y) △hx(y)︸ ︷︷ ︸

=C(x)

) dy =

∫

∂D2

(
hx(ξ)

∂ < u

∂ν
(ξ)− u(ξ) ∂h

x

∂ν
(ξ)

)dH
n−1(ξ),und somit wegen △hx(y) = C(x) und wegen ∫

D2C(x)u(y) dy = C(x)
∫
D2u(y) dy = 0

∫

∂D2

u(ξ)
∂hx

∂ν
(ξ) dH

n−1(ξ) =

∫

∂D2

hx(ξ)
∂u

∂ν
(ξ) dH

n−1(ξ)−
∫

D2

hx(y) △u(y) dy. (7.22)Zusammengesetzt ergeben die Glei
hungen (7.21) und (7.22) nun
u(x)

(7.21)
=

∫

∂D2

Φ(ξ − x) ∂u
∂ν

(ξ) dH
n−1(ξ)−

∫

∂D2

u(ξ)
∂Φ

∂ν
(ξ − x) dH

n−1(ξ)−
∫

D2

Φ(y − x) △u(y) dy(7.20)
=

∫

∂D2

Φ(ξ − x) ∂u
∂ν

(ξ) dH
n−1(ξ) +

∫

∂D2

u(ξ)
∂hx

∂ν
(ξ) dH

n−1(ξ)−
∫

D2

Φ(y − x) △u(y) dy(7.22)
=

∫

∂D2

(Φ(ξ − x) + hx(ξ))
∂u

∂ν
(ξ) dH

n−1(ξ)−
∫

D2

(Φ(y − x) + hx(y)) △u(y) dy
=

∫

∂D2

G(x, ξ)
∂u

∂ν
(ξ) dH

n−1(ξ)−
∫

D2

G(x, y) △u(y) dy.
2Nun müssen wir no
h ein hx �nden, wel
hes die Voraussetzungen von Lemma 7.14 erfüllt:128



7.2 Wente-Unglei
hung für Neumann-Randwerte7.15 Lemma (Neumann-Greensfunktion auf Disk)(vgl. [DiB95℄, Ch. III, Lemma 8.1.
, Seite 153)Sei die Funktion hx(y) de�niert dur
h
hx(y) := − 1

2π
log |ζ − y|+ 1

4π
|y|2 für x ∈ D2\{0}wobei ζ := x

|x|2 und
h0(y) :=

1

4π
|y|2.Dann gilt

(i) hx(·) ∈ C∞(D2) für alle x ∈ D2.
(ii) △hx(·) ≡ 1

π
für alle x ∈ D2.

(iii) Für G(x, y) := Φ(y − x) + hx(y) gilt für jedes x ∈ D2

〈∇yG(x, ·), ν〉 = 0 auf ∂D2,wobei ν die äuÿere Einheitsnormale an ∂D2 sei.Beweis. (i) hx(·) ∈ C∞(D2) für alle x ∈ D2:Für x = 0 ist die Behauptung klar, da |·|2 ∈ C∞(R2).Für x 6= 0, x ∈ D2 bea
hten wir, dass |x| < 1 und somit
|ζ| = |x|

|x|2
=

1

|x| > 1und somit
ζ 6∈ D2woraus folgt

log |ζ − ·| ∈ C∞(D2).
(ii) △hx(·) = 1

π
für alle x ∈ D2:Es gilt für x = 0

△h0(y) =
1

4π
· 4 =

1

π
.Weiter gilt

△ log |ζ − y| = 0 für alle y 6= ζ,und somit für alle y ∈ D2, da x ∈ D2 und ζ = x
|x|2 6∈ D2.Daraus folgt24

△yhx(y) =
1

π
für alle x ∈ D2\{0}.

(iii) ∂
∂ν

(hx(y) + Φ(y − x)) = 0:Es gilt
∇(

1

4π
|y|2) =

1

4π

[
2y1
2y2

]
=

1

2π
yund somit für |y| = 1

〈∇(
1

4π
|y|2), ν(y)〉 = 〈∇(

1

4π
|y|2), y〉

=
1

2π
|y|2

=
1

2π
.24Tatsä
hli
h �nden wir also eine universelle Konstante 1

π
unabhängig von x. Für die Anwendung von Lemma 7.14 ist in (7.19)eine Konstante abhängig von x erlaubt. 129



7 WENTE-UNGLEICHUNGWeiter gilt für x ∈ D2 und |y| = 1 (und somit |x− y| > 0) für die Fundamentallösung Φ

∇yΦ(y − x) = ∇y(−
1

2π
log |x− y|) = − 1

2π

1

|y − x|2
(y − x)und somit

〈∇Φ(y − x), ν(y)〉 = − 1

2π

1

|y − x|2
〈y − x, y〉.Für x = 0 ist dies

〈∇Φ(y − 0), ν(y)〉 = − 1

2π

1

|y|2
〈y, y〉 = − 1

2π
,und es folgt

〈∇(Φ(y − 0) + h0(y)), ν(y)〉 = 0,also ∂
∂ν
G(0, y) = 0 für alle y ∈ ∂D2.Für x 6= 0, ζ = x

|x|2 betra
hten wir
∇(− 1

2π
log |ζ − y|) =

1

2π

ζ − y
|ζ − y|2

.Daraus folgt für |y| = 1

〈∇(Φ(y − x)− 1

2π
log |ζ − y|), y〉 = 1

2π
〈( x− y
|y − x|2

+
ζ − y
|ζ − y|2

), y〉.Nun gilt für |y| = 1

|ζ − y|2 = |ζ|2 + |y|2 − 2〈ζ, y〉

=
1

|x|2
+ 1− 2〈ζ, y〉

=
1

|x|2
(1 + |x|2 − 2〈x, y〉)

=
1

|x|2
(|y|2 + |x|2 − 2〈x, y〉)

=
1

|x|2
|x− y|2.Damit s
hreiben wir

ζ − y
|ζ − y|2

=
|x|2(ζ − y)
|x− y|2

=
x− |x|2y
|x− y|2und erhalten s
hlieÿli
h (|y| = 1)

〈
ζ − y
|ζ − y|2

, y

〉
=
〈x, y〉 − |x|21
|x− y|2und 〈

x− y
|x− y|2

, y

〉
=
〈x, y〉 − |y|2

|x− y|2
.Damit erhalten wir

〈
x− y
|x− y|2

, y

〉
+

〈
ζ − y
|ζ − y|2

, y

〉
= −|x|

2
+ |y|2 − 2〈x, y〉
|x− y|2

= −1,und somit
〈∇(Φ(y − x) − 1

2π
log |ζ − y|, y〉 = − 1

2π
,130



7.2 Wente-Unglei
hung für Neumann-Randwerteworaus folgt
〈∇(Φ(y − x) + hx(y)), η(y)〉 = − 1

2π
+

1

2π
= 0,also

〈∇yG(x, y), ν(y)〉 = 0 für alle x ∈ D2\{0}, y ∈ ∂D2.
2Nun sind wir in der Lage, den Fall der homogenen Neumann-Randdaten mit einer ähnli
hen Methode wie inLemma 7.8 zu beweisen:7.16 Lemma (Unglei
hung für homogene Neumann-Randwerte und C∞

0 -Daten)Sei25 a∈ C∞
0 (D2), b ∈ C∞

0 (R2). Sei u ∈W 1,2(D2) die Lösung von




−△u = {a, b} in D2,
∂u
∂ν

= 0 auf ∂D2

∫
D2u = 0. (7.23)Dann gilt

‖u‖L∞(D2) + ‖∇u‖L2(D2) ≤ C‖∇a‖L2(D2) ‖∇b‖L2(R2).Beweis. Es gilt na
h Theorem 4.19, dass u ∈ C∞(D2) und dass u stark homogene Neumann-Randwertebesitzt.Aus Lemma 7.14 erhalten wir die Darstellung
u(x) =

∫

∂D2

G(x, ξ)
∂u

∂ν
(ξ) dH

n−1(ξ) −
∫

D2

G(x, y) △u(y) dy
=

∫

D2

G(x, y) {a, b}(y) dy,wobei na
h Lemma 7.15 für ζ = x
|x|2

G(x, y) := − 1

2π
log |x− y| − 1

2π
log |ζ − y|+ 1

4π
|y|2 für x ∈ D2\{0}und

G(0, y) := − 1

2π
log |x− y|+ 1

4π
|y|2.Also ist

u(0) = −
∫

D2

1

2π
log |y|{a, b}(y) dy +

∫

D2

1

4π
|y|2 {a, b}(y) dyund

u(x) =

∫

D2

[
− 1

2π
log |ζ − y|{a, b}(y)− 1

2π
log |x− y|{a, b}(y) +

1

4π
|y|2 {a, b}(y)

] dy, für x ∈ D2\{0}.Mit Korollar 7.6 erhalten26 von ϕ wir für alle x ∈ D2

|u(x)| ≤ C‖∇a‖L2(D2) ‖∇b‖L2(R2) +
1

4π
‖{a, b}‖L1(D2)und somit

‖u‖L∞(D2) ≤ C‖∇a‖L2(D2) ‖∇b‖L2(R2).Wegen u ∈ C∞(D2) können wir die PDE (7.23) testen und erhalten
‖∇u‖L2(D2) + ‖u‖L∞(D2) ≤ C‖∇a‖L2 ‖∇b‖L2.Damit ist dieses Lemma bewiesen. 225Tatsä
hli
h rei
ht hier au
h wieder a ∈ C1

0 (D2) und b ∈ C1(R2) ∩W 1,2(R2), vgl. Fuÿnote 21, Seite 118.26Hier benutzen wir, dass supp a⊂⊂D2, da sonst der Integrationsberei
h für die Greens
he Darstellung von ϕ ni
ht mit demIntegrationsberei
h von Ψ aus Lemma 7.5 übereinstimmt. 131



7 WENTE-UNGLEICHUNG7.17 Korollar (Wente-Unglei
hung Neumann-Fall)Sei a ∈ W 1,2
0 (D2), b ∈W 1,2(D2). Sei u ∈ W 1,2(D2) die Lösung von





−△u = {a, b} in D2,
∂u
∂ν

= 0 auf ∂D2,∫
D2u = 0. (7.24)Dann ist u ∈ C0(D2) ∩W 1,2(D2), und es gibt eine Konstante C unabhängig von a und b, so dass

‖u‖L∞(D2) + ‖∇u‖L2(D2) ≤ C‖∇a‖L2(D2) ‖∇b‖L2(D2).Beweis. Wir gehen analog zum Beweis von Korollar 7.9 vor; dazu setzen wir b zu b̃ ∈ W 1,2
0 (2D2) fort, appro-ximieren a dur
h am ∈ C∞

0 (D2) und b̃ dur
h bm ∈ C∞
0 (R2). (Wir identi�zieren im Folgenden b̃ mit b).Dann gilt mit Proposition 4.22(ii) ∫

D2

∇am ∇⊥bn = 0,da am ∈ C∞
0 (D2). Folgli
h existieren eindeutige Lösungen um,n ∈W 1,2(D2) zu





−△um,n = {am, bn} in D2,
∂
∂ν
um,n = 0 auf ∂D2,∫

D2um,n = 0.Na
h Lemma 7.16 gilt dann
‖um,n‖L∞(D2) + ‖∇um,n‖L2(D2) ≤ C‖∇am‖L2(D2) ‖∇bn‖L2(R2).Wir fahren fort wie im Beweis von Korollar 7.9 und erhalten, dass ϕm,n eineCau
hy-Folge in C0(D2)∩W 1,2(D2)bezügli
h m und n ist. Dur
h Grenzwertbildung erhalten wir dann ein ũ ∈ C0(D2) ∩W 1,2(D2), wel
hes (7.24)löst und die Abs
hätzung

‖ũ‖L∞(D2) + ‖∇ũ‖L2(D2) ≤ C‖∇a‖L2(D2) ‖∇b‖L2(R2)erfüllt. Wegen der Eindeutigkeit der Lösung von (7.24) gilt ũ = u, und somit erfüllt au
h u diese Abs
hätzung.Nehmen wir wieder ohne Eins
hränkung an, dass ∫
D2a = 0 und ∫

D2b = 0, so erhalten wir die Behauptung wieim Beweis zu Korollar 7.9 aus Eigens
haften der Erweiterung von b auf R2 und der Poin
aré-Unglei
hung. 2

132



8. Di�erentiation, Matrizen und expDieser Abs
hnitt bes
häftigt si
h mit Eigens
haften von Matrizen und Abbildungen von Matrizen.8.1. Fré
het-Di�erenzierbarkeit, Ri
htungsableitung und KettenregelZunä
hst wiederholen wir einige Resultate zur Di�erentiation zwis
hen linearen Räumen.8.1 De�nition (Di�erentiation, Di�erenzierbarkeit)Seien (X, ‖ · ‖X) und (Y, ‖ · ‖Y ) zwei reelle normierte Vektorräume und U ⊂ X , V ⊂ Y o�en. Sei weiter eineAbbildung T : U → V gegeben und x ∈ U .Wir sagen, dass T di�erenzierbar in x ist, wenn es eine stetige, lineare Abbildung dTx : X → Y gibt, so dass
1

‖h‖X
‖T (x+ h)− T (x) + dTx[h]‖Y → 0 für 0 6= h ∈ X mit ‖h‖X → 0.Wir nennen T (x+h)−T (x)

‖h‖X
den Di�erenzenquotienten von T an der Stelle x in Ri
htung h

‖h‖X
und dxT dieAbleitung von T am Punkt x.

T heiÿt di�erenzierbar auf U , falls T in jedem x ∈ U di�erenzierbar ist. Wir sagen T ist stetig di�erenzierbarauf U , falls T auf U di�erenzierbar ist und die Abbildung dT : U → L(X,Y ), dT : x 7→ dTx stetig ist. Wirs
hreiben dann T ∈ C1(U, Y ) oder T ∈ C1(U, T (U)). Wir sagen T ist k-mal stetig di�erenzierbar auf U unds
hreiben T ∈ Ck(U, Y ), k ≥ 1, falls T ∈ C1(U, Y ) und dT ∈ Ck−1(U,dT (U)). Wir s
hreiben T ∈ C∞(U, Y ),falls T ∈ Ck(U, Y ) für alle k ≥ 1.8.2 Bemerkung� Jeder lineare, stetige Operator T : X → Y ist in C∞(X,Y ) und dTx = T für alle x ∈ X , denn T ist stetigund linear und ∥∥∥∥
T [x+ h]− T [x]

‖h‖X
− T

[
h

‖h‖X

]∥∥∥∥
Y

= 0 für alle h ∈ X , h 6= 0.Somit ist dTx := T die Ableitung von T und T ∈ C1(X,Y ). Insesondere ist T ∈ C1(X,L(X,Y )), wennwir T : x 7→ T setzen. Per Induktion erhalten wir T ∈ C∞(X,Y ).� Insbesondere sind die Operatoren ∇ : W k,p(Ω)→W k−1,p(Ω) und div : W k,p(Ω,Rn)→W k−1,p(Ω) in C∞für ein o�enes Gebiet Ω ⊂ Rn und k ≥ 1, 1 ≤ p ≤ ∞.8.3 Proposition (Kettenregel)Seien (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) und (Z, ‖ · ‖Z) reelle normierte Vektorräume und U ⊂ X , V ⊂ Y o�en. Seienweiterhin Abbildungen T ∈ C1(U, Y ) und S ∈ C1(V, Z) gegeben mit T (U) ⊂ V . Dann ist S ◦T ∈ C1(U,Z) undes gilt d(S ◦ T ) = dS ◦ dT in dem Sinne, dassd(S ◦ T )x[v] = dST (x) [dTx[v]] für alle x ∈ U , v ∈ X .Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass der Di�erenzenquotient konvergiert. Sei also x ∈ U , h ∈ X so klein, dass
x+ h ∈ U . Dann setzen wir h̃ := T (x+ h)− T (x) und re
hnen

‖S(T (x+ h))− S(T (x))− dST (x) [dTx[h]] ‖Z =

∥∥∥∥∥
S(T (x) + h̃)− S(T (x))

‖h̃‖Y
‖h̃‖Y − dST (x) [dTx[h]]∥∥∥∥∥

Z

≤
∥∥∥∥∥
S(T (x) + h̃)− S(T (x))

‖h̃‖Y
− dST (x)

[
h̃

‖h̃‖Y

]∥∥∥∥∥
Z

‖h̃‖Y +
∥∥∥dST (x)[h̃]− dST (x)[dTx[h]]∥∥∥

Z

≤ o(1) ‖h̃‖Y + ‖dST (x)‖L(Y,Z)

∥∥∥h̃− dTx[h]∥∥∥
Y

= o(1)

∥∥∥∥
T (x+ h)− T (x)

‖h‖X

∥∥∥∥
Y

‖h‖X + ‖dST (x)‖L(Y,Z) ‖T (x+ h)− T (x)− dTx[h]‖
≤ o(1)2

∥∥∥∥dTx [ h

‖h‖X

]∥∥∥∥
Y

‖h‖X + ‖dST (x)‖L(Y,Z)
‖T (x+ h)− T (x)− dTx[h]‖

‖h‖X
‖h‖X133



8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXP
≤ o(1)‖h‖X

(
2 ‖dTx‖L(X,Y ) · 1 + ‖dST (x)‖L(Y,Z)

)

= o(1) ‖h‖X für h→ 0.Weiter ist die Abbildung x 7→ dST (x)[dTx[·]] stetig. 28.4 Lemma (Ri
htungsableitung)Seien X , Y lineare, normierte Vektorräume, T ∈ C1(U, Y ) für eine o�ene Menge U ⊂ X und x ∈ U gegeben.Dann gilt für T̃ (t) := T (x+ tv)dTx[v] = lim
τ→0

T̃ (t+ τ)− T̃ (t)

τ
=:

d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (x+ tv) für alle v ∈ X .Beweis. Wir setzen S(t) := x + tv. Dann ist S ∈ C∞(R, X) und dSt[s] = sv für alle s ∈ R. Weiter gilt
T̃ (t) = T ◦ S. Für t hinrei
hend nahe bei 0 gilt x + tv ∈ U und somit erhalten wir aus der Kettenregel,Proposition 8.3, dass

d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (x+ tv) · s D.8.1= dT̃0[s]
P.8.3
= dTx[dSt[s]] = dTx[sv] = sdTx[v] für alle s ∈ R.Daraus folgt

d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (x+ tv) = dTx[v].
28.5 Lemma (Multiplikation W

2,2 ·W1,2, W
2,2 ·W2,2 in C

1)Die Abbildungen T1 : W 2,2(D2)×W 2,2(D2)→W 2,2(D2) und T2 : W 2,2(D2)×W 1,2(D2)→W 1,2(D2) de�niertdur
h
T1(u, v) := u · v, T2(u, v) := u · vsind beide in C1.Beweis. Es gilt

(u+ h1)(v + h2)− uv − h1v − h2u− h1 h2 = 0.Wir de�nieren also T ′
(u,v)[h1, h2] dur
h

T ′
(u,v)[h1, h2] = h1v + h2u.Dann ist T ′

(u,v) linear und stetig sowie stetig abhängig vom Fuÿpunkt, denn es gilt für u ∈ W 2,2(D2) und
v ∈W 2,2(D2)

‖T ′
(u,v)[h1, h2]‖W 2,2 ≤ C(‖h1‖W 2,2 + ‖h2‖W 2,2)(‖u‖W 2,2 + ‖v‖W 2,2),bzw. für u ∈ W 2,2(D2) und v ∈W 1,2(D2)

‖T ′
(u,v)[h1, h2]‖W 1,2 ≤ C(‖h1‖W 2,2 + ‖h2‖W 1,2)(‖u‖W 2,2 + ‖v‖W 1,2).Weiterhin gilt

(u + h1)(v + h2)− uv − T ′
(u,v)[(h1, h2)] = h1h2.Nun haben wir

‖h1h2‖W 2,2√
‖h1‖2W 2,2 + ‖h2‖2W 2,2

≤ C ‖h1‖W 2,2 ‖h2‖W 2,2√
‖h1‖2W 2,2 + ‖h2‖2W 2,2

≤ C ‖h1‖2W 2,2 + ‖h2‖2W 2,2√
‖h1‖2W 2,2 + ‖h2‖2W 2,2

= o(1) für (h1, h2)→ 0,und analog
‖h1h2‖W 1,2√

‖h1‖2W 2,2 + ‖h2‖2W 1,2

= o(1) für (h1, h2)→ 0.Also konvergiert der Di�erenzenquotient von T1 bzw. T2 gegen T ′. 2134



8.2 Matrizen und exp8.2. Matrizen und expWir s
hränken uns auf D2 und W 2,2 ein; die meisten Resultate bleiben aber gültig für Ω⊂⊂Rn mit glattemRand und Funktionen der Klasse W 2,p für p > n
2 .Zunä
hst führen wir eine Konvention ein, wel
he uns viel S
hreibarbeit abnehmen wird.8.6 Konvention (Kombinatoris
he Klammern)Seien A1, A2, A3 ∈M(m) und l1, l2, l3 ∈ N ∪ {0}. Dann setzen wir

{Al11 , Al22 } :=
∑

σ∈K2(l1,l2)

Πl0+l1
i=1 Aσ(i) ∈M(m),wobei K2(a1, a2) := {σ ∈ {1, 2}a1+a2 | |{j | σ(j) = i}| = ai, i = 1, 2} und

{Al11 , Al22 , Al33 } :=
∑

σ∈K3(l1,l2,l3)

Πl0+l1
i=1 Aσ(i) ∈M(m),wobei K3(a1, a2, a3) := {σ ∈ {1, 2, 3}a1+a2+a3 | |{j | σ(j) = i}| = ai, i = 1, 2, 3}.8.7 Bemerkung� Es gilt dann für Matrizen A, B ∈M(m)

(A+B)k =

k∑

j=1

{Aj, Bk−j}� und {Al, h} =
∑l

j=0 A
j · h · Al−j für A, h ∈M(m).8.8 De�nition (Exponentialfunktion)Wir de�nieren die Exponentialfunktion

exp : M(m)→M(m)dur
h
eA ≡ exp(A) :=

∞∑

k=0

Ak

k!
, A ∈M(m)wann immer dieser Ausdru
k sinnvoll ist.8.9 Lemma (Di�erenzierbarkeit der Exponentialfunktion auf W

2,2)Die Exponentialfunktion ist wohlde�niert als Funktion
exp : W 2,2(D2,M(m))→W 2,2(D2,M(m))und liegt in C1(W 2,2(D2,M(m)),W 2,2(D2,M(m))).Die erste Ableitung d expA ist gegeben dur
h

exp ′(A)[h] :=

∞∑

k=1

1

k!
{Ak−1, h}, h ∈W 2,2(D2,M(m)).Beweis. Der Beweis ist hauptsä
hli
h kombinatoris
her Natur, wenn folgende Resultate verwendet werden:� W 2,2(D2) →֒ C0,α(D2) stetig für jedes 0 < α < 1,� W 2,2(D2) →֒W 1,4(D2) stetig.Wir bezei
hnen mit expn die n-te Partialsumme von exp, d.h.

expn(A) :=

n∑

k=0

Ak

k!
,135



8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXPund mit expm,n, m < n

expm,n := expn− expm .Analog de�nieren wir exp ′
n(A)[h] und exp ′

m,n(A)[h].Wir betra
hten folgende Glei
hungen:
exp(A) =

∞∑

k=0

1

k!
Ak (8.1)

∇ exp(A) =

∞∑

k=1

1

k!
∇(Ak) (8.2)

∂ij exp(A) =

∞∑

k=1

1

k!
∂ij(A

k) (8.3)
exp ′(A)[h] =

∞∑

k=1

1

k!
{Ak−1, h} (8.4)

∇ exp ′(A)[h] =
∞∑

k=1

1

k!
∇{Ak−1, h} (8.5)

∂ij exp ′(A)[h] =

∞∑

k=1

1

k!
∂ij{Ak−1, h} (8.6)Für A ∈ W 2,2(D2,M(m)) wollen wir zunä
hst zu jeder dieser Glei
hungen die Wohlde�niertheit der re
hten Sei-te in L2(D2,M(m)) zeigen, d.h. die Konvergenz der unendli
hen Reihe bezügli
h der L2-Norm beweisen (S
hritt1). Im Ans
hluss daran werden wir überprüfen, dass ∇ exp(A), ∂ij exp(A), ∇ exp ′(A)[h] und ∂ij exp ′(A)[h] tat-sä
hli
h s
hwa
he Ableitungen von exp(A) bzw. exp ′(A)[h] sind (S
hritt 2). Zuletzt müssen wir no
h zeigen,dass exp ′(A)[] wirkli
h die Ableitung von exp() an der Stelle A im Sinne von De�nition 8.1 ist und dass

exp ′(A)[] als Operator stetig von A abhängt (S
hritt 3). Na
hdem wir diese Aussagen gezeigt haben, könnenwir exp ∈ C1(W 2,2(D2,M(m)),W 2,2(D2,M(m))) s
hlieÿen.Im folgenden identi�zieren wir |·| sowohl mit der Operatornorm bezügli
h der euklidis
hen Rm-Norm |·|M(m), alsau
h mit der euklidis
hen Norm |·|2 auf Rm×m. Zwis
hen den beiden äquivalenten Normen werden wir weiterhinwe
hseln ohne ausdrü
kli
h darauf hinzuweisen. Insbesondere benutzen wir die Abs
hätzung |AB| ≤ |A||B|.S
hritt 1:Zunä
hst zeigen wir die Wohlde�niertheit der exp-Funktionen von (8.1) bis (8.6):Wir bea
hten im Folgenden, dass Matrizen A, h ni
ht notwendig kommutieren.Wohlde�niertheit von (8.1)Wir re
hnen für m < n

‖ expm,n(A)‖L2(D2) = ‖
n∑

k=m+1

Ak

k!
‖L2(D2)

≤ C

n∑

k=m+1

‖A‖kL∞

k!

≤ C

n∑

k=m+1

(C‖A‖W 2,2)k

k!
,und wegen der lokal glei
hmäÿigen Konvergenz der reellen Exponentialfunktion ist expm,n(A) eine Cau
hy-Folge in L2(D2,M(m)). Somit konvergiert expn(A) in L2 für n→∞.Wohlde�niertheit von (8.2) 136



8.2 Matrizen und expEs gilt ∇Ak =
∑k−1

j=0 A
j (∇A) Ak−j−1, also

‖∇ expm,n(A)‖L2 = ‖
n∑

k=m+1

∇(Ak)

k!
‖

≤ ‖
n∑

k=m+1

|A|k−1 |∇A| · k
k!

‖L2

≤
n∑

k=m+1

‖A‖k−1
L∞

(k − 1)!
‖∇A‖L2

≤ C‖∇A‖L2

n−1∑

k=m

(C‖A‖W 2,2)k

k!
,und somit haben wir au
h hier eine Konvergenz in L2 von ∇ expn(A).Wohlde�niertheit von (8.3)Es gilt für k ≥ 2 ∣∣∂ijAk

∣∣ ≤ k(k − 1) |∂iA| |∂jA||A|k−2
+ |∂ijA||A|k−1

k,und deshalb
‖∂ij expm,n(A)‖L2 ≤ ‖

n∑

k=m+1

∣∣∂ij(Ak)
∣∣

k!
‖L2

≤ ‖
n∑

k=m+1

|A|k−1 |∂ijA| · k
k!

+

n∑

k=m+1

|A|k−2 |∂iA| |∂jA| k(k − 1)

k!
‖L2

≤ ‖∂ijA‖L2

n−1∑

k=m

‖A‖kL∞

k!
+

n∑

k=m+1

‖A‖k−2
L∞ k(k − 1)

k!
‖∇A‖2L4und somit

‖∂ij expm,n(A)‖L2 ≤ C(‖∇2A‖L2 + ‖A‖2W 2,2)
n∑

k=m−1

(C‖A‖W 2,2)k

k!
.Somit haben wir au
h hier eine Konvergenz in L2 gezeigt.Wohlde�niertheit von (8.4)

‖ exp ′
m,n(A)[h]‖L2(D2) = ‖

n∑

k=m+1

{Ak−1, h}
k!

‖L2

≤ C

n∑

k=m+1

‖A‖k−1
L∞ ‖h‖L∞ · k

k!

≤ C

n∑

k=m+1

(C‖A‖W 2,2)k−1

(k − 1)!
‖h‖W 2,2

≤ C‖h‖W 2,2 expm,n(C‖A‖W 2,2), (8.7)
und es folgt die Konvergenz.Wohlde�niertheit von (8.5)

‖∇ exp ′
m,n(A)[h]‖L2(D2) = ‖

n∑

k=m+1

∇{Ak−1, h}
k!

‖L2

≤ ‖
n∑

k=m+1

|A|k−1|∇h|k + |A|k−2|∇A||h|(k − 1) · k
k!

‖L2

≤ C(‖∇h‖L2 + ‖∇A‖L2 ‖h‖L∞) expm−1,n(C‖A‖W 2,2), (8.8)
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8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXPund wieder erhalten wir Konvergenz.Wohlde�niertheit von (8.6)
‖∂ij exp ′

m,n(A)[h]‖L2(D2) = ‖
n∑

k=m+1

∂ij{Ak−1, h}
k!

‖L2

≤ ‖
n∑

k=m+1

|∂ijA||h||A|k−2(k − 1)k + |∂iA||∂jA||h||A|k−3 (k − 1)(k − 2) · k
k!

+
|∂iA||∂jh||A|k−2

(k − 1) · k + |∂jA||∂ih||A|k−2
(k − 1) · k

k!
+
|A|k−1|∂ijh|k

k!
‖L2

≤ C(‖∇2A‖L2 ‖h‖L∞ + ‖∇A‖2L4‖h‖L∞ + ‖∇A‖L4‖∇h‖L4 + ‖∇2h‖L2) expm−2,n(C‖A‖W 2,2), (8.9)
was wieder Konvergenz impliziert.S
hritt 2:Wir wissen, dass∇ expn(A) und ∂ij expn(A) tatsä
hli
h die s
hwa
hen Ableitungen von expn(A) sind. Weiterhinkonvergieren expn(A), ∇ expn(A) und ∂ij expn(A) jeweils in L2(D2,M(m)). Also ist expn(A) eine Cau
hy-Folge in W 2,2(D2,M(m)). Es folgt, dass exp(A) ∈W 2,2(D2,M(m)) und dass ∇ exp(A) und ∂ij exp(A) tatsä
h-li
h die s
hwa
hen Ableitungen von exp(A) sind.Dur
h analoge S
hlüsse erhalten wir, dass au
h exp ′(A)[h] ∈ W 2,2(D2,M(m)) und dass ∇ exp ′(A)[h] und
∂ij exp ′(A)[h] die s
hwa
hen Ableitungen von exp ′(A)[h] sind.S
hritt 3:Nun müssen wir no
h zeigen, dass der Di�erenzenquotient in W 2,2 konvergiert:Zunä
hst bea
hten wir, dass exp ′(A)[h] linear in h ist, und aus den Re
hnungen zur Wohlde�niertheit von (8.7),(8.8) und (8.9) in S
hritt 1 folgt, dass

‖ exp ′(A)[h]‖W 2,2 ≤ C(A)‖h‖W 2,2 .Also ist exp ′(A)[·] ∈ L(W 2,2(D2,M(m))).Wir behaupten also d expA[h] = exp ′(A)[h]. Um dies zu zeigen wird es wieder rei
hen, nur für endli
he Parti-alsummen die Konvergenz des Di�erenzenquotienten zu zeigen, da
‖ exp(A+ h)− exp(A)− exp ′(A)[h]‖W 2,2 ≤ C‖h‖2W 2,2aus

‖ expn(A+ h)− expn(A)− exp ′
n(A)[h]‖W 2,2 ≤ C(A)‖h‖2W 2,2 für alle ‖h‖W 2,2 ≤ 1 und für alle nfolgt und das letztere in Glei
hung (8.11) gezeigt wird.Sei I die Einheitsmatrix in M(m). Zunä
hst sehen wir, dass gilt

expn(A+ h)− expn(A)− exp ′
n(A)[h] = I − I +

n∑

k=1

1

k!

[
(A+ h)k −Ak − {Ak−1, h}

]

=

n∑

k=1

1

k!




k∑

j=0

{Aj , hk−j} −Ak − {Ak−1, h}




=

n∑

k=2

1

k!



k−2∑

j=0

{Aj, hk−j}


 . (8.10)

Wir beoba
hten, dass die Potenz von h in jedem Summanden auf der re
hten Seite der obigen Unglei
hungmindestens 2 ist. Damit erhalten wir
|expn(A+ h)− expn(A) − exp ′

n(A)[h]| ≤ |h|2
n∑

k=2

1

k!



k−2∑

j=0

|A|j |h|k−j−2

(
k

j

)


≤ |h|2
n∑

k=2

(|A|+ |h|)k−2 1

(k − 2)!
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8.2 Matrizen und expdenn (
k

j

)
1

k!
=

k!

k!

(k − 2)!

(k − 2− j)!j!
(k − 2− j)!

(k − j)!
1

(k − 2)!

≤
(
k − 2

j

)
1

(k − 2)!
.Damit folgt

‖ expn(A+ h)− expn(A)− exp ′
n(A)[h]‖L2 ≤ C‖h‖2W 2,2 exp(C(‖A‖W 2,2 + ‖h‖W 2,2)).Nun die erste Ableitung:

|∇(expn(A+ h)− expn(A) − exp ′
n(A)[h])| (8.10)=

∣∣∣∣∣∣

n∑

k=2

1

k!



k−2∑

j=0

∇{Aj , hk−j}



∣∣∣∣∣∣
≤

≤
n∑

k=2

1

k!



k−2∑

j=1

|h|2|∇A||A|j−1|h|k−j−2 · j ·
(
k

j

)
+

k−2∑

j=0

|∇h||h||A|j |h|k−j−2 · (k − j) ·
(
k

j

)


=
n∑

k=2

1

k!


|h|2|∇A|

k−3∑

j=0

|A|j |h|k−j−3 · (j + 1) ·
(

k

j + 1

)
+ |∇h||h|

k−2∑

j=0

|A|j |h|k−j−2 · (k − j) ·
(
k

j

)


≤
n∑

k=2

1

k!


|h|2|∇A|

k−3∑

j=0

|A|j |h|k−j−3

(
k − 3

j

)
k!

(k − 3)!
+ |∇h||h|

k−2∑

j=0

|A|j |h|k−j−2

(
k − 2

j

)
k!

(k − 2)!




≤ |h|2|∇A|
n∑

k=3

1

(k − 3)!
(|A|+ |h|)k−3 + |∇h||h|

n∑

k=2

1

(k − 2)!
(|A|+ |h|)k−2

≤ C(|h|2|∇A|+ |∇h||h|) exp(C(‖A‖W 2,2 + ‖h‖W 2,2)),und somit folgt
‖∇(expn(A+ h)− expn(A)− exp ′

n(A)[h])‖L2

≤ C(‖h‖2W 2,2‖∇A‖L2 + ‖∇h‖L2‖h‖L∞) exp(C(‖A‖W 2,2 + ‖h‖W 2,2))

≤ C‖h‖2W 2,2(1 + ‖A‖W 1,2) exp(C(‖A‖W 2,2 + ‖h‖W 2,2)).Nun die zweite Ableitung:
|∂ij(expn(A+ h)− expn(A) − exp ′

n(A)[h])| (8.10)=

∣∣∣∣∣∣

n∑

k=2

1

k!



k−2∑

j=0

∂ij{Aj , hk−j}



∣∣∣∣∣∣

≤
n∑

k=2

1

k!

[ k−2∑

j=1

|∂ijA||A|j−1|h|k−jj
(
k

j

)

+

k−2∑

j=0

|A|j |h|k−j−1|∂ijh|(k − j)
(
k

j

)

+ 2

k−2∑

j=2

|∇A|2|A|j−2|h|k−j j(j − 1)

(
k

j

)

+ 2
k−2∑

j=0

|∇h|2|A|j |h|k−2−j (k − j)(k − j − 1)

(
k

j

)

+ 2

k−2∑

j=1

|∇h||∇A||A|j−1|h|k−1−j
j · (k − j) ·

(
k

j

)]
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8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXP
≤ C

n∑

k=2

1

k!

[
|∂ijA||h|2(|A|+ |h|)k−3

+|∂ijh||h|(|A|+ |h|)k−2

+|∇A|2|h|2(|A|+ |h|)k−4

+|∇h|2(|A|+ |h|)k−2

+|∇h||∇A||h|(|A|+ |h|)k−3
]

≤ C(|∂ijA||h|2 + |∂ijh||h|+ |∇A|2|h|2 + |∇h|2 + |∇h||∇A||h|) exp(|A|+ |h|).Somit gilt
‖∂ij(expn(A+ h)− expn(A) − exp ′

n(A)[h])‖L2

≤ C‖h‖2W 2,2(1 + ‖A‖W 2,2 + ‖A‖2W 2,2) exp(C(‖A‖W 2,2 + ‖h‖W 2,2)).Insgesamt erhalten wir also für ‖h‖W 2,2 ≤ 1

‖ expn(A+ h)− expn(A)− exp ′
n(A)[h]‖W 2,2 ≤ C‖h‖2W 2,2C(A) exp(C(A) + C)) für alle n ≥ 1. (8.11)Damit folgt au
h

∥∥∥∥
exp(A+ h)− exp(A)

‖h‖W 2,2

− exp ′(A)

[
h

‖h‖W 2,2

]∥∥∥∥
W 2,2

≤ C‖h‖W 2,2 C(A)Damit ist also exp ′(A)[·] tatsä
hli
h die Ableitung von exp() und exp ist somit di�erenzierbar.Um exp ∈ C1 zu zeigen, benötigen wir nur no
h, dass exp ′(A) stetig von A abhängig ist:Sei dazu B ∈W 2,2, ‖B‖W 2,2 klein.Dann gilt für alle ‖h‖W 2,2 ≤ 1

exp ′
n(A)[h]− exp ′

n(A+B)[h] =

n∑

k=1

1

k!

(
{Ak−1, h} − {(A+B)k−1, h}

)

=

n∑

k=1

1

k!


{Ak−1, h} −

k−1∑

j=0

{Aj , Bk−1−j , h}




=

n∑

k=1

1

k!


{Ak−1, h} − {Ak−1, h} −

k−2∑

j=0

{Aj, Bk−1−j , h}




= −
n∑

k=2

1

k!



k−2∑

j=0

{Aj , Bk−1−j , h}


 .Wieder beoba
hten wir, dass in jedem Summanden auf der re
hten Seite der obigen Glei
hung B mindestenszur Potenz 1 vorkommt. Völlig analog zu oben re
hnen wir dann

‖ exp ′
n(A)[h]− exp ′

n(A+B)[h]‖W 2,2 ≤ C‖B‖W 2,2‖h‖W 2,2C(A),und somit gilt au
h
‖ exp ′(A) − exp ′(A+B)‖L(W 2,2) ≤ C‖B‖C(A).Also ist exp ′(·) stetig als Abbildung W 2,2(D2,M(m))→ L(W 2,2(D2,M(m))).Damit haben wir gezeigt, dass exp ∈ C1(W 2,2(D2,M(m))). 2Nun mö
hten wir zeigen, dass Randwerte in gewisser Weise unter der Exponentialfunktion erhalten bleiben:140



8.2 Matrizen und exp8.10 Proposition (exp-Regularität und Randwerte)Sei U ∈W 2,2Neu(D2,M(m)). Dann ist au
h eU ∈ W 2,2Neu(D2,M(m)).Ist U ∈W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2,M(m)), so ist eU − I ∈W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2,M(m)).Beweis. W 2,2Neu(D2) ist abges
hlossen (na
h Lemma 4.11). Wegen derW 2,2-Konvergenz der Partialsummen expnna
h exp rei
ht es also zu zeigen, dass
expn U =

n∑

k=1

1

k!
Uk ∈W 2,2Neu(D2,M(m)) für U ∈ W 2,2Neu(D2,M(m)).Also rei
ht es Uk ∈ W 2,2Neu(D2,M(m)) zu zeigen, was aus Lemma 4.29 folgt.Sei U ∈ W 2,2 ∩ W 1,2

0 (D2). Dann ist U stetig und somit ist U(ξ) = 0 für alle ξ ∈ ∂D2. Daraus folgt, dass
exp(U(ξ)) = I für alle ξ ∈ ∂D2 und damit gilt

exp(U)− I ∈W 1,2
0 (D2,M(m)),da W 2,2(D2) →֒ C0(D2). 28.11 De�nition (M(m)⊗ Rk)Wir de�nierenM(m)⊗Rk := {(Aji )1≤i,j≤m | Aji ∈ Rk}. Für A, B ∈M(m)⊗Rk de�nieren wir das Skalarprodukt

AB ≡ A · B ≡ 〈A,B〉 := (〈Aji , Bji 〉Rk)ij .Für A ∈M(m) und B ∈M(m)⊗ Rk de�nieren wir das Matrixprodukt
AB := (AkiB

j
k)ij und BA := (Bki A

j
k)ij ∈M(m)⊗ Rk.Für A ∈M(m)⊗ Rk sei zudem

AT := (Aji )ji.Weiterhin fassen wir für Ω ⊂ Rk den Operator ∇ als Abbildung von W 1,2(Ω,M(m)) na
h L2(Ω,M(m) ⊗ Rk)auf:
∇A := (∇Aji )ij , A ∈ W 1,2(Ω,M(m)).S
hlieÿli
h verstehen wir den Operator div als Abbildung von W 1,2(Ω,M(m)⊗ Rk) na
h L2(Ω,M(m)):

divA := (divAji )ij A ∈W 1,2(Ω,M(m)⊗ Rk),auf.8.12 BemerkungMan ma
ht si
h lei
ht klar, dass (A ·B)T = (BT ·AT ) für alle A, B ∈M(m)⊗ Rk.8.13 Lemma (so(m)→ so(m))Für U ∈W 2,2(D2, so(m)), B ∈ W 2,2(D2, so(m)⊗ R2) gilt punktweise fast überall
e−U(x)∇eU(x) − e−U(x)B(x)eU(x) ∈ so(m)⊗ R2 für alle x ∈ D2.Insbesondere gilt

div(e−U(x)∇eU(x) − e−U(x)B(x)eU(x)) ∈ so(m).Weiter gilt eU ∈ O(m) punktweise27 in D2.Beweis. Es gilt punktweise in D2, dass e−UeU = I. (Da U und −U punktweise kommutieren gilt e−Ue+U =
e−U+U = e0 = I).Somit gilt komponentenweise (wir bea
hten: eU und e−U in W 2,2(D2,M(m)))

0 = ∇I = ∇(e−UeU ) = ∇e−U eU + e−U ∇eU . (8.12)27Tatsä
hli
h gilt sogar, dass exp(so(m)) ⊂ SO(m). Vgl. zum Beispiel [Boo86℄, Example 8.6.141



8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXPAndererseits gilt für U(x) ∈ so(m), x ∈ D2

e−U = lim
n

n∑

k=1

(−U)k
1

k!
= lim

n

n∑

k=1

(UT )k
1

k!
= lim

n

n∑

k=1

(Uk)T
1

k!
= (eU )T an der Stelle x. (8.13)Wir bea
hten, dass ∇ komponentenweise wirkt und somit mit ()T kommutiert und kombinieren

(e−U∇eU )T = ∇(eU )T (e−U )T = ∇e−U eU
(8.12)
= −e−U ∇eU ,somit gilt e−U∇eU ∈ so(m) ⊗ R2.Weiter gilt au
h

(e−UBeU )T
(8.13)
= e−UBT eU = −e−UBeU für alle B ∈ so(m) ⊗ R2.Da die Divergenz komponentenweise auf die R2-Einträge in den so(m)-Matrizen wirkt, folgt

div(e−U∇eU − e−UBeU ) ∈ so(m);aus (8.13) erhält man zudem eU ∈ O(m). 28.14 Lemma (Neumann-Reihe)Seien m,n > 0. Es existiert ein γ ≡ γ(m) > 0, γ < 1, so dass für alleΩ⊂⊂Rn, A ∈ W 1,2 ∩ L∞(Ω,M(m)) mit
‖A‖L∞(Ω) < γund
B := I −A,folgendes gilt: B ∈W 1,2 ∩ L∞(Ω, GL(m)) und
B−1 =

∞∑

k=0

Akin W 1,2 ∩ L∞ konvergiert, d.h. ‖B−1 −∑n
k=0A

k‖L∞ + ‖B−1 −∑n
k=0A

k‖W 1,2
n→∞−−−−→ 0 und

B−1 ∈W 1,2 ∩ L∞(Ω, GL(m))mit
‖B−1‖L2(Ω) + ‖B−1‖L∞(Ω) ≤ C(Ω,m)

1

γ − ‖A‖L∞(Ω)
.Beweis. Wir de�nieren28

Sn :=

n∑

k=0

Ak ∈W 1,2 ∩ L∞(Ω,M(m))und
Sn − Sm =

n∑

k=m+1

Ak.Dann ist
∇(Sn − Sm) =

n∑

k=m+1

∇Ak.Nun ist die ‖ · ‖L∞-Norm von einer Matrix über die euklidis
he Rm×m-Norm |·| de�niert, d.h.
‖A‖L∞(Ω,M(m)) = sup

x∈Ω
|A(x)|.28Sei f ∈ W 1,2 ∩ L∞ und g ∈ W 1,2 ∩ L∞, dann ist f · g ∈ W 1,2 ∩ L∞, wie man si
h lei
ht über Approximation klar ma
ht.142



8.2 Matrizen und expDiese euklidis
he Norm ist äquivalent zur Operatornorm |·|O, d.h. es existieren C1 ≡ C1(m) und C2 ≡ C2(m),so dass |A| ≤ C1|A|O und |A|O ≤ C2|A|. Für die Operatornorm gilt ∣∣Ak∣∣
O
≤ |A|kO. Also gilt ∣∣Ak∣∣ ≤ C1

∣∣Ak
∣∣
O
≤

C1|A|kO ≤ C1(C2|A|)k. Wir wählen also γ > 0 so klein, dass C2γ < 1. Dann gilt
‖Sn − Sm‖L∞(Ω,M(m)) ≤ C1

n∑

k=m+1

(C2‖A‖L∞(Ω,M(m)))
k n,m→∞−−−−−→ 0,da (C1‖A‖L∞(Ω,M(m))) < 1.Wegen Ω⊂⊂Rn folgt daraus

‖Sn − Sm‖L2(Ω)
n,m→∞−−−−−→ 0,und daher existiert ein Limes in L2 ∩ L∞(Ω,M(m)).Für die Ableitung gilt

‖∇Sn −∇Sm‖L2 ≤ C1

n∑

k=m+1

k(C2‖A‖L∞)k−1‖∇A‖L2 .Es bleibt also no
h zu zeigen, dass
∞∑

k=1

ksk−1 <∞existiert für 0 < s = C2‖A‖L∞(Ω,M(m)) < 1 (ist s = 0, also A = 0, so ist B = B−1 = I). Dies folgt aus demQuotientenkriterium für Reihen, da
lim sup
k→∞

(k + 1)sk

ksk−1
= lim sup

k→∞

(
1 +

1

k

)
s = s < 1.Also gilt

‖∇(Sn − Sm)‖L2
n,m→∞−−−−−→ 0,und somit ist (Sn)n eine Cau
hy-Folge in W 1,2 ∩ L∞(Ω,M(m)).Also existiert

B−1 := lim
n→∞

Sn =
∞∑

k=0

Ak in W 1,2 ∩ L∞(Ω,M(m)).Nun ist no
h zu zeigen, dass punktweise fast überall B−1B = BB−1 = I. Dies folgt, da
‖SnB − I‖L∞(Ω,M(m)) = ‖

n∑

k=0

Ak −
n∑

k=0

Ak+1 − I‖L∞(Ω,M(m))

= ‖
n∑

k=1

Ak −
n+1∑

k=1

Ak‖L∞(Ω,M(m))

= ‖Sn − Sn+1‖L∞(Ω,M(m))

n→∞−−−−→ 0,und daraus folgt
‖B−1B − I‖L∞(Ω,M(m)) ≤ ‖SnB − I‖L∞(Ω,M(m)) + C‖(B−1 − Sn)‖L∞(Ω,M(m)) ‖B‖L∞(Ω,M(m))

n→∞−−−−→ 0,also B−1B = I punktweise fast überall in Ω. Analog zeigt man B ·B−1 = I und es gilt folgli
h
B ∈W 1,2 ∩ L∞(Ω, GL(m)),sowie
B−1 ∈ W 1,2 ∩ L∞(Ω, GL(m)).143



8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXPNun zur Abs
hätzung:Es gilt punktweise fast überall
1 = |I|O

=
∣∣BB−1

∣∣
O

=
∣∣(I −A)B−1

∣∣
O

=
∣∣B−1 −AB−1

∣∣
O

≥
∣∣B−1

∣∣
O
− |A|O

∣∣B−1
∣∣
O

= (1− |A|O)
∣∣B−1

∣∣
Ound daraus folgt

∣∣B−1
∣∣
O
≤ 1

1− |A|O
≤ 1

1− C2‖A‖L∞(Ω,M(m))
=

γ

γ − γC2‖A‖L∞(Ω,M(m))
≤ 1

γ − ‖A‖L∞(Ω,M(m))
,also

‖B−1‖L∞(Ω,M(m)) ≤ C1(m)
1

γ − ‖A‖L∞(Ω,M(m))
.Daraus folgt die Abs
hätzung

‖B−1‖L2(Ω) + ‖B−1‖L∞(Ω) ≤ C(Ω)‖B−1‖L∞(Ω,M(m)) ≤ C(Ω,m)
1

γ − ‖A‖L∞(Ω,M(m))
,und damit ist dieses Lemma bewiesen. 2
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Teil II.Erhaltungssätze undRegularitätstheorie na
h RivièreIn diesem Teil wollen wir zeigen, dass eine Lösung u ∈W 1,2(D2,Rm) von
△u = Ω · ∇u auf D2 (8.14)für ein Ω ∈ L2(D2, so(m)⊗ R2) stetig ist.Ein erster Versu
h, dies zu zeigen wäre zum Beispiel die lineare Hodge-Zerlegung auf Ω anzuwenden:

Ω = ∇P̃ +∇⊥ξ̃ in D2für P̃ , ξ̃ ∈W 1,2
loc (D2,M(m)). Eingesetzt in (8.14) ergibt dies

△u = ∇P̃ · ∇u+∇⊥ξ̃ · ∇u.Der Term ∇⊥ξ̃ · ∇u ist na
h Theorem 6.14 in H 1
loc(D

2). Wäre die gesamte re
hte Seite in H 1
loc(D

2), so würdeaus Theorem 6.23 und Theorem 6.27 die Stetigkeit von u folgen. Der Term ∇P̃ · ∇u besitzt allerdings keineStruktur, wel
he die Zugehörigkeit zu H 1
loc(D

2) implizieren würde.Eine der Hauptideen in [Riv07a℄ ist nun, anstatt einer linearen Hodge-Zerlegung eine ni
ht-lineare Zerlegungaus der ni
htabels
hen Gauge-Theorie zu verwenden. Wir werden im folgenden Abs
hnitt diese Zerlegung gemäÿden Ausführungen in [Riv07a℄ herleiten, ohne auf die tieferen Hintergründe und Interpretationen dieser Theorieeinzugehen.9. Ni
ht-lineare Hodge-ZerlegungIn diesem Abs
hnitt wollen wir zeigen (vgl. [Riv07a℄, Lemmata A.3, A.4), dass für alle Ω ∈ L2(D2, so(m)⊗R2)mit ‖Ω‖L2(D2) klein genug ein ξ ∈W 1,2
0 (D2, so(m)) und ein P ∈W 1,2(D2, O(m)) existiert, so dass
∇⊥ξ = PT∇P + PTΩP in D2. (9.1)Der Vorteil dieser Zerlegung ist, dass P orthogonal und somit a priori glei
hmäÿig in L∞(D2,M(m)) abges
hätztist. Zum Beweis dieser Darstellung rei
ht es, eine entspre
hende Aussage mit geeigneten Abs
hätzungen für

Ω ∈ W 1,2(D2, so(m) ⊗ R2) mit kleiner L2-Norm zu zeigen, da si
h diese dur
h ein Kompaktheitsargument(Lemma 9.9) auf den ursprüngli
hen Fall erweitern lässt.Zum Beweis der Aussage für Ω ∈W 1,2(D2, so(m)⊗R2) benutzen wir in Lemma 9.8 eine Kontinuitätsmethode.Dazu betra
hten wir die Menge aller Ω̃ mit einer Darstellung wie in 9.1 und geeigneten Abs
hätzungen. Für dieO�enheit werden wir zunä
hst mit einer Methode von Uhlenbe
k ([Uhl82℄, Lemmata 2.7, 2.8) zeigen, dass esfür alle ξ ∈W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2, so(m)) mit ‖∇ξ‖L2 hinrei
hend klein eine stetige Abbildung λ 7→ Qλ ∈ O(m) gibt,so dass

div(QTλ ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ) = 0 für alle λ ∈W 1,2(D2, so(m)) mit ‖λ‖W 1,2 ≪ 1. (9.2)Dies beweisen wir zunä
hst mithilfe des Satzes über implizite Funktionen unter einer zusätzli
hen Bedingungan λ (Lemma 9.2; in [Uhl82℄ Lemma 2.7), wel
he wir dur
h Anwendung des Theorem von Agmon, Douglisund Nirenberg, Theorem 9.5, wegtransformieren können (Theorem 9.6; in [Uhl82℄ Lemma 2.8).Aus (9.2) folgt mit linearer Hodge-Zerlegung die Existenz einer Stammfunktion Γλ ∈W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2, so(m))(stetig abhängig von λ), so dass

∇⊥Γλ = QTλ ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ. (9.3)Fixieren wir ein Ω, ξ und P , so dass die Darstellung (9.1) erfüllt ist, so erhalten wir aus (9.1) und (9.3) für allekleinen λ ∈W 1,2(D2, so(m)⊗ R2)

∇⊥Γλ = (PQλ)
T ∇(PQλ) + (PQλ)

T (Ω + PλPT )(PQλ).145



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGDur
h Setzung von λ := PT ζP ergibt si
h dann für alle hinrei
hend kleinen ζ ∈ W 1,2(D2, so(m) ⊗ R2) dieDarstellung
∇⊥ξζ = RTζ ∇R +RTζ (Ω + ζ)Rζfür ξζ ∈W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2, so(m)) und Rζ ∈W 2,2(D2, O(m)).Zunä
hst wenden wir uns dem Beweis von (9.2) zu. Um in Lemma 9.2 den Satz über implizite Funktionenanwenden zu können, benötigen wir die Ni
htdegeneriertheit des Operators ψ 7→ △ψ +
[
∇⊥ξ,∇ψ

], wel
he wirim folgenden Lemma zeigen:9.1 Lemma (Isomorphie eines Operators)Sei X der Raum der W 2,2Neu-Abbildungen auf D2 mit ∫ · = 0 und Bild in den s
hiefsymmetris
hen Matrizen derDimension m×m, d.h.
X :=

{
U ∈ W 2,2Neu(D2, so(m)) |

∫

D2

U = 0

}und Y der Raum der L2-Abbildungen auf D2 mit Bild in den s
hiefsymmetris
hen Matrizen und ∫ · = 0, d.h.
Y :=

{
f ∈ L2(D2, so(m)) |

∫

D2

f = 0

} .Dabei ist das Integral über Matrizen oder Vektoren komponentenweise aufzufassen. Für
ξ ∈ W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2, so(m))de�nieren wir den Operator Hξ

Hξ(ψ) := △ψ +
[
∇⊥ξ,∇ψ

],wobei [∇⊥ξ,∇ψ
]

:= ∇⊥ξ · ∇ψ −∇ψ · ∇⊥ξ die Lie-Klammer ist.Dann existiert ein γ = γ(m)29, so dass für alle ξ ∈ W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2, so(m)) mit

‖∇ξ‖L2(D2) ≤ γder Operator Hξ ein Isomorphismus als Abbildung Hξ : X → Y ist.Beweis. Wir setzen der Einfa
hheit halber H ≡ Hξ. Der Beweis erfolgt in mehreren S
hritten.� Zuerst müssen wir zeigen, dass H von X na
h Y abbildet.� H ist wohlde�niert auf W 2,2(D2,M(m)), also au
h auf X und H(ψ) ∈ L2(D2,M(m)).� Für ψ ∈ X gilt H(ψ) ∈ so(m) punktweise fast überall. Denn wenn wir bea
hten, dass ψ, ξ ∈ so(m)punktweise fast überall in D2, dann haben wir (vgl. Bemerkung 8.12)
(∇⊥ξ · ∇ψ)T = ∇ψT∇⊥ξT = ∇ψ · ∇⊥ξund somit [

∇⊥ξ,∇ψ
]T

= −
[
∇⊥ξ,∇ψ

].Weiter gilt punktweise fast überall in D2

(△ψ)T = △ψT = −△ψ,da △ auf Matrizen komponentenweise wirkt.Zusammengesetzt ergibt si
h also punktweise fast überall
H(ψ)T = △ψT +

[
∇⊥ξ,∇ψ

]T
= −(△ψ +

[
∇⊥ξ,∇ψ

]
) = −H(ψ).29Der Beweis bleibt gültig, wenn wir sowohl in X als au
h in Y als Bildraum M(m) statt so(m) fordern; für Ω ⊂ Rn mit n ≥ 2lässt si
h eine analoge Aussage erhalten, wenn wir statt W 2,2 den RaumW 2,p mit p > n

2
wählen; dass der sozusagen �kritis
he�Fall n = 2, p = 2 funktioniert, verdanken wir der Wente-Unglei
hung.146



� Es bleibt zu zeigen, dass ∫
D2H(ψ) = 0.Wegen ψ ∈ W 2,2Neu(D2,M(m)) gilt na
h Proposition 4.22(iii) komponentenweise

∫

D2

△ψ = 0,und wegen ξ ∈W 1,2
0 (D2,M(m)), ψ ∈W 1,2(D2,M(m)) gilt

∫

D2

∇⊥ξji · ∇ψlk = 0 für alle 1 ≤ i, j, k, l ≤ m,und somit ∫

D2

∇⊥ξ · ∇ψ = 0und ∫

D2

∇ψ · ∇⊥ξ = 0.Also gilt H(ψ) ∈ Y für alle ψ ∈ X .� H ist o�ensi
htli
h linear auf dem Raum W 2,2(D2,M(m)), also au
h auf X .� H ist bes
hränkt:Es gilt
‖H(ψ)‖L2 ≤ ‖△ψ‖L2 + ‖

[
∇⊥ξ,∇ψ

]
‖L2

≤ ‖ψ‖W 2,2 + 2‖∇ξ‖L4 ‖∇ψ‖L4

≤ ‖ψ‖W 2,2 + 2‖ξ‖W 1,4 ‖ψ‖W 1,4

≤ ‖ψ‖W 2,2 + C(m)‖ξ‖W 2,2 ‖ψ‖W 2,2

= C(m) ‖ψ‖W 2,2 ,denn mit der Sobolev-Einbettung gilt wegen 2− 2
2 = 1 ≥ 1− 2

4 komponentenweise, dass W 2,2(D2) stetigin W 1,4(D2) einbettet.Somit ist H ein bes
hränkter linearer Operator von W 2,2(D2,M(m)) na
h L2(D2,M(m)), und folgli
hinsbesondere au
h ein bes
hränkter Operator von X na
h Y .� H ist injektiv:Wegen der Linearität von H ist es genau dann injektiv, wenn aus H(ψ) = 0 sofort ψ = 0 folgt.Sei also ψ ∈ X mit H(ψ) = 0, d.h.
H(ψ) = △ψ +

[
∇⊥ξ,∇ψ

]
= 0. (9.4)Insbesondere folgt dann wegen ψ ∈ X ⊂W 2,2Neu(D2,M(m))

∫

D2

∇ψ · ∇ϕ W
2,2Neu= −

∫

D2

△ψ ϕ
(9.4)
=

∫

D2

[
∇⊥ξ,∇ψ

]
ϕ für alle ϕ ∈ C∞(D2).Komponentenweise besteht der Term [∇⊥ξ,∇ψ

] aus Summen mit Summanden der Form∇⊥a·∇b = {a, b}für ein a ∈ W 1,2
0 (D2) und b ∈ W 1,2(D2). Auÿerdem gilt na
h De�nition von X , dass komponentenweise∫

D2ψ = 0. Damit lässt si
h (9.4) komponentenweise au
h in folgender Weise darstellen:




△ψji = (
∑m

k=1 {ak, bk})ij in D2,
∂
∂ν
ψ
j
i = 0 auf ∂D2,∫

D2ψ
j
i = 0.Aus der Wente-Unglei
hung, Theorem 7.1 folgt

‖∇ψ‖L2 ≤ C(m)‖∇ξ‖L2 ‖∇ψ‖L2 .147



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGWir setzen γ := 1
2C(m) . Erfüllt ξ die Abs
hätzung

‖∇ξ‖L2 ≤ γ,dann folgt
‖∇ψ‖L2 ≤ 1

2
‖∇ψ‖L2,also

‖∇ψ‖L2 = 0und somit ψ ≡ C auf D2, und aus ∫
D2ψ = 0 folgt dann

ψ ≡ 0.Damit haben wir gezeigt, dass H(ψ) = 0 genau dann, wenn ψ = 0 und somit ist H wegen der Linearitätau
h injektiv.� H ist surjektiv:Dieser Teil folgt in mehreren S
hritten:� Zunä
hst re
hnen wir in M(m) statt in so(m).* Unser Ziel ist die Anwendung der Fredholm-Alternative, Lemma 3.8. Dazu de�nieren wir denOperator K(ψ) ≡ Kξ(ψ) := △−1
[
∇⊥ξ,∇ψ

], K : W 2,2(D2,M(m)) → W 2,2(D2,M(m)). Ist
K ein kompakter Operator im Hilbert-Raum W 2,2(D2,M(m)) und I − K injektiv, so folgtmit der Fredholm-Alternative, dass I − K surjektiv ist. De�nieren wir für ein f ∈ L2 dieSobolevfunktion w := △−1f , so existiert genau ein ψ ≡ ψf , so dass

ψ −Kψ = w.Dur
h Anwendung des Lapla
e-Operators ergibt si
h daraus
△ψ −△K(ψ) = △w = f .Dies impliziert die Surjektivität von H .* Um zu zeigen, dass K kompakt ist, nähern wir es dur
h Operatoren Kn ≡ Kξn , Kn(ψ) :=

△−1
[
∇⊥ξn,∇ψ

] an, wobei ξn die Approximation von ξ in C∞ mit Nullrandwerten ist. (Wirbea
hten, dass wir nur dadur
h, dass wir ξn mit Nullrandwerten wählen können die Garantiehaben, dass ∫
D2

[
∇⊥ξn,∇ψ

] P.4.22(ii)
= 0, und somit die Existenz von Kn gesi
hert ist, sieheLemma 4.14.)* Wir müssen also zeigen, dass die Operatoren Kn tatsä
hli
h kompakt sind und* dann, dass Kn

n→∞−−−−→ K als Operator, woraus die Kompaktheit von K folgt.� Dann übertragen wir dieses Ergebnis auf so(m)-Matrizen.Wir re
hnen zunä
hst also (nur der Übersi
ht halber) in M(m) statt so(m).Sei ξn ∈ C∞(D2,M(m)) ∩W 1,2
0 (D2), so dass ξn n→∞−−−−→ ξ in W 2,2(D2) und ‖ξn‖W 2,2 ≤ 2‖ξ‖W 2,2 . DieExistenz sol
her ξn folgt dabei aus Lemma 4.24.Wir de�nieren für ψ ∈W 2,2Neu(D2,M(m)), ∫

D2ψ = 0 die Operatoren Kn und K dur
h




△K(ψ) = −
[
∇⊥ξ,∇ψ

] in D2,
∂K(ψ)
∂ν

= 0 auf ∂D2,∫
D2K(ψ) = 0

(9.5)mit K(ψ) ∈ W 2,2Neu(D2,M(m)), sowie




△Kn(ψ) = −
[
∇⊥ξn,∇ψ

] in D2,
∂Kn(ψ)
∂ν

= 0 auf ∂D2,∫
D2Kn(ψ) = 0

(9.6)148



mit Kn(ψ) ∈W 2,2Neu(D2,M(m)).Existenz, Eindeutigkeit und Regularität der Lösung v := K(ψ) ∈ W
2,2Neu(D2,M(m)) erhalten wir ausLemma 4.14, unter Bea
htung dass ξ, ψ ∈W 2,2 →֒ W 1,4, also

[
∇⊥ξ,∇ψ

]
∈ L2(D2,M(m)),wegen ∫

D2 [∇⊥ξ,∇ψ]
P.4.22
= 0 und dem Friedri
hs-Theorem 4.19. Analog erhalten wir au
h Existenz,Eindeutigkeit und Regularität von vn := Kn(ψ), da wir mit den Nullrandwerten von ξn mit Proposition4.22 garantieren können, dass ∫

D2

[
∇⊥ξn,∇ψ

].Wegen der Eindeutigkeit der Lösungen v bzw. vn sind K und Kn au
h linear, da
△K(λ1ψ1 + λ2ψ2) = −λ1

[
∇⊥ξ, ψ1

]
− λ2

[
∇⊥ξ, ψ2

]
= λ1△K(ψ1) + λ2△K(ψ2).Weiter sind K und Kn au
h stetig, denn na
h dem Satz von Friedri
hs, dann mit der Poin
aré-Unglei
hung, der Wente-Unglei
hung und der Einbettung W 2,2 →֒ W 1,4 in zwei Dimensionen gilt

‖K(ψ)‖W 2,2 = ‖v‖W 2,2

T.4.19
≤ C(‖△v‖L2 + ‖v‖L2)(9.5)
≤ C(‖

[
∇⊥ξ,∇ψ

]
‖L2 + ‖∇v‖L2)

T.7.1
≤ C(‖∇ξ‖L4 ‖∇ψ‖L4 + ‖∇ξ‖L2 ‖∇ψ‖L2)

≤ C‖ξ‖W 2,2 ‖ψ‖W 2,2 .Analoges s
hlieÿn wir für Kn.Unser Ziel ist es zu beweisen, dass K kompakt ist. Wir zeigen dazu zunä
hst, dass Kn kompakt ist:Seien ψk ∈ W 2,2Neu(D2,M(m)) mit ‖ψk‖W 2,2 ≤ C. Wegen der s
hwa
hen Folgenkompaktheit des Hilbert-Raums W 2,2Neu(D2,M(m)) und dem Satz von Relli
h kann man eine Teilfolge von (ψk)k wählen (wiedermit ψk bes
hriftet) und ein ψ0 ∈W 2,2Neu(D2,M(m)) �nden,so dass
ψk ⇀ ψ0 in W 2,2Neu,

ψk
k→∞−−−−→ ψ0 in W 1,2.Mit dem Satz von Friedri
hs für homogene Neumannranddaten, Theorem 4.19, der Anwendung derPoin
aré-Unglei
hung und ans
hlieÿend der Wente-Unglei
hung auf

△(Kn(ψk)−Kn(ψ0)) = −
[
∇⊥ξn,∇(ψk − ψ0)

]folgt dann
‖Kn(ψk)−Kn(ψ0)‖W 2,2

T.4.19
≤ C(‖△(Kn(ψk)−Kn(ψ0))‖L2 + ‖Kn(ψk)−Kn(ψ0)‖L2)

L.4.1
T.7.1≤ C(‖

[
∇⊥ξn,∇(ψk − ψ0)

]
‖L2 + ‖∇(ψk − ψ0)‖L2 ‖∇ξn‖L2)

≤ C(‖∇⊥ξn‖L∞ ‖∇(ψk − ψ0)‖L2 + ‖∇(ψk − ψ0)‖L2 ‖∇ξn‖L2)

≤ C(‖∇ξn‖L∞ + ‖∇ξn‖L2) ‖ψk − ψ0‖W 1,2

k→∞−−−−→ 0,wegen der starken Konvergenz von ψk in W 1,2.Wir haben somit gezeigt, dass
Kn(ψk)

k→∞−−−−→ Kn(ψ0) in W 2,2,149



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGfür eine Teilfolge k →∞.Also ist Kn ein kompakter Operator von Z := {f ∈ W 2,2Neu(D2,M(m)) |
∫
D2f = 0} in si
h selbst.Nun zeigen wir no
h, dass Kn

n→∞−−−−→ K als Operator.Wir bea
hten dazu, dass




△(Kn(ψ)−K(ψ)) = −
[
∇⊥(ξn − ξ),∇ψ

] in D2,
∂
∂ν

(Kn(ψ) −K(ψ)) = 0 auf ∂D2,∫
D2Kn(ψ)−K(ψ) = 0.Somit gilt wieder mit dem Satz von Friedri
hs, der Poin
aré-Unglei
hung, der Wente-Unglei
hungund der Einbettung W 2,2 →֒W 1,4

‖Kn(ψ)−K(ψ)‖W 2,2

T 4.19
≤ C(‖△(Kn −K)‖L2 + ‖Kn −K‖L2)

L4.1
≤ C(‖

[
∇⊥(ξn − ξ),∇ψ

]
‖L2 + ‖∇(Kn −K)‖L2)

T.7.1
≤ C‖ξn − ξ‖W 2,2 ‖ψ‖W 2,2 .Dies impliziert, dass in der Operatornorm

‖Kn −K‖L(Z) ≤ C‖ξn − ξ‖W 2,2
n→∞−−−−→ 0,also

Kn
n→∞−−−−→ K in L(Z).Da die Operatoren Kn kompakt sind, folgt dann, dass au
h K kompakt ist30.Nun zeigen wir no
h, dass für alle ‖∇ξ‖L2 ≤ γ gilt, dass I −K injektiv ist:Dazu nehmen wir an, dass für ein ψ ∈ Z gilt
(I −K)(ψ) = 0,somit
△ψ −△K(ψ) = 0,also 




△ψ = −
[
∇⊥ξ,∇ψ

] in D2,
∂
∂ν
ψ = 0 auf ∂D2,∫

D2ψ = 0.Dies bedeutet aber, dass H(ψ) = 0 und wegen der Injektivität von H , dass ψ = 0. Somit ist I−K injektiv.Mit der Fredholm-Alternative, Lemma 3.8, folgt nun, dass
Im(I −K) = Z,also existiert für jedes w ∈ Z genau ein ψ ∈ Z mit
ψ −K(ψ) = w,30Seien X, Y Bana
h-Räume, (Tk)k ⊂ L(X, Y ) kompakte Operatoren, T ∈ L(X, Y ) und limk→∞ ‖Tk − T‖L(X,Y ) = 0. Sei

(xn)n ⊂ X und ‖xn‖X ≤ C für alle n. Wir setzen (x0
n)n := (xn)n und wählen für alle k eine Teilfolge von (xk

n)n, so dass
(Tk(xk

n))n konvergiert. Sei (x̃n)n := (xn
n)n. Dann gilt

‖T (x̃n) − T (x̃n′ )‖Y ≤ ‖T (x̃n) − Tk(x̃n)‖Y + ‖Tk(x̃n) − Tk(x̃n′ )‖Y + ‖Tk(x̃n′ ) − T (x̃n′ )‖Y

≤ 2‖T − Tk‖L(X,Y ) C + ‖Tk(x̃n) − Tk(x̃n′ )‖Y .Wir wählen zunä
hst k genügend groÿ, so dass 2‖T −Tk‖L(X,Y ) C < ε
2
ist und ans
hlieÿend n0 so groÿ, dass für alle n, n′ ≥ n0gilt ‖Tk(x̃n) − Tk(x̃n′ )‖Y < ε

2
. So erhalten wir ‖T (x̃n) − T (x̃n′ )‖Y < ε für alle n, n′ ≥ n0.150



also insbesondere
H(ψ) = △ψ +

[
∇⊥ξ,∇ψ

]
= △w.Wählen wir für ein beliebiges f ∈ L2(D2,M(m)) mit ∫

D2f = 0 ein zugehöriges w ≡ wf ∈ Z, so dass




△w = f in D2,
∂w
∂ν

= 0 auf ∂D2,∫
D2w = 0, (9.7)so haben wir die Surjektivität von H (bezügli
h M(m)-Matrizen) gezeigt. Für die Lösbarkeit von (9.7)benutzen wir dabei Lemma 4.14 und Theorem 4.19.Es verbleibt, dieses Resultat auf so(m)-wertige Funktionen zu reduzieren:Überführen auf so(m)Sei f ∈ L2(D2, so(m)), d.h. fT + f = 0 punktweise fast überall in D2.Dann gilt für die Lösung ψ ∈ Z von H(ψ) = f die folgende Glei
hung (wir bea
hten: (AB)T = BTAT )

△ψT +∇ψT · ∇⊥ξT −∇⊥ξT · ∇ψT = fT = −f = −△ψ −∇⊥ξ · ∇ψ +∇ψ · ∇⊥ξ.Mit ξT = −ξ folgt dann
△(ψT + ψ) +∇⊥ξ · ∇(ψT + ψ)−∇(ψT + ψ) ∇⊥ξ = 0,das heiÿt
H(ψT + ψ) = △(ψT + ψ) +

[
∇⊥ξ,∇(ψT + ψ)

]
= 0.Wegen der Injektivität von H folgt dann

ψT + ψ = 0,also
ψ = −ψT ,und somit ψ ∈ so(m) punktweise fast überall.Also ist H ∈ L(X,Y ) ein linearer, bes
hränkter, bijektiver Operator.Nun sind X und Y Bana
h-Räume:� Y ist ein Bana
h-Raum da L2(D2,M(m)) ein Bana
h-Raum ist und die Identitäten ∫

D2fn = 0 und
(fn)

T + fn = 0 unter L2-Konvergenz erhalten bleiben.� X ist ein Bana
h-Raum, da W 2,2Neu(D2,M(m)) ein Bana
h-Raum ist, und die Identitäten ∫
D2Un = 0und (Un)

T + Un = 0 unter W 2,2-Konvergenz punktweise fast überall erhalten bleiben.Dann gilt na
h dem Satz von Bana
h über die Bes
hränktheit der Umkehrabbildung, Satz 3.7, dass H−1bes
hränkt ist, d.h. H ist ein Isomorphismus von X na
h Y . 2Nun sind wir fast in der Lage ein sogenanntes lokales Coulomb-Gauge zu konstruieren, so dass Darstellung(9.3) erfüllt wird, indem wir zeigen, dass für alle kleinen λ ein s
hiefsymmetris
hes Uλ existiert, so dass
div(e−Uλ ∇eUλ + e−Uλ(∇⊥ξ + λ)eUλ) = 0. (9.8)Um Lemma 9.1 für den impliziten Funktionensatz zu benutzen (dort wurde gezeigt, dass die Linearisierung in

U der linken Seite von (9.8) unter gewissen Voraussetzungen ein Isomorphismus ist), benötigen wir, dass dasIntegral über die linke Seite von (9.8) Null ist (was wiederum nötig war, um im Beweis von Lemma 9.1 aus
‖∇ψ‖L2 = 0 zu s
hlieÿen, dass ψ = 0). Dazu muss folgendes garantiert werden:

∫

D2

div(e−UλeU ) = 0.Dies folgt aus dem Gausss
hen Integralsatz, Lemma 4.5, Fall (β), wenn 〈ν, λ〉 am Rand von D2 s
hwa
h glei
hNull ist, wobei ν die Einheitsnormale an ∂D2 sei. Mit dieser zusätzli
hen Voraussetzung an λ erhalten wir dasfolgende 151



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNG9.2 Lemma (Anwendung des Satzes über implizite Funktionen)(vgl. [Uhl82℄, Lemma 2.7, S. 37)Sei
F := W

2,2Neu(D2, so(m)) ∩ {U :

∫

D2

U = 0},
Ẽ := W 1,2(D2, so(m)⊗ R2) ∩ {λ : 〈ν, λ〉 ∈ W 1,2

0 (D2,M(m))}und
G := L2(D2, so(m)) ∩ {f :

∫

D2

f = 0}.Dabei sei ν die äuÿere Einheitsnormale an ∂D2, ν =

[
x

y

].Wir de�nieren die Abbildung Tξ
Tξ : F × Ẽ → Gdur
h

Tξ(U, λ) := div(e−U∇eU + e−U (∇⊥ξ + λ)eU )für ein festes ξ ∈W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2, so(m)).Dann existiert ein γ > 0, so dass falls ‖∇ξ‖L2(D2) < γ ein α ≡ α(ξ) > 0 und eine C1-Abbildung Ψξ ≡ Ψexistiert,

Ψ : Ẽ ∩ {λ : ‖λ‖W 1,2 < α} → F ,mit Ψ(0) = 0 und so dass
Tξ(Ψ(λ), λ) = 0 für alle λ ∈ Ẽ, ‖λ‖W 1,2 < α.Insbesondere existiert für jedes β > 0 ein α(β, ξ) > 0, so dass für alle ‖λ‖W 1,2 < α

Tξ(Ψ(λ), λ) = 0und
‖eΨ(λ) − I‖W 2,2 ≤ β, ‖e−Ψ(λ) − I‖W 2,2 ≤ β.9.3 BemerkungMan ma
ht si
h klar, dass e−Ψ∇eΨ + e−Ψ(∇⊥ξ+ λ)eΨ ∈ so(m) punktweise fast überall in D2, was au
h direktaus Lemma 8.13 folgt.Beweis von Lemma 9.2 Wir setzen im folgenden T ≡ Tξ und wählen γ > 0 aus Lemma 9.1. T ist alsMultiplikation (siehe Lemma 8.5) bzw. Verknüpfung von den C1-Funktionen exp (Lemma 8.9), div, ∇ (beidesBemerkung 8.2) selbst wieder eine C1-Abbildung. Weiter gilt:� Es gilt ∫

D2

T (U, λ) = 0:Mit der s
hwa
hen Version des Gauÿ's
hen Integrationssatz, Lemma 4.5, Fall (β), ist nämli
h
∫

D2

div(e−Uλeu) =

∫

D2

e−UλeU (∇1) = 0,da 〈ν, λ〉 ∈W 1,2
0 (D2,M(m)) (vgl. De�nition 8.11).Weiterhin gilt na
h Proposition 4.23 (ii), dass

∫

D2

div(e−U∇⊥ξeU ) = 0.Und s
hlieÿli
h folgt aus Proposition 4.23(i) und Proposition 8.10
∫

D2

div(e−U∇eU ) = 0für U ∈ W 2,2Neu. 152



� Na
h Lemma 8.13 gilt zudem
T (U, λ) ∈ so(m).� Weiter gilt

T (U, λ) ∈ L2(D2,M(m)),denn e±U ist na
h Lemma 8.9 in W 2,2, somit ist ∇eU in W 1,2, also folgt aus Lemma 4.30
e−U∇eU ∈ W 1,2(D2,M(m)).Weiter gilt, dass

∇⊥ξ + λ ∈W 1,2(D2,M(m)⊗ R2),und wieder mit Lemma 4.30 folgt dann wegen e±U ∈W 2,2(D2,M(m))

e−U (∇⊥ξ + λ)eU ∈ W 1,2(D2,M(m)⊗ R2).Also gilt
T (U, λ) ∈ G, für alle U ∈ F und λ ∈ Ẽ.Weiter haben wir T (0, 0) = 0.Dann folgt aus Lemma 8.4 , dassdT0,0[ψ]

L8.4
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (tψ, 0) = H(ψ), ψ ∈ Ffür das H(ψ) aus Lemma 9.1: Für die letzte Glei
hung bere
hnen wir zunä
hst mit Kettenregel, Proposition8.3,
d

dt

∣∣∣∣
t=0

etψ
P.8.3
= d exp0[ψ]

L8.9
= ψ +

∞∑

k=2

1

k!
{0k−1, ψ} = ψ.Also gilt (wir bea
hten, dass für lineare Abbildungen S na
h Kettenregel gilt d

dt

∣∣
t=0

S = S d
dt

∣∣
t=0

)
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(e−tψ ∇etψ) = (e−tψψ∇etψ)t=0 +∇ψ = ∇ψund
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(e−tψ(∇⊥ξ)etψ) = (e−tψ(−ψ)∇⊥ξetψ + e−tψ∇⊥ξetψψ)t=0 =
[
∇⊥ξ, ψ

].Daraus erhalten wir
d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (tψ, 0) = div(∇ψ +
[
∇⊥ξ, ψ

]
) = △ψ +

[
∇⊥ξ,∇ψ

]
= H(ψ),da div∇⊥ξ = 0.Weiter gilt, dass F , Ẽ, G Bana
h-Räume sind, da ∫

D2 · = 0 und 〈ν, ·〉 ∈ W 1,2
0 unter W 1,2-Konvergenz erhaltenbleibt.

H ist na
h Lemma 9.1 ein Isomorphismus von F na
h G, wenn ‖∇⊥ξ‖L2(D2) < γ, für das γ aus Lemma9.1.Damit existiert na
h dem Satz über implizite Funktionen, Theorem 3.5, ein α̃ > 0, so dass genau ein
Ψ : Ẽ ∩ {‖λ‖W 1,2(D2) < α} → F existiert mit

T (Ψ(λ), λ) = 0 für alle λ ∈ Ẽ mit ‖λ‖ < ã.Zudem ist Ψ eine C1-Abbildung. Aus der Eindeutigkeit von Ψ und der Tatsa
he T (0, 0) = 0 folgt Ψ(0) = 0.Wegen der Stetigkeit von U 7→ eU in W 2,2 und der Stetigkeit von Ψ gilt
‖eΨ(λ) − I‖W 2,2 = ‖eΨ(λ) − eΨ(0)‖W 2,2 < β für alle λ ∈ Ẽ mit ‖λ‖W 1,2 < αfür ein α ≡ α(β, ξ) > 0. 2153



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNG9.4 BemerkungAngenommen wir fordern in Lemma 9.2 für Ẽ nurM(m) statt so(m). Dann müssen wir au
h in G alle Matrizenzulassen, also in Lemma 9.1 au
h Y und somitX mitM(m) de�nieren. Daraus folgt, dass wir in Lemma 9.1 au
h
F mit M(m) de�nieren müssen. Dann ist allerdings eF 6⊂ O(m), was es für unsere Anwendung uninteressantma
ht.Das Ergebnis von Lemma 9.2 wollen wir für alle λ ∈ W 1,2 erhalten, ohne die Eins
hränkung 〈ν, λ〉 ∈ W

1,2
0 .Dazu benötigen wir zunä
hst das folgende9.5 Theorem (Agmon, Douglis, Nirenberg)(vgl. [Uhl82℄, Lemma 2.6, S. 36; [Weh04℄ Theorem 3.4, Seite 45)Es existiert ein stetiger linearer Operator P ,

P : W 1,2(D2)→W 2,2(D2) ∩W 1,2
0 (D2), (9.9)so dass für alle f ∈W 1,2(D2) gilt

〈·,∇(Pf)(·)〉 − f(·) ∈ W 1,2
0 (D2). (9.10)Beweis. Da auf D2 die Einheitsnormale ν =

[
x

y

] ist, bedeutet die Glei
hung (9.10) gerade, dass s
hwa
h
∂

∂ν
Pf = f auf D2.Wir führen den Beweis in mehreren S
hritten, in denen wir die zu beweisende Aussage stü
kweise reduzieren:

(i) Angenommen, es existiert ein stetiger linearer Operator P̃ : C∞(D2)∩W 1,2(D2)→W
1,2
0 (D2)∩W 2,2(D2)mit (9.10).Da C∞(D2) ∩ W 1,2(D2) di
ht in W 1,2(D2) liegt (wir bea
hten: ∂D2 ∈ C∞) und P̃ linear und stetigist, existiert eine eindeutige, stetige und lineare Fortsetzung von P̃ auf W 1,2 (da W 2,2 ∩ W 1,2

0 mit der
W 2,2-Norm ein Bana
h-Raum ist), wel
he wir mit P bezei
hnen.Es verbleibt no
h, den Neumannrandwert (9.10) zu zeigen.Wir approximieren dazu f dur
h fm ∈ C∞(D2) in W 1,2, und beoba
hten dann

‖〈ν,∇(P̃ fm)〉 − fm − 〈ν,∇(Pf)〉+ f‖W 1,2 ≤ ‖fm − f‖W 1,2 + ‖〈ν,∇(P (fm − f))〉‖W 1,2

≤ ‖fm − f‖W 1,2 + C‖∇P (fm − f)‖W 1,2

≤ ‖fm − f‖W 1,2 + C‖P (fm − f)‖W 2,2

≤ ‖fm − f‖W 1,2 + C‖P‖L(W 1,2) ‖(fm − f)‖W 1,2

m→∞−−−−→ 0.Wegen 〈ν,∇(Pfm)− fm〉 ∈W 1,2
0 (D2) und der ‖ · ‖W 1,2 -Abges
hlossenheit von W 1,2

0 folgt also
〈ν,∇(Pf)− f〉 ∈W 1,2

0 (D2).Somit erfüllt unser fortgesetztes P die Forderung (9.10). Es rei
ht also, nur no
h f ∈ C∞(D2) zu betra
h-ten.
(ii) Angenommen es existiert ein P̃ wie oben, allerdings nur für f ∈ C∞(D2) mit f ≡ 0 auf B 1

2
(0).Wir wählen dann ein η ∈ C∞

0 (R2), so dass η ≡ 1 auf B 5
4
(0)\B 3

4
(0) und η ≡ 0 auf B 1

2
(0).Für jedes g ∈ C∞(D2) de�nieren wir

f := gη.Dann gilt f ∈ C∞(D2), f ≡ 0 auf B 1
2
(0).Wir de�nieren nun

Pg := P̃ f .154



Dann ist P linear, da P̃ linear ist, und es gilt, dass Pg ∈ W 2,2 ∩W 1,2
0 .Weiter hat man

‖Pg‖W 2,2(D2) = ‖P̃ f‖W 2,2(D2) ≤ C‖f‖W 1,2(D2) ≤ C̃‖g‖W 1,2(D2).Bleibt no
h zu zeigen, dass
〈ν,∇(Pg)〉 − g ∈W 1,2

0 (D2).Zunä
hst gilt
〈ν,∇(P̃ f)〉 − f ∈ W 1,2

0 (D2)und
〈ν,∇(Pg)〉 − g = 〈ν,∇(P̃ f)〉 − ηg + (η − 1)g

= 〈ν,∇(P̃ f)〉 − f + (η − 1)g.Nun gilt
〈ν,∇(P̃ f)〉 − f ∈ W 1,2

0 (D2)und
(η − 1) ≡ 0 um ∂D2.also gilt wegen g ∈ C∞(D2), dass
(η − 1)g ∈W 1,2

0 (D2),da es starke Nullrandwerte hat und stetig ist.Daraus erhalten wir
〈ν,∇(Pg)〉 − g ∈W 1,2

0 (D2),und P erfüllt somit die Anforderung (9.10).Es rei
ht also, P nur für Funktionen f zu �nden, die in C∞(D2) liegen und die auf B 1
2
(0) konstant Nullsind. Auf sol
he f werden wir Polarkoordinaten anwenden.� Angenommen es existiert ein P̃ , und zwei Konstanten 0 < θ1 < θ2 < 2π, so dass für alle g ∈ C∞([0, 1]×

[0, 2π]) mit
g(r, θ) = 0 für alle (r, θ) ∈ {(r, θ) | r ≥ 3

4} ∪ {(r, θ) | θ < θ1} ∪ {(r, θ) | θ > θ2},folgende Eigens
haften gelten, wel
he wir in Zukunft mit (P) bezei
hnen:� P̃ g ∈ C2([0, 1]× [0, 2π]),� P̃ g(0, θ) ≡ 0 für alle θ ∈ [0, 2π],� ∂rP̃ g(0, θ) = g(0, θ) für alle θ ∈ [0, 2π] und� P̃ ist linear und
‖P̃ g‖W 2,2([0,1]×[0,2π]) ≤ C‖g‖W 1,2([0,1]×[0,2π]). (9.11)Dann führen wir das gewüns
hte P mittels Polarkoordinaten auf dieses P̃ zurü
k:Wir wählen eine endli
he, o�ene Überde
kung (Uj)

m
j=1, m ∈ N, von ∂D2, so dass

Uj ∩B 1
4
(0) = ∅, für alle j = 1, . . . ,mund so dass ein cj ∈ [0, 2π) existiert, so dass Φj de�niert als

Φj(r, θ) := [(1− r) cos(θ + cj), (1 − r) sin(θ + cj)] (9.12)die Eigens
haft hat, dass
Φ−1
j (Uj ∩D2) ⊆ [0,

3

4
)× (θ1, θ2).Wir de�nieren dann U0 als Bε(D2\⋃j Uj) für ein kleines ε (also den ggf. no
h ni
htüberde
kten Teil von

D2). Wir wählen eine Zerlegung der Eins (vgl. Lemma 3.9), also √ηj , ηj ∈ C∞
0 (Uj ∩D2), 0 ≤ j ≤ m, mit155



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGPSfrag repla
ements
y

Uj

α

D2

Φj

r

1

θ1 θ2 2π

Φ−1
j (Uj ∩D2)

θAbbildung 9.1: Wir wählen Uj so klein, dass |α| < |θ1 − θ2|.
0 ≤ ηj ≤ 1 und ∑m

j=1 ηj ≡ 0 in D2.Für ein f ∈ C∞(D2) mit supp(f) ∩B 1
2
(0) = ∅ de�nieren wir

fj := f
√
ηj ∈ C∞(Uj ∩D2), 0 ≤ j ≤ m. (9.13)Mit der De�nition vonΦj aus (9.12) erhalten wir, dassΦj ein C∞-Di�eomorphismus zwis
hen Φ−1

j (Uj ∩D2)und Uj ∩D2 ist, da
(r, θ) 6∈ Φ−1

j (Uj ∩D2) für alle r ≥ 3
4 , θ ∈ [0, 2π],da Uj ∩B 1

4
(0) = ∅ (Wir bea
hten dazu, dass (r, θ)→ (r cos θ, r sin θ) ni
ht injektiv ist für r = 0).Wir de�nieren weiter

vj := fj ◦ Φj ∈ C∞(Φ−1
j (Uj ∩D2)) ∩ C∞

0 ([0,
3

4
)× (θ1, θ2)) (9.14)wegen der Abs
hneidefunktion ηj und der Voraussetzung, dass f ≡ 0 auf B 1

2
(0), wobei wir vj dur
h 0 auf

[0, 1]× [0, 2π] fortsetzen, also
vj ∈ C∞([0, 1]× [0, 2π]).Somit ist vj im De�nitionsberei
h von P̃ , also gilt
P̃ vj ∈ C2([0, 1]× [0, 2π]),mit

P̃ vj(0, θ) ≡ 0,
∂rP̃ vj(0, θ) = vj(0, θ) für θ ∈ [0, 2π]. (9.15)Weiter gilt, da Φj auf Φ−1

j (Uj ∩D2) ein C∞-Di�eomorphismus ist,
‖P̃ vj‖W 2,2([0,1]×[0,2π])

(9.11)
≤ C‖vj‖W 1,2([0,1]×[0,2π])(9.14)
≤ C‖fj‖W 1,2(Uj∩D2)(9.13)
= C‖√ηjf‖W 1,2(Uj∩D2)

≤ C‖√ηjf‖W 1,2(D2)

≤ C(ηj)‖f‖W 1,2(D2). (9.16)
156



Nun de�nieren wir Pf dur
h
Pf := −

m∑

j=1

(P̃ [(
√
ηj · f) ◦Φj ])

∣∣∣
Φ−1

j (Uj∩D2)
◦ Φ−1

j

∣∣
Uj∩D2

√
ηj

= −
m∑

j=1

(P̃ vj) ◦ Φ−1
j

√
ηj . (9.17)

Dann gilt wegen √ηj ∈ C∞, Φj auf den jeweiligen Mengen C∞-Di�eomorphismus, also (P̃ vj) ◦ Φ−1
j ∈

C2(Uj ∩D2) und √ηj ∈ C∞
0 (Uj ∩D2), dass Pf ∈ C2(D2).Weiter folgt dann punktweise, dass

Pf |∂D2 = 0,
da Φ−1

j (∂D2 ∩ Uj) ⊆ {r = 0} × [0, 2π]. Zudem gilt
〈ν,∇(Pf)〉|∂D2 = −

∑

j

〈ν,∇√ηj〉 (P̃ vj)
∣∣∣∣
{r=0}×[0,2π]︸ ︷︷ ︸

=0

◦Φ−1
j −

∑

j

√
ηj〈ν,∇((P̃ vj) ◦ Φ−1

j )〉
∣∣∣∣
∂D2

= −
∑

j

√
ηj〈ν,∇((P̃ vj) ◦ Φ−1

j )〉
∣∣∣∣
∂D2

= −
∑

j

√
ηj〈ν,∇((P̃ vj) ◦ Φ−1

j )〉 ◦ Φj ◦ Φ−1
j

∣∣∣∣
∂D2

. (9.18)Nun gilt für h : D2 ∩ Uj ⊂ D2 → R, h ∈ C2(Uj) (bei uns h = (P̃ vj) ◦ Φ−1
j )

d

dr

∣∣∣∣
r=0

(h ◦ Φj) =
d

dr

∣∣∣∣
r=0

h ((1− r) cos(θ + cj), (1 − r) sin(θ + cj))

= − cos(θ + cj) hx − sin(θ + cj) hy

= −〈∇h (cos(θ + cj), sin(θ + cj)) ,




cos(θ + cj)

sin(θ + cj)


〉

= −〈∇h, x〉 ◦ Φj(0, θ)

= −〈ν,∇h〉 ◦ Φj(0, θ), (0, θ) ∈ Φ−1(Uj ∩D2

(9.19)
157



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGAlso gilt für h = (P̃ vj) ◦ Φ−1
j (wir bea
hten, dass ηj ≥ 0 also |ηj | = ηj)

〈ν,∇(Pf)〉
∣∣∣∣
∂D2

(9.18)
= −

∑

j

√
ηj〈ν,∇((P̃ vj) ◦ Φ−1

j )〉 ◦ Φj ◦ Φ−1
j

∣∣∣∣
∂D2

= −
∑

j

√
ηj〈ν,∇h〉 ◦ Φj

∣∣∣∣
r=0

◦ Φ−1
j

∣∣∣∣
∂D2(9.19)

= +
∑

j

√
ηj
d

dr
(h ◦ Φj)

∣∣∣∣
r=0

◦ Φ−1
j

∣∣∣∣
∂D2

=
∑

j

√
ηj
d

dr
((P̃ vj) ◦ Φ−1

j ◦ Φj)

∣∣∣∣
r=0

◦ Φ−1
j

∣∣∣∣
∂D2

=
∑

j

√
ηj

[
d

dr

∣∣∣∣
r=0

(P̃ vj)

]
◦ Φ−1

j

∣∣∣∣
∂D2(9.15)

=
∑

j

√
ηjvj

∣∣∣∣
r=0

◦ Φ−1
j

∣∣∣∣
∂D2(9.14)

=
∑

j

√
ηj(fj ◦Φj)

∣∣∣∣
r=0

◦ Φ−1
j

∣∣∣∣
∂D2(9.13)

=
∑

j

√
ηj
√
ηjf

∣∣∣∣
(∂D2)∩Uj

=
∑

j

ηjf

∣∣∣∣
(∂D2)∩Uj

= f

∣∣∣∣
∂D2

.Damit gilt also
〈ν,∇(Pf)〉 − f ≡ 0 auf ∂D2,und somit wegen 〈ν,∇(Pf)〉 − f ∈ C2(D2)

〈ν,∇(Pf)〉 − f ∈W 1,2
0 (D2).S
hlieÿli
h gilt no
h

‖Pf‖W 2,2(D2)

(9.17)
≤

∑

j

C(ηj ,Φj)‖P̃ vj‖W 2,2(Φ−1
j (Uj∩D2))(9.16)

≤ C̃‖f‖W 1,2(D2).Somit erhalten wir einen Operator P , der für f ∈ C∞(D2), wel
he in B 1
2
(0) konstant null sind, linear undstetig ist, und die geforderten Eigens
haft (P) besitzt.Um den Beweis fertigzustellen, benötigen wir also nur no
h die Existenz von P̃ auf [0, 1]× [0, 2π].� Nun sei also g ∈ C∞([0, 1]× [0, 2π]) und supp g⊂⊂[0, 1]× (π4 ,

7
4π).Wir de�nieren31

P̃ g := u,wobei u die Lösung von
{
ur − uθθ = g, auf [0, 1]× [0, 2π]

u = 0, auf {0} × [0, 2π], [0, 1]× {0} und [0, 1]× {2π}31P̃ besitzt also einen gröÿeren De�nitionsberei
h, als im vorherigen S
hritt gefordert, da g(r, θ) 6= 0 für r > 3
4
zugelassen ist. DieseVoraussetzung an g wurde im vorigen S
hritt benötigt, damit die Polarkoordinatentransformation ein Di�eomorphismus ist.158



Na
h [Eva98℄ Kapitel 7, Theorem 7, p. 367, sowie Theorem 6, Theorem 4 und Theorem 3 existiert32 genauein sol
hes u ∈ C∞([0, 1]× [0, 2π]), und es gibt ein C, so dass
‖u‖W 2,2((0,1)×(0,2π)) ≤ C‖g‖W 1,2((0,1)×(0,2π)).Dann ist P̃ linear (wegen der Eindeutigkeit) und wegen P̃ g ∈ C2([0, 1]× [0, 2π]) gilt punktweise

f = ur +△u in [0, 1]× [0, 2π],
△u = 0 für r = 0,und somit

f(0, θ) = ur für r = 0, θ ∈ [0, 2π].
2Mit diesem Ergebnis können wir eine stetige Transformation von beliebigen λ ∈ W 1,2(D2, so(m) ⊗ R2) zu

λ̃ ∈ W 1,2(D2, so(m) ⊗ R2) mit 〈ν, λ̃〉 ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)) konstruieren, und somit die Aussage von Lemma 9.2vers
härfen:9.6 Theorem (Uhlenbe
k)(vgl. [Uhl82℄, Lemma 2.7, Lemma 2.8)Sei33
E := W 1,2(D2, so(m)⊗ R2)Dann existiert ein γ > 0, so dass für alle ξ ∈ W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2, so(m)) mit
‖∇ξ‖L2(D2) < γein α > 0 und eine stetige Abbildung Qξ existiert

Qξ : E ∩ {λ : ‖λ‖W 1,2 < α} →W 2,2(D2, O(m)),mit Qξ(0) = I und
div(QTξ ∇Qξ +QTξ (∇⊥ξ + λ)Qξ) = 0 für alle λ mit ‖λ‖W 1,2 < α.Insbesondere existiert für jedes β > 0 ein α(β, ξ) > 0, so dass für alle λ ∈ E, ‖λ‖W 1,2 < α(β, ξ) (wir setzen

Qξ ≡ Qξ(λ))
div(QTξ ∇Qξ +QTξ (∇⊥ξ + λ)Qξ) = 0und

‖Qξ(λ) − I‖W 2,2 ≤ β.Weiter gilt, dass
〈ν,QTξ ∇Qξ +QTξ (∇⊥ξ + λ)Qξ〉 ∈ W 1,2

0 (D2,M(m)),für die Einheitsnormale ν an ∂D2, und
QTξ ∇Qξ +QTξ (∇⊥ξ + λ)Qξ ∈ so(m)⊗ R2 puntkweise fast überall in D2.Beweis. Wir wählen γ > 0 aus Lemma 9.2 und �xieren ein ξ ∈ W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2, so(m)) mit ‖∇ξ‖L2(D2) < γ.Dann erhalten wir die Behauptung aus Lemma 9.2 für ein α0 > 0 dur
h Setzen von Q̃(λ) ≡ Q̃ξ(λ) := eΨ(λ) füralle λ ∈ Ẽ mit ‖λ‖W 1,2 < α0, wobei wir wieder
Ẽ := {λ ∈ W 1,2

0 (D2, so(m)⊗ R2) | 〈ν, λ〉 ∈W 1,2
0 (D2, so(m))}de�nieren, da Ψ(λ) punktweise eine s
hiefsymmetris
he Matrix ist und somit eΨ(λ) punktweise eine orthogonaleMatrix ist.32Hier benötigt man, dass g ≡ 0 nahe {θ = 0} und {θ = 2π}, um die �
ompatibility 
onditions� aus [Eva98℄ Kapitel 7, Theorem 6zu erfüllen.33Wir bea
hten die s
hwä
heren Anforderungen an E bzw. λ im Verglei
h zu Ẽ aus Lemma 9.2.159



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGDa weiterhin die exp-Funktion na
h Lemma 8.9 in C1
(
W 2,2(D2, so(m)),W 2,2(D2, O(m))

) und Ψ(λ) na
h Lem-ma 9.2 zu der Klasse C1 gehört, ist au
h eΨ(·) eine C1-Funktion von Ẽ na
h W 2,2(D2, O(m)).Wir erhalten also für Q̃(λ) die Glei
hung
div(Q̃T ∇Q̃+ Q̃T (∇⊥ξ + λ)Q̃) = 0. (9.20)Zusätzli
h lässt si
h ür jedes β > 0 ein α(β, ξ) > 0 so wählen, dass für alle λ ∈ Ẽ mit ‖λ‖W 1,2 < α(β, ξ)folgendes gilt:
‖Q̃− I‖W 2,2 ≤ β, ‖Q̃T − I‖W 2,2 ≤ β.Unser Ziel ist es jetzt, für jedes λ ∈ E ein λ̃ ∈ Ẽ zu konstruieren, so dass wir eine stetige Abbildung Qξ ≡ Qmit den gewüns
hten Eigens
haften erhalten, falls λ hinrei
hend klein ist.Sei also ein λ ∈ W 1,2(D2, so(m) × R2) mit ‖λ‖W 1,2 < α0 gegeben. Wir wählen den stetigen linearen Operator

P aus dem ADN-Theorem 9.5 und setzen komponentenweise
U ≡ U(λ) := P (−〈ν, λ〉).Mit 〈ν, λ〉 ∈ W 1,2(D2,M(m)) ist U ∈W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2, so(m)) wohlde�niert, und es gilt
‖U‖W 2,2 ≤ C‖λ‖W 1,2 ,sowie

〈ν,∇U〉+ 〈ν, λ〉 ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)) komponententweise. (9.21)Da U ∈ W 2,2 ist also eU wohlde�niert, und λ 7→ eU(λ) ist eine C1-Abbildung (da P linear und stetig und somit

C∞-Abbildung ist).Wir de�nieren dann
λ̃ := e−U ∇eU + e−U λ eU + e−U ∇⊥ξ eU −∇⊥ξ. (9.22)Zuerst sehen wir, dass λ 7→ λ̃ eine stetige-Abbildung ist, da λ 7→ e±U(λ) von der Klasse C1 aufW 1,2(D2, so(m)⊗

R2) und ∇ wiederum eine C∞-Abbildung von W 2,2 na
h W 1,2, also λ 7→ λ̃ eine Abbildung ist, die si
h aus(verträgli
hen) Multiplikationen (da W 2,2 · W 1,2 →֒ W 1,2 stetig, vgl. Lemma 4.30) und Additionen von C1-Abbildungen zusammensetzt.Weiter re
hnen wir für Q̃ ≡ Q̃λ̃ ∈ O(m), R ≡ R(λ) := eU(λ) ∈ O(m) und Q(λ) ≡ Q := RQ̃ ∈ O(m)

Q̃T ∇Q̃+ Q̃T (∇⊥ξ + λ̃)Q̃

= Q̃T ∇Q̃+ Q̃T (∇⊥ξ +RT ∇R+RTλR +RT ∇⊥ξ R−∇⊥ξ)Q̃

= Q̃T∇Q̃+ Q̃T∇⊥ξQ̃+ (RQ̃)T∇(RQ̃)− (RQ̃)TR∇Q̃
+ (RQ̃)Tλ(RQ̃) + (RQ̃)T ∇⊥ξ (RQ̃)− Q̃T∇⊥ξ Q̃

= Q̃T∇Q̃− Q̃TRTR∇Q̃+ (RQ̃)T∇(RQ̃) + (RQ̃)T (∇⊥ξ + λ)(RQ̃)

= (RQ̃)T∇(RQ̃) + (RQ̃)T (∇⊥ξ + λ)(RQ̃)

= QT∇Q+QT (∇⊥ξ + λ)Q. (9.23)
Auÿerdem erhalten wir aus der Stetigkeit von λ 7→ λ̃, dass für kleines ‖λ‖W 1,2 au
h ‖λ̃‖W 1,2 klein wird. Wirwählen α ∈ (0, α0) so klein, dass für alle λ ∈W 1,2(D2, so(m)⊗ R2) mit ‖λ‖W 1,2 < α folgt, dass ‖λ̃‖W 1,2 < α0.Falls λ̃ punktweise fast überall ein Tensor in so(m)⊗ R2, ‖λ‖W 1,2 < α und

〈ν, λ̃〉 ∈W 1,2
0 (D2,M(m))erfüllt ist, so folgt mit Lemma 9.2 und der Re
hnung (9.23)

0
L.9.2
= div(Q̃T ∇Q̃+ Q̃T (∇⊥ξ + λ̃)Q̃)

(9.23)
= div(QT∇Q+QT (∇⊥ξ + λ)Q)und

QT∇Q+QT (∇⊥ξ + λ)Q ∈ so(m) punktweise fast überall in D2.Auÿerdem ist λ 7→ Q(λ) = R(λ)Q(λ̃) eine stetige Abbildung.160



Wir müssen also no
h zeigen, dass λ̃ ∈ Ẽ.Mit
RTR = I , λT = −λ und ξT = −ξgilt, dass λ̃ ∈ so(m)⊗ R2 punktweise fast überall:

λ̃T = (RT∇R)T + (RTλR)T + (RT (∇⊥ξ)R)T −∇⊥ξT

= (∇RT )R+RTλTR+RT∇⊥ξTR−∇⊥ξT

= (∇(RTR)−RT∇R)−RTλR −RT∇⊥ξR+∇⊥ξ

= −(RT∇R +RTλR+RT∇⊥ξR −∇⊥ξ)

= −λ̃.Wir zeigen no
h, dass 〈ν, λ̃〉 ∈ W 1,2
0 (D2, so(m)).Zunä
hst gilt mit Proposition 8.10, dass wegenU ∈W 1,2

0 ∩W 2,2(D2,M(m)) giltR−I = eU−I ∈W 1,2
0 (D2,M(m)),und ebenso RT − I = e−U − I ∈W 1,2

0 (D2,M(m)).Also erhalten wir wieder mit R = eU

RT 〈∇⊥ξ, ν〉R − 〈∇⊥ξ, ν〉 = (RT − I)〈∇⊥ξ, ν〉R+ 〈∇⊥ξ, ν〉(R − I) ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)),da (W 2,2 ∩W 1,2

0 ) ·W 1,2 ⊂W 1,2
0 na
h Lemma 4.28.Wir beweisen no
h

〈∇eU + λeU , ν〉 ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)).Wir betra
hten zunä
hst wieder Partialsummen:Es gilt

n∑

k=1

1

k!
∇(Uk) + λ

n∑

k=0

1

k!
Uk = ∇U + λ+

n∑

k=2

1

k!
∇(Uk) + λ

n∑

k=1

1

k!
Uk.Also gilt

〈ν,
n∑

k=1

1

k!
∇(Uk) + λ

n∑

k=0

1

k!
Uk〉 = 〈ν,∇U〉+ 〈ν, λ〉+

n∑

k=2

1

k!
{Uk−1, 〈ν,∇U〉}

+ 〈ν, λ〉
n∑

k=1

1

k!
Uk.Nun ist wegen (9.21)

〈ν,∇U〉+ 〈ν, λ〉 ∈ W 1,2
0 (D2, so(m)).Weiter gilt na
h Theorem 9.5, dass Uk−1 für k ≥ 2 in W 2,2 ∩W 1,2

0 liegt, und somit au
h (vgl. Lemma 4.28)
{Uk−1, 〈ν,∇U〉} ∈ W 1,2

0 (D2,M(m)),und ebenso ist Uk in W 2,2 ∩W 1,2
0 für k ≥ 1, also

〈ν, λ〉Uk ∈W 1,2
0 (D2,M(m)), k ≥ 1.Damit folgt, dass

〈ν,
n∑

k=1

1

k!
∇(Uk) + λ

n∑

k=0

1

k!
Uk〉 ∈ W 1,2

0 für alle n ∈ N.161



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGWeiter gilt für expn de�niert wie im Beweis zu Lemma 8.9
‖〈ν,

n∑

k=1

1

k!
∇(Uk) + λ

n∑

k=0

1

k!
Uk〉 − (〈ν,∇eU 〉+ 〈ν, λ〉eU )‖W 1,2

≤ C(‖
n∑

k=1

1

k!
∇(Uk)−∇eU‖W 1,2 + ‖〈ν, λ〉(eU −

n∑

k=0

1

k!
Uk)‖W 1,2

≤ C‖∇ expn(U)−∇ exp(U)‖W 1,2 + ‖ expn(U)− exp(U)‖W 2,2 ‖λ‖W 1,2

n→∞−−−−→ 0.Wegen der Abges
hlossenheit von W 1,2
0 gilt somit, dass

〈λ̃, ν〉 ∈W 1,2
0 (D2, so(m)).Damit haben wir den ersten Teil der Behauptung bewiesen.Wir zeigen no
h den letzten Teil der Behauptung, nämli
h, dass

〈ν,QT∇Q+QT (∇⊥ξ + λ)Q〉 ∈W 1,2
0 (D2,M(m)).Zunä
hst haben wir aus (9.23)

〈ν,QT∇Q+QT (∇⊥ξ + λ)Q〉 = 〈ν, Q̃T∇Q̃+ Q̃T (∇⊥ξ + λ̃)Q̃〉und
〈ν, λ̃〉 ∈W 1,2

0 (D2, so(m)).Weiter folgt na
h Theorem 4.31 aus ξ ∈W 2,2 ∩W 1,2
0

〈ν,∇⊥ξ〉 ∈W 1,2
0 (D2,M(m)).Zudem impliziert Proposition 8.10, dass Q̃(λ̃) = e−Ψ(λ̃) ∈W 2,2Neu(D2, O(m)). Daraus folgt na
h Theorem 4.32

〈ν, Q̃〉 ∈W 1,2
0 (D2).Zusammengesetzt ergibt dies

〈ν, Q̃T∇Q̃+ Q̃T (∇⊥ξ + λ̃)Q̃〉 = Q̃T 〈ν,∇Q̃〉︸ ︷︷ ︸
W

1,2
0

+Q̃T (〈ν,∇⊥ξ〉︸ ︷︷ ︸
W

1,2
0

+ 〈ν, λ̃〉︸ ︷︷ ︸
W

1,2
0

)Q̃,und somit ist die re
hte Seite in W 2,2 ·W 1,2
0 ⊂W 1,2

0 .Damit ist dieses Theorem vollständig bewiesen. 29.7 Lemma (Abs
hätzung für Zerlegung)(siehe [Riv07a℄, Lemma A.5, S.17)Es existiert ein C(m) > 0, ein ε(m) > 0, sowie ein δ > 0, so dass für jedes P ∈ W 2,2(D2, O(m)) und ξ ∈
W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2, so(m)) mit
∇⊥ξ = P−1∇P + P−1ΩP (9.24)für ein Ω ∈W 1,2(D2, so(m)⊗ R2) mit ∫

D2

|Ω|2 ≤ ε(m)falls zusätzli
h no
h gilt
‖∇P‖L2 + ‖ξ‖W 1,2 ≤ δ, (9.25)dann au
h34

‖ξ‖W 1,2 + ‖∇P‖L2 ≤ C(m) ‖Ω‖L2 (9.26)und
‖ξ‖W 2,2 + ‖∇P‖W 1,2 ≤ C(m) ‖Ω‖W 1,2 (9.27)erfüllt ist.34Für den Beweis von (9.26) rei
ht tatsä
hli
h s
hon die Bedingung ‖∇P‖L2 ≤ δ und (9.24).162



Beweis. Wegen
∇⊥ξ = P−1∇P + P−1ΩPfolgt

curl(∇⊥ξ) = curl(PT∇P + PTΩP ),also
△ξ = ∇⊥PT∇P + curl(PTΩP ).Wir betra
hten die Lösung v ∈ W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2,M(m)) von
{
△v = ∇⊥PT∇P in D2,
v = 0 auf ∂D2. (9.28)Dann gilt mit der Wente-Unglei
hung, Theorem 7.1, und der Poin
aré-Unglei
hung

‖v‖W 1,2 ≤ C‖∇v‖L2

T 7.1
≤ C‖∇PT ‖L2 ‖∇P‖L2. (9.29)Wegen PTΩP ∈W 1,2, da P, PT ∈W 2,2 wissen wir

∫

D2

curl(PTΩP )ϕ = −
∫

D2

PTΩP · ∇⊥ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2).Dies stellt ein lineares Funktional auf W 1,2

0 dar, und es gilt (wir bea
hten, dass wegen P , PT orthogonal gilt
|P | ≤ C) ∣∣∣∣

∫

D2

curl(PTΩP )ϕ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

D2

PTΩP · ∇⊥ϕ

∣∣∣∣

≤
∣∣PT

∣∣|P |‖Ω‖L2 ‖∇ϕ‖L2

≤ C‖Ω‖L2 ‖ϕ‖W 1,2 .Somit gilt
‖ curl(PTΩP )‖(W 1,2

0 )∗ ≤ C‖Ω‖L2. (9.30)Na
h Lemma 4.13 existiert dann (genau) eine Lösung w ∈W 1,2
0 (D2,M(m)) von

{
△w = curl(PTΩP ) in D2,
w = 0 auf ∂D2, (9.31)und es gilt

‖w‖W 1,2 ≤ C‖ curl(PTΩP )‖(W 1,2
0 )∗

(9.30)
≤ C‖Ω‖L2 . (9.32)Weiter gilt

△w +△v = △ξ in D2und ξ, w + v ∈W 1,2
0 (D2,M(m)). Daraus folgt

ξ = w + v in D2, (9.33)und somit gilt wegen (9.29) und (9.32)
‖ξ‖W 1,2 ≤ ‖w‖W 1,2 + ‖v‖W 1,2 ≤ C(‖Ω‖L2 + ‖∇PT ‖L2 ‖∇P‖L2). (9.34)Na
h Voraussetzung gilt ‖∇P‖L2 ≤ δ, und somit folgt

‖ξ‖W 1,2 ≤ C1δ‖∇P‖L2 + C1‖Ω‖L2. (9.35)Weiter gilt na
h Voraussetzung
∇⊥ξ

(9.24)
= PT∇P + PTΩP ,163



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGalso wegen PPT = I

∇P = −ΩP + P∇⊥ξ, (9.36)woraus die folgende Abs
hätzung folgt:
‖∇P‖L2 ≤ ‖ΩP‖L2 + ‖P∇⊥ξ‖L2

≤ ‖P‖L∞ ‖Ω‖L2 + ‖P‖L∞ ‖∇ξ‖L2

≤ C2(‖Ω‖L2 + ‖∇ξ‖L2). (9.37)Zusammengesetzt ergeben (9.35) und (9.37)
‖ξ‖W 1,2

(9.35)
≤ C1δ‖∇P‖L2 + C1‖Ω‖L2(9.37)
≤ C1δC2(‖Ω‖L2 + ‖∇ξ‖L2) + C1‖Ω‖L2

≤ C1(δC2 + 1)‖Ω‖L2 + C1C2δ‖∇ξ‖L2

≤ C1(δC2 + 1)‖Ω‖L2 + C1C2δ‖ξ‖W 1,2 . (9.38)
Für 0 < δ ≤ 1

2C1C2
gilt dann

‖ξ‖W 1,2 ≤ 2C1(δC2 + 1)‖Ω‖L2,also, wenn wir zusätzli
h δ ≤ 1 fordern,
‖ξ‖W 1,2 ≤ 2C1(C2 + 1)‖Ω‖L2. (9.39)Es ergibt (9.39) eingesetzt in (9.37)

‖∇P‖L2

(9.37)
≤ C2(‖Ω‖L2 + ‖∇ξ‖L2)(9.39)

≤ C2‖Ω‖L2 + C22C1(C2 + 1)‖Ω‖L2

= (C2 + C22C1(C2 + 1))‖Ω‖L2 . (9.40)Jetzt nur no
h (9.39) und (9.40) addiert, und es ergibt si
h
‖∇P‖L2 + ‖ξ‖W 1,2 ≤ C(m)‖Ω‖L2 ,für ein C(m) ≥ C2 + C22C1(C2 + 1) + 2C1(C2 + 1), also ist (9.26) gezeigt.Nun zur Abs
hätzung (9.27):Wegen P ∈ L∞, ∇P ∈W 1,2 ⊃ L4 und Ω ∈ W 1,2 ⊃ L4 gilt

curl(PTΩP ) = ∇⊥PT · Ω P + PT curlΩ P + PTΩ · ∇⊥P ∈ L2, (9.41)und deshalb gilt für w aus (9.31) na
h dem Satz von Friedri
hs, Theorem 4.18, die Abs
hätzung
‖w‖W 2,2

T.4.18
≤ C(‖△w‖L2 + ‖w‖L2)

≤ C(‖ curl(PTΩP )‖L2 + ‖w‖L2)(9.41)(9.32)
≤ C(‖∇⊥PT · Ω‖L2‖P‖L∞ + ‖P‖2L∞‖ curlΩ‖L2 + ‖P‖L∞‖Ω · ∇⊥P‖L2 + C‖Ω‖L2). (9.42)

164



Nun gilt in zwei Dimensionen, dass W 1,1 →֒ L2 (1 − 2
1 = 0− 2

2 ), also
‖∇⊥PT · Ω‖L2 ≤ C‖∇⊥PT · Ω‖W 1,1

≤ C(‖∇⊥PT ·Ω‖L1 + ‖(∇2PT ) · Ω‖L1 + ‖∇P · ∇Ω‖L1)

≤ C(‖∇P‖L2 ‖Ω‖L2 + ‖∇2P‖L2 ‖Ω‖L2 + ‖∇P‖L2 ‖∇Ω‖L2)

≤ C(‖∇P‖W 1,2‖Ω‖L2 + ‖∇P‖L2 ‖Ω‖W 1,2). (9.43)
Analog gilt

‖Ω · ∇⊥P‖L2 ≤ C(‖∇P‖W 1,2‖Ω‖L2 + ‖∇P‖L2 ‖Ω‖W 1,2). (9.44)Somit erhalten wir s
hlieÿli
h (wir bea
hten ‖Ω‖2L2 ≤ ε, ‖∇P‖L2 ≤ δ)
‖w‖W 2,2

(9.42)
≤ C(‖∇⊥PT ·Ω‖L2‖P‖L∞ + ‖P‖2L∞‖ curlΩ‖L2 + ‖P‖L∞‖Ω · ∇⊥P‖L2 + C‖Ω‖L2)(9.43)(9.44)
≤ C(‖∇P‖W 1,2‖Ω‖L2 + ‖∇P‖L2 ‖Ω‖W 1,2 + ‖Ω‖W 1,2)

≤ C(‖∇P‖W 1,2

√
ε+ (δ + 1)‖Ω‖W 1,2). (9.45)Für v aus (9.28) gilt mit dem Satz von Friedri
hs, Theorem 4.18, (wir bea
hten wieder die stetige Einbettung

W 1,1 →֒ L2)
‖v‖W 2,2

T.4.18
≤ C(‖△v‖L2 + ‖v‖L2)(9.29)
≤ C(‖∇PT ∇⊥P‖W 1,1 + ‖∇P‖2L2)

≤ C(2‖∇P‖W 1,2‖∇P‖L2 + ‖∇P‖2L2)

(9.46)Damit gilt wieder mit dem Satz von Friedri
hs (wir bea
hten: ‖∇P‖L2 ≤ δ)
‖ξ‖W 2,2

(9.33)
≤ C(‖△v‖L2 + ‖△w‖L2 + ‖ξ‖L2)(9.45)(9.46)
≤ C(‖∇P‖W 1,2δ + δ‖∇P‖L2 + ‖∇P‖W 1,2

√
ε+ (δ + 1)‖Ω‖W 1,2 + ‖ξ‖L2)(9.26)

≤ C(‖∇P‖W 1,2(δ +
√
ε) + (δ + C)‖Ω‖W 1,2). (9.47)Es gilt nun

‖∇P‖W 1,2 ≤ C(‖∇P‖L2 + ‖∇2P‖L2)(9.26)
≤ C(m)(‖Ω‖L2 + ‖∇2P‖L2). (9.48)S
hätze also no
h ‖∇2P‖L2 ab: Es gilt mit der Darstellung (9.36) von ∇P

∂i∇P
(9.36)
= ∂i(P∇⊥ξ)− ∂i(ΩP )

= (∂iP )∇⊥ξ + P ∂i∇⊥ξ − ∂iΩ P − Ω ∂iP ,also
‖∂i∇P‖L2 ≤ C(‖(∂iP )∇⊥ξ‖L2 + ‖P‖L∞‖∇2ξ‖L2 + ‖∇Ω‖L2‖P‖L∞ + ‖Ω∂iP‖L2)

≤ C(‖(∂iP )∇⊥ξ‖L2 + ‖ξ‖W 2,2 + ‖Ω‖W 1,2 + ‖Ω∂iP‖L2). (9.49)165



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGWir bea
hten nun, dass ∂iP∇⊥ξ und Ω∂iP komponentenweise in W 1,1 liegt, und W 1,1 →֒ L2 in zwei Dimen-sionen. Dann gilt
‖∂iP∇⊥ξ‖L2 ≤ C‖∂iP ∇⊥ξ‖W 1,1

≤ C(‖∂iP ∇⊥ξ‖L1 + ‖∇(∂iP ∇⊥ξ)‖L1)

≤ C(‖∇P‖L2 ‖ξ‖W 1,2 + ‖∇∂iP‖L2 ‖∇⊥ξ‖L2 + ‖∂iP‖L2 ‖∇2ξ‖L2)(9.25)
≤ C(δ‖ξ‖W 1,2 + ‖∇P‖W 1,2δ + δ‖ξ‖W 2,2)

≤ C(δ‖ξ‖W 2,2 + δ‖∇P‖W 1,2) (9.50)und
‖Ω ∂iP‖L2 ≤ C‖Ω ∂iP‖W 1,1

≤ C(‖Ω‖L2 ‖∂iP‖L2 + ‖∇(Ω ∂iP )‖L1)

≤ C(
√
ε‖∇P‖L2 + ‖∇Ω‖L2 ‖∂iP‖L2 + ‖Ω‖L2 ‖∇∂iP‖L2)(9.25)

≤ C(
√
ε‖∇P‖W 1,2 + δ‖Ω‖W 1,2 +

√
ε‖∇P‖W 1,2)

≤ C(
√
ε‖∇P‖W 1,2 + ‖Ω‖W 1,2). (9.51)

Folgli
h gilt, wenn wir (9.50) und (9.51) in (9.49) einsetzen, (wobei ε, δ ≤ 1 vorausgesetzt ist)
‖∂i∇P‖L2

(9.49)
≤ C(‖(∂iP )∇⊥ξ‖L2 + ‖ξ‖W 2,2 + ‖Ω‖W 1,2 + ‖Ω∂iP‖L2)

≤ C(δ‖ξ‖W 2,2 + δ‖∇P‖W 1,2 + ‖ξ‖W 2,2 + ‖Ω‖W 1,2 +
√
ε‖∇P‖W 1,2 + ‖Ω‖W 1,2)

≤ C((1 + δ)‖ξ‖W 2,2 + (δ +
√
ε)‖∇P‖W 1,2 + ‖Ω‖W 1,2)

≤ C(‖ξ‖W 2,2 + ‖Ω‖W 1,2 + (δ +
√
ε)‖∇P‖W 1,2).Mit (9.48) folgt dann

‖∇P‖W 1,2 ≤ C̃(‖ξ‖W 2,2 + ‖Ω‖W 1,2 + (δ +
√
ε)‖∇P‖W 1,2).Für ε und δ in Abhängigkeit von C̃ klein, erhalten wir also

‖∇P‖W 1,2 ≤ C(‖ξ‖W 2,2 + ‖Ω‖W 1,2).Dieses mit (9.47) zusammen ergibt
‖∇P‖W 1,2 + ‖ξ‖W 2,2 ≤ C(‖ξ‖W 2,2 + ‖Ω‖W 1,2) + ‖ξ‖W 2,2

≤ C1‖∇P‖W 1,2(δ +
√
ε) + C2‖Ω‖W 1,2 .Wählen wir δ und ε ggf. no
h kleiner, so erhalten wir s
hlieÿli
h

1

2
‖∇P‖W 1,2 +

1

2
‖ξ‖W 2,2 ≤ 1

2
‖∇P‖W 1,2 + ‖ξ‖W 2,2

≤ C̃2‖Ω‖W 1,2 .und somit
‖∇P‖W 1,2 + ‖ξ‖W 2,2 ≤ C(m)‖Ω‖W 1,2für eine gewisse Konstante C(m). Damit ist au
h (9.27) gezeigt und dieses Lemma bewiesen. 2166



9.8 Lemma (ni
htlineare Zerlegung für Ω ∈W 1,2)(siehe [Riv07a℄, Lemma A.4, S.16)Es existieren ε = ε(m), C(m) > 0, so dass für jedes Ω ∈W 1,2(D2, so(m)⊗ R2) mit
∫

D2

|Ω|2 ≤ ε(m)ein ξ ∈ W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2, so(m)) und ein P ∈W 2,2(D2, O(m)) existieren, so dass gilt

∇⊥ξ = PT ∇P + PTΩP (9.52)und die Abs
hätzungen
‖ξ‖W 1,2(D2) + ‖∇P‖L2(D2) ≤ C(m) ‖Ω‖L2(D2) (9.53)und
‖ξ‖W 2,2(D2) + ‖∇P‖W 1,2(D2) ≤ C(m) ‖Ω‖W 1,2(D2) (9.54)erfüllt sind.Beweis. Dieser Beweis folgt einer Kontinuitätsmethode. Wir de�nieren für no
h zu wählende Konstanten ε > 0,

C > 0 Uε,C als
Uε,C =





Ω ∈W 1,2(D2, so(m)⊗ R2) mit ∫
D2 |Ω|2 ≤ ε und so,dass ξ ∈W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2, so(m)) und P ∈ W 2,2(D2, O(m)) existierenso dass (9.52), (9.53), (9.54) erfüllt sind. 

Dann gelten folgende Eigens
haften:

⋆ S
hritt 1: Uε,C ist abges
hlossen in W 1,2:Sei dazu Ωk ∈ Uε,C und Ωk
k→∞−−−−→ Ω in W 1,2. Wir wählen zu den Ωk die Pk und ξk entspre
hend. Dann gilt mit(9.54) für k hinrei
hend groÿ
‖∇Pk‖W 1,2 + ‖∇ξk‖W 2,2 ≤ C‖Ωk‖W 1,2 ≤ 2C‖Ω‖W 1,2 . (9.55)Weiter gilt |Pk| ≤ C, da Pk ∈ O(m). Somit sind Pk und ξk in W 2,2 glei
hmäÿig bes
hränkt, und es existierteine s
hwa
h konvergente Teilfolge und ξ ∈W 2,2(D2,M(m)) sowie P ∈W 2,2(D2,M(m)) mit

ξk ⇀ ξ in W 2,2,
ξk

k→∞−−−−→ ξ in W 1,2und
Pk ⇀ P in W 2,2,

Pk
k→∞−−−−→ P in W 1,2.Wegen

0 = ξk + ξTk
k→∞−−−−→ ξ + ξTgilt ξ ∈ so(m) und wegen

‖PTk Pk − I‖L2 = ‖PTk Pk − PTP‖L2 ≤ ‖PTk (Pk − P )‖L2 + ‖(PTk − PT )P‖L2

≤ ‖Pk‖L∞ ‖Pk − P‖L2 + ‖Pk − P‖L2 ‖P‖L∞

≤ C ‖Pk − P‖L2 + C ‖Pk − P‖L2

k→∞−−−−→ 0gilt
I = PTP punktweise fast überall in D2,167



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGalso P ∈ O(m).Wegen der W 1,2-Konvergenz gilt au
h weiter
‖∇⊥ξk − PTk ∇Pk − PTk ΩkPk −∇⊥ξ − PT∇P − PTΩP‖L2

≤ ‖ξk − ξ‖W 1,2 + ‖PTk ∇Pk − PT∇P‖L2 + ‖PTk ΩkPk − PTΩP‖L2

k→∞−−−−→ 0,denn
ξk

k→∞−−−−→ ξ in W 1,2und (wir bea
hten |Pk| ≤ C, da Pk ∈ O(m))
‖Pk∇Pk − P∇P‖L2 ≤ ‖Pk(∇Pk −∇P )‖L2 + ‖(Pk − P )∇P‖L2

≤ C‖∇Pk −∇P‖L2 + ‖Pk − P‖W 1,2 ‖∇P‖W 2,2

k→∞−−−−→ 0,sowie (wir bea
hten ΩP ∈ W 1,2, da P ∈W 2,2, siehe Lemma 4.30)
‖PTk ΩkPk − PTΩP‖L2 ≤ ‖PTk (ΩkPk − ΩP )‖L2 + ‖(PTk − PT )ΩP‖L2

≤ C‖ΩkPk − ΩP‖L2 + ‖PTk − PT ‖W 1,2 ‖ΩP‖W 1,2

≤ C‖Ωk(Pk − P )‖L2 + ‖(Ωk − Ω)P‖L2 + ‖PTk − PT ‖W 1,2 ‖ΩP‖W 1,2

≤ C‖Ωk‖W 1,2‖Pk − P‖W 1,2 + C‖(Ωk − Ω)‖L2 + ‖PTk − PT ‖W 1,2 ‖ΩP‖W 1,2

k→∞−−−−→ 0.Weiter gilt wegen der L2-Konvergenz von Ωk, dass
∫

D2

|Ω|2 ≤ εAlso liegt Ω ∈ Uε,C , da si
h die Abs
hätzung (9.54) wegen der Unterhalbstetigkeit der Norm bezügli
h s
hwa
herKonvergenz überträgt und (9.53) wegen der starken Konvergenz erhalten bleibt.
⋆ S
hritt 2: Es existiert ein C(m) und ein ε > 0, so dass für jedes Ω mit ∫

D2 |Ω|2 < ε (wir bea
hten diestrikte Unglei
hung), eine o�ene Umgebung von Ω in W 1,2(D2, so(m)⊗R2) in Uε,C enthalten ist, d.h. es exis-tiert ein δ > 0, so dass für alle Ω′ ∈W 1,2(D2, so(m)⊗ R2) mit ‖Ω′ − Ω‖W 1,2 ≤ δ au
h Ω′ ∈ Uε,C gilt.Wir wählen f��ir C die Konstante C(m) aus Lemma 9.7, ξ und P zu Ω, wel
he (9.52), (9.53) und (9.54) erfüllenund ε = ε(C(m)) zunä
hst so klein, dass
C(m)‖Ω‖L2 ≤ C(m)

√
ε ≤ γwobei γ die S
hranke aus dem Uhlenbe
k-Theorem, Theorem 9.6, sei; d.h. wir wählen ε > 0 hinrei
hend klein,so dass mit (9.53) insbesondere

‖∇ξ‖L2 ≤ γ.Dann existiert na
h dem Uhlenbe
k-Satz, Theorem 9.6 für alle hinrei
hend kleinen λ ∈ W 1,2(D2, so(m)⊗R2)eine Abbildung Qλ := Qξ(λ) ∈ W 2,2(D2, O(m)), so dass komponentenweise
div(QTλ ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ) = 0 in D2.Dabei ist die Abbildung

λ 7→ Qλ168



stetig, und es existiert insbesondere für jedes β > 0 ein α = α(β, ξ), so dass
‖Qλ − I‖W 2,2 ≤ β für alle λ mit ‖λ‖W 1,2 < α(β, ξ). (9.56)Zusätzli
h gilt komponentenweise
〈ν,QTλ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ〉 ∈ W 1,2

0 (D2,M(m)). (9.57)Damit existiert na
h Theorem 5.19(i) ein eindeutiges Γλ ∈ W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2,M(m)) mit

∇⊥Γλ = QTλ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ.Nun gilt na
h Anwendung von Theorem 4.31 auf die einzelnen Komponenten von ξ
〈ν,∇⊥ξ〉 ∈W 1,2

0 (D2,M(m)), (9.58)da ξ ∈W 1,2
0 ∩W 2,2. Mit

div(QTλ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ −∇⊥ξ) = 0und aus (9.57) und (9.58)
〈ν,QTλ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ −∇⊥ξ〉 ∈ W 1,2

0 (D2,M(m))existiert na
h Theorem 5.19(i) eine eindeutige Stammfunktion G ∈ W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2,M(m)) mit

∇⊥G = QTλ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ −∇⊥ξund
‖G‖W 2,2 ≤ C‖QTλ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ −∇⊥ξ‖W 1,2 .Wegen der Eindeutigkeit, Γλ − ξ ∈ W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2,M(m)) und
∇⊥(Γλ − ξ) = QTλ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ −∇⊥ξ,folgt daraus G = Γλ − ξ und somit erhalten wir die Abs
hätzung

‖Γλ − ξ‖W 2,2 ≤ C‖QTλ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ −∇⊥ξ‖W 1,2 . (9.59)Nun gilt
QTλ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ −∇⊥ξ

= QTλ∇(Qλ − I) + (Qλ − I)T (∇⊥ξ) Qλ +QTλλQλ +∇⊥ξ (Qλ − I).Mit Qλ ∈ O(m) punktweise fast überall, also |Qλ| ≤ C̃ unabhängig von λ, folgt
‖QTλ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ −∇⊥ξ‖L2 ≤ C̃‖Qλ − I‖W 1,2 + 2‖Qλ − I‖W 1,2‖ξ‖W 2,2C̃ + C̃2‖λ‖L2

≪ 1 für ‖λ‖W 1,2 hinrei
hend klein na
h (9.56)und
‖∇[QTλ∇Qλ+QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ −∇⊥ξ]‖L2

≤ ‖∇Qλ‖L4 ‖∇(Qλ − I)‖L4 + C̃‖Qλ − I‖W 2,2 + ‖∇(Qλ − I)‖W 1,2 ‖∇ξ‖W 1,2C̃

+ ‖Qλ − I‖L∞C̃‖∇2ξ‖L2 + ‖Qλ − I‖L∞ ‖∇⊥ξ‖L4 ‖∇Qλ‖L4 + 2C̃‖∇Qλ‖W 1,2‖λ‖L4

+ C̃2‖∇λ‖L2 + ‖∇2ξ‖L2‖Qλ − I‖L∞ + ‖∇ξ‖L4‖∇(Qλ − I)‖L4

≪ 1′ für ‖λ‖W 1,2 hinrei
hend klein na
h (9.56).Für alle β > 0 existiert also ein α(β,Ω) > 0, so dass für jedes λ ∈ W 1,2(D2, so(m)) mit ‖λ‖W 1,2 < α(β,Ω) gilt,dass ein Γλ ∈ W 2,2 ∩W 1,2
0 existiert, sodass

∇⊥Γλ = QTλ ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ in D2169



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGund zusammen mit (9.56) und (9.59) die Abs
hätzung
‖Qλ − I‖W 2,2 + ‖Γλ − ξ‖W 2,2

(9.56)(9.59)
≤ β. (9.60)Weiter gilt Γλ ∈ so(m) punktweise, da na
h Theorem 9.6

QTλ ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ ∈ so(m)⊗ R2und die Stammfunktion komponentenweise bere
hnet wurde.Setzen wir für ∇⊥ξ die vorausgesetzte Darstellung aus (9.52) ein, so erhalten wir
∇⊥Γλ = QTλ ∇Qλ +QTλ (∇⊥ξ + λ)Qλ

= QTλ ∇Qλ +QTλ (PT∇P + PTΩP + λ)Qλ

= QTλ ∇Qλ + (PQλ)
T (∇P )Qλ + (PQλ)

T (Ω + PλPT )(PQλ)

= QTλ ∇Qλ + (PQλ)
T∇(PQλ)− (PQλ)

TP∇Qλ + (PQλ)
T (Ω + PλPT )(PQλ)

= QTλ∇Qλ −QTλPTP∇Qλ + (PQλ)
T∇(PQλ) + (PQλ)

T (Ω + PλPT )(PQλ)

= PTλ ∇Pλ + PTλ (Ω + PλPT )Pλ,wobei
Pλ := PQλ ∈ O(m).Wir bea
hten, dass für λ ∈ so(m)

(PTλP )T = PTλTP = −PTλP ,also PTλP ∈ so(m).Setzen wir für µ ∈ W 1,2(D2, so(m)⊗ R2)
λµ := PTµP ,dann gilt

‖λµ‖W 1,2 ≤ ‖PTµP‖L2 + ‖∇(PTµP )‖L2

≤ C̃‖µ‖L2 + 2C̃‖∇P‖W 1,2‖µ‖L4 + 2C̃‖∇µ‖L2

≤ C(1 + ‖∇P‖W 1,2) ‖µ‖W 1,2 ,und es folgt, dass für alle α > 0 ein η > 0 existiert, so dass für alle
‖µ‖W 1,2 < ηgilt
‖λµ‖ < α,und daher ein ξµ := Γλµ

, ξµ ∈W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2, so(m)), ein Rµ := PQλµ

∈ W 2,2(D2, O(m)) existiert, so dass
∇⊥ξµ = RTµ∇Rµ +RTµ (Ω + µ)Rµund den Abs
hätzungen
‖Qλµ

− I‖W 2,2 + ‖ξµ − ξ‖W 2,2 ≤ β. (9.61)Nun gilt
Qλµ

− I = PT (Rµ − P )und somit
‖Rµ − P‖W 2,2 ≤ C(P )‖Qλµ

− I‖W 2,2 ≤ C(P )β.170



Damit ergibt si
h s
hlieÿli
h die folgende Aussage:Für alle ρ > 0 existiert ein σ > 0, so dass für alle µ ∈W 1,2(D2, so(m)⊗ R2) mit
‖µ‖W 1,2 ≤ σ (9.62)ein ξµ ∈W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2, so(m)) und ein R ≡ Rµ ∈ W 2,2(D2, O(m)) existiert, so dass
∇⊥ξµ = RTµ∇Rµ +RTµ (Ω + µ)R in D2und mit der Abs
hätzung
‖R− P‖W 2,2 + ‖ξµ − ξ‖W 2,2

(9.61)(9.62)
< ρ.Nun gilt na
h Voraussetzung

‖∇P‖L2 + ‖ξ‖W 1,2 ≤ C(m)‖Ω‖L2 ≤ C(m)
√
ε.Dann gilt, für β < √ε, dass

‖∇R‖L2 + ‖ξµ‖W 1,2 ≤ ‖∇R−∇P‖L2 + ‖ξµ − ξ‖W 1,2 + ‖∇P‖L2 + ‖ξ‖W 1,2

≤ √
ε+ C

√
ε

≤ (1 + C)
√
ε.Weiter erfüllt Ω + µ für ‖µ‖W 1,2 klein genug, dass

∫
|Ω + µ|2 < ε,da ∫

D2

|Ω|2 < ε.Wir wählen ε ggf. no
h kleiner, so dass die Voraussetzungen von Lemma 9.7 für R, ξµ und Ω + µ erfüllt sind.Dann folgen aus Lemma 9.7 die Abs
hätzungen (wir bea
hten, dass C(m) aus Lemma 9.7 gewählt wurde)
‖∇R‖L2 + ‖ξµ‖W 1,2 ≤ C(m)‖Ω + µ‖L2und

‖∇R‖W 1,2 + ‖ξµ‖W 2,2 ≤ C(m)‖Ω + µ‖W 1,2 ,also erfüllt Ω+µ die (Un-)Glei
hungen (9.52), (9.53) und (9.54) für alle µ ∈ W 1,2(D2, so(m)⊗R2) mit ‖µ‖W 1,2hinrei
hend klein.
⋆ S
hritt 3: Wir wenden ein Kontinuitätsargument an, um den Beweis abzus
hlieÿen.Sei Ω ∈ W 1,2(D2, so(m)⊗ R2) und für das nun gewählte ε > 0 gelte

∫

D2

|Ω|2 < ε.Wir de�nieren
Ωt(x) := tΩ(x).Dann gilt für 0 ≤ t ≤ 1

Ωt ∈W 1,2(D2, so(m)× R2)und ∫
|Ωt|2 ≤

∫
t2|Ω|2 ≤ 1

∫

D2

|Ω|2 < ε,sowie
‖Ωt − Ωt′‖W 1,2 = |t− t′|‖Ω‖W 1,2 für alle 0 ≤ t, t′ ≤ 1. (9.63)171



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGWeiter gilt (für P ≡ I und ξ ≡ 0)
Ω0 ≡ 0 ∈ Uε,C .Wir de�nieren nun

t0 := inf{t ∈ [0, 1], Ωt 6∈ Uε,C}.Zunä
hst gilt
t0 > 0,denn na
h dem vorherigen Teil, wegen (9.63) und wegen

∫

D2

0 = 0 < εexistiert ein t̃ > 0, so dass Ωt ∈ Uε,C für alle 0 ≤ t < t̃. Es folgt
t0 ≥ t̃ > 0.Nun gilt also

Ωt ∈ Uε,C für alle t < t0,und es gilt
‖Ωt − Ωt0‖W 1,2 = (t0 − t)‖Ω‖W 1,2 → 0 für t→ t0, t < t0.Also gilt mit der Abges
hlossenheit von Uε,C , dass

Ωt0 ∈ Uε,C .Angenommen t0 < 1, dann gilt
∫

D2

|Ωt0 |2 = (t0)
2

∫

D2

|Ω|2 < 1

∫

D2

|Ω|2 < ε.Dann existiert wegen (9.63) und S
hritt 2 ein η > 0, so dass für alle |t− t0| < η gilt
Ωt ∈ Uε,C .Damit gilt aber, dass jedes t̃ > 0 mit
Ωt̃ 6∈ Uε,Cgilt ∣∣t0 − t̃
∣∣ ≥ η > 0,was einen Widerspru
h zu der Wahl von t0 = inf{t̃} darstellt.Somit muss t0 ≥ 1 und es gilt

Ω1 = Ω ∈ Uε,C .Also gilt für δ := ε
2 , dass für alle Ω ∈W 1,2(D2, so(m)⊗ R2) mit

∫

D2

|Ω|2 ≤ δ < εgilt, dass ξ und P wie gewüns
ht existieren.Damit ist das Lemma bewiesen. 2Nun wenden wir ein Kompaktheitsargument an, um dieses Ergebnis auf Ω ∈ L2(D2, so(m)⊗R2) zu übertragen.9.9 Lemma (ni
htlineare Hodge-Zerlegung für Ω ∈ L2)(vgl. [Riv07a℄, Lemma A.3, S.15)Es existiert ein ε(m) > 0 und ein C(m) > 0, so dass für alle Ω ∈ L2(D2, so(m)⊗ R2) mit
∫

D2

|Ω|2 ≤ ε(m)ein ξ ∈ W 1,2
0 (D2, so(m)) und ein P ∈ W 1,2(D2, O(m)) existieren, so dass

∇⊥ξ = PT∇P + PTΩP punktweise fast überall in D2 (9.64)und
‖ξ‖W 1,2(D2) + ‖∇P‖L2 ≤ C(m) ‖Ω‖L2(D2).172



Beweis. Wir wählen ε ≡ ε(m) so klein, dass 2ε die kleine Konstante aus Lemma 9.8 ist. Sei Ω ∈ L2(D2, so(m)⊗
R2) mit ∫

D2

|Ω|2 ≤ ε.Wir approximieren Ω dur
h Ωk ∈ W 1,2(D2, so(m)⊗ R2) mit
‖Ω− Ωk‖L2(D2)

k→∞−−−−→ 0und
‖Ωk‖L2 ≤

√
2‖Ω‖L2 für alle k ∈ N.Dann erfüllt Ωk die Voraussetzung von Lemma 9.8 und folgli
h existieren ξk ∈ W 2,2 ∩W 1,2

0 (D2, so(m)) und
Pk ∈W 2,2(D2, O(m)) mit

∇⊥ξk = PTk ∇Pk + PTk ΩkPk in D2und
‖ξk‖W 1,2 + ‖∇Pk‖L2 ≤ C(m)

√
2‖Ω‖L2.Die glei
hmäÿige Bes
hränktheit35 impliziert die Existenz einer s
hwa
h konvergenten Teilfolge von ξk bzw. Pkgegen ξ ∈ W 1,2

0 (D2,M(m))36 bzw. P ∈ W 1,2(D2,M(m)) mit starker Konvergenz in L2(D2,M(m)), wobei wirdie Folge wieder mit k →∞ indizieren. Man folgert
‖PTP − I‖L1 = ‖PTP − PTk Pk‖L1

≤ ‖PT (P − Pk)‖L1 + ‖(PT − PTk )Pk‖L1

≤ C(‖P‖L2‖P − Pk‖L2 + ‖P − Pk‖L2‖Pk‖L2)

k→∞−−−−→ 0,also haben wir
PTP = I punktweise fast überall in D2,und wir s
hlieÿen P ∈ W 1,2(D2, O(m)). Weiterhin haben wir
‖ξT + ξ‖L2 = ‖ξT + ξ − (ξTk + ξk)‖L2

≤ 2‖ξ − ξk‖L2
k→∞−−−−→ 0,woraus folgt

ξT = −ξ punktweise fast überall in D2,also ist ξ ∈W 1,2
0 (D2, so(m)). Wir wissen, dass ∇Pk s
hwa
h in L2 konvergiert, und erhalten mit der s
hwa
henUnterhalbstetigkeit der Norm

‖∇P‖L2 ≤ lim inf
k→∞

‖∇Pk‖L2 .Daraus ergibt si
h die Abs
hätzung
‖∇P‖L2(D2) + ‖ξ‖W 1,2 ≤ lim inf

k→∞
(‖∇Pk‖L2(D2) + ‖ξk‖W 1,2)

≤ C‖Ω‖L2.Nun zeigen wir die Glei
hung (9.64), genauer beweisen wir für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2)

∫

D2

(∇⊥ξ − PT∇P − PTΩP )ϕ =

∫

D2

[(∇⊥ξ − PT∇P − PTΩP )− (∇⊥ξk − PTk ∇Pk − PTk ΩkPk)]ϕ

k→∞−−−−→ 0. (9.65)35Wir benutzen, dass P in L2 wegen der Orthogonalität glei
hmäÿig bes
hränkt ist.36wir bea
hten, dass W 1,2
0 (D2) ein Hilbert-Raum ist. 173



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNGDazu beoba
hten wir als erstes, dass
ξ − ξk 7→

∫

D2

(∇⊥ξ −∇⊥ξk)ϕein stetiges, lineares Funktional auf W 1,2
0 (D2, so(m)) ist, so dass wegen der s
hwa
hen Konvergenz
∫

D2

(∇⊥ξ −∇⊥ξk)ϕ
k→∞−−−−→ 0.Weiterhin ist

Pk∇Pk − P∇P = (Pk − P )∇Pk + P (∇Pk −∇P ),und es gilt wegen Pk k→∞−−−−→ P in L2(D2,M(m))

∣∣∣∣
∫

D2

(Pk − P )∇Pkϕ
∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖L∞ ‖Pk − P‖L2 ‖∇Pk‖L2

≤ ‖ϕ‖L∞ ‖Pk − P‖L2C(Ω)

k→∞−−−−→ 0.Mit Pϕ ∈W 1,2
0 (D2,M(m)) erhalten wir auÿerdem

∣∣∣∣
∫

D2

(Pϕ)(∇Pk −∇P )

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

D2

∇(Pϕ)(Pk − P )

∣∣∣∣

≤ ‖∇(Pϕ)‖L2‖Pk − P‖L2

≤ C‖P‖W 1,2‖ϕ‖C1 ‖Pk − P‖L2

k→∞−−−−→ 0.Es verbleibt uns nur no
h der Term ∫

D2

(PTΩP − PTk ΩkPk)ϕ.Für eine weitere Teilfolge k →∞ haben wir punktweise PTΩP − PTk ΩkPk
k→∞−−−−→ 0 und auÿerdem

∣∣PTΩP − PkΩkPk
∣∣ ≤ C(|Ω|+ |Ωk|) ∈ L1(D2).Mit dem Satz über die majorisierte Konvergenz erhalten wir dann (9.65). Wir haben also gezeigt, dass

∫

D2

(∇⊥ξ − PT∇P − PTΩP )ϕ = 0 für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2),und mit dem Fundementallemma der Variationsre
hnung folgt

∇⊥ξ = PT∇P + PTΩP punktweise fast überall in D2.
2
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10. Erhaltungssätze und StetigkeitNun wollen wir den Beweis aus [Riv07a℄, Theorem I.1, vorführen: Für u ∈ W 1,2(D2,Rm) mit △u = Ω · ∇u in
D2 für ein Ω ∈ L2(D2, so(m)× R2) folgt u ∈ C0(D2,Rm).Dazu zerlegen wir Ω zunä
hst dur
h A ∈ W 1,2 ∩ L∞(Ω, GL(m)) und B ∈ W 1,2(D2,M(m)), so dass ∇A −
AΩ = ∇⊥B (Theorem 10.4; Theorem I.4 in [Riv07a℄), zeigen dann, dass daraus der Erhaltungssatz div(A∇u−
B∇⊥u) = 0 folgt (Theorem 10.7; Theorem I.3 in [Riv07a℄) und s
hlieÿen daraus die Behauptung mithilfe einerlinearen Hodge-Zerlegung und mit Hilfsmitteln aus der Harmonis
her Analysis (Theorem 10.8; Theorem I.1 in[Riv07a℄).10.1. Dekomposition von s
hiefsymmetris
hen S
hnittenIn diesem Abs
hnitt zerlegen wir Ω ∈ L2(D2, so(m) ⊗ R2) mit kleiner L2-Norm, so dass ∇A − AΩ = ∇⊥B.Dazu benötigen wir zunä
hst einige Zwis
henresultate.10.1 Lemma (Eindeutigkeit der Lösung für Di�erentialglei
hung erster Ordnung)(vgl. [Riv07a℄, Lemma A.2)Es existiert ein ε(m) > 0, so dass für alle P ∈W 1,2(D2, O(m)) mit

‖∇PT ‖L2 = ‖∇P‖L2 ≤ ε(m) (10.1)
C ≡ 0 die einzige Lösung C ∈ W 1,2

0 (D2,M(m)) von
div(∇CPT ) = 0 in D2.Das heiÿt, ist (10.1) erfüllt, C ∈W 1,2

0 (D2,M(m)) und gilt
∫

D2

∇C PT · ∇ϕ = 0 für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2),dann ist C ≡ 0.Beweis. Sei C ∈ W 1,2

0 (D2,M(m)), div(∇C PT ) = 0 und P ∈W 1,2(D2, O(m)). Wegen der Orthogonalität von
P gilt P ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2, O(m)). Dann existiert mit der linearen Hodge-Zerlegung, genauer na
h Korollar5.21 und Bemerkung 5.22, ein D ∈ W 1,2(D2), ∫

D2D = 0 mit
∇C PT = ∇⊥D punktweise fast überall in D2,also au
h

∇C = (∇⊥D) P . (10.2)Weiter gilt für D na
h Korollar 5.21 die s
hwa
he partielle Di�erentialglei
hung




△D = −∇⊥C · ∇PT in D2,
∂
∂ν
D = 0 auf ∂D2,∫

D2D = 0,und aus der Wente-Unglei
hung, Theorem 7.1, folgt
‖∇D‖L2

T 7.1
≤ C0‖∇C‖L2 ‖∇P‖L2(10.1)
≤ C0ε‖∇C‖L2. (10.3)Andererseits gilt für alle ϕ ∈ C∞

0 (D2) wegen (10.2)
∫

D2

∇C · ∇ϕ (10.2)
=

∫

D2

∇⊥D · ∇ϕ P

=

∫

D2

∇⊥D · ∇(Pϕ) −
∫

D2

∇⊥D · ∇P ϕ

P 4.22
= 0−

∫

D2

∇⊥D · ∇Pϕ,175



10 ERHALTUNGSSÄTZE UND STETIGKEITda aus suppϕ⊂⊂D2 folgt, dass Pϕ ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)).Also gilt s
hwa
h {
△C = ∇⊥D · ∇P in D2,
C = 0 auf ∂D2,und mit der Wente-Unglei
hung, Theorem 7.1, folgt

‖∇C‖L2

T 7.1
≤ C0 ‖∇D‖L2 ‖∇P‖L2(10.1)
≤ C0ε‖∇D‖(10.3)
≤ C2

0ε
2‖∇C‖L2 ,und wir s
hlieÿen für ε := 1

2C0(m)

∇C = 0.Wegen C ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)) impliziert das

C ≡ 0.
210.2 Lemma (Zwis
henresultat: Stammfunktion)Seien für k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, ein a und αk ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2) gegeben, mit approximierenden Folgen (am)m,

(αkm)m ⊂W 2,2Neu(D2), so dass am m→∞−−−−→ a und αkm m→∞−−−−→ αk in W 1,2 ∩L∞. Seien weiter ξk, bk ∈W 1,2
0 (D2) und

pk ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2).Wir betra
hten h ∈ L2(D2,R2) mit
h := ∇a+ αk ∇⊥ξk +∇⊥bk pk.Angenommen es gilt ∫

D2

h · ∇ϕ = 0 für alle ϕ ∈ C∞(D2), (10.4)dann existiert ein C ∈ W 1,2
0 (D2) mit

h = ∇⊥C.Beweis. Der Übersi
ht halber nehmen wir n = 1 an. Da die Struktur von α∇⊥ξ und ∇⊥b p ähnli
h ist,betra
hten wir den Fall b = 0, p = 0. Weiterhin nehmen wir a = α an. Man kann einfa
h veri�zieren, dass dasfolgende Argument au
h für die ursprüngli
he Behauptung gilt.Wir betra
hten also
h := ∇a+ a ∇⊥ξfür a ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2) und ξ ∈ W 1,2

0 (D2), und es sei (10.4) erfüllt. Wir approximieren ξ dur
h ξm ∈ C∞
0 (D2)und setzen

hm := ∇am + a∇⊥ξm ∈W 1,2(D2).Es gilt für die äuÿere Einheitsnormale ν an ∂D2

〈hm, ν〉 = 〈∇am, ν〉+ a 〈∇⊥ξm, ν〉 ∈W 1,2
0 (D2), (10.5)denn� 〈∇am, ν〉 ∈W 1,2

0 (D2) na
h Theorem 4.32, da am ∈ W 2,2Neu(D2) und� wegen supp(〈∇⊥ξm, ν〉)⊂⊂D2 gilt au
h
supp(a〈∇⊥ξm, ν〉)⊂⊂D2.176



10.1 Dekomposition von s
hiefsymmetris
hen S
hnittenWeiter gilt
div(hm) = △am +∇a · ∇⊥ξm punktweise fast überall in D2,

∫

D2

△am P 4.22
= 0und ∫

D2

∇a · ∇⊥ξm
P 4.22
= 0.Also erhalten wir ∫

D2

div(hm) = 0.Folgli
h existieren na
h Theorem 5.19, Fall (β), Gm ∈ W 2,2 ∩W 1,2
0 (D2) und Fm ∈ W 2,2Neu(D2) mit ∫

D2Fm = 0,so dass
hm = ∇Fm +∇⊥Gm in D2. (10.6)Zudem haben wir die Abs
hätzung

‖Fm − Fm′‖W 1,2 + ‖Gm −Gm′‖W 1,2 ≤ C‖hm − hm′‖L2 . (10.7)Nun gilt
‖∇(am − am′)‖L2

m,m′→∞−−−−−−→ 0und
‖a ∇⊥ξm − a ∇⊥ξm′‖L2 ≤ ‖a‖L∞ ‖∇(ξm − ξm′)‖L2

m,m′→∞−−−−−−→ 0.Also folgt zusammengesetzt
‖hm − hm′‖L2

m,m′→∞−−−−−−→ 0.Damit sind (Gm)m, (Fm)m wegen (10.7) Cau
hy-Folgen in W 1,2
0 (D2) bzw. W 1,2(D2), und wir �nden Grenz-werte G ∈W 1,2

0 (D2), F ∈W 1,2(D2) mit ∫
D2F = 0. Die Glei
hung (10.6) überträgt si
h, das heiÿt es gilt
h = ∇⊥G+∇F in D2.Weiterhin haben wir für alle ϕ ∈ C∞(D2)

∣∣∣∣
∫

D2

∇F · ∇ϕ
∣∣∣∣ ≤ ‖∇F −∇Fm‖L2 ‖∇ϕ‖L2 +

∣∣∣∣
∫

D2

∇Fm · ∇ϕ
∣∣∣∣und wegen Fm ∈W 2,2Neu und (10.5)

∫

D2

∇Fm · ∇ϕ
W

2,2Neu= −
∫

D2

△Fm ϕ

= −
∫

D2

div(∇Fm) ϕ(10.6)
= −

∫

D2

div(hm) ϕ

L.4.5(10.5)
=

∫

D2

hm ∇ϕ

=

∫

D2

(hm − h) · ∇ϕ+

∫

D2

h · ∇ϕ
︸ ︷︷ ︸(10.4)

= 0

m→∞−−−−→ 0.Es gilt also ∫

D2

∇F · ∇ϕ = 0 für alle ϕ ∈ C∞(D2),177



10 ERHALTUNGSSÄTZE UND STETIGKEITund wegen F ∈ W 1,2 und ∫
D2F = 0 folgt mit der Eindeutigkeit für die Lösung von PDEs mit homogenenNeumann-Randwerten aus Lemma 4.14, dass

F ≡ 0.Somit haben wir eine Darstellung
h = ∇⊥G in D2für ein G ∈ W 1,2

0 (D2) gefunden. 210.3 Lemma (Zwis
henresultat: Lösung eines PDE-Systems)Sei Λ > 0. Es existiert ein γ0 = γ0(m,Λ) > 0 und eine Konstante C = C(m,Λ), so dass für alle 0 < γ < γ0 gilt:Für alle ξ ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)), P ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2,M(m)) mit ‖P‖L∞ ≤ Λ und der Abs
hätzung

‖ξ‖W 1,2 + ‖∇P‖L2 ≤ γ (10.8)gibt es ein A ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2,M(m)) mit ∫
D2A = 0 und ein B ∈ W 1,2

0 (D2,M(m)), so dass s
hwa
h gilt:




△A = ∇A · ∇⊥ξ +∇⊥B · ∇P in D2,
∂
∂ν
A = 0 auf ∂D2,∫

D2A = 0, (10.9)d.h. es gilt ∫

D2

∇A · ∇ϕ = −
∫

D2

(∇A · ∇⊥ξ +∇⊥B · ∇P )ϕ für alle ϕ ∈ C∞(D2).Weiterhin ist {
△B = −∇⊥A · ∇PT − div(A∇ξPT )− div(∇ξ PT ) in D2,
B = 0 auf ∂D2, (10.10)also

∫

D2

∇B · ∇ϕ =

∫

D2

∇⊥A · ∇PT ϕ−
∫

D2

A∇ξ PT · ∇ϕ−
∫

D2

∇ξ PT · ∇ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2).Zudem gilt dann die Abs
hätzung

‖A‖W 1,2 + ‖A‖L∞ + ‖B‖W 1,2 ≤ C(Λ,m)γ.Beweis. Wir beginnen mit der PDE (10.9), d.h. wir su
hen für alle B ∈ W
1,2
0 (D2,M(m)) ein A = AB ∈

W 1,2(D2,M(m)), ∫
D2A = 0, wel
hes (10.9) erfüllt.Die Idee ist, einen kompakten Operator

K : W 1,2(D2,M(m))→ W 1,2(D2,M(m))zu de�nieren, der 



△K(ψ) = ∇ψ · ∇⊥ξ in D2,
∂
∂ν
K(ψ) = 0 auf ∂D2,∫

D2K(ψ) = 0löst, und dann die Fredholm-Alternative, Lemma 3.8, anzuwenden, um die PDE (10.9) zu lösen.Wir approximieren dazu zunä
hst ξ ∈W 1,2
0 (D2,M(m)) dur
h ξm ∈ C∞

0 (D2,M(m)). Dann gilt
∇ψ · ∇⊥ξm ∈ L2(D2,M(m))und na
h Proposition 4.22 ∫

D2

∇ψ · ∇⊥ξm = 0.Damit existiert na
h Lemma 4.14 genau ein vm ≡ vm(ψ) ∈W 1,2(D2,M(m)) mit




△vm(ψ) = ∇ψ · ∇⊥ξm in D2,
∂
∂ν
vm(ψ) = 0 auf ∂D2,∫

D2vm(ψ) = 0,178



10.1 Dekomposition von s
hiefsymmetris
hen S
hnittenund na
h dem Satz von Friedri
hs, Theorem 4.19, gilt vn ∈ W 2,2Neu(D2,M(m)). Wir setzen Kn(ψ) := vn(ψ).Wegen der Eindeutigkeit der Lösung ist Kn linear bezügli
h ψ ∈ W 1,2(D2,M(m)) und stetig, denn mit derPoin
aré-Unglei
hung (wir bea
hten ∫
D2vn = 0) und der Wente-Unglei
hung, Theorem 7.1, gilt

‖vn‖W 1,2 ≤ C‖∇vn‖L2

T.7.1
≤ C‖∇ψk‖L2 ‖∇ξn‖L2.Wir mö
hten zeigen, dass Kn kompakt ist.Seien ψk ∈ W 1,2(D2,M(m)) gegeben und ‖ψk‖W 1,2 glei
hmäÿig bes
hränkt. Dann gilt für jedes k mit demSatz von Friedri
hs, der Poin
aré- und der Wente-Unglei
hung, Theorem 7.1, wobei wir ∫

D2Kn(ψk) = 0benutzen
‖Kn(ψk)‖W 2,2 ≤ C(‖△Kn(ψk)‖L2 + ‖Kn(ψk)‖L2)

≤ C(‖∇ψk · ∇⊥ξn‖L2 + ‖∇Kn(ψk)‖L2)

T.7.1
≤ C(‖∇ψk‖L2 ‖∇⊥ξn‖L∞ + ‖∇ψk‖L2 ‖∇ξn‖L2)

≤ C(‖∇ξn‖L∞ + ‖∇ξn‖L2)‖ψk‖W 1,2

≤ C̃(‖∇ξn‖L∞ + ‖∇ξn‖L2).Somit existiert eine Teilfolge von (Kn(ψk))k, wel
he in W 2,2(D2,M(m)) s
hwa
h konvergent und stark konver-gent in W 1,2(D2,M(m)) ist. Also ist Kn : W 1,2(D2,M(m))→ W 1,2(D2,M(()m)) kompakt.
Kn ist eine Cau
hy-Folge im Raum der stetigen, linearen Operatoren L(W 1,2(D2,M(m))): Tatsä
hli
h gilt fürein beliebiges ψ ∈W 1,2(D2,M(m)) mit ‖ψ‖W 1,2 = 1





△(Kn(ψ)−Kn′(ψ)) = ∇ψ · ∇(ξn − ξn′) in D2,
∂
∂ν

(Kn(ψ)−Kn′(ψ)) = 0 auf ∂D2,∫
D2(Kn(ψ)−Kn′(ψ)) = 0.Deshalb gilt mit der hier ents
heidend eingehenden Wente-Unglei
hung, Theorem 7.1,

‖∇(Kn(ψ)−Kn′(ψ))‖L2 ≤ C‖∇(ξn − ξn′)‖L2 ‖∇ψ‖L2und deshalb
‖Kn(ψ)−Kn′(ψ)‖L(W 1,2) ≤ C‖ξn − ξn′‖W 1,2 .Also ist (Kn)n eine Cau
hy-Folge in L(W 1,2(D2,M(m))), und es existiert ein kompakter Operator K ∈

L(W 1,2(D2,M(m))) mit Kn → K in L(W 1,2(D2,M(m))).Weiter gilt wegen der W 1,2-Konvergenz, dass




△K(ψ) = ∇ψ · ∇⊥ξ in D2,
∂
∂ν
K(ψ) = 0 auf ∂D2,∫

D2K(ψ) = 0, (10.11)denn für alle ϕ ∈ C∞(D2) gilt
∫

D2

∇K(ψ) · ∇ϕ+

∫

D2

∇ψ · ∇⊥ξ ϕ =

∫

D2

∇(K(ψ)−Kn(ψ)) · ∇ϕ+

∫

D2

∇ψ · ∇⊥(ξ − ξn) ϕ.Nun bereiten wir die Fredholm-Alternative vor:Zunä
hst s
hränken wir K auf ψ ∈ W 1,2(D2,M(m)) mit ∫
D2ψ = 0 ein. Dann bleibt K stetig, linear undkompakt.Falls (I −K)(ψ) = 0, dann erfüllt es





△ψ = △K(ψ) = ∇ψ · ∇⊥ξ in D2,
∂
∂ν
ψ = 0 auf D2,∫

D2ψ = 0, 179



10 ERHALTUNGSSÄTZE UND STETIGKEITdenn ∫

D2

∇ψ · ∇ϕ =

∫

D2

∇K(ψ) · ∇ϕ (10.11)
= −

∫

D2

∇ψ · ∇⊥ξ ϕ für alle ϕ ∈ C∞(D2).Mit der Wente-Unglei
hung folgt
‖∇ψ‖L2

T 7.1
≤ C‖∇ξ‖L2 ‖∇ψ‖L2(10.8)
≤ Cγ‖∇ψ‖L2.Für 0 < γ < γ0 und γ0 hinrei
hend klein gilt dann
‖∇ψ‖L2 = 0,und somit wegen ∫

D2ψ = 0

ψ ≡ 0.
(I − J) ist also injektiv als Operator von W 1,2(D2,M(m)) ∩ {

∫
D2 · = 0} →W 1,2(D2,M(m)) ∩ {

∫
D2 · = 0}, undda W 1,2(D2,M(m)) ein Hilbert-Raum und W 1,2(D2,M(m))∩ {

∫
D2 · = 0} ein abges
hlossener Unterraum ist,folgt aus der Fredholm-Alternative, Lemma 3.8, dass für alle w ∈ W 1,2(D2,M(m)) mit ∫

D2w = 0 genau ein
ψw ∈ W 1,2(D2,M(m)) mit ∫

D2ψ = 0 existiert mit
ψw = K(ψw) + w,also

△ψw = △K(ψw) +△w = ∇ψw · ∇⊥ξ +△w in D2.Um (10.9) zu lösen wollen wir zeigen, dass ein w ∈ Im(I −K) existiert, so dass
△w = ∇⊥B · ∇P .Dazu approximieren wir zunä
hst B dur
h Bn ∈ C∞

0 (D2,M(m)) und erhalten wn ∈ W 1,2(D2,M(m)) mit




△wn = ∇⊥Bn · ∇P in D2,
∂
∂ν
wn = 0 auf ∂D2,∫

D2wn = 0,da wir na
h Proposition 4.22 ∫
D2∇⊥Bn ∇P = 0 wissen und somit Lemma 4.14 anwendbar ist. Mit derWente-Unglei
hung erhält man

‖wn − wn′‖W 1,2 ≤ C‖∇(Bn −B)‖L2 ‖∇P‖L2
n,n′→∞−−−−−→ 0.Dann existiert w ∈ W 1,2(D2,M(m)) mit ∫

D2w = 0 als Grenzwert, und wegen
∫

D2

∇w · ∇ϕ+

∫

D2

∇⊥B · ∇P ϕ =

∫

D2

∇(w − wn) · ∇ϕ+

∫

D2

∇⊥(−Bn +B) · ∇P ϕ ∀ϕ ∈ C∞(D2)gilt 



△w = ∇⊥B · ∇P in D2,
∂
∂ν
w = 0 auf ∂D2,∫

D2w = 0. (10.12)Somit existiert für jedes B ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)) genau ein A := ψw ∈ W 1,2(D2,M(m)), wel
hes (10.9) erfüllt.Dabei folgt die Eindeutigkeit aus der eindeutigen Lösbarkeit von (10.12) und der Injektivität von I −K.Nun ist die re
hte Seite von (10.9) wieder komponentenweise vom Typ

△A =
∑
{ak, bk},180



10.1 Dekomposition von s
hiefsymmetris
hen S
hnittenund somit folgt aus der Wente-Unglei
hung, Theorem 7.1,
‖A‖L∞ + ‖∇A‖L2 ≤ C(‖∇A‖L2 ‖ξ‖W 1,2 + ‖B‖W 1,2 ‖∇P‖L2).Na
h Vorausetzung ist ‖ξ‖W 1,2 ≤ γ, also folgt für γ0 > 0 ggf. no
h kleiner

‖A‖L∞ + ‖∇A‖L2 ≤ C(‖B‖W 1,2 ‖∇P‖L2). (10.13)Die Abbildung B 7→ A ist dann linear wegen der Injektivität von I −K und als Abbildung
I −K : W 1,2

0 (D2,M(m))→W 1,2 ∩ L∞(D2,M(m))stetig.Nun betra
hten wir die zweite PDE (10.10). Wir su
hen ein B ∈ W
1,2
0 (D2,M(m)), so dass für die Lösung

A ≡ AB von (10.9) gilt
{
△B = −∇⊥A · ∇PT − div(A ∇ξ P )− div(∇ξ PT ) in D2,
B = 0 auf ∂D2.Wir benutzen dieselbe Idee wie für (10.9).Wir de�nieren zunä
hst K(Φ), so dass

{
△K(Φ) = ∇⊥AΦ · ∇PT in D2,
K(Φ) = 0 auf ∂D2. (10.14)Das heiÿt für Φ ∈ W 1,2

0 (D2,M(m)) bilden wir die Lösung AΦ ∈W 1,2(D2,M(m)) von (10.9) für Φ statt B, undkönnen dann zunä
hst für PT approximiert in C∞ eine Lösung Kn(Φ) von (10.14) �nden, so dass Kn : Φ 7→
Km(Φ) kompakt, linear und stetig ist. S
hlieÿli
h errei
hen wir über Approximation K(Φ) ∈W 1,2

0 (D2,M(m)),wel
hes (10.14) löst. Weiterhin gilt mit der Wente-Unglei
hung und der Abs
hätzung (10.13) für AΦ

‖K(Φ)‖W 1,2 ≤ C‖∇A‖L2 ‖∇PT ‖L2(10.13)
≤ C‖∇P‖2L2 ‖Φ‖W 1,2 . (10.15)Zum zweiten Summanden der Re
hten Seite von (10.10):Wir approximieren zunä
hst ξ dur
h ξn ∈ C∞

0 (D2) und erhalten
div(AΦ ∇ξn PT ) ∈ L2(D2,M(m)),da AΦ ∈W 1,2 ∩ L∞(D2,M(m)), P ∈W 1,2 ∩ L∞(D2,M(m)).Somit existiert eine eindeutige s
hwa
he Lösung Gn(Φ) ∈W 1,2

0 (D2,M(m)) von
{
△Gn(Φ) = div(AΦ ∇ξn PT ) in D2,
Gn(Φ) = 0 auf ∂D2. (10.16)Dabei fassen wir die re
hte Seite komponentenweise als Funktional in (W 1,2

0 (D2,M(m)))∗ auf, d.h. für ϕ ∈
C∞

0 (D2) als
ϕ 7→ (div(AΦ ∇ξn P )[ϕ])ij :=

∫

D2

A (∇ξn P ∇ϕ)ij , 1 ≤ i, j ≤ m.Dann gilt unter Benutzung, dass punktweise fast überall P ∈ L∞(D2,M(m)), für 1 ≤ i, j ≤ m

∣∣(div(AΦ ∇ξ PT )[ϕ])ij
∣∣ ≤ ‖A‖L∞ ‖∇ξn‖L2 ‖P‖L∞‖∇ϕ‖L2(10.13)

≤ C(Λ)‖Φ‖W 1,2 ‖∇P‖L2‖∇ξn‖L2 ‖ϕ‖W 1,2 ,also
‖(div(AΦ ∇ξ PT ))ij‖(W 1,2

0 (D2,M(m)))∗ ≤ C‖Φ‖W 1,2 ‖∇P‖L2‖∇ξn‖L2.181



10 ERHALTUNGSSÄTZE UND STETIGKEITAus der Eindeutigkeit der Lösung von (10.16) und Lemma 4.13 erhalten wir folgli
h
‖Gn(Φ)‖W 1,2 ≤ C‖ div(AΦ ∇ξ PT )‖(W 1,2

0 (D2,M(m)))∗

≤ C‖Φ‖W 1,2 ‖∇P‖L2‖∇ξn‖L2 . (10.17)Weiter gilt wegen der Eindeutigkeit der Lösung Gn(Φ) und der Linearität von AΦ bezügli
h Φ, dass Gn linearund stetig in Φ ist, und wir erhalten wieder aus Lemma 4.13 die Abs
hätzung
‖Gn(Φ)−Gn′(Φ)‖W 1,2 ≤ C‖Φ‖W 1,2 ‖∇P‖L2‖∇(ξn − ξn′)‖L2 .Die Folge (Gn)m ist also eine Cau
hy-Folge in L(W 1,2

0 (D2,M(m))), und somit existiert der Grenzwert G ∈
L(W 1,2

0 (D2),M(m)) mit der Abs
hätzung
‖G(Φ)‖W 1,2

(10.17)
≤ C‖Φ‖W 1,2 ‖∇P‖L2‖∇ξ‖L2 . (10.18)Zudem gilt wegen der W 1,2-Konvergenz s
hwa
h

{
△G(Φ) = div(AΦ ∇⊥ξ P ) in D2,
G(Φ) = 0 auf ∂D2,wobei die re
hte Seite komponentenweise als Funktional aufgefasst wird.Falls wir no
h zeigen, dass Gn(·) kompakt ist, dann folgt, dass au
h G kompakt ist. Da die re
hte Seite von(10.16) in L2 liegt, folgt aus dem Satz von Friedri
hs

△Gn(Φ) = div(AΦ ∇ξn PT ) punktweise fast überall in D2mit der folgenden Abs
hätzung, wobei man bea
htet, dass AΦ, P ∈ L∞(D2,M(m)):
‖Gn(Φ)‖W 2,2 ≤ C(‖△Gn(Φ)‖L2 + ‖Gn(Φ)‖L2)(10.17)

≤ C(Λ)(‖∇AΦ‖L2‖∇ξn‖L∞ + ‖AΦ‖L∞ ‖△ξn‖L2 + ‖AΦ‖L∞ ‖∇ξn‖L∞ ‖∇P‖L2

+‖Φ‖W 1,2 ‖∇P‖L2‖∇ξn‖L2)(10.13)
≤ C(Λ)[‖∇P‖L2 ‖Φ‖W 1,2 (‖∇ξn‖L2 + ‖△ξn‖L2 + ‖∇P‖L2 ‖∇ξn‖L∞)].Insbesondere gilt für eine glei
hmäÿig bes
hränkte Folge (Φk)k ⊂ W

1,2
0 (D2,M(m)), dass (‖Gn(Φk)‖W 2,2)kglei
hmäÿig bes
hränkt ist, und somit eine s
hwa
h konvergente Teilfolge von (Gn(Φk))k in W 2,2(D2,M(m))und stark konvergent in W 1,2

0 (D2,M(m)) existiert. Dies impliziert die Kompaktheit.Insbesondere haben wir nun gezeigt, dass −(G+K) ein kompakter Operator
−(G+K) : W 1,2

0 (D2,M(m))→W
1,2
0 (D2,M(m))ist. Weiter gilt, dass falls Φ ∈W 1,2

0 (D2,M(m)) und
[I + (G+K)](Φ) = 0, (10.19)dann

‖Φ‖W 1,2

(10.19)
≤ ‖G(Φ)‖W 1,2 + ‖K(Φ)‖W 1,2(10.15)(10.18)
≤ C(‖Φ‖W 1,2 ‖∇P‖L2 ‖∇ξ‖L2 + ‖∇P‖2L2 ‖Φ‖W 1,2)(10.8)
≤ 2C(‖Φ‖W 1,2γ2

0),182



10.1 Dekomposition von s
hiefsymmetris
hen S
hnittenalso falls γ0 klein genug
Φ ≡ 0.Folgli
h gilt mit der Fredholm-Alternative, Lemma 3.8, dass für alle w ∈ W

1,2
0 (D2,M(m)) genau ein Φ ∈

W
1,2
0 (D2,M(m)) existiert mit

Φw = −K(Φ)−G(Φ)− w. (10.20)Wir de�nieren w ∈W 1,2
0 (D2,M(m)) dur
h

{
△w = div(∇ξ PT ) in D2,
w = 0 auf ∂D2. (10.21)Dies ist mögli
h, da

ϕ 7→ div(∇ξ PT )[ϕ] :=

∫

D2

∇ξ · PT∇ϕkomponentenweise ein Funktional auf W 1,2
0 (D2) ist, für wel
hes wegen P ∈ L∞(D2,M(m)) punktweise fastüberall gilt ∣∣div(∇ξ PT )[ϕ]

∣∣ ≤ C(Λ)‖∇ξ‖L2 ‖∇ϕ‖L2 .Dann existiert na
h Lemma 4.13, w ∈W 1,2
0 (D2,M(m)), das die PDE (10.21) erfüllt, und es gilt

‖w‖W 1,2 ≤ C‖ div(∇ξ PT )‖(W 1,2)∗

≤ C(Λ)‖ξ‖W 1,2 . (10.22)Wir setzen B := Φw ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)); dann erhalten wir aus (10.20)

{
△B = −∇⊥AB · ∇PT − div(AB ∇ξ PT )− div(∇ξ PT ) in D2,
B = 0 auf ∂D2.Aus (10.15), (10.18) und (10.22) erhalten wir zudem

‖B‖W 1,2

(10.20)
≤ ‖K(B)‖W 1,2 + ‖G(B)‖W 1,2 + ‖w‖W 1,2

≤ C(Λ)(‖∇P‖2W 1,2 ‖B‖W 1,2 + ‖B‖W 1,2 ‖∇P‖L2 ‖∇ξ‖L2 + ‖ξ‖W 1,2)

≤ C(Λ)(‖B‖W 1,2 γ2
0 + ‖ξ‖W 1,2)und somit für γ0 = γ0(Λ) hinrei
hend klein mit (10.8)

‖B‖W 1,2 ≤ C(Λ)‖ξ‖W 1,2

(10.8)
≤ C(Λ)γ. (10.23)Daraus folgt wiederum

‖B‖W 1,2 + ‖A‖L∞ + ‖∇A‖L2

(10.13)(10.23)
≤ C(Λ)(‖B‖W 1,2 ‖∇P‖L2 + γ)(10.8)
≤ C(Λ)(γ0‖B‖W 1,2 + γ),woraus s
hlieÿli
h

‖B‖W 1,2 + ‖A‖L∞ + ‖∇A‖L2 ≤ C(Λ)γfolgt. 2Nun sind wir in der Lage, Ω zu zerlegen: 183



10 ERHALTUNGSSÄTZE UND STETIGKEIT10.4 Theorem (Dekomposition)(vgl. [Riv07a℄, Theorem I.4)Es existiert ein ε = ε(m) > 0 und C = C(m) > 0, so dass für jedes Ω =(
Ωij
)
1≤i,j≤m ∈ L

2(D2, so(m)⊗ R2) mit ∫

D2

|Ω|2 ≤ ε (10.24)ein A ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2, GL(m)) mit A−1 ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2, GL(m)) und ein B ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)) existieren,so dass ∫

D2

|∇A|2 +
∣∣∇A−1

∣∣2 + ‖ dist(A,O(m))‖2L∞ ≤ C(m)

∫

D2

|Ω|2, (10.25)
∫

D2

|∇B|2 ≤ C(m)

∫

D2

|Ω|2, (10.26)und
∇A−AΩ = ∇⊥B punktweise fast überall in D2. (10.27)Beweis. Wir wählen zunä
hst ε als ε(m) aus Lemma 9.9. Sei Ω ∈ L2(D2, so(m)⊗ R2) mit

∫

D2

|Ω|2 ≤ ε.Aus Lemma 9.9 folgt die Existenz einer Konstanten C(m) und von ξ ∈W 1,2
0 (D2, so(m)), P ∈W 1,2(D2, O(m))mit

∇⊥ξ = PT∇P + PTΩP punktweise fast überall in D2 (10.28)und
‖ξ‖W 1,2(D2) + ‖∇P‖L2 ≤ C(m) ‖Ω‖L2(D2). (10.29)Wir wählen ε > 0 ggf. no
h kleiner, so dass C(m)

√
ε < γ0 für das γ0 aus Lemma 10.3. Wir su
hen A, B, so dass

∇A−AΩ = ∇⊥B punktweise fast überall in D2.Für γ := C(m)‖Ω‖L2 < γ0 gilt na
h Lemma 10.3: Es existiert ein Â ∈W 1,2(D2,M(m)), B ∈W 1,2
0 (D2,M(m)),so dass s
hwa
h gilt 




△Â = ∇Â · ∇⊥ξ +∇⊥B · ∇P in D2,
∂
∂ν
Â = 0 auf ∂D2,∫

D2Â = 0, (10.30)das heiÿt ∫

D2

∇Â · ∇ϕ = −
∫

D2

(∇Â · ∇⊥ξ +∇⊥B · ∇P )ϕ für alle ϕ ∈ C∞(D2),sowie s
hwa
h {
△B = −∇⊥Â · ∇PT − div(Â ∇ξ PT )− div(∇ξPT ) in D2,
B = 0 auf ∂D2, (10.31)also

−
∫

D2

∇B · ∇ϕ = −
∫

D2

∇⊥Â · ∇PTϕ+

∫

D2

Â∇ξPT · ∇ϕ+

∫

D2

∇ξ PT · ∇ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2),mit der Abs
hätzung

‖Â‖W 1,2 + ‖Â‖L∞ + ‖B‖W 1,2 ≤ C(m, ‖P‖L∞)γ = C′(m)‖Ω‖L2 . (10.32)Insbesondere gilt
‖Â‖L∞ ≤ C′(m)

√
ε,und somit erhalten wir für ε hinrei
hend klein

‖Â‖L∞ ≤ σ

2
,184



10.1 Dekomposition von s
hiefsymmetris
hen S
hnittenfür die kleine Konstante σ ∈ (0, 1) aus Lemma 8.14, wel
he dort γ heiÿt. Wegen Â ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2,M(m))folgt dann na
h dem Lemma über die Neumann-Reihe, Lemma 8.14, dass
Ã := I + Â = I − (−Â) ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2, GL(m))und

Ã−1 := (Ã)−1 ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2, GL(m))mit
‖Ã−1‖L2 + ‖Ã−1‖L∞ ≤ C 1

σ − ‖Ã‖L∞
≤ C̃. (10.33)Es gilt nun

∇Ã− Ã ∇⊥ξ −∇⊥B P = +∇Â−∇⊥ξ − Â∇⊥ξ −∇⊥B P

= (∇Â− Â∇⊥ξ −∇⊥B P )−∇⊥ξ

=: h−∇⊥ξ. (10.34)Nun gilt für alle ϕ ∈ C∞(D2) unter Anwendung der PDE (10.30)
∫

D2

h · ∇ϕ =

∫

D2

(∇Â − Â∇⊥ξ −∇⊥B P ) · ∇ϕ(10.30)
=

∫

D2

(−∇Â · ∇⊥ξ ϕ− Â ∇⊥ξ · ∇ϕ) +

∫

D2

(−∇⊥B P · ∇ϕ−∇⊥B · ∇P ϕ)

= 0,denn für alle ϕ ∈ C∞(D2) gilt komponentenweise37 wegen ξ ∈W 1,2
0 (D2,M(m))

∫

D2

Â ∇⊥ξ · ∇ϕ =

∫

D2

Â ∇ϕ · ∇⊥ξ

=

∫

D2

∇(Âϕ) · ∇⊥ξ −
∫

D2

∇Â · ∇⊥ξ ϕ

P.4.22
= −

∫

D2

∇Â · ∇⊥ξ ϕ,und wegen B ∈ W 1,2
0 (D2,M(m))

−
∫

D2

∇⊥B · ∇P ϕ
P.4.22
=

∫

D2

∇⊥B · ∇(Pϕ)−
∫

D2

∇⊥B · ∇P ϕ

=

∫

D2

∇⊥B P · ∇ϕ.Weiter ist △Â komponentenweise vom Typ
△Â =

∑

k

{ak, bk}ist, mit a ∈ W 1,2
0 (D2), b ∈ W 1,2(D2) na
h der PDE (10.30). Somit ist Â na
h Korollar 7.2 komponentenweisedur
hW 2,2Neu-Funktionen in L∞∩W 1,2 approximierbar, denn es gilt ∫

D2Â = 0. Aus Lemma 10.2 folgt die Existenzeines C̃ ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)) mit

h = ∇⊥C̃ in D2.Wegen ξ ∈ W 1,2
0 (D2,M(m)) gilt C := C̃ − ξ ∈W 1,2

0 (D2,M(m)) und wir haben
h−∇⊥ξ = ∇⊥C. (10.35)37Es gilt (Â ∇⊥ξ · ∇ϕ)j

i = Âk
i ∇⊥ξ

j
k
· ∇ϕ = Âk

i ∇ϕ · ∇⊥ξ
j
k
, d.h. wir können den Gradienten der skalaren Funktion ϕ mit ∇⊥ξvertaus
hen. 185



10 ERHALTUNGSSÄTZE UND STETIGKEITAusges
hrieben bedeutet dies, dass
∇Â− Â∇⊥ξ −∇⊥ξ −∇⊥B P = ∇⊥C,und somit
−∇⊥Â− Â∇ξ −∇ξ −∇B P = ∇C,denn aus [

∂x
∂y

]
f = ∇f = ∇⊥g =

[
−∂y
∂x

]
gfolgt [

∂y
−∂x

]
f = −∇⊥f = ∇g =

[
∂x
∂y

]
g.Daraus s
hlieÿen wir wegen P ∈ O(m) punktweise fast überall

∇⊥ÂPT + Â∇ξ PT +∇ξ PT +∇B = −∇C PT ,also
div(∇C PT ) = 0,denn für alle ϕ ∈ C∞

0 (D2) gilt
−
∫

D2

∇C PT · ∇ϕ =

∫

D2

∇B · ∇ϕ+∇⊥ÂPT · ∇ϕ+ Â∇ξ · PT∇ϕ+∇ξ PT · ∇ϕ

P.4.22
=

∫

D2

∇B · ∇ϕ−∇⊥Â · ∇PT ϕ+ Â∇ξ · PT∇ϕ+∇ξPT · ∇ϕ(10.31)
= 0,wenn wir für die Anwendung von Proposition 4.22 benutzen, dass PT∇ϕ = ∇(PTϕ) −∇PT ϕ, und bea
hten,dass PTϕ ∈W 1,2

0 (D2,M(m)). Weiter gilt
‖∇PT ‖L2 = ‖∇P‖

(10.29)
≤ C(m) ‖Ω‖L2 ≤ C(m)

√
ε.Wählen wir ε > 0 ggf. no
h kleiner, so dass C(m)

√
ε klein genug für die Anwendung von Lemma 10.1 ist, danngilt
C ≡ 0und somit folgt aus (10.34) und (10.35)

∇Ã− Ã ∇⊥ξ −∇⊥B P = 0.Also erhält man dur
h Multiplikation mit PT
∇⊥B = ∇Ã PT − Ã ∇⊥ξPT

= ∇(ÃPT )− Ã∇PT − Ã ∇⊥ξPT(10.28)
= ∇(ÃPT )− Ã∇PT − Ã(PT ∇P + PTΩP )PT

= ∇(ÃPT )− Ã∇PT − ÃPT∇P PT − ÃPTΩ

= ∇(ÃPT )− Ã∇PT − ÃPT ∇(P PT )︸ ︷︷ ︸
=0

+ÃPTP∇PT − ÃPTΩ

= ∇(ÃPT )− ÃPTΩ

= ∇A−AΩ 186



10.1 Dekomposition von s
hiefsymmetris
hen S
hnittenfür A := ÃPT ∈ W 1,2(D2,M(M)). Weiterhin gilt wegen Ã ∈ GL(m) punktweise fast überall, dass au
h
A = ÃPT ∈ GL(m) punktweise fast überall, da P ∈ O(m) und somit

(ÃPT )(PÃ−1) = I.Aus Â ∈ L∞ folgert man Ã = Â+ I ∈ L∞ und erhält
A = ÃPT ∈ L∞, A−1 ∈W 1,2 ∩ L∞.Zu den Abs
hätzungen:Wir haben s
hon aus (10.32)

‖B‖W 1,2 ≤ C(m)‖Ω‖,also folgt insbesondere (10.26). Weiter gilt
Â ∈ L∞und aus (10.32) wissen wir

‖Â‖L∞ ≤ C‖Ω‖L2. (10.36)Somit gilt
‖Ã− I‖L∞ = ‖Â‖L∞ ≤ C‖Ω‖L2 ,woraus wiederum folgt

‖A− PT ‖L∞ = ‖(Ã− I)PT ‖L∞

≤ C(m)‖PT ‖L∞ ‖Ã− I‖L∞

≤ C̃(m)‖Ω‖L2,also
‖ dist(A,O(m))‖2L∞ ≤ ‖A− PT ‖2L∞ ≤ C

∫

D2

|Ω|2.Weiter haben wir
‖∇A‖L2 = ‖∇((Â+ I)PT )‖L2

≤ ‖∇Â‖L2 C̃ + ‖Â+ I‖L∞ ‖∇P‖L2

≤ C̃‖∇Â‖L2 + ‖Â‖L∞ ‖∇P‖L2 + C(m)‖∇P‖L2(10.29)
≤ C̃‖∇Â‖L2 + C(m)

√
ε‖Â‖L∞ + C(m)‖Ω‖L2(10.32)

≤ C(‖∇Â‖L2 + ‖Ω‖L2)

≤ C‖Ω‖L2.Für den Beweis von (10.25) ist also nur no
h zu zeigen, dass ‖∇(A−1)‖L2 ≤ C(m)‖Ω‖L2 . Wir haben bereits Ã,
Ã−1 ∈W 1,2 ∩L∞(D2, GL(m)). Nun gilt38 (W 1,2 ∩L∞) · (W 1,2 ∩L∞) ⊂W 1,2 ∩L∞, und somit gilt punktweisefast überall

0 = ∇(Ã−1Ã)

= ∇Ã−1 Ã+ Ã−1 ∇Ã,woraus folgt
−∇Ã−1 = Ã−1 ∇Ã Ã−1 punktweise fast überall in D2.38Aus Lemma 4.27 folgt, dass für f, g ∈W 1,2(D2)∩L∞ au
h fg ∈ W 1,1 liegt. Da ∇(fg) ∈ L2(D2), wie man si
h lei
ht klar ma
ht,gilt au
h fg ∈ W 1,2(D2). 187



10 ERHALTUNGSSÄTZE UND STETIGKEITSomit gilt
‖∇Ã−1‖L2 ≤ ‖Ã−1‖2L∞ ‖∇Ã‖L2(10.33)

≤ 4C2‖∇Ã‖L2

= 4C2‖∇Â‖L2(10.32)
≤ C‖Ω‖L2 . (10.37)

Wegen A−1 = PÃ−1, P ∈ O(m), (10.29), (10.33) und (10.37) folgt
‖∇A−1‖L2 ≤ ‖P‖L∞ ‖∇Ã−1‖L2 + ‖Ã‖L∞ ‖∇P‖L2

≤ (C +
√
ε) ‖Ω‖L2

ε≤1

≤ C‖Ω‖L2,und somit erhält man A−1 ∈W 1,2 ∩ L∞(D2, GL(m)) mit der Abs
hätzung
∫

D2

∣∣∇A−1
∣∣2 ≤ C

∫

D2

|Ω|2.
210.2. ErhaltungsätzeWir zeigen nun, dass aus △u = Ω · ∇u für geeignetes Ω der Erhaltungssatz div(A∇u +B∇u) = 0 folgt.10.5 Lemma (Testfunktionen von PDEs mit re
hter Seite in L

1)Sei Ω ⊂ Rn ein o�enes Gebiet und f ∈ L1(Ω), u ∈ W 1,2(Ω). Weiterhin gelte
∫

Ω

∇u · ∇ϕ =

∫

Ω

f ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (Ω). (10.38)Dann gilt au
h ∫

Ω

∇u · ∇v =

∫

Ω

f v für alle v ∈W 1,2
0 ∩ L∞(Ω) mit supp(v)⊂⊂Ω.Beweis. Sei v ∈W 1,2

0 ∩L∞(Ω) und supp v⊂⊂Ω. Wir wählen einen Faltungskern η ∈ C∞
0 (B1(0)), d.h. 0 ≤ η ≤ 1auf Rn und ∫

B1(0) η = 1. Wir setzen
ηε(x) :=

1

εn
η
(x
ε

)und de�nieren dann die Faltung von v (wir setzen v dazu formal auÿerhalb von Ω dur
h 0 fort)
vε := ηε ∗ v für ε > 0.Dann ist vε ∈ C∞(Ω). Weiter gilt für alle ε > 0 hinrei
hend klein (z.B. 0 < ε < 1

2 dist(supp(v), ∂Ω)), dassfür ein gewisses Ω′⊂⊂Ω gilt supp(vε) ⊂ Ω′. Auÿerdem haben wir vε ε→0−−−→ v in W 1,2
loc (Ω), also insbesondere in

W 1,2(Ω′), und da vε auÿerhalb von Ω′ ≡ 0, au
h in ganz W 1,2(Ω). S
hlieÿli
h gilt für alle x ∈ Rn wegen η ≥ 0die Abs
hätzung
|vε(x)| =

∣∣∣∣
∫

Rn

ηε(x− y) v(y) dy∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
∫

Ω

ηε(x − y) v(y) dy∣∣∣∣
≤

∫

Ω

ηε(x− y)dy‖v‖L∞(Ω)

≤ ‖v‖L∞(Ω). (10.39)
188



10.2 ErhaltungsätzeWegen vε ∈ C∞
0 (Ω) ist

∫

Ω

∇v · ∇u−
∫

Ω

v f
(10.38)

=

∫

Ω

∇(v − vε) · ∇u−
∫

Ω

(v − vε) f + 0.Nun hat man einerseits ∣∣∣∣
∫

Ω

∇(v − vε) · ∇u
∣∣∣∣ ≤ ‖v − vε‖W 1,2(Ω) ‖∇u‖L2

ε→0−−−→ 0,und andererseits gilt für eine Teilfolge ε→ 0

f vε
ε→0−−−→ f v punktweise fast überall in Ω.Zudem haben wir punktweise fast überall in Ω

|fvε|
(10.39)
≤ ‖v‖L∞ |f | ∈ L1(Ω),und somit folgt mit dem Satz über die majorisierte Konvergenz

∫

Ω

f vε
ε→0−−−→

∫

Ω

f v,und s
hlieÿli
h erhalten wir ingesamt ∫

Ω

∇u · ∇v −
∫

Ω

v f = 0.
210.6 BemerkungDas obige Lemma gilt au
h für alle Testfunktionen v in der Klasse v ∈ W 1,2

0 (Ω) ∩ L∞(Ω).10.7 Theorem (Erhaltungssatz)(vgl. [Riv07a℄, Theorem I.3)Sei m ≥ 1, Ω ∈ L2(D2,M(m)⊗ R2), A ∈W 1,2 ∩ L∞(D2,M(m)) und B ∈W 1,2(D2,M(m)), so dass gilt
∇A−AΩ = ∇⊥B in D2. (10.40)Sei weiterhin u ∈W 1,2(D2,Rm) mit
△u = −Ω · ∇u in D2, (10.41)das heiÿt komponentenweise gelte

∫

D2

∇u · ∇ϕ =

∫

D2

Ω · ∇u ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2).Dann gilt

div(A ∇u+B ∇⊥u) = 0 in D2,das heiÿt komponentenweise gilt
∫

D2

(A∇u +B∇⊥u) · ∇ϕ = 0 für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2).Beweis. Wir re
hnen mit (10.40) und (10.41)

∫

D2

(A∇u +B∇⊥u) · ∇ϕ =

∫

D2

(A∇ϕ) · ∇u+

∫

D2

(B∇ϕ) · ∇⊥u

=

∫

D2

∇(Aϕ) · ∇u−
∫

D2

∇A · ∇u ϕ+

∫

D2

∇(Bϕ) · ∇⊥u
︸ ︷︷ ︸

P4.22
= 0

−
∫

D2

∇B · ∇⊥u ϕ(10.40)(10.41)
=

∫

D2

(Aϕ) Ω · ∇u −
∫

D2

(∇⊥B +AΩ) · ∇u ϕ−
∫

D2

∇B · ∇⊥u ϕ

=

∫

D2

(A Ω · ∇u −A Ω · ∇u)ϕ−
∫

D2

(∇⊥B · ∇u+∇B · ∇⊥u)ϕ

= 0. 189



10 ERHALTUNGSSÄTZE UND STETIGKEITHierbei haben wir benutzt, dass für D := Aϕ ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2,M(m)) mit supp(D)⊂⊂D2 die PDE getestetwerden kann, siehe Lemma 10.5 , und wegen
∫

D2

∇d · ∇ui =

∫

D2

d Ωki · ∇uk für alle d ∈W 1,2 ∩ L∞(D2,M(m)) mit supp d⊂⊂D2gilt ∫

D2

∇Dk
i · ∇uk =

∑

k

∫

D2

∇Dk
i · ∇uk

=
∑

k

∫

D2

Dk
i

∑

l

Ωlk · ∇ul

=

∫

D2

(DΩ · ∇u)i.Weiterhin verwendet man
∇⊥f · ∇g = −∇f · ∇⊥g,da

−∂yf ∂xg + ∂xf ∂yg = −(∂yf ∂xg + ∂xf (−∂yg)).
210.3. Regularitätssatz von RivièreDamit haben wir alle notwendigen Ergebnisse zusammen, um Rivières Theorem I.1 aus [Riv07a℄ zu beweisen:10.8 Theorem (Stetigkeit)(vgl. [Riv07a℄, Theorem I.1)Sei m ∈ N. Sei weiter Ω ∈ L2(D2, so(m)⊗ R2) und u ∈ W 1,2(D2,Rm), so dass gilt

△u = −Ω · ∇u in D2, (10.42)das heiÿt
△uj = −Ωkj · ∇uk, 1 ≤ j ≤ m,also ∫

D2

∇uj ∇ϕ =

∫

D2

Ωkj · ∇uk ϕ für alle ϕ ∈ C∞
0 (D2), 1 ≤ j ≤ m.Dann ist u ∈ C0(D2).Beweis. Sei ε > 0 klein genug für Theorem 10.4.Wir wollen für einen Punkt x̃ ∈ D2 zeigen, dass u dort auf einer kleinen Umgebung stetig ist. Dazu wollen wirohne Eins
hränkung annehmen, dass ∫

D2

|Ω|2 ≤ εund x̃ = 0, denn sonst de�nieren wir δ ∈ (0, 1), so dass
∫

Bδ(x̃)

|Ω|2 ≤ ε(die Existenz eines sol
hen δ folgt aus der Voraussetzung, dass Ω ∈ L2) und de�nieren dann
ũ(x) := u(x̃+ δx), x ∈ Bδ(x̃)und

Ω̃(x) := δ Ω(δx+ x̃), x ∈ Bδ(x̃).190



10.3 Regularitätssatz von RivièreDann gilt ∫

D2

∣∣∣Ω̃(x)
∣∣∣
2 dx = δ2

∫

D2

|Ω(δx+ x̃)|2 dx
=

∫

Bδ(x̃)

|Ω(z)|2 dz
≤ ε.Sei ϕ ∈ C∞

0 (D2); dann gilt
∫

D2

∇ũ(x) · ∇ϕ(x) dx = −
∫

D2

ũ(x) △ϕ(x)dx
= −

∫

D2

u(x̃+ δx) △ϕ(x)dx
= − 1

δ2

∫

Bδ(x̃)

u(z) (△ϕ)

(
z − x̃
δ

) dz.Wir de�nieren ϕ̃(z) := ϕ
(
z−x̃
δ

) und bere
hnen
△ϕ̃(z) =

1

δ2
(△ϕ)

(
z − x̃
δ

) , z ∈ Bδ(x̃),und wir haben ϕ̃ ∈ C∞
0 (Bδ(x̃)). Also folgt

∫

D2

∇ũ(x) · ∇ϕ(x) dx = −
∫

Bδ(x̃)

u(z) △ϕ̃(z) dz
= −

∫

D2

u(z) △ϕ̃(z) dz
=

∫

D2

∇u(z) · ∇ϕ̃(z) dz(10.42)
=

∫

D2

Ω(z) · ∇u(z) ϕ̃(z) dz
=

∫

Bδ(x̃)

Ω(z) · ∇u(z) ϕ̃(z) dz
=

∫

Bδ(x̃)

Ω(z) · ∇u(z) ϕ
(
z − x̃
δ

) dz
= δ2

∫

D2

Ω(x̃ + δx) · (∇u)(x̃ + δx) ϕ(x) dx
=

∫

D2

δΩ(x̃+ δx) · δ(∇u)(x̃ + δx) ϕ(x) dx
=

∫

D2

δΩ(x̃+ δx) · ∇x(u(x̃+ δx)) ϕ(x) dx
=

∫

D2

Ω̃(x) · ∇ũ(x)ϕ(x) dx.Also gilt
△ũ = −Ω̃ · ∇ũ in D2mit ũ ∈ W 1,2(D2,Rm), Ω̃ ∈ L2(D2, so(m)⊗ R2) sowie

∫

D2

∣∣∣Ω̃
∣∣∣
2

≤ ε,und falls ũ um die 0 stetig ist, dann ist u um x̃ stetig.Sei also ohne Eins
hränkung x̃ = 0 und ∫
D2 |Ω|2 ≤ ε. Dann sind die Voraussetzungen von Theorem 10.4 erfüllt,und wir erhalten A ∈ L∞ ∩W 1,2(D2, GL(m)) mit A−1 ∈ L∞ ∩W 1,2(D2, GL(m)), sowie B ∈W 1,2

0 (D2,M(m)),wel
he na
h Theorem 10.7 die Glei
hung
div(A∇u +B∇⊥u) = 0 fast überall in D2,191



10 ERHALTUNGSSÄTZE UND STETIGKEITalso
div(A∇u) = −∇B · ∇⊥u fast überall in D2erfüllen.Weiter gilt39
curl(A∇u) = ∇⊥A · ∇u fast überall in D2.Wegen A ∈ L∞(D2,M(m)) ist A∇u ∈ L2(D2,Rm⊗R2), und mit der Hodge-Zerlegung, Lemma 5.15, existierenkomponentenweise E,D ∈ W 1,2(D2,Rm) mit
A∇u = ∇⊥E +∇D fast überall in D2.Somit gilt s
hwa
h
△D = div(A∇u) = −∇B · ∇⊥u in D2und
△E = curl(A∇u) = ∇⊥A · ∇u in D2.Na
h [CLMS93℄ und mit Harmonis
her Analysis, hier direkt aus Korollar 6.26, erhalten wir

E, D ∈ W 2,1
loc ∩W 1,2(D2,Rm).Dies bedeutet

A∇u = ∇⊥E +∇D ∈W 1,1
loc ∩ L2(D2),und es folgt mit G := ∇⊥E +∇D

∇u = A−1G.Nun wissen wir A−1 ∈ W 1,2 ∩ L∞(D2,M(m)) und G ∈ W 1,1
loc (D2,Rm ⊗ R2) und somit folgt aus Lemma 4.27,dass

∇u ∈W 1,1
loc (D2,Rm ⊗ R2),also

u ∈ W 1,2 ∩W 2,1
loc (D2,Rm).Mit einem Spezialfall des Sovolevs
hen Einbettungsatzes, Theorem 6.27, folgt u ∈ C(1

2D
2). 2

39Es gilt komponentenweise für ϕ ∈ C∞
0 (D2)

Z

D2
A ∇u · ∇⊥ϕ =

Z

D2
∇⊥(Aϕ) ∇u−

Z

D2
∇⊥A · ∇u ϕ

P4.22
= −

Z

D2
∇⊥A · ∇u ϕ.192



11. Anwendung: Kritis
he Punkte konform invarianterVariationsproblemeIn diesem Kapitel wollen wir eine wi
htige Anwendung betra
hten, nämli
h die Frage na
h der Stetigkeit kriti-s
her Punkte des Variationsfunktionals
F (v) =

∫

D2

[|∇v|2 + ω(v)(∂xv, ∂yv)]in der Klasse der Funktionen v ∈ W 1,2(D2,Rm) mit v ∈ N punktweise fast überall in D2, wobei N eineUntermannigfaltigkeit im Rm und ω eine 2-Form auf N sei. Dieses Funktional ist na
h [Grü84℄ eine Art Prototypfür konform invariante Variationsprobleme von Riemanns
hen Flä
hen in Riemanns
he Mannigfaltigkeiten(vgl. au
h [Riv07
℄, Theorem II.1; [Hél02℄, Theorem 1.1.3).Als Ergebnis dieses Abs
hnittes erhalten wir dann die Aussage von Theorem I.2 aus [Riv07a] unter etwass
hwä
heren Voraussetzungen.11.1. Grundlagen aus der Riemanns
hen GeometrieZunä
hst wiederholen wir einige Grundlagen aus der Geometris
hen Analysis. Für eine Einführung siehe z.B.[Jos05℄, eine Einführung in Bezug auf Harmonis
he Abbildungen �ndet si
h au
h in [Hél02℄, Kapitel 1.Im Folgenden werden wir nur Mannigfaltigkeiten betra
hten, die si
h au
h als Untermannigfaltigkeiten von RNau�assen lassen.11.1 De�nition (Mannigfaltigkeit, Atlas)(vgl. [Jos05℄, De�nition 1.1.1, De�nition 1.1.2; [DC92℄, De�nition 3.1, Seite 11)Sei N ⊂ Rm, m ≥ 1. Wir nennen N eine (Unter-)Mannigfaltigkeit der Dimension p von Rm, 1 ≤ p ≤ m, fallses zu jedem Punkt y ∈ N eine o�ene Umgebung Ũ ⊂ Rn von y und einen Di�eomorphismus h̃ : Ũ → Rn mit
h̃(Ũ) o�en in Rn gibt, so dass für U := Ũ ∩ N die Eins
hränkung h := h̃U : U → Rp ein Homöomorphismusund h(U) o�en bezügli
h Rp ist.Den Homöomorphismus h : U → Rp, das Paar (U, h) oder au
h das Paar (Ũ , h̃) nennen wir eine Karte von Num y ∈ U .Ein Atlas von N ist eine Familie (Uα, hα)α∈I für eine Indexmenge I und Karten (Uα, hα) mit ⋃α∈I Uα = N .Ein Atlas heiÿt Ck-Atlas, k ∈ N ∪ {∞}, falls die Erweiterung h̃ aller Karten h jeweils Ck-Di�eomorphismenund falls alle Transitionen

hα ◦ h−1
β : hβ(Uα ∩ Uβ)→ hα(Uα ∩ Uβ)für alle α, β ∈ I mit Uα ∩ Uβ 6= ∅ von der Klasse Ck sind.Zwei Ck-Atlanten sind kompatibel, wenn die Vereinigung der Atlanten wiederum ein Ck-Atlas von N ist;existiert ein Ck-Atlas von N , so existiert ein dazu kompatibler maximaler Ck-Atlas na
h dem Lemma vonZorn.Einen sol
hen maximalen Ck-differenzierbaren Atlas nennen wir eine Ck-differenzierbare Struktur für N .Wir nennen (N , (Uα, hα)α) eine Ck-Mannigfaltigkeit, falls (Uα, hα) eine Ck di�erenzierbare Struktur für N ist.Weiter nennen wir (N , (Uα, hα)α) eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit, falls (N , (Uα, hα)) eine Ck-differen-zierbare Mannigfaltigkeit für ein k ≥ 1 ist.Wir nennen eine MannigfaltigkeitN von Rn kompakt bzw. abges
hlossen, fallsN als Teilmenge von Rn kompaktbzw. abges
hlossen ist.11.2 BemerkungIm Folgenden identi�zieren wir aus Gründen der Übersi
ht öfters N mit dem Tupel (N , (Uα, hα)α).11.3 De�nition (Ck, Lp, W k,p(Ω,N ))Sei Ω ⊂ Rp ein Gebiet und N ⊂ Rn eine Mannigfaltigkeit.Man de�niert Ck(Ω,N ) für k ≥ 0, Lp(Ω,N ) für p ≥ 1 und W k,p(Ω,N ) für k ≥ 0 und p ≥ 1 als

Ck(Ω,N ) := {f ∈ Ck(Ω,Rn) | f(x) ∈ N für alle x ∈ Ω},
Lp(Ω,N ) := {f ∈ Lp(Ω,Rn) | f(x) ∈ N für fast alle x ∈ Ω}und

W k,p(Ω,N ) := {f ∈W k,p(Ω,Rn) | f(x) ∈ N für fast alle x ∈ Ω}.193



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEME11.4 BemerkungMan bea
htet, dass die soeben de�nierten Mengen Ck(Ω,N ), Lp(Ω,N ) und W k,p(Ω,N ) im Allgemeinen keinelinearen Räume sind, da sie ni
ht notwendig unter Addition oder Multiplikation mit einem Skalar abges
hlossensind.11.5 De�nition (Ck(N ,Rp))Sei N ⊂ Rn eine p-dimensionale, di�erenzierbare Mannigfaltigkeit und f : V ⊂ N → Rq eine Abbildung, V einerelativ o�ene Teilmenge von N . Dann sagen wir f ∈ Ck(V,Rq), falls es zu jedem Punkt x ∈ V eine Umgebung
U ⊂ N mit einer Karte Φ : U → Rp gibt, so dass f ◦ Φ−1 : Φ(U ∩ V )→ Rq eine Ck-Abbildung ist.11.6 Proposition (Eigens
haften von Ck(N ,Rp))Sei N ⊂ Rn eine p-dimensionale Ck-Mannigfaltigkeit und f : N → Rq eine Abbildung. Dann gilt

(i) f ∈ Cl(N ,Rq), 0 ≤ l ≤ k, genau dann, wenn für alle Karten Φ von U ⊂ N im Atlas von N gilt
f ◦ Φ−1 : Φ(U)→ Rq ∈ Cl(Φ(U),Rq);

(ii) Sei Ω ⊂ Rm ein Gebiet und f ∈ Cl(N ,Rq) und g ∈ Cl(Ω,N ), 0 ≤ l ≤ k, dann ist f ◦ g : Ω → Rq in
Cl(Ω,Rq).Beweis. (i) Gilt für alle Karten Φ zu U im Atlas von N

f ◦ Φ−1 : Φ(U)→ Rq ∈ Cl(Φ(U),Rq),dann ist f ∈ Cl(N ,Rq) per de�nitionem.Andersherum seien (U,Φ) im Atlas von N . Wir wählen einen beliebigen Punkt y ∈ U . Dann existiert eineUmgebung V von y und eine Cl Karte h : V → Rq, so dass f ◦ h−1 ∈ Cl. Es gilt dann auf Φ(U ∩ V ):
f ◦ Φ−1 = f ◦ h−1

︸ ︷︷ ︸
Cl

◦ h ◦ Φ−1
︸ ︷︷ ︸

Ck

∈ Cl(Φ(U ∩ V ),Rq),und da y ∈ U beliebig gewählt war, erhalten wir, dass
f ◦ Φ−1 ∈ Cl(Φ(U),Rq).

(ii) Für jeden Punkt x ∈ Ω, wählen wir eine kleine Umgebung U von g(x) inN mit einer Ck-Karte Φ : U → Rp.Dann gilt für eine kleine Umgebung V ⊂ Ω von x, dass g(x) ∈ U (wegen der Stetigkeit) und somit
f ◦ g = f ◦ Φ−1

︸ ︷︷ ︸
Cl

◦ Φ︸︷︷︸
Ck

◦ g︸︷︷︸
Cl

in Cl(V,Rq).
211.7 Beispiel (Pq(n) ist eine kompakte C∞-Mannigfaltigkeit)(vgl. [Hir76℄, �1, Exer
ise 1, Seite 14)Wir betra
hten die Menge Pq(n) ⊂Mn, 1 ≤ q < n, de�niert dur
h

Pq(n) := {A ∈Mn| A = AT = A2, spurA = q}.Dabei ist spur(Aij)ij :=
∑n
i=1 Aii die Spur von A. Dann ist Pq(n) eine kompakte C∞-Mannigfaltigkeit derDimension q(n− q) in (Rn×n, |·|HS). Hier ist |(vij)ij |HS :=

(∑n
j=1

∑n
i=1(vij)

2
) 1

2 die Hilbert-S
hmidt-Norm,womit (Rn×n, |·|HS) ein Hilbert-Raum ist.Beweis. S
hritt 1:Zunä
hst ist Pq(n) bes
hränkt: Denn A = AT impliziert, dass A = ODOT für eine Orthogonalmatrix O ∈ O(n)und eine Diagonalmatrix D. Aus A = A2 folgt dann weiter, dass Dij ∈ {0, 1}, 1 ≤ i, j ≤ n und somit folgt, daorthogonale Matrizen glei
hmäÿig bes
hränkt sind,
|A|HS ≤ C|D| ≤ C

√
n.194



11.1 Grundlagen aus der Riemanns
hen GeometrieWeiterhin ist Pq(n) au
h abges
hlossen, da die Glei
hungen A = AT = A2 und spurA = q unter |·|HS-Konvergenz erhalten bleiben.Zusammen impliziert dies, dass Pq(n) kompakt in Rn×n enthalten ist.S
hritt 2:Sei A ∈ Pq(n) gegeben. Wegen A = AT und A = A2 erhalten wir dann ein O ∈ O(n) und eine Diagonalmatrix
D ∈ {0, 1}n×n mit der Darstellung A = ODOT . Weiter impliziert spurA = q

q = spur(ODO⊤) = OikDklO
⊤
li = Oikδ

l
kDkkOil = OikOikDkk = δkkDkk = spurD.Daraus folgt, dass genau q Diagonaleinträge von D den Wert 1 annehmen und die restli
hen n− q Einträge denWert 0. Ohne Eins
hränkung erhalten wir also die Darstellung

A = O




1 . . .
1

0 . . .
0




︸ ︷︷ ︸
Dq

O⊤,
und wir wählen eine Orthonormalbasis (o1, . . . , on) von Rn derart, dass O = (o1| . . . |on).Wir beoba
hten nun, dass ImA = span(o1, . . . oq) und KerA = span(oq+1, . . . , on), was aus

Aoi = ODq ei =

{
oi, 1 ≤ i ≤ q,
0, q + 1 ≤ i ≤ nfolgt.S
hritt 3:Sei γ > 0, so dass für alle Matrizen C mit |C|HS < γ die Matrix I − C ∈ GL(n) und (I − C)−1 =

∑∞
k=0 C

k(vgl. Lemma 8.14). Wir wollen zeigen, dass ein Homöomorphismus Φ : Pq(n) ∩ Bn×nγ
2

(A) → Rn−q×q existiert,so dass Φ(Pq(n) ∩Bn×nγ
2

(A)) o�en in Rn−q×q ist.Dazu beoba
hten wir, dass alle Ã nahe bei A eine eindeutige lineare Abbildung T : ImA→ KerA implizieren,wel
he einem Vektor v ∈ ImA einen Vektor w ∈ KerA zuordnet, so dass v ⊕ w ∈ Im Ã, wie Abbildung 11.1verans
hauli
ht.Wir su
hen also eine Abbildung T : ImA → KerA, so dass für v ∈ ImA und w := T (v) gilt
Ã(v ⊕ w) = v ⊕ w (dies ist äquivalent zu v ⊕ w ∈ Im Ã, da Ã2 = Ã). Wegen Aw = 0 erhalten wir daraus

(Ã− I)v = (I − (Ã−A))w.Nun ist ∣∣∣Ã−A∣∣∣
HS

< γ
2 und es folgt na
h Wahl von γ, dass I − (Ã − A) ∈ GL(n) und (I − (Ã − A))−1 =

∑∞
k=0(Ã −A)k. Weiter ma
ht man si
h klar, dass die Abbildung Ã 7→∑∞

k=0(Ã −A)k in C∞(Bn×nγ
2

(A),Rn×n)liegt. Wir erhalten also
w = (I − (Ã−A))−1(Ã− I)v =: M̃v, (11.1)für M̃ ≡ M̃(Ã) := (I − (Ã−A))−1(Ã− I) ∈ Rn×n.Wir de�nieren B = (Bij)ij ∈ Rn−q×q dur
h

Bij := 〈M̃oj , oq+i〉 1 ≤ i ≤ n− q, 1 ≤ j ≤ q (11.2)und setzen Φ(Ã) := B.Weiter fassen wir jedes Element B ∈ Rn−q×q als Abbildung ImA→ KerA auf, indem wir
MB ≡M := O




0 . . . 0 0 . . . 0... . . . ... ... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 0

0 . . . 0

B
... . . . ...
0 . . . 0




OT ∈ Rn×n (11.3)
195



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEME
PSfrag repla
ements

ImA

KerA

Im Ã

Ker Ã

v

w

Abbildung 11.1: Jedes Ã nahe bei A impliziert eine lineare Abbildung T : ImA→ KerA.setzen. Wir bea
hten, dass
〈MΦ(Ã)oj , oq+i〉 = Bij(Ã) 1 ≤ i ≤ n− q, 1 ≤ j ≤ q.Deshalb sehen wir mit (11.2), dass die Abbildungen M̃ aus (11.1) und M aus (11.3) identis
h auf dem Raum

ImA sind, da na
h Konstruktion M̃ : ImA→ KerA.Wir beoba
hten nun, dass für ein gegebenes B ∈ Rn−q×q und das zugehörigeMB gilt, dass (oi +MBoi)
n
i=1 einelinear unabhängige Menge ist, da für (λi)

n
i=1 ⊂ R die folgenden Aussagen äquivalent sind, wobei wir benutzen,dass KerA = (ImA)⊥:

0 =

n∑

i=1

λi(oi +Moi)
(11.3)⇔ n∑

i=q+1

(−λi)oi +

q∑

i=1

M(−λioi)
︸ ︷︷ ︸

∈KerA

=

q∑

i=1

λioi

︸ ︷︷ ︸
∈ImA

⇔
n∑

i=q+1

(−λi)oi +

q∑

i=1

M(−λioi) = 0 ∧ i

q∑

i=1

λioi = 0

⇔
n∑

i=q+1

(−λi)oi +

q∑

i=1

M(−λioi) = 0 ∧ λi = 0, 1 ≤ i ≤ q

⇔
n∑

i=q+1

(−λi)oi = 0 ∧ λi = 0, 1 ≤ i ≤ q

⇔ λi = 0, 1 ≤ i ≤ n.Mit dem Gram-S
hmidt-Verfahren konstruieren wir für jedes B aus (o1 + MBo1, . . . , on + MBon) eine Or-thonormalbasis (p1, . . . , pn) von Rn mit span(p1, . . . , pq) = span(o1 + MBo1, . . . , oq + MBoq). Wir setzen196



11.1 Grundlagen aus der Riemanns
hen Geometrie
P := (p1| . . . |pn). Dann ist die Abbildung B 7→ P eine C∞-Abbildung und wir de�nieren

Φ̃(B) := P




1 . . .
1

0 . . .
0




︸ ︷︷ ︸
Dq

PT ∈ Pq(n),
wobei wir in der obigen Diagonalmatrix genau den ersten q Diagonaleinträgen den Wert 1 zuweisen. DieseAbbildung Φ̃(B) ist unabhängig von der speziellen Wahl der Orthonormalbasis (p1, . . . , pn), denn für zweivers
hiedene Orthonormalbasen (p1, . . . , pn) und (p̂1, . . . , p̂n) mit span(p1, . . . , pq) = span(p̂1, . . . p̂q) gilt

P Dq P
T pk =

{
pk, 1 ≤ k ≤ q,
0, q + 1 ≤ k ≤ nund

P̂ Dq P̂
T pk = P̂

q∑

l=1

〈p̂l, pk〉el

=

q∑

l=1

〈p̂l, pk〉p̂l

=

{
pk, 1 ≤ k ≤ q,
0, q + 1 ≤ k ≤ n,da pk ∈ span(p̂1, . . . , p̂q) für 1 ≤ k ≤ q und pk⊥ span(p1, . . . , pq) für q + 1 ≤ k ≤ n. Daraus folgt, dass

P Dq P
T = P̂ Dq P̂

T , da (p1, . . . , pn) eine Basis ist. Damit erhalten wir insbesondere Φ̃(0) = A, da M0 = 0und somit P0 = 0.Wir halten fest, dass Φ̃ ∈ C∞(Rn−q×q ,Rn×n) und Im Φ̃ ⊂ Pq(n).S
hritt 4:Wir zeigen no
h, dass lokal um A bzw. um 0 gilt Φ−1 = Φ̃ und Φ̃−1 = Φ.Sei zunä
hst ein Ã mit ∣∣∣Ã−A∣∣∣ < γ
2gegeben. Dann erhalten wir B := Φ(Ã), M := MB und M̃ = M̃(Ã). Da M̃ und M auf ImA identis
h sind,folgt aus (11.1)

(I − Ã)Mv = (I − (Ã−A))Mv
(11.1)
= (Ã− I)v,also Ã(v+Mv) = v+Mv für alle v ∈ ImA. Daraus folgt insbesondere , dass für 1 ≤ i ≤ q au
h oi+Moi ∈ Im Ãliegt und da dim Im Ã = q ist, gilt somit, dass (oi+Moi)

q
i=1 eine Basis von Im Ã ist. Nun lässt si
h Ã darstellenals ÕDqÕ

T . Mit Õ =: (õ1| . . . |õn) erhalten wir, dass span(õ1, . . . , õq) = span(o1 + Mo1, . . . , oq + Moq). Esfolgt Φ̃(Φ(Ã)) = Ã, da die spezielle Wahl der Orthonormalbasis für Φ̃(B) irrelevant war, und wir deshalb au
h
P := Õ wählen können.Andererseits sei ein B ∈ Rn−q×q gegeben. Da Φ̃ eine C∞-Abbildung ist und Φ̃(0) = A, können wir ein kleines
ε �nden, so dass für alle |B|HS < ε gilt ∣∣∣Φ̃(B)−A

∣∣∣
HS

< γ
2 . Für ein sol
hes B erhalten wir dur
h Anwendungvon Φ̃ ein Ã und dann dur
h Anwendung von Φ ein B′. Es gilt dann für M ′ := MB′

Ã(v +M ′v) = v +M ′v für alle v ∈ ImA.Es ist zu zeigen, dass B′ = B. Da aber na
h Konstruktion Im Ã = span(o1 +MBo1, . . . , oq +MBoq), gilt wegen
Ã ∈ Pq(n), also insbesondere Ã2 = Ã, dass

Ã(oi +MBoi) = oi +MBoi, 1 ≤ i ≤ q,woraus folgt
Ã(v +MBv) = v +MBv für alle v ∈ ImA.197



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEDies impliziert mit einer Re
hnung wie für (11.1) unter Bea
htung, dass sowohlMB als au
hM ′ von ImA na
h
KerA abbilden, dass M ′v = Mv für alle v ∈ ImA und somit B′ = B.Wir haben also in Φ einen erfolgverspre
henden Kandidaten für eine Karte um A gefunden. Nun müssen wir no
hzeigen, dass si
h Φ lokal geeignet auf Rn×n erweitern lässt, um zu erhalten, dass Pq(n) eine Untermannigfaltigkeitist.S
hritt 5:Wir haben in (11.1) für ∣∣∣Ã−A∣∣∣

HS
< ε folgendes gesetzt

M̃ = (I − Ã+A)−1(Ã− I).Für v ∈ ImA gilt
M̃v + (I −A)v = M̃v.Setzen wir für |C −A|HS < γ

2

ϕ̃(C) := (I − C +A)−1(C − I) + (I −A),so ist ϕ̃ eine C∞-Abbildung, und es gilt ϕ̃(A) = 0. Insbesondere lässt si
h ein ε > 0 �nden, so dass ϕ̃(Bn×nε (A)) ⊂
Bn×nγ

2
(0). Es gilt für C ∈ Rn×n mit |C −A|HS < ε

ϕ̃(C) +Aϕ̃(C) +A = C(I + ϕ̃(C)),was wegen der Kleinheit von |C −A|HS äquivalent ist zu
C = (I + ϕ̃(C))−1(ϕ̃(C) +A(ϕ̃(C) + I)).Also ist ϕ̃ ein C∞-Di�eomorphismus um A. Weiter soll gelten, dass ϕ̃ auf Pq(n) einges
hränkt Φ ergibt, wasbeinahe der Fall ist:Sei also Ã ∈ Pq(n). Dann gilt ϕ̃(Ã)oj = M̃oj ∈ KerA, 1 ≤ j ≤ q na
h De�nition von M̃ in S
hritt 3. Also folgt

〈ϕ̃(Ã)oj , oq+i〉 = Bij(Ã), 1 ≤ i ≤ n− q, 1 ≤ j ≤ qund
〈ϕ̃(Ã)oj , oi〉 = 0, 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ q.Für q + 1 ≤ j ≤ n gilt Aoj = 0 und es folgt

ϕ̃(Ã)oj = (I − Ã+A)−1(Ã− I)oj + (I −A)oj = −(I − Ã−A)−1(I − Ã−A)oj + oj = 0.Folgli
h erhalten wir die Darstellung
OT ϕ̃(Ã)O =




0 . . . 0 0 . . . 0... . . . ... ... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 0

0

Φ(Ã)
. . .

0




= Φ̃× {0}.Also ist ϕ(·) := OT ϕ̃(·)O die gewüns
hte Erweiterung von Φ. 211.8 De�nition (Tangentialraum, Normalraum)Sei N ⊂ Rn eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit.Sei für ein y ∈ N eine Abbildung f ∈ C1((−ε, ε),Rn) für ein beliebiges ε > 0, so dass gilt f(t) ∈ N für
t ∈ (−ε, ε) und f(0) = y. Dann nennen wir

v :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(t) ∈ Rneinen Tangentialvektor an N am Punkt y ∈ N .Die Menge der Tangentialvektoren an N zu einem fest gewähltem Punkt y ∈ N nennen wir den Tangentialraum198



11.1 Grundlagen aus der Riemanns
hen Geometrie
TyN von N an y ∈ N .Den Normalraum T⊥

y N de�nieren wir als die Menge
T⊥
y N := {w ∈ Rn| 〈w, v〉 = 0 für alle v ∈ TyN}für das Standardskalarprodukt 〈·, ·〉 in Rn.11.9 Lemma (Tangentialräume sind lineare Räume)Ist N ⊂ Rn eine p-dimensionale, di�erenzierbare Mannigfaltigkeit, so ist TyN ein p-dimensionaler und T⊥

y Nein (n− p)-dimensionaler Unterraum des Rn für jedes y ∈ N .Weiterhin gilt für eine Karte h : U ⊂ N → Rp, dass für
∂

∂yi
≡ ∂

∂yi
(y) :=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

h−1(h(y) + tei),wobei ei der i-te Einheitsvektor von Rp sei, die Menge ( ∂
∂yi

)
i
für alle y ∈ U eine Basis von TyN ist.Beweis. Die Vektorraum-Eigens
haft und die (n−p)-Dimensionalität von T⊥

y N folgt sofort aus der De�nition,falls die Vektorraum-Eigens
haft und die p-Dimensionalität von TyN gezeigt ist.Wir zeigen also zunä
hst, dass TyN ⊂ Rn ein linearer Unterraum ist:
(i) 0 ∈ TyN , y ∈ N :Dies folgt sofort, wenn wir f(t) := y setzen.

(ii) Ist v ∈ TyN , dann gilt λv ∈ TyN für alle λ ∈ R:Ist λ = 0 so folgt die Behauptung aus (i). Sei also im folgenden λ 6= 0.Sei f eine geeignete Funktion für v, d.h. f ∈ C1((−ε, ε),Rn) für ein gewisses ε > 0, f(t) ∈ N für t ∈ (−ε, ε),
f(0) = y und d

dt

∣∣
t=0

f = v.Wir setzen g(t) := f(λt). Dann gilt
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g(t) = λvund somit gilt λv ∈ TyN , da g für ε′ := ε
|λ| alle Voraussetzungen erfüllt.

(iii) Sind v1, v2 ∈ TyN , so au
h v1 + v2:Seien f1 und f2 zwei geeignete C1-Funktionen für v1 bzw. v2. Wir wählen aus dem Atlas zu N eine Karte
φ : U → Rp für eine relativ o�ene Umgebung U von y in N .Ohne Eins
hränkung gelte φ(y) = 0 (denn sonst wählen wir die kompatible Karte φ(·) − φ(y)). Nunexistiert ein kleines ε > 0, so dass für alle |t| < ε die Punkte f1(t), f2(t) in U liegen. Weiter sind φ ◦ f1und φ ◦ f2 stetig, φ(U) o�en und φ ◦ f1(0), φ ◦ f2(0) ∈ φ(U). Somit existiert ein ggf. no
h kleineres ε > 0,so dass für alle |t| < ε gilt

φ(f1(t)) + φ(f2(t)) ∈ φ(U).Deshalb ist g(t) := φ−1(φ ◦ f1(t) + φ ◦ f2(t)) wohlde�niert und C1 für |t| < ε. Zusätzli
h gilt g(0) =
φ−1(0) = y und (wir bezei
hnen für einen Vektor v ∈ Rn mit vi die i-te Komponente von v)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

gi(t) =
∂(φ−1)i

∂xα
(0)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

[(φ ◦ f1(t))α + (φ ◦ f2(t))α]

=
∂(φ−1)i

∂xα
(0)

∂φα

∂xβ
(y)

︸ ︷︷ ︸
=δi

β

(vβ1 + v
β
2 )

= δiβ(v
β
1 + v

β
2 )

= vi1 + vi2, 199



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEalso
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g(t) = v1 + v2und deshalb haben wir v1 + v2 ∈ TyN gezeigt.Die weiteren Vektorraumeigens
haften ergeben si
h sofort.Nun zeigen wir no
h, dass für eine Karte h : U → Rd die Vektoren
∂

∂yi
(y), 1 ≤ i ≤ peine Basis von TyN für alle y ∈ U darstellen. Wir �xieren ein y0 ∈ U . Nun setzen wir Φ : U → Rp als

Φ(z) := h(z) − h(y0). Dann ist Φ−1(x) = h−1(x + h(y0)) wohlde�niert und in Ck auf einer Umgebung der
0.Weiterhin gilt dann, dass

∂

∂yi
(y0) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ−1(tei), 1 ≤ i ≤ p.Da Φ−1(tei) ∈ Ck((−ε, ε),Rn) ⊂ C1((−ε, ε),Rn) (wir bea
hten k ≥ 1) für ein ε hinrei
hend klein und
Φ−1(0ei) = y0, haben wir

∂

∂yi
(y0) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ−1(tei) ∈ Ty0N .Weiter ist DΦ−1(y0) eine p× n-Matrix mit vollem Rang, da Φ die Eins
hränkung eines Di�eomorphismus auf
N bzw. Rp ist, und somit sind die Zeilen ∂

∂yi (y0) linear unabhängig in Rn.Wählen wir andererseits einen beliebigen Tangentialvektor v ∈ Ty0N mit zugehöriger Funktion f : (−ε, ε)→ N ,so ist
λi(t) := 〈Φ(f(t)), ei〉 ∈ C1((−ε, ε)) für 1 ≤ i ≤ p,und somit �nden wir die Darstellung in Rp

Φ(f(t)) = λi(t) ei.Weiter ist λi(0) = 0 und wir können für kleines t s
hreiben
f(t) = Φ−1(λi(t) ei).Damit folgt

v =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(t)

=
∂

∂xα
Φ−1(0)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

λi(t) (ei)
α

︸ ︷︷ ︸
=δα

i

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ−1(teα) λi
′(0) δαi

=
∂

∂yα
(y0) λi

′(0) δαi

=
∂

∂yi
(y0) λi

′(0)und v ist mithin eine Linearkombination von ( ∂
∂yi (y0)

)p
i=1

, und deshalb ist ( ∂
∂yi (y0)

)p
i=1

eine Basis von Ty0N .Insbesondere folgt, dass TyN ein p-dimensionaler Vektorraum ist. 211.10 BemerkungMan nennt die Basis ( ∂
∂yi

)p
i=1

au
h lokale Koordinaten der Tangentialräume TyN für y ∈ U und eine Karte
(Φ, U) von N . 200



11.1 Grundlagen aus der Riemanns
hen Geometrie11.11 De�nition (Kotangentialraum, k-Formen)Sei N ⊂ Rn eine C1-Mannigfaltigkeit der Dimension p. Wir betra
hten zu y ∈ N eine Basis ( ∂
∂yi

)p
i=1

von TyNin lokalen Koordinaten.Wir de�nieren den Dualraum T ∗
yN := L(TyN ) zu TyN . Dann de�nieren wir die duale Basis von T ∗

yN in lokalenKoordinaten (dyi)pi=1, 
harakterisiert dur
hdyi( ∂

∂yj

)
:= δ

j
i , 1 ≤ i, j ≤ p.Wir de�nieren zudem den Raum der s
hiefsymmetris
hen (bzw. alternierenden) k-Formen ΛkTyN als Raumaller Abbildungen ϕ : TyN × . . .× TyN → R, so dass gilt

(i) ϕ ist eine multilineare Abbildung und
(ii) für v1, . . . , vk ∈ TyN und eine Permutation σ von {1, . . . , k} mit Vorzei
hen sgnσ gilt ϕ(v1, . . . , vk) =

sgnσ ϕ(vσ(1), . . . , vσ(k)).Dann gilt Λ1TyN = T ∗
yN und wir setzen Λ0TyN := R.Zusätzli
h de�nieren wir ΛkTN :=

⋃
y∈N ΛkTyN .Wir de�nieren das äuÿere Produkt ∧
∧ : ΛkTyN × ΛlTyN → Λk+lTyNfür Vektoren v1, . . . , vk+l ∈ TyN :� Zunä
hst de�nieren wir für 1-Formen ϕ1, . . . , ϕm ∈ Λ1TyN und für Vektoren v1, . . . , vm ∈ TyN , wobei

m ≥ 1,
ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕm(v1, . . . , vm) := det




ϕ1(v1) . . . ϕ1(vm)... . . . ...
ϕm(v1) . . . ϕm(vm)


 .Es lässt si
h dann zeigen, vgl. zum Beispiel [DC94℄ �1, dass für k ≥ 1

{dyi1 ∧ . . . ∧ dyik | 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ p}eine Basis von ΛkTyN ist.� Für ω ∈ ΛkTyN und ϕ ∈ ΛlTyN mit der Darstellung
ω =

∑

1≤i1<...<ik≤p
ωi1,...,ik dyi1 ∧ . . . ∧ dyikund

ϕ =
∑

1≤j1<...<jl≤p
ϕj1,...,jl dyj1 ∧ . . . ∧ dyjlde�nieren wir dann

ω ∧ ϕ :=
∑

1≤i1<...<ik≤p

1≤j1<...<jl≤p

ωi1,...,ik ϕj1,...,jl dyi1 ∧ . . . ∧ dyik ∧ dyj1 ∧ . . . ∧ dyjl .Wir nennen eine Abbildung f : N → ΛkTN eine k-Form auf N , falls f(y) ∈ ΛkTyN für alle y ∈ N .11.12 Bemerkung� Sei ω ∈ ΛkTyN und ϕ ∈ ΛlTyN . Dann gilt
ω ∧ ϕ = (−1)klϕ ∧ ω: (11.4)201



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEEs gilt nämli
h für v1, . . . , vk+l ∈ TyN und für σ ∈ S(1, . . . , k + l)dyi1 ∧ . . . ∧ dyik∧dyj1 ∧ . . . ∧ dyjl(v1, . . . , vk+l)
=

∑

σ∈S(1,...,k+l)

sgn(σ) dyi1(vσ(1)) · . . . · dyik(vσ(k)) · dyj1(vσ(k+1)) · . . . · dyjl(vσ(k+l))

=
∑

σ∈S(1,...,k+l)

sgn(σ) dyi1(vσ̃(l+1)) · . . . · dyik(vσ̃(l+k)) · dyj1(vσ̃(1)) · . . . · dyjl(vσ̃(l))für eine Abbildung ∼: S(1, . . . , k + l)→ S(1, . . . , k + l) de�niert für σ ∈ S(1, . . . , k + l) dur
h
σ̃(i) :=

{
σ(k + i), falls 1 ≤ i ≤ l,
σ(i− l), falls l + 1 ≤ i ≤ k + l.Hierbei sei S(1, . . . , k + l) die Menge der Permutationen von (1, . . . , k + l).O�ensi
htli
h ist dann ∼: S(1, . . . , k + l)→ S(1, . . . , k + l) eine Bijektion und sgn(σ̃) = (−1)kl sgn(σ), da

sgn(σ(1), . . . , σ(k),σ(k + 1), . . . , σ(k + l)) = − sgn(σ(1), . . . , σ(k − 1), σ(k + 1), σ(k), . . . , σ(k + l))

= (−1)l sgn(σ(1), . . . , σ(k − 1), σ(k + 1), . . . , σ(k + l), σ(k))

= (−1)2l sgn(σ(1), . . . , σ(k − 2), σ(k + 1), . . . , σ(k + l), σ(k − 1), σ(k))

= (−1)kl sgn(σ(k + 1), . . . , σ(k + l), σ(1), . . . , σ(k))

= (−1)kl sgn(σ̃(1), . . . , σ̃(l), σ̃(l + 1), . . . , σ̃(k + l)).Es gilt also für alle σ ∈ S(1, . . . , k + l)dyi1 ∧ . . . ∧ dyik ∧ dyj1 ∧ . . . ∧ dyjl(v1, . . . , vk+l)
=

∑

σ∈S(1,...,k+l)

(−1)kl sgn(σ̃) dyi1(vσ̃(l+1)) · . . . · dyik(vσ̃(l+k)) · dyj1(vσ̃(1)) · . . . · dyjl(vσ̃(l))

= (−1)kldyj1 ∧ . . . ∧ dyjl ∧ dyi1 ∧ . . . ∧ dyik(v1, . . . , vk+l)und damit folgt die Behauptung über die lokale Darstellung von ω und ϕ.� Insbesondere gilt dyi ∧ dyj = −dyj ∧ dyi, 1 ≤ i, j ≤ p und speziell dyi ∧ dyi = 0, 1 ≤ i ≤ p.11.13 De�nition (Cl-k-Formen)Sei N eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension p und ω eine k-Form auf N . Sei U ⊂ N eine kleineUmgebung mit lokalen Koordinaten von TyN , y ∈ U . Dann lässt si
h ω in U in der dualen Basis darstellen,d.h. es existieren Abbildungen ηi1,...,ik : U → R, 1 ≤ i1 < i2 . . . < ik ≤ p, so dass für alle y ∈ U
ω(y)(v1, . . . , vk) =

∑

1≤i1<...<ik≤p
ηi1,...,ik(y) dyi1(y) ∧ . . . ∧ dyik(y)(v1, . . . , vk) ∀ v1, . . . , vn ∈ TyN .Wir sagen, dass ω eine Cl-k-Form auf N ist, falls all diese ηi1,...,ik ∈ Cl(U,R) und N eine Ck-Mannigfaltigkeitmit k ≥ l + 1 ist.11.14 BemerkungDa Koordinatenwe
hsel im Tangentialraum von der Klasse Ck−1 sind, ist somit o�ensi
htli
h, dass die obigeDe�nition ni
ht von den gewählten Koordinaten der Mannigfaltigkeit abhängt.11.15 De�nition (Äuÿere Ableitung)Seien Mm und Nn zwei di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten in RN der Dimension m bzw. n. Sei weiter f :

Mm → Nn eine Ck-Abbildung, k ≥ 1. Seien y ∈ Mm und z := f(y) ∈ Nn �xiert. Wir wählen um y in Mmeine Umgebung U und eine Karte Φ : U → Rm und bezei
hnen die Koordinaten in Φ(U) mit (xj)mj=1.Dann de�nieren wir die äuÿere Ableitung dfy von f an der Stelle y,dfy : TyM→ TzN ,202



11.1 Grundlagen aus der Riemanns
hen Geometriefür ein v =
∑m
j=1 v

j ∂Φ−1

∂xj (Φ(z)) ∈ TyM dur
hdfy(v) :=
∂(f ◦ Φ−1)

∂xj
(Φ(y)) vj =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ Φ−1


Φ(y) + t



v1...
vm





) ∈ TzN .11.16 Bemerkung� Zunä
hst ist diese De�nition von d unabhängig von der Wahl der Karten: In der Tat sei ψ : U → Rm eineweitere Karte und v ∈ TyM ein �xierter Tangentialvektor. Wir bezei
hnen die Koordinaten in ψ(U) mit

(ξi)mi=1. Nun de�nieren wir (vj)mj=1 dur
h
v = vj

∂Φ−1

∂xj
(Φ(y)) (11.5)und (ṽi)mi=1 dur
h

v = ṽi
∂ψ−1

∂ξi
(ψ(y)). (11.6)Wir bere
hnen zunä
hst das Transformationsverhalten von vk na
h ṽi:

vj
∂Φ−1

∂xj
(Φ(y))

(11.5)
= v(11.6)
= ṽi

∂ψ−1

∂ξi
(ψ(y))

= ṽi
∂(Φ−1 ◦ Φ ◦ ψ−1)

∂ξi
(ψ(y))

= ṽi
∂Φ−1

∂xj
(Φ(y))

∂(Φ ◦ ψ−1)j

∂ξi
(ψ(y))

=

(
ṽi

∂(Φ ◦ ψ−1)j

∂ξi
(ψ(y))

)
∂Φ−1

∂xj
(Φ(y)).Da ∂Φ−1

∂xj (Φ(y)) na
h Lemma 11.9 eine Basis von TyM ist, folgt daraus
vj = ṽi

∂(Φ ◦ ψ−1)j

∂ξi
(ψ(y)). (11.7)Nun bere
hnen wir

∂(f ◦ ψ−1)

∂ξi
(ψ(y))ṽi =

∂(f ◦ Φ−1 ◦ Φ ◦ ψ−1)

∂ξi
(ψ(y))ṽi

=
∂(f ◦ Φ−1)

∂xj
(Φ(y))

(
∂(Φ ◦ ψ−1)j

∂ξi
(ψ(y))ṽi

)(11.7)
=

∂(f ◦ Φ−1)

∂xj
(Φ(y))vj .Damit ist dfy(v) unabhängig von der gewählten Karte.� Es ist weiter o�ensi
htli
h, dass dfy : TyM→ TzN eine lineare Abbildung ist.� IstMm =M⊂ Rm ein Gebiet, so ist für v = (vi)mi=1 ⊂ Rm, y ∈Mdfy(v) =

∂f

∂xi
(y)vi =

∂f

∂v
(y)die gewöhnli
he Rm-Ri
htungsableitung von f in Ri
htung v.� Sei M eine Mannigfaltigkeit. Wir betra
hten um einen Punkt y ∈ M mit Karte Φ die Abbildung yi :

M→ R, yi : y 7→ Φi(y). Setzen wir v := ∂
∂yj , dann ist vi = δij und somitdyiy(v) =

∂(yi ◦ Φ−1)

∂xk
δkj

=
∂(Φi ◦ Φ−1)

∂xj

= δij .203



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEAlso entspri
ht dyi der De�nition der dualen Basis der lokalen Koordinaten von De�nition 11.11 und esgilt dyiy(v) = dyiy(vj ∂

∂yj
) = vjδij = vi. (11.8)� Es gilt die folgende Produktregel: Für zwei Ck-Abbildungen f, g :M→N , k ≥ 1, giltd(fg) = f dg + g df :Dies folgt sofort aus der lokalen Darstellungd(fg) =

∂(fg) ◦ Φ−1

∂xj
◦ Φ dyj

= f
∂g ◦ Φ−1

∂xj
◦ Φ dyj + g

∂f ◦ Φ−1

∂xj
◦ Φ dyj

= fdg + gdf .11.17 De�nition (Äuÿere Ableitung von Formen)Sei ω eine Ck-l-Form, k, l ≥ 1, auf einer Ck′ -MannigfaltigkeitM der Dimension m, wobei k′ ≥ k+ 1. In lokalenKoordinaten in einer Umgebung U um y ∈M sei
ω(y) =

∑

1≤i1<...<ik≤m
ηi1,...,ik(y) dyi1 ∧ . . . ∧ dyil für y ∈ Umit ηi1,...,ik ∈ Ck(U,R).Wir de�nieren die äuÿerere Ableitung von ω an der Stelle y dur
hdω :=

∑

1≤i1<...<ik≤m
dηi1,...,ik ∧ dyi1 ∧ . . . ∧ dyil .11.18 Bemerkung� Für eine C1-Abbildung f :M→ R gilt in lokalen Koordinaten um y ∈ M mit einer Karte Φdf =
∂f ◦ Φ−1

∂xl
(Φ(y)) dyl,denn für einen Tangentialvektor w ∈ TyM, erhalten wir die Zerlegung w = wi ∂

∂yi dur
h wi = dyi(w).� Deshalb gilt für f ∈ C2(M,Rn), dass ddf = 0, dennddf = d(∂f ◦ Φ−1

∂xl
(Φ(y)) dyl)

= d(∂f ◦ Φ−1

∂xl
(Φ(y))

)
∧ dyl

=
∂2f ◦ Φ−1

∂xl∂xk
(Φ(y))dyk ∧ dyl

=
∑

1≤l<k≤m

∂2f ◦ Φ−1

∂xl∂xk
(Φ(y))(dyl ∧ dyk + dyk ∧ dyl) +

∑

1≤k≤m

∂2f ◦ Φ−1

(∂xk)2
(Φ(y))dyk ∧ dyk

= 0,da na
h Bemerkung 11.12 dyk ∧ dyk = 0 für 1 ≤ k ≤ m und dyl ∧ dyk = −dyk ∧ dyl für 1 ≤ l, k ≤ m.204



11.1 Grundlagen aus der Riemanns
hen Geometrie� Daraus folgt nun, dass die De�nition von dω von der Wahl der Karte unabhängig ist, und somit ist dωeine Ck−1-(l + 1)-Form aufM:Seien Φ und ψ zwei Karten von einer Umgebung U ⊂ M um y ∈ M. Wir bezei
hnen die Koordinatenvon Φ mit y, die Koordinaten in Φ(U) mit x, die Koordinaten von ψ mit z und die Koordinaten in ψ(U)mit ζ.Zunä
hst bere
hnen wir das Transformationsverhalten von dyj und dzi und betra
hten dazu die Abbildung
zi : y → P i ◦ ψ(y).Dabei sei P i : Rn → R die Abbildung, die einen Vektor in Rn auf seine i-te Komponente projiziert. Danngilt per De�nition dzi =
∂zi ◦ Φ−1

∂xj
(Φ(·)) dyj

=
∂P i ◦ ψ ◦ Φ−1

∂xj
(Φ(·)) dyj

= d(P i ◦ ψ)

(
∂

∂yj

) dyj .Stellen wir ω als
ω =

∑

1≤j1<...<jk≤n
ηj1,...,jk dyj1 ∧ . . . ∧ dyjkeinerseits und als

ω =
∑

1≤i1<...<ik≤n
η̃i1,...,ik dzi1 ∧ . . . ∧ dzikandererseits dar, so können wir letzteres umformen zu

ω =
∑

1≤i1<...<ik≤n
η̃i1,...,ik d(P i1 ◦ ψ)

(
∂

∂yj1

) dyj1 ∧ . . . ∧ d(P ik ◦ ψ)

(
∂

∂yjk

) dyjk
=

∑

1≤i1<...<ik≤n
η̃i1,...,ik d(P i1 ◦ ψ)

(
∂

∂yj1

)
· . . . · d(P ik ◦ ψ)

(
∂

∂yjk

) dyj1 ∧ . . . ∧ dyjk .Darauf wenden wir d bezügli
h Φ an, und erhaltendω =
∑

1≤i1<...<ik≤n
d(η̃i1,...,ik d(P i1 ◦ ψ)

(
∂

∂yj1

)
· . . . · d(P ik ◦ ψ)

(
∂

∂yjk

))
∧ dyj1 ∧ . . . ∧ dyjk

=
∑

1≤i1<...<ik≤n

[dη̃i1,...,ik d(P i1 ◦ ψ)

(
∂

∂yj1

)
· . . . · d(P ik ◦ ψ)

(
∂

∂yjk

)

+ η̃i1,...,ik d(d(P i1 ◦ ψ)

(
∂

∂yj1

)
· . . . · d(P ik ◦ ψ)

(
∂

∂yjk

))]
∧ dyj1 ∧ . . . ∧ dyjk

=
∑

1≤i1<...<ik≤n

(dη̃i1,...,ik d(P i1 ◦ ψ)

(
∂

∂yj1

)
· . . . · d(P ik ◦ ψ)

(
∂

∂yjk

)
+ 0

)
∧ dyj1 ∧ . . . ∧ dyjk

= . . . =
∑

1≤i1<...<ik≤n
dη̃i1,...,ik ∧ dzi1 ∧ . . . ∧ dzik ,da - wie in Bemerkung 11.16 gesehen - für d auf Funktionen die Produktregel gilt und d ◦ d = 0. Da wirs
hon gezeigt haben, dass d auf Funktionen unabhängig von der Karte wirkt, haben wir damit bewiesen,dass dω unabhängig von der gewählten Karte ist.� Es gilt für eine C1-Abbildung η :M→ R und eine C1-k-Form ω aufM, dassd(ηω) = dη ∧ ω + η dω.Denn wenn wir lokal für ω die Darstellung

ω =
∑

I

ωI dyI205



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEwählen (für I = (i1, . . . , ik), 1 ≤ i1 < . . . ik ≤ m und dyI = dyi1 ∧ . . . ∧ dyik), so istd(ηω) =
∑

I

d(ηωI) ∧ dyI
=

∑

I

((dη)ωI + η(dωI)) ∧ dyI
= (dη) ∧∑

I

ωIdyI + η
∑

I

dωI ∧ dyI
= dη ∧ ω + η dω.� Für eine C1-k-Form ω1 und eine C1-l-Form ω2 giltd(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)kω1 ∧ dω2.Dies folgt sofort aus der lokalen Darstellung

ω1 =
∑

I

ηIdyIund
ω2 =

∑

J

η̃JdyJ .Denn dann gilt
ω1 ∧ ω2 =

∑

I,J

ηI η̃J dyI ∧ dyJund mit der De�nition von d erhalten wird(ω1 ∧ ω2) =
∑

I,J

d(ηI η̃J ) ∧ dyI ∧ dyJ
B.11.16

=
∑

I,J

((dηI)η̃J + ηI(dη̃J )) ∧ dyI ∧ dyJ
=

∑

I,J

(
(dηI)η̃J ∧ dyI ∧ dyJ + ηI(dη̃J ) ∧ dyI ∧ dyJ)

=
∑

I,J

(
(dηI ∧ dyI) ∧ (η̃JdyJ) + dη̃J ∧ (ηIdyI) ∧ dyJ)

= dω1 ∧ ω2 +
∑

I,J

(−1)k(ηIdyI) ∧ (dη̃J) ∧ dyJ
= dω1 ∧ ω2 + (−1)kω1 ∧ dω2.11.19 Proposition (Darstellung von dω)Sei Nn ⊂ RN eine C2-Mannigfaltigkeit, ω eine C1-2-Form auf N .Wir de�nieren lokal in einer Umgebung U voneinem y0 ∈ N mit Karte Φ

ωij(y) := ω(y)

(
∂

∂yi
,
∂

∂yj

) .Dann ist für ein y ∈ U und u = ui ∂
∂yi , v = vi ∂

∂yi , w = wi ∂
∂yi ∈ TyNdω(u, v, w) =

(
∂ωij ◦ Φ−1

∂xα
+
∂ωαi ◦ Φ−1

∂xj
− ∂ωαj ◦ Φ−1

∂xj

)
◦ Φ ui vj wα.206



11.1 Grundlagen aus der Riemanns
hen GeometrieBeweis. Zunä
hst erhalten wir die Darstellung
ω =

∑

1≤k<l≤n
ηkl dyk ∧ dyl.De�nieren wir ηlk := −ηkl für k < l und ηkk = 0, so erhalten wir die Darstellung

2ω =
∑

1≤k,l≤n
ηkl dyk ∧ dylund d(2ω) =

∑

1≤k,l≤n
dηkl ∧ dyk ∧ dyl.Weiter gilt

2ωij(y) =
∑

1≤k,l≤n
ηkl(y) dyk ∧ dyl( ∂

∂yi
,
∂

∂yj

)

=
∑

1≤k,l≤n
ηkl(y) det




dyk ( ∂
∂yi

) dyk ( ∂
∂yj

)dyl ( ∂
∂yi

) dyl ( ∂
∂yj

)




=
∑

1≤k,l≤n
ηkl(y) det




δki δkj

δli δlj




=
∑

1≤k,l≤n
ηkl(y) (δki δ

l
j − δli δkj )

= ηij − ηji

= 2ηij(y).Damit bere
hnen wir
2dω(u, v, w) =

∑

1≤k,l≤n
dηkl ∧ dyk ∧ dyl(u, v, w)

=
∑

1≤k,l≤n

∂ηkl ◦ Φ−1

∂xs
◦ Φ dys ∧ dyk ∧ dyl(u, v, w)

=
∑

1≤k,l≤n

∂ηkl ◦ Φ−1

∂xs
◦ Φ dys ∧ dyk ∧ dyl( ∂

∂yi
,
∂

∂yj
,
∂

∂yα
)uivjwα

= uivjwα
∑

1≤k,l≤n

∂ηkl ◦ Φ−1

∂xs
◦ Φ det




dys ( ∂
∂yi

) dys ( ∂
∂yj

) dys( ∂
∂yα )dyk ( ∂

∂yi

) dyk ( ∂
∂yj

) dyk( ∂
∂yα )dyl ( ∂

∂yi

) dyl ( ∂
∂yj

) dyl( ∂
∂yα )




= uivjwα
∑

1≤k,l≤n

∂ηkl ◦ Φ−1

∂xs
◦ Φ det




δsi δsj δsα
δki δkj δkα
δli δlj δlα




= uivjwα
∑

1≤k,l≤n

∂ηkl ◦ Φ−1

∂xs
◦ Φ (δsi δ

k
j δ
l
α + δki δ

l
jδ
s
α + δsj δ

k
αδ
l
i − δsαδkj δli − δkαδljδsi − δsj δki δlα)

= uivjwα
∑

1≤k,l≤n

∂ηkl ◦ Φ−1

∂xs
◦ Φ (δsi (δ

k
j δ
l
α − δkαδlj) + (δki δ

l
j − δkj δli)δsα + δsj (δ

k
αδ

l
i − δki δlα))(11.9)

= uivjwα
∑

1≤k,l≤n

∂ηkl ◦ Φ−1

∂xs
◦ Φ (2δsi δ

k
j δ
l
α + 2δki δ

l
jδ
s
α + 2δsj (δ

k
αδ
l
i))207



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEME
= 2uivjwα

∂ηjα ◦Φ−1

∂xi
◦ Φ +

∂ηij ◦ Φ−1

∂xα
◦ Φ +

∂ηαi ◦ Φ−1

∂xj
◦ Φ

= 2uivjwα(−∂ωαj ◦ Φ−1

∂xi
◦ Φ +

∂ωij ◦ Φ−1

∂xα
◦ Φ +

∂ωαi ◦ Φ−1

∂xj
◦ Φ),denn es gilt

ηklδ
k
αδ
l
β
k↔l
= −ηklδlαδkβ, 1 ≤ k, l, α, β ≤ n. (11.9)

2Eine weitere wi
htige Operation für k-Formen auf Mannigfaltigkeiten, neben der Anwendung d, ist der soge-nannte Pullba
k. Dabei wird eine Form, de�niert zunä
hst auf einer Mannigfaltigkeit N , über eine Abbildung
f : M → N �zurü
kgezogen� auf die Mannigfaltigkeit M. Für die De�nition des Pullba
ks, De�nition 11.21,bzw. für eine direkte Folgerung daraus benötigen wir die folgende einfa
he11.20 Proposition (Koe�zientenfunktionen sind glatt)Sei Ω ⊂ Rp ein o�enes Gebiet und b1, . . . , bm ∈ Ck(Ω,Rn), 1 ≤ m ≤ n, k ≥ 0, so dass (b1(x), . . . .bm(x)) linearunabhängig in Rn für alle x ∈ Ω.Dann existiert für jedes x0 ∈ Ω ein o�enes Ω′ = Ω′(x0) ⊂ Ω und eine Koe�zientenfunktion λi : Ω′ × Rn → Rfür bi, 1 ≤ i ≤ m, so dass

v =

m∑

i=1

λi(x, v)bi(x) für alle v ∈ span(b1(x), . . . , bm(x)), x ∈ Ω′,und λi ∈ Ck(Ω× Rn), 1 ≤ i ≤ m.Beweis. Sei x0 ∈ Ω �xiert. Wir ergänzen (b1(x0), . . . , bm(x0)) zu einer Basis
(b1(x0), . . . , bm(x0), bm+1, . . . , bn)von Rn.Dann ist (b1(x), . . . , bm(x), bm+1, . . . , bn) au
h Basis von Rn in einer kleinen o�enen Umgebung Ω′ ⊂ Ω von x0.Nun de�nieren wir Koe�zientenfunktionen λi, 1 ≤ i ≤ n dur
h die Cramers
he Regel

λi(x, v) =
det(b1(x)| . . . bi−1(x)|v|bi+1(x) . . . |bn)

det(b1(x)| . . . |bn)
, v ∈ Rn, x ∈ Ω′.Da die Determinante in einer C∞-Abhängigkeit zu den jeweiligen Matrix-Einträgen steht, ist au
h λi(x, v)in einer C∞-Abhängigkeit von den Einträgen b1, . . . , bn und v, und dies impliziert λi(x, v) ∈ Ck(Ω′ × Rn),

1 ≤ i ≤ m. 211.21 De�nition (Pullba
k)Seien Mm und Nn ⊂ RN zwei di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n. Sei weiter ω eine
k-Form auf Nn und f : Mm → Nn eine C1-Abbildung. Dann de�nieren wir den Pullba
k von ω unter f dur
h

f∗ω(y)(v1, . . . , vk) := ω(f(y))(dfy(v1), . . . ,dfy(vk)) für v1, . . . , vk ∈ TyM, y ∈M.11.22 Bemerkung� Es gilt f∗(u ∧ v) = f∗u ∧ f∗v, wie man si
h lei
ht anhand von lokalen Koordinaten klarma
ht.� SeienM und N jeweils Cl-Mannigfaltigkeiten und sei f ∈ Cl(M,N ), l ≥ 1. Sei y inM und sei z := f(y).Um y wählen wir eine Umgebung U ⊂M und eine Karte Φ : U → Rm und ebenso um z eine Umgebung
V ⊂ N und eine Karte ψ : V → Rn. Wir bezei
hnen die lokalen Koordinaten um z mit zk.Dann ist f∗dzk eine Cl−1-1-Form aufM∩ U für ein ggf. no
h etwas kleineres U :Zunä
hst ist klar, dass f∗dzk eine 1-Form auf M ∩ U ist, da dzk eine Cl-1-Form ist und f ∈ C1, also dfwohlde�niert.Wir bezei
hnen die Koordinaten in ψ(V ) mit (ζj)nj=1 und die Koordinaten in Φ(U) mit (xi)mi=1. Sei
v ∈ TyM. Wir zerlegen v, so dass v = vi ∂Φ−1

∂xi (Φ(y)). Dann ist vi = dyiy(v), 1 ≤ i ≤ m na
h (11.8). Alsogilt dfy(v) =
∂f ◦ Φ−1

∂xi
(Φ(y))dyiy(v).208



11.1 Grundlagen aus der Riemanns
hen GeometrieDaraus folgt, dass für jedes v ∈ TyM
(f∗dzk)(y)(v) = dzkf(y)

(
∂f ◦ Φ−1

∂xi
(Φ(y))dyiy(v)) = dzkf(y)

(
∂f ◦ Φ−1

∂xi
(Φ(y))

) dyiy(v).Wir betra
hten no
h dzkf(y)

(
∂f◦Φ−1

∂xi (Φ(y))
):Es gilt für jeden Tangentialvektor w ∈ TzN , dass wenn wir w = wi ∂ψ

−1

∂ζi (ψ(z)) zerlegen,dzkz (w) = wk.Weiter gilt
∂f ◦ Φ−1

∂xi
(Φ(y)) = dfy ( ∂

∂yi

)
∈ TzN , 1 ≤ i ≤ m.In y ist dieser Ausdru
k Cl−1, d.h. für y := Φ(x) istdfΦ(·)

(
∂

∂yi

)
∈ Cl−1(Φ(U),RN ).Das Bere
hnen der Koordinaten wi ist na
h Proposition 11.20 in Cl−1 modulo eines kleineren V und somitmodulo eines kleineren U ⊂M und wir haben

ηi := dzkf(·)

(
∂f ◦ Φ−1

∂xi
(Φ(·))

)
∈ Cl−1(U,R), 1 ≤ i ≤ m,als Verknüpfung von Cl−1-Funktionen. Also ist (lokal)

f∗dzk = ηidyiund ηi(·) eine Cl−1-Abbildung von U → R. Dies impliziert, dass f∗dzk eine Cl−1-Form ist.� Weiter ist klar, dass die Anwendung von ∧ diese Regularität ni
ht ändert, und somit haben wir gezeigt,dass für eine Ck−1-Form ω und eine Ck-Abbildung f zwis
hen Ck-Mannigfaltigkeiten die Form f∗ω eine
Ck−1-Form ist.11.23 Proposition (Vertaus
hung von d und Pullba
k)Seien Mm, Nn zwei Ck-Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n und f : M → N eine Ck-Abbildung,

k ≥ 2. Sei weiter auf N die C1-l-Form ω de�niert. Wir betra
hten den Pullba
k f∗ω, eine Ck−1-l-Form aufM.Dann gilt d(f∗ω) = f∗(dω).Beweis. Es rei
ht, die Behauptung lokal zu zeigen. Wir �xieren ein y ∈M und setzen z := f(y). Dann wählenwir eine Umgebung U in M von y mit Karte Φ und eine Umgebung V in N von z mit Karte ψ.Zunä
hstbetra
hten wir eine C2-Abbildung f : M → N und eine C1-Abbildung g : N → R. Dann gilt f∗g = g ◦ f :

M→ R. Somit gilt für ein v ∈ TyM mit der Zerlegung (vα)α, so dass vα ∂Φ−1

∂xα = v:d(f∗g)(v) =
∂g ◦ f ◦ Φ−1

∂xα
◦ Φ vα

=
∂g ◦ ψ−1 ◦ ψ ◦ f ◦ Φ−1

∂xα
◦ Φ vα

=
∂g ◦ ψ−1

∂ζγ
◦ ψ ◦ f ∂(ψ ◦ f ◦ Φ−1)γ

∂xα
◦ Φ vα.Weiter folgt wegen

∂ψ−1

∂ζβ
◦ ψ ◦ f ∂(ψ ◦ f ◦ Φ−1)β

∂xα
◦Φ vα =

∂(ψ−1 ◦ ψ ◦ f ◦ Φ−1)

∂xα
◦ Φ vα = df(v)209



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEund da (∂ψ
−1

∂ζβ ◦ ψ ◦ f)β eine Basis von Tf(·)N ist, dass ∂(ψ◦f◦Φ−1)β

∂xα ◦Φ vα die Koe�zienten für die Darstellungvon df(v) in der Basis (∂ψ
−1

∂ζβ )β sind und dies impliziertd(f∗g)(v) =
∂g ◦ ψ−1

∂ζγ
◦ ψ ◦ f (df(v))γ = (f∗dg)(v).Also gilt für sol
he f und g s
hon, dass d(f∗g) = f∗(dg). (11.10)Nun stellen wir ω lokal dar als

ω =
∑

1≤i1<...<il≤n
ηi1,...,ildzi1 ∧ . . . ∧ dzil .Der Übersi
ht halber nehmen wir an, dass

ω = η(z)dz1 ∧ . . . ∧ dzl.Dann gilt mit (11.10)
f∗ω = f∗η d(f∗z1) ∧ . . . ∧ d(f∗zk).Na
h Anwendung von d erhalten wir mit Bemerkung 11.18 für d(ϕ ∧ ω) und d ◦ ddf∗ω = d(η ◦ f) ∧ d(f∗z1) ∧ . . . ∧ d(f∗zk) + 0

= f∗dη ∧ f∗(dz1) ∧ . . . ∧ f∗(dzk)
= f∗(dη ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzk)
= f∗(dω).

211.2. ProjektionenIn unserer Anwendung wollen wir ein Funktional F (u) für eine ABbildung u ∈ W
1,2(D2,N ) variieren. Wirmö
hten also für ein ϕ ∈ C∞

0 (D2,Rn) die erste Variation
δF (u, ϕ) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (u + tϕ)bere
hnen. Nun ist aber u(·) + tϕ(·) ni
ht notwendig punktweise fast überall in N , also ist F (u + tϕ) unterUmständen gar ni
ht de�niert. Allerdings ist u + tϕ für t hinrei
hend klein, aufgrund der L∞-Eigens
haft von
ϕ punktweise fast überall nahe bei N . Um der Variation also Sinn zu geben, benötigen wir eine Projektion
Π : VN → N , von einer Umgebung VN von N na
h N . Den Beweis der Existenz und erste Folgerungen wollenwir in diesem Abs
hnitt vorstellen, vgl. au
h [Hél02℄, Kapitel 1 und [Sim96℄, Appendix 2.12.3.Zunä
hst benötigen wir für den Beweis der Existenz der Projektion einige Regularitätsaussagen über den Zu-sammenhang zwis
hen Räumen und ihren Basen:11.24 Proposition (Stetige Abhängigkeit vom Fuÿpunkt für Orthonormalbasen)Sei U ⊂ Rp, p ≥ 1, eine o�ene Umgebung der 0. Seien weiter für ein n und N mit 1 ≤ n ≤ N < ∞ stetigeAbbildungen b1, . . . , bn : U → RN gegeben, so dass punktweise für alle y ∈ U gilt

(b1(y), . . . , bn(y)) linear unabhängig in RN .Dann existiert eine o�ene Umgebung U ′ ⊂ U der 0p, sowie o1, . . . , oN : U ′ → RN ebenfalls stetig, so dass füralle y ∈ U ′

(o1(y), . . . , oN (y)) Orthonormalbasis von RNund
span(o1(y), . . . , on(y)) = span(b1(y), . . . , bn(y)) für alle y ∈ U ′.210



11.2 ProjektionenBeweis. Wir ergänzen zunä
hst b1(0), b2(0), . . . , bn(0) zu einer Basis (b1(0), . . . , bn(0), bn+1, . . . , bN ) von RN .Dann existiert unter Benutzung dass |det(b1(0)|b2(0)| . . . |bN )| > 0 und |det(·)| eine stetige Abbildung ist und
(bk(y))

n
k=0 stetige Funktionen um 0 sind, eine kleine Umgebung U ′ ⊂ U der 0, so dass für ein kleines γ > 0

|det(b1(0)|b2(0)| . . . |bN )| > γ für alle y ∈ U ′,also
(b1(y), . . . , bn(y), bn+1, . . . bN) linear unabhängig für alle y ∈ U ′und somit ist (b1(y), . . . , bN) eine Basis von Rn für alle y ∈ U ′.Für jedes y ∈ U ′ orthonormalisieren wir die Basis (b1(y), . . . , bN) von RN mit dem Gram-S
hmidt-Verfahrenzu einer Orthonormalbasis (o1(y), . . . , oN (y)), d.h. wir de�nieren rekursiv für y ∈ U ′

õ1(y) := b1(y),
o1(y) :=

õ1(y)

‖ ˜o1(y)‖
,

õi+1(y) := bi+1(y)−
i∑

j=1

〈bi+1(y), oj(y)〉 oj(y), i = 1, . . . , n− 1 und
oi+1(y) :=

oi(y)

‖oi(y)‖
, i = 1, . . . , N − 1.Dann sind oi(y), 1 ≤ i ≤ N , stetig in U ′, da õi(y) 6= 0 und somit ‖õi(y)‖ > 0 und stetig. Weiterhin folgt

span(o1(y), . . . , on(y)) = span(b1(y), . . . , bn(y)) für alle y ∈ U ′aus den Eigens
haften des Gram-S
hmidt-Verfahrens. 211.25 PropositionSei A ∈ Ck(U,Rn×n), k ≥ 0, eine Abbildung für ein o�enes Gebiet U ⊂ Rp. Weiter gelte, dass rangA ≡ γ in
U für ein γ ∈ N. Für jedes y0 ∈ U existiert dann eine o�ene Menge U ′ ⊂ U mit y0 ∈ U ′ und Abbildungen
b1, . . . , bγ ∈ Ck(U ′,Rn), so dass b1, . . . , bγ linear unabhängig punktweise in U ′ und

span(b1(y), . . . , bγ(y)) = ImA(y) für alle y ∈ U ′.Insbesondere existiert eine Ck-Orthonormalbasis von ImA in U ′.Beweis. Sei also A ∈ Ck(U,Rn×n) von konstantem Rang γ. Wir wählen (a1, . . . , an) = A, a1, . . . , an ∈
Ck(U,Rn×n), und nehmen ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit an, dass (a1(y0), . . . , aγ(y0)) linear unabhängigsind. Dann folgt

ImA(y0) = span(a1, . . . , aγ).Also existiert eine o�ene Umgebung U ′ ⊂ U von y0, so dass (a1(y), . . . , aγ(y)) für alle y ∈ U ′ linear unabhängigist. Wegen rangA(y) = γ folgt
ImA(y) = span(a1(y), . . . , aγ(y)), für alle y ∈ U ′.Die Ck-Orthonormalbasis erhalten wir aus dem Gram-S
hmidt-Verfahren. 2Nun sind wir in der Lage die Existenz der gewüns
hten Projektion zu beweisen:11.26 Lemma (Existenz einer Projektion)(vgl. [Hél02℄, Exer
ises, S.44,45; [Sim96℄, Appendix 2.12.3, Theorem 1, Seite 43f.)Sei k ≥ 1 und N eine kompakte, p-dimensionale Ck-Mannigfaltigkeit in Rn.Dann existiert eine o�ene Umgebung VN = Bδ(N ) für ein kleines δ > 0 in Rn, so dass eine Ck-Projektion

P : VN → N und eine orthogonale Ck−1-Projektion Π : VN → N existiert.Dabei nennen wir P eine Projektion von VN na
h N , wenn P : VN → N und wenn P ∣∣N ≡ IdN , d.h. P auf
N die Identität ist.Weiter nennen wir eine Projektion Π : VN → N orthogonal, wenn gilt

dist(z,Π(z)) < dist(z, y) für alle z ∈ VN und y ∈ N\{Π(z)}.211



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEFür die orthogonale Projektion40 gilt weiter
π(y + v) = π(y) für alle v ∈ T⊥

y N mit |v| < δ.Beweis. (i) Zunä
hst zur orthogonalen Projektion Π. Dieser Teil folgt der Darstellung in [Sim96℄, Appendix2.12.3, Theorem 1, Seite 43f.S
hritt 1:Es rei
ht, für jeden Punkt y0 ∈ N einen Radius ry0 > 0 zu �nden, so dass
Πy0 : Bry0

(y0)→ N ∈ Ck−1,
Πy0(y) = y für alle y ∈ N ∩Bry0

(y0)und
|Πy0(x) − x| < |y − x| für alle y ∈ N\{Πy0(x)}, x ∈ N ∩Bry0

(y0). (11.11)Denn dann bilden diese (Bry
(y))y∈N eine o�ene Überde
kung von N und da N kompakt ist, existiert eineendli
he Teilüberde
kung (Brα

(yα))α von N .Ist V := Brα
(yα) ∩ Brα′ (yα′) 6= ∅, so gilt Πα(x) = Πα′(x) für alle x ∈ V , denn wegen der striktenAbs
hätzung (11.11) für yα, yα′ folgt sonst für ein Gegenbeispiel x ∈ V

|Πα(x) − x| < |Πα′(x) − x| < |Πα(x) − x|.Dies ist ein Widerspru
h und somit gilt Πα(x) = Πα′(x) für alle x ∈ V .Daher ist die Abbildung
Π :

⋃

α

Brα
(yα)→ Nde�niert dur
h

Π(x) := Πα(x) für ein α mit x ∈ Brα
(yα)wohlde�niert und Π ∈ Ck−1.De�nieren wir δ := 1

2 min{rα} und VN := Bδ(N ), so gilt
Π ∈ Ck(VN ,N ).Es rei
ht also für ein festes y0 ∈ N den Radius ry0 und die Abbildung Πy0 zu �nden.S
hritt 2:Für jedes y0 ∈ N existiert eine o�ene Umgebung W ≡ Wy0 um 0 in Ty0N und ein Ck-Di�eomorphismus

u : W → N mit
u(w)− (y0 + w) ∈ T⊥

y0
N für alle w ∈W . (11.12)Um dies zu zeigen, wählt man eine relativ o�ene Umgebung U um y0 in N so klein, dass eine Karte

Φ : U → Rpexistiert. Sei dabei ohne Eins
hränkung Φ(y0) = 0.Seien weiter
o1, . . . , op eine Orthonormalbasis von Ty0Nund

op+1, . . . , on eine Orthonormalbasis von T⊥
y0
N .Dann de�nieren wir

T : Φ(U)× Ty0N → Ty0Ndur
h
T (x,w) :=

p∑

j=1

〈Φ−1(x) − y0, oj〉oj − w.Dabei ist ∑p
j=1〈Φ−1(x)− y0, oj〉 gerade die Projektion von Φ−1(x)− y0 ∈ Rn auf Ty0N .Dann gilt40Die punktweise Eindeutigkeit der orthogonalen Projektion lässt si
h lei
ht aus der strikten Abs
hätzung für |Π(z) − z| zeigen.212



11.2 ProjektionenPSfrag repla
ements
y0

w

Ty0N

ϕ̃(w)

u(w) NAbbildung 11.2: Projektion vom (a�nen) Tangentialraum y0 + Ty0N auf N .� T (0, 0) = 0 und� T ∈ Ck(Φ(U) × Ty0N , Ty0N ). (Wir bea
hten hierbei, dass Ty0N ein p-dimensionaler, reeller Unter-raum von Rn ist, so dass die Di�erenzierbarkeit wohlde�niert ist).� De�nieren wir weiter für ein v ∈ Rp

H(v) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (0 + tv, 0) =

p∑

j=1

〈 d
dt

∣∣∣∣
t=0

Φ−1(tv)

︸ ︷︷ ︸
∈Ty0N

, oj〉oj =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ−1(tv),dann ist H(v) ein Isomorphismus von Rp na
h Ty0N , da ∂Φ−1

∂xα (0) = ∂
∂yα (y0) na
h Lemma 11.9 eineBasis von Ty0N ist.Es folgt mit dem Satz über implizite Funktionen, Satz 3.5, dass es eine o�ene UmgebungW der 0 in Ty0N ,eine o�ene Umgebung V ⊂ Φ(U) der 0 in Rp sowie eine Ck-Abbildung ũ : W → V gibt, so dass

T (ũ(w), w) = 0 für alle w ∈W . (11.13)Ohne Eins
hränkung nehmen wir an, dass V = Φ(U).Wir de�nieren u := Φ−1 ◦ ũ : W → N in Ck(W,N ). Dann gilt mit (11.13)
p∑

j=1

〈u(w) − y0, oj〉oj − w = 0 für alle w ∈ W .De�nieren wir ϕ̃(w) := u(w) − (y0 + w), so folgt wegen w =
∑p

j=1〈w, oj〉oj (da w ∈ Ty0N und (oj)
p
j=1eine Orthonormalbasis von Ty0N )

ϕ̃(w) ∈ T⊥
y N für alle w ∈ W .Weiterhin können wir ũ invertieren, da aus T (ũ(w), w) = 0 folgt

w =

p∑

j=1

〈Φ−1(ũ(w))− y0, oj〉oj ,also
ũ−1(x) =

p∑

j=1

〈Φ−1(x) − y0, oj〉oj ∈ Ck(Φ(U), Ty0N ).213



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMESetzen wir u−1 := ũ−1 ◦ Φ, so erhalten wir, dass u : W ⊂ Ty0N → u(W ) ⊂ N ein Ck-Di�eomorphismusist.Nun ist u(W ) eine relativ o�ene Umgebung von y0 in N , da ũ(W ) eine o�ene Umgebung der 0 in Rpist. Also können wir u−1 als eine Karte von der Umgebung u(W ) von y0 in den p-dimensionalen, reellenVektorraum Ty0N au�assen. Dann folgt mit Lemma 11.9, dass
(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

u(w + toj)

)p

j=1

ist eine Basis von Tu(w)N für alle w ∈ W . (11.14)Wir setzen
∂

∂uj
(w) ≡ d

dt

∣∣∣∣
t=0

u(w + toj), 1 ≤ j ≤ p.Über das Gram-S
hmidt-Orthonormalisierungsungsverfahren erhalten wir, wenn wir wieder mit W eineggf. no
h kleinere Umgebung von 0 in Ty0N bezei
hnen, folgende Abbildungen
γp+1, . . . , γn : W → Rnmit
γi(0) = oi, p+ 1 ≤ i ≤ nund

(γp+1(w), . . . , γn(w)) ist eine Orthonormalbasis von T⊥
u(w)N .Weiter gilt γi ∈ Ck−1(W,Rn), p+ 1 ≤ i ≤ n, da ∂

∂uj ∈ Ck−1(W,Rn).S
hritt 3:Wir de�nieren
S : W︸︷︷︸

⊂Ty0N
×T⊥

y0
N → Rndur
h

S(w, v) := u(w) +

n∑

j=p+1

〈v, oj〉 γj(w)︸ ︷︷ ︸
∈Ck−1

. (11.15)Dann ist S ∈ Ck−1 und S(0, 0) = y0.Weiter gilt
S(0, v) = y0 + v für alle v ∈ (Ty0N )⊥. (11.16)Sei e = e1 ⊕ e2 ∈ Rn, wobei e1 ∈ Ty0N und e2 ∈ T⊥

y0
N . Dann gilt

d

dt

∣∣∣∣
t=0

S(0 + te1, 0 + te2) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0


u(0 + te1) + t

n∑

j=p

〈e2, oj〉 γj(te1)




=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

u(te1) +

n∑

j=p+1

〈e2, oj〉 γj(0)︸ ︷︷ ︸
=oj

+0

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

u(te1) +

n∑

j=p+1

〈e2, oj〉oj
︸ ︷︷ ︸

=e2

+0

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

u(te1)⊕ e2.Dies ist ein Isomorphismus in e, da d
dt

∣∣
t=0

u(te1) ein Isomomorphismus in e1 ist, weil u eine Karte ist.Aus dem Satz über die inverse Funktion, Theorem 3.6, folgt, dass S lokal um (0, 0) invertierbar ist, d.h.es existieren eine ggf. no
h kleinere Umgebung der Null W in Ty0N , eine o�ene Umgebung der Null V in
T⊥
y0
N und eine o�ene Umgebung Z ⊂ Rn von y0, so dass

S : W × V → Z ist ein Ck−1-Di�eomorphismus.214



11.2 ProjektionenDe�nieren wir für r > 0, v ∈ Ty0N
B⊤
r (v) := {v′ ∈ Ty0N , |v′ − v| < r}, B⊤

r ≡ B⊤
r (0),und für v ∈ T⊥

y0
N

B⊥
r (v) := {v′ ∈ T⊥

y0
N , |v′ − v| < r}, B⊥

r ≡ B⊥
r (0)Bälle in Ty0N bzw. in T⊥

y0
N , so existiert na
h dem Satz über die inverse Funktion ein δ0 = δ0(N , y0) > 0,so dass für alle δ ≤ δ0 und für

Zδ := S(B⊤
δ ×B⊥

δ )gilt:
S : B⊤

δ ×B⊥
δ → Zδ ist ein Ck−1-Di�eomorphismus.Insbesondere existiert wegen k ≥ 2 eine Konstante C = C(N , y0), so dass für alle δ ≤ δ0 gilt

‖DS−1‖L∞(Zδ) + ‖DS‖L∞(B⊤
δ
×B⊥

δ
) ≤ C(N , y0).Sei δ′ ≡ δ′(N , y0) > 0, δ′ < δ0 so klein, dass für alle δ < δ′ gilt

|z − y| ≥ δ für alle z ∈ Zδ und y 6∈ Zδ0 . (11.17)
PSfrag repla
ements

Ty0N

T⊥
y0
N

Y ⊤
δ̃

Y ⊥
δ̃

S−1

S−1

S

S

Zδ0

Xδ̃

Zδ′

Abbildung 11.3: Existenz von δ′.Beweis der Existenz von δ′. (vgl. Abbildung 11.3)Zunä
hst ist Zδ0 eine Umgebung von y0 in Rn. Wir wählen δ̃ > 0, so dass δ̃ < δ0, Xδ̃ := Bn

δ̃
(y0) ⊂ Zδ0 und

dist(Xδ̃ , ∂Zδ0) > δ̃.Wir bilden S−1(Xδ̃) und erhalten zwei o�ene Umgebungen Y ⊤
δ̃

⊂ Ty0N und Y ⊥
δ̃

⊂ T⊥
y0
N der Null in Ty0N bzw.

T⊥
y0
N , so dass

S(Y ⊤
δ̃ , Y

⊥
δ̃ ) ⊂ Xδ̃ .Jetzt wählen wir δ′ > 0, so dass

B
⊤
δ′(0) × B

⊥
δ′(0) ⊂ S

−1(Xδ̃).215



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEDann gilt
dist(Zδ′ , R

n\Zδ0 ) ≥ dist(Xδ̃, R
n\Zδ0) > δ̃ > δ

′.Somit gilt au
h für alle δ ∈ (0, δ′]

dist(Zδ, R
n\Zδ0 ) ≥ dist(Zδ′ , R

n\Zδ0 ) > δ
′
> δ.Also ist für δ′ = δ′(y0,N ) die Unglei
hung (11.17) etabliert. ||Sei im Folgenden δ < δ′.Wir betra
hten für ein θ ∈ (0, 1

2 ), wel
hes wir später wählen, ein beliebiges z ∈ S(B⊤
δ
2

×B⊥
θδ) und erhalteneindeutige

ξ ≡ ξz ∈ B⊤
δ
2
⊂ Ty0N , η ∈ B⊥

θδ ⊂ T⊥
y0
N ,so dass

z = S(ξ, η).Na
h De�nition von S, (11.15), gilt nun
u(ξ) = S(ξ, 0)und deshalb

|z − u(ξ)| = |S(ξ, η)− S(ξ, 0)| ≤ |η| ‖DS‖L∞ ≤ C(y0,N ) θδ.Weil u(ζ) ∈ N für alle ζ ∈ B⊤
δ
2

⊂ B⊤
δ0

ist, gilt
dist(z,N ) ≤ |z − u(ξ)| ≤ C θδ. (11.18)Andererseits gilt für (α, β) ∈ B⊤

δ0
×B⊥

δ0
\B⊤

3δ
4

×B⊥
3δ
4

, wobei wir z̃ := S(α, β) setzen,
δ
1

4
≤ |(ξ, η)− (α, β)| =

∣∣S−1(z)− S−1(z̃)
∣∣ ≤ ‖DS−1‖L∞(Zδ0

) |z − z̃|,und somit hat man für alle θ < 1
2 und δ < δ′

dist(z, Zδ0\Z 3δ
4

) ≥ 1

C(N , y0)
1

4
δ. (11.19)Insgesamt erhalten wir für alle θ < 1

2 , δ < δ′ und z ∈ S(B⊤
δ
2

×B⊥
θδ) aus (11.19) und (11.17)

dist(z,Rn\Z 3δ
4

) ≥ c(N , y0)δ. (11.20)Nun wählen wir θ ∈ (0, 1
2 ) so klein, dass aus (11.18) folgt

dist(z,N ) ≤ |z − u(ξ)| ≤ C θδ
θ≪1
< δ (11.21)und aus (11.20)

dist(z,Rn\Z 3δ
4

) ≥ c(N , y0)δ
θ≪1
> C θδ ≥ |z − u(ξ)|. (11.22)Dann gilt nämli
h mit (11.21)

min
x∈B⊤

δ

|u(x)− z| < δ, (11.23)und wegen (11.22) folgt, dass dieses Minimum nur in B⊤
3δ
4

⊂ B⊤
δ , also im Inneren von B⊤

δ angenommenwird.Wir betra
hten einen Minimierer x ∈ BTδ mit
|u(x)− z| = min

x∈B⊤
δ

|u(x)− z|.216



11.2 ProjektionenDa x im Inneren von BTδ liegt, gilt für 1 ≤ i ≤ p und für jedes t betragli
h hinrei
hend klein, dass
x+ toi ∈ BTδ und folgli
h

|u(x)− z|2 ≤ |u(x+ toi)− z|2

= |u(x+ toi)− u(x) + u(x)− z|2

= |u(x+ toi)− u(x)|2 + |u(x)− z|2 + 2〈u(x+ toi)− u(x), u(x)− z〉.Dies ist für t > 0, t≪ 1 äquivalent zu
0 ≤ t

∣∣∣∣
u(x+ toi)− u(x)

t

∣∣∣∣
2

︸ ︷︷ ︸
t→0−−−→| ∂

∂ui (x)|2

+2〈u(x+ toi)− u(x)
t︸ ︷︷ ︸

t→0−−−→ ∂

∂ui (x)

, u(x)− z〉,und dies impliziert für t→ 0

0 ≤ 2〈 ∂
∂ui

(x), u(x)− z〉.Ist t < 0 so folgt analog
0 ≥ 2〈 ∂

∂ui
(x), u(x)− z〉,und deshalb gilt

〈 ∂
∂ui

(x), u(x)− z〉 = 0, 1 ≤ i ≤ p.Da ( ∂
∂ui (x))

p
i=1 na
h S
hritt 2 eine Basis von Tu(x)N ist, gilt

u(x)− z ∈ T⊥
u(x)N .Nun hatten wir in S
hritt 2 au
h eine Orthonormalbasis (γj(x))

n
j=p+1 von Tu(x)N erzeugt, und erhaltenfolgli
h für eine Sequenz (λj)

n
j=p+1 ⊂ R

u(x)− z =

n∑

j=p+1

λjγj(x).Dies ist aber na
h De�nition von S, (11.15), genau
z = S(x,−λ),wenn wir λ :=

∑n
j=p+1 λjoj ∈ Ty0N de�nieren.Weiter gilt mit dem Satz von Pythagoras

|u(x)− z|2 =
n∑

j=p+1

|λj |2 = |λ|2T⊥
y0

Nund deshalb mit (11.23)
|λ|T⊥

y0

= |u(x)− z| < δ.Es folgt
S(ξ, η) = S(x,−λ),was wegen (ξ, η), (x,−λ) ∈ B⊤

δ0
×B⊥

δ0
na
h Anwendung von S−1

ξ = x und η = −λergibt. Wir erhalten also die strikte Abs
hätzung
min
x∈B⊤

δ

|u(x)− z| = |u(ξ)− z| < |u(x̃)− z| für alle x̃ ∈ B⊤
δ \{ξ}. (11.24)217



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMES
hritt 4:Wählen wir ein δ = δ(N , y0) < δ′ hinrei
hend klein, so dass u(B⊤
δ0

) ⊃ S(B⊤
δ × B⊥

δ ) ∩ N , so gilt füralle z̃ ∈ Z 3δ
4
∩ N ⊂ Zδ0 ∩ N , dass z̃ = u(ξ̃) für ein ξ̃ ∈ B⊤

3δ
4

, da u ein Di�eomorphismus von B⊤
δ0

na
h
u(BTδ0) ⊃ S(B⊤

δ ×B⊥
δ ) ∩ N ∋ z̃.Also gilt für alle z ∈ S(B⊤

δ
2

×B⊥
θδ), z = S(ξ, η), (ξ, η) ∈ B⊤

δ
2

×B⊥
θδ

|z − u(ξ)| = min
x∈B⊤

δ

|u(x)− z| ≤ min
y∈Z 3δ

4
∩N
|y − z|,und (falls Rn\Z 3δ

4
) ∩N 6= ∅) gilt weiter

min
x∈B⊤

δ

|u(x)− z| (11.24)= |z − u(ξ)|
(11.22)
< dist(z, (Rn\Z 3δ

4
) ∩ N ).Zusammen ergibt dies

|z − u(ξ)| = min
y∈N
|z − y| (11.25)und

|z − u(ξ)| < |z − y| für alle y ∈ N\{u(ξ)} (11.26)für jedes z ∈ S(B⊤
δ
2

×B⊥
θδ).Weiter ist wegen S−1 ∈ Ck−1 die Abbildung z 7→ ξ eine Ck−1-Abbildung, und da u ∈ Ck ist, folgt, dassdie Abbildung z 7→ u(ξ) in Ck−1(S(B⊤

δ
2

×B⊥
θδ),N ) liegt.

S(B⊤
δ
2

× B⊥
θδ) ist eine Umgebung von y0 in Rn, und damit lässt si
h ein kleines γ = γ(N , y0) > 0 �nden,so dass die orthogonale Projektion

Πy0 : Bnγ (y0)→ Nwohlde�niert und von der Klasse Ck−1 ist.Weiter folgt aus (11.16) und aus der Di�eomorphismuseigens
haft von S, dass falls z ∈ Bnγ (y0) und
z − y ∈ (Ty0N )⊥, dann πy0(z) = y0. Wir erhalten also insgesamt Π(y + v) = y für alle v ∈ TyN , wenn
|v| < γ.

(ii) Nun zur Projektion P . Dieser Teil folgt der Anleitung in [Hél02℄, Exer
ises, S.44,45.S
hritt 1:Sei q := n − p die Co-Dimension von N . Wir bezei
hnen mit Grq(n) den Grassmannian von q-dimensionalen Unterräumen von Rn, also
Grq(n) := {V ⊂ Rn | V ist q-dimensionaler Unterraum von Rn}.Weiter erinnern wir uns an die De�nition aus Beispiel 11.7 der KlassePq(n) von symmetris
hen Projektions-Matrizen mit spur = q, also

Pq(n) = {A ∈Mn(R) | A = AT = A2, spurA = q}.Wir wollen zeigen, dass Grq(n) mit Pq(n) identi�zierbar ist.Wie im Beispiel 11.7 gesehen, folgt für ein A ∈ Pq(n) die Existenz einer Orthogonalmatrix Q und derDiagonalmatrix Dq mit den ersten q Diagonalelementen 1 und den restli
hen Einträgen 0, so dass A =
Q DqQ

T .Ans
hauli
h dreht A angewendet auf einen Vektor v in Rn den Vektor v mit Q auf ṽ = Qv, projiziertdiesen neuen Vektor ṽ auf q seiner Komponenten und dreht ihn wieder mit QT zurü
k. Wir vermutenfolgli
h, dass wir zu jedem q-dimensionalen Unterraum V von Rn genau eine Matrix A ∈ Pq(n) �nden, sodass ImA = V und KerA = V ⊥ und umgekehrt zu jeder dergestalten Matrix genau einen q-dimensionalenUnterraum V von Rn �nden, so dass ImA = V und KerA = V ⊥.Aus den Re
hnungen in Beispiel 11.7 ist für die Orthonormalbasis (o1, . . . , on) von Rn, so dass Q =
(o1| . . . |on) und A = QDqQ

T

Aoi =

{
oi, 1 ≤ i ≤ q,
0, q + 1 ≤ i ≤ n,218



11.2 Projektionenalso ist ImA = span(o1, . . . , oq) und KerA = span(oq+1, . . . , on) = ImA⊥. Folgli
h erzeugt A ∈ Pq(n)genau einen q-dimensionalen Unterraum V ⊂ Rn mit ImA = V und KerA = V ⊥.Sei V ein q-dimensionaler Unterraum von Rn. Wir wählen eine Orthonormal-Basis (b1, . . . , bq) von Vund wir erweitern diese zu einer orthonormalen Basis (b1, . . . , bq, bq+1, . . . , bn) von Rn. Wir setzen Q :=
(b1|b2| . . . |bn). Dann ist Q eine orthogonale Matrix und

QT bk = ek, k = 1, . . . , nfür die Einheitsvektoren (ek)k von Rn. Wir de�nieren wieder Dq := diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
q

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−q

) und setzen
A := QDqQ

T . Dann erhalten wir
Abk =

{
bk, 1 ≤ k ≤ q,
0 q + 1 ≤ k ≤ n.Da (bk)k eine Orthonormalbasis von Rn ist und V = span(b1, . . . , bq), gilt
ImA = Vund

KerA = V ⊥.Damit haben wir eine Matrix A ∈ Pq(n) gefunden (wir können die Bedingungen für A ∈ Pq(n) lei
ht mitden obigen Re
hnungen überprüfen), die dem Raum V entspri
ht.Zur Eindeutigkeit seien zwei Matrizen A1, A2 ∈ Pq(n) gegeben mit
ImA1 = ImA2 =: Vund

KerA1 = KerA2 = V ⊥.Wir wählen eine Orthonormalbasis (b1, . . . , bq) von V und ergänzen diese zu einer Orthonormalbasis
(b1, . . . , bn) von Rn. Dann gilt A1bk = bk = A2bk für alle 1 ≤ k ≤ q und A1bj = 0 = A2bj für alle
q + 1 ≤ j ≤ n. Folgli
h ist A1 = A2, da (bk)k eine Orthonormalbasis von Rn ist.Somit existiert also für jeden q-dimensionalen Unterraum V von Rn genau eine zugehörige Matrix A ∈
Pq(n).S
hritt 2:Wir normieren den Raum der n× n-Matrizen mit der Hilbert-S
hmidt-Norm |·|HS .Dabei ist

|(aij)|HS :=




n∑

i=1

n∑

j=1

|aij |2



1
2 .Es gibt eine kleine Umgebung V von Pq(n) inMn, so dass eine C∞-Projektion ψ von V auf Pq(n) existiert,so dass

|ψ(A)−A|HS = distHS(A,Pq(n)) für alle A ∈ V .Dies folgt aus der Tatsa
he, gezeigt in Beispiel 11.7, dass Pq(n) eine kompakte C∞-Mannigfaltigkeit in
Rn×n bezügli
h der Hilbert-S
hmidt-Norm ist. Mit (i) erhalten wir dann die Projektion ψ.S
hritt 3:Wir betra
hten für jeden Punkt y ∈ N den orthogonalen Tangentialraum (TyN )⊥. Dies ist ein p−n =: q-dimensionaler Unterraum von Rn und lässt si
h somit na
h S
hritt 1 mit einem Ay ∈ Pq(n) identi�zieren.Wir wollen zeigen, dass für jedes ε > 0 eine endli
he Folge (yα, rα)α mit yα ∈ N und rα > 0 existiert, sodass

N ⊂
⋃

α

Bnrα
(yα) ⊂ Rnund so dass für jedes α und für alle y ∈ Brα

(yα) ∩ N gilt
|Ayα

−Ay|HS <
ε

2
. (11.27)219



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEDabei rei
ht es, für jedes yα =: y ∈ N ein rα =: ry > 0 zu �nden, so dass (11.27) erfüllt ist, denn wegender Kompaktheit von N können wir dann aus den Bällen (Bry
(y))y∈N endli
h viele auswählen, die immerno
h ganz N überde
ken.Sei also y ∈ N . Wir wählen zunä
hst ein r > 0 hinrei
hend klein, so dass U := N ∩ Br(y) in einer Karteliegt. Sei Φ diese Karte und sei ohne Eins
hränkung Φ(y) = 0.Wir betra
hten die Koordinatenbasis ( ∂

∂yi (y)) des Tangentialraums Ty(N ) für Φ mit y ∈ U .Dann ist (wir bea
hten, dass N eine Ck-Mannigfaltigkeit, k ≥ 1 ist)
∂

∂yi
(Φ−1(x)) immer no
h stetig von Φ(U) na
h Rn.Na
h Proposition 11.24 gibt es eine kleine o�ene Umgebung V ′ ⊂ Φ(U) mit 0 ∈ V ′ und Orthonormalbasen

o1, . . . , on : V ′ → Rn stetig abhängig von x ∈ V ′, so dass
op+1(x), . . . , on(x) ⊥ ∂

∂yi
(Φ−1(x)) punktweise in V ′, i = 1, . . . , p.Wir wählen r > 0 unter Umständen no
h kleiner, so dass Φ(Br(y) ∩ N ) ⊂ V und betra
hten die Abbil-dungen oi(Φ(y)) für y ∈ U ′ := Br(y) ∩ N .Dann ist oi(Φ(y)) stetig in U ′ und

(op+1(Φ(y)), . . . , on(Φ(y))) ist eine in y stetige Orthonormalbasis von TyNfür alle y ∈ U ′.Wir identi�zieren der Übersi
ht halber oi(Φ(y)) mit oi(y).Nun de�nieren wir B(y) := (o1(y)| . . . |on(y)) ∈ Rn×n und erhalten eine orthogonale Matrix.Na
h S
hritt 1 ist Ay = B(y) diag(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−p

)BT (y) ∈ Pq(n) und wegen oi(y) stetig abhängig von yin Br(y) ∩ N ist dann au
h Ay stetig abhängig von y ∈ Br(y) ∩ N .Insbesondere können wir für jedes ε > 0 den Radius r = r(ε, y) > 0 no
h kleiner wählen, so dass
|Ay −Ay|HS <

ε

2
, für alle y ∈ Br(y) ∩ N .S
hritt 4:Wir de�nieren die Umgebung VN :=

⋃
αBrα

(yα) von N in Rn.Weiter de�nieren wir ηα eine Partition der Eins über N , d.h.
ηα ∈ C∞

0 (Brα
(yα)),

0 ≤ ηα ≤ 1 in Rn und für alle α, sowie∑

α

ηα(y) = 1 für alle y ∈ N .Dann ist ηα(y) eine Ck-Funktion in dem Sinne, dass für eine Karte Φ von einer relativ o�enen Menge
U ⊂ N na
h Rp die Abbildung η(Φ−1(x)) für x ∈ Φ(U) in Ck liegt, da η ∈ C∞

0 und Φ−1 in Ck liegt.Nun de�nieren wir (für hinrei
hend kleine ε > 0) die Abbildung γ : N → Pq(n) punktweise dur
h
γ(y) = ψ(

∑

α

Ayα
ηα(y))für die orthogonale Projektion ψ aus S
hritt 2.Zunä
hst müssen wir untersu
hen, ob diese Abbildung wohlde�niert ist: Dazu müssen wir überprüfen, ob∑

αAyα
ηα(y) ∈ V (vgl. S
hritt 2).Es gilt (wir bea
hten ∑α ηα(y) = 1 und ηα ≥ 0)

∣∣∣∣∣
∑

α

Ayα
ηα(y)−Ay

∣∣∣∣∣
HS

=

∣∣∣∣∣
∑

α

(Ayα
−Ay)ηα(y)

∣∣∣∣∣
HS

≤
∑

α

ηα|Ayα
−Ay|HS

<
∑

α

ηα
ε

2

=
ε

2
,220



11.2 Projektionendenn falls ηα(y) 6= 0, dann gilt y ∈ Brα
(yα) und somit na
h S
hritt 3 |Ayα

−Ay|HS < ε
2 .Somit gilt für alle ε > 0 so klein, dass B|·|HS

ε (Pq(n)) ⊂ V , dass γ(y) punktweise in N wohlde�niert ist, da
Ay ∈ Pq(n).Weil ψ die Distanz von Matrizen in V zu Pq(n) realisiert, haben wir

|γ(y)−Ay|HS ≤
∣∣∣∣∣γ(y)−

∑

α

Ayα
ηα(y)

∣∣∣∣∣
HS

+

∣∣∣∣∣
∑

α

Ayα
ηα(y)−Ay

∣∣∣∣∣
HS︸ ︷︷ ︸

< ε
2

<

∣∣∣∣∣ψ(
∑

α

Ayα
ηα(y))−

∑

α

Ayα
ηα(y)

∣∣∣∣∣
HS︸ ︷︷ ︸

≤|Ay−
P

α Ayαηα(y)|
HS

< ε
2

+
ε

2

< ε.Nun ist au
h γ ∈ Ck(N ,Pq(n)) in dem Sinne, dass für jede relativ o�ene Umgebung U in N mit Karte Φdie Abbildung γ ◦ Φ−1 : Φ(U)→ Rn eine Ck-Funktion ist.Ans
hauli
h liefert uns γ(y) also einen q-dimensionalen Unterraum, der �beinahe� (bezügli
h der Hilbert-S
hmidt-Norm auf Matrizen) der orthogonale Tangentialraum T⊥
y N ist, aber in einer Ck-Abhängigkeitzu y steht, statt wie der orthogonale Tangentialraum in einer Ck−1-Abhängigkeit, was der Grund war,dass in (i) die orthogonale Projektion eine Regularitätsstufe verloren hatte.S
hritt 5:Sei ein y0 ∈ N �xiert. Wir wählen eine Umgebung U um y0 und eine Karte Φ : U → Rp, so dass Φ(y0) = 0.Wir betra
hten die Ck-Abbildung γ ◦ Φ−1 : Φ(U) → Rn×n. Es gilt für alle x ∈ Φ(U), dass der Rang derMatrix γ ◦Φ−1(x) konstant q und der Rang von γ ◦Φ−1(x)−I konstant p ist, da γ ◦Φ−1(x) ∈ Pq(n). Na
hProposition 11.25 existiert dann wegen γ ◦ Φ−1 ∈ Ck für ein ggf. kleineres U eine Ck-Orthonormalbasis

(o1, . . . , op, op+1 . . . , on), so dass span(o1, . . . , op) = Im(γ ◦ Φ− I) und span(op+1, . . . , on) = Im γ ◦ Φ.Wir de�nieren S : U × Rn → Rp dur
h
S(y, z) :=

p∑

i=1

〈(γ(y)− I)(y − z), oi(y)〉ei,für die Einheitsvektoren e1, . . . , ep von Rp. Dann gilt:� S(y, z) = 0 genau dann, wenn (γ(y)− I)(y − z) = 0, da Im(γ(y)− I) = span(o1, . . . , op), also
S(y, z) = 0 ⇔ y − z ∈ Im γ(y), (11.28)und insbesondere S(y, y) = 0 für alle y ∈ U ,� S̃(·, ·) := S(Φ−1(·), ·) ∈ Ck(Φ(U)× Rn,Rp),� S̃(0, y0) = S(y0, y0) = 0 und� für alle v ∈ Rp gilt̃

H(v) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

S̃(tv, y0) =

p∑

i=1

〈(γ(y0)− I)
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ−1(tv), oi(y0)〉ei,wobei wir bea
hten, dass γ und oi beide in Ck, k ≥ 1 sind und somit die Produktregel angewendetwerden kann. Wir wollen zeigen, dass H̃ : Rp → Rp ein Isomorphismus ist. Dazu rei
ht es zu zeigen,dass H(v) := (γ(y0)− I) d
dt

∣∣
t=0

Φ−1(tv) ein Isomorphismus zwis
hen Rp und Im(γ(y0)− I) ist.Wir bezei
hnen mit Ay0 ≡ A ∈ Pq(n) die erzeugende Matrix von T⊥
y0
N aus S
hritt 3 mit ImA =

T⊥
y0
N und KerA = Ty0N . Dann gilt A d

dt

∣∣
t=0

Φ−1(tv) = 0 für alle v ∈ Rp und deshalb (γ(y0) −
I) d

dt

∣∣
t=0

Φ−1(tv) = (γ(y0)−A− I) d
dt

∣∣
t=0

Φ−1(tv).Weiter folgt na
h S
hritt 4, dass |γ(y)−Ay|HS < ε für ein no
h zu wählendes ε > 0. Mit derNeumann-Reihe, vgl. Lemma 8.14, erhalten wir, dass für jedes ε≪ 1

γ(y)−Ay − I ∈ GL(n), für alle y ∈ N .221



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEWeil (oi(y0))
m
i=1 linear unabhängig ist, gilt

H(v) = 0 ⇔ (γ(y0)− I)
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ−1(tv) = 0

⇔ (γ(y0)−A− I)
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ−1(tv) = 0

⇔ d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ−1(tv) = 0

⇔ v = 0.Daraus folgt, dass H(v) injektiv ist, und dass für ∂
∂yi := d

dt

∣∣
t=0

Φ−1(tei), 1 ≤ i ≤ p, die Sequenz
(H
(

∂
∂yi

)p
i=1

) linear unabhängig ist. Damit ist H : Rp → Im(γ(y0) − I) ein Isomorphismus, da
dim(Im(y0 − I)) = p ist.Der Satz über implizite Funktionen, Theorem 3.5, liefert ein r0 > 0 und ein ρ0 > 0, so dass für y ∈

Bρ0(y0) ∩ N und ein z ∈ Br0(y0) gilt
S(y, z) = 0 ⇔ y = ψ(z),für eine Abbildung ψ ∈ Ck(Br0(y0),N ∩ Bρ0(y0)). Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit gilt r0 ≤ ρ0.Insbesondere gilt dann ψ(y) = y für y ∈ N ∩ Br0(y0). Wir wählen ein R0 ≤ r0

8 , so dass ψ(BR0(y0)) ⊂
B r0

8
(y0) ∩N . Wir de�nieren ψ0 : BR0(y0)→ N als Eins
hränkung von ψ auf BR0(y0). Dann gilt für alle

z ∈ BR0(y0)

|ψ0(z)− z| ≤ |ψ0(z)− y0|+ |y0 − z| <
r0

8
+R0 ≤

r0

4
. (11.29)S
hritt 6:Seien y0, y1 zwei Punkte in N mit den Radien r0, ρ0, R0 und r1, ρ1, R1 und den Abbildungen ψ0, S0 und

ψ1, S1. Sei weiter z ∈ BR0(y0) ∩BR1(y1). Wir wollen zeigen, dass ψ0(z) = ψ1(z):Sei dazu ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit r1 ≤ r0. Es gilt
|ψ1(z)− ψ0(z)| ≤ |ψ1(z)− z|+ |ψ2(z)− z|

(11.29)
<

r1

4
+
r0

4
≤ r0

2
.Daraus folgt

|ψ1(z)− y0| ≤ |ψ1(z)− ψ0(z)|+ |ψ0(z)− y0| <
r0

2
+
r0

8
< r0 ≤ ρ0.Nun gilt aber na
h (11.28) für S1, dass ψ1(z)− z ∈ γ(ψ1(z)) und somit wieder na
h (11.28) für S0, dass

S0(ψ1(z), z) = 0. Wegen ψ1(z) ∈ Bρ0(y0) ∩ N und z ∈ BR0(y0) ⊂ Br0(y0) folgt daraus ψ1(z) = ψ0(z).De�nieren wir also
P : VN :=

⋃

yα∈N
BRα

(yα)→ Ndur
h
P (z) := ψα(z) für ein yα ∈ N mit z ∈ BRα

(yα),so ist P wohlde�niert und P ∈ Ck(VN ,N ). Weiterhin ist P eine Projektion, da P (y) = ψα(y) = y füralle y ∈ N . 2Nun betra
hten wir einige Eigens
haften der soeben erhaltenen Projektionen:11.27 Proposition (Eigens
haften von Projektionen)Sei N eine Ck-Mannigfaltigkeit der Dimension q in Rn, k ≥ 1 mit einer beliebigen Projektion P : VN → Nund der orthogonale Projektion Π : VN → N aus Lemma 11.26, so dass P und Π von der Klasse C1 sind.Dann gilt für alle x ∈ N , v, w ∈ Rn

(i) dΠx(v) := ∂Π
∂xα v

α ∈ TxN und dPx(v) ∈ TxN ,
(ii) 〈v,Π(z)− z〉 = 0 für alle z ∈ VN und v ∈ TΠ(z)N ,222



11.2 Projektionen
(iii) dPx(v) = v und dΠx(v) = v für alle x ∈ N , v ∈ TxN und
(iv) dΠx(w) = 0 für alle x ∈ N , w ∈ (TxN )⊥.
(v) Seien u, v, w ∈ Rn, so dass u, w ∈ TxN für ein �xiertes x ∈ N . Ist Π von der Klasse C2, dann ist41

ui
∂2Πi

∂xα ∂xβ
(x) vαwβ =

∂2Πi

∂xα ∂xβ
(x)

(
δγα −

∂πα

∂xγ
(x)

)
ui vγ wβ .11.28 BemerkungInsbesondere impliziert Proposition 11.27(i), dass aus v ∈ Rn und dΠx(v) = v folgt, dass v ∈ TxN .Weiter gilt somit au
h, dass für x ∈ N die Abbildung dΠx : Rn → TxN die orthogonale Projektion auf TxNist: Für eine Orthonormalbasis (o1, . . . , oq, oq+1, . . . , on) von Rn, wobei (o1, . . . , oq) eine Orthonormalbasis von

TxN ist, gilt für v =
∑n
i=1 v

ioi dΠx(v) =

q∑

i=1

vioi.Damit erhalten wir au
h, dass die Abbildung (·)− dΠx(·) : Rn → T⊥
x N die orthogonale Projektion von Rn auf

T⊥
x N ist, da

v − dΠx(v) =

n∑

i=q+1

vioi.Insbesondere ist v − dΠx(v) ∈ T⊥
x N für alle v ∈ Rn, x ∈ N .Beweis von Proposition 11.27. (i) Sei x ∈ N . Es gilt für P (und für Π analog)dPx(v) =

∂P

∂xα
(x)vα =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

P (x+ tv).Nun ist f(t) := P (x+ tv) für kleine t wohlde�niert und f(0) = P (x) = x. Somit folgt
∂P

∂xα
(x)vα =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(t) ∈ TP (x)N .
(ii) Wir wollen zeigen z −Π(z) ∈ (TxN )⊥ für alle Z ∈ VN .Für die orthogonale Projektion gilt na
h Lemma 11.26

|z −Π(z)| < |z − p| für alle p ∈ N\{Π(z)}. (11.30)Sei v ∈ TΠ(z)N beliebig mit einem dazugehörigen f ∈ C((−ε, ε),Rn), f(t) ∈ N für t ∈ (−ε, ε), f(0) = Π(z)und d
dt

∣∣
t=0

f(t) = v. Dann gilt
| f(0)︸︷︷︸
=Π(z)

−z|2
(11.30)
≤ |f(t)− z|2

= |f(t)− f(0) + f(0)− z|2

= |f(t)− f(0)|2 + |f(0)− z|2 + 2〈f(t)− f(0),Π(z)− z〉.Dies ist äquivalent zu
0 ≤ |f(t)− f(0)|2 + 2〈f(t)− f(0),Π(z)− z〉 für alle |t| ≪ 1,woraus seinerseits folgt

0 ≤ t
∣∣∣∣
f(t)− f(0)

t

∣∣∣∣
2

+ 2

〈
f(t)− f(0)

t
,Π(z)− z

〉 für alle t > 0, |t| ≪ 1.41Für eine allgemeinere Version dieser Aussage siehe z.B. [Sim96℄, Appendix 2.12.3, Theorem 1, (iv).223



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEFür t→ 0 folgt
0 ≤ 0 · |v|2 + 2〈v,Π(z)− z〉 = 2〈v,Π(z)− z〉.Da wir dies für beliebiges v ∈ TΠ(z)N gilt, insbesondere au
h für w := −v ∈ TΠ(z)N , erhalten wirs
hlieÿli
h

0 ≤ 2〈v,Π(z)− z〉 ≤ 0.Damit gilt also
〈v,Π(z)− z〉 = 0 für alle v ∈ TΠ(z)N .

(iii) Sei P wieder eine (ggf. ni
ht orthogonale) C1-Projektion von VN na
h N . Gegeben sei ein v ∈ TxN undein zugehöriges f ∈ C1 mit f(0) = x, f(t) ∈ N für |t| ≪ 1 und d
dt

∣∣
t=0

f(t) = v. Dann gilt wegen P (y) = yfür alle y ∈ N
v =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

P (f(t)) =
∂P

∂xα
(f(0))

d

dt

∣∣∣∣
t=0

fα(t) =
∂P

∂xα
(x) vα = dPx(v),also gilt

v = dPx(v) für alle v ∈ TxN .
(iv) Sei w ∈ (TxN )⊥, x ∈ N . Mit (11.30) folgt für hinrei
hend kleine t

|Π(x + tw)− (Π(x)︸ ︷︷ ︸
=x

+tw)|2 ≤ |x− (x+ tw)|2 = t2|w|2.Division dur
h t2 liefert dann für alle |t| ≪ 1, t 6= 0

∣∣∣∣
Π(x + tw)−Π(x)

t
− w

∣∣∣∣
2

≤ |w|2und somit erhalten wir für t→ 0
|dΠx(w)︸ ︷︷ ︸

∈TxN

− w︸︷︷︸
∈T⊥

x N

|2 ≤ |w|2und deshalb mit dem Satz von Pythagoras
|dΠx(w)|2 + |w|2 ≤ |w|2,also dΠx(w) = 0 für alle w ∈ (TxN )⊥.

(v) Seien x ∈ N �xiert, u, w ∈ TxN und v ∈ Rn. Für einen beliebigen Vektor w̃ ∈ Rn bezei
hnen wir
w̃⊥ := w̃ − dΠx(w̃) und w̃⊤ := dΠx(w̃). Es gilt dann w̃ = w̃⊥ ⊕ w̃⊤, w̃⊥ ∈ (TxN )⊥ und w̃⊤ ∈ TxN .Weiter setzen wir für zwei Vektoren w̃1 und w̃2 ∈ Rn die symmetris
he, bilineare Abbildung

Hess Π(w̃1, w̃2) :=
∂2Π

∂xα ∂xβ
(x)w̃α1 w̃

β
2 .Mit diesen Konventionen erhalten wir die Darstellung

u ·Hess Π(v, w) = (u⊥ + u⊤) ·Hess Π(v⊥ + v⊤, w⊥ + w⊤)

= u⊥ · HessΠ(v⊥, w⊥) (11.31)
+u⊥ ·Hess Π(v⊥, w⊤) (11.32)
+u⊥ ·Hess Π(v⊤, w⊥) (11.33)
+u⊥ ·Hess Π(v⊤, w⊤) (11.34)
+u⊤ ·Hess Π(v⊥, w⊥) (11.35)
+u⊤ ·Hess Π(v⊥, w⊤) (11.36)
+u⊤ ·Hess Π(v⊤, w⊥) (11.37)
+u⊤ ·Hess Π(v⊤, w⊤). (11.38)224



11.2 ProjektionenNun gilt u⊥ = 0 und w⊥ = 0, also (11.31), (11.32), (11.33), (11.34), (11.35) und (11.37) = 0. Wirbeoba
hten, dass dΠΠ(x+tξ)(ψ − dΠΠ(x+tξ)ψ) = 0 für alle ψ, ξ ∈ Rn und |t| ≪ 1,da wir na
h (iii) und (iv) wissen, dass dΠΠ(x+tξ) die orthogonale Projektion von Rn auf TΠ(x+tξ)N und
ψ − dΠΠ(x+tξ)ψ die orthogonale Projektion von ψ auf T⊥

Π(x+tξ)(N ) ist. Dies impliziert
d

dt

∣∣∣∣
t=0

dΠΠ(x+tξ)(ψ − dΠΠ(x+tξ)ψ) = 0 für alle ψ, ξ ∈ Rn,und man erhält
0 =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∂Π

∂xα
(Π(x + tξ))(ψα − ∂Πα

∂xβ
(Π(x + tξ))ψβ)

=
∂2Π

∂xα ∂xi
(x)

∂Πi

∂xj
(x)ξj(ψα − (dΠxψ)α)− ∂Π

∂xα
(x)

∂2Πα

∂xβ ∂xk
(x)

∂Πk

∂xl
(x)ξlψβ

= HessΠ(ξ⊤, ψ⊥)− (Hess Π(ξ⊤, ψ))⊤

= HessΠ(ξ⊤, ψ⊥)− (Hess Π(ξ⊤, ψ⊥))⊤ − (Hess Π(ξ⊤, ψ⊤))⊤

= (Hess Π(ξ⊤, ψ⊥))⊥ − (Hess Π(ξ⊤, ψ⊤))⊤,also
T⊥
x N ∋ (Hess Π(ξ⊤, ψ⊥))⊥ = (Hess Π(ξ⊤, ψ⊤))⊤ ∈ TxN .Daraus folgt wegen T⊥

x N ∩ TxN = {0}

(HessΠ(ξ⊤, ψ⊥))⊥ = 0 ⇔ Hess Π(ξ⊤, ψ⊥) ∈ TxNund
(Hess Π(ξ⊤, ψ⊤))⊤ = 0 ⇔ HessΠ(ξ⊤, ψ⊤) ∈ T⊥

x N . (11.39)Aus (11.39) folgt (11.38) = 0 und wegen u = u⊤ und w = w⊤ ergibt si
h folgli
h
u · HessΠ(v, w) = u · HessΠ(v⊥, w) =

∂2Πi

∂xα ∂xβ
(x)

(
δγα −

∂πα

∂xγ
(x)

)
ui vγ wβ .

2Eine hilfrei
he Anwendung aus der Existenz der Projektion, Lemma 11.26, liefert das11.29 Lemma (Approximation von W
1,2(Ω,N ) in C

k)(vgl. [Str00℄, Theorem 6.2, p. 218)Sei N eine kompakte Ck-Mannigfaltigkeit in Rn, k ≥ 1. Sei weiter Ω⊂⊂R2 ein o�enes Gebiet mit ∂Ω ∈ C∞.Dann existiert für jedes u ∈ W 1,2(Ω,N ) und Ω′⊂⊂Ω eine Approximation um ∈ Ck(Ω′,N ) mit
‖um − u‖W 1,2(Ω′,Rn)

m→∞−−−−→ 0.Zum Beweis dieses von Lemma 11.29 benötigen wir die folgenden zwei Hilfsresultate:11.30 PropositionSei B⊂⊂Rn ein o�enes, konvexes Gebiet und f ∈ Lp(B), 1 ≤ p <∞. Dann gilt
−
∫

B

−
∫

B

∫ 1

0

|f(tx+ (1− t)y)|p dt dx dy ≤ 2n
1

L n(B)
‖f‖p

Lp(B).225



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEBeweis von Proposition 11.30. Es gilt für t′ = 1− t
∫ 1

0

|f(tx+ (1− t)y)|p dt =

∫ 1
2

0

|f(tx+ (1− t)y)|p dt+ ∫ 1

1
2

|f(tx+ (1− t)y)|p dt
=

∫ 1
2

0

|f(tx+ (1− t)y)|p dt+ ∫ 1
2

0

|f((1 − t′)x+ t′y)|p dt′
=

∫ 1
2

0

|f(tx+ (1− t)y)|p dt+ ∫ 1
2

0

|f((1 − t)x+ ty)|p dt.Weiter gilt mit Transformationsregel (ξ := tx+ (1− t)y) und der Beoba
htung, dass wegen der Konvexität von
B für alle t ∈ (0, 1), x, y ∈ B gilt, dass tx+ (1− t)y ∈ B,

−
∫

B

∫ 1
2

0

|f(tx+ (1 − t)y)|p dt dy ≤ 1

L n(B)

∫ 1
2

0

1

(1− t)n︸ ︷︷ ︸
≤2n

∫

B

|f(ξ)|p dξ dt
≤ 2n

1

2

1

L n(B)
‖f‖p

Lp(B)

= 2n−1 1

L n(B)
‖f‖p

Lp(B),und analog
−
∫

B

∫ 1
2

0

|f((1− t)x+ ty)|p dt dx ≤ 2n−1 1

L n(B)
‖f‖p

Lp(B).Daraus s
hlieÿt man
−
∫

B

−
∫

B

∫ 1

0

|f(tx+ (1− t)y|p dt dx dy = −
∫

B

−
∫

B

∫ 1
2

0

|f(tx+ (1 − t)y)|p dt dy dx
+−
∫

B

−
∫

B

∫ 1
2

0

|f((1− t)x + ty)|p dt dx dy
≤ 2 · 2n−1 1

L n(B)
‖f‖p

Lp(B)

= 2n
1

L n(B)
‖f‖p

Lp(B).
211.31 PropositionFür v ∈ W 1,2(Rn) gilt für punktweise fast alle x, y ∈ Rn

v(x) − v(y) =

∫ 1

0

∇v(x + t(y − x)) (y − x) dt.Beweis von Proposition 11.31. Wir approximieren zunä
hst v dur
h vm ∈ C∞(Rn). Dann gilt für punkt-weise fast alle x, y ∈ Rn

∣∣∣∣v(x)− v(y)−
∫ 1

0

∇v(x + t(y − x)) (y − x) dt∣∣∣∣ ≤ |v(x) − vm(x)|︸ ︷︷ ︸
→0

+ |v(y)− vm(y)|︸ ︷︷ ︸
→0

+

∫ 1

0

|∇(v − vm)(x+ t(y − x))| |x− y| dt.Wir zeigen jetzt, dass punktweise fast alle x, y ∈ Rn

∫ 1

0

|∇(v − vm)(x + t(y − x))| m→∞−−−−→ 0.226



11.2 ProjektionenSei x0 ∈ Rn beliebig, r > 0. Wir setzen B := Br(x0). Na
h Proposition 11.30 haben wir
∫

B

∫

B

∫ 1

0

|∇(v − vm)(x + t(y − x))| dt dx dy ≤ C(n, r)‖∇(v − vm)‖L1(B)

≤ C(n, r)‖∇(v − vm)‖L2(B)

m→∞−−−−→ 0.Also gilt
‖
∫

B

∫ 1

0

|∇(v − vm)(x+ t((·) − x))| dt dx‖L1(B)
m→∞−−−−→ 0,und somit für punktweise fast alle y ∈ B

∫

B

∫ 1

0

|∇(v − vm)(x + t(y − x))| dt dx m→∞−−−−→ 0.Dies bedeutet seinerseits
‖
∫ 1

0

|∇(v − vm)((·) + t(y − (·)))| dt‖L1(B)
m→∞−−−−→ 0,und somit folgt s
hlieÿli
h, dass für punktweise fast alle x und y ∈ B

∫ 1

0

|∇(v − vm)(x+ t(y − x))| dt m→∞−−−−→ 0.Da B = Br(x0) mit x0 ∈ Rn und r > 0 beliebig gewählt wurde, folgt insgesamt, dass für punktweise fast alle xund y ∈ Rn gilt ∫ 1

0

|∇(v − vm)(x+ t(y − x))| dt m→∞−−−−→ 0.
2Beweis von Lemma 11.29. Die Idee des Beweises besteht darin, dass man zeigt, dass die Faltung von u lokalin einer tubularen Umgebung VN von N liegt, auf wel
her eine Ck-Projektion P : VN → N wohlde�niert ist.Die Verknüpfung von Projektion und Faltung ergibt dann die approximierende Folge.Die Glattheit von ∂Ω benutzend, setzt man zunä
hst u auf ũ ∈ W 1,2(R2,Rn) fort und identi�ziert u ≡ ũ.Sei dann η ein Faltungskern, d.h. η ∈ C∞

0 (B2
1(0)), 0 ≤ η ≤ 1 und ∫

R2η = 1. Wir vereinbaren für ε > 0 wiegewöhnli
h, dass ηε(x) := 1
εn η(

x
ε
). Komponentenweise setzen wir

uε := u ∗ ηε ∈ C∞(Ω,Rn).Dann gilt komponentenweise
uε

ε→0−−−→ u in W 1,2(Ω).Sei ein Ω′⊂⊂Ω gegeben. Wir wählen ein ε0 > 0, so dass für alle ε < ε0 gilt Bε(Ω′) ⊂ Ω.Seien ein x0 ∈ Ω′, ein ε ∈ (0, ε0) und ein y ∈ Bε(x0) ∩Ω = Bε(x0) mit42 u(y) ∈ N �xiert. Dann re
hnet man
(dist(uε(x0),N ))2 ≤ |uε(x0)− u(y)|2

=

∣∣∣∣∣

∫

Bε(x0)

(u(x) − u(y)) ηε(x0 − x) dx∣∣∣∣∣2
=

1

ε4

∣∣∣∣∣

∫

Bε(x0)

(u(x)− u(y)) η(x0 − x
ε

) dx∣∣∣∣∣2
≤ 1

ε4

(∫

Bε(x0)

|u(x)− u(y)|2 dx ) (∫

Bε(x0)

∣∣∣∣η(
x0 − x
ε

)

∣∣∣∣
2 dx)

≤ 1

ε4

∫

Bε(x0)

|u(x)− u(y)|2 dx ‖η‖L∞︸ ︷︷ ︸
≤1

Cε2

≤ C−
∫

Bε(x0)

|u(x)− u(y)|2 dx.
(11.40)

42Dies gilt für punktweise fast alle y ∈ Bε(x0) ∩ Ω. 227



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEWir erhalten aus Proposition 11.31 unter Anwendung der Hölder-Unglei
hung für x, y ∈ Bε(x0)

|u(x)− u(y)| ≤
∫ 1

0

|∇u(y + t(x− y))| dt |x− y|︸ ︷︷ ︸
≤2ε

≤ 2ε

(∫ 1

0

|∇u(y + t(x− y))|2 dt) 1
2

· 1

= 2ε

(∫ 1

0

|∇u(y + t(x− y))|2 dt) 1
2 .Daraus folgt

(dist(uε(x0),N ))2
(11.40)
≤ C−

∫

Bε(x0)

|u(x)− u(y)|2 dx
≤ Cε2−

∫

Bε(x0)

∫ 1

0

|∇u(y + t(x− y))|2 dt dx.Diese Abs
hätzung gilt nun, na
h Wahl von 0 < ε < ε0, für fast alle y ∈ Bε(x0) und somit erhalten wir dur
hAnwendung von −
∫
Bε(x0)

dy auf die Unglei
hung (wir bea
hten, dass −
∫
B
monoton steigend ist) und dann unterBenutzung von Proposition 11.30 mit B := Bε(x0)

(dist(uε(x0),N ))2 = −
∫

B

(dist(uε(x0),N ))2 dy
≤ Cε2−

∫

Bε(x0)

−
∫

Bε(x0)

∫ 1

0

|∇u(y + t(x− y))|2 dt dx dy
P 11.30
≤ C(n)ε2

1

L 2(Bε(x0))
‖∇u‖2L2(B)

dim=2
≤ C(n)‖∇u‖2L2(B). (11.41)

Nun wird ∫
Bε(x0)

|∇u|2 wegen der Absolutstetigkeit des Integrals unabhängig von x0 klein für kleines ε, da
∇u ∈ L2(R2).Na
h Lemma 11.26 existiert eine Ck-Projektion P : VN → N für eine kleine Umgebung VN um N in Rn.Für ε > 0 hinrei
hend klein, ist wegen (11.41) uε(x) ∈ VN für alle x ∈ Ω′. Deshalb de�nieren wir für x ∈ Ω′

ũε(x) := P (uε(x)) ∈ Ck(Ω′,N ).Nun wollen wir no
h ũε ε→0−−−→ u in W 1,2(Ω,Rn) für eine Teilfolge ε→ 0 zeigen:Zunä
hst existiert wegen uε ε→0−−−→ u in W 1,2(Ω) eine Teilfolge ε → 0, so dass uε(x) ε→0−−−→ u(x) punktweise fürfast alle x ∈ Ω und ∇uε(x) ε→0−−−→ ∇u(x).Es sind u(x) und ũε(x) ∈ N für alle x ∈ Ω′ und somit gilt wegen der Kompaktheit von N , dass |u|, |ũε| ≤ C(N ).Wegen der Bes
hränktheit von Ω′ folgt dann mit dem Satz über die majorisierte Konvergenz, dass
∫

Ω′
|ũε − u|2 → 0.Nun betra
hten wir no
h für x ∈ Ω′

∇ũε(x) =
∂P

∂xα
(uε(x)) ∇(uε(x))

α.Wegen P ∈ Ck(VN ,N ), k ≥ 1, ist na
h Lemma 11.26 ∂P
∂xα (·) ∈ C0(VN ,Rn) und somit in L∞(VN ). Wirbea
hten, dass ∇u = ∇(P ◦ u) punktweise fast überall in Ω′ und (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), und re
hnen damit43

∫

Ω′

∣∣∣∣
∂P

∂xα
(ũε(x)) ∇(ũε(x))

α −∇u
∣∣∣∣
2 dx43Wegen der Kompaktheit von N ist u ∈ L∞(Ω). Da P stetig di�erenzierbar ist, kann man dann über Approximation zeigen,dass die Produktregel für P ◦ u gilt: Es gilt P (um)

m→∞
−−−−→ P (u) punktweise fast überall für eine glatte, approximierende Folge

(um)m von u. Weiterhin gilt für P (um) die Produktregel und wir erhalten über den Satz der majorisierten Konvergenz, dass
(P (um)) eine Cau
hy-Folge in W 1,2 ist. Mit der punktweisen Konvergenz von ∇P (um) erhalten wir dann die Produktregel.228



11.3 Regularitätssatz für kritis
he Punkte konform invarianter Variationsprobleme
≤ 2

[∫

Ω′

∣∣∣∣
∂P

∂xα
(ũε(x)) −

∂P

∂xα
(u(x))

∣∣∣∣
2

|∇uα(x)|2dx+

∫

Ω′
|∇(ũε(x))

α −∇u(x)α|2
∣∣∣∣
∂P

∂xα
(ũε(x))

∣∣∣∣
2dx]

≤ 2

[∫

Ω′

∣∣∣∣
∂P

∂xα
(ũε(x)) −

∂P

∂xα
(u(x))

∣∣∣∣
2

|∇uα(x)|2
︸ ︷︷ ︸

→0 punktweise dx+

∥∥∥∥
∂P

∂xα

∥∥∥∥
L∞
‖∇(ũε(x))

α −∇u(x)α‖2L2(Ω′)

]

ε→0−−−→ 0,denn wegen ∣∣ ∂P
∂xα (ũε(x))− ∂P

∂xα (u(x))
∣∣ ≤ 2‖ ∂P

∂xα ‖L∞(VN ) und |∇uα|2 ∈ L1(Ω′) können wir den Satz über diemajorisierte Konvergenz anwenden.Somit gilt
ũε → u in W 1,2(Ω′).

211.32 Korollar (∂iu ∈ Tu(N ) für u ∈W
1,2(Ω,N ))Sei N eine kompakte C1-di�erenzierbare Mannigfaltigkeit in Rn und u ∈ W 1,2(Ω,N ) für ein Ω⊂⊂R2 und

∂Ω ∈ C∞.Dann gilt für i = 1, 2, dass ∂iu(x) ∈ Tu(x)N für punktweise fast alle x ∈ Ω.Beweis. Sei Ω′⊂⊂Ω. Mit Lemma 11.29 erhalten wir eine Approximation um ∈ C1(Ω′,N ) von u. Wir de�nieren
vm(x) := ∂ium(x), x ∈ Ω′und
ym(x) := um(x), x ∈ Ω′.Dann ist vm(x) ∈ Tym(x)N und somit gilt mit einer C1-Projektion P aus Lemma 11.26 na
h Proposition11.27(iii), dass für alle m

∂P

∂xα
(ym) (vm)α = vm, x ∈ Ω′.Nun gilt vm(x)

m→∞−−−−→ ∂iu(x) =: v(x) und ym(x)
m→∞−−−−→ u(x) =: y(x) in Rn für punktweise fast alle x ∈ Ω′ undda ∂Π

∂xα (·) stetig ist, folgt
∂P

∂xα
(y) vα(x) = v(x), für punktweise fast alle x ∈ Ω′und somit folgt mit Proposition 11.27(i), dass v(x) ∈ Tu(x)N für punktweise fast alle x ∈ Ω′. Da Ω′⊂⊂Ω beliebiggewählt war, folgt insgesamt die Behauptung. 211.3. Regularitätssatz für kritis
he Punkte konform invarianter VariationsproblemeUm zum gewüns
hten Ergebnis, Theorem 11.34 (Theorem I.2 in [Riv07a℄) zu gelangen, müssen wir zunä
hstdie Euler-Lagrange-Glei
hungen des Funktionals

∫

D2

|∇u|2 + ω(u)(∂xu, ∂yu)bere
hnen. Dies ges
hieht im11.33 Lemma (Euler-Lagrange-Glei
hungen)Sei N ⊂ Rn eine kompakte Ck-Mannigfaltigkeit, k ≥ 3, ω eine C1-2-Form auf N . Sei weiter Π : VN → N dieorthogonale Ck−1-Projektion aus Lemma 11.26.Wir de�nieren für w ∈W 1,2(D2,N )

E(w) ≡ EN (w) :=

∫

D2

〈∂xw, ∂xw〉+ 〈∂yw, ∂yw〉und
F (w) ≡ FN (w) :=

∫

D2

ω(w)(∂xw, ∂yw).229



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMESei u ∈W 1,2(D2,N ) ein kritis
her Punkt des Funktionals F + E, d.h. es gelte
lim
t→0

E(Π(u + tv)) + F (Π(u + tv))− E(u)− F (u)

t
= 0 für alle v ∈ W 1,2

0 ∩ L∞(D2,Rn). (11.42)Dann existieren Akij ∈ L∞(VN ) mit ∑k A
k
ij(u)∇uk = 0 in D2 sowie λkij ∈ L∞(VN ) mit λkij = −λikj und

λkij = −λjik auf N , so dass für alle v ∈ C∞
0 (D2) gilt

∫

D2

∇uk · ∇v + (Akij(u) ∇ui · ∇uj + λki,j(u) ∂xu
i ∂yu

j)v = 0, 1 ≤ k ≤ n,also s
hwa
h in D2

△uk = Akij(u)∇ui · ∇uj + λkij(u) ∂xu
i ∂yu

j , 1 ≤ k ≤ n. (11.43)Beweis. S
hritt 1:Für diesen S
hritt gehen wir analog zu [Hél02℄ Lemma 1.4.10 vor. Gegeben sei ein v ∈ W 1,2
0 (D2,Rn) ∩ L∞ mit

supp(v)⊂⊂D2. Wegen v ∈ L∞ existiert ein t0 > 0, so dass für alle 0 ≤ |t| < t0

u+ tv ∈ VN punktweise fast überall in D2.Wir de�nieren
wt :=

1

t
(−u+ Π(u + tv)). (11.44)Wir benutzen, dass die Projektion Π ∈ Ck−1, und somit punktweise fast überall Π(x + tv) eine C1-Funktionvon t ist, da k ≥ 3, und re
hnen

wt =
1

t
(Π(u)−Π(u + tv))

=
1

t

∫ 1

s=0

d

ds
(Π(u + tsv)) ds

=
t

t

∫ 1

0

∂Π

∂xα
(u+ tsv) vα ds

=

(∫ 1

s=0

∂Π

∂xα
(u+ tsv) ds) vα punktweise fast überall in D2 für t 6= 0. (11.45)

Weiter gilt wt ∈W 1,2
0 (D2,Rn)∩L∞, denn einerseits ist na
h (11.44) wt ∈W 1,2 ∩L∞, da u ∈ W 1,2∩L∞ (N istkompakt, also bes
hränkt), Π ∈ Ck−1 ∩ L∞ und v ∈ W 1,2 ∩ L∞. Andererseits ist na
h (11.45) suppwt⊂⊂D2,da supp v⊂⊂D2, und somit ist wt ∈W 1,2

0 (D2,Rn).Wir wollen zunä
hst eine Zwis
henbehauptung beweisen:Zwis
henbehauptung. Es gilt
wt

t→0−−−→ dΠu(v) in W 1,2(D2,Rn).Denn zunä
hst gilt punktweise für fast alle x ∈ D2 (nämli
h für alle x ∈ D2 mit u(x) ∈ N , da dann Π(u(x)) =
u(x)) und v ∈ W 1,2(D2,Rn) ∩ L∞ mit (11.44)

wt =
Π(u + tv)−Π(u)

t

t→0−−−→ dΠu(v).Weiter gilt mit der Darstellung (11.45) von wt
wt − dΠu(v) =

∫ 1

s=0

(
∂Π

∂xγ
(u+ stv)− ∂Π

∂xγ
(u)) ds vγ︸︷︷︸

∈L2und deshalb
|wt − dΠu(v)| ≤ 2|vγ | ‖∇Π‖L∞(VN ) ∈ L2(D2).Mit dem Satz über die majorisierte Konvergenz folgt dann

wt − dΠu(v)
t→0−−−→ 0 in L2(D2).230



11.3 Regularitätssatz für kritis
he Punkte konform invarianter VariationsproblemeFür die Konvergenz des Gradienten betra
hten wir punktweise (hier benötigen wir Π ∈ C2)
∂

∂xβ
wt =

1

t
(
∂Π

∂xγ
(u + tv)

∂

∂xβ
(uγ + tvγ)− ∂

∂xβ
u)

=
t

t

∂Π

∂xγ
(u+ tv)

∂

∂xβ
vγ +

1

t
(
∂Π

∂xγ
(u + tv)

∂

∂xβ
uγ − ∂

∂xβ
u︸︷︷︸

Π(u)

)

=
∂Π

∂xγ
(u+ tv)

∂

∂xβ
vγ +

1

t
(
∂Π

∂xγ
(u+ tv)− ∂Π

∂xγ
(u))

∂

∂xβ
uγ

t→0−−−→ ∂Π
∂xγ (u) ∂

∂xβ v
γ + ∂2Π

∂xγ∂xα (u) vα ∂
∂xβ u

γ . (11.46)
Andererseits gilt

∂

∂xβ
dΠu(v) =

∂

∂xβ
(
∂Π

∂xγ
(u)vγ)und somit gilt punktweise fast überall in D2, da Π ∈ C2(VN ,N ) und u ∈W 1,2 ∩ L∞(D2,N )

∂

∂xβ
wt

t→0−−−→ ∂

∂xβ
dΠu(v).Weiter gilt mit den Re
hnungen von (11.46), da die dortige Konvergenz wegen u, v ∈ L∞ glei
hässig bezügli
h

x ist
|∇wt| ≤ 2(‖∇Π‖L∞(VN ) |∇v|+ ‖∇2Π‖L∞(VN ) |v|︸︷︷︸

∈L∞

|∇u|) ∈ L2(D2).Damit erhalten wir s
hlieÿli
h unter no
hmaliger Anwendung des Satzes Über die majorisierte Konvergenz
wt

t→0−−−→ dΠu(v) in W 1,2(D2,Rn).Die Zwis
henbehauptung gezeigt, insbesondere gilt dΠu(v) ∈ W 1,2(D2,Rn) undwegen supp v⊂⊂D2 und daher
suppdΠu(v)⊂⊂D2 au
h dΠu(v) ∈W 1,2

0 (D2). ||Na
h De�nition von wt gilt
Π(u + tv) = u+ twt,und folgli
h

E(Π(u + tv)) = E(u+ twt) = E(u) + t

∫

D2

〈∂xu, ∂xwt〉+ 〈∂yu, ∂ywt〉+ t2E(wt).Wir bea
hten, dass E(wt)→ E(dΠu(v)) <∞, da wt → dΠu(v) in W 1,2 und folgern
E(Π(u + tv))− E(u)

t
=

∫

D2

〈∂xu, ∂xwt〉+ 〈∂yu, ∂ywt〉+ tE(wt)

t→0−−−→
∫
D2〈∇ui,∇(dΠu(v))

i〉+ 0 ·E(dΠu(v))

=

∫

D2

〈∇ui,∇(dΠu(v))
i〉. (11.47)S
hritt 2:Nun betra
hten wir no
h F . Sei dazu wieder v ∈W 1,2

0 ∩ L∞(D2,Rn), supp(v)⊂⊂D2 beliebig.Es gilt
F (Π(u + tv)) =

∫

D2

ω(Π(u+ tv))(∂xΠ(u + tv), ∂yΠ(u + tv)).Wir de�nieren ω̃ := Π∗ω den Pullba
k von ω unter Π. Sei (ei)
n
i=1 die Standardbasis im Rn, und somit au
h dieBasis in lokalen Koordinaten von Tx(VN ) für die Karte IdRn . Wir setzen

ω̃ij(x) := ω̃(x)(ei, ej) = ω(Π(x))(
∂Π

∂xi
(x),

∂Π

∂xj
(x)) , 1 ≤ i, j ≤ n.Dabei bea
hten wir, dass ∂Π

∂xk = d
dt

∣∣
t=0

Π(x+ tek) ∈ TxN , 1 ≤ k ≤ n. Wir erhalten folgende Eigens
haften:231



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEME
(a) (ω̃ij)ij ∈ so(m) punktweise in VN , da ω eine 2-Form ist,
(b) da ω(x)(·, ·) bilinear für alle x ∈ N , gilt

ω(Π(u+ tv))(∂xΠ(u + tv), ∂yΠ(u+ tv)) = ω̃ij(u+ tv)∂x(u+ tv)i ∂y(u+ tv)j (11.48)und
(c) es gilt ω̃ij ∈ C1(VN ), denn sei ξ ∈ VN und sei U ⊂ N eine relativ o�ene Umgebung von Π(ξ) in N , sodass eine C2-Karte Φ : U → Rp existiert. Dann existiert eine (bezügli
h Rn) o�ene Umgebung V von ξ in

VN , so dass Π(V ) ⊂ U .Wir erhalten lokale Koordinaten ( ∂
∂yi

)p
i=1

und stellen ω lokal über
ω(x)(τ, σ) = ηst(x) dys ∧ dyt(τ, σ), τ , σ ∈ TxNdar, wobei ηst ◦ Φ−1 ∈ C1(Φ(U)).Für alle p ∈ V ist ∂Π

∂xi (p) = d
dt

∣∣
t=0

Π(p+ tei) ∈ TΠ(p)N und somit existiert eine lokale Darstellung
∂Π

∂xi
(p) =: wk(p; i)

∂

∂yk
(Π(p)).Wir erhalten folgli
h,

ω̃ij(p) = ηst(Π(p)) dys ∧ dyt (
∂

∂yk
,
∂

∂yl
)wk(p; i)wl(p; j)

= ηst(Π(p))︸ ︷︷ ︸
C1

(δikδ
j
l − δilδ

j
k)w

k(p; i)wl(p; j)Nun gilt na
h Proposition 11.20 lokal, also für ggf. no
h kleineres V um ξ, dass wk(p; i) ∈ Ck−2 ⊂ C1, dadie lokalen Koordinaten bi := ∂
∂yi (Π(p)) in Ck−1 und v := ∂Π

∂xk in Ck−2.Also folgt ω̃ij(·) ∈ C1(VN ), da k ≥ 3.Ohne Eins
hränkung ist dann ω̃ij(p) ∈ C1(VN ), modulo des We
hsels auf eine kleinere Umgebung
V ′N⊂⊂VN .Wir bea
hten ω̃ij ∈ L∞(VN ), da ω̃ij ∈ C1(VN ) na
h (c) und re
hnen

F (Π(u+ tv)) =

∫

D2

ω(Π(u+ tv))(∂x(Π(u + tv)), ∂y(Π(u + tv)))(11.48)
=

∫

D2

ω̃ij(u+ tv) ∂x(u
i + tvi)∂y(u

j + tvj)

=

∫

D2

ω̃ij(u+ tv) ∂xu
i ∂yu

j + t

∫

D2

ω̃ij(u+ tv)(∂xv
i ∂yu

j + ∂xu
i ∂yv

j)

+t2
∫

D2

ω̃ij(u+ tv)︸ ︷︷ ︸
∈L∞

∂xv
i

︸︷︷︸
L2

∂yv
j

︸︷︷︸
L2

=

∫

D2

ω̃ij(u)∂xu
i∂yu

j + t

∫

D2

−ω̃ij(u) + ω̃ij(u + tv)

t
∂xu

i ∂yu
j

+t

∫

D2

ω̃ij(u)(∂xv
i ∂yu

j + ∂xu
i ∂yv

j)

+t

∫

D2

(ω̃ij(u+ tv)− ω̃ij(u))(∂xvi ∂yuj + ∂xu
i∂yv

j) + o(t) für t→ 0.
(11.49)

Nun gilt (ω̃ij) ∈ so(m) na
h (a) und deshalb (mit Vertaus
hung von Bezei
hnung von i und j)
ω̃ij(u)∂xu

i ∂yv
j so(m)

= −ω̃ji(u)∂xui ∂yvj i↔j
= −ω̃ij(u)∂xuj ∂yviund analog

ω̃ij(u + tv)∂xu
i ∂yv

j = −ω̃ij(u+ tv)∂xu
j ∂yv

i.232



11.3 Regularitätssatz für kritis
he Punkte konform invarianter VariationsproblemeWeiter gilt ∂xvi∂yuj − ∂xuj∂yvi = ∇⊥vi · ∇uj und somit folgt aus (11.49)
F (Π(u + tv)) = F (u) + t

∫

D2

ω̃ij(u+ tv)− ω̃ij(u)
t

∂xu
i ∂yu

j + t

∫

D2

ω̃ij(u)(∂xv
i ∂yu

j − ∂xuj ∂yvi)

+t

∫

D2

(ω̃ij(u+ tv)− ω̃ij(u))(∂xvi ∂yuj − ∂xuj ∂yvi) + o(t)

= F (u) + t

∫

D2

ω̃ij(u+ tv)− ω̃ij(u)
t

∂xu
i ∂yu

j + t

∫

D2

ω̃ij(u)∇⊥vi ∇uj

+t

∫

D2

(ω̃ij(u+ tv)− ω̃ij(u))∇⊥vi · ∇uj + o(t) für t→ 0.Wir erhalten
1

t
(F (Π(u + tv))− F (u)) =

∫

D2

ω̃ij(u+ tv)− ω̃ij(u)
t

∂xu
i ∂yu

j

︸ ︷︷ ︸
I

+

∫

D2

ω̃ij(u)∇⊥vi ∇uj

+

∫

D2

(ω̃ij(u+ tv)− ω̃ij(u))∇⊥vi ∇uj
︸ ︷︷ ︸

II

+o(1) für t→ 0. (11.50)Zunä
hst zu I:Es gilt wegen ω̃ij ∈ C1 zunä
hst punktweise für fast alle x ∈ D2

ω̃ij(u+ tv)− ω̃ij(u)
t

∂xu
i ∂yu

j t→0−−−→ ∂ω̃ij

∂xα
(u) vα∂xu

i ∂yu
jund für t hinrei
hend klein gilt

∣∣∣∣
ω̃ij(u+ tv)− ω̃ij(u)

t
∂xu

i ∂yu
j

∣∣∣∣ ≤ ‖∇ω̃ij‖L∞(VN ) ‖v‖L∞(D2) |∇u|2 ∈ L1und somit folgt mit dem Satz über die majorisierte Konvergenz
I
t→0−−−→

∫

D2

∂ω̃ij

∂xα
(u) vα ∂xu

i ∂yu
j.Nun no
h zu II:Es gilt wegen der Stetigkeit von ω̃ij punktweise fast überall in D2

ω̃ij(u+ tv)− ω̃ij(u)→ 0und ∣∣(ω̃ij(u+ tv)− ω̃ij(u)) ∇⊥vi · ∇uj
∣∣ ≤ 2‖ω̃ij‖L∞(VN ) |∇vi|︸ ︷︷ ︸

L2

|∇uj |︸ ︷︷ ︸
L2

∈ L1.Wieder folgt mit dem Satz über die majorisierte Konvergenz
II

t→0−−−→ 0.Also erhält man insgesamt aus (11.50)
1

t
(F (Π(u + tv))− F (u))

t→0−−−→
∫

D2

∂ω̃ij

∂xα
(u) vα ∂xu

i∂yu
j +

∫

D2

ω̃ij(u) ∇⊥vi · ∇uj. (11.51)Nun gilt
ω̃ij(u)∇⊥vi = ∇⊥(ω̃ij(u)v

i)−∇⊥(ω̃ij(u))v
iund

∇⊥(ω̃ij(u)) =
∂ω̃ij

∂xα
(u) ∇⊥uα.233



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEWeiter gilt wegen44 ω̃ij(u) ∈W 1,2 ∩L∞(D2) und vi ∈W 1,2 ∩L∞(D2) und supp v⊂⊂D2 na
h Proposition 4.26,dass viω̃ij(u) ∈ W 1,2
0 (D2,Rn) und somit, wegen uj ∈ W 1,2 na
h Proposition 4.22

∫

D2

∇⊥(ω̃ij(u)v
i) ∇uj = 0.Wir folgern

∫

D2

ω̃ij ∇⊥vi · ∇uj =

∫

D2

∇⊥(ω̃ij(u) v
i) ∇uj −

∫

D2

∂ω̃ij

∂xα
(u)∇⊥uα · ∇uj vi

= −
∫

D2

∂ω̃ij

∂xα
(u)∇⊥uα · ∇ujvi.Mit dieser Überlegung erhält man aus (11.51)

1

t
(F (Π(u + tv))− F (u))

t→0−−−→
∫
D2

∂ω̃ij

∂xα (u) (vα ∂xu
i∂yu

j −∇⊥uα · ∇ujvi)

=

∫

D2

∂ω̃ij

∂xα
(u) (vα ∂xu

i∂yu
j + ∂yu

α ∂xu
j vi − ∂xuα ∂yuj vi).Nun gilt dur
h Vertaus
hung der Indizes (i→ α, α→ j und j → i)

∂ω̃ij

∂xα
(u) ∂yu

α ∂xu
jvi =

∂ω̃αi

∂xj
(u) ∂yu

j ∂xu
ivαund (i→ α, α→ i und j → j)

∂ω̃ij

∂xα
(u) ∂xu

α ∂yu
jvi =

∂ω̃αj

∂xi
(u) ∂xu

i ∂yu
jvα.Wir erhalten also

1

t
(F (Π(u + tv)) − F (u))

t→0−−−→
∫
D2v

α ∂xu
i ∂yu

j

(
∂ω̃ij

∂xα
(u) +

∂ω̃αi

∂xj
(u)− ∂ω̃αj

∂xi
(u)

)

︸ ︷︷ ︸
λα

ij(u)

=

∫

D2

vα
∂

∂x
ui

∂

∂y
uj λαij(u)

=

∫

D2

dω̃(v,
∂

∂x
u,

∂

∂y
uj). (11.52)

Der letzte S
hritt folgt dabei aus Proposition 11.19. Nun ist na
h Proposition 11.23dω̃ = Π∗(dω),und somit gilt für alle v ∈ Rn, da dΠu(dΠu(v)) = dΠu(v) na
h Proposition 11.27 (i) und (iii),dω̃u(dΠu(v), ·, ·) = dω̃u(v, ·, ·). (11.53)Es gilt λαij(x) ∈ L∞(VN ), da ω ∈ C1(VN ). Wir wissen ω̃αi = −ω̃iα, woraus λαij = −λiαj folgt:
λiαj =

∂ω̃αj

∂xi
+
∂ω̃iα

∂xj
− ∂ω̃ij

∂xα
= −(−∂ω̃αj

∂xi
+
∂ω̃αi

∂xj
+
∂ω̃ij

∂xα
) = −λαij .Analog zeigt man, dass λαij = −λjiα.S
hritt 3:Nun wollen wir die bisher erhaltenen Ergebnisse zusammensetzen (vgl. Darstellung in [Hél02℄, Beweis von44Mit Lemma 11.29 erhalten wir für jedes o�ene Gebiet Ω⊂⊂D2 eine Approximation um ∈ Ck(Ω, VN ). Dann können wir den Gra-dienten von ω̃ij(um) über die Kettenregel bilden. Dieser Gradient konvergiert na
h dem Satz über die majorisierte Konvergenz in

L2, da ω̃ij ∈ C1(VN ); somit erhalten wir, dass der s
hwa
he Gradient auf ganz D2 gegeben ist dur
h ∇ω̃ij(u) =
∂ω̃ij

∂xk (u) ∇uk.Dieser ist in L2(D2), da dωij in L∞(VN ) und somit ist ω̃ij(u) ∈ W 1,2(D2).234



11.3 Regularitätssatz für kritis
he Punkte konform invarianter VariationsproblemeLemma 1.2.4):Sei v ∈ C∞
0 (D2,Rn). Zunä
hst gilt na
h Bemerkung 11.28

w − dΠu(w) ∈ T⊥
u N punktweise fast überall in D2, für alle w ∈ Rn,und deshalb

∂xv − dΠu(∂xv), ∂yv − dΠu(∂yv) ∈ T⊥
u N punktweise fast überall in D2,also mit Korollar 11.32

〈∂xu, ∂xv − dΠu(∂xv)〉+ 〈∂yu, ∂yv − dΠu(∂yv)〉 = 0 punktweise fast überall in D2.Daraus folgt (wir bea
hten, dass dΠu(v) ∈ W 1,2
0 (D2,Rn), na
h der Zwis
henbehauptung in S
hritt 1)45

0 =

∫

D2

〈∂xu, ∂xv − dΠu(∂xv)〉+ 〈∂yu, ∂yv − dΠu(∂yv)〉

=

∫

D2

〈∇ui,∇vi〉 − 〈∂xu,dΠu(∂xv)〉 − 〈∂yu,dΠu(∂yv)〉

=

∫

D2

〈∇ui,∇vi〉 −
∫

D2

〈∂xu,
∂Π

∂xα
(u)∂xv

α〉+ 〈∂yu,
∂Π

∂xα
(u)∂yv

α〉

=

∫

D2

〈∇ui,∇vi〉 −
∫

D2

∂xu
i ∂Πi

∂xα
(u)∂xv

α + ∂yu
i ∂Πi

∂xα
(u)∂yv

α

=

∫

D2

〈∇ui,∇vi〉 −
∫

D2

〈∇ui, ∂Πi

∂xα
(u) ∇vα〉

=

∫

D2

〈∇ui,∇vi〉 −
∫

D2

〈∇ui,∇
(
∂Πi

∂xα
(u) vα

)
〉+

∫

D2

〈∇ui,∇
(
∂Πi

∂xα
(u)

)
vα〉

=

∫

D2

〈∇ui,∇vi〉 −
∫

D2

〈∇ui,∇dΠu(v)
i〉+

∫

D2

〈∇ui ∂2Πi

∂xγ ∂xα
(u),∇uγ〉 vα.Wegen ∇ui komponentenweise in TuN folgt mit Proposition 11.27(v) (wir bea
hten, dass Π von der Klasse C2ist)

〈∇ui ∂2Πi

∂xγ ∂xα
(u),∇uγ〉 vα =

∂2Πi

∂xα ∂xβ
(u)

(
δγα −

∂Πα

∂xγ
(u)

)

︸ ︷︷ ︸
=:Aγ

iβ
(u)

vγ 〈∇ui,∇uβ〉.Aus Π ∈ C2(VN ) folgt Akij ∈ L∞(VN ). Weiterhin folgt aus (Id−dΠu)∇u = 0, da ∇u komponenten- undpunktweise im Tangentialraum TuN liegt, na
h Konstruktion von Akij
Akij∇uk = 0 1 ≤ i, j ≤ m.Wir haben also bisher folgende Glei
hung hergeleitet:

0 = 〈∇ui,∇vi〉 −
∫

D2

〈∇ui,∇ dΠu(v)
i

︸ ︷︷ ︸
W

1,2
0 ∩L∞

〉+
∫

D2

A
γ
iβ(u)〈∇ui,∇uβ〉 vγ . (11.54)In S
hritt 1 haben wir erhalten, dass

∫

D2

〈∇ui,∇dΠu(v)
i〉 (11.47)= lim

t→0

E(Π(u + tdΠu(v))) − E(u)

t
.Mit der Voraussetzung (11.42) folgt daraus

lim
t→0

E(Π(u + tdΠu(v))) − E(u)

t
= − lim

t→0

F (Π(u+ tdΠu(v))) − F (u)

t
.45Mit Lemma 11.29 erhalten wir eine Approximation um ∈ C∞(D2,Rn) mit um(supp(v)) ⊂ N . Für dieses um gilt s
hon dieKettenregel für ∇

“

∂Πi

∂xα (um)
”. Dur
h Grenzwertbildung erhalten wir diese Regel dann au
h für u auf supp(v).235



11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEMEZusammen mit S
hritt 2 (11.52) ergibt dies
∫

D2

∇ui · ∇dΠu(v)
i = −

∫

D2

Π∗dωu(dΠu(v), ∂xu, ∂yu)

= −
∫

D2

Π∗dωu(v, ∂xu, ∂yu)
= −

∫

D2

λαij(u)v
α ∂xu

i ∂yu
j .Eingesetzt in (11.54) erhalten wir

0 =

∫

D2

〈∇ui,∇vi〉 −
∫

D2

∇ui · ∇dΠu(v)
i +

∫

D2

Aαiγ(u) ∇ui · ∇uγ vα

=

∫

D2

〈∇ui,∇vi〉+
∫

D2

λαij(u)v
α ∂xu

i ∂yu
j +

∫

D2

Aαiγ(u) ∇ui · ∇uγ vα. (11.55)
Ist ein ϕ ∈ C∞

0 (D2,R), so setzen wir v ≡ vϕ,k :=




0...
0
ϕ

0...
0




mit ϕ an k-ter Position.Dann folgt aus (11.55)
0 =

∫

D2

∇uk · ∇ϕ+

∫

D2

λkij(u) ∂xu
i ∂yu

j ϕ+

∫

D2

∇ui Akiγ(u)∇uγ ϕ, 1 ≤ k ≤ n. (11.56)
211.34 Theorem (Stetigkeit kritis
her Punkte)(vgl. [Riv07a℄, Theorem I.2)Sei N ⊂ Rn eine kompakte Ck-Mannigfaltigkeit, k ≥ 3, ω eine C1-2-Form auf N .Sei weiter Π : VN → N die orthogonale Ck−1-Projektion aus Lemma 11.26.Sei u ∈W 1,2(D2,N ) ein kritis
her Punkt des Funktionals F + E aus Lemma 11.33.Dann ist u ∈ C0(D2,N ).Beweis. Aus Lemma 11.33 folgt, dass s
hwa
h

△uk = Akij(u)∇ui · ∇uj + λkij(u) ∂xu
i ∂yu

j , 1 ≤ k ≤ n (11.43)Nun gilt (wir benutzen λkij = −λkji und vertaus
hen dann die Bezei
hnung i und j)
λkij∂xu

i ∂yu
j = λkij ∇⊥ui ∇uj + λkij∂yu

i∂xu
j

= λkij ∇⊥ui ∇uj − λkij∂yuj∂xui,also
λkij∂xu

i ∂yu
j =

1

2
λkij ∇⊥ui

︸ ︷︷ ︸
Ω1

kj

∇uj .Dann ist (Ω1
kj) ∈ L2(D2, so(m)⊗ R2), da λkij ∈ L∞(VN ).Weiterhin gilt na
h Lemma 11.33

Aαβγ(u)∇uα = 0, 1 ≤ β, γ ≤ nund deshalb
A
j
ik(u)∇ui · ∇uj = 0,236



11.3 Regularitätssatz für kritis
he Punkte konform invarianter Variationsproblemealso
Akij(u) ∇ui · ∇uj = (Akij(u)−Ajik(u)) ∇ui︸ ︷︷ ︸

=:Ω2
kj

∇uj .Dann ist au
h (Ω2
kj) ∈ L2(D2, so(m)⊗ R2).Somit ist für Ω := Ω1 + Ω2 ∈ L2(D2, so(m)⊗ R2) der kritis
he Punkt u ∈ W 1,2(D2,N ) eine s
hwa
he Lösungvon

△u = Ω · ∇u in D2,und aus Theorem 10.8 folgt die Stetigkeit. 211.35 BemerkungIn [Riv07a℄, Theorem I.2, wird Theorem 11.34 mit einer zusätzli
hen Voraussetzung an ω unter der Annahmegezeigt, dass N eine C2-Mannigfaltigkeit ist.
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