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1. Einleitung

Schwach harmonische Abbildungen des Einheitsballs D™ C R™ auf die Sphiire S~ C R™ sind kritische Punkte
der DIRICHLET-Energie

E(v) = / |Vol® (1.1)
definiert auf dem Funktionenraum
wh2(pm, 8™ .= {v € WYD", R™) : v(z) € S™ ! fiir fast alle € D"},
Sie erfiillen das folgende System von Differentialgleichungen
— Au=u|Vul> in D", (1.2)

was sich aus dem Verschwinden der ersten Variation

d
5EKU,@)?: ag

/
E ( ut by ) =0 fiir alle p € C3°(D",R™)
t=0 lu + to

ergibt. Die rechte Seite der partiellen Differentialgleichung (T2 ist in L!, und somit sind wir zuniichst nicht in
der Lage hohere Regularitit oder zum Beispiel Stetigkeit von u zu zeigen.

Fiir n = 2 bewies J. SHATAH in [Sha88], dass u € WH2(D? S™~1) genau dann eine Losung von () ist, wenn
der folgende Erhaltungssatz erfiillt ist:

div(u'Vu? —u/Vu') =0 firi,j € {1,...,m}. (1.3)

Wenig spéter benutzte F. HELEIN in [HEI90] die Tatsache, dass

m
E uw! Vu! =
=1

N =

i o1
ZV(UJUJ) = _V|u> =0,
- 2~~~

J=1 =1

und schrieb damit das System (C2) in der Form

— A =ZuiVuj -V :Z(uiVuj —uw!'Vu') - Vol firie{1,...,m}. (1.4)

Jj=1 Jj=1

Aus ([L3) folgt mit dem POINCARE-Lemma fiir Differentialformen die Existenz von Abbildungen B;; € VVllo’f(DQ),
1<1i,j < m, mit

VB = {887’} B =u'Vu/ —/Vu' in D? fiir1<i,j<m.
Eingesetzt in (Ld) erhilt man
—Au'=) VB Vul inD? fiirl<i<m. (1.5)
j=1

Das Produkt auf der rechten Seite hat eine etwas bessere Regularitiit als L' und impliziert dass u® stetig ist.
Dieses Phinomen wurde zuerst im Jahre 1969 von H. WENTE [Wen69| entdeckt und 1984 von H. BREZIS und
J.M. CoroN in [BC84] und mit einer alternativen Methode von L. TARTAR in [Tar84] allgemein bewiesen. 1993
zeigten R. COIFMAN, P.L. LioNs, Y. MEYER und S. SEMMES in [CLMS93], dass Produkte dieser Art tatséchlich
im lokalen HARDY-Raum .}, liegen, nachdem S. MULLER diese Aussage schon in [Miil90] unter etwas stéirke-
ren Voraussetzungen erhalten hatte. Die hier entscheidende Eigenschaft der HARDY-Raume ist, dass das Inverse
des LAPLACE-Operators von HARDY-Distributionen in Wfocl liegtﬁ, ein Raum, der in 2 Dimensionen stetig nach
C° einbettetfl. Also sind kritische Punkte der DiricHLET-Energie (1)) in zwei Dimensionen stetig. Mit Regu-

laritatssitzen aus [HW7H], [LU6S] und [Mor66] folgt dann, dass solche Abbildungen analytische Funktionen sind.

2siehe Theorem 23
3siehe Theorem



1 EINLEITUNG

Wenn man anstelle der Sphire S™~! C R™ als Zielmannigfaltigkeit allgemeiner eine k-dimensionale, kom-
pakte C?-Mannigfaltigkeit N' C R™ wiihlt, schléigt der obige Ansatz fehl. Sei Iy : VA — A die orthogonale
Projektionf] von einer tubularen Umgebung VA auf A Die kritischen Punkte v € W2(D2, ) der DIRICHLET-
Energie [}, |Vul|? fiir alle Storungen der Form Iy (u+t®) fiir glatte Abbildungen ® : D? — R™ mit kompaktem
Triiger sind gerade die schwach harmonischen Abbildungen von D? nach N. In [HE&91] zeigte HELEIN {iber die
sogenannte moving-frame-Technik die Stetigkeit dieser Abbildungen. Wir betrachten einen anderen Ansatz:
Solche kritischen Punkte 16sen die folgenden EULER—LAGRANGE—Gleichungenﬁ

—Au' =) Al(u)Vel - Vul in D%, 1<i<m, (1.6)
=1

wobei A(y) : R™ x R™ — R™ die zweite Fundamentalform der Einbettung von N in R™ am Punkte y € N/
ist und A% (y) := (A(y)(ej, 1), e;) fiir die Einheitsvektoren (e)yt; in R™. (A7 (u))L; steht senkrecht auf T,
und deshalb gilt A7, (u)Vu’ = 0. Folglich liisst sich (ICH) in
—Aut = Z(Aj—l (u) — Al (u))Vu! - V! in D* fir1<i<m
=1

umschreiben. Definiert man €; := (A%, (u) — A (u))Vu! € L*(D?, s0(m) ® R?), so erhilt man
— Aut=Q;; -Vl in D? fiir 1 <i < m. (1.7)

T. RIVIERE entdeckte 2006, dass fiir die Stetigkeit von u die Antisymmetrie von € entscheidender ist, als die
Divergenzfreiheit von (u'Vu/ —u/Vu');; in (L), welche in der jetzigen Situation nicht mehr auftritt. In [Riv07a]
zeigte RIVIERE, dass W1 2-Losungen solcher Systeme mit € L? in zwei Dimensionen stetig sind:

Mit einer nichtlinearen HODGE- Theorie welche aus der nichtabelschen Eichtheorie stammt und mithilfe der von
K. UHLENBECK in [UhI82] entwickelten Methode auf den vorliegenden Fall angepasst wird, zerlegt man Q in

Q=P Vvt PT —(VP)PT,

wobei £, P € W12(D? M(m)), £ punktweise fast iiberall eine antisymmetrische Matrix und P punktweise fast
iiberall eine orthogonale Matrix und damit beschriankt ist. Aus dieser Zerlegung konstruiert man wiederum ein
AeWh2nL>*(D? GL(m)) mit A=t € Wh2 N L>°(D? GL(m)) und ein B € W12(D?, M (m)), so dass

VA—-AQ=V'tB in D?
und erhélt daraus einen verallgemeinerten Erhaltungssatz fir Losungen von (L7
div(AVu 4+ BV+u) =0 in D2

Dieser impliziert das folgende System

div(AVu) = —VB-V1tu in D?

curl(AVu) = V+A-Vu  in D2
Die rechte Seite dieses Systems liegt wieder im lokalen HARDY-Raum !, und mit Resultaten aus der harmo-
nischen Analysis folgt daraus, dass AVu € VVlloc1 Wegen A~! € W2 N L™ impliziert dies u € Wfocl In zwei
Dimensionen bettet W21 stetig in C° ein, und es folgt die Stetigkeit von w.
Ist © nicht antisymmetrisch, so gilt dies nicht und w muss nicht einmal beschrinkt sein, wie das folgende
Gegenbeispiel aus [Riv(7al zeigt: Seien uq(x), ua(z) := loglog %, dann ist v = (u1, uz) Losung von

o _ vu1 0 . . 2
Au-( 0 Vuz> Vu in D~-.

Hier ist  nicht antisymmetrisch und w ist weder stetig noch beschréinkt in D?.
Insbesondere kann man mit dieser Technik eine Vermutung von E. HEINZ, vgl. [HeiR6], beweisen: Sei u €
W12(D? R3) die Lésung von

—Au=—2H(u)0,u A dyu in D?

47ur Existenz einer solcher Projektionen siehe Theorem [0
5vgl. Lemma [[T33



fir eine Abbildung H : R® — R. H(u) : D? — R kann man als die mittlere Kriimmung der Fliche u(D?)
interpretieren. Unter der Voraussetzung, dass ||H | p=m®s) < oo, schreibt man diese Differentialgleichung um:
Man setzt
0 vViud  —via?
Q:=H(u)| —-V+tu? 0 Viul
Viu?  —viul 0

und schliefft dann wegen
—Au = Q- Vu,

dass u € C°(D?).

Auch eine Vermutung von S. HILDEBRANDT (vgl. [Hil82],[HilR3]) kann nun bestétigt werden: Kritische Punkte
konform invarianter Variationsfunktionale mit elliptischem C2-Integranden in zwei Dimensionen sind stetig.
Mit Resultaten von M. GRUETER aus [Griif4] erhélt man, dass solche kritischen Punkte die folgende EULER-
LAGRANGE-Gleichung 16sen

A + AL (u)VuF - V! + /\il(u)ﬁzukayul =0 in D? fiir1<j<m,

wobei A beschrinkt und A die zweite Fundamentalform ist. Dieses System lésst sich umschreiben zu

Al + | (AL (u) — AL (u)) VuF + i(Ail(u) = A (W)V*EuF | Vel =0 in D? fiir 1 <j<m,

=:Qj;
woraus die Stetigkeit von u folgt.

Dem Ansatz von [Riv07al] folgend présentierten RIVIERE und M. STRUWE in [RivS07| einen neuen Beweis
fiir die partielle Regularitiit von harmonischen Abbildungen von Gebieten der Dimension m > 3 in C?-reguliire
Mannigfaltigkeiten. Dieses Ergebnis war fiir stirkere Regularitdtsvoraussetzungen bereits in [Eva91] und [Bet93]
erzielt worden.

Mit einem zu [Riv07a] &hnlichen Ansatz zeigten T. LAMM und RIVIERE in [LRiv(7] die Stetigkeit von Losungen
u € W22(D* R™) von Gleichungen folgenden Typs:

N*u = NV -Vau) +div(oVu) + Q- Vu  in D* C R*,

wobei V, v und Q Potentiale in W12, L? bzw. (W'2)* sind und  antisymmetrisch ist.In [Rix07b] fand RIVIERE
eine neue Darstellung der EULER-LAGRANGE-Gleichung des WILLMORE-Funktionals fiir im R™ eingebettete
Fléichen. Weiterhin bewies er die Hebbarkeit von Singularititen von WiLLMORE-Einbettungen ® : D?\{0} —
R™ und zeigte mithilfe dieses Ergebnisses ein schwaches Kompaktheitsresultat fiir WILLMORE-Einbettungen
kleiner Energie. Mit [Riv07d verdffentlichte RIVIERE einen Ubersichtsartikel {iber die in [Riv(i7al und [Riv07b]
erhaltenen Ergebnisse.

Zu dem vorliegenden Text. Die vorliegende Arbeit soll eine moglichst vollstindige Herleitung der [Riv07al
zu Grunde liegenden Resultate bieten. Dazu werden in Teil [l die hierfiir nétigen Ergebnisse aus der Analysis
vorgestellt. Neben der linearen HODGE-Zerlegung wird die fiir das Verstdndnis des WENTE-Effektes notwendige
Harmonische Analysis und schlieflich die sogenannte WENTE-Ungleichung selbst prasentiert. Im Teil [ wird
dann iiber eine nichtlineare HODGE-Zerlegung die Konstruktion des fiir das Hauptergebnis in [Riv(7al] essen-
tiellen Erhaltungssatzes sowie als Anwendung der Beweis der Stetigkeit kritischer Punkte konform invarianter
Variationsfunktionale von RIEMANNschen Flédchen in kompakte Mannigfaltigkeiten vorgestellt.

Teil [l Nach Festlegung der Notationen und Konventionen in Abschnitt B] wiederholen wir im Abschnitt
einige bekannte Sitze aus der Funktional- und FOURIERanalysis. Im Abschnitt H stellen wir dann Ergebnisse
aus dem Bereich der SOBOLEV-RiAume und der partiellen Differentialgleichungen vor, insbesondere auch im
Hinblick auf schwache, homogene NEUMANN-Randwerte, welche in den meisten Standardwerken zu Partiellen
Differentialgleichungen eher beildufig betrachtet werden. Eine ausfiihrlichere Behandlung findet man z.B. in
[FoI76], [Tay96] und [Weh04]. Neben Existenzséitzen und der L2-Theorie, welche wir fiir den Fall von DIRICHLET-
Randwerten nur zitieren, etablieren wir niitzliche Approximationen von W22(D?) mit homogenen NEUMANN-
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oder DIRICHLET-Randdaten. Im Anschluss daran behandeln wir im Abschnitt Bl die lineare HODGE-Zerlegung.
Ziel dabei ist es, Abbildungen f von Gebieten in R? nach R? in der Form

f=VF+Vta (1.8)

darzustellen. Weiterhin finden wir notwendige Bedingungen, welche garantieren, dass die vereinfachten Darstel-
lungen

f=VF (1.9)

oder
f=v+ta (1.10)

giiltig sind. Zunéchst erhalten wir die Existenz der Stammfunktionen F in (L) bzw. G in (CI0) lokal aus dem
PoINCARE-Lemma (Lemma BET2) fiir L9-Abbildungen mit 1 < ¢ < oo. Ist f auf der Einheitskreisscheibe D?
definiert, 16sen wir

AF =divf in D?

und
AG =curl f in D2

um eine Darstellung
f=VF+V'G+H inD?

mit einer harmonischen Abbildung H : D? — R? zu erhalten. Um H = 0 zu garantieren, fordern wir (H,v) = 0
oder (H,7) = 0 auf 9D? (Lemma EIX), wobei v die Einheitsnormale und 7 eine Einheitstangente an 9D? ist,
und daraus die lineare HODGE-Zerlegung erhalten (Theorem BT).

Eine niitzliche Anwendung der HODGE-Zerlegung ist einerseits, dass man aus gewissen partiellen Differenti-
algleichungen erster Ordnung elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnungen konstruieren kann, iiber
welche dann Regularitéitseigenschaften bewiesen werden kénnen. So folgt zum Beispiel aus f € L?(D? R?) und
div f € S, curl f = 0, f* — 0, f? € !, durch die Zerlegung f = VF + VLG fiir F, G € WH2(D?), dass

AF € )., AG € A}, Hierbei ist 7!, der in Abschnitt Bl behandelte lokale HARDY-Raum. Mit Hilfsmitteln

loc* loc

der harmonischen Analysis folgt dann F', G € VVlzocl(DQ) und somit f € VVllo’Cl(DQ, R?). Diese Rechnung wenden
wir in Theorem an, um aus dem Erhaltungssatz div(AVu + uV~+B) = 0 die Stetigkeit von u zu schliefen.
Andererseits lasst sich mit der HODGE-Zerlegung die Existenz von Loésungen gewisser partieller Differential-
gleichungen erster Ordnung zeigen: Unter der Voraussetzung div f = 0 und gewissen Randwerten von f € L2

koénnen wir so die Gleichung

Vitg=f in D2

g=0 auf 0D?
16sen.
Im Abschnitt [6l behandeln wir einige Grundlagen der harmonischen Analysis, welche wir fiir das tiefere Ver-
stéandnis des von WENTE entdeckten Effektes benttigen. Insbesondere prasentieren wir geméaft den Ausfithrungen
in [Sem94] den Beweis, dass fiir Distributionen u mit Au € ! folgt, dass V2u € Lj,, ist. Dabei ist 1 der
HARDY-Raum auf R™, definiert als Raum aller messbaren Abbildungen f, so dass

sup sup |¢; * f(-)] € L'(R™),
t>0 peT

wobei 7 ein geeigneter Raum von Testfunktionen in C§°(B;(0)) ist. Dieser Raum 2! ist echt enthalten in
L' und besitzt - im Gegensatz zu L' - eine gewisse Vertriglichkeit mit CALDERON-ZYGMOND-Operatoren, was
den Aufbau einer Art L'-Theorie zulésst. Dies filhren wir im Abschnitt EZ30] nach den Darstellung [Sch03]
und [Sfe93| aus. Zuvor zeigen wir in Abschnitt die von [Miil90] und [CLMS93| entdeckten notwendigen
Bedingungen fiir die Zugehérigkeit zu #1: Sind E, F € L?*(R",R") und ist divE = 0 und curl F = 0, so
liegt £ - F € 1. Setzen wir fiir a, b € WH2(D?) die Abbildungen F := V+a und F := Vb, so erhalten wir
Via-Vb € #", was einen Hinweis auf das analytische Fundament der WENTE-Ungleichung liefert, welche wir
in Abschnitt [0 vorstellen. Dort folgen wir dem Vorgehen von Brezis und Coron [BC84] und der Darstellung
in [HEI02): Ist fiir a, b € W12(D?)

Au=Va- Vb in D2,

u=0 auf 9D?,



so ist u stetig, und wir erhalten die Abschétzung
||u||Loc(D2) =+ ||Vu||L2(D2) S C||Va||L2(D2) ||Vb||L2(D2)- (1].].)

Die Grundlage des Beweisansatzes in [BC84] bildet die fiir einen beliebigen Vektor ¢ € R? giiltige Abschiitzung

[ 10sle =yl Va- T4 dy) < [Valliages (98] s,
]Rn

aus der man iiber die GREENsche Darstellung von u die Abschéitzung (CII) ableiten kann. Zusatzlich stellen
wir auch die alternative Beweismethode iiber LORENTZ-R&ume und FOURIER-Transformationen von L. TARTAR
aus [Tar84] vor. Fiir den Fall von homogenen NEUMANN-Randdaten,

Au=Va-V+tbh in D2

a%“ =0 auf 9D2,

Jpau =0,

gehen wir analog zu [BC84] und den Ausfiihrungen in [HEI02] vor, wobei wir die GREENsche Darstellung aus
[DiB95] {ibernehmen.

Im Abschnitt Blwiederholen wir kurz die Definitionen der FRECHET-Ableitung, betrachten die Regularitét der
Exponentialfunktion von W22(D? M (m)) nach W??2(D? M (m)) (Lemma E3) und beweisen, dass fiir Matrix-
funktionen A € W12 N L>°(D?, M (m)) mit kleiner L>°-Norm die Inverse von I — A in W12 L> liegt (Lemma

ET3).

Teil Ml Zunichst fiilhren wir in Abschnitt Bl RivitREs Abwandlung der UHLENBECKschen Methode aus
[URIR2] vor, um fiir Q € L?(D?, so(m) ® R?) mit hinreichend kleiner L?-Norm die nichtlineare Zerlegung

Q=P Ve PT —(VP)PT (1.12)

fiir orthogonales P und schiefsymmetrisches ¢ zu erhalten. Dabei sind so(m) ® R? die schiefsymmetrischen
Matrizen mit Eintrigen in R2. Die Notwendigkeit der Schiefsymmetrie liegt darin begriindet, dass die Expo-
nentialfunktion schiefsymmetrische Matrizen auf orthogonale Matrizen abbildet. Der Beweis lduft iiber eine
Kontinuitdtsmethode. Man zeigt, dass

[0,1] = J := {t € [0,1] | Fiir € existiert eine Darstellung wie in (CI2)} .

Die Abgeschlossenheit von J ist vergleichsweise einfach zu zeigen, und da 0 (CIZ) fiir P = I und £ = 0 erfiillt,
bleibt nur noch die Offenheit von U zu zeigen. Dazu fixiert man ein Q mit einer Darstellung wie in (ICIZ)
fiir ein £ und P und benutzt den Satz iiber implizite Funktionen, um zu zeigen, dass eine stetige Abbildung
U Wh2(D? so(m) @ R?) — W22(D?, so(m)) existiert, so dass

div(e YN VP 4 e YO (TLe 4 N)e?M) =0 in D?

fiir alle kleinen A € W12(D?, so(m) ® R?). Uber die lineare HODGE-Zerlegung erhalten wir daraus eine Stamm-
funktion I'y mit
VAT = e YNV 4 e YO (7Le 4 \)e? ™ in D2,

Aus der Darstellung (CI2) fiir Q hat man P Q P + PTVP = V*£. Daraus ergibt sich
VITA = Q% VO + QX (Q+Qa\Q3)Qx  in D?,

wobei die orthogonale Matrixfunktion @, stetig von A abhéngt. Man hat also eine Darstellung wie (CIZ) fiir
QJrQA/\Qf und schlieft daraus die Existenz der besagten Darstellung fiir alle Q+ . fiir kleine . Dies impliziert
die Offenheit von U.

Im Abschnitt filhren wir mit dieser Zerlegung R1VIEREs Beweis vor, dass Losungen von (L) stetig sind.
Dazu leitet man aus der in Abschnitt Bl erhaltenen Zerlegung von 2 zuniichst die Darstellung VA — AQ = V4B
her und erhilt daraus den Erhaltungssatz div(AVu + BV+u) = 0. Mit Ergebnissen der harmonischen Analysis
und der HODGE-Zerlegung ergibt sich die Stetigkeit von wu.

Im Abschnitt [ behandeln wir zunéchst kurz die fiir die nachfolgenden Argumente relevanten Fakten der



1 EINLEITUNG

Differentialgeometrie. Inshesondere wiederholen wir die Beweise beziiglich der Existenz der orthogonalen und
nichtorthogonalen Projektion einer tubularen Umgebung einer kompakten Mannigfaltigkeit A”. Wir gehen dabei
fiir den orthogonalen Fall nach [Sim96] vor, wihrend wir fiir die um eine Regularititsklasse bessere nichtor-
thogonale Projektion die Anleitungen aus [HEI02] ausfiihren. Dann stellen wir Theorem 1.2 aus [Riv()7a] in
abgeschwéchter Form vor, welches mit den Ergebnissen aus [Griif4] impliziert, dass kritische Punkte gewisser
konform invarianten Variationsfunktionale stetig sind. Genauer zeigen wir die Stetigkeit von kritischen Punkten
u € WH2(D? N) des Funktionals

Flu) = / [Vul? + w(e) (Bru, yu),
D2
wobei A eine Untermannigfaltigkeit in R™ und w eine 2-Form auf N ist.

Von Seiten des Autors wird keinerlei Anspruch auf Originalitdt erhoben; alle Aussagen in dem vorliegenden
Text sind bereits bekannt und beruhen nicht auf Arbeiten an denen der Autor beteiligt war. Soweit moglich und
bekannt wurden die Quellen, auf deren Grundlage die jeweiligen Beweise ausgefiihrt wurden, explizit benannt.
Der Autor méchte Herrn Professor H. vON DER MOSEL fiir die ausfiihrliche Betreuung danken. Weiterhin ist er
der Studienstiftung des Deutschen Volkes zu Dank verpflichtet, von der er wiahrend seines Studiums gefordert
wurde.

10



Teil I.
Analytische Grundlagen

In diesem Teil stellen wir bekannte Ergebnisse und Definitionen aus verschiedenen Bereichen der Mathematik
vor, welche wir fiir das Verstdndnis von [Riv(7a] benttigen. Die Theoreme sind nicht immer in ihrer allgemeins-
ten Version aufgefiihrt und bewiesen, um den Rahmen dieser Arbeit nicht zu sprengen. Grundlegende oder
weiterfiihrende Quellen fiir die einzelnen Gebiete sind in den Abschnitten und Theoremen angegeben.

2. Definitionen, Bezeichnungen und Konventionen
Zunichst wollen wir einige Schreibweisen und Definitionen vereinbaren, welche wir hiufig verwenden werden.

2.1 Konvention (EINSTEIN’sche Summenkonvention)
Fiir zwei Folgen (a;),<;<,,, (bi);<;<,, fiir ein n € N gelte die EINSTEINsche Summenkonvention, d.h.

aibi = Z albl

1<i<n

2.2 Definition (Einheitskreisscheibe, R™)
Wir definieren als D? den (beziiglich R?) offenen R?-Einheitsball, hiiufig auch Disk genannt, d.h.

D? .= {(z,y) € R?, 22 4+ 32 < 1}.
Weiter setzen wir R := {z € R | z > 0}.

Wir definieren einige Matrizentypen, welche uns hiufiger begegnen werden:

2.3 Definition (Matrixbezeichnungen)
Wir definieren die Matrizen der Dimension m X m

M(m):={AeR™™}
die schiefsymmetrischen Matrizen,
so(m) := {A € M(m); AT = —A},

die orthogonalen Matrizen
O(m):={Aec M(m); ATA=T= AAT}

und die invertierbaren Matrizen
GL(m) :={A € M(m); det A # 0}.

2.4 Konvention (Abkiirzungen)

Wir definieren hier Abkiirzungen, welche wir sporadisch verwenden, um Platz zu sparen:

RHS (Right Hand Side): Rechte Seite einer Gleichung.

LHS (Left Hand Side): Linke Seite einer Gleichung.

Weiter schreiben wir fiir ein A > 0 und ein festes C > 0, dass eine Aussage fiir A > C gilt (meistens ist dabei
C =1), wenn ein \yg > C existiert, so dass fiir alle A\ > Ao die Aussage erfiillt ist.

Analog schreiben wir, dass eine Aussage fiir A\ < C gilt, falls ein \g > 0 existiert, so dass die Aussage fiir alle
A >0 mit A < Ag gilt.

In Worten sagen wir, dass die Aussage fiir A hinreichend grof, bzw. hinreichend klein, gilt.

2.5 Konvention (LEBESGUE-MaR, L?, M)

Sei ab sofort " das LEBESGUEma# auf R™ und fiir 1 < p < co und eine £™-messbare Menge Q) C R™ definieren
wir die Menge der messbaren Funktionen mit Definitionsbereich Q@ als M(Q)). Fiir eine Funktion f € M(RQ)
definieren wir die || - || ,»(q)-Norm

_ JUalf@)I" d2m(y)?, falls1<p<oo
[fllze (o) =
esssup,cq | f(y)| falls p = 0o

7
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2 DEFINITIONEN, BEZEICHNUNGEN UND KONVENTIONEN

wobei wir statt || - || 1»(q) auch || - ||r» schreiben, wenn dadurch keine Verwirrung auftritt.
Der Raum LP(S2) enthélt dann alle messbaren Funktionen f € M(Q) mit || f||zrq) < oo.

2.6 Definition (SOBOLEV-Riume)

Fiir k € NU{0}, p € [1,00] und ein Gebiet Q C R" definieren wir den SOBOLEVraum W*P(Q) als den Raum der
Abbildungen f € LP(Q), so dass die schwachen Ableitungen 0 f € LP(Q) fiir alle Multiindizes « mit |a| < k.
Insbesondere definieren wir WOP(Q) := LP(Q).

2.7 Definition (Div, Curl, V, V1)

Sei Q@ C R™ ein offenes Gebiet und u :  — R eine (LEBESGUE-) messbare Funktion. Seien weiter eq, e, ..., en
die gewédhlten Basisvektoren in R"™. Dann bezeichnen wir die partielle Ableitung in Richtung e; mit
ou 0
— = u = Op,u = Oju.
81‘1' 81‘1 i ¢
Der Gradient ist dann definiert als 5
By
Vu := € R".
o)
oz, W
Ist n = 2, so definieren wir
N _0.4
viu= (5)
632

Ist V.€e W12(Q,R"), so definieren wir

divV = Z o V*
k=1

und ‘ '
curlV := (aiV] — @V’)ij c R™*™,

Ist V € L?(Q), so definieren wir div schwach, d.h.
divVip] := / VVe fiir ¢ € C§°(Q).
Q
Wir sagen weiter, dass curl V = 0, falls

Vidjp—VIidip=0 1<i,j<n, firallepec CLQ).
]Rn

In R? definieren wir curl V schwach als

curl V[y| := /RZVVLQQ fiir alle p € C3°(£2).

2.8 Bemerkung _
Ist QCCR? ein offenes Gebiet und V € C*(Q,R?), dann gilt (stark)

_ 0 81‘/2 - 62V1 _ 0 1 2 1
curlV = < 82V1 . 61V2 0 == 1 0 (81‘/ 782‘/ )-

Ist fiir ein f € C°(2) schwach
curlV.=f in(Q,

Jvere=- 1o

so folgt mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (vgl. z.B. [GH96], Chapter 1, §2.3, Lemma 3, Seite
32)

d.h. gilt fiir alle ¢ € C§°(Q2)

V2 — V! = f punktweise in Q,

12



und somit gilt (stark)

curl V. = < 0 1 >f punktweise in ).

-1 0
Ist andererseits U € C°(Q, so(m)) und gilt
curlV =U punktweise in (2,

so ldsst sich wegen U(x) € so(m) punktweise

0 1
(N )
schreiben, fiir f:=0;V? — 9,V € C°(Q) und es gilt

/VVL(p:_/f(p fiir alle ¢ € C§°(9),

also gilt schwach
curlV = f in Q.

2.9 Definition (Faltung)
Seien ¢, f : R™ — R zwei Abbildungen.
Dann ist die Faltung ¢ x f definiert durch

o @)= [ ola=v) 1) dy,

wann immer dieser Ausdruck sinnvoll ist.

2.10 Konvention (Mittelwertintegral)
Sei 2 C R"™ ein offenes Gebiet. Das Mittelwertintegral ist dann wie folgt definiert

]Zﬂf(:c) do = %[zf(z) da.

2.11 Definition (Triger, kompakter Triager, kompakt enthalten)
(vgl. auch [ATt99], Definition 1.4, p.38)
Der Tréger einer Abbildung ¢ : Q C R™ — R™ wird mit supp ¢ bezeichnet, d.h.

suppp := {z € R*: ¢(x) # 0}.

Er ist also insbesondere im Allgemeinen nur modulo Nullmengen definiert.
Eine Menge A C R"™ ist in B C R™ kompakt enthalten, in Symbolen

AcCcB,

falls der Abschluss A kompakt (d.h. A beschrénkt) ist und A C B.
Sei Q) C R™ ein offenes Gebiet und ¢ € C*(Q,R™), 0 < k < co. Wir schreiben o € C§(Q,R™), falls

supp ¢CCQ.

2.12 Definition ({u,v})
(vgl. [HeIO2], Kapitel 3, Seite 115; Po1ssON-Klammer)
Wir definieren
o 0 o 0

{u,v}:= e a—yv - a—yu el

wann immer dieser Ausdruck sinnvoll ist.

2.13 Konvention (Stetige lineare Abbildungen)

Seien (X, | - ||x) und (Y, | - ||y) zwei normierte Vektorrdume. Wir bezeichnen dann mit L(X,Y’) den Raum aller
stetigen linearen Abbildungen ¢ : X — Y.

Ist (X,]-llx) = (Y,]| - |ly), so schreiben wir L(X) = L(X, X). Weiter bezeichnen wir den Raum der stetigen,
linearen Funktionale von X mit X* = L(X,R).

13



2 DEFINITIONEN, BEZEICHNUNGEN UND KONVENTIONEN

2.14 Konvention (Konvergenz)
Sei (X,|| - ||) ein normierter, linearer Raum, (x,), C X eine Folge und zy € X. Wir sagen, dass x, in X fiir
n — oo gegen xy konvergiert und schreiben

Ln R Lo,

n—oo

wenn ||z, — || —— 0 in R. Weiterhin sagen wir, dass x,, schwach in X fiir n — oo gegen o konvergiert und
schreiben
T, — x9 fiirn — oo,

wenn

o] == f*[xo] fiir alle Funktionale f* € X*.

2.15 Konvention (Konstanten)
Im folgenden werden wir Konstanten meistens mit C' oder C(...) bezeichnen. Diese Konstanten kénnen sich von
Zeile zu Zeile dndern, ohne das darauf explizit hingewiesen wird.

14



3. Funktionalanalytische Grundlagen

In diesem Abschnitt wollen wir einige klassische Resultate der Funktionalanalysis wiederholen.

3.1. Fourier-Analysis
Zuniichst fithren wir im folgenden die Hauptresultate der FOURIERanalysis auf, eine ausfiihrlichere Behandlung

ist z.B. in [Gra(4], Kapital 2.2.b., S.98ff zu finden.

3.1 Definition (Schwartz-Raum)
(vgl. [Gralld], Definition 2.2.1, S.96)
Wir definieren den Schwartz-Raum .%/(R™) als den Raum der schnell abfallenden, glatten Funktionen. Genauer
definieren wir zunéchst fiir eine Funktion f € C*°(R") und fiir Multiindizes «, 8 der Linge n mit Eintrégen in
Nu {0}
papf = sup |z 9°f(z)|,
IERTI
wobei wir
2® 1= IO, ()

fiir = (a1, ...,a,) und © = (21,...,2,) und
Of =0 .. .9 f

fiir 6 = (B1,...,0,) definieren.
Dann sagen wir f € .(R") genau dann, wenn f € C*°(R"™) und fiir alle Multiindizes «, 3 der Linge n mit
Eintrédgen in NU {0} ein C = C(a, ) existiert, so dass

poz,ﬁf <C.

3.2 Definition (FOURIER-Transformation und Umkehrtransformation)
Sei f im Schwartz-Raum .¥(R™). Dann definieren wir

~

O =F©) = [ f@) 2T g
die FouRTtERtransformation und
V() = f(q;) = £(6) p2mi(,x) d¢

die umgekehrte FOURIERtransformation.

Die FourlERtransformation und die umgekehrte FOURIER transformation sind dann linear und stetig auf .’ (R™)
beziiglich der L?-Norm, und somit lassen sich diese Transformation von . (R™) auf L?(R"™) fortsetzen. Auch fiir
f € LY(R") existieren die FOURIERtransformationen

F&) = | f(x) e @O da, fV(a) = [ f(€) ™) de.
R™ R™
Die L2-FoURIERtransformationen, fiir f € L? gegeben durch

o~

(&) = lim flz) e 8 dz, - fY(2) = lim F(&) 709 de,
P20 JB,(0) P2 B, (0)

stimmen auf L' N L2 mit den L -FOURIERtransformationen iiberein.

3.3 Proposition (Eigenschaften der FOURIER-Transformation)
(vgl. [Gra0d|], Proposition 2.2.11, S.100 und Exercise 2.2.6(a), S. 106)
Es gilt fiir f,g € S (R"), o, € R

@) e < Wl 1Y e < IFl s
(i) (af + Bg)" = af + B3,
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3 FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGEN

(@@i) f, f¥ € Z(R"),
(i) IS (€) = (2miky) (&) fiir k=1,...,n,

-~

(v) (O())E) = ((=2mi()p) f()NE) fiirk=1,...,n,
(vi) fxg=7Fg, (f*g)" =f'g" und
(vii) ist f € L' so ist f und f¥ € CO(R™).
Aussage (i), (i), (vi) gelten auch fiir f € L*(R").

3.4 Theorem (Satz von PLANCHEREL)
(vgl. [Gral)d] Theorem 2.2.14, S. 103)
Fiir f,g,h € L*(R") gilt

(i) fpuf(@)g(2) dz = [, f(2)g(x) dz,

(1i) FOURIER-Inversion:

o~

(HY=f=1" und

(#41) die PLANCHEREL-Identitét

£l 22 = 1 flle = 11£V |2

3.2. Sitze iiber die Umkehrabbildung und Fredholmalternative

Wir stellen im Folgenden einige wichtige Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis vor. Zunéichst wollen wir in den
nichsten Theoremen verschiedene Versionen des Satzes {iber implizite Funktionen wiederholen.

3.5 Theorem (Satz iiber die implizite Funktion)
(vgl. z.B. [Zei95], §4.8, Theorem 4.E, Seite 250)
Seien E, F, G reelle BANACH-Rédume und sei T € C*(U x V,G), 1 < k < co mit offenen Umgebungen U C E
und V C F.
Sei (a,b) € U x V mit
T(a,b) = 0.

Weiter sei das Differential (dT'*), von T%(y) := T'(a,y) an der Stelle b ein Isomorphismus zwischen F und G.
Dann existiert eine offene Menge U’ C U mit a € U’, sowie eine Abbildung ¢ € C*(U’, V), so dass

T(x,¥(x)) =0 firallexeclU'.

Weiterhin ist ¢ eindeutig in dem Sinne, dass aus T'(z,y) = 0 und x € U’ folgt y = ¥ (x).

Eine dquivalente Aussage zu Theorem liefert

3.6 Theorem (Satz iiber die inverse Funktion)
(vgl. z.B. [Zei93], §4.10, Theorem 4.F, Seite 259)
Seien E, F reelle BANACH-Rédume und sei S € C*(U, F), 1 < k < oo mit einer offenen Umgebungen U C E.
Seia €U, be F mit
S(a) =b.

Weiter sei das Differential (dS), von S an der Stelle a ein Isomorphismus zwischen E und F.
Dann existieren offene Mengen U’ C U mit a € U’ und V C F mit b € V sowie eine Abbildung T~! € C*(V,U),
so dass

T(T '(v)) =0 fiiralleveV.

und
T~HT(u)) =0 fiir alleu € U’

Eine hinreichende Bedingung, dass aus der Bijektivitét einer linearen und stetigen Abbildung auch die Stetigkeit
der Umkehrabbildung folgt, betrachten wir im folgenden
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3.2 Sétze iiber die Umkehrabbildung und Fredholmalternative

3.7 Theorem (Satz von BANACH iiber die Beschrinktheit der Umkehrabbildung)
(vgl. z.B. [AIt99)], Satz 5.8, Seite 205)Sind X und Y BANACH-Riume und T : X — Y ein beschrénkter, linearer
Operator, d.h. T € L(X,Y), und T bijektiv, dann ist T~! beschréinkt, also T~ € L(X,Y).

Um die Existenz einer Losung von partiellen Differentialgleichungen nachzuweisen, wird uns der folgende Satz
sehr niitzlich sein.

3.8 Lemma (FREDHOLM-Alternative)

(vgl. z.B. |[Eva98], Appendix D, Theorem 5, S. 641 und Remark danach)

Sei H ein reeller HILBERT-Raum und K : H — H ein kompakter, linearer und stetiger Operator.
Dann gilt fiir die Identitidt I : H — H

() dim(Ker(I — K)) <
(i4) Im(I — K) ist abgeschlossen,
(ii7) Im(I — K) = (Ker(I — K*))*, wobei wir mit K* die adjungierte Abbildung zu K bezeichnen, und
(iv) Ker(I — K) =0 genau dann, wenn Im(I — K) = H.
Insbesondere erfiillt K entweder (o) oder ((3):
(o) Fiir alle f € H existiert genau ein w € H mit u — K (u) = f, d.h. I — K ist bijektiv.
(8) Es existiert ein & # 0 mit « — K@ = 0, d.h. I — K ist nicht injektiv.

Beweis. zum ersten Teil:

(7) dim(Ker(I — K)) < o0
Angenommen dim(Ker(I — K)) £ oo, dann existiert (nach GRAM-SCHMIDT-Verfahren) ein unendliches
Orthonormalsystem (uy)7° ; C Ker(I — K).
Also gilt
(I — K)ug =0

also up = Kuy fir alle k.
Andererseits gilt auch |Jug|| = 1 und ugLu; fiir k # j, und somit

lur —ugll* = Juell® + flug |
= 2

Somit gilt also
|ug —ujl| = V2 fiir alle k # j,

d.h. es existiert keine konvergente Teilfolge von uy = Kuy. Da aber |lug| = 1 fiir alle k, ist dies ein
Widerspruch zur Kompaktheit von K.

(77) Im(I — K) ist abgeschlossen:
Zunichst beweisen wir eine

Zwischenbehauptung. Es existiert ein v > 0, so dass fiir alle u € (Ker(I — K))* gilt
= Kl > ull (31)
Denn angenommen, dies wire falsch, dann existiert eine Folge (ux) C (Ker(] — K))* mit
1
lJur — Kugll <l
Seien 0.B.d.A. |lux|| =1 (sonst definieren wir @y := ik und arbeiten mit ). Man erhlt also

1
llur — Kuell < (3.2)

17



3 FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGEN

und
[lug|| =1 fiir alle k.

Somit ist (ux) gleichm#Big beschrinkt, und es existiert deshalb (H ist HILBERT-Raum und somit reflexiv) eine
Teilfolge (0.B.d.A. wieder (uy)) mit
ur — u schwach in H.

Mit der Kompaktheit von K folgt (iiber das Teilfolgenprinzip), dass

k
Kui, — Ku.

Weiter folgt aus der Abschitzung [B2), dass

k—oo

ur — Kup, ——— 0.

Somit erhalten wir

k—oo

lue — Kul| < Jlur — Kug|| + [[Kur — Kul| —— 0,

also zusammen

k—oo
ur, —— Ku

und
U — U

also (wegen der Eindeutigkeit des schwachen Limes)
Ku = u,

also
u € Ker(I — K).

Andererseits waren die uy so gewihlt dass
uy, € (Ker(I — K))™
und (Ker(] — K))* ist schwach abgeschlossen, also gilt
u= Ku € (Ker(I — K))" NnKer(I — K) = {0}
und damit u = 0.
Da K(u) = u = 0 folgt somit
Uk IH—DO> Ku=0

wobei
fluell = 1,

was ein Widerspruch ist, womit wir die Zwischenbehaupung bewiesen haben. ||
Also existiert ein v > 0, so dass fiir alle u € (Ker(I — K))* gilt
[ = Kul| = ~lul] BT

Seien also (vg)72, C Im(I — K) mit vy Ao e H.
Fiir alle w € Im(I — K) existiert ein Z € H mit (I — K)Z = w. Da H ein HILBERT-Raum ist, lasst sich
Zin Z = z1 + 29 zerlegen mit z; € Ker(I — K) = Ker(/ — K) (wegen der Stetigkeit von K und I) und
2 € (Ker(I — K))*.
Somit gilt

(- K)E) = (I - K)aa 4 (I - K)za = (I - K)o,

Es lisst sich also fiir w € Im(I — K) immer ein z € (Ker(I — K))* finden, so dass
w=(I-K)z.

Wir wihlen solche uy, € (Ker(I — K))* fiir die gewéhlten vy.
Dann gilt mit der Abschitzung 1)) aus der Zwischenbehauptung oben, fiir ein gewisses v > 0 unabhéngig
von k

[okll = llux — Kull = ~[uxll
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(iid)

(iv)

und deshalb (mit u, —u; € (Ker(I — K))*t)
vk = vill = [[(ue — w) = K(up — w)| = yllue — wl

und daher ist (ux)r eine CAUCHY-Folge und da H ein HILBERT-Raum ist folgt

k
up ——u € H.

Somit gilt mit der Stetigkeit von (I — K)

vﬂvk:(I—K)ukm(I—K)u,

also
(I-K)u=v

und damit ist v € Im(I — K) und es gilt Im(I — K) ist abgeschlossen.

Es gilt Im(I — K) = (Ker(I — K*))*:
Zunichst gilt fiir jeden stetigen, linearen Operator T € L(H)

Im(7T) = Ker(T*)*

bzw. dquivalent (wir beachten, dass Ker(7*) abgeschlossen ist, da T* stetig ist, da T stetig ist)
Im(T)* = Ker(T™).

Dies gilt,da fiir jedes z € Ker T™ und fiir jedes y € H gilt

(Ty,x) = (y, T"x) = 0.

also gilt = € Im(T")* = Im(T)L.
Ist andererseits = € Im(T)L =Im(T)*, so gilt fiir alle y € H

(y, T"z) = (Ty,z) =0

und somit x € Ker(T™).
Also gilt
Im(T) = Ker(T*)*.

Weiter gilt natiirlich (I — K)* =1 — K*, denn fiir alle z,y € H gilt

(I = K)z,y) = (z,y) — (Kz,y) = (x,y) — (2, K"y) = (z, (I — K")y).

Also folgt mit (44)
Im(I - K)=Im(I — K) = (Ker(I — K*))*

und (7i%) ist bewiesen.
Ker(I - K)={0} & Im(I - K)=H:

= Sei also Ker(I — K) = {0}. Angenommen Im(/ — K) C H.
Wir definieren Hy, := (I — K)*(H) = (I — K)Hy_1 (wobei Hy := H).
Dann ist H; = Im(I — K) nach (4i) abgeschlossen, und somit wiederum selbst ein HILBERT-Raum,
womit per Induktion folgt, dass Hy = Im(I — K) in Hy_; abgeschlossen ist in Hy_1, also schliefflich
per Induktion Hj abgeschlossen in H.
Weiter gilt, dass Hy = (I — K)H; C Hi, denn falls f € H\Hy, dann gilt

Hi>(I-K)f#(I—-K)g firallege H,
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3 FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGEN

denn sonst wiirde wegen (I — K)(f — g) = 0 nach vorausgesetzter Injektivitit gelten f = g, also
f € H.
Also ist

Hy = (I — K)(Hy) = (I — K)*(H) C Hy.

Per Induktion folgt mit genau dem gleichen Argument fiir alle f € Hy_1\H, dass
H,>(I-K)f#(I—-K)g fir alle g € Hy,

also folgt Hy11 C Hp.
Deshalb existiert fiir alle k > 0 ein uy € H* N (H**1)*, denn aus

Hk-‘rl g Hk

folgt (da H*, H¥*! abgeschlossen)
() 2 ()

und somit
(HF R\ () 40,

Wir wihlen ein iy, € (H*+1)-\(H*)* und zerlegen es eindeutig in
Uk = Uk + UL

mit u, € H* und u; € (HF)‘. Dann gilt u, # 0, da @, ¢ (H*)*, und auferdem gilt wegen
uy € (HF)*: c (H*1)L, dass u, = @y, —uy € (HF1)L, also zusammen

up € HY 0 (HF)E,

Ohne Einschréinkung (da u # 0, wéhlen wir sonst W := k) gilt [Jux| = 1.

Sei k > 1, dann gilt

Kup — Ku; = *(Uk — Kuk) + (ul — Kul) + (’U,k 711,1)

Y

und es gilt
up — Kup € H*' ¢ H* ¢ ',
w — Kuyg = (I — K)uy € H'™!
up € HF ¢ g1,
und
uy € (HlJrl)J_’
also
Kuk — Kul = W41 — Uy
mit

Wi+ € Hl+1.

Also gilt, da w41 L
[ Kug — Kwl” = [Jwia || + [Jwl|* > [Jwl? = 1.

Also existiert keine konvergente Teilfolge in (K (ux))g, dies ist aber ein Widerspruch zu ||ug|| = 1 und
K kompakt, also muss gelten H; = H und somit

Im(] — K) = H.

Sei Im(I — K) = H.

Mit (4ii) gilt (Ker(I — K*))* = Im(I — K) = H.Weiter gilt, dass K* kompakt ist, denn fiir |Jux|| < C
existiert (H reflexiv, da HILBERT-Raum) eine schwach konvergente Teilfolge, wieder mit u bezeich-
net, mit ux — u in H. Dann gilt mit der CAUCHY-SCHWARZ-Abschétzung und der Tatsache, dass K
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als kompakter Operator schwachkonvergente Folgen in starkkonvergente Folgen, und K* als (bisher
nur) stetiger Operator schwach konvergente Folgen in schwach konvergente Folgen abbildet,

| K *up — K*ul|* = (K*up — K*u, K*(ug — u))

= (KK*up — KK*u,u, — u)

< K (K ug) — K (K )| lug — ull
< ||K(ax) - K(a)| C
k=0,

Also ist K* kompakt.
Aus Ker(I — K*)* = H folgt nun, dass Ker(I — K*) = {0}, und deshalb mit (iv)”"=* von oben, dass
Im(I — K*) = H, also wiederum mit (4i¢) (denn K** = K) folgt wieder
(Ker(I — K))* = Ker(I — K*)* @ (1 — K*) = H,
also
Ker(I — K) = {0}.

Damit ist die Aquivalenz bewiesen.

Fehlt nur noch

der letzte Teil:

Aus (B) folgt =(«):

Sei @ # 0 mit @ — K(a) = 0. Wir wihlen ein beliebiges f € H. Entweder es existiert kein v € H, so dass
u—K(u) = f (und somit gilt —(«)), oder es existiert ein solches u, dann ist es aber wegen u+ 4 — K(u+a) = f
nicht eindeutig, und es gilt —(«).

Aus () folgt («):

Sei also Ker(I — K) = {0}, dann gilt mit (iv), dass Im(I — K') = H, und somit existiert fiir jedes f (mindestens)
ein u mit (I — K)u = f. Weiter folgt aus der Injektivitdt und Linearitéit von (I — K), dass dieses u auch eindeutig
ist. Damit gilt («). O

Um lokale Abschatzungen auf ein groferes Gebiet zu tibertragen bendtigt man haufig eine Zerlegung der Eins.
In Theorem [@H werden wir eine etwas stirkere Regularitét fiir die Zerlegung benotigen, ndmlich dass auch (nj)%
noch glatt ist. Um dieses Ergebnis zu etablieren, werden wir die Adaption des Beweises von [ATf99], S. 103ff,
vorfiihren.

3.9 Lemma (Zerlegung der Eins)

Sei QCCR", und (U;)j, eine endliche, offene Uberdeckung von Q, wobei U; CCR™.

Dann existieren 1; € C$°(U; N Q) mit 0 < n; < 1 und
m
an(x) =1 firallex €.
j=1

Weiter lassen sich diese 1; so wéhlen, dass auch

n? € O (U;ND)

Beweisskizze. Wir gehen analog zu [AIt99] 2.18 (Abschneidefunktion), S. 103ff vor.
Schritt 1:
Sei K C Bs(K) C © C R™, K kompakt, § > 0 und € offen. Dann existiert eine Abschneidefunktion n € C§°(£2)
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3 FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGEN

mit n2 € C°(Q), 0 <y <1undn=1auf K.
Denn wiéhlen wir ein ¢ € C§°(B1(0)) mit ¢ > 0 und [;,¢ = 1, so definieren wir zuniichst analog zu [ATE99]

Ne *= Pe * XBs (K)»
5

wobei ¢.(z) 1= Zrp(L).
Dann ist fiir € := ¢ zum einen 7. € C§°(2), und zum anderen gilt 7. = 1 auf K, da

i) = [ o) xmyuole e dy= [ el 1dy=1 fircek.
Bl(O) 2 BI(O)
Weiter gilt fiir alle z € R™ (wir beachten ¢ > 0)

Te :/ ©(y) XByx)(r+ey) dy <1
B1(0) 2

—_———
<1

und wegen ¢ > 0 und x > 0 folgt sofort 7. > 0.
Definieren wir nun

1= (7s)?
so folgt 0 <7 <1 und n =1 auf K, sowie 77%, n € C ().
Schritt 2:

Nun zur Zerlegung der 1.
Analog zu [AIt99], Seite 104 und 105, seien N := {1,...,m} und Ny := {j| U; N Q # 0}.

Weiter definieren wir L
D=JUu;, A= T
JEN JENo
Ohne Einschriankung (ggf. unter Hinzunahme weiter Mengen Uj, vgl. [AIt99]) gilt
ACD,
und da A kompakt ist, kénnen wir (analog zu [AI£99]) offene Mengen V;CCU; finden, so dass
Ac v

JEN

(NI

€C&(U;), i =1in V; und 0 < 7; < 1.

Nun existiert aus Schritt 1 zu jedem K; := V; ein 7; mit 7j;, (7;)
Wir setzen nun
o= Z 7.

JEN
Dann gilt 0 € C°(R") und 0 > 1 auf A D 7] fiir alle j € Np.
Also ist fiir j € Ny

Ui 00
nj = ;] € C5°(Uy)

und
(n3)? € C5°(U;).
Weiter gilt
> my=1 inQ
JE€No

Letzteres gilt, da Q@ NU; = genau dann, wenn j € N\ Ny und somit n;(x) = 0 fiir alle j € No, € Q. Daher ist

o(z) = Z n;(z) = Z n;(x) fur alle z € Q.

JEN JENo

Somit haben wir die gesuchte Zerlegung der 1 gefunden, wenn wir noch n; := 0 fiir j ¢ Ny setzen. ||
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4. Partielle Differentialgleichungen und Sobolev-Raume

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Resultate zu (schwachen) Partiellen Differentialgleichungen, und
SoBOLEVriaumen. Weiterhin werden wir mehrer kleinere Rechnungen durchfiihren, deren Ergebnisse wir im fol-
genden immer wieder benutzen werden.

4.1. Abschidtzungen und Gaullsche Integralformel fiir Sobolevfunktionen

Das folgende Lemma ist eine Vereinigung der POINCARE-Ungleichung und des SOBOLEV-Einbettungssatzes.
4.1 Lemma (SOBOLEV-Poincaré-Ungleichung)
(vgl. z.B. [AIt99] Satz 6.15, Seite 223 (Allgemeine POINCARE-Ungleichung))

Sei QCCR™ offen mit Rand 9Q € C%'. Sei desweiteren K C WYP(Q2), 1 < p < oo, eine beziiglich || - ||y1.»
abgeschlossene Menge, welche Kegeleigenschaften besitzt, d.h. mit

(1) f,g € K, dann auch f + g € K,
(it) f € K, dann auch \f € K fiir jedes A > 0 und
(tit) falls Vf =0, f € K, dann ist f = 0.
Fiir ein p mit 1 < p < n existiert dann eine Konstante C = C(p,n,2), so dass fiir jedes u € K gilt
lull o) < ClIVullLe (o),

wobei p* 1= n"—f; der sogenannte SOBOLEV-Exponent ist.
Ist p > n so gilt fiir jedes q € (1, 00)

ull Lagy < Cp,n,q, Q)| Vull Lo (q)- (4.1)

C(p,n,q,) ist in beiden Fillen unabhéngig von konstanten Verschiebungen des Definitionsbereich, d.h. C(Q) =
C(2 + z) fiir jedes x € R™.

Beweis. Sei zunichst p < n. Nun zeigen wir als erstes die Ungleichung
lull o) < ClIVullLry,

also die “Standard”-P oINCARE-Ungleichung:
Angenommen die Ungleichung wére falsch, dann existiert also fiir jedes m € N ein u,, € K mit

HUmHLp > mHVumHLp (42)

Nun ist ohne Einschrankung ||uy,||» = 1, denn aus {2 folgt insbesondere, dass ||ty ||L» > 0 und somit wihlen
wir ansonsten i, := —=m—,

llwmllzp
Also folgt

1
— > [[Vuml|zr,
m

und es gilt
Vi, =, 0 in LP.

Auf der anderen Seite folgt aus @2) und ||um,||r = 1, dass |[|um||wier < C fir alle m € N.

Mit der kompakten Einbettung von W1* in L? (Satz von RELLICH; da W1P, p > 1 reflexiv ist und 602 € C%1,

existiert eine schwach konvergente Teilfolge, so dass wir den Satz von RELLICH anwenden kénnen), p > 1, dass

es eine Teilfolge gibt, der Ubersicht halber wieder als w,, bezeichnet, welche in L? konvergiert.

Dieses (ty, )m ist dann eine CAucHY-Folge in WP, da (ty,)m eine CAuCHY-Folge in LP ist und Vu,, ———> 0

in LP, und somit konvergent gegen ein v € WP,

Wegen der LP-Konvergenz 0 «———~ Vu,, ———

Vu folgt dann

Vu=0.
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4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RAUME

Da K abgeschlossen ist, gilt © € K, und somit u = 0.
Damit gilt aber ||u]|z» = 0, was einen Widerspruch zu ||u,, — u|/r» < € fiir hinreichend grofes m darstellt.

Mit der SOBOLEV-Einbettung (vgl. z.B. [ATf99], Satz 8.9, p.314) gilt wegen 9Q € C%!, 1 — 2 =0— -+ und dem
obigen Ergebnis, dass

Juller < Clp,n, Q)lullw
< C(p,n, Q) (||ullze + | Vul£r) (4.3)
< Clp,n, Q)||Va o,

womit die behauptete Ungleichung bewiesen ist.

Ist p > n, gilt diese Ungleichung fiir alle ¢ € (1, 00), da wir ein kleines § > 0 finden kénnen, so dass fiir p’ :==n—40
einerseits (p')* > ¢ und andererseits p > n > p’ gilt. Da Q beschrinkt ist gilt dann L®)" () < L(Q) und
LP(Q) — LP (Q), und somit erhalten wir die Ungleichung @) durch Anwendung der SOBOLEV-POINCARF-
Ungleichung @3] auf p’ und der Anwendung der Einbettungen.

Dass C = C(p,n,) unabhingig von Verschiebungen von € ist, folgt durch direktes Einsetzen und Trans-
formationsregel. |

4.2 Theorem (Gaufischer Integralsatz)

(vgl. [For99), §15, Satz 3)

Sei A C R" eine kompakte Teilmenge mit 0A € C'*°. Sei weiterhinv : 0A — R™ das dufiere Einheitsnormalenfeld
und U D A eine offene Teilmenge von R™. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F': U — R"

/A div F(z) da = / F(z) - v(z) A" Y(2).

0A

4.3 Korollar (Partielle Integration)
Seien f,g € C*(R™) und seien supp f oder supp g kompakt enthalten in einer Menge ACCR™. Sei weiterhin
v: 0A — R" das dufere Einheitsnormalenfeld.

Dann gilt
Af(aig>=AAfgui—A<aif>g.

Beweis. Wir definieren zuniichst ¢ := (¢*)1<x<, durch

o= falls k = i
o, fallsk#i°

Dann gilt mit der Definition von ¢ und Produktregel
div(f ) =Y Ok(f v*)=0i(f 9)=f Dig+0if g
k=1

also
[ 0ig=div(f ¥) = (0:f) g.
Somit gilt mit dem Gauf’schen Integralsatz, Theorem EE2l und der Definition von 1

[r@a = [ @o-ora

_ /Adiv(f ¥) - /sz-f)g

| v = [@na

= fgv' */A(@if) g,

A
womit die Behauptung gezeigt ist. O
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4.1 Abschitzungen und Gaufsche Integralformel fiir Sobolevfunktionen

4.4 Lemma (Abschitzung des Randintegrals)
Sei f € C°°(D?). Dann gilt fiir ein C' unabhéngig von f

[ 1= Clflwson,
oD?2

Beweis. Sei also f € C*°(D2). Wir wihlen ein € C®°(R"), 0 < n < 1 mit = 1 auf B (0D?) und n = 0 auf

B (0).

Wir setzen g := nf € C°°(D?). (Wir schneiden also f um die 0 ab).

Es gilt dann mit Polarkoordinaten

/ I
o0D?2

Damit folgt wegen n = 1 um 9D?

me

womit die Behauptung gezeigt ist.

IN

IN

IN

IN

IN

J
J
J

J
J

),

27

=0
2m

=0
2m

=0

2m

=0

27

=0

2

lg(cos@,sind)|-1 do

|g(cosb,sin @) — ¢(0,0) + 0|df

1
d
/r_o ag(r cos@,rsinf) dr| df
1 cosf
/ Vg - dr| do
r=0 sin 6
1 cos
/ Vg - dr| do
=2 sin @
1 cos
/ rVg - dr| dé
R sin

27 1
2/ / r|Vg|-1 dr d6
6=0 T:%
2/ Vg
D2

QHVgHLl(DZ)-

/ M
oD?2

2(VygllL1(p2)

2V f+n VL2

2([IVallzes + lInll) I f w2y,

4.5 Lemma (Gaufischer Integralsatz (schwach))
Sei f € W12(D? R?) und es gelte (o) oder (3):

(@) {f,7) € Wg*(D?),

(B) (f,v) € Wy*(D?).
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4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RAUME

Dabei ist v(z,y) = [z] die Einheitsnormale an 0D? und 7(z,y) = [_xy] die Einheitstangente gegen den
Uhrzeigersinn an O D?.
Dann gilt fiir alle ¢ € W2(D?) im Fall («)
/ curl f o=— [ fVtep
D2 D2

und im Fall ()

/divfgaz—/fch.
D2 D2
Beweis. von C® nach W12

Angenommen die Behauptung gilt fiir alle ¢ € C*°(D?), d.h. fiir alle ¢ € C*>°(D?) gilt im Fall (a)

/Dchrlfsa:f/DZfVLw
/D2divfgp:f/D2fV<p.

Dann folgt fiir v € W12(D?) mit einer Approximation v,, € C°°(D2) und v, ——— v € WH2(D?) (Existenz,
da dD? € C*°) im Fall ()

und im Fall (5)

/ curl f v+ f Vil < / curlf(v—vm)’—i— fVL(U—’Um)'—I—O
D2 D2 D2

< fllwre o= vmllwre

m— 00 0’

und somit gilt die Aussage auch fiir alle v € W12(D?). Entsprechendes folgt fiir den Fall (3).

Aussage fiir C°:
Zuniichst zeigen wir den Fall (a):Sei ¢ € C=°(D2). Wegen f € W'2(D? R?) findet man ein f,, € C>°(D2,R?)
mit

fm === F in WH2(D?,R?);
Wegen (f,7) € Wy?(D?) existiert ein g, € C§°(D?) mit

9m — <fa T> in W172'

Dann gilt mit starkem Gaufl, Theorem E2]

/Dz curl(fn)p = /sz’”w@+/aw<fm’7>w
_ _/szmvﬂwr/wafm,ﬂ — gm),

da g, = 0 auf 90D2.
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4.1 Abschitzungen und Gaufsche Integralformel fiir Sobolevfunktionen

Somit gilt mit Lemma EE4 und der Einbettung W12 — Wit

/churlfmgo-i-/[ﬁfmvl(p’ - AD2(<fm,T>—gm)w
< [ MW =aullo
< CNfm7) = gm)ellwra o2
< CONms7) = gl
< CON ) — gl

< C@I{fm,7) = (fi)llwr2 + llgm = (f,7)llw2)

< C@Ofm = Fllwre + llgm = () lwe2)

m— 00
—— 0.

Damit gilt nun

/ curl f o+ f Vlcp‘ < / |curl f — curl f,, ||| +/ | fm ff|‘VL<,0| + ‘/ curlfmgaJr/ meLga‘
D? D2 D? D? D?

IN

Clelleunt = curt fulie + = i) +| [ cut gt [ 1,9%)

m—00
—— 0.

Daraus folgt ().
Im Fall () ersetzen wir oben curl durch div, V* durch V und 7 durch v und wir erhalten die Aussage (3). O

4.6 Lemma (Sphérische Koordinaten)
(siehe |[Grad], Appendix D1, D2, Seite A19, A20)
Sei §"~1 = S7~! die Einheitssphéire im R™. Dann gilt bekanntlich folgende Formel fiir jedes R > 0

i ™ 2
n_l = PR PR
/SEI flx)dsZ™ " (z) = /%_O /%’2_0 /%1_0 f(x(p) J(n, R, ) dpn—1 doyy,

wobei
x1 = Rcos(p1)

22 = Rsin(p1) cos(p2)

x3 = Rsin(p1) sin(p2) cos(ps)

Zp—1 = Rsin(p1) sin(ps2) sin(ps) - - - sin(pn—2) cos(pn—1)
Zp—1 = Rsin(p1)sin(ys2) sin(ps) - - - sin(pp—2) sin(¢n—1)
und 0 < @1,...pp2 <, 0 < o1 <27,
.’I]((‘D) = (-’171(@1, e 5(1071—1)’:1"2(()01’ e a(pn—l)a o axn((pla e a(pn—l))

und
J(n,R,p) = R" (sin(p1)" "> -+ sin(pn—3)* sin(p(n —2)

gilt.
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4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RAUME

4.2. Homogene Neummanrandwerte

4.7 Definition (Losungen des homogenen NEUMANN-Randwertproblems)
Sei Q C R" ein offenes Gebiet, 00 € C%1, mit Einheitsnormale v an 9). Sei weiter u € W1P(Q), p > 1 und
f € LYN0), ¢ > 1. Dann sagen wir, dass die folgende PDE

Av=f in(,
%:f auf 09

schwach von w erfiillt wird, bzw. dass u eine schwache Lésung von Av = f mit schwachen homogenen Neu-
mannranddaten ist, wenn

/VU-V(,DZ—/f(p fiir alle ¢ € C>=(Q).
Q Q

4.8 Definition (W32)
Sei QCCR™ ein offenes Gebiet. Wir definieren den Raum von Funktionen in W%2(Q) mit homogenen Neumann-
Randwerten, W2 (), durch

Q Q

4.9 Bemerkung
o Ist u € C*(Q), so folgt aus

Au=f inQ,
9u — f  auf 9Q

mit partieller Integration, Korollar B3,
/ fo= f/ Vu-ch:/ Au gof/ (Vu,v) ¢ fiir alle p € C=(Q). (4.4)
Q Q Q a0

Folglich gilt fiir alle ¢ € C§°(£2)

fe= / Nu o fiir alle p € C>()
Q Q
und somit iiber das Fundamentallemma der Variationsrechnung

Au = f punktweise in §2.

Deshalb folgt aus ()
/ (Vu,v) o =0 fiir alle o € C>(Q).
o9

Daraus folgt wieder mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung auf dem Rand

0
8_u = (Vu,v) =0 punktweise auf 0f).
1%
Wir erhalten also insbesondere, dass u € C*(Q) N W22, (Q) dann und nur dann, wenn u € C2(Q) und
Zu =0 auf 90
Lu auf 0.

Fiir eine dhnliche aber schwéichere Aussage vergleiche auch Theorem

e Es gilt per Definition u € WI\QIQQH(Q) genau dann, wenn u € W22(Q), Au = f punktweise fast iiberall fiir
ein f € L?(Q) und schwach gilt

Au=f inQQ,
Gu =0 auf dQ,

also fiir alle o € C>(Q)

f/Vu~V<p:/Au<p.
Q Q
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4.3 Existenz- und Regularitéitstheorie fiir lineare elliptische Dirichlet- und Neumannprobleme

4.10 Lemma (W;’fu-Charakterisierung)
Sei QCCR", 902 € C*°. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f € Wye (),
(i6) feW2(Q) und [, Vf-Vo=— [, Af ¢ fiir alle ¢ € C>(Q),
(i6i) f e W2(Q) und [,V f-Vg=— [,Af g fiir alle g € W"2(Q).

Beweis. (i) und (#¢) sind per Definition dquivalent und aus (i:) folgt (i7) trivialerweise.
Sei nun (i) erfiillt und wegen 992 € C*° kdénnen wir ¢,, € C*(Q) finden, mit ¢, ———» g in W12, Dann gilt

/QVf-Vg=/QVf-V(g—som)—/QAf (wm—g)—/Afg

und die ersten beiden Integral konvergieren gegen 0. O

4.11 Lemma (Abgeschlossenheit von W;’ezu)
Sei QCCR". Dann ist WI\QIQQH(Q) ein abgeschlossener Unterraum von W22((Q).

Beweis. Da die Gleichung
/Au p= /Vu~Vga fiir alle p € C>(D2)
Q Q

unter W22-Konvergenz erhalten bleibt, ist der Beweis trivial.

4.3. Existenz- und Regularitdtstheorie fiir lineare elliptische Dirichlet- und
Neumannprobleme
4.12 Definition (Elliptizitit)

Sei Q2 C R™ ein Gebiet. Sei weiter eine messbare Funktion (a;;) : Q — M (m) gegeben. Dann nennen wir (a;;)i;
elliptisch mit Konstante A > 0, falls gilt

1 .
T Say€'e <A fiiralle ¢ € R™ mit |¢] = 1.

Als Folgerung des Lemmas von Lax-Milgram (vgl. [ATt99], Satz 4.3) unter Anwendung der POINCARE-Ungleich-
ung, Lemma EJl erhalten wir das folgende

4.13 Lemma (Losung des homogenen DIRICHLET-Problems)
(vgl. z.B. [AIt99], Existenzsatz 4.8, Seite 153; [GT83], Theorem 8.3, Seite 181)

Sei QCCR™ ein Gebiet, 9Q € C%'. Fiir jedes f € (W,>(Q))* existiert ein u € W,*(Q), so dass fiir jedes
© € Wy2(Q) gilt

/Qw Vo= —fly,

d.h. es existiert genau eine (schwache) Lésung von

Au=f in
u =0 auf 0.

Weiter gilt dann
|wllwiz@) < C(Q,n) ||f||(wg’2((z))*-

4.14 Lemma (L6sungen des homogenen NEUMANN-Randwertproblems)
Sei QCCR"™ ein offenes, zusammenhingendes Gebiet und 99 € C%1.
Wir betrachten die Gleichung
Au=f inQ (4.5)
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4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RAUME

fiir ein f € (WH2(Q))*.
Dann besitzt @3) genau dann (mindestens) eine schwache Losung u € W12?(Q) mit homogenen Neumannrand-
werten, d.h.

/ Vu-Vo = flp] fiir alle ¢ € WH2(Q),
Q

wenn
f(e) =0 fiir alle konstanten Funktionen c.

In diesem Fall existiert genau eine schwache Losung u € Wh2(Q) mit [, u = 0. Fiir dieses u gilt dann

||U||W1v2((2) < C(Qa”)HfH(W“(Q))*'
Beweis. = Es gelte [, Vu- Vo = flg] fiir alle p € W2(Q). Wir wihlen ¢ := const € W'2(Q2), dann folgt

0= / Vu -V = flconst].
Q
< Wir definieren W := {v € W"?(Q), [,v =0} und B(-,-) : W x W — R durch

B(u,v) := / Vu - V.
Q

Dann ist B(-,-) bilinear und W ist ein abgeschlossener Kegel in W!? wie im POINCARE-Lemma Bl da
) zusammenhéngend ist.

Mit der POINCARE-Ungleichung (Lemma B folgt dann B(u,u) = [, [Vul|® > col|ul| 2, also ist B(-,)
koerziv und wegen B(u,v) < C||lu|lwr.2 ||v||wr.2 auch beschrénkt.
Es gilt f € (WH2(22))* und somit existiert nach dem Satz von Lax-Milgram (vgl. [AIf99], Satz 4.3) genau
ein u € W mit B(u,v) = f[v] fiir alle v € W, d.h.
/ Vu-Vov = flv] fiir jedes v € W. (4.6)
Q

Sei nun ¢ € Wh2(Q); wir definieren v := ¢ — §, . Dann ist v € W und somit wegen (EEH) und der
Voraussetzung f[const] =0

[ vuVe= [ Vu-vo= it = sigl - f1f ¢l = 1lel o

Q Q Q

Zur Abschiatzung testen wir die PDE mit u selbst, wobei wir fQ u = 0 beachten, dann gilt
[ uevu =l < 15l rsaiey Tulwre.

Wegen Q zusammenhéngend und [, u = 0 gilt die POINCARE-Ungleichung, Lemma BTl und es folgt

IVullZ2i) < C(Qn)[[fllwr2@)-

Vull£2(q).-

Wir erhalten also
[Vl 2 < CEL )| fll w2
und somit wiederum durch die POINCARE-Ungleichung

lullwr2@) < CQ,n)| fllwrz@))--
Damit ist das Lemma bewiesen. O

4.15 Bemerkung
Insbesondere gilt fiir g € L?, dass eine Losung des homogenen Neumman-Randwertproblems

Au=g
dann und nur dann existiert, wenn fQ g = 0. Wir erhalten fiir eine Losung u mit fﬂ u = 0 die Abschitzung

[ullwr2@) < C(€n) llgllz2 )
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4.3 Existenz- und Regularitéitstheorie fiir lineare elliptische Dirichlet- und Neumannprobleme

Ein klassisches Resultat iiber héhere Regularitit fiir sogennante sehr schwach harmonischen Funktionen liefert
das folgende

4.16 Lemma (Lemma von WEYL)
(vgl. z.B. [Los9]], Korollar 1.2.1, Seite 19)
Sei Q C R™ ein offenes Gebiet und u € L}, .(Q). Fiir alle ¢ € C§°(Q) gelte

loc

/ u(z) ANp(x) = 0.
Q
Dann ist v € C*°(Q) und Au = 0.

4.17 Lemma (CAUCHY-Abschitzungen)

(vgl. [GT83], Theorem 2.10)

Sei Q C R™ ein offenes Gebiet und u € C*°()) harmonisch, d.h. Au = 0 in Q. Dann existiert fiir jeden
Multiindex « mit k := |a| eine Konstante C = C(n, k), so dass fiir alle zo € Q und r > 0 mit B,.(x9) C Q gilt

[0%u(zo)| < =T lull (s, (o)) -

4.18 Theorem (FRIEDRICHS-Regularitét fiir DIRICHLET-Randbedingungen)
(vgl. [GT83], Theorem 8.13, Seite 187f.)
Sei QCCR™ ein offenes Gebiet, 9Q € C*~ 11 v e Wh2(Q), f € WF22(Q), k > 2 und es gelte

Au = f schwach in ,

d.h. es gelte
/ Vu- -V = / f o fiir alle ¢ € C§°(2).
Q Q

Dann ist u € W}"2(), es gilt

loc

Au(x) = f(x), fiir fast alle x € Q,
und fiir jedes Q' CCQ existiert ein C = C(Q, Q' k,n) mit
lullwrzy < C (1fllwr—2200) + llullL2@)) -

Existiert auferdem ein ¢ € W2(1), so dass u—y € Wy* () (also schwachu = 4 auf 9Q), dann ist u € W*2(Q)
und es existiert ein C' = C(Q, k,n) mit
lullwezi) < C (Iflwe-2200) + lullLz@) + [@lwez) -
Ein &hnliches Ergebnis fiir homogene NEUMANN-Randdaten liefert das folgende
4.19 Theorem (Existenz und Regularitit fiir Lésungen mit homogenen NEUMANN-Randdaten)

(vgl. [Weh(4], Chapter 1, Theorem 1.5, S. 20; [Tay96], Chapter 5, Proposition 7.4; [FolZfl], Theorem 7.29)

Sei QCCR™, 9Q € C™ mit der duferen Einheitsnormalen v, k > 0 und f € W*2(Q). Dann existiert eine Lésung
u € Wk+2.2(Q) von

—Au=f inQ,
o (4.7
syu =0 aufdf,
also
/Vu Vo= /f(p fiir alle p € C>=(Q),
Q
dann und nur dann, wenn [, f = 0. Weiterhin existiert eine Konstante C' = C (2, n, k), so dass
ullwr+zz) < C[flwre@) + ullz@)- (4.8)

Beweisskizze. Die Existenz einer Losung u € W12(Q) von @) folgt aus Lemma ELI4 Man muss also nur
die Regularitdt von u zeigen. Dabei folgen wir der Darstellung des Beweises in [Fol76], Abschnitt 7F: Wegen
der Randregularitit von Q reicht es, die folgende Behauptung fiir jedes elliptische a;; € C*(B,(0)*), r > 0 zu
zeigen. Dabei ist B,.(0)* = B,.(0) N {z € R" | x,, = 0}.
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4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RAUME

* Seir >0 und f € WrFT(B.(0)"). Sei X(B-(0)") der Raum aller Abbildungen v € W12(B,.(0)%), so dass es
ein p < r gibt, fir das v =0 punktweise fast iberall in B, (0)*\B,(0)". Gilt fir v e W?(B,.(0)"), dass

D(u,v) := / a;; Oju Ojv = / f v firalleve X(B.(0)1), (4.9)
Br(0)* Br(0)*

so gilt fiir jedes p < r, dass u € Wk+2’2(Bp(0)+), und es existiert eine Konstante C(p,r, k) > 0, so dass

ullwrt228,0)+) < Clp,m, E)([[ fllwe2 (B, 0)+) + lullwrzs, 0)+))- (4.10)

Durch Testen von [ET) mit ¢ = u erhdlt man

1
IVullZz) < 1Flza@) lullzze) < 5720 + lulz2@)-

Daraus folgt | Vu| 2y < C(|| fll2() + lull2())- Also impliziert (EID) die Abschétzung ES).

Den Beweis der obigen Behauptung folgt hauptsichlich aus der folgenden Ungleichung:

* K Ist p<r,j<k+1und~ ein Multiindedmit |y| = j und ~, = 0, so ist u € WH2(B,(0)") und es
existiert eine Konstante C(p,r,j), so dass

107 ullyr.2 550y < Closm D) Uf w2 (s,0)+) + lullwrzs, 0)+))- (4.11)

Wir fiihren eine Induktion nach j durch. Der Fall j = 0 ist trivial. Sei also die Behauptung wahr fiir alle
0,...,7 — 1. Wir wahlen ¢ und 7 > 0, so dass p < 0 < 7 < r. Mit der Induktionsvoraussetzung fiir p ersetzt
durch 7 erhalten wir 9°u € W12(BF(0)) fiir alle Multiindizes ¢ mit || < j—1 und §,, = 0 und die Abschiitzung

10%ullwrzs, 0)+) < CUIFllwre s 0+ + lullwizs, ©)+)- (4.12)

Dabei wihlen wir C' als die grofste Konstante aus der Induktionsbehauptung fiir 1,...,j—1 fiir p durch 7 ersetzt.
Also hangt C nur von j, r und p ab, da wir 7 in Abh&ngigkeit von p und r gewéhlt haben.

Nun fixieren wir ein 7 € C5°(B,(0)) mit n = 1 in B,(0). Fiir einen Multiindex v mit |y| = j und 7, = 0 wollen
wir den Differenzenquotien A7, (nu) betrachten. Fiir |H| < 7 — ¢ ist A} (nu) € X(B;}(0)). Wir wihlen ein

i <, so dass v; # 0, und zerlegen den Differenzenquotient A}, in A}, = AZA}’;,. Wir wollen jetzt die folgende
Ungleichung zeigen:

[D(v, Ay ()| < Clo, Dlvllwrzs, o)+ (Lfllwezs.0+) + [ulwies.o+)  fir alle v € X(B-(0)*). (4.13)
Dazu definieren wir fiir Abbildungen @, ¢ : B,.(0)* — R den Operator
(@, Ay =@ Afp — AR (Do),

und bezeichnen mit (®, ) das L?(B,.(0)")-Skalarprodukt
@)= [ 8@ o) da.
B, (0)*+

Mit diesen Abkiirzungen berechnet man

D(v, A () B (070, ang 0°(AF, ()

= (%0, AYy(aas 0°(qu))) + (00, [ans, AL10% (u))

Ey

SFiir einen Multiindex v = (y1,...,72) € (NU {0})" setzen wir |y| := > ; ;. Fiir ein h € R\{0} und eine Abbildung
f+ E CR" — R setzen wir den Differenzenquotienten A%f = W, 1 <1 < n, wobei e; der [-te Einheitsvektor
von R™ sei. Fiir H = (Hz,..., Hy) € (R\{0})? definieren wir (AL N1 =Dl ... qu f. Hierbei besagt diese Schreibweise die

Hintereinanderausfiihrung der Differenzenquotienten. _ ~
Mit dieser Notation definieren wir A}, f fiir ein H = (Hy, ..., Hy), wobei H; € (R\{0})" fiiralle 1 <! <mn

AL f = (A}ql)”l (A S
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4.3 Existenz- und Regularitéitstheorie fiir lineare elliptische Dirichlet- und Neumannprobleme

(0%, A}y (aap 1 0%u)) + Er + (0%0, A} (aas((07n)u)))

E>

(=1 (n &Y 0%, aapd’u) + E1 + By
(=1)7(8%(n AL o), aapd’u) + Er + Bz + —(=1)((8%n) A2 v, aapd’u)

E3

(=1 D(n A o, uw) + Er + B> + B3

[s|

(=1 (n AT yu, f)+E1 + By + E3
Ey
=F1+ Es+ Es+ Ey.

Nun zeigen wir die Abschéitzung I3) fiir £y, ..., F4. Zu E; betrachten wir zunéchst folgende Behauptung fiir
ein festes ® € C*°(R"), ein 1 <! < n und ein ECCR"

Jim [|B(- + he) Ahw — () Ahwl p2(py =0 fiir alle w € L2(R™).
Um dieses Ergebnis zu beweisen, approximiert man w durch w,, € C*°(R™). und rechnet dann fiir |h| < 1

(- +he)Djw  — @()ALwlre(m) = (- + her) — () A wl r2(m)

< (@( + her) = () D) (w — w22y + 1 (@(- + her) — B(-) A, wml L2(m)

(ALY (W — Wy + win (- + her) = w(- + hen))l|2(m) + [(R(- + her) — B() Afyw |l 22(m)

IN

4 0"® LBy (my) 1w = winllL2(B, () + 1 R( + her) = | L ()| A win || L2(5)

Ist ein € > 0 gegeben, so wéhlt man zunéchst ein m >> 1, so dass ||w — wm| 2B, (B)) . Danach

< - _ €
— 8[|D®|| L0 (B, (B))

wird h so klein gewiihlt, dass | Abwm || 12(g) < 2)|0"wm||12(p) und | ®(-+h) — ()| L (r) Dann

<&
= A4)[0"wmllL2(g)
erhiilt man [|®(- + he;) A w — ®()ALwl|r2(p) < € und die Behauptung ist gezeigt.

Wir beachten nun, dass AL w — AL (dw) = @A w — ®(- + he)) AL w — (Al @)w und benutzen dann die obige
Technik, um zu schliefen, dass fiir alle |H| < 1

[aas, AL10° ()|l L2(s, 0)+) < Clai) > 107 (u)llwr2(s, 0)+)»

v <Ivl
~'n=0

wobei man beachtet, dass 7 eine Abschneidefunktion in B, (0) ist und sich die Differenzenquotienten A}, nur
in Richtung ey, ..., e,—1 bewegen.
Daraus ergibt sich fiir F; die Abschitzung fiir alle |H| << 1

Bl < Claiy) Iollwrzion Y. 107 0w)llwres, o
1< (4.14)

v/ n=0
ED
< C(aaﬂﬂ?) ”vHleZ(BT(O)*) (||f||Wk,2(BT(0)+) + ||u||W1v2(BT(O)+))'

Unter Beachtung, dass man wegen |y| = j fiir Multiinidzes |y’| < |y| mit 7/, = 0 die Induktionsvoraussetzung
(ET2) anwenden kann, erhélt man fiir Es

|Ea| < Clai,n)|lv]we Z 107 ullwr2(s, 0)+)
Ty (4.15)
ED)
< C(aa,s,1m) H’UHWLZ(BT(O)*) (”f”W’“’?(BT(O)*) + HUHWLZ(BT(O)*))'
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4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RAUME

Dabei benutzen wir, dass [[07u| 2 < Y7 |,/|<py 167 u||yy1.2. Durch Uberwiilzen des Differenzenquotienten erhal-

ten wir fiir Fs T
[Bs| = (AL, A% (aap)(0°n)0 u)
o (4.16)
< Claas:n) Wlwrzs. 0+ (fllwees. 0+ + lullwrzs, o))
Schlieklich erhalten wir fiir E4, wobei wir |y| = j < k + 1 benutzen
|Eal < (ALpo, A g (nf)
< Clvllwrzs,. o)+ 1fllwim-12¢8,0)+) (4.17)
< C)vllwrzs, o) 1 fllwez2s,©0)+)-

Aus ([ETd), (ETG), (ETG) und EID) ergibt sich @IF).Setzen wir in {IF) v = A} (nu) € X (B,-(0)™), so erhalten

wir mit der Elliptizitdt von a;;

AB

V(A ies, 00 < CID(AY (), A (nu)))|

B

< Claag WISy W) llwrem, 0+ (w00 + lulwizs,onH).
Nun gilt fiir alle g € W2

gl < C(IVgllZe + llglZ2) < (IVgllZe + llgllze Ngliwe)-

Mit dieser Rechnung erhalten wir

1A )52, 0 +) < Claag, MIAE u)llwz (s, ©)+) (IFllweeiz, o) + lullwras, o + 1A% 0u)l ).

Weiter haben wir fiir alle |H| < 1
1AL )l cemaor < 20107 (nu)llwr2 (s, o))
€D
< Cfllwr2s.©0)+) + lullwizs, ©0+))-
Deshalb folgt die Abschétzung

”All(nu)H?/Vl«?(B,(Oﬁ) < C(aaﬁa77)||A’Iy{("7u)”W1’2(BT(O)+) (||f||W’V«2(BT(O)+) + lullw2(s,0)+))

und somit,
A% () lwrz s, )y < Claag, ) flwrz(s, o)) + lullwizs, o))

Mit dem Satz von RELLICH erhiilt man dann die L?(B,(0)")-Konvergenz von A%, (nu) und wegen n = 1 auf B,(0)
und der Unterhalbstetigkeit der Norm beziiglich der schwachen W'2-Konvergenz erhalten wir die Behauptung
(ETT).

Um die volle W¥+2:2.Norm von u abzuschiitzen, benutzt man den folgenden Gedanken

1 n n
RS a—( Z O%aap 0Pu + Z a0t ).
nn a,B=1 a,B=1
(@,8)%(n,n)

Dabei beachtet man, dass wegen der Elliptizitit - € C>(B,(0)%). ||
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4.4 div und curl fiir Sobolevfunktionen

4.4. div und curl fiir Sobolevfunktionen

In diesem Unterabschnitt betrachten wir einige Ergebnisse iiber den schwachen Divergenz- und Rotationsopera-

4.20 Lemma (Div und Curl: Produktregel und Vertauschung)
Seien u,v € WH2(Q, R), fiir ein offenes Gebiet Q C R2. Dann gilt schwach

(a) div(Vu v) = curl(V+u v) in Q und

(b) div(V+tu v) = ViuVo in Q.

Beweis. (a) Die Behauptung folgt sofort aus der folgenden Gleichung

/Vu v-Vo= [ 0yuv 0zp+ Oyuv Oyp = /VJ‘u v-Vte fiir alle ¢ € C3°()
Q Q Q

(b) Sei zunéchst u,v € C*(Q), v € C§°(Q). Dann gilt mit partieller Integration und dem Satz von Schwarz

/VLU’U-VQD /—ayuv&cgo—l—@muz)@ygo
Q

(0z(=0yu v) + 9y (Fzu v)) ¢

(—0zyu v — Oyt Dgv + Oyaut v + Ozu Oyv)

(—0yu Opv + Dyu Dyv)

Viu- Vo o,

S~ — S5

womit die PDE
div Viu v =V+tu- Vo

fiir u,v € C* bewiesen ist.
Sei u € W12(Q,R), v € C*°. Dann existiert u,, € C* mit [|uy, — ully12, < L.
Es gilt dann fiir ¢ € C§° mit der HOLDER-Ungleichung

/Vluv-Vgo—i—VLu-vao
Q

— y/ V¥, v Vo + Vi, Vo o =V (uy —u) v Vo + V' (u— uy) Vo g
Q
=0

< (el + IVellze) [V —un)llre (lvllrz + [[Vo]lL2)
1 n—oo
< C—(llgllze + Vel ne) 0wz === 0,

womit die Behauptung auch fiir u € W12, v € C> bewiesen ist.
Zum Schluss seien noch u,v € W12 und wir approximieren v durch v, mit |[v — v, |12 < 1. Analog zu
der Gleichung oben folgt nun

IN

(lellzee + 1Vellze) [V =vn)llze (fullzz +[[VullL2)

/Vl‘qugaJrVJ‘u-chp
Q

1
< O lellz= +1IVelz=) llullw.:

n— 00
— 0

womit schlieflich auch die Behauptung selbst bewiesen ist a
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4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RAUME

4.21 Lemma (Div-Curl-Rechnung im R")
Sei u € W-P(R™, R"), v € LL (R™), 1 < p < oo und es gelte % + % = 1. Weiterhin sei div v = 0, d.h.

loc loc
/ vV =0 fiir alle ¢ € C§°(R™).

Dann gilt
div(vu) = vVu, im schwachen Sinne in R",

das heifst
/ vu Ve = —/ vVuyp fir alle p € C§°(R™).

Beweis. Angenommen u € C*°(R"), dann gilt
V(up) = (Vu)p +u(Ve),

also
u(V) = V(up) — (Vu)e.

/nu.v.v@:/nvww)f/nv (vu)cp:,/nv (V) o,

wegen div v = 0 und up € C§°.
Sei nun u € Wllo’f. Wir wiihlen ein ¢ € C§° beliebig, aber fest. Dann ist u € WP und v € LY auf einem Ball,
der supp ¢ kompakt enthilt. Wir betrachten im folgenden alle Funktionenrdume {iber diesem Ball (bzw. sei

ohne Einschrinkung u € WP, v € L9).Dann existiert eine Folge u,, € C™, so dass ||u — uy||y1.» — 0.
Dann gilt mit der obigen Rechnung

Damit folgt

/Uthp-i-vVugo’ /vuano—l—UVungo—i—/U(u—un)Vgo—i—UV(u—un)go

=0

IN

IVl [[vllze llu—unllze + llollze f[ollze [[V(w = un)|zr

n—00
— 0

und damit ist die Behauptung gezeigt. O

4.22 Proposition (Integrale werden 0)
Sei QCCR™, 00 € C°.

(i) Falls Q = D?, sei f € WH2(D?), g € WY2(D? R?) mit (v,g) € Wy*(D?), wobei v = Lﬂ die dufere

Einheitsnormale an D? ist.
Dann gilt

/DZ div(fg) = 0.

(i) Fallsn =2, u € Wo*(Q) und v € WH2(Q), dann gilfl

/VU-VLv:—/Vlu-szo.
Q Q

R

"Dies bedeutet, dass div(V+v) = 0 bzw. curl(Vv) = 0 im schwachen Sinn in Q.

(791) Seip € Wflfu(ﬂ), dann gilt
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4.4 div und curl fiir Sobolevfunktionen

Beweis. (i) Wegen f,g € W12 ist div(f - g) punktweise fast iiberall definiert, und es gilt

~—

div(f - g) = (Vf,g) + f -divg € L'(D?),

[t = [ Vig+ [ 1 dive

Nun existiert eine Approximation f,, ———» f in W%2(D?), f,, € C=(D?2). (Wir beachten, dass dD? €
C>.) Weiter existiert ein g, ——— g in W2 mit g,, € C>°(D2,R?). Wegen (v, g) € W, *(D?) existiert
allerdings auch ein ¢, > (v, g) mit ¢, € C§°(D?). Nun gilt

also

/szdivgz/Dz(f—fm) divg—l—/D2fm div(g—gm)—i—/szm div g,

wobei die ersten beiden Integrale wegen der W'-2-Konvergenzen gegen Null konvergieren.
Mit dem klassischem Gaufsschen Integralsatz, Theorem und wegen ¢,, = 0 auf dem Rand 9D? folgt

fm dngm: fm <gm,y>—/ vfm 9m
D2 0D?2 D2
=/ fm((gm, V) — om) + fmO = | V(fm =) gm — Vf(gm—g)—/ Vfg
oD2 oD2 D2 D2 D2
—= - Vfy,

D2

denn die letzten beiden Terme konvergieren wegen den Approximationen gegen 0 und nach Lemma E4]
gilt

IN

S ({(gm, ) — om) Cll fm((gm, T) = om)llwra(p2)

0D2 ’

IN

Cllfmlize [1gm,v) = emllie + IV fmllL2 [(gm, v) — omll L2
1 fmll 22 1V {gm, v) = om)llz2)

< Cllfmllwrz [Kgm, v) = @mllwro2

< Clflwrz (IKgms vy = v, 9llwrz + (v, 9) = pmllw2)

< Cllfllwrz (lgm = gllwrz + 1w, 9) — emllwr)

m—00
—— 0.

Zusammen ergibt sich also

fdivng/ Vfg‘o(l) fiir m — oo,
D2 D2

und damit folgt
fdivg = —/ Vig
D2 D2

bzw.
/ div(fg) = 0.
D2
Schritt 1:
Zuniichst seien u € C§°(Q) und v € C*°(Q).
Zunichst rechnen man einfach nach, dass Vu - Vtv = —V1u - Vo. Dann folgt mit partieller Integration
(Korollar EE3)

f/VLu Vo = /Vu V4o Kf/ (—0z Oyv + 0y Ozv)u.
Q Q Q
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4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RAUME

Schritt 2:
Nun approximieren wir u € Wy">(Q) durch u,, € C§°(Q) und v € WH2(Q) durch v,,, € C=(Q) (mdglich,
da 99 hinreichend glatt).
Dann gilt nach Schritt 1
Vi, VLvm =0
Q
Damit berechnen wir fiir ein beliebiges fixiertes k£ > 0

/Vuk Vi < /Vuk VJ‘(vm —v)[+0

Q Q
< Ve V5 (0m = 0)ll2 (o)
m—oo, g,

also

/Vuk Vio =0.
Q

Deshalb gilt

/VU'VLU < /V(u—uk)VLv +0
Q Q
< V(u = w2 [[VollL2@)
k—oo 0=
also folgt
/Vu -V+tu=0.
Q
Analog (oder wegen V-4u - Vo = —Vu - V1v) erhalten wir auch
/ V+u - Vo =0.
Q

(i77) Es gilt bekanntlich 1 € C°°(Q) und V1 = 0, und somit gilt, wegen ¢ € W2, (€2)

/A¢ -1:7/w~v1:0

womit (47) schon bewiesen ist. O

4.23 Proposition ([ div =0)
Sei Q C R2.

(i) Sei f € W2(Q) und g € Wy ().
Dann gilt

/ div(f Vg) =0.
Q
(i) Es gilt fiir alle f € WY2(D?), ¢ € W22 0 Wi?(D?)
/ div(fV*e) =o.
D2

Beweis. (i) Der Beweis folgt aus Lemma TG

/QdiV(ng) = /QVf~Vg+/f Ag

Lzm —/ng+/Qng
= 0,
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4.5 Spezielle Approximationen in W?2?2

da
div(f Vg) =V f-Vg + f Ag punktweise fast tiberall in Q.

(ii) Bs gilt
/ div(fv%)z/ V- vie PER.
D2 D2

4.5. Spezielle Approximationen in W22

Bekanntermafen entspricht fiir ein Gebiet QCCR™ mit glattem Rand der Raum Wol’Q(Q) den Abbildungen
W1H2(€) mit schwachen Nullrandwerten. Ebenso entspricht der Raum W22 N W, ?(Q) dem Raum von W?22-
Abbildungen mit schwachen Nullrandwerten. Um Eigenschaften dieser Raume zu zeigen, ist es niitzlich klassische
Funktionenriume zu finden, welche dicht enthalten sind. Tm Fall W, () ist dies C§°(Q), welches beziiglich
der W2-Norm dicht ist. Tm Falle W22 0 W,"*(Q) ist zu erwarten, dass die Menge der Abbildungen C>(Q)
mit Nullrandwerten auf 09 dicht beziiglich der W?22-Norm liegt. Um dies zu zeigen, approximieren wir f €
W22NW, *(Q) zum Beispiel iiber Faltungen durch g,, € C>(R") in der W22-Norm. Um nun die gewiinschten
Approximationen f,, zu erhalten, l6sen wir

Af’m = Agm in Q,
fr=0 auf 90

und betrachten den Limes fiir m — oo.

4.24 Lemma (Approximationen fiir W22 N 'Wg?)
Sei QCCR" offen, 92 € C* und f € W22 n WOM(Q), dann existieren

gm € C®(Q),

gm =0 auf 00
mit g, — f in W22,
Beweis. Da f € W22(Q), existieren f,, € C°°(Q) mit (992 € C™)

fon T in W22,

Wir wihlen g,,, € W,"*(Q), so dass
ANgm = DNfm  schwach in Q. (4.18)

Dies ist méglich, da f,, € C*°(Q) C L3().
Mit dem Satz von FRIEDRICHS fiir das globale DIRICHLET-Problem, Theorem EET] gilt dann

gm € CZNW2(Q)
Dann folgt (siehe z.B. [AIt99] Theorem A 6.6, Seite 249 und Lemma A 6.10, Seite 255), dass
gm = 0 punktweise auf 9.
Weiterhin erhalten wir
A(gm — f) = Dgm — Af = A(fm — f) punktweise fast {iberall in €.

Damit folgt (wir beachten, dass f € W22 N W, *(Q) und somit giiltige Testfunktion)

/ngm—f) Vm— )= — [ Dlm— 1) (gm — £,

Q

also gilt
IV (gm = DIz < NAFm = ez llgm — Fllzz-
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4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RAUME

Da g, — f € Wol’Q(Q) sind die Voraussetzungen der POINCARE-Ungleichung, Lemma BTl erfiillt und als Kon-
sequenz erhalten wir

IV (gm — HI72 < CIAfm = ez IV(gm = )l 22,
was wiederum

IV (gm = Pllzz < CIAfm = Plizz < Cllfm = fllwzz =—10

impliziert. Es ergibt sich folglich

m— 00

gm —— f in WH2(Q).

Um die W22-Konvergenz zu erhalten, benutzen wir noch einmal den Satz von FRIEDRICHS, Theorem EZI8, und
wir erhalten

lgm = fllwz2) < CUIAUm = Pz + [lgm — fllz2)

< Cllfm = fllwzz + lgm = fllw2)

A

m—00
—— 0.

Dies impliziert

m—00

gm ——— f in W22(Q).

und damit ist die Behauptung bewiesen. O

Mit der gleichen Idee beweisen wir ein &hnliches Resultat fiir Funktionen mit homogene Neumannrandwerten:

. . .. 2,2
4.25 Lemma (Approximationen fiir W)
Sei QCCR™ ein offenes Gebiet mit Q) € C>. Sei weiter f € Wer, (). Dann existieren f,,, € C™(Q) "W ()

m— 00

mit fp, —— f in W22 Ist [,f =0, so erhilt man auch [, fm = 0.
Beweis. Ohne Einschrénkung kénnen wir annehmen, dass [, f = 0:
Falls dies ndmlich nicht der Fall ist, so setzen wir g := f — fQ f. Angenommen es existiert fiir g schon eine

approximierende Folge g,, — g € W22(Q), g, € C®(Q) N W;;(Q) Dann approximieren wir f durch ¢, €
C°°(Q) mit ¢, —— f in W*? (mdglich, da 0 glatt) und setzen fy, := gm + J,¢m. Dann gilt

HﬂﬁdwmbSIW—Aﬁ—qu+M¥i@%MM

< M*%MWM*C/U*wM
Q

m— 00
— 0.

Nun gilt V f,, = Vg, und damit ist die Behauptung auch fiir f mit [, f # 0 gezeigt.

Sei also [, f = 0. Wir wihlen g,, € C*°(Q), gm —— g in W22,
Insbesondere gilt dann

/QAgm H/QAf PEAY), (4.19)

Es existiert ein f,, € W22 (), [, fm = 0, schwache Losung von
Bini= Bgm~ f Bgn 0 2
Q

da [Agm — [ofoAgm = 0 und da die rechte Seite Agy, — f, Agm € L*() liegt.
Dann gilt zundchst mit dem Satz von FRIEDRICHS fiir homogene Neumannrandwerte, Theorem da fi,
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4.6 Produktregeln fiir Sobolev-Funktionen

f e Wflezu(Q) und A(fm — f) = Agm — fo9m — Af, dann mit der POINCARE-Ungleichung (wir beachten:
fo = fom = 0)

||fm_f||W2v2 S C(||fm_fHL2+||Agm_/QAgm_Ag”L2)
< CUVGm = Dz + 150m — Hllos + /Q Agu]) (4.20)
<

CUT o — Pllzz + g — Fllwez + / |Aginl).

Nun testen wir die PDE
B~ f=Bgn—0F ~ f g in®
Q

mit der Testfunktion ¢ := f,, — f (geeignet, da die PDE schwach homogene Neumannrandwerte hat):
IV U=y = [ DUn=5 (fn=1)
=~ [ 8o~ 7~ Bgm) (= 1
(lgm = flwas +C [ 189ml) 1 = Fliz

IN

also mit der POINCARE-Ungleichung

IV — Dllzz < Clllgm — Fllwese + / Agml).

Damit folgt aus der Abschitzung [EZ0) unter Benutzung von (ETH)

[fm = fllw22@) < CUV(fm = Oz + /QIAng + lgm — fllwz2)
< Cllgn = flwee + [ |Bgm)
27%0.
Damit ist die Konvergenz gezeigt. O

4.6. Produktregeln fiir Sobolev-Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Produktregeln von SOBOLEV-Funktionen. Ein wichtiges Hilfsmittel
ist dabei die SOBOLEVeinbettung (fiir ein offenes Gebiet @ C R™ mit glattem Rand)
WHEP(Q) — Whi(Q)

firk>lund k-2 >1— % und die MORREY-Einbettung

g
WEP(Q) — Ch*(Q)

fir k> 1,0 <a <1lund k—2 > |+ a. Hierbei ist Ch2(Q) der Raum der [-mal stetig differenzierbaren
Funktionen f: Q — R, so dass fiir alle Multiindizes v mit |y| <1 gilt

wp 177@) = )

(e
2y €0 |z — y|
TFY

< oQ.

Insbesondere gilt firn =2, k> 1
Wk,Q(Q) PN Wk71,4(Q)=

wh(Q) — Wk 12(Q) und
W22(Q) — C%2(Q) — C°(Q).
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4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RAUME

4.26 Proposition ((W12nN L) . (W12 N L), supp CCN)
Seien u, v € W12 N L>(Q) fiir ein Gebiet Q C R"™ mit 92 € C™ und es gelte weiter supp(v)CCS). Dann ist
u-veWy?NL®(Q).

Beweis. Da supp(v)CC lasst sich v durch Faltungen v, so approximieren, dass v,, € C§°(Q) und (fiir den
Faltungskern 7)

[om ()] < /an(y)llv(x+ty)l < vllzeC ().

Dann gilt

Vo u+v Vu— Vo, utvm Vullpz) < [[V(0—vm)llz2 [[ullze + [[(v —vm)Vul 22

m—00

0,

denn (v — v,,)Vu =% 0 punktweise fast iiberall in Q, da v — v, ———» 0 in L. Weiter gilt |(v — v,,)Vu| <
2C |v||[Vu| € L*(Q) und somit folgt die Behaupung aus dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz. O

4.27 Lemma (WH1. (WH2NL>*) c Wil n=2)
Sei QCCR?, 9Q € C*. Sei weiter f € WH1(Q) und g € W2 N L. Dann ist

frgewh(Q).
Beweis. Angenommen es gilt schon
V(fg)=Vf g+ f Vg im Distributionssinn,
dann gilt offenbar, wegen Vf € L!, g € L>°, f € Wht C L? und Vg € L?, dass

V(fg) € L .

m—00

Weiter gilt fiir f,, —— f, fm € C> (wir beachten, dass fiir W2 . C> schon die Produktregel gilt) fiir alle
¢ € 5o (Q)

I/Qng<p+/(Vf g+ f Vo)el < /If*fmllgllvsﬁl +/|V(fffm)| 19l Il +/|fffm||V9||<P|

Q
SCIf = fmllzllgle= Vel + IV = fm)llzr [lgllzee llellze
+1F = fmllzz Vgl (el
< OIS = fmllwra(llglize + [IVgllz2)(llellze + Vel Lo

m— 00
L0,

wobei wir die Einbettung W11(Q) < L? fiir n = 2 benutzen. 0

4.28 Lemma (W52 N'W22). W2 c W§?, n=2)
Sei f € Wy N W?22(D?) und g € W2(D?). Dann ist f - g € W, > (D?).

Beweis. Wir wihlen g, € C™ mit ¢, —— g in W2
Da f € W22 ist f insbesondere stetig, und somit gilt (vgl. z.B. [ATf99] Theorem A 6.6, Seite 249 und Lemma
A 6.10, Seite 255)

f=0 auf 9D?

punktweise.
Da g, € C*°(D?), gilt somit
f-gm=0 auf 0D?

also gilt
f - gm € Wy (D).
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Weiter gilt dann

1fgm = fallwrz < N flleee lgm = gllzz + 1z lgm = gllwrz + VLt lgm — gllzs
< Cllflwzz llgm = gliwr
m— 00 O

Also konvergiert fg,, ——» fgin W2, und da I/Vol’2 ein abgeschlossener Unterraum von W12 und fg,, € W01’2,
gilt fg € Wy(D?). O

4.29 Lemma (Multiplikation in W22, W;’ezu, n=2)
Seien a, b in W22(Q) mit QCCR?, 9Q € C*°. Dann gilt
a-beW?(Q).

Sind a, b € Wf]fu, so gilt auch
a-be W22 (Q).

Beweis. Es gilt nach SoBoLEVeinbettung und MORREY-Einbettung;:

W2,2 N C0,0L oy [®

stetig fiir 0 < a < 1 und
W2,2 SN W1’4.

Dann gilt zunéchst
V(ab)=Va b +_a Vbe L%
oo oo
und
0ij(ab) = Oija b+ a 9i;b + d;a 0;b + 0ja 0;b

im Distributionssinne, wie sich leicht durch Approximation von a durch a,, € C* () zeigen lisst. Dies impliziert
13 (ab)ll = < IV2all g2 bl Lo + [la]l o= ]| V0] 2 + 2[|Val 4 [[VD]| 4 < oo

Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. _
Wir zeigen noch die Neumannrandwerte: Fiir ¢ € C°() gilt (wir beachten, dass nach Lemma EI0 auch
W?22_Funktionen als Testfunktionen zugelassen sind)

/Qwab).w - /Va~(nga)+/Vb~(aV<p)
/Va-V(btp)—l—/Vb-V(a(p)—/Va-Vbcp—/Vb-Vacp
- f/Aabgpf/Abacpf2/Va~Vb<p

_ /Q Alab)p.

Damit ist auch der zweite Teil der Behauptung bewiesen. O

4.30 Lemma (W2 . W22 c W12 n =2)
Sei QCCR? ein offenes Gebiet mit 9Q € C* und sei weiter f € W12(Q), g € W22(Q).
Dann ist fg € WH2(Q).

Beweis. Es gilt punktweise
V(fg)=(Vf) g+ fVgeL?

da aus der MORREY-Einbettung W22 — C% fiir ein kleines o > 0 folgt, dass ¢ € L> und man aus der
SoBOLEV-Einbettung Vg, f € W12 c L* erhilt. O
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4 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND SOBOLEV-RAUME

4.7. Schwache W'?-Randwerte bei homogenen Dirichlet- und Neumannranddaten

In diesem Abschnitt stellen wir zwei Ergebnisse zu Funktionen mit schwach homogenen DIRICHLET- bzw.
NruMANNranddaten vor: Fiir eine glatte Funktion u : D? — R mit 0-Randwerten ist die Ableitung am Rand in
Richtung einer Tangente konstant 0. Ein dhnliches Ergebnis wollen wir auch fiir schwache 0-Randwerte erhalten.
Mit der gleichen Idee, zeigen wir dann, dass schwache homogene Neumannrandwerte nichts anderes bedeuten,
als dass die Funktion (Vf,v) schwache 0-Randwerte annimmt - vorausgesetzt, dass diese Aussage sinnvoll
ist, d.h. dass f mindestens in W?2? liegt, da schwache Randwerte von nur punktweise fast iiberall definierten
L?-Funktionen-Klassen keinen Sinn machen. Im folgenden bezeichnen wir mit

o =[], wvew
Y
die dufere Einheitsnormale an D? und mit
— |7Y 2
T('rvy)'|:$:|7 zayER
die Einheitstangente gegen den Uhrzeigersinn an D?.

4.31 Theorem (Gradient von W22 W01’2-Abbi1dungen steht senkrecht auf Tangentialraum)
Sei u € W22 N W,*(D?). Dann ist (V+u,v) € Wy*(D?).

Beweis. Sei zunichst u € C>(D?), u = 0 auf dD?.
Wir definieren die Kurve c(t) := (cos(t),sin(t))?. Dann ist ¢ € C°°((0,27),R?) und es gilt

u(c(t)) =0 fiir alle ¢ € [0, 27].

Also gilt

o
Il

u(c(t)) = —ug sin(t) + uy, cos(t) = —((V+u(cos(t), sin(t)), [Zfi((;)b

=

fiir alle t € (0,27). Wegen der Stetigkeit von Vu folgt dies auch fiir t = 0. Dann gilt fiir alle x, y mit (x,y) € 9D?

Also gilt
@ [5] e wizon.

Sei nun u € W22 N W, (D?).

Nach Lemma existiert eine Approximation u,, € C°(D?) mit u,, ——— u in W22 und u,, punktweise
gleich 0 auf 9D?2. Somit gilt

m—00

IV hu,v) =V um, v)lwiz < ClIVu = unpllwre < Cllu = umllwz2 === 0.
Also gilt wegen der Abgeschlossenheit von W, * unter der W12-Norm, dass
(Vtu,v) e Wy (D?)
und damit ist der Satz bewiesen. O

4.32 Theorem (Homogener NEUMANN-Randwert fiir W22-Funktionen)
Sei f € W2 (D?). Dann gilt

(Vf,v) e We*(D?).

Dies bedeutet im schwachen Sinne % =0 auf 0D?2.
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Beweis. Sei zunéchst ohne Einschrinkung

[ i=0

D2

denn falls nicht, gilt auch
g::f—/ fEWerQu
D2

da Konstanten egal sind, und es gilt
Vg=Vf.

Also reicht es, die Behauptung fiir fDQf = 0 zu zeigen.
Nach Lemma B2 existiert jetzt ein f,, € C°°(D?) mit

(Vfm,v) =0 auf D2

Dann gilt
(V fm,v) € Wy (D?)

und somit folgt wegen
KV fmsv) = (VE,0)lyre < Cllfim = fllwez == 0

und mit der Abgeschlossenheit von I/Vol’2 unter Wh2-Konvergenz, dass

(Vf,v) € Wy (D?).
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5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNG

5. Lineare Hodge-Zerlegung
In diesem Abschnitt wollen wir Abbildungen f : Q — R™ darstellen als Summe von Gradienten, z.B.
f=VF+ViG inQ.
Insbesondere werden wir Bedingungen suchen, dass
f=VF inQ

oder
f=vVtG inQ

mit gewissen Randwerten fiir ' bzw. G erfiillt ist.

5.1. Differentialformen und Poincaré-Lemma

Wir werden das so genannte POINCARE-Lemma benétigen. Dazu fiihren wir zunéchst einige dazu nétige Be-
grifflichkeiten ein. Wir werden dabei nach [Ear99], §19 vorgehen. Fiir eine allgemeinere Einfiihrung auf Mannig-
faltigkeiten siehe Abschnitt [l

Sei im folgenden V ein n-dimensionaler, reeller Vektorraum und V¥ =V x ... x V. Sei weiter eine orthonormale
—_———

k mal
Basis e1,...,e, von V fest gewihlt.

5.1 Definition (Schiefsymmetrische k-Form)
Eine Abbildungw : V* — R nennen wir eine schiefsymmetrische (alternierende) k-Form oder auch kurz k-Form,
wenn folgendes gilt:

e w ist multilinear, d.h. linear in jedem Eintrag und
e fiir eine Permutation o von (1,...,k) mit Vorzeichen sgno gilt

W1, .., V) = 8800 W(Va(1)s - -5 Vo(k))-

Die Menge aller solchen alternierenden k-Formen bildet einen Vektorraum, den wir mit A*V bezeichnen. Insbe-
sondere ist dann A'V = V* und wir setzen A’V :=R.

5.2 Definition (Auféeres Produkt)
Sei wy € A*V und wy € A'V. Wir definieren das dufere Produkt von k- und I-Formen

A APV x AV — ARy

/\(wl,wg) = W1 N w9

fiir Vektoren vy, ..., vp4; € V:
o Zunichst definieren wir fiir 1-Formen ¢, ..., o, € A'V, und fiir Vektoren vy,...,v,, €V, wobeim > 1,
e1(v1) .. p1(vm)
OLA AP (V1. Uy) = det : o
em(v1) o Pm(vm)

Es ldsst sich dann zeigen, vgl. zum Beispiel [DCY4] §1, dass fiir eine Basis ¢1,. .., o, von V*
{5011/\/\90% | 1§11<12<<zk§n}

eine Basis von A*V ist.
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5.1 Differentialformen und Poincaré-Lemma

e Fiir f € A*V und g € A'V mit der Darstellung

f= Z firrin ©in N oo A i

1<iy <...<ip<p

und
9= Z Gjiyegt Pir N oo - N Pj

definieren wir dann

fAg:= Z Jirrosin Giryengs Pir N oo Npig Ny Ao Ay,
1<ig<...<ip<p
1<j1<...<5;<p

5.3 Proposition (Eigenschaft des dufleren Produktes)
(vgl. Bemerkung [[T12 fiir diese Aussage im Kontext von Mannigfaltigkeiten.)
Seien w € A*V und ¢ € A'V. Dann giltw A ¢ = (=1)* A w.

5.4 Definition (Duale Basis)

Wir definieren die zu ey, ..., e, duale Basis dz', ... ,da" in V* durch
. ; 1, fallsj=i
da’(e;) =0 =< 4 Sj, Z,’
0, fallsj #i.

Da (e;)?, eine Basis von V ist, lassen sich die Abbildungen dx? dann eindeutig linear auf ganz V fortsetzen.

5.5 Bemerkung
Aus Proposition [i3 folgt dann
dz' Ada?/ = —d2/ Ada?, 1<i,j<n,
also insbesondere _ _
dz* Ada' =0, 1<i<n.

5.6 Proposition (Basisdarstellung von A*V)
Es gilt, dass
{dz™ A Ada™ | 1<y <idg <...<ip<n}

eine Basis von A*V ist.

5.7 Definition (Differentialformen)
Sei U C R™ ein offenes Gebiet und w : U — A*V eine Abbildung.
Nach Proposition [il ldsst sich dann w eindeutig darstellen als

w(x) = Z Wiy iy () da™ AL Ada™, xeU.

1<ii<...<ix<n

Wir nennen w eine C'-k-Differentialform auf U, | > 1, wenn w;, ,;, € CY(U) fiir alle 1 <i; < ... < i < n.

5.8 Definition (AuRere Ableitung)
Sei f € CY(U,R) fiir ein offenes Gebiet U C R™. Dann definieren wir die #ufere Ableitung oder das Differential
df von f als

df ::zn:—fjdxj.

Dann gilt df : U — A'V.
Sei w ein C*-k-Differentialform auf U mit der Darstellung

w(z) = Z Wiy i (x) dzt AL Ada™ z e U.

1<i1<...<ix<n
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5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNG

Dann definieren wir die dufiere Ableitung oder das Differential von w als

dw(z) := Z dw;, i () Adz AL Ada™ € U.

1<ir <...<ix<n

5.9 Definition (Sternférmige und konvexe Mengen)
Sei U C R™ eine nichtleere Menge. Wir sagen, dass U sternformig ist, falls es einen Punkt T € U gibt, so dass
fiir alle Punkte y € U gilt

AT+ (1—NyeU firalle A €0,1].

Weiter nennen wir dann T einen Sternpunkt von U.
Ist jeder Punkt in U ein Sternpunkt, so nennen wir U konvex.

5.10 Proposition (Umgebungen und Ausschépfung sternférmiger Mengen)
Sei U C R” eine offene Menge. Dann gilt:

(i) Ist U sternformig, so ist Us := Bs(U) ist sternférmig fiir alle § > 0.
(i7) Ist U konvex, so ist U_s := U N {x € R"| dist(x,dU) > &} konvex fiir alle § mit U_5 # ().

(7i1) Insbesondere lisst sich jede offene, konvexe Menge U ausschipfen durch offene, konvexe Mengen (Up,)50_4
mit

UnCCUpy1CCU  fiir allem € N
und

Un =U;
1

T Ce

(iv) Jede offene, sternférmige Menge U lésst sich durch offene, sternformige Mengen ausschopfen.

5.11 Bemerkung
Die Aussage von Proposition [511 (i) ist falsch fiir sternférmige Mengen, wie Abbildung [5l veranschaulicht.

T Sternpunkte von U

Abbildung 5.1: Ein Beispiel fiir eine sternférmige Menge U, so dass U_; nicht sternférmig ist fiir alle § > 0.

Beweis von (1) Wir wéhlen einen Sternpunkt T von U. Dann ist dies auch ein Sternpunkt von Us, da
fiir ' € Us ein x € U existiert mit |2’ — z| < d und somit gilt

o'+ (1-Nz—-Qx+(1-NT) < |A\|lo' —=2]<d VIe]0,1],

also A\’ + (1 =Nz € Us, da Az + (1 — \)T) € U.
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5.1 Differentialformen und Poincaré-Lemma

(i)

(i)

(iv)

Sei also § > 0 und U_;s nichtleer. Seien weiter 21, z0 € U_s und A € (0,1) gegeben. Dann setzen wir
Z:=Az1 + (1 — \)z2. Es ist zu zeigen, dass Z € U_s.

Angenommen es existiert ein y € OU mit |2 — y| < §. Dann setzen wir ¥ :=y — Z und y; := 2z, + v,
Yo = 23 + v. Wegen |v'| < 6§ gilt y; = 21 + 0 € U, da z; € U und dist(z;,0U) > & und analog y, € U
(sieche Abbildung B1)). Dann gilt aber Ay; + (1 — A)y2 € U und wegen

M+ A =Nyp=Aa+y—2)+10-N(2t+ty—2) =y

gilt schlieklich y € U, was wegen U offen einen Widerspruch zu y € OU darstellt.

Abbildung 5.2: Zum Beweis, dass U_; konvex ist, falls U konvex ist.

Ist U beschrénkt, so wihlen wir die Folge (U_s)s fiir § < 1 als Ausschdpfung. Dabei beachten wir, dass
wegen der Offenheit von U ein &y > 0 existiert, so dass U_s # ) fiir alle < do.

Ist U unbeschrénkt, so wihlen wir als Ausschépfung die Folge (U_s N B (0))s,>s>0- Dies ist dann eine
konvexe Ausschépfung fiir § hinreichend klein.

Sei U also eine offene und sternformige Menge. Wir betrachten wieder die Mengen (Us)o<s<1. Wie Ab-
bildung BTl veranschaulicht, sind diese Us nicht notwendig sternférmig, also betrachten wir einen stern-
formigen Teil von Us:

Sei Z € U ein Sternpunkt von U. Da U offen ist, existiert ein dg, so dass z € U_; fiir alle § < dg. Sei ab
jetzt § < 0p. Wir setzen die Menge Vs = V;(Z), als die grofite Menge Vs C U_s, so dass Z € V5 und Vj
sternformig beziiglich Z ist, also

Vii={zeU,s |VAe[0,1]: Mx+(1-NZeU_4}.
Vs ist dann offensichtlich sternférmig. Weiter ist Vs offen, denn sei ein T € Vj, dann ist
72:={AXT+(1-Nz | Xe€[0,1]} C U_s.
Nun ist Tz kompakt und deshalb existiert ein € > 0, so dass B.(Zz) C U_s. Ist y € B.(T), so gilt
PMy+(1-=NzZ— N+ (1 -N2)| <ANy—T| <e, firalle e [0,1].

Daraus folgt, dass B.(Z) C V5 ist, und somit ist Vs offen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass Vs C Vy fiir § > ¢’ und dass U = Usso Vs-

Zunéchst ist klar, dass U = (Js- o Vs, denn einerseits ist Vs C U und andererseits gilt fiir jedes T € U, dass
Tz C U und wegen der Offenheit von U und der Abgeschlossenheit von Tz existiert dann ein U_g, so dass
zrz C U_s.

Seien ¢ > & > 0 fixiert. Um Vs C Vj zu zeigen beachten wir zunichst, dass Vs € Vs und U_s C U_g.

Sei ein T € 0V;. Dann existiert eine Folge (x)52, C Vs mit x £, 7, also gilt

k—o0

AT+ (1 =Nz — (A\ag + (1 —N)2Z)| <|T—ax] —— 0, fiir alle A € [0, 1].
Wegen Az, + (1 —\)z € U_; folgt daraus AT+ (1—\)z € U_s C U_g fiir alle X € [0, 1]. Damit ist gezeigt,

dass T € Vi, also folgt insgesamt Vs C V.
Daraus kénnen wir eine Ausschopfung fiir U konstruieren: Ist U beschriinkt, so ist Vs beschrinkt und
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5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNG

somit gilt VsCCVy fiir § > ¢’. Eine mogliche Ausschopfung in diesem Falle wére also die Folge (V%)k. Ist

U unbeschrinkt, so ist V5 im Allgemeinen nicht kompakt. Deshalb withlen wir als Ausschdpfung z.B. die
Folge (V% NB1 Z)k-
O

Nun sind wir in der Lage, das POINCARE-Lemma fiir Differentialformen zu formulieren:

5.12 Lemma (Poincaré-Lemma fiir Differentialformen)

(vgl. [For99], §19, Satz 6, Seite 229 und Definition auf Seite 225)

Sei U C R"™ ein sternférmiges Gebiet und w eine in U stetig differenzierbare k-Form mit dw = 0. Dann existiert
eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form ¢ auf U mit do = w.

5.2. Zerlegungssitze

Ein erstes (lokales) Ergebnis, aber noch ohne vorgeschriebene Randwerte, liefert das folgende

5.13 Lemma (Existenz einer Stammfunktion)
Sei Q C R™ ein offenes Gebiet, f € LI1(Q2,R"), 1 < g < co. Es gelte, dass curl f =0 schwach in €, d.h.

/ fj Oip — fi 8j<p =0, 1<i4,5<n, firalleyc CSO(Q) (51)
R

Dann gilt:

(i) Ist 'CCQ sternférmig und 9Q € C°!, dann existiert eine Stammfunktion ' € W14(Q)), d.h. eine
Abbildung F : Q' — R mit schwacher Ableitung VF : Q' — R" und

VF = f punktweise fast iiberall in €)'

(i) Ist Q sternférmig, so existiert eine Stammfunktion F € W,b%(9Q).

Beweis. Zu (i): Sei ein Q' CC{ sternformig gegeben. Nun wihlen wir ein sternformiges Q/CCQ mit Q'ccQ”,
7.B. eine Umgebung Q" := Bs(') fiir ein § hinreichend klein, so dass Q”/CCQ (zur Sternformigkeit vergleiche

Proposition BIT).
Wir beachten, dass Q' somit insbesondere zusammenhéngend ist (und deshalb die PoiNCARE-Ungleichung fiir

u — fo,, u gilt).
Sei n € C§°(B1(0)) ein Faltungskern, d.h. 0 < n <1, fB yn=1. Wir definieren wie iiblich 7.(-) := % 7 (2).

Ne * f
Sei jetzt e < dist(Q”,9). Wir betrachten 7. x f := : .Dann gilt curl (n. * f) = 0 punktweise in Q"

ne * f"
denn fiir alle p € C§° ()

Josnioe = [ [nt-) £ dy oot o
[ [ ree=w 0j0(0) do 1) a
[ [onta-v) elo) do £ a
//%na(w—y) p(x) dz f'(y) d

L= //aynsxf F(y) dy ¢(z) d

= o= [ pioe,

Di(me * f) — 0;(ne * f)" =0 punktweise in Q”, 1 <i,j <n,

Damit gilt wegen 7. * f € C>°(Q"),
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5.2 Zerlegungssitze

also
curl(ne * f) =0 in Q.

Wir wenden das POINCARE-Lemma fiir Differentialformen, Lemma [BET2 an und definieren dazu

Zns*f

Dann ist w eine stetig differenzierbare 1-Form auf Q'/, welches nach Voraussetzung sternférmig ist, und es gilt

dw P53 Z Zaj(ng*f)i dz? A dz?

1<i<n j#i
PETA ; ; ;
N D 05+ ) = 0i(ne + £)?) da’ Ada?
1<i<n j>1
= 0.

Dann gibt es nach Lemma eine 0-Form G* : "/ — R mit
=Y 0hG dat =w =) (e f)*
k=1 k=1
Mit der Eindeutigkeit der Darstellung in der Basis (dxy )y folgt damit

G == f)F, 1<k<n,

also, kompakter aufgeschrieben, gilt
VG =n.+f in Q"

und G° € C>(). Also ist G° € C>(Q') C L*(Q') (insbesondere ist dann [,,, G° € R).

Nun definieren wir
e ][ o
Dann gilt F¢ € C=() ¢ Wh4(Q'), und fiir alle ¢ < 1 gilt
VF® =VG* — V(]Z/ G®) =VG® =n.* f punktweise in V.
Nun wollen wir die POINCARE-Ungleichung, Lemma BTl anwenden. Dazu definieren wir

Ki={ge @), { g=0),
Q/

dann ist K C W19(Q)) ein abgeschlossener Kegel. Insbesondere gilt, falls Vg = 0 und g € K, wegen €'
zusammenhingend, dass g = const und somit g = 0. Es gilt weiter, dass F© € K fiir alle ¢ < dist(Q", 99).
Damit gilt nach der SOBOLEV-POINCARE-Ungleichung, Lemma Bl wobei wir beachten, dass ¢ > 1

[F¥[| Loy < C(Q',n,q) < CIIVF|| Loy = Clne * fllLaar (5.2)

und
[F = F2 Loy < CIVET = V2| Loy = Cline, * f =1y * flla)- (5.3)

Mit der CaucHy-Folgeneigenschaft von (VF¢). = (n. x f). in L} (Q,R™) D LY, R") ist auch (F*€). eine
Cavcny-Folge in LI(Q'). Deshalb ist (F*¢). auch eine CAUCHY-Folge in W14(Q).

Also konvergiert = =% F in W fiir ein F € LT N Wh(QY), fo, F =0, mit der Abschétzung

[Fll Lacary < C, 1, )| fllar)
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Desweiteren gilt

IVF = fllpargny < IIVF =0 fllza + [ne % f— fllLa
= |VF =VEF|pa+|ne=*f— fllra
< HF—FEHWM(Q/) + ||778*f_fHLq(Q’,Rn)
e—0 0

Dies impliziert
VF = f fast iiberall in .

Es folgt also ().

Zu (ii). Sei Q also sternférmig. Nach Proposition B0 kénnen wir dann (;); eine Folge sternférmiger ineinander
geschachtelter Mengen wéhlen, die €2 ausschopfen, d.h. wir erhalten Q; fiir 4 > 1, so dass

o ,CCQ fiir alle 4 > 1,
o (0,CCyqq fiir alle i > 1 und
e U2, Q=0
Nach (i) existieren auf Q; jeweils Stammfunktionen G; € W14 N L9 (), JCQZ G; =0, also gilt
VG; = f punktweise fast iiberall in €2;.

Unser Ziel ist es nun, eine gemeinsame Stammfunktion auf ganz  zu bilden. Dazu beobachten wir zunéchst,
dass in ; gilt

V(Gi—=Gis1)=f—f=0.
Somit gilt in €2;, dass

G; — Giy1 = const =: ¢ :][ c
Q;

C:][ C:]Z (Gi*GiJrl):O*]l Gi+1.

Git1=G; +][ G;+1 punktweise fast iiberall in ;.

i

und deshalb

Dies impliziert

Wir definieren deshalb eine Folge von Korrekturtermen ¢; durch

C1 ‘= O,
Cit+1 2:][ Gi—i—l +c; (54)
Qs
bzw.
i—1
=) ]l Gij (5.5)
=17
Wir definieren F; € W91 L9 (€;) durch
E = G1 — C; in Qz (56)

Dann gilt
V(Fiy1 — F;) = (f — f) =0 punktweise fast iiberall in ;.
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Demzufolge gilt punktweise fast tiberall in §2; (wir beachten: §2; ist zusammenhingend)

Fi1—-Fi=c = ][02][(Fi+1—Fi)
o o

= ][ Git1 — it —][ Gi+ci
——
=0

= ][ Git1+¢i — Civa &y,
Q;

Also stimmen F; und F;1; punktweise fast tiberall in €; {iberein, und somit gilt fiir k¥ > ¢ punktweise fast tiberall
in Q; (wir beachten: Q; D Q; fiir j > i)

k—1
Fy—F,=Y Fj1—F;=0.
=

Deshalb ist die Funktion F' definiert durch
F(z):= Fi(z) fir ein ¢ mit z € Q;
punktweise fast {iberall wohldefiniert und F' € VVllocq(Q) O

5.14 Bemerkung
e Insbesondere erhalten wir die Aussage (it) fiir offene und konvexe Mengen Q).

e FEin dhnliches Resultat erhalten wir auch fiir div f = 0.

5.15 Lemma (HODGE-Zerlegung ohne harmonischen Term)
(vgl. [IMO1), Chapter 10, Gleichung (10.4))
Sei QCCR? ein offenes Gebiet, 90 € C™. Sei weiter ein f € Wk2(Q,R?), k > 0. Dann existieren hy, hs
€ WHL2(Q,R) mit
f=Vhy+V+thy punktweise fast iiberall in .

Beweis. Sei also f € W*?2, k > 0. Dann existieren Losungen g', g2 zunichst in W"*(€2, R?) von
Agt=fi, inQ,i=1,2.

Mit dem Regularitiitssatz von FRIEDRICHS, folgt dann, dass g1, g2 € W*+22(Q) und dass die PDE punktweise
fast {iberall erfiillt ist, d.h. es gilt
Orzg" + Oyyg* = f1 und

D g® + ny92 = f? punktweise fast iiberall in €.
Umgeschrieben ist dies (wir beachten: d,yh = d,,h fiir W?2-Abbildungen)

893(89391 + ayg2) - ay(*aygl + 8192) = fl

und
0y (029" + 0yg?) + 0x(—0yg" + 0.9%) = f* punktweise fast iiberall in €.

Dies wiederum bedeutet mit
hy = axgl + ayg2 = diV(g)

und
hg == — ygl + 6192,
dass
Vhi 4+ V*hy = f punktweise fast iiberall in Q
und es gilt hy, hy € WFF2-12(Q) = WHH12(Q). m
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5.16 Lemma (HODGE-Zerlegung mit harmonischem Term)
Sei f € W12(D? R?), dann existiert ein F € W22(D?), G € W?2(D?) und ein H € C>~(D? R?) N W12(D?)
mit div H =0, curl H =0 und AH =0 in D?, so dass

f=VF+V*G+ H punktweise fast iiberall in D? (5.7)
Weiter gilt, dass fiir jede derartige Zerlegung
AF =div f punktweise fast iiberall in D> (5.8)
und
AG = curl f punktweise fast iiberall in D?, (5.9)

impliziert, d.h. die Darstellung ist eindeutig fiir vorgegebene Randwerte von F' und G.

Beweis. Wir erhalten ¥ und G € W22 durch eine Losung der PDE
AF =divf in D?

und
AG =curl f in D?

indem wir z.B. den schwachen Randwert 0 vorschreiben. Mdglich ist dies, da div f, curl f € L?(D?).
Wir beobachten nun, dass fiir H € W12(D? R?),

H:=f—-VF-V'G,

punktweise fast tiberall div H = 0 und curl H = 0 gilt.
Daraus folgt punktweise fast iiberall in D?

0. H' = —0,H?, wegen divH = 0 und
8yH1 = 0,H? wegen curl H = 0.

Damit folgt fiir alle ¢ € C§°(D?) (wir beachten, dass auch 9,9 € C§°(D?), also giiltige Testfunktion fiir
Ableitungen in W12)

Hibp = | H 0:000)+ | H'0,(3y)

D2 D2

= — 9, H! 81907/ 8yH1 Oy
D2 D?

— +/ ayHQamgp—/ 0. H?0yp
D2 D2

_ 7/ H28y8150+/ H20,0,¢
D2 D2

= H2(8y81507 020, 0)

D2
= O’

also folgt mit dem Lemma von WEYL, Lemma EET6, AH! = 0 und H! € C>(D?).
Analog folgt AH? =0 und H? € C*°(D?) und wir haben eine Darstellung wie in (1) gefunden.

Weiter gilt fiir jede derartige Darstellung (&) durch anwenden von div und curl, die PDEs (EX) und (E&3). O

5.17 Bemerkung
Ist f € WH2(D? R?) und divf = 0, so finden wir mit Lemma BIA ein G € W2 N W, *(D?) und ein
H € C*(D?*)nWh2(D?), so dass

f=V'G+H.
Wenden wir das Lemma [E12 auf H an (wir beachten, dass div H = 0 und gehen wie in Beweis zu Lemma 513
vor), so erhalten wir, dass H = VL H in D?. Nach Definition G := G + H liefert dies

f=v+ta

fiir ein G € VVIQOCQ(DQ) Insbesondere lisst sich a priori fiir ein solches G keine Aussage iiber Randwerte treffen,

da diese nicht einmal existieren miissen.
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Um tatséchlich eine “schone” Stammfunktion zu bekommen, wollen wir das obige Lemma BT6 anwenden. Dafiir
miissen wir Randwerte vorschreiben, die H = 0 garantieren:

5.18 Lemma (Verschwinden des harmonischen Terms)
Sei h € C*°(D? R?) und divh = 0 und curl h = 0.
Weiter gelte (v, h) € Wy*(D?) oder (r,h) € Wy*(D?), wobei v(x,y) := [Z] die dufere Einheitsnormale und

7(z,y) == [zy} eine Tangente an D? ist.

Dann ist h = 0.

Beweis. Sei also h € C*°(D? R?) wie in der Voraussetzung gegeben.
Wir betrachten zunéchst nur den Fall (v, h) € W,*(D?).Zunéchst folgt aus divh = 0 und curlh = 0, dass
Ah = 0 komponenten- und punktweise in D?, denn es gilt

hyy + by, = div hel — i [ 1] = a2 +h2, =0
zT Yy h; hi zy yz

und
1

h? h
2 2 : T :
hyy + by, = div [hﬂ =div [_;{1

x

—_pl 1 _
] —hl, —hl, =0
Weiter gilt punktweise in D?

xT

A( [y] Jh) = A(zh! +yh?) = 2 - ALY 4 2hy +y - AR? + 2k = xAR' + yAh® 4 2(div h) = 0.

Da aber (B] h) € W01’2(D2), gilt mit der Eindeutigkeit der Lésung elliptischer Randwertprobleme fiir vorge-

gebene (schwache) Dirichlet-Randwerte, dass

<m ) =0 in D2

Wir haben also eine C°°-Vektorfunktion, fiir die punktweise in D? gilt

divh =0,
curlh =0,
X
,h) =0,
W
das heifét
0=divh=h}+h, (5.10)
0=curlh = —h} + I (5.11)
und
xh' +yh? = 0.
Damit folgt fiir x # 0
W (a,y) = —2h*(,y) (5.12)
und somit aus (EI0)
_ Y2 2
0 = 8x(—$h ) + Ry,

(5.13)

Y,2 Y0 2
ﬁh —;hm—i-hy
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und aus ([B&IT)
0 = —9,(~20) + 12
x
1
= —h4 ghj + h2,
x x
also
2 Lo Yoo
hy = —(=h*+ =h;), (5.14)
x x
oder (hier miissen wir noch y # 0 voraussetzen)
1 1
W2 =—(h2+=h?)Z = _Zp2 —p2, (5.15)
£ Y Y Y

Die Gleichungen (EI4) und (EI3H) setzen wir in die Gleichung [EI3) ein:
Fiir (BET4) eingesetzt in (EI3) ergibt sich dann

Y, Y Lo Yo 2
0 = —th +z(502h —I—xhy)-i-hy
Y2 Y 2
= 250+ (5 + Dhy
Da 22 # 0 folgt

0 =2yh® + (2% + y2)h§,

also 5
2 _ Y
hy =— 22 + 12
Nun ist die rechte Seite v*(y, h?) = _122‘3'92 h? fiir jedes feste x # 0 eine glatte Abbildung. Somit kénnen wir
diese homogene ODE von h%(z,-) fiir  # 0 (bis auf die Multiplikation mit einer Konstanten) eindeutig 1sen:

1
h? = —
(@.9) = Cla) g

Andererseits ergibt [I3) eingesetzt in (BIJ) fiir x,y # 0

hZ.

(x,y) € D?, x #0.

1
0 = Zr-Ip2 o -In2--w?)
x x Y
Y 1. Yy T2
= L -_mr-E+5m,
(& - or =L+ a2

Nach Multiplikation mit z?y # 0 erhélt man
0= (y* —a*)h? — (y°x + 2°)hg,

also ) )
R YT 42
Coa(e?+y?)
Dies ist eine homogene ODE von h(-,y) mit rechter Seite w¥(z, h?) = 2" _p2. Die rechte Seite ist auf der

z(z2+y?)

Menge (—+/1— 2,1/ — y2)\{0} glatt. Somit erhalten wif]

R (z,y) = C(y,sgn(x))%w fiir alle (z,y) € D? mit x,y # 0.

8Sei dazu y € (—1, 1)\ {0} fixiert. Fiir jedes T € (—v/1 — y2, /1 — y2)\{0} existiert eine offenes Intervall I C (—+/1 — 32, /1 — y?)
um Z auf dem die rechte Seite LipscHITZ-stetig bis auf den Rand ist. Somit existiert eine bis auf eine multiplikative Konstante

eindeutige Ldsung
xTr —
h2(z,y) = C(y, ) ——— z €. 5.16
(@) = Cly, 1) ey (5.16)
Wir erhalten somit die Lésungsschar

X
B (z,y) = C* (y) z € (0,/1—y?)
1.2+y2

und

z € (—v/1—192,0).

W2 (z,y) = O (y) ———
(z,y) ¥)— vy
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Auf der Menge {x > 0} N {y # 0} N D? miissen diese beiden Funktionen gleich sein, d.h. es muss gelten

T o 1
() 75— = P*(e9) = Clo) .
also
Cly) = Clx) fiir alle (z,y) € D? mit x > 0, y # 0
x
und deshalb
C(y) = Clr) = const =: C
x
Also gilt
Cly)=C
und
Clx)y=C-zx
und wir erhalten -
hQ(x,y):ﬁ~C’ fiir alle (z,y) € D? mit x > 0, y # 0.
2 +y

Dann ist aber 2? dann und nur dann stetig in die Null fortsetzbar, wenn C' = 0 ist.
Analoges erhilt man fiir den Fall (z < 0, y # 0) und somit folgt wegen der Voraussetzung h? € C°°(D?)

h? =0,

also mit (12
h'=0
und die Behauptung ist gezeigt fiir den Fall (h,v) € W,?(D?).

Fiir den Fall (h,7) € W, *(D?) gehen wir wie folgt vor:
Wir definieren h durch

hl —_ h2
und

h? = —h'
Dann gilt

(v, h) = zht + yh? = zh?® —yh! = (1, h)
und
div(h) = curl(h) = 0,

sowie

curl(h) = —div(h) = 0.
Weiter gilt A € C°°, und somit folgt mit obiger Rechnung

h=0

und deshalb

=
Il
e

Damit ist auch dieser Teil bewiesen.

5.19 Theorem (HODGE-Zerlegung fiir Abbildungen mit vorgeschriebenen Randwerten)
Sei f € W12(D?,R?) und es gelte (o) oder (3):

(a) (f,7) € Wy>(D?) und [, curl f =0,

(B) (f,v) € Wy *(D?) und [, div f = 0.
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Dabei ist v(z,y) = [z] die Einheitsnormale an 0D? und 7(z,y) = [_xy] die Einheitstangente gegen den
Uhrzeigersinn an O D?.
Dann existieren F, G € W*2(D?) mit

f=VF+Via,

wobei im Fall (a) G € Wy2 (D?), [,.G =0 und F € W?2 0 Wy?(D?) und
im Fall (3) G € W*2NWy?(D?) und F € W32 (D?), [,.F =0 gilt.

Die jeweilige Darstellung ist eindeutig, und es gilt punktweise fast iiberall in D>

AF =div f
und
AG = curl f.
Weiterhin sind die Abbildungen
[ F
und
feG

linear und stetig als Abbildungen
{f e W'D R?) | f erfiillt (o)} — W>*(D?),

beziehungsweise
{f e WH3(D? R?) | f erfiillt (B)} — W*?(D?),

und es gelten die Abschitzungen

| Fllwzz2(p2y < Cfldiv f| L2(p2) (5.17)
und
|Gllw22(p2y < C|l curl f||12(p2y, (5.18)
sowie
IFllwr2(p2) < Cllfll2(p2) (5.19)
und
1Gllwr2(p2) < ClfllL2(D2)- (5.20)

Speziell gilt:

(i) Ist div f = 0 und (f,v) € Wy'*(D?), so ist f = VG fiir G aus dem Fall (();

) (
(id) ist div f = 0, (f,7) € Wy'*(D?) sowie [, curl f =0, so ist f = V*G fiir G aus dem Fall (a);
(i77) ist curl f = 0 und (f,7) € W,*(D?), so ist f = VF fiir F aus dem Fall ();

(iv)

Beweis. Zur Existenz:

Da f € W12(D? R?) ist, existieren curl f und div f als L?-Funktionen.
Wir wihlen F' € W22(D?) und G € W22(D?) durch

(a) F e W22nW,?(D?) die Lésung von

ist curl f = 0, (f,v) € W, *(D?) sowie [,,div f =0, so ist f = VF fiir F' aus dem Fall ().

AF =divf  in D2
) (5.21)
F=0 auf 0D
und G € W22 (D?), [,,»G = 0 die Losung von
— s 2
ABG = curl f in D=, ) (5.22)
55G=0 auf 0D=.
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Zur Existenz von F und G beachten wir, dass div f, curl f € L? ist und somit F € WOM(DQ) nach
Lemma als schwache Losung von (BZI) und G € WH?(D?) nach Lemma ET4 als schwache Losung
von ([B22) existieren. Aus Theorem EET8 folgt nun, dass F auch in W22(D?) und aus Theorem ELIS folgt,
dass G € W22 (D?) ist.

(8) ?nalog zu (a), mit vertauschten Rollen von F und G wihlen wir G € W22NW,*(D?) und F € thfu (D?),
F =0, so dass
D2 )

2p=90 auf 8D?

{AF —divf in D2,
ov

und

AG = curl f in D2,
G=0 auf 0D2.

Nun definieren wir

H:=f—-V'G-VF.
Dann gilt H € W2(D? R?) und wie im Beweis zu Lemma EI8 gilt H € C>°(D? R?), AH =0, div H = 0 und
curl H = 0. Weiter gilt:

(o) Punktweise

(H,7) = (f,T>—<VLG,T>—<VF,T>
= (f,7) = (VG,v) + (V' F,v).

Nun gilt nach Theorem B33, dass wegen G € W42, auch (VG,v) € Wy?(D?) gilt, sowie nach Theorem
3N dass wegen F € W22 N Wy ?(D?) gilt: (VEF,v) € Wy *(D?). Mit der Voraussetzung (f,7) €
Wy 2(D?) folgt somit

(H,7) € Wy*(D?)

und somit nach Lemma BT8 dass

H=0.

(8) Analog zu () gilt punktweise
(Hyv) = (f,v)—(V'G,v) = (VFv).

Aus Theorem und Theorem B folgt wieder, dass (VF,v) € Wy *(D?) und (V1G,v) € Wy2(D?).
Somit folgt auch jetzt
(H,v) e Wy*(D?)

und somit nach Lemma dass

H=0.

Also gilt in beiden Fallen («) und (5)
f=V+tG+ VF punktweise fast iiberall in D2.

Zur Eindeutigkeit:
Nehmen wir zwei Darstellungen

f=ViGi +VF

und
f=ViGy + VF,

mit £y, Fy, G1, G2 € W22 und Fy, F», sowie G1, G2 den gleichen Randwerten aus («) oder (3).
Dann gilt
VJ_(Gl — GQ) + V(Fl — Fg) =0

und somit
0= le(vl(Gl — GQ) + V(Fl — FQ)) = A(Fl — FQ),
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woraus wegen der gleichen Randwerte folgt
=5

und
0= curl(VJ‘(Gl - GQ) + V(Fl — FQ)) = A(Gl — GQ)

und somit wieder
G1 = Gs.

Damit ist die Darstellung eindeutig.

Zur Linearitét:
Die Linearitiit folgt sofort aus der Eindeutigkeit, denn im Fall («) gilt fiir Funktionen fi, fo € WH2(D? R?),
welche () erfiillen, und A1, A2 € R

(T, ALf1 4 Ao fo) = M7, f1) + Xo(T, fo) € Wy (D?),
und analog gilt im Fall (3) fiir Funktionen f;, fo € W2(D? R?), welche (3) erfiillen, und A1, A2 € R
(W, M fi+ Xaf2) = My, f1) + X (v, fo) € Wol’Q(DQ)-
Somit gilt fir G, F “Lésung” zu A1 f1 + A2 fo, G1, F1 Losung zu f1 und Go, F Losung zu fo
MVEGL 4+ XVEG + MVE + MV = A\ fi + \afo = VG + VF,

und wegen der Eindeutigkeit folgt

MG+ Gy =G
sowie

MF+ Mo Fy =F.
Also folgt die Linearitét.

Zu den Abschitzungen (EI0) und (EI):

Zunichst beachten wir, dass in beiden Fallen («) und (ﬁ) die PoINCARE-Ungleichung, Lemma EZTl sowohl auf
F als auch auf G angewendet werden kann, da sowohl Wy'*(D?) als auch {f € W12(D?) | [,,f = 0} geeignete
Kegel sind. Weiter gilt in beiden Féllen («), (3), dass wir die definierenden partiellen Differentialgleichungen
von F' und G mit F' bzw. G testen kdnnen.

Testen wir die Differentialgleichung von G mit G so erhalten wir

/DZVG~VG: —/Dz(curlf) G,

IVGIZ2 < [l curl fl[ 2 |Gllzz,

also

woraus folgt
Lem
HGHWLZ(DZ) < CHVGHLz < CH Curlf”L?(DZ)-

In analoger Weise erhalten wir
[F w2 < Cfl div f| 2.

Mit dem Satz von FRIEDRICHS, Theorem EETS bzw. Theorem EETY, folgt nun
|Gllw22(p2y < C(|AG L2(p2y + [|GllL2(p2)) < Cl curl f||12(p2)

und analog
[Fllw2z2(p2) < Clldiv f[|L2(p2)-
Zur den Abschitzungen (EI9) und EZ0)Wir rufen uns in Erinnerung, dass fiir f € Wh2(D?) gilt

/ [ oip= 7/ dif ¢ fiir alle ¢ € Wy *(D?). (5.23)
D2 D2

Nun erhalten wir:
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(@)

Wegen F € Wy*(D?) und f € WH2(D?) gilt

/(divf)F@— f VF.
D2 D2

Deshalb gilt, wenn wir die schwache PDE AF = div f mit F testen (auch hier benutzen wir wieder, dass
F e Wy*(D?))
PDE

/ vE.vE "2 f/ divf)F= | fVF
D2 D2 D2
und es folgt
IVEIZ2 < [ fllze IVF 2
und somit gilt
Legn
[Fllwrz < IVFlL> < [ fllz2.
Mit schwachem GauR, Lemma B, gilt wegen (f,7) € Wy'* und G € Wh2(D?), dass

/ (curl ) G = f/ fVv+ta.
D2 D?
Nun testen wir die PDE AG = curl f mit G

VG-VG:—/

curl f G= | fV*G.
D2 D2

D2

Also folgt
IVGIZ2 < I fllze VG 12

und deshalb mit der POINCARE-Ungleichung

[Gllwr2(p2y < CIVG|L2(p2y < CllfllL2(p2)-

Wir rechnen analog zu () mit vertauschten Rollen von G und F: Wegen G € Wy**(D?) und f € Wh2(D?)
gilt
/ (curl /)G = — | fV*G,
D? D?
und durch Testen der PDE AG = curl f mit G erhalten wir durch Anwendung der POINCARE-Ungleichung
1Gllwrz < IVGLz < || flz2-

Zu F betrachten wir, dass mit schwachem Gauk, Lemma B3 wegen (f,v) € W, *(D?) und F € W12(D?),
dass

/(divf)F:f fVF
D2 D2

und somit folgt analog zum Fall («), dass

| Ellwr2p2y < CIVEF|L2(p2y < Cllfllz2(p2)-

Zum Fall div f = 0 oder curl f = 0:

(4)

(i)

(iid)

Ist divf = 0 und (f,») € W,*(D?), dann ist Fall (8) erfiillt und wegen div f = 0 gilt wegen der
Abschitzung (BI7) F =0, also f = V1G.

Ist div f = 0, (f,7) € Wy*(D?) sowie Jp2 curl f = 0, dann ist Fall («) erfiillt und wegen div f = 0 gilt
wegen der Abschitzung (1) F = 0, also f = V1G.

Ist curl f = 0 und (f,7) € W, *(D?), dann ist Fall (a) erfiillt und wegen curl f = 0 gilt wegen der
Abschitzung EI8) G =0, also f = VF.
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w) Istcurlf =0, (f,v) € ’ sowie |, div f = 0, dann ist Fa erfillt und wegen curl f = 11t
) 1 1f =0, (f W,y ?(D? ie [, divf = 0, dann ist Fall (3) erfiillt und weg 1f =0 gil
wegen der Abschitzung (I8) G =0, also f = VF.

Damit ist der Satz bewiesen. O

5.20 Bemerkung
Es ldsst sich durch Approximation eine &hnliche Aussage fiir alle f € L*(D? R?) mit div f = 0 erhalten, néimlich
dass

f=v*tG

fiir ein G € W2, so dass fiir alle ¢ € C*°(D?2)

/vaw: fV+o.
D2 D2

Wir beachten nun, dass daraus nicht folgt, dass

/D VG-Vp=- /D ewl(f)g,

d.h. fiir f € W2, div f = 0, erhalten wir daraus nicht die (stirkere) Aussage
f=V*+G

fiir ein G € W22 | denn es gilt “anschaulich® mit Gauf

Neu’
/ Ve Voo [ fvie= 7/ curlfsa+/ (f. 7
D2 D2 D2 oD?

fiir die Einheitstangente T gegen den Uhrzeigersinn an 0D?. Somit kommen wir wieder zuriick auf die Forderung
aus Theorem 19, dass (f,7) = 0 auf dem Rand sein muss.

5.21 Korollar (HODGE-Zerlegung bei Mischtermen)
Sei f € Wy*(D?) und g € W2 0 L>®(D?). Weiter gelte div((Vf) g) = 0, d.h. fiir alle ¢ € C3°(D?) gelte

/ (Vf) g Ve =0. (5.24)
D2
Dann gibt es ein G € WH2(D?), so dass
VG = (Vg

und

AG=-Vif-Vg in D?

ZG=0 auf D>

Jp:G =0,

das heifit fiir alle p € C>(D?) gilt

/vc:.w:/ Vif-Vyg .
D2 D2

Beweis. Da f € W, *(D?) ist, existieren f,, € C§°(D?) mit f,, —— f in WH2(D?).
Dann gilt
Vfm g € WH3(D?)

und
IVfm 9=V gllL2p2y < Ngllee [[Vm =V flLe
< Mgl 1fm = fllwe
mz .
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5.2 Zerlegungssitze

Weiter gilt fiir die Einheitstangente 7 aus Theorem BI9 dass
(Ta Vfm g> = <Ta me)g € WOLQ(D2)5

da (1,Vfn) € C§°(D?) und g € WhH2,
Zusitzlich gilt nach Proposition B2, da f,, € Cg°(D?) c W, ?(D?)

/ carl(Vin) g) = [ Vin Vg "E220.
D2 e

Damit sind die Voraussetzungen von Theorem BT, Fall (o), erfiillt, und es existiert ein G, € Wz (D?),

szGm =0 sowie E,, € W22n WOLQ(DQ), so dass gilt
Vim 9=V"Gm+VEn,
und es gilt punktweise fast iiberall in D?
NGy, = curl(Vfn, g) = Vi Vi,

also insbesondere, wegen G, € W, fiir alle ¢ € C>(D?)

/ VG, Vsa:*/ AGp, 50:*/ VimVig e
D2 D2 D2

AEy, =div(Vfy g)

Analog gilt fiir E,,

also fiir alle ¢ € C§°(D?)

VE, Vo =— AEmgo:—/ diV(meg)(,DZ/ Vfim g V.
D2 D2 D2

D2
Weiter gilt nach Theorem E.Id]
||Gm - G'nHle2 < Cvam g - vfn gHL2 < Cllfm - anleQ ||g||L°° e, 0,
also ist G,,, eine CAUCHY-Folge in W12(D?) und wir erhalten daher ein G € W12(D?) mit

m—00 .
G 2 G in W2,

| =0
D2

||Em - EWnHWl’2 < CHme g— vfn gHL2 < Hfm - fn”WL2 ||g||L°°

und daher gilt, wegen E,, € W, *(D?), dass ein E € Wy*(D?) existiert mit

Somit folgt natiirlich auch

Analog gilt mit Theorem die Abschétzung

n,m— oo

0,

m—00

E, — E in W12,

Dann hat man weiter

(5.25)

(5.26)

IVfg — V*G—VE|e
< NV = fm)gllee + IV G — VG2 + [VEm = VE| 12 + | Vi g — VG — VEp, || 12
=0
< = fwllwre lgllze + |G — Gllwrz + | Em — Ellwr.
m—00 0

9Eine dazu alternative Mdglichkeit ist die Anwendung der WeNTE-Ungleichung, Theorem [ZZ1}
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5 LINEARE HODGE-ZERLEGUNG

also erhalten wir die Darstellung
Vfg=ViG+ VE.

Wir zeigen noch, dass £ = 0 und G die gewiinschte PDE erfiillt.
Zu F=0:
Es gilt fiir alle ¢ € C§°(D?)

VE,, Vo €5 / (Vfmg) V.
D2 D2

Damit gilt

IN

/ |\VE — VE,.| |[Ve| + V VE Vo =V fmg W‘
D2 D2

/ VE - w‘
DZ

=0
+/ IV(fmf)ngaH‘/ Vfg~V<p‘
D2 D2

= [ IVE-VEW [0l + [ [9(fn— D Ve
D2 D2

< |NE = Enllwrz [Vellrz + [IV(fm = fgllzz Vel 2

m— 00 O’
und deshalb gilt

/ VE -V =0 fir alle ¢ € C§°.
D2
Also ist E harmonisch und wegen F € W01’2(D2) folgt E = 0. Folglich haben wir jetzt gezeigt, dass
f=Vvta.

Nun zur PDE fiir G:
Es gilt fiir alle p € C*°(D?)

/ VG, Vo B —/ VinVig .
D2 D2

Damit folgt

/vc~w+/ w*wgsa‘ < /|VGfVGm||w|+/ IV o — VIV gl
D?2 D?2 D2 D?2

+

/ VGm Vo +VinVig w‘
D2

=0

- / VG — VGl [Ve| + / IV — VIV gl
D2 D?2

IN

IG = Gmllwrz lellwrz + 1 fm = fllwrz lglwrz [l

m— o0
—— 0.

Damit gilt fiir alle ¢ € C>°(D?)

/ VG-w:f/ Vi-vige,
D2 D2

und damit ist die Behauptung gezeigt.
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5.2 Zerlegungssitze

5.22 Bemerkung
Man macht sich anhand des Beweises leicht klar, dass die obige Aussage auch fiir fj € W01’2(D2) und g, €

Wht2NL>(D?),1 <k <mmit)y ., div((Vfe) gr) = 0 giiltig bleibt: Es gibt dann ein G € W'?(D?) mit

VG = Vi g

k=1
und
AG = — Z;nzl VJ‘fk ng in DQ,
2G=0 auf 9D?,
[5G =0.
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6 HARMONISCHE ANALYSIS: HOHERE REGULARITAT DURCH HARDY-RAUME

6. Harmonische Analysis: Hohere Regularitiat durch Hardy-R3aume

In diesem Abschnitt wollen wir Ergebnisse wiederholen, welche implizieren dass W'2-Loésungen von Av = f
fir f € ' C L' tatséichlich in W} liegen. Zunéichst werden wir die Definitionen des Hardyraum #! und
einige Folgerungen etablieren. Danach werden wir das Ergebnis von [CLMS93] und [Miil90] darstellen, welche
notwendige Bedingungen bewiesen, dass eine L'-Funktion tatséichlich auch in J#"' liegt. Schlieflich werden wir
geméf den Ausfithrungen in [Sem94] die hohere Regularitit herleiten.

6.1. Hardy-Raume

Im Bereich der Partiellen Differentialgleichungen tritt das Problem auf, dass sich Ergebnisse der LP-Theorie fiir
p > 1 nicht ohne weiteres auf L' iibertragen lassen. Der Hardy-Raum #"! ist ein Unterraum von L', in dem
sich der LP-Theorie dhnliche Ergebnisse erhalten lassen, wie wir im Abschnitt sehen werden.Eine Ubersicht
iiber Hardy-Riume findet sich z.B. in [Ste93], eine Ubersicht zur Anwendung von Hardy-Réumen in partiellen
Differentialgleichungen gibt z.B. [Sem94].

6.1 Definition (Hardyraum)
(vgl. [Sem94] Seite 280)
Wir definieren eine Klasse 7 von normalisierten Testfunktionen auf R™ mittels

T ={peC>®R") supp ¢ C B1(0) und [|[VP|sc < 1}.

Weiter definieren wir die “grofe Maximalfunktion” (engl. “grand maximal function®) f* von einer messbaren
Abbildung f : R™ — R durch

f*(x) :=sup sup |¢: * f(x)],
t>0 ¢peT

1 Tr—y
— d
[ e () fw ay
wann immer dieser Ausdruck sinnvoll ist.

Eine messbare Funktion f : R™ — R liegt genau dann im Hardy-Raum s = 5 (R"), falls f* € L'(R"). Die
Norm des Hardy-Raumes ist dann definiert durch

[l = 1"z

mit ¢y () ==t "p(t 1), also

f*(x) = sup sup
t>0 ¢peT

7

6.2 Bemerkung
Es gilt fiir alle ¢ € T, dass ||$|| L~ < 2.
In der Tat wihlen wir e € R™ einen Einheitsvektor, dann ist ¢(e) = 0 wegen supp ¢CCB1(0), also gilt

1
6(2)] = 6(2) — d(e)| = /0 Vo(tz+ (1 —tle) - (z —e)dt| < [Vl S [z —el <2.

<tdagpeT

Bisher ist die angegebene Definition von Hardy-Raum nur auf den ganzen Raum R"™ beschrinkt. Einerseits ist
f* nur sinnvoll, wenn die Funktion f auf ganz R™ definiert ist, da die Faltung ¢; x f fiir beliebig grofse ¢t auch
beliebig weit “ausschmiert. Um eine lokale Definition des Hardy-Raums zu erhalten, erscheint es also sinnvoll,
t nach oben zu beschrinken.

6.3 Definition (lokaler Hardyraum)

(vgl. [Sem94] Seite 299)

Sei U C R" offen. Eine Funktion f : U — R liegt im lokalen Hardyraum ¢},
Teilmenge K C U ein € = ¢(K, f) mit dist(K,0U) > ¢ > 0 existiert, so dass

/ < sup sup |¢; * f(2)| dx) < 00.
K \0<t<e o¢eT

(U), falls fiir jede kompakte

Wir definieren dann

[l 1 (k.0) ::/ ( sup sup |¢ * f(2)] dz) :
K \0<t<e ¢eT
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6.1 Hardy-Riume

6.4 Bemerkung
Es ist zu beachten, dass |f|%1(K o) keine Norm ist, da der Parameter € von f und K abhingt.

6.5 Definition (Atome)
(vgl. [Ste93|, §2.2, Seite 106)
Ein #/1-Atom a ist eine messbhare Funktion a : R® — R, so dass gilt

(i) supp(a) C B fiir einen Ball B C R",
(ii) |a| < Z™(B)~! und
(#ii) [gna(z)dz = 0.

6.6 Theorem (Aquivalenz von atomarem HARDY-Raum und HARDY-Raum)

(vgl. [Ste93], §2.2, Theorem 2, Seite 107)

Der Raum der unendlichen Linearkombinationen von J#*-Atomen ist gleich 7*:

Genauer gilt fiir jede Folge (ay), von s#'-Atomen, und jede Folge von reellen Zahlen (\)y mit > |\x| < oo,

dass
f= Z Ak
k

im Sinne der ##'-Norm konvergiert, also ein f € ' existiert mit

N

N—)
Z)\kak —fH —oo> 0.
k=1 ol

Weiter gilt fiir eine Konstante C' unabhéngig von f, (\;) und (ay) die Abschitzung
[ flloer < C’Z | Akl
k

Andererseits gilt fiir jedes f € 7, dass eine solche Folge (ay) von s#'-Atomen und eine Folge ()\;) existiert,
so dass

N

Z)\kak _ fH Nz
k=1 w1

und die Abschitzung

Sl £ Clfllen

k
fiir eine von (X\), f und (ax) unabhingige Konstante C gilt.

6.7 Proposition (Eigenschaften von J7!)
(vgl. [Sem94|, Proposition 1.38)
Fiir f € 271 (R") gilt

(i) fe€ L' und ||f|r < C||f|| s und

(i%) fRnf =0.
Beweis. Sei also ein f € J71(R").

(i) Fiir den Beweis f € L' verweisen wir auf [Gra04] Theorem 6.4.3, (b).
Fiir die Abschiitzung benutzt man einen Faltungskern 7 (d.h. n € C§°(B1(0)), 0 <7 <1, [z.n =1) und
wir erhalten

e—0 .
Nex f—— f in L},

(R™)
und wegen

e f1 =Vl

77 * 1
) sf < Ve el
(nwnm)g ‘ 1vnl

gilt mit dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz

Il = line* fllee < IVallzee 17 Mze < [IVnllze [[fller-
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6 HARMONISCHE ANALYSIS: HOHERE REGULARITAT DURCH HARDY-RAUME

(17) Wir wéhlen zuerst ein ¢ € C5°(B1(0)) mit 6 =1 auf B (0) und 0 <6 < 1 auf R".
Dann gilt

lim [ 00 f) dy= | f(), (6.1)

5—00 Jpn

denn es gilt zunichst punktweise

0(2) fly) === f(y),

S

(0) und somit §(%) = 1.
<1

da fiir s > 1 gilt, dass £

€
S
Desweiteren gilt wegen 0 <

N

B
0

0%) F@)| < 1) fir alle y € R”
und wegen f € " gilt f € L' nach (7).

Somit folgt nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz die Behauptung (G.1I).

Zwischenbehauptung. Nun gilt fir alle s > 0, x € R™ mit s > |z|, dass

1

Sn

9&>ﬂmd4scmﬂyfu»

Rn S

In der Tat sei ein z € R™ und ein s > |z|.

Sei ®(y) := O(Z — 2y), dann ist ® € C°(R™), supp(®) C B1(0) (da fiir |y| > 1 gilt |2 — 2y[ > 2[y| - 2 >
2—1=1)und |V®|p~ < 2||VO| L= = C(#). (Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit 6 auferhalb von
B;1(0) durch 0 fortgesetzt.)

Damit folgt fiir ¢ := 2s

@ ha) = @97 [ oY) s dy

also

2°(@¢ + f) ()|

(o=, 1

< 2" C(0) sup sup |(¢y * f)(z)]
t>0 ypeT

= O, 0 e

3

D
—~

|
~
—~~
oY
(=}

=
Il

= 2" [V~

was die Zwischenbehauptung beweist.

Somit gilt fiir s > ||

. > 7
£r@)-lal = G| [ o) 1) ay
und deshalb fiir s := |z|
no 1 y ‘
() |x|" > = 0(—= dy|.
Pl = 5| [ o) 1) ay

Damit folgt

1
liminf f*(z)|z|" > = lim

Lot s a2 &

]

I

Angenommen es gilt fRnf # 0, dann folgt

liminf f*(z)|z|" >~ > 0,

|z|— o0
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6.1 Hardy-Riume

und deshalb existiert ein R > 0, so dass fiir alle |z| > R gilt

| —

fr@)z" = Sy > 0.

~ N

Damit folgt aber (wir beachten: f* > 0 nach Definition), dass

1 1
T B -
R"\Bp(0) R"\BR(0) |7

und somit f & 7' im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also gilt [o,f=0. O

6.8 Proposition (Charakterisierung von 7! )
(vgl. [Sem94], Prop. 1.92)
Sei U C R"™ offen und f : U — R. Dann ist
fe A5 (U) (2)

genau dann, wenn fiir jedes § € C§°(U) mit [0 # 0 ein X € R existiert, so dass
0-(f -\ e (R (i4)

gilt, wobei f aufierhalb von U durch 0 fortgesetzt wird.
Dabei ist

Jof
T

Beweis. Schritt 1:
Zunichst zur Eindeutigkeit von .
Angenommen fiir ein § € C§°(U) mit [,,0 # 0 existieren A, A2 € R, so dass 0(f — A1) und 6(f — X2) in
HLR™).
Dann gilt
9()\1 — )\2) = H(f — )\1) — H(f — )\2) < %1.

Nach Propositon E2(ii) gilt dann
(A1 — )\2)/ 6=0

A= Ao,

und somit wegen [, 6 # 0

Somit ist A eindeutig.

Schritt 2:

Wir zeigen nun, dass aus der Existenz eines geeigneter X fiir (i) folgt, dass f € 5} (U):

Sei KCCU eine kompakte Menge mit positivem Maf. Wir wihlen eine Funktion 8 € C*°, so dass supp 6CCU,
6 =1 in einer Umgebung von K und 0 < 6 < 1 (insbesondere ist dann [ § # 0).

Nach Voraussetzung existiert dann ein A, so dass

0-(f =\ €A R").

Dies ist nach Definition von J#! dquivalent zu

[ o () 0w - v ay

Sei e < 1, so dass Be(K) = {x € R": dist(z,K) <e}cC{z € R": 0 =1}.
Damit gilt dann fiir alle 0 < ¢t < &, dass supp ¢ (””T_) Cc {6 =1} fir jedes p € T und z € K.

Somit ist dann
o (*) =0 ().
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6 HARMONISCHE ANALYSIS: HOHERE REGULARITAT DURCH HARDY-RAUME

firallez e K,0<t<eund ¢p € T.
Es folgt

/ sup sup |y x f| = / sup sup | ¢<zy> if(y)dy|d:c
K K

O<t<e ¢peT o<t<e ¢peT Jrn t tn

= Jogm, i¢(x_y)e(y)(f(y)—)\+)\)dy|dx

o<t<e T JRrnt" t

IN

[ ] s s isb(zy)o(y)(f(y)wdm

o<t<e ¢eT Jrnt" t

eL'(r) nach Voraussetzung

1 —
+ sup sup|[ —¢ (m y) )\G(y)dyﬂ dz.
o<t<e ¢peT Jrnt t

Fiir den zweiten Summanden folgt mit der Transformationsformel, der Wahl von 0 < 6(-) < 1 und der Voraus-
setzung dass supp ¢CCB1(0)

A Rné’(y) tin qﬁ(x;y) dy| < | H9||Lw|/Rntin¢ (x;y) dy
< W o) as
< Al B1(0)|¢(z)| dz
< |Al¢llL=C(n).

Mit Bemerkung folgt

1 Tr—y
[ o) o () 1< 2 0

fiir alle 0 < ¢t < € und jedes ¢ € 7.
Insgesamt folgt

/ sup  sup |¢  f| S/ [(0(f = )" (@)|dz +2 C(n) AL™(K) < o0,
K K

0<t<e ¢peT

und somit ist f € £} (U), womit Schritt 2 gezeigt worden ist.

Schritt 3:

Nun zeigen wir, dass falls f € 7 (U), fiir jedes 0 ein geeignetes \ fiir (ii) existiert:

Sei also f € J4.(U), 0 € C§°(U) mit [0 # 0.

Wegen f € !, gilt auch f € L], . (der Beweis dieser Tatsache geht wie in Proposition (1)).

oc loc

Wir setzen A := (f 9f)~ﬁ (wir beachten: [ 6 # 0). Dann gilt [6(z) (f(z)—X) = [0(z)f(z) dz— [ 0(z)f(z) dz-
% = 0, also ist (f — A\) der (mit Schritt 1 einzige) Kandidat fiir 5!, da [ h = 0 fiir alle h € #!, siehe Pro-
position 7

Wir setzen g := 6 - (f — \). Wegen f € L}, und 0 € C§° ist dann g € L' und es gilt mit der Definition von A

loc

IN

COYS L suppioy + A

C'(0) 11| L1 (supp(o))-

gl 62)

IN
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6.1 Hardy-Riume

Sei ® € 7. Wir wollen @, % g abschitzen: Wir fixieren dazu zunéchst ein beliebiges = und ein ¢ > 0.

Py xg(z) = /Rntiﬂ) (w;y) g9(y)dz
/Win‘b (zty> o) £(y) dy”/win@ (xty) 0(y) dy

_ /tLp(ty) 9<:ct<xty)> F(y) dy— X (@, %) ()
.

mit () = ®(-) := &(-) - O(z — t(-)) (wir beachten, dass dann &= (52) =0 (52) 0(y)).
Dann gilt fiir ®:

% supp ® C supp ®CCB;(0), da ® € 7,
% ® € C°°, da sowohl ® als auch # in C* sind und
* wegen VO = V(®(-)0(z — t())) = VO(-)§ — t®VO(z — t(-))) gilt (wir benutzen Bemerkung B2

VOl < [[VOllz= (|6l +t[|®] L (VO] L
N—— N——

<1 <2

2110l + tl| VO] o).

IA

Mit C1(¢,0) := 2(]|0|| L~ + t|| VO] L) ist dann also mfi € 7 und es gilt dann fiir das oben fixierte z und ¢

1

sup [(®¢ * g)(x)| < Ci(t,0) sup | —— (D" «f)(x)| + sup |X (@ % 0) ()|
deT ser Ci(t,0) PET e ——
T <|A|C(6,n), S.U. (63)
< C(¥,n) <|AI + C1(t,0) sup [(¢r * f)(z)|> ;
PeT

denn

[ e o ai) -

tn t

/ D(2) O(x —tz) dz
supp(®)

< [supp(®) [ [|0][z || Pl Lo
—— ———
CB1(0) <2
< C(0,n).

Wir beachten, dass [A| < C(6,n)||f|| L1 (supp(e)) ist, nach Definition von .
Wegen supp(8)CCU existiert ein dg = do(6), so dass Bs(supp(f))CCU fiir alle § > 0 mit § < . Zu jedem
dieser & < dy existiert ein 9 > 0, g9 = £0(d, 8, f) und ohne Einschrinkung £y < min(d, 1), so dass

/ sup sup | * f(x)| | do < oo,
Bs(supp(6)) \0<i<eo ¢€T

nach der Definition von J4} , da f € J4}..
Nach Definition von Cy(t,0) ist C1(t,0) < C1(t,0) = C1(0) = C4 fir alle t < 1.
Wir fixieren ein ¢ > 0, € < &¢.

Wir unterscheiden Fille der Ordnung zwischen ¢, ¢ und dist(x, supp(9)).

(¢) Falls dist(x, supp(9)) > ¢:
Dann ist ®; * g(z) = 0, denn aus dist(z,supp(d)) > t folgt ® (22) = 0 fiir alle y € supp(f), da
supp(®)CCB;(0). Somit ist ® (£7£) 6(y) = 0 und somit

vege) = [ @(Z50) s ay= [ @ (T o)) - ) du =0,
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6 HARMONISCHE ANALYSIS: HOHERE REGULARITAT DURCH HARDY-RAUME

(#4)a) Fall dist(z,supp()) <t und ¢ > e:
Sei ¢ € T. Dann gilt fiir ein y € supp(#) (und somit |y| < C(0,n))

P () G - (L (e m) e

Y
< vyl 2
—_———
<1
1

Wir benutzen dies nun, um eine Abschétzung fiir ®; * g(z) zu finden.
Wie oben gezeigt (nach Wahl von \) gilt [;,g = 0. Daraus folgt

woea@l = | [0 (TFY) st @
=l (2 (5) 2 () s

1
< C(0,n) prEsy lgllze,

da ®(2) beziiglich y eine Konstante ist, und somit unter das Integral gezogen werden kann (wegen [ g = 0).
Bevor wir diesen Fall abschliefend behandeln, betrachten wir folgende

Zwischenbehauptung. Sei M eine beschrinkte Menge in R™. Dann ezistiert eine Konstante L > 0, so
dass fiir alle |z| > L gilt dist(z, M) > (1 + |z).

Beweis:
Wir betrachten ﬁlﬁw) fiir [x| > C' > Co := sup, ¢ |y| (wegen M beschrénkt existiert ein solches C).
Es gilt
dist(z, M) = inf |z —y| > |z| — sup |y| = |z| — Co
yeM yeM
und somit

1.
dist(z, M) ~ |z| — Co

Also gibt es ein L > 0, so dass fiir alle |z| > L gilt, dass ‘Jf“% <2
Somit gilt auch
14 |z] < |z] +1
dist(z, M) — |z| — Co
Daraus wiederum folgt sofort die Behaupung. ||Wir wenden dieses Zwischenresultat auf M := supp(d) an
und erhalten fiir |z| > L = L(0) und wegen ¢ > dist(z,supp(d)) > (1 + |z):

<2 fir alle |z| > L.

1 1
|(@exg)(2)| < Cozllgll < QCWHQHLL

Ist |z| < L, dann erhalten wir 0 < 1+ |z| <1+ L = C(#), also 1 < C’(G)ﬁ; benutzt man weiter, dass

t > ¢, erhalten wir tn% < s"% und es folgt

1 1 1 1
(@cx))] < C gl < €O Zglalln < COm) g oy lollen

Fir alle € R™, unter der Voraussetzung, dass ¢ > e und dist(x,supp(d)) < t, erhalten wir somit die
Abschitzung (wir beachten & < 1)

1
@+ g[(2) < C(G,n)m lgllz:-
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6.2 Regularititsgewinn von L! nach s#1

(74)b) Fall dist(z,supp(f)) <eundt <e < 1:
Es gilt also C4(t,0) < C1(0) und somit (siehe (E3))

sup |  g(z)| < C(6,n) (IAI + sup [ * f($)|> -
PYeT

PeT

Damit folgt (wir setzen B := B.(supp(f)) und beachten |B| < C(supp(d),n), da do = do(supp(h)))

/ sup sup ¢y x g(z)] < é(9,71)/ sup <I/\|+Sup|1/)t*f($)l>
B B YeT

o<t<e ®eT o<t<e

< clzn(B) +/ sup sup [¢h; * f(x)| da]
B 0<t<e ¢eT
=|f| 41 (p..) Nach Def.
< CO.n) [N+ 1flwerse)] -
Wir setzen
d(x) := dist(z, supp(h)),
B := B(supp(0))
und

gi(x) := sup |(®¢ * g) ()]
deT

und berechnen unter Ausnutzung der Félle (¢), (i7)a) und (i7)b)

/ sup g:(z) dz < / sup g#(x) d:E—i—/ sup g:(x) dz
R t>0 R e>t>0 R» t>e
< / sup gi(z) dz +/ sup  g¢() dx +/ sup  gi(x)  dw
Be>t>0 Rn\B e>t>0 R» t>e S—~—
» =0 flir t<d(z)
<c(lfIl+a)) nach (i9)b)  d(z)>e = =0 nach (4)
< COm e+ W)+ [ sup sup [(®;  g)(x) do
n t>e, deT
t>d(x)
<O &t ayrdyasr lolloa nach (id)a)
1 1
< COM ey + )+ Cl0) = gl / T

1
< CO,n)([flaerse + A+ mHgHLl)-

Somit ist g € #!, wegen Abschiitzung E2), und es folgt (beachte £ < 1)

1
lgller < CO)(f e (Be) + g llgllen)-

mit der Definition von A.Wegen ¢ < g < § und somit B = B.(supp(f)) C Bs(supp(d)) folgt dann

1
HgHﬁfl < C('flﬁfl(Bg(supp(O)),s) + en+1 HfHLl(supp(O))):

womit die Behauptung von Schritt 3 bewiesen ist. O

6.2. Regularititsgewinn von L! nach #!

In diesem Abschnitt wollen wir ein weitreichendes Ergebnis von R. CorFMmAN, P.L. LioNs, Y. MEYER und S.
SEMMES aus dem Artikel [CLMS93] vorstellen, welches dem Artikel [Miil90] von S. MULLER folgte, der dieses
Ergebnis unter stirkeren Voraussetzungen erhalten hatte (siehe Theorem [ET4).
Seien E € LP(R™,R™), B € LI(R",R"), % + % =1, und div E = 0, curl B = 0. Dann ist das Skalarprodukt
E - B e 1 (R") und es gilt

IE - Bllser < C(n,p, | Ell Lo || B La-
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6 HARMONISCHE ANALYSIS: HOHERE REGULARITAT DURCH HARDY-RAUME

6.2.1. Maximaltheorem

Als eine Vorbereitung auf den Beweis vom Theorem benétigen wir das sogenannte Mazimaltheorem |,
Theorem BT welches uns LP-Abschéitzungen fiir einen gewissen Faltungsoperator liefern wird.

6.9 Definition } 3 }
Sei z € R™, § > 0. Fiir B := Bs(x) C R" sei B* := | Jgc B, wobei C := {B = Bs(%)| £ € R", BN B # 0} die
Menge aller offenen Kugeln in R™ mit Radius § und nichtleerem Schnitt mit B ist.

Abbildung 6.1: Es gilt B* = Bss(x).

6.10 Bemerkung
Es gilt B* = Bss(x), insbesondere gilt fiir jedes B = Bs(x) und das zugehorige B*, definiert wie in Definition

3
Z™(B*) = 3" 2 (Bs()).

Beweis. Der Beweis davon liduft iiber zwei Inklusionen:

»,2% Seiy € Bss(x), also |y — x| < 35. Wegen der strikten Ungleichung existiert dann ein ¢ > 0, so dass |y — z| < 3(d—¢).
Da (R"™,|-|) ein HILBERT-Raum und B;_.(z) konvex ist, existiert nach dem Projektionslemma (vgl. z.B. [AIL99],
2.2 Projektionssatz) genau ein & € Bs_.(x) mit

|z — y| = dist(y, Bs—<(x)).

Wir suchen einen Punkt £ € R”, so dass Bs(§) 3 y, Z.Dazu betrachten wir das Segment zwischen y und z, also die

Elemente %y + %x, 0<A<3.

Fiir alle 0 < A <1 liegen diese Punkte in Bs_.(z), wegen

A 3 - A A
— —x|==ly— — —e)<J)—e.
‘31/-&- 3 ¢ 3|y x|<33(6 e)<d—e¢
Andererseits gilt fir 0 < A <1
A 33— A—3 3—A
g+ 3520 -1 = |22 )| = 22w -l < G- 6o
Daraus folgt
ly — &| = dist(y, Bs—<(z)) < 0<iIA1f<1(3 —A)(6—¢€)=2(0—¢). (6.4)

Sei £ := % der Mittelpunkt zwischen Z und y. Dann folgt

. 1, (o)
|f*y|:|f*$|:§|-’ﬂ*y| < §—e<é,

also &,y € Bs(§) (siehe Abbildung E2ZT]).
Es ergibt sich zusammengefasst: y € Bs(€) einerseits, Bs(£) N Bs(z) D {2} # 0, womit y € B* gezeigt ist.

»C“ Sei y € B*, dann existiert ein Z und ein &, so dass y € Bs(Z) und Bs(Z) N Bs(z) 2 {&} # 0.
Daraus folgt
ly — | < |y — 2|+ |% — | +]§ — 2| <34
—— = =

<5 <5 <5
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6.2 Regularititsgewinn von L! nach s#1

Abbildung 6.2: Durch die Wahl ¢ = % erhélt man y € Bs(£) und Bs(€) N Bs(x) # 0.

6.11 Lemma (Abgeschitzte Teilfolgen endlicher I"Jberdeckungen)

(vgl. [Ste93], Kap I, §3, Lemma 1)

Es gibt ein ¢ = c(n) > 0, so dass fiir jedes messbare E C R™ mit einer endlichen Uberdeckung durch Kugeln
(Bj)i<j<m, eine Teilfolge (Bj, )1<k<m' paarweise disjunkter Kugeln existiert, der Ubersicht halber mit (B})s
bezeichnet, welche die folgende Ungleichung erfiillen:

> L"(By) = L (E).
k=1

Beweis. Wir definieren
Co = {Bjo}
fir ein jo € {1,...,m} mit diam B;, > diam B; fiir alle j € {1,...,m}. Sei

Ap={je{l,....m}| BjNnB; =0 fiir alle i mit B; € Cy}, k>0,

wobei C), rekursiv definiert ist als
Cry1 =CrU{By,}

fiir ein ji € Ay mit diam B;, > diam B; fiir alle j € A.

In der Menge C}, ist also eine Teilmenge der Uberdeckung von E mit k disjunkten Billen mit Radien r; > ry >
...Tg, so dass fiir alle anderen Teilmengen C, mit k paarweise disjunkten Billen mit den Radien 71 > ... > 7%
gilt, dass (71,...,7) =< (r1,...,7) beziiglich der lexigraphischen Ordnundl <, .Wir setzen C := U Cr und
m’ :=|C|; dann besteht C' aus disjunkten Béllen.

Andererseits gilt fiir jeden Ball B; ¢ C, dass es ein ko gibt mit B; N By, # 0, diam(B;) < diam(By,) und
By, € C. Nach Definition von By ist dann B; C B . Wir setzen C* := {B* | B € C}.

10Dje lexigraphische Ordnung <p, ist eine totale Ordnung auf dem Vektorraum R¥, k > 1. Fiir zwei Vektoren v = (v1,...,v%) und
w = (w1,...,wy) ist v X7, w genau dann, wenn v = w oder wenn ein jo mit k > jo > 1 existiert, so dass v; = w; fiir alle
1 <j <jound vj, < wy,.
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Mit der Uberdeckungseigenschaft der (By); folgt also, dass E erst recht von den Béllen in C* iiberdeckt wird.
Daher folgt mit Bemerkung

Dies impliziert mit ¢ = ¢(n) := o0

k=1
a
6.12 Theorem (Maximaltheorem)
(vgl. [Ste9d]: p. 13, Th. 1)
Sei f: R™ — R eine Funktion. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Ist f € LP(R™), 1 < p < oo, dann ist M (f) definiert durch
M) i=swpf |wldy, ze R
t>0J B, (z)
endlich punktweise fast tiberall in R™.
(b) Ist f € L*(R"), dann gilt fiir jedes a > 0
(e R N >ah < [ 1p)ia (65)

(c) Falls f € LP(R™) ist, 1 < p < oo, dann ist M(f) € LP(R™), und es existiert eine Konstante C = C(p,n)
mit

IM(f)lLeeny < CllfllLe@ny-

Beweis. Wir zeigen zunichst die Aussage (b), aus der (a) und (c) folgen.

Sei also f € L'(R™), a > 0. Anstatt die Maximalfunktion M (f) betrachten wir die nichtzentrierte Mazimal-
funktion M(f), definiert durch

M (f)(x) := sup {]{3 \f(y)| dy | B= B;(i), 6 >0, s €R", B> z} :
Aus der Definition
M) =sw{ f 170l dy | B = By(w), >0

ist dann ersichtlich, dass ~
M(f)(x) < M(f)(z), fir £L"-fast alle z € R™.

Es folgt .
L"{w: M(f)(x) > a}) < Z2"({a: M(f)(z) > a}).
Es reicht also, die Behauptung (B3) fiir M(f) zu zeigen. Wir definieren

E, :={z e R"| M(f)(z) > a}.

Dann ist E, offen, da fiir x € E,, eine offene Kugel B, 3 z existiert, so dass

i [, V> (6.6)

und somit gilt dass M(f)(y) > a fiir alle y € B,. (Dies wiire mit M(f) nicht der Fall gewesen).
Sei E kompakt (also insbesondere .#"-messbar) und E C E,. Dann ist die Menge

{B,, mit 8), z € E}
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6.2 Regularititsgewinn von L! nach s#1

eine offene Uberdeckung von E. Da E kompakt ist, existieren folglich endlich viele (Be,);, die E iiberdecken.
Durch Anwendung von Lemma[ETTlerhalten wir eine endliche Menge von paarweise disjunkten Kugeln (B, )7,
xp € E C Eq und ein ¢ = ¢(n) > 0 mit

m

> #"(By,) = ¢ L(E).

k=1

Damit folgt unter Beachtung von (6.6) und der Tatsache, dass (B,, )r aus paarweise disjunkten Mengen besteht,

1 m
< - Z"(Bg,) )dy < — )|d
33 <k_ca2/ Wiy < — [ £y
Zusammengefasst gilt fiir jedes ECCF, kompakt, dass

27(8) < 05 [ 1)y,

also auch
sup  Z"(E) <C(n ) If( )|dy.

EcompCE,

Wegen £ (E,) = supgccp, £"(E) (wir benutzen: E, ist offen), folgt schlieflich
" 1
LM (Ea) <C— [ |f(y)ldy,
a Jrn

also die Behauptung (b).
Als néchstes beweisen wir die Behauptung (c).
Sei f € LP(R™), 1 < p < oo. Fir ein beliebiges o > 0 definieren wir f, durch

fa(@) = f(2)  X{r@)>2}-

Dann gilt

| >
S falls [f(y)| <

1f(y)| < { |fa(y)l, falls |f(y)

[SfsIN] )

b<lnwi+ s

Daraus folgt die folgende Abschitzung fiir M(f):

1)) = s f 17 < s (el [ 1]} + 5 = 81 + 5.

Gilt fiir ein z € R” die strikte Ungleichung M(f)(z) > a, so folgt a < M(f)(z) < M(f.)(z) + $ und somit
M(fa)(x) > . Dies impliziert

{z € R" | M(f)(a) > a} € {a € R" | M(fa) > T} (6.7)

Es gilt f, € LP N LY(R"), denn wir haben f € LP(R"), p < co, somit

Iflpz/ |f|”=/ fal?,
R™ {IfI>5} R™

a\P [0
P P> (o) gm =1,
17 2/{f|>g}|f| > (5) 2 W1 > 5.

also f, € LP(R™), und

also Z™({|f| > $}) < oo, woraus mit der HOLDER-Ungleichung folgt, dass

.
7

fal = / 1< 1 eceey 271 > S )7
Rn {IfI>%}
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Also erhalten wir

€D
<

2"({z € R" | M(f)(@) > a}) Z"({x R | M(fa) > 3}

b

C
< E/Rn'f”" (6.9)

—~
=

- [f]-
@ Jr>5)

Bevor wir fortfahren, benétigen wir noch eine

Nebenrechnung. Wir wollen fiir 1 < p < oo durch geschicktes Anwenden des Satzes von FUBINI eine uns
genehmere Darstellung fiir [, g”(z)dx erhalten, wobei g : R™ — R eine messbare Abbildung mit g > 0 sei. Es
gilt

()
g°(x) :/ p-a?"tda, xeR™
0
Daraus folgt mit dem Satz von FUBINI
g(x)
p/ / o’ lda dx
nJo

/ 97 (z)dx
- p/ /0 ol ! X{g(m)>a}(06,$)do¢ dz

= p/o ap_l/R X{g(z)>arde da (6.10)

= p/ ozpfl/ dx do
0 {g>a}

= p/o P L {g > a})da

falls p [~ a?~12"({g > a})da endlich istE]. ||
Mit dieser Nebenrechnung, (E3), p > 1 und dem Satz von FUBINI folgt

[ty =y [Tart i) > o)) da

p[ et [ Ifldy da
{IfI>%}
C(p,n / af” 2/ y)|dy do
{IfI>% }
= C(Pa”)/o AHX{|f\>%}|f(y)|ap_2dy da
Fub e p—2
= C(p,n) X 71> 231 f (Yo "da dy

\fl
= C(p,n // y)|o?2da dy
1 aP~ 1721f]
"z Clpn /If [ ] dy
=0

= Clpn) [ [fIP <oo,
RTI,

INs| @

da der letzte Term existiert (und somit der Satz von FUBINI anwendbar war). Damit folgt die Behauptung (c)
und die Abschétzung
M(f)P < | M(f)” < C(p,n) . IF1P

R™ R™

HFiir g: R® — R messbar ist § : R*t! — R definiert durch §(z, s) := g(x) — s messbar, da fiir die Projektion 7, von R?*1 auf R"
die Abbildung g+s = gomp eine Verkniipfung zweier messbarer Funktionen ist. Daher ist die Abbildung X{g(2)>s} = X{g(x,s)>0}
auf R**! LEBESGUE-messbar.
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ist bewiesen.

Zum Schluss noch der Beweis zu (a):

Sei f € LP, 1 < p < oco. Wir betrachten zunéchst f := f- x{|f|>1}, dann folgt wie im Beweis zu (c), [@3), dass
fo € L' ist (da p < 00). (Wir beachten, dass f gegebenenfalls nicht in L!(R") liegt.)

Mit (b) folgt dann

LM{M(f2) > B}) < %/Rn|f2| fiir jedes 3 > 0.

Dies impliziert ~
limsup Z"({M(f2) > 3}) =0

ﬂHOO

und somit gilt, wegen

LM (f2) > B} > L ({M(f2) = o0}), fiir jedes 8> 0,

dass
0= 1i$up$”({M(f2) > B}) > LM({M(f2) = 0}) >0,
also
LM{M(f) = o0}) < L"({M(f) = 00}) = L™ ({M(f2) = 00}) =0,
womit schlielich auch (a) bewiesen ist. O

6.2.2. Regularitatsbeweis nach Coifman, Lions, Meyer, Semmes
Im Folgenden sei die n > 2.

6.13 Lemma

(vgl. [CLMS93], Lemma II.1)

Seien E € LP(R™",R") , B € L4(R™,R"), wobei 1 < p < oo und % + % =1 (und somit notwendig 1 < q < 00).
Desweiteren gelte (im schwachen Sinne) div E =0, curl B =0, d.h

/ E V=0, / B;0jpo — Bj0;p =0, 1<4,j<n und fiir alle p € C§°(R™). (6.11)
n R’Vl

Sei h € T (vgl. Definition [61)).
Fiir jedes a, (3, welches

1
=14+— und 1<a<p 1<pB<q (6.12)
n

QIm

+

s

erfiillt, existiert dann ein C = C

—~

a, 3,n), so dass

\(he  (E - B)) ()| < C (ﬁ}( )|E|a> (ﬁ}( )|B|ﬁ> " firalles e RY, ¢ >0, (6.13)

Sei 2 C R™ ein offenes, sternformiges Gebiet und E € LP(Q,R™) und B € L9(Q2,R™) und (I1) erfiillt fiir alle
¢ € C§°(R). Dann gilt die Ungleichung [E13) fiir alle z € Q und t < dist(z, 0Q) mit derselben Konstante C(n).
Insbesondere gilt I3) auch fir E € L} (R",R™) und B € L} (R",R"), falls @I fiir alle ¢ € C3°(R™)
erfiillt ist.

Q=

Beweis. Wir zeigen zunichst den Fall R™ und skizzieren danach den Beweis im lokalen Fall.
Es gilt curl B = 0. Dann existiert nach Lemma BT3(ii) ein 7 € VVllocq(R") mit Vr = B. Es gilt mit den
Rechenregeln aus Lemma EEZT] im schwachen Sinn

div(Er)=FE Vr = E - B,

d.h. es gilt
f/ E~Bg0:/7rE-V<p fiir alle p € C§°(R™).
Rn n
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Damit folgt fiir ein beliebiges € R™ und ein ¢ > 0 (wir beachten: hy(z — -) € C§°(R™))

s (B-B)w) = [ e =9) B-Bly)dy == [ V(e —1) By,

n

Nun gilt

1 xr —
Vyht(:cy)tn+1Vh< ty>. (6.14)

Zum anderen gilt wegen div ' = 0, dass fiir jedes ¢ € C§°(R")

RRE(y)VsO(y) dy =0,

und deshalb auch fiir die Wahl ¢(y) := h:(z — y) € C(R™)
/ Vyhi(z —y) E(y) dy =0,

also insbesondere

anyht(x —y) E(y) (ﬁt(m) 7T> dy = 0.

Damit fithren wir die oben begonnene Rechnung fort:

por e )@) [ e (S Bwnay

= [ o (ty)  E()(r(y) ][Bt@) m)dy.

Es gilt supp hCCB;(0) und somit supp hCCB;(0). Damit kénnen wir das Integrationsgebiet beschrinken. Sei
auflerdem o’ definiert durch é + é = 1. Wegen der Voraussetzung o > 1 ist o/ < co. Daraus folgt mit der
HOLDER-Ungleichung

(6.15)

Q=

Em 1 N o
s (B-B@ S prp [Vhliey ([ 1E@Idy
— By ()

( [ )
B:(z) By (z)
<1, heT

_ 1 n x éJrﬁ o : s — 770/
L2 Biw) (]{W () dy> (Jitm' w1 T )
_ LB vty A
Tt <]€3t(z>|E(y)| dy) <]{9t(w> |ﬂ(y)]{9t<w>ﬂ| >

R
N
S

0
A
s
|
SR
O
A
-1
S
~—
Q

— C(n) (ﬁ ( )|E<y>|ady>

Jetzt beobachten wir, dass wegen den Voraussetzungen an «, § und n folgendes gilt:

I n-08 1

B* ng p
also gilt o/ = p* fiir den SOBOLEV-Exponenten 8* von 8 (Wir beachten, dass wegen (1) auch § < n gilt).
Wir wollen jetzt das SOBOLEV-POINCARE-Lemma, Lemma BTl anwenden.

Dazu beobachten wir zuniichst, dass 7 € WH8(B,(x)), 3 > 1, gilt, wegen 3 < g und 7 € W1 9(By(x)). Als Kegel
withlen wir die Menge aller u € W% (B;(z)) mit JB,()w =0, welche die Abbildung m — f, 7 enthilt.
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1

7

Ziel ist es, den Term (:,th(I)(pr(y) - J(Bt(z) 7T|%)a’) “ gegen ein Integral abzuschitzen, von dem nur der In-

tegrationsbereich von t abhingt.Dabei storen zwei Punkte: Die SOBOLEV-POINCARE-Ungleichung liefert eine
Abhéngigkeit vom Integrationsbereich in der Konstante, andererseits taucht in diesem Term auch noch ein %

auf. Wie wir zeigen werden, heben sich diese beiden t-Abhéngigkeiten gerade auf.

(J{etu)(lﬁ(y) _]{w Wl%wl) - m </Bt<z> T _]{w) Wla/)
- m (/Bl(x) |7 (t€) ]{Bt(m)w(z)dzw’tndg) )
_ tﬁznt(;(x))i ( /B LR ]{9 B 7r(tz)dz|0‘/t"d§>
- #1”) </Bl(z) |7 (t€) ]{m) w(tz)dzw’dg) v

( /B ( )|v<w<t5>>|ﬂds>

- C(a,n,Bl(x))% (/B ( )|V7r(t§)t|5d§>

1
o

1
o

W=

"2 0(a,n, Bi(x)

~ | =

= C(a,n, Bi(x))t™ ¥ </B( )IVﬂ(y)lﬁdy>

~ Claun, By @ni—3 L BL@)? )|° '
Clam By 12 s (/ Vr(y) dy>

= C(a, B,n, Bi(x)) <]{3 ( )IVﬂ(y)lﬁdy>

1
B

— ClaBon) (ﬁ ( )|vﬁ<y>|ﬁdy> ,

da die Konstante der SOBOLEV-POINCARE-Ungleichung, sowie das Volumen sich unter konstanten Verschiebun-
gen nicht dndert.
Damit ergibt sich insgesamt unter Beriicksichtigung, dass Vo = B,

@ ' w(y) — ﬂl”‘/ v
e (E-B)(x)] < C(n) (ﬂtm E(y)| dy> <]€9 L ]ZB . |t1> )
C(n,w, oq ) fa ﬂ,
< C(n,a,p) (ﬂt(m)ww y> (JZBM)'B@)' y>

womit der erste Teil des Lemmas [B.13] bewiesen ist.

Analog gehen wir im lokalen Fall vor:

Sei 2 C R™ ein offenes, sternférmiges Gebiet und E € LP(2,R™) und B € L4(2,R™) und ETII) erfiillt fiir alle
@ € C§(Q). Sei z € Q und ¢ < dist(x, ). Dann kann man wie im globalen Fall rechnen. Insbesondere héngt
die Konstante C nicht von Q ab, da C = C(Bi(z), o, 3).

Ist £ e LY (R",R") und B € L{ (R™ R") und gilt die Bedingung (EIT) fiir alle ¢ € C§°(R™), so wihlen wir

fir jedes € R™ und ¢ > 0 einen Ball B,(0), so dass By(xz) C B,(0). Dann gilt div E = 0 und curl B = 0 auf
B,(0) und wir erhalten die Behauptung aus dem Fall eines sternformigen Gebietes. O
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6.14 Theorem

(vgl. [CLMS93|, Theorem II.1, Seite 250)

Sefd n > 2 und seien E € LP(R™,R™) , B € L4(R™,R™), wobei 1 < p < co und S+o=1
Desweiteren gelte div F =0, curl B = 0.

Dann ist das Skalarprodukt E - B € 2*(R™) und es gilt

|E - Bllser < C(n,p, Q)| El| Lo || Bl La-

Im lokalen Fall, also E, B nur lokal auf einer offenen und konvexen Menge 2 definiert, bzw. div E = 0 und
curl B = 0 nur in Q gilt dannE - B € J} () und fiir alle Kompakte KCCS) und beliebige ¢ > 0 mit
e < dist(K, Q) gilt

|E - Bl (ko) < C(n,p,q, K, Q| E|| e,z | Bl Laga,rny -

Beweis. Wir suchen zunéchst 1 < a < pund 1 < # < g, welche die Voraussetzungen von Lemma [ET3 erfiillen
(Die Bedingung « < p und 8 < ¢ bendtigen wir spéter fiir die Anwendung des Maximaltheorems). Dazu miissen
« und g zunéchst folgender Gleichung geniigen:

1 1

11
=l+-=-4-+=

+

QIm

i

Teile also % auf in zwei Teile, welche é bzw. % zugeordnet werden, d.h. wir wihlen ny, no mit 0 < ny,ne < n,

so dass

1 1 1

ny no n
gilt und

111

a nop
und

111

B na q

Daraus folgt als eine notwendige Bedingung an « und

UP)

gz <p und 0<fB=gq

<gq.
+ n q+no

O<a=p
p

Desweiteren soll o > 1 und 8 > 1 gelten, also mit p > 1 und ¢ > 1 (da p < 00)

n
l<a=-2" @p+n1<pn1<:)p<(p—1)n1<:)i<n1
p+mn p—1
und
_qna q
l<f=—"— & qg+na<qna & ¢<(g—1ny & —— < na.
q+mn2 q—1
Es gilt
1 1 -1 -1 1 1
T‘FT:}j—-f—q—:l-‘rl—(—-f——):l
p—1 -1 p q P q
und somit
1 11
n}% nqiLl

2Tm Fall n = 1 folgt aus div E = E/ =0 und E € LP(R"), dass E = 0. Somit reduziert sich fiir n = 1 der globale Teil der Aussage
von Theorem auf 0 € !, was offensichtlich stimmt.
Weiter gilt LP C ji”l}m: Fiir h € T gilt, dass |he * f| < CM f fiir den Maximaloperator M aus dem Maximaltheorem, Theorem

Setzen wir f auferhalb von € durch 0 fort, so gilt also

=T
11 xy < CENF Npe ) S CENM fllLewny < CE, n)fllLe k) flirp>1, KCCR™.

Also gilt fiir alle f € LP(Q2) mit QCCR™ und p > 1, dass f € 5 (). Insbesondere bleibt somit auch die lokale Aussage von
Theorem [EI4 wahr, wenn wir n = 1 zulassen, denn aus div E = 0 folgt E = const, also reduziert sich die Behauptung zu der
Aussage, dass L9(Q) C 2! _(Q) fiir ¢ > 1.

loc
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6.2 Regularititsgewinn von L! nach s#1

Wir wéhlen also ny = n}% und ny = nq_Ll_
Dan > 2 ldsst sich a = n wihlen, welche die Voraussetzungen von Lemma T3l erfiillen. Es

gilt dann insbesondere

_p _—n—a
p—1+n’ﬁ_nq—1+n

-1 -1
Bzu:1+p_>1,
n

da p > 1 vorausgesetzt. Analog gilt wegen ¢ > 1, dass % > 1 ist. Lemma T3] liefert dann

1 1
@ B
Ihe % (E - B)(z)| < C ][ B ][ BI°|  firallez e R, t>0, heT.
By (z) By (x)

Daraus folgt

3 :

sup sup |h * (E - B)(x)] SC’(sup]l |E|O‘> (sup][ |B|5> :CM(|E|°‘)5 M(|B|ﬂ)%
t>0 heT >0 J B, (z) t>0J B, (z)

Es gilt |E| € LP(R") und |B| € L(R"), somit |E|* € L& (R") und |B|? € L# (R").Da nach Wahl von o, 3 die

Quotienten £, % > 1 lasst sich das Maximaltheorem, Theorem 12, anwenden.

Dieses liefert zuniichst die Aussage, dass M (|E|*) € L& (R™) und M(|B|?) € L¥ (R") ist.

Damit wiederum folgt mit der HOLDER-Ungleichung, dass

1 1
a L 1 a2 \? a\ 1
[ ey aqe < ([ aees)" ([ st <.
R’Vl RTL R’Vl
Mit der Abschitzung aus Theorem folgt auch, dass

1
MBI < Co, B2 = Oy ) Bl Lo n )

p
a

™~ o=

und

IIM(IBIﬂ)IIf < C(q,ﬁ)IIIBIﬂIIE% = C(q, 8)|1Bl| Lo @ rn)-

e

Damit schliefen wir
o 1 1
Aﬂmm)“MWWVSCWQMHMUWNNMWWWW

Daraus folgt, dass (E - B)* = sup;~(Supser |ht * (E - B)(-)| € L*(R™), womit folgt, dass E - B € #, und es
gilt die Abschitzung

£ Bl = |(E-B)* oy @r) < Cn,p, O E|| Lo e 2oy | Bll La (g mm)-

Die lokale Behauptung folgt analog:
«a und ( werden gleich gewiihlt, die Abschitzungen folgen alle analog, wobei fiir das Maximaltheorem F und B
durch 0 fortgesetzt werden miissen. O

6.15 Korollar (Anwendung)
Es seien D, E € W12(D? R™) schwache Losungen von
AD = —(VB)- (V*u) inD?
AE = (VYA)-(Vu)  in D?,
wobei u € W12(D? R™) und B, A € W'2(D?, M (m)). Die obige PDE ist dabei eine Kontraktionsschreibweise
von
Jp2VD; Vo = fDZ(VBf) (V) o, 1<i<m,
fDZVEZ- Vgﬁz—sz(VLAf)(Vuk) ©, 1<i<m

fiir alle ¢ € C§°(D?).
Dann existieren 74, ; € 71, 1 < i < m, so dass

AD; ¢ :/ 7 ¢ fiir alle p € C§°(D?)
Rn n
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und
AE; ¢ = / G fiir alle p € C§°(D?).
R n

Beweis. Wir zeigen die Behauptung nur fiir D, da diese fiir E analog folgt.
Zuniichst setzen wir u, B und A komponentenweise auf W12(R" R™) bzw. W12(R", M (m)) fort. Es ist nur
noch zu zeigen, dass komponentenweise VB - V+u € 1. Wegen

(VB-V4tu); =VBF . Vi, 1<i<m

folgt dies, wenn wir zeigen, dass VBY - V4tuy, € 1 fiir jedes feste k und i. Es gilt nach Proposition

/"vw~vw:0 fiir alle p € C5°(D?)
D2

und
Viu-Ve =0 firalle p € C5°(D?),
D2
also curl VBY = 0 und div V+u = 0. Also ergibt sich mit Theorem BT fiir jedes feste k und i, dass VBE-V4tuy, €
! und wir haben die Behauptung fiir D gezeigt. O

6.3. W2>'-Regularitit fiir Lésungen der Poissongleichung mit rechter Seite in 7"

loc

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis, dass fiir eine Losung ¢ von
Ap=f

mit f € ! folgt, dass V2p € L}, ist.

6.3.1. Singuldre Integrale

In diesem Unterabschnitt analysieren wir singulére Integrale, welche wir fiir unser Ziel benttigen werden.
Zunichst rufen wir ein bekanntes Resultat in Erinnerung:

6.16 Proposition (YOUNG-Ungleichung)
(vgl. [Gra(d], Theorem 1.2.12)
Sei 1 <p,q,r < oo, f € LP(R™), g € LY(R"™) und

Dann ist fx g € L"(R™) und es gilt
If* gllor@®ny < N flle@ny 19llne@ny
Nun beweisen wir einige Ergebnisse iiber die singuléren Integrale von CALDERON-ZYGMOND-Kernen.

6.17 Lemma (Singuldre Integrale und CALDERON-ZYGMOND-Kerne)
Es sei 2 : R*"\{0} — R eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften (vgl. [Sch()3], Satz 7.6 Voraussetzungen)

(@) Q ist positiv homogen vom Grad 0, d.h. Q(tx) = Q(x) fiir alle x € R™\{0} und ¢t > 0,
() faBl(o)Q =0 und
(@) Qe C=(R™\{0}).

Wir definieren einen Kern K durch

K(x):= z) fiir x € R™"\{0},

|1'|77, ’
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6.3 W/lzo’cl—Regularitéit fiir Losungen der Poissongleichung mit rechter Seite in 7!

und setzen K, als
K. := K xgm\B.(0), €>0

und K. g als
Ke k=K XBr(o)\B.(0), 0<e<R<o0.

Falls zuséatzlich fiir

w(d) := s Q(v) — Q(p) (6.16)
il =|v]=1
gilt )
/ “) 4, < c(9), (6.17)
0 T

so erhélt man folgende Aussagen:

(i) (vgl [Sch03], Lemma 4.2, p.45) K ist ein CALDERON-ZYGMOND-Kern mit Konstanten C(Q2,n) und mit
der DINT-Bedingung, d.h. es gilt: K € L{ (R™"\{0}), es gelten die CALDERON-ZYGMOND-Bedingungen

loc

/ |z| |K(z)| dz < C(Q,n) o, 0< 0 < o0, (6.18)
B, (0)
[ 1Ky - K@) do < C(@n), (6.19)
|z|>2]y]
/ K| <C(Q,n) fiiralle(0 < o< o < oo, (6.20)
Bo (0)\B,(0)
lim K existiert fiir alle o > 0, (6.21)

¢=0JB,(0\ By

und zusétzlich ist die DINI-Bedingung erfiillt, das heifst es existiert eine monoton steigende Funktion
w: Ry — Ry, so dass fiir £"-fast alle z, y € R™ mit 2|y| < |z|

K- - K@l <e () (6.22)
erfiillt ist und .
/ &(r) dr < C(Q,n). (6.23)
0o T

Tatsédchlich gilt sogar
/ K =0 firalle)<p<o < oo,
By (0)\By(0)

was (B20) und (621)) impliziert.

(ii) (vgl. [Sch03], Lemma 3.2) K. p € L'(R") N L?*(R™) und K. g, K. sind CALDERON-ZYGMOND-Kerne mit
Konstanten C'(§2,n) unabhéngig von ¢ und R, und es gilt

1Kz Rl < C(S2,n). (6.24)
(iii) (vgl. [Sch03], Lemma 3.1) Definieren wir fiir f € L'(R")
(Ton)@) = (Kerf)la) = [ Kenl) fa=) dy= [ K@) =) dy,
" e<|y|<R
so ist T, r vom schwachen Typ (1,1) unabhingig von ¢ und R, d.h.
1
LM (|Kenf| > 6) < C@n) [flreny 5 fir allet >0, (6.25)

und es gibt eine (lineare und stetige) Erweiterung von K. r auf L?(R™), fiir die gilt

||K5,Rf||L2(]Rn) < O(Q, n)”f”LZ(]Rn) fiir alle fe L2(Rn) (626)
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(iv)

(vgl. [Sch(3], Satz 3.1) Setzen wir fiir f € L'(R")

(T.f)(@) == (K. f)(x) = / K(z—y) f(y) dy,

lz—y|>e

(wir beachten, dass |K (z)| < % wegen () und (€)), so ist K. vom schwachen Typ (1,1) und erweitert
zum starken Typ (2,2), d.h. fiir K. gilt

1
L(Kof| > ) < CQn) |l 5 fiir allet >0 und f € L (R"), (6.27)

wir kénnen es linear und stetig fortsetzen auf ganz L?(R") und es gilt
K fllz2 @y < O 0 fllL2@n) (6.28)

und auf L' N L? stimmt diese Fortsetzung mit dem urspriinglichen Operator iiberein; man kann also K.
als Abbildung K. : L'(R") U L*(R") — M(R") auffassen, welche auf L*(R™) und L*(R") jeweils ein
linearer Operator ist.

Weiter existiert eine Abbildung T : L*(R™) U L?*(R") — M(R"™), welche auf L*(R™) und L*(R") jeweils
ein linearer Operator ist und sozusagen

Tf :/I Kfll :/I hnlo(Kgf)”
E—
im Mag fiir f € L'(R") und stark in L*(R") fiir f € L*(R") erfiillt. Genauer gilt fiir f € L*(R")

limsup Z"(|K.f —Tf|>t)=0 fiirallet >0,
e—0

und fiir jedes f € L*(R"™) gilt
&11_1}% |Kef = Tfllz2mny = 0.

Fiir dieses T gelten die Abschéitzungen wie fiir K., d.h. fiir f € L*(R™)
1
ZLM(Tfl>t) <CE,n) | fller@wn i fiir alle t > 0

und fiir f € L*(R"™)
1T fllL2gny < CQ,n)|[f | L2®n).-

Wir nennen T f im folgenden K f, da T anschaulich betrachtet der Limes von K. fiir ¢ — 0 ist.

Zusammenfassung:
K, K., K., sind wohldefiniert auf L' U L* mit den entsprechenden Abschéitzungen und Konvergenzen in L'
und L? und mit Gleichheit auf Schnittmengen.

Beweis. (i) Zuniichst gilt wegen (€), dass K € L}, .(R™\{0}).

Weiter gilt, mit Homogenitét (@), dass [(x)| < A fiir alle  # 0 und fiir A := ||| L~ (9B, (0)), also fiir K

K@= < 2

Damit gilt

1
[ k@i < A f
B, (0) B,(0) |z|
= C(n)A/ 1dr
r=0
= Cn)Ao

= C(n) o firalleo >0,
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n sarkin 2| 1)
fer? Lo fer
i T
| erweitert ierweitert
T rf T.f glm., stark Tf
felL'nL? R /o0 f € L', supp(f)ccR™ =10 fect
supp(f)CCcR™ oder f € L' N L2 ;
i ) | erweitert
‘erweitert |
:V v
_Tf im Maf Tf
1
f el € J, 0 f c Ll

Abbildung 6.3: Ubersicht iiber die Konvergenzen im Beweis von Lemma E17

also ist Ungleichung (EI8) gezeigt.

Ungleichung (E20) gilt wegen

71
/ K= / - / Qo) drm=10 dr 20, fiir alle 0 < p < o < oo
By (0)\B,(0) r=p T JaBi(0)

Insbesondere erhét man somit trivialerweise

lim K =0,
P=0.)B,(0)\B,(0)

d.h. Gleichung (EZI)) ist erfiillt.

Gleichung (ET9) folgt allgemein aus der DiNI-Bedingung ([B22), welche wir deshalb zunichst zeigen wol-
len:
Seiz,y € R", £ #0und x —y # 0. Es gilt

|z —y|" |z —yl" 2"

I 17

Zunichst zu I:
Fiir m := min(|z — y/, |z|) gilt

lx—yl el T flz—yl  om ozl m
denn fiir alle A > 1 und w,v € R”, |u| = |v| = 1, berechnen wir (wir beachten, dass |-| das euklidische
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Abbildung 6.4: Der Abstand von Punkten der zwei Strecken {Au [A > 1} und {Xv |A > 1} mit u, v € 0B1(0)
wird genau auf 9B (0) minimal.

Skalarprodukt induziert)

ju =0 = Ju” + Jol* + (V= Dof” = 2(u,v) = (A = 1)2(u,0)
2 2 2 2
= Ju—=v[ "+ A=A+ Dlv]” = 2(u,v) + [u]” = [u[")
= Ju—o + A=) (o—ul+ A |v|* = Ju]*)
—— A S N
>0 21 = =1

V

= |U _U|27
also
|lu—Av| > |u—wv| fiiralle A > 1, u,v € 9B1(0)

Y

und dies impliziert (G29), da e—ul > 1 oder % > 1 und die Gleichheit in mindestens einem der beiden
Terme eintritt (zur Anschauung vgl. Abbildung 64
Es folgt fiir 2] > 2|y, also m > 1|z|

3

ooy x| @ r—y x|l (6.30)

m = x|

[z —yl 2| m.om

Somit gilt fiir || > 2|y|, y #0

1Q(z —y) — Q)] @ ‘Q <|i_Z|> - <%)’

E=0)
< [0 = Q)]
ln—vi< 3l
D) <2Iyl>
— w _— .
||

Nach Voraussetzung gilt fir dieses w

/1ﬂ ar c(Q).
0

”
Also haben wir fiir |z > 2|y| > 0 (also |z —y| > |z| — |y| > |z| — L]|)

1o Bl 0] g () L

lz —y|" 2|

="
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Nun betrachten wir noch I1:
Zunichst behaupten wir, dass es ein 4 = J(n) gibt, so dass fiir alle |z| > 2|y|, x, y # 0 gilt

1 1 1
T m o om 8} M - (6.31)
[z —yl” |z |z| |z
Zum Beweis von (B3] ist zu zeigen, dass
le” _ _ 1‘
LHS := o] < C(n)=:7.

=]
Gilt nun, dass fir A € N, A > 2 und fiir z, y € R"™ die Abschatzung
A+ Dyl > |z > Aly|

erfiillt st (also |z —y| > (1 — )|z und 4 > 137) , so gilt

LHS < (A+1>ﬁ||x|"f|xfy|"|
S DTyl -l
= GGl -l
= A+ DO llal” ~ e =yl fir X = oo
Nun gilt
o —to =" < (1= (A2) el = 1552 or = 00 ol i A — oo

andererseits haben wir " "
lz — " _ (zl+]yD)" _ (A+2)
o N D

und damit

fo=al" = ol < ((252) = Dlal” = (042" = Xlal” = SOlal" fir A = o

Dies impliziert
1

LHS < (A+1) 0(1) B O()|z|™ =0O(1) fiir A — oo.

1
h)
Daraus folgt, dass es ein C(n) und ein Ao beide unabhéngig von = und y gibt, so dass fiir alle A > Ao gilt
LHS < C(n). Auch fir die iibrigen, endlich vielen A < \o kann man RHS unabhingig von z und y abschétzen,
und wir erhalten LHS < C(n) fiir jedes A € N mit A > 2.

Nun existiert fiir jedes z,y € R™ mit |z| > 2|y| > 0 ein A € N; XA > 2, so dass (A + 1)|y| > |z| > Aly| und somit

haben wir (E31]) gezeigt. ||
Es gilt also

1 1\ & ly| 1
II=0 — ) < A w2
(z)<|zy|” |z|”> = le=eoion fp

Setzen wir v := 2" + ||| L~ (a5, (0)) und definieren

o(r) = y(w(r) + 3),

r
2
so folgt mit den Abschétzungen fiir I und 17

K(r—y) - K(2)] < & (%) 2™,

und aus der Monotonie von w folgt, dass @(-) monoton steigend ist. Wegen
1
w(r
|22 cw
0
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erhalten wir

/1 “0) — oia,m) (6.32)
0

und damit sind (EZ2) und @EZ3) gezeigt.

Damit folgt auch Gleichung (ET9), denn es gilt (Substituiere schlieflich z := M)

T

/ |IK(z —y) — K(z)|de < / J)(M> — dzx
j|>2ly] w>2y \ 2l /[l

< C) /T:ylcs (@) S
= —-C(,n) /1 Q(z)% dz
(Egm C(2,n).

(ii) Es ist zunéchst klar, dass K. g € L' N L?(R"), da Q € L>°(R") und sowohl die Singularitiit von K in der

0 durch xgn\ B, (0) als auch alle Punkte weit weg von der 0 durch xp, ) weggeschnitten werden.

Bleibt also nur noch zu zeigen, dass K., K. p CALDERON-ZYGMOND-Kerne (CZ-Kerne) sind und die
Abschatzung der (nun wohldefinierten) FOURIER-Transformation von K, g gilt.

Fiir den CZ-Kern sind also die Ungleichungen (E18), €19), (E20), ([EZT) zu zeigen zu zeigen.

Wir zeigen dies hier fiir K, r; die Abschitzungen fiir K, folgen analog.Die zu beweisenden Ungleichungen

EIY), @E19), @20) und @ZI) sind nach (i) fiir K selbst erfiillt. Somit folgt sofort (EIF), da
/ |z| | Kz r()] dxg/ |z||K (z)] < C(Q,n) p firalle 0 <e < R < oo.
) B,(0)

Auch (620) und EZI) folgen wie im zugehdrigen Beweis zu (7).
Zu ([EI9) betrachten wir

B,(0

/ Ko (e —y) — Ko gl)| de
|z|>2]y|

g/ |K(z—y)— K(z)| dx—i—/ |K(m—y)—0|dac—|—/ |0 — K(z)| dz
lz[>2]y] lz[>2]yl,A lz[>2]y],B
(imss)
So@ms [ Ke-wl+ [ Keeplt [ K@l [ K@),
lz|=2]y|. 1 || >2]y[, 1T lz|=2]y|, 111 lz[=2[y|, IV

wobei die Bedingungen A, B, I, II, I11, IV stehen fiir
R>jz—y|l>e AN (Jz|]<e V |z|>R), (A)
also K. p(z) =0, Ke p(z —y) = K(z —y),
(R=|zlze A (lz—yl<e VvV |z—y[>R), (B)

also K; p(z —y) =0, K¢ p(x) = K(x),

R>|lz—y|l>e A |z|<e¢, Q)

R>|x—y|l>e A |z|>R, (IT)

lt—yl<e A R>|z|>¢ (II1)
und

lt—y|>R A R>|z|>e. (IV)

Es gilt fiir |z| > 2|y| die Ungleichung

3 1
ZJal 2 lal + lyl 2 |o — g1 2 Jo] — ly] > Slal.

90



6.3 W/lzo’cl—Regularitéit fiir Losungen der Poissongleichung mit rechter Seite in 7!

Damit folgt fiir die Fille

3 3
I:|z|<e = §€>§|z|2|zfy|25,

1
II: |z] >R = R2|zfy|>§R,

1
IIT: |z—y|<€é5>§|x|2 und

Do ™

2
IV: |Jz—y|>R = R2|x|>§R.

Daraus erhalten wir (wobei I, I1, I1T und IV die Bedingung |z| > 2|y| ab sofort mit einschlieffen mogen)
mit der Ungleichung (EI8) fiir K

JALCE]

1
/ K-yl -yl ——
e<|lz—y|<ie |‘T - y|

1
< / K@ —y)lle -yl =
e<lz—y|<3e €
D 3 1
< C(Qan) 5 € g:

2
K (w—y)lle -yl = < 20(2,n)

Y

K(x )| s/

II R>|z—y|>3R
1

/ K (z)] < / K(@)|le| £ <20(Qn) und

II1 2e>|z|>e €

31 3
[meis [ k@Il <3
v R>|z|>%R

Wir beachten dabei, dass C(Q, n) unabhéingig von R, ¢ ist.
Zusammengesetzt ergibt dies

[ e —y) ~ Ken(o)] do < O(m)
|z >2]y|

und somit ist ([EI9) gezeigt und K, g ist ein CZ-Kern mit Konstanten unabhéngig von R, ¢.

Wir betrachten noch die FOURIERtransformation von K. g:
Sei y # 0. Es gilt K. g € L' N L?*(R™) und somit

Ker(y) = plln;o ) K. p(z)e 27(@) dg
= / K&R(x)(f%”'(x’y) dz + lim K&R(z)e*%i@wy) do.
E<‘$‘§% p—00 %<|I|<p
h 12(p)

Wir betrachten zunéchst I:
Es gilt mit Ungleichung (G210)

| 11]

/ K. r(z) e 27@) dg
e<lz|<h

—27i{z,y) _
i V1] dz + C(Q,n)

A
N
|
>
2
&
8

<lz|<Z ||

Mit Darstellung von e® = cos +isin erhalten wir

e*?’ﬂ‘i(fb,y> _ 6*27"i<01y>
| }

< Clyl.
||
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Damit folgt unter Anwendung von EI8) fir K. g

Al £ CE@)Z C lyl+C(n)
< C(Q,n).
Wir betrachten noch I1(p):
Wir setzen z := Q‘yT‘Z Dann gilt (y, z) = %, also
oE2mi(y,2) _ oEmi _ g

und somit

e=2mi@Y) — gm2mil(z )~ (5) — o=2milatay) (1),

Dann erhalten wir der mit Transformation & := x + 2

L(p) = / K. p(x) e 2m@v) dg
o <lzl<p

= — / K. p(z) e 2@ty qq (6.33)

‘y‘§‘$‘<p

- - Ko rl(€ — 2) e 269 de.
B <lé—z|<p

Ist £ € R", so dass \TQI < |€ — 2| < p, so gilt eine der drei folgenden Moglichkeiten:

(@) < lE<p
(8) 2 < I — 2l < pund [¢] = p oder
() <€z <pund ¢ < .
Im Fall () gilt dann wegen ¢t = \_Z\
1 1
§—z[zlEl |zl zp— 55 2p— o,
2ly] [yl
und im Fall (v) gilt
2 1 3
€ =2l <P+ [z < =+ 5 <
lyl 20yl ~ lyl

Somit gilt fiir £ € R™ mit é—‘ < |€ — z| < p (mindestens) einer der drei folgenden Fille

o < lel<op,

A
B p—ﬁ§|§—z|<poder
C

Damit erhalten wir fiir alle y # 0 (wir beachten 2|z| < 4|z| = \72| und wenden (ET9) sowie (EIF) fir K. g
an)

212(p)| =
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(iid)

= / K. r(z) e~ 2mizY) dg —/ K. r(z—2) e~ 2mizy) dg
%glzkp ‘%S\I*ZKP
< ’/ (Ke,r(z) — Ko p(z — 2)) e 2mizY) qo| + / K. p(z — 2)6727”.(96&) dz
A -4, 2 <e—z|<p
< / Ko () — Ko gl — 2)| do + / K. n(z — 2)| do + / Ko plz — 2)| do
pr<lel<p B c
< / Ko () — Koz — 2)] da + / Ko (w)| dw + / | Ko (w)] dw
2[z|<|=| p>|w|2p—1py o> lwl=
ETD) 1 1
<  COyn)+ T / |w| [Ke p(w)|dw + —- |w| [Ke p(w)| dw
pP— Tl lw|<p m |w|<%
ims: ) p lyl 3
< C,n) 1+ + = —)
P=rr 2
3
<  C,n) (1+2+5)
< C(,n),

fiir p hinreichend grof in Abhingigkeit von |y|, nimlich p > \TQI
Damit gilt also fiir alle |y| # 0
lim [L(0)] < C(.n)

pP—00

und somit ergibt sich ([@24)), also
Kz rllLe < C(2,n)

Y

wobei C(£2, n) unabhéngig von € und R ist.

Wegen (@) und (€) ist Q € L> und somit K. p € L* N L2NL>°(R™) und es gilt fiir eine Konstante C(£2,n)
nach (i)
[ Ke gl < C(Q;n). (6.34)

Insbesondere ist wegen K. r € L™

Kenf(@)i= [ Kenlo—y) ) dy

wohldefiniert fiir alle f € L*(R™).
Sei nun f € L'NL?(R™), dann gilt wegen K. p € L'NL?, dass K. rf = K. r* f € L? (Proposition EIH),
es gilt mit Proposition B3l (vi)

Ko nf(&) = Kor(6) F(O),

und mit dem Satz von PLANCHEREL (Theorem B4l erhalten wir

_— ~ ~ E3D N
T, P. T
IKerfllie@) = | Kenrflle = Ker flle < COQm)|fllze " Z2CQn) | 2n)-

Somit ist K g stetig und linear als Abbildung von L' N L? nach L?, und wegen der Dichtheit von L' N L?
in L? ldsst sich K. r somit fortsetzen auf L?(R") und es gilt [EZH), also

| Kerfllze < C(Q,n)|fllze fir alle f € L*(R™),

und insbesondere ist die Konstante unabhéngig von € und R.

Nun noch zum schwachen Typ (1,1):

Sei t >0 und f e L'(R").

Wir wihlen eine CALDERON-ZYGMOND-Zerlegung, d.h. eine Folge von Wiirfeln (Q)?2; mit paarweise
disjunktem Inneren, sowie zwei Abbildungen g, b : R™ — R, so dass gilt (vgl. z.B. [Gra(4], Theorem 4.3.1,
Seite 284f)
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— f=g+0b, (g good, b bad)

—lgl<Cn)t,

— b=01in R"\UpZ, Qk, [, b=0und f, [b] <2"*'¢,
= llgllzs, [1bllzs < 2]/ f||z: und

= e LM (Qk) < £l fllie

Wegen der Linearitéit des Operators K. g : L'(R") — L®°(R") (da K. r € L*, vgl. Proposition 16
gilt
Ks,Rf = Ks,Rg + Ks,Rb
und somit ; ;
LUK nf| > 1) < L (|Kengl > ) + 2 Kol > £,

Fiir den “guten” Teil g gilt

t
2 |Kergl > 3} = [ v [ KergP S GC@) ol

(K.rgl>ty 1

da g € L?, denn
/ 92 < Cn / 19l = Cm)tlglloe < Gyl fle.

Wir erhalten, dass der gute Term seinen Namen zu recht trigt, wegen

t 1
L' {Kergl > 5} < O )| fllze 5

Nun wenden wir uns dem “schlechten” Term b zu und definieren zu diesem Zweck

b == bxq,-
Insbesondere gilt dann

b= Z br punktweise fast iiberall in R™.
k=1
Sei das Zentrum von einem Qj, definiert als xj und @ habe die Seitenlénge 2py, d.h.

Qr = 2k + [—pr, pr]"™-
Es gilt fiir € R™ (wir beachten: [, by = [, b=0)

K. rbi(z / K. r(z —y)b(y) dy = / (Ke r(z —y) — Ke r(z — 21))b(y) dy. (6.35)
k Qk
Ist @ & By /mp, (x), dann gilt fiir ein y € Qy,
1
ly — x| < Vnpr < §|5E — x|,
und somit folgt unter Verwendung der Transformation z := z — zj, (dann gilt |z| > 2|y — z4|) und (ET9)
B
/ Ko@) = [ | \Kene =) = Kl =~ 20)] o) dy do
R\ By /mp(zk) R\ By /mp(zr) Qe

- / / VKen(z (g = 24)) ~ Ke(2)] 4 o) dy
& JR™\ By /7, (0

< K.p(z—(y—= er(z) dz [b d

N /Q/| | Mene = =)~ Ke(2)] 4 byl dy
Qn b d

= >/Q Ib(y)| dy

< C(Q,n)X"(Qk)t
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mit den Eigenschaften von b in der CZ-Zerlegung.

Wir definieren nun noch Q* := ;2 By /i, (21).
Dann gilt den mit Eigenschaften der CZ—Zerlegun und dem Lemma von FATOU

/ |Kegb| < liminf) / |K. rbi(z)| dz
R7\Q* Mmoo T JRM\Qx

< liminf Y C(Q,n)2"(Qx)t (6.36)
< Cn) |Ifllpr-
Weiterhin gilt auch
M) < Z"S’pn(Bka\/ﬁ(zk))
k=1
< Cn)y  L"(Qr) (6.37)
k=1
1
< SOl
Zusammengesetzt ergibt dies
t
Kb >4 < ,zm(sz*)+/ |
2 (EM\Q)N{|Ke, mbl> 5}
& 1 1
R IRl
R\ Q*
(E38) 1
< C(Q,n)ngHLl,

womit auch der ”schlechte Term unter Kontrolle ist und wir erhalten
1
LK rf1 > 83 < CQ )| fllee 5

fiir jedes t > 0, f € L'(R"), also ist ([EZ5) gezeigt.

(iv) Sei zunéichst f € L1(R™). Wir betrachten fiir R > 1

[Ke,rf(2) = Ko f(2)] = |/| K(y) f(x—y) dy| < [|K ]| p=@n ) 1 l0@sa@) —— 0,
y|>R

da f € L'(R™). Somit gilt
K. rf(x) RimiR K.f(z) punktweise fast iiberall in R™.

Weiter gilt fiir R < R/, dass

cQ)
Rn

<

P
|Kerf — Ker [l | Krrllze|fllzr <

1fllzr

I3Wir beachten, dass aufgrund der CZ-Zerlegungseigenschaften ||b— 37" by|| ;1 ——— 0, denn zunichst haben wir die punktweise

Konvergenz nach Konstruktion von by; weiter gilt

mo mo ma
IS bl < S /Q p< S 2@,
k

k=m1 k=m1 k=m
und wir haben E‘;l "(Qk) < |Ifllpr < oo. Somit ist (3°7%, bg)m eine Caucuy-Folge in L1(R™), konvergiert also gegen b.
Nun ist K. g : L*(R") — L (R") stetig und linear, also gilt >5° | Ko gb = Ko (3202 b) = Ke, gb.
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Somit ist (K. rf)r eine L®°(R")-CAvucHY-Folge fiir R — oco. Da der punktweise Limes K. f mit dem
L°°-Limes von (K. gf)r iibereinstimmt, folgt insbesondere, dass K. f € M(R") fiir alle f € L'(R").
Mit dem Lemma von FATOU erhalten wir

LK > 1) R

/n liRnliOIéfX{|K5,Rf|>t}

S hmlnf/ X{le,Rf|>t} (638)
R—oo R

= liminf Z"{|K. pf| > 1}
1
< COn)l Sl

also ist K. auf L' vom schwachen Typ (1,1) mit der Abschiitzung (E27).
Weiter gilt fiir f € L' N L2, dass K. f wohldefiniert ist und mit dem Lemma von FATOU, der punktweise

fast tiberall Konvergenz K. g f Bz, K. f und (ii7) folgt
1K fllze = im Ko rfllze

= [ K

liminf/ |KE,Rf|2
RTL

IN

R—oo
< O flIzemn)-

Da L' N L? dicht in L? ist, K, stetig und linear, existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung von K, auf
L? und es gilt, dass dieses K, auf L' N L? gleich dem urspriinglichen Operator ist.

Sei € < 1. Sei zunéchst f € C§°(R™). Es gilt (wir beachten, dass Voraussetzungen (4), (¥) implizieren,
dass fa§|y|§b K(y) =0)

K. f(x)

K(y) f(xr—y) dy

ly|>e

K(y)f(z—y) dy + / K@) (fz—y) — /() dy + f(z) / K(y) dy

[y|>1 e<|y|<1 e<|y|<1
- Ku)fe-dy+ [ K@) (-9 - f@) dy+o.
ly|>1 e<|y|<1

Weiter haben wir
|flz—y) = f@)] < VSl |yl

Daraus folgt fiir 0 < g7 <eg < 1

(imsse)
|(Ke, f)(2) = (Ko, f)(@)] - < [[Vfllz= /<| - (K (y)l [yl dy

ET)
< va||L°°C(Qvn) €2,

und somit ist (K. f(x))e<1 eine CAUCHY-Folge beziiglich L>(R") fiir jedes feste f € C§°(R™) und kon-
vergiert somit punktweise.

Zusétzlich gilt, dass K., f(z) — K, f(x) = 0 fir « € By (supp(f)), da dort f(z) =0 und f(z —y) =0 fiir
[yl < e < 1.

Damit folgt

Koy f = Key fllez@ey = Koy f — Koy fll22(By (supp(£))

IN

C(supp(f)) [[VFL=C(2;n) 2
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und somit ist (K.f). eine CAUCHY-Folge in L? fiir jedes feste f € C§°. Wir definieren den Operator
Tf: C&R™) — M(R™)
Tf=Kf:= lin%st f e C§e(R™). (6.40)
E—
Dabei beachten wir, dass aus der L>°-Konvergenz folgt, dass T'f messbar ist fiir alle f € C§°(R™). Weiter
iibertrigt sich (E28) und es gilt somit

IK fll2 < C(Q,n)| fllrz fiir alle f € C§°(R™).
Wiederum ist K linear und L2-stetig auf C§°, und wegen Dichtheit existiert dann eine Fortsetzung K auf
L? mit

IKfllz: < C(Q,n)|fllr: fiir alle f € L2(R™). (6.41)

Fiir den Nachweis, dass K auf C§°(R™) vom schwachen Typ (1,1) ist, benutzen wir zunéchst wieder das
Lemma von FATOU (wir beachten, dass K f fiir f € L' N L?(R™) insbesondere messbar ist), und wir
erhalten analog zu ([B38) fur f € C§°(R™) (fiir welche der punktweise Limes von K, f durch (E40) als K f
definiert wurde)

&0
LKf >t < C’(Q,n)||f||L1% fiir alle f € C5°(R™), ¢ > 0. (6.42)

Wir wollen den Definitionsbereich von T'= K auf L'(R") erweitern. Sei dazu f € L*(R™). Wir wiihlen
fm € C°(R™) mit f,, == fin L' und

||fm - fm+1||L1 < 4=, (643)
Dann gilt
LK fn = Kfmpal >t} = L™K(fm = fms1)| > 1}
2 1
< C(Qvn)Hfm 7fm+1||L1_

t
1
< C(Q,n); 4=™  fir alle ¢ > 0.
Insbesondere folgt mit der Setzung ¢ = 2~™
LK frn — K fg1] > 277 < C(Q,n)27™.

Wir definieren nun

A= U {|Kfm - Kfm+1| > 27m}
m=l
und wir erhalten .
00 1 ~
LA <C(Qn)> (5) < C(Q,n)27". (6.44)
k=l
Gilt fiir ein [ > 0, dass = ¢ A;, dann gilt, dass

|K frn(2) — K frng1(z)] <27™  fiir alle m > [,
und somit konvergiert K f,,(z) gegen einen Grenzwert, den wir mit K f(z) bezeichnen.Dies ldsst sich fiir
alle z ¢ A :=(,2, A machen, und es gilt
& . T
LA < LMA) < C(Q,n)2™" fiirallel €N,

also

ZL"A) =0.
K fm(x) konvergiert also .Z"-fast {iberall gegen einen Wert, welchen wir K f(x) nennen. Insbesondere ist
dann K f messbail 4, da K f,, € L2(R") und somit insbesondere messbar ist. Uber das Lemma von FATOU
erhalten wir dann aus (£42) die Abschitzung

(i)
LKf >t < C(Q,n)||f||L1% fiir alle f € L'(R"), ¢ > 0. (6.45)

HMygl, [ATE99] Lemma 1.10, S. 43
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Nun zeigen wir zuniichst, dass damit K f fiir f € L*(R™) wohldefiniert ist.
Zunichst gilt fiir eine approximierende Folge f,,, die (643) erfiillt, dass

lim Z™{|[Kf— Kfn|>t}=0 firallet>0: (6.46)

Dazu setzen wir B, := {|K f — K f,,| > t}\A.
Da A eine Nullmenge ist, gilt dann

L"(Bym) = Z"(|Kf = Kfm| > 1).
Sei | > 1 beliebig, aber mindestens so grof, dass 27! < ¢ und sei x € A;. Dann gilt
|K fn(2) = K frng1(2)] <27 fiir alle m > 1.

Damit folgt, dass fiir alle m > I (wir beachten, dass fir z € A;: K f,,,(x) konvergiert)
|Kf(@) = Kfm(@)| < D |Kf(e) = Kf;@)|+ |K fasr () — K f(2)]
j=m
T Y | K fi(x) — K ()]
< Y
=m
27y "2
j=0

27m+1

IN

IN

Somit gilt also fiir alle [ mit 27! < ¢
x4 A, = x¢&B,, firalem>I.

Die Umkehrung dieses Schlusses liefert: Falls fiir ein z € R™ ein m > [ existiert, so dass z € B,,, dann ist
T € A
Definieren wir

Cl = U Bj,
j=l+1

so folgt also fiir alle [ mit 27! < ¢: Falls z € C;, dann z € A;.
Somit gilt
By CCLC AL

also
B oo
LM(Biy) < LMC) < LA < C(@,n)2t 2.
Daraus folgt
lim £"(B;) =0,

l—o0

und wir erhalten (EZ6).

Wir wihlen zwei approximierende Folgen fl, f2 fiir ein gewisses f € L'(R"), welche [Z3) erfiillen
(wir bezeichnen den punktweisen Limes mit K!f und K?2f) und erhalte

< LY|K'f-KfL] > é} + LYK~ K] > é} + LK fo = Kfa| > é}

E) t t 1
S S R A B (L T S A B R el PR A S
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Nun nehmen wir auf beiden Seiten den Limes superior fiir m — oo und erhalten wegen (EZ0)
LYK f - K*f| >t} =0 fiir alle ¢t > 0.

Somit ist der Limes eindeutigig.

Ist f, € C§° eine beliebige Approximation an f in L!(R"), so betrachten wir fiir ein ¢ > 0 beliebig
die Folgen (@ )m mit an, := L"{|K f, — K f| > t}. Dann existiert fiir jede Teilfolge (@ )m/ eine Teil-
folge m'" — oo, so dass fiir (fp)m~ die Bedingung EZ3) erfiillt ist. Wegen a,, > 0 konvergiert dann

11
m —0o0

U ——225 0. Also folgt mit dem Teilfolgenprinzip a,, —— 0, also die Konvergenz K f,, —— K f
im Maf. Insbesondere {ibetréigt sich auch die Linearitét.

Zusammengefasst haben wir also gezeigt, dass der lineare Operator K : L*(R") — M (R"™) wohldefiniert
und vom schwachen Typ (1,1) ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir f € L?*(R") und f € L'(R") die Konvergenz K.f — K f in L*(R")
bzw. im Maf erfiillt ist und dass K auf L' N L? wohldefiniert ist.

Zur starken Konvergenz in L?:
Dies folgt sofort, da fiir f,,, € C§° C L' N L? Approximation von f € L?

[Kef—KflL IK(f = fo)lle + 1K (f = f)lle + [ Kefm — K fnll 2

I/\EE IN

20 )|l f = fnllLz + 1 Kefm — K fml L2

Fiir jedes 6 > 0 wihlen wir also m hinreichend gro®, so dass 2C(Q,n)||f — fimllz2 < %. Dann gilt fiir alle

¢ hinreichend klein, dass die rechte Seite kleiner als ¢ ist, da K. 20, K stark in Cse N L2

Zur Konvergenz fiir L' im MaR betrachten wir fiir eine Approximation f,,, € C§° in L'

LS~ K| > 1)
LUK — Keful > )+ LK efon — K fol > £} + LMK f— K fl > 5}

<
1 t
< 6C(Q,n)|f - fm||L1¥ + LK fm — K fm| > g}-

Wihlen wir jetzt eine Folge ey, LN 0, so dass ZL{|K. f — K f| >t} F220 fim Sup._,q, S0 haben wir
1 t ..
f"ﬂngf - Kf| > t} S GO(Q,TL)Hf - meLl; +$n{|K€kfm - Kfm| > g} fiir alle k.
Mit k& — oo links und rechts folgt dann

_ (I 1 ..
limsup Z™{|K.f — Kf| >t} < C||f*fm||L1¥ fiir alle m

e—0

und somit,
lin%.f"ﬂKgf —Kf|>t}=0.
£—

15Sei g messbar und .#"{|g| > t} = 0 fiir alle ¢ > 0. Es gilt

(oo}

ot > 0p = U {1t > =}

n=1

Wegen der Messbarkeit von g folgt dann

> 1
2l >op< > 2 {lal> 1) -0,

n=1

also ist g = 0 punktweise fast iiberall in R™.
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Ist zuletzt noch f € L' N L2, so seien K!, K? der L' bzw. L2-"Limes“ von K.. Wegen der starken Kon-
vergenz in L2 folgt einerseits die fast iiberall punktweise Konvergenz K, f — K2 f, und andererseits

limsgpf"{}Kgf - KQf} >t} = 0,
da L7({|K.f — K2f| >t} < S| K-f — K2f|%, (Yeonmédd Ungleichung), was mit
lims(ljlp.,f"{}Kgflef} >t} =0
von oben zusammen
LYK - K f| >t} = lirgljélpfn{’Klf - K*f| >t}

t t
< limsupZ”{|K€ffK1f| > §}+limsup$”{|K€ffK2f| > 5}
e—0 €

= 0
ergibt, womit
K'f =K?f
punktweise fast iiberall gezeigt ist.
a
6.18 Theorem (Singulire Integrale und J#!)
(vgl. [Ste93], Theorem 3, §III.3, Seite 113f)
Sei T : L*(R™) — L*(R™) ein stetiger, linearer Operator mit Norm ||T| = ||T||p(z2,12) < A fiir ein A > 0.
Sei weiter K € L}, (R™\{0}) ein Kern, so dass fiir jedes f € L'(R™) N L?*(R™) mit supp(f)CCR" und fiir alle
x & supp(f) gilt
(THe) = | K(z—y)f(y) dy. (6.47)
RTL

Zusiitzlich gelte fiir T, dass es auf {f € L' N L? | supp fCCR"} mit Translationen kommutiere, d.h. fiir jedes
c € R™ und fiir jedes f € L' N L?, supp(f)CCR™ gelte

(TH(x—c)=T(f(-—c))(z) fir L"-fast alle x € R™. (6.48)

Desweiteren gelte fiir fast alle y € R"
/ |K(z —y) — K(z)|] dz < A. (6.49)
|z|>2]y]
Sei T zudem erweiterbar auf ein T auf L*(R™), so dass fiir ein Z > 0 gilt
1
LT | >t} <2 flergn " fiir alle t > 0, f € L'(R™). (6.50)
Dann bildet T" stetig von ¢ nach L' aHl; genauer gilt fiir eine Konstante C(A,n)

1T fll ey < C(A )| fller  fiir alle f € 57

Beweis. Sei zuniichst a ein ##'-Atom , das heifit sei @ € ! und es gelte fiir einen Ball B C R™ (vgl. Definition

E3)
(4) supp(a) C B,
(i) |a| < £7(B)~" und

16 Tschebyschow, éeby§év, Tschebyscheff, Tschebyschew oder Tschebyschev
1T Mit [Sted3], §111.3, Theorem 4 lisst sich unter etwas stérkeren Voraussetzungen an den Kern K erreichen, dass T1 : % — #1
stetig ist.
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(i) [gna(z) dz = 0.
Dann gilt
[l < [ ol ol <.27(B) 22" suppa) < 27 (B) ",
R™ supp(a)

also @ in L2 und

N[

lallL> < 2™(B)~
Sei B* = 2B der konzentrische Ball mit dem doppelten Radius von B. Dann gilt (wir beachten a € L?)

(6.51)

[ ra@ide < 20 (Taleme

< 2MB)? |Tdl| 2@

< T llallpe@ny £™(B*)
RIS
< 2%A.

Andererseits gilt fiir z & supp(a) (wir beachten a € L'(R")N L?(R™) mit kompaktem Triiger; zusiitzlich erinnern
wir uns, dass [a = 0)

(Ta)(z) "= [ K(z—y)aly) dy

: K(z —y) a(y) dy

_ /B (K(z —y) — K(x)) a(y) dy.

Damit folgern wir unter Anwendung des Satzes von FUBINI

/]R”\B* |T(1(35)| dz S /Rn\B* /B |K($—y) *K(:C)| |a(y)| dy da
/B/"\B* K (2 —y) — K(2)| dz |a(y)| dy.

Nehmen wir zunéchst an, dass B, B* in der 0 ihr Zentrum haben, dann gilt fiir € R*\B*, y € B, dass
|z| > radius(B*) = 2radius(B) > 2y

und deshalb

/RH\B*ITa(:v)Idw = /B/H\B* K (z —y) — K(z)| dz |a(y)| dy
= i ay
< Al

Wir erhalten also fiir alle ##'-Atome a mit B zentriert in der 0, dass (wir beachten, dass aus Eigenschaft (ii)
fiir a folgt: ||a| . <. Z™(B)|allr~ < L™"(B)L"(B)~! =1)

|Ta|:/ |Ta|—|—/ Ta] < A+ A2% = C(A, n). (6.52)
R™ R\ B B

Ist a ein 2#'-Atom mit einem beliebigen Zentrum z, definieren wir die Translation 7, durch (7. f)(-) := f(- — 2).
Dann gilt

EZR) Ex2)
[Tallpy = [[r:Tallp "= [[T(7za)[[zr < C(A,n),
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da T translationsinvariant ist und 7,a ein J#'-Atom mit Zentrum in der 0 ist.
Somit wurde fiir alle Atome a gezeigt, dass
|Ta|lr: < C(A,n).

Sei f € #*. Nach Theorem .0 existieren Atome aj und eine Folge (Ar)r C R mit

F=> M ax,
B

das heifét
1F =D Akar]l e 2= 0,
k=1
und es gilt
> 1Ml < Cllfllen
k

Wir definieren f,, € span(Atome) durch
fn = Z )\k Qag.
k=1

Dann ist (f,,), eine CAUCHY-Folge in J#, f, € L' N L? und es gilt

IT fallzr < C(A ) D Akl < CA )| £l (6.53)
k=1
sowie fir m > n
IT(fn = f)llzr < Y Tkl < C(AR) Y Ak,
k=n-+1 k=n+1

und somit ist (7'(f,)),, eine CAUCHY-Folge in L'(R™) und besitzt also einen Grenzwert Y f € L'(R™). Wegen
@33 gilt
1T fllzr @y < CA R fller- (6.54)

m—00

Wir wollen zeigen, dass Y f = T f. Nach Proposition B(i) gilt f,, —— f in L'(R") und wir betrachten fiir
eint >0

t t
LT - Yf| >t < LT - T f] > 5h+ LT fm = Xf1> 5, (6.55)
wobei wir T'f,, = Tf,, benutzen, was aus f, € L'(R") N L?(R") folgt. Weiter wissen wir, dass ||Tf,, —

T fll L mn) 2, 0, nach der Definition von Y f, womit wir durch Anwendung der TSCHEBYSCHEFF-Ungleichung
das folgende erhalten:

t
lim Z"{|Tfm —Yf| > 5} =0 furallet¢>0.

Da T von schwachem Typ (1,1) ist, folgt zudem

LT T | > 5} = 2T )| > 5
i N
< = Sl
I7%0.

Damit folgt aus (G55
LT f =Y f| >t} =0 fiir alle t >0,

also T'f = Y f. Es gilt somit Y f = T f auf 2! und die Behauptung folgt somit aus (E54). O
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6.19 Korollar (Anwendung)
Sein > 2 und Q;; : R"\{0} — R fiir 1 <, j < n eine Funktion definiert durch

82" = zi 2 |2|" 7

2"

Qz) == A

Wir definieren K;j(z) := Q‘Z‘(f).
Dann existiert fiir jedes T € 1 ein h;; = hi;(t) € LY(R™), so dass

e—0

lim /R | E(er(e = 2) ds (o) de - /R hiy(€) (&) A€ fiir alle p € CE(R"), 1 <i,j <,
nJz|>e n
und weiter gilt
[hijller < C (g, n) [ 7]l -

Beweis. Wir fixieren ¢ und j, 1 <4, j < n und setzen Q = Q;;, K = K;;. Es gilt

o € C*(R™"\{0}),

o Qtz)=Q(2) firt >0,2#0

e und

/ Q=0:
9B1(0)

In der Tat folgt dies aus der Anwendung von Polarkoordinaten (vgl. Lemma E6), wobei wir ohne Ein-
schriankung annehmen, dass ¢ = 1 und j = 2 fiir den Fall ¢ # j und i = j = 1 fiir den Fall i = j:
Fiir den Fall i = 1 und j = 2 gilt

Qy) = Qa2(y) = —Anyrys  fiir alle y = (y1,...,yn) € 0B1(0).

In Polarkoordinaten ergibt sich also
/ ) = _An/”./ / cos(ip1) sin(p1) sin(p1)" " dr J' (02, s pn-1)dgs -+ dpn_1 =0,
8B1(0) 1=0

wobei J'(¢2, ..., vn—1) alle nicht von ¢; abhangigen Terme der Jakobischen der Transformation bezeichne.
Dies folgt aus dem folgenden Argument:
Wegen sin(p + 5) = cosp und cos(¢ + §) = —singp gilt

s
/ cosp sin" 1y = 7/ sinp cos™ 1 .
O —

jus
2

[SE]

n—l(

Nun ist sin(—¢) cos" (—¢) = —sinp cos" ! p und somit erhalten wir

/ cos sin" ' = 0.
0
Fiir den Fall i = j = 1 ergibt sich, dass Q(y) = Q11 = A(1 — ny?) ist und somit

/ y) = A/. / / (1 —ncos’(p1))sin(p1)" 2 dpy J' (g2, on—1)d@2 -+ dpn_1 =0,
8B1(0) ©1=0

s ™
. n—1 e
/ sin” ¢ = / sin" 2 o,
0 noJo

T " T n—1
/ (1 —ncos®p)sin" 2 = / (1 —mn)sin" 2 ¢+ / n sin" "2 =0,
0 0 0

denn es gilt

und deshalb

was impliziert, dass f631<o> Q(y) = 0 fiir alle n > 2.
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e Fiir |pu| =|v| =1, p,v e R™ gilt

J 1L I iy
ooty - o ()

= —nl(uip; —vivy).

Also folgt (wir beachten, dass ggf. i = 5)

Q) — QW) < nA(lpipy — pavs| + vy — vivy|)

= nA(|pl g — vl + |5l [ — vil)
~— ~—
<1 <1

2mAS i — (6.56)

k=1

IN

= 2nAlp—vl;

< C(Am)u— v,

1

Hierbei seien mit |-|; und |-|, = |-| die in R™ dquivalenten Normen Y ", |(-);| bzw. (2?21 |()Z|2) * be-
zeichnet.Definieren wir w(d) durch
W@ = s [9) -9,
p,v€dB(0),
u—v<s

so gilt w(d) < C(A,n)d nach (E56H) und

/01 “r) gy < C(A,n)/o1 ; =C(A,n).

r

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma erfiillt. Wir definieren K durch

k()= 22 e oy,

2"
und K, durch

Q2
Ko(s) = 22 sa(e) zeR™
B

Nach Lemma BET7(:v) ist dann
T.£(6) = Y K(y)f(§-y)dy feL'(R")
y|>e

wohldefiniert, und 7. erweitert auf einen stetigen und linearen Operator von L?(R™) nach L?*(R") mit den

Abschétzungen
IT-fllze < C(Qn)|fllz2 fiir alle f € L?(R™)

und
1
LT f] >t} < C(,n) n | fllzr  fiir alle f € LY(R™), t > 0.

Nach Lemma[EIZ(v) konvergiert 7. auf L'(R™) im Maf gegen eine Abbildung 7' : L'(R™)U L*(R") — M(R")
und auf L?(R") stark beziiglich der L?(R™)-Norm. Fiir dieses T gelten die Abschiitzungen

ITfllL: < C(Qn)|fllL: fiir alle f € L2(R™)

und
1
LTf| >t} <C(Q,n) n | fllz: fiir alle f € LY(R™), ¢t > 0.

104



6.3 W/lzo’cl—Regularitéit fiir Losungen der Poissongleichung mit rechter Seite in 7!

Da wir das Theorem anwenden wollen, bezeichnen wir im Folgenden mit 7. bzw. T' nur noch T, bzw. T" auf
L?(R™) eingeschriinkt und mit 7} bzw. T! den auf L'(R") eingeschriinkten Operator 7. bzw. T'. Insbesondere
sind mit dieser Konvention 7' und T eingeschréinkt auf L'(R™) N L?(R") gleich.

Unser Ziel ist es nun, Theorem EI8 anzuwenden, welches uns liefern wird, dass 7! und T beide stetig von
nach L!'(R") abbilden, und es mit einer Konstante unabhingig von ¢ gelten wird, dass

T flle IT2 fllee < OISl e

Um dies zu erreichen, benétigen wir einerseits Translationsinvarianz von T' bzw. T. (d.h. auf L?) und anderer-
seits einen Kern, der T "teilweise darstellt.

Zum Kern:

Sei f € L' N L? mit supp(f)CCR™. Dann gilt fiir x ¢ supp(f), dass es ein £, > 0 gibt, so dass f(y) = 0 fiir
|7 — y| < .. Somit gilt wegen der starken L?-Konvergenz von 7. nach T (und somit punktweise fast iiberall),
da irgendwann ¢ < &,

TN =@ = [ Ke-yp i@ d= [ K@y o)

lz—y|>ee R™

also ist (E4Q) fir T erfiillt.
Fiir T, wihlen wir den Kern K. und erhalten

Tef@) = | Ke(z=9)fW).
Nach Lemma BT (¢) und (i7) erfillen sowohl K als auch K. die Ungleichung (EI9) mit einer von ¢ unab-
hingigen Konstante und somit ist die Bedingung (E49) von Theorem sowohl fiir K und als auch fiir K,
erfiillt. Weiter gilt, dass auch die Operatornorm von T', T, : L?*(R™) — L?(R") nach Lemma EIq(iv) und (v)
gleichméfig durch C(£2,n) beschrinkt sind.

Zur Translationsinvarianz:Fiir T, gilt fiir f € L' N L?

(@) = [ K)fa—y) v

Hier ist klar, dass
(T-f)(x+¢)=(T.f(-+¢))(x) fiir fast alle z € R™.

Fiir beliebige f € L? wihlen wir eine approximierende Folge f,, € L' N L? und erhalten (fiir f,, gilt schon die
Translationsinvarianz)

I(Tf(+0) = (TN + o)l < Tef(+0) = (Tefm( + )z + 1(Tefm(- + ) = (Tefm)(- + )| L2
HI(Tefm) (- +¢) = (TN + o) 2
= NT=(FC+ ) = fm( + )z + [ Te(fmn = F)lz2

m—00

0,

m—00

da fi(- +¢) —— f(-+c¢) in L% Somit ist 7. translationsinvariant fiir alle .
Nun gilt nach Lemma BET7(v), dass T. stark in L? nach T konvergiert fiir f € L2 Damit folgt

TfC+e) = (THE+e < ITFC+0) = (Tf(+ )l + ITef (- +¢) = (Tef)(+ o)z
HITNC+e) = (THC+ )l
= [(Tf(C+e) = (Tef(+ Dz + I(Tef) = (Tl 2

ﬂ,ol
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Also ist auch T translationsinvariant@.

Mit Theorem BEI8 folgt nun, dass 7' und T beide stetig von #* nach L' abbilden mit der Abschiitzung

1T flle IT2 fllee < OIS Nl e, (6.57)

wobei die Konstante C'(£2,n) nicht von ¢ abhéngt.
Nun behaupten wir, dass fiir alle 7 € ! und fiir alle ¢ € C§°(R™) das folgende gilt:

e—0 e—=0 Jrn R™

iy [ [ K= = ot de = tim [ (10m(e) ot de = [ (1)ie) o16) e

Dies folgt aus der folgenden Rechnung:
Wir approximieren 7 € ! durch 7, € L'NL2N#" (2.B. Atom-Kombinationen), beachten, dass T2 7,, = Te7o,
und 717, =TT, da 7 € L' N L?, und erhalten

[ @n©ee - @0 b
< [ me—mllel+ [ T =Tl lel+ [ (7 =) 1
(ELD) 1 1
=" 20@,mllr — il ol + 1727 — Tl Nz

IN

20, 9)(I7 = Tl e + 1 TeTim — T £2)-

Wir benutzen die starke Konvergenz von 7. nach T aus Lemma EI7(v) (wir beachten, dass 7,, € L?) und
die Konvergenz 7, ——— 7 in #'. Genauer, wihlen wir zunichst m hinreichend groR, so dass |7 — 7y, || s
hinreichend klein, und danach € = e(m) hinreichend klein, so dass ||TeTm — T'7im || L2 klein.

Insgesamt ergibt sich dann

ti [ (@20 ¢l€) = [ (TT)E0(©) de,

e—=0 Jpn n

und durch die Setzung h := T (7) erhalten wir die Behauptung. O

6.3.2. Regularitdtsbeweis nach Semmes

Nun sind wir fast in der Lage aus Av € 4}, zu schliefen, dass V2v € L}, (Theorem BEZ3). Zunéchst bendtigen
wir aber noch einige Ergebnisse iber das Newtonpotential:
Ab sofort nehmen wir in diesem Abschnitt an, dass die n > 2.

6.20 Lemma (Stetigkeit des NEwWTON-Potentials)
Sei QCCR™, n > 2 und seien q und p mit 1 < p < o0, 1 < ¢ < oo gegeben, so dass

2
> (6.58)

=
ESRE

Dann ist das NEWTON-Potential auf 2
Ni@)i= [ @ -u) f) dy, weo,
eine stetige, lineare Abbildung N : LP(Q2) — L(Q)) mit

NN L(zr),La) < C(Q,n,p,q).
Hierbei bezeichnet

O(xz) :=

— 5= log |z fir n = 2,
fiir n > 3,

1 1
n(n—2)2B1©  |z"~2

die Fundamentallésung der LAPLACE-Gleichung.

18Die gezeigte Translationsinvarianz fiir alle f € L2(R™) ist tatsichlich nicht stirker, als die in Theorem I8 geforderte Trans-
lationsinvarianz nur fiir f € L'(R™) N L2(R™) mit kompakten Triger; aus dem letzeren ldsst sich ndmlich iiber das gerade
vorgefithrte Approximationsargument die nur scheinbar stirkere Translationsvarianz herleiten.
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Beweisskizze. Zuniichst macht man sich klar, dass fiir jedes ECCR™ im Fall n = 2 gilt, dasdl log |-| € L™(E)
fiir alle 1 < r < oo und im Fall n > 3, dass H%Q € L"(E) fiir alle 1 <7 < 25,

Sei zunéchst § < p < oo und QCCR". Dann gilt fiir 7 mit % + % =1l,dass 1 <r < -5 (bzw. 1 < r < oo fiir
n = 2). Somit erhalten wir durch Anwendung der HOLDER-Ungleichung
INfllze@) < N PllLr(Baama©)) Ifllzr@) = C(diam Q, p, n)|| f[Lrq)-

Daraus folgt die Behauptung fiir alle 1 < ¢ < oo, p > %, da QCCR™ (wir beachten, dass fiir p > 7 gilt %f% <0,
also ist (EhY) trivialerweise erfiillt fiir ¢ > 1).

Sei 1 <p< %, ¢>pund @IEY) erfiillt (d.h. ¢ < co). Wir definieren " durch % = %f% und r durch %Jr % =1.
Dann gilt

1 1 1 ES3) 2

0< - - = < -,

p q r n
und deshalb 1 <r < ﬁ
Definieren wir p’ durch ﬁ =1- %, so erhalten wir

1 1 1

g p

Mit der (verallgemeinerten) HOLDER-Ungleichung folgt dann unter Beachtung, dass » < -5 und deshalb
|®(x —)[|Lr (@) = C(diam Q,r,n) fiir alle z € Q

e

V@) < [ 8= plF =l 1 1)
o~ lE ([ 1ot -or o ar) i1, (6.59

1

Qe

IN

IN

CtaiamSp.rn) [ 06—l 167 av) " 1515

Nun gilt mit dem Satz von FUBINI

[ 1o =l 11w dyde = [ 2=l £
QJQ Q

C(diam Q, r, n)”f”m Q)

IN

und somit erhalten wir aus (E5J)

HNfHLq(Q) < C(diavarapa qvn)”f"zp(ﬂ) ||f||fp(ﬂ) = C(diamﬂa np,q, n)”f”LP(Q)
Da r in Abhéngigkeit von p und ¢ definiert wurde, haben wir gezeigt, dass
N fllLagoy < C(diam 2, p, q,n) || fl|Le(0)- (6.60)

Sei zuletzt noch 1 < p < 5,1<¢<pund @3 erfiillt. Mit dem bereits Gezeigten erhalten wir dann unter

1,12
Beachtung, dass > > 1 5

3

. €em
INfllLa@) < C(diamQ,n,p, Q) [N fllr)y < CldiamQ,n,q,p)l| fllzr(0),

und damit ist die Behauptung gezeigt. ||

19Fs gilt fiir n > 2, dass log|z| € L'(E) fiir jedes ECCR™: Der Ubersicht halber betrachten wir nur den ,interessanten® (weil
singuldren) Fall E = B} (0). Wir setzen fe(x) := log |z| xgn\B, (0)(*). Dann gilt

1
/ |fe(z)| = 7C(n)/ rm~llogr dr < C(n) sup r" !logr|(1 —¢).
B1(0) e rel0,1]

Also ist [[fellL1(p, o)) < C(n)O(1) fiir ¢ — 0. Wir erhalten zudem durch analoges Rechnen ||fe — fo/llL1(p,0)) = IIfe —

fE’”Ll(BE(O)\BE/(O)) = o(1) fiir e — 0, also ist (f:). eine CaucHy-Folge fiir ¢ — 0 und es existiert ein Limes f mit ||f. —

—0
Fllr sy 0)) ——=0.
Weiter gilt f =20, log punktweise fast iiberall in Bj(0) und somit erhalten wir f = log ||, woraus log|-| € L' (B1(0)) folgt.
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6.21 Bemerkung

Insbesondere ist das NEWTON-Potential auf R™, welches wir im folgenden einfach das NEWTON-Potential nennen
werden, punktweise fast iiberall in R™ wohldefiniert fiir jedes f € L*(R™) mit supp fCCR", da fiir x € supp f die
Abbildung N f(x) wohldefiniert ist, nach Lemmal62ll und fiir x ¢ supp f die Abbildung ®(x—-) € C*°(supp f).

Nun benétigen wir noch, dass fiir f € L*(R™) mit supp(f)CCR" schwach A(Nf) = —f gilt:

6.22 Lemma
Sei f € LY(R™) und supp(f)CCR™.
Wir betrachten das Newtonpotential N f = [, ®(- —y) f(y)dy.
Dann gilt
Nfho=—[ fo firallepe C§°R").
R R
Beweis. (i) Angenommen f € C§°(R"). Dann gilt (vgl. z.B. [Eva98], §2.2, Theorem 1, S.23) N f € C?*(R")
und —AN f = f, also mit partieller Integration

—| Nfhe=—[ ANf)p= fe  fiir alle ¢ € C§°(R™).
RTL RTL R’Vl

(ii) Sei f € LY(R™) und supp(f)CCR™.
Da der Support von f kompakt enthalten in R™ ist, existieren f; € C§°(R™) mit || fx — f|L1(&n) koo,
so dass eine offene Menge UCCR™ existiert mit supp(fx)CCU fiir alle k.
Wir bezeichnen mit N f; das Newtonpotential von f, d.h. Nfi(z) = [p.®(x — y)fr(y)dy, und sei
K, :=supp(Ayp), dann gilt

Wfde+fl = || (NF-N) bo+ [ (F=5) e+ [ (VR Bp+fio)]

|
R

—o0 nach (7)
< A¢llpee [INf = Nfillor e,y + llellzee [1f = fill ooy

Nun gilt nach Lemma B2, dass das Newtonpotential als Funktion von LP(K,) — LI(K,) stetig und
linear ist, falls % > % — 2. Wir wiihlen p = ¢ = 1, dann gilt|N f — N fillp1x,) < C(Kp, n)||f — frllLrox,)-
Insgesamt folgt also

k—o0
NF B+ £ o] < Clomlf = fullgeny S0,
R
womit die Behauptung gezeigt ist. O

6.23 Theorem (lec;i-Regularitﬁt (ohne Abschitzung))
(vgl. [Sem94|], Theorem 1.100)
Sei U C R" offen, n > 2, und sei v € L}, (U) mit Av € ! (U), d.h. es existiere ein (Av) € 4}, (U), so dass

loc

/ vAp = / (Av)p  fiir alle ¢ € C§°(U).
U U

Dann gilt Vv € L}, (U), d.h. es existieren Abbildungen (9;;v) € L}, (U), 1 <i,j <n, so dass

loc loc

/ v O = / (0i5v) ¢ fiir alle p € C°(U).
U U

Beweis. Wir fixieren eine beliebige kompakte Teilmenge K C U und wéhlen § € C§°(U) mit 0 < 0 <1 auf U
und € = 1 auf einer offenen Umgebung Vi, so dass KCCVixCCU (insbesondere ist dann fRnﬂ #0).

Nach Proposition [£8 gibt es dann ein A € R, so dass 7 := 0(Av — \) € 1 (R™).

Wir definieren das Newtonpotential w von 6(Av — A), ndmlich

sle) = Nr(@) = [ @a = 90w Lo(w) - Ny, 2.

n
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wobei ® wie in Lemma 20 die Fundamentallésung der LAPLACE-Gleichung ist (wir beachten, dass supp TCCR™
und deshalb w wohldefiniert ist).

Wir betrachten nun \

9(@) = w(z) +v(@) = o]

Es gilt mit Lemma 22 der Definition von Av und mit partieller Integration fiir alle ¢ € C§°(U)

/ng(:c) Np(z) de = /n“’(z) Dp(z) dz+/ v(w) Ap(x) *—/ ol Dp(a) de
_/ng(x)(m(x) dx—i—/ Av(z ) dz — i %271@(96) dz
= [ - 00e) @olz) -V ¢l

Also gilt fiir jedes ¢ € C§° (Vi) wegen 6(x) =1 fiir alle z € Vi

| 9@ 86w dr= [ (@) pta) do= [ (1 0@) (Bola) =) ple) da =0,

Vi ™
Aus dem Lemma von WEYL, Lemma EET6, folgt g € C° (V) und Ag = 0 (stark in V), da g € L}, (we L',
v € L},,.) und sehr schwach Ag = 0 galt.
Damit folgt
A
v(@) = —w(@) + o-fof* + g(x) , w € Vic.
—_——
eCo
Also lasst sich anschaulich sagen, dass v in Vi “so gut wie” w ist.
Wir wollen eine gewisse Regularitiit fiir das w erhalten, wir suchen nimlich ein h;; € L'(Vi), so dass
/ w(z) Oijp :/ hij ¢ fir alle p € C§° (V). (6.61)
Zunichst eine
Zwischenbehauptung. Fir alle o € C§°(R™) gilt
[ 2= dye(@) do = - [ 20— y) dj(0) do. (6.62)
n R

Beweis. Wir bezeichnen B, := B.(0). Es gilt mit partieller Integration (Korollar EEJ)), da supp pCCR™, p € C*®

und da die dufere Einheitsnormale an R™\ B, gegeben ist durch v(z) = —Z:

/n@(:zz —y) Oijp(z) dz = /TL(P(z) Oijp(y + z) dz

/ O(2) Oij0(y + 2) dz +/ O(z) Oij0(y + 2) dz
R™\B.

€

=:1c
= [ e e [ 8@ a0 (<L) a4
R\ B. 9B,
=11
= - 0;®(2) 9j0(y + z) dz + 0;®(2) 0j0(y +2) dz +II. + I,
R™ B.
=111,
= — 0:;®(2) 00y +2) dz + ITI. + 11, +1I..
R'ﬂ
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e 7Zu I.:
Wir beachten, dass ®(z) = ®(|z]|), dann gilt

L < IDles [ jo(eD) s
c £
< C/ |D(r)| "1 dr.
r=0
Mit e < 1 gilt |log(r)| = — log(r) fiir alle 0 < r < & und es folgt fiir n = 2:

g
=o(l) fire—0.
0

2

€ 7“2 r
|I.| < -C / r logr=—-C—logr — C —
) 2 4

Fiir n > 3 folgt analog
g
I <C / r=o(1) fiire—0.
0

Somit ist I, = o(1) fiir € — 0.

e Zull,:
Es gilt (wir beachten, dass |Z€—1| <1 auf 9B.(0))

miscem [ eaise [ gl bee [l e o fwe—o

€

Somit gilt auch Il = o(1) fiir e — 0.

e Zulll,:
Wegen 0;9(z) = CI/:T fiir alle z # 0 gilt
Zi 1 € 1 1 .
[II1.] < C(p) <C —=C [ ——=r"" " dr=Ce=0(1) fiire—0. (6.63)
B. 2" B. 2" o ™"

Also gilt 111, = o(1) fiir ¢ — 0.
Damit folgt, dass
/ O(z —y) Oijp(zr) do = — 0;®(z) 0j0(y +2) dz+o0(1) fire—0
n R'ﬂ

und somit, wegen der Unabhéngigkeit der anderen Summanden von ¢,

| 8= 0yte) do = [ 0.0() 0ty + 2) d.

womit diese Zwischenbehauptung gezeigt ist. ||

Nun wollen wir die Gleichung (E&1) umschreiben. Sei ¢ € C§°(R"™). Es gilt zunéchst

[ e@ose= [ [ o=y )y o dn

Es gilt nach LemmaB20, dass [, ®(z—y) 7(y) dy € L'(supp(7)), also lisst sich der Satz von FUBINI anwenden,
und es gilt

[ [ aw-vrmavaeea = [ [ a6y o0 i d

e / n / = 08(x —y) 9yp() do (y) dy.
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6.3 W/lzo’cl—Regularitéit fiir Losungen der Poissongleichung mit rechter Seite in 7!

Wir fixieren zunéchst ein beliebiges € > 0. Dann gilt mit partieller Integration (vgl. Korollar E3))

// (z —y) 7(y) dy 9ijp(x) d :*/n | 9% —y) 9jp(x) du (y) dy

_ / ( / 0:0(x — y) Oyp(x) da — / 0,9 (x — ) 0j0(x) d:c> 7(y) dy
" R™\ Be () Be(y)

:/ </ 9i®(z —y) 9jp(z) dz — IIIE) 7(y) dy.
n R\ Be (y)

Nach (B83) konvergiert I11. unabhéngig von y gegen 0 fiir ¢ — 0. Also gilt fiir unsere Umformung mit partieller
Integration weiter (wir beachten, dass die dufere Einheitsnormale an R™\ B (y) der Funktion —*=¥ entspricht)

[ v =0) m) dy dye(0) do

-/ ( [ oe-y) el do + / D€ — y)p(6) LY d%ﬂ“(&)—m) r(y) dy
n R™\ B: (y) dB:(y €

s 0t ole) ) - /n/aw 3¢~ y)e(©) LY e €) 1(y) dy
+/nIHa 7(y) dy

Jue

zu erkennen fiir ein h € L}, (R™). Dazu betrachten wir zunéchst

(6.64)

Unser Ziel ist, diese Terme fiir ¢ — 0 als ein

hm| ITI. 7(y) dy] €5

e—0 Rn
Wir betrachten den vorletzten Term

/ / BB(C) oy +¢) <L AXm Q) 7(y) dy.
n JOB.(0) €

Zuniichst beobachten wir, dass die inneren Integrale fiir ¢ — 0 konvergieren, denn mit 9;®(¢) = C(n) = refe gilt
i 1 9 n—
[ et LA = o [ o Sareni)
a8.(0) €] € 9B, (0)

= / oy +e€) &&d ™€) fiir alle y € R™.
9B1(0)

Nun definieren wir ~;; := faBl(O)éiéj d#"~1(¢) € R (unabhiingig von ¢, 7).

Dann gilt
| / oy +e€) & A NE) — o) = || (ply+e6) — oy) &ty d ()]
8B, (0) 8B, (0)
< / oy + <€) — o) [6il1&;] d7m1(©)
8B1(0) T
< |Dgllp~ = C(n)
=00
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6 HARMONISCHE ANALYSIS: HOHERE REGULARITAT DURCH HARDY-RAUME

Dabei haben wir ausgenutzt, dass [o(y + &) — @(y)| < [ [Ve(y + t€)|¢]] < [Vl L~ e.
Da die obige Konvergenz unabhéngig von y ist, gilt somit

/ " /E,BE oy +2) 2 A" (=) Tly) dy / T(w)e(y)dy.

Wegen 7 € " ist auch v;;7 € 1 C LY(R").

Wir betrachten noch das erste Integral. Da ¢ > 0 gilt mit der Transformationsregel und dem Satz von FuU-
BINI

/"/"\B o, %@y ele) dzr(y) dy

- / / 8;0(2) 9z +y) dz 7(y) dy
n JRn\B.(0)

:/ &j@(Z)/ o(z+y) 7(y) dy dz
R™\ B, (0) n \{-’

-/ oy 29C) / Pl 7(€ — =) de d:

/"/>g i (2)7(€ — 2) dz (€) dE.

Mit Korollar BT folgt fiir K;(z) := 0;;®(z) = —C(n) 5{|z|"—‘z‘z2i§j|z|"*2 = ‘ |n ) fiir 2 #0

;i;xg)/njwmj(z)r — ) pl) de = [ hy(©) w0 ¢

fiir ein h;; € L'(R™) und mit

[hijllze < CELn)[|I7| 51

Diese Ergebnisse eingesetzt in ([E64]) ergeben nach dem (nun wohldefinierten) Grenziibergang fiir ¢ — 0

/ w Dy = / (hij — 7ij + 0)p fiir alle € C5°(Vig).

Daraus folgt nun
A2 .. o
v Oy = [ (—hij +vij + 8ij%|l'| +0i59)p =: [ (Oi;v)p fiir alle ¢ € C§° (Vi)

und (0;;v) € Lloc(VK) (wir beachten, dass nach Lemma von WEYL, Lemma ET6, g nur (lokal) glatt ist, und
somit nur in Wlof fiir alle k,p).

Da KCCU beliebig gewdhlt war und der Eindeutigkeit der schwachen Ableitung ist somit (0;;v) punktweise
fast iiberall wohldefiniert in U und 9;;v € Lj,(U). O

6.24 Bemerkung
Der obige Satz gilt tatséchlich stirker, nimlich mit der Aussage, dass die zweite Ableitung wiederum in ]},
statt nur in L} _ liegt, vgl. [Sem94|, Theorem 1.100, und Fufnote 7 S.

loc

Falls wir eine etwas striktere Forderung an Aw stellen, erhalten wir auch eine Abschitzung;:

6.25 Theorem (Wloc Regularitit (mit Abschéitzung))
(vgl. [Sem94], Theorem 1.100)
Sei U C R™ offen, n > 2, und sei v € L}, (U). Sei 7 € #*(R") und supp7 C KCCR" fiir ein Kompaktum K.
Gilt nun
Av =7 schwach in U,
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6.3 W/lzo’cl—Regularitéit fiir Losungen der Poissongleichung mit rechter Seite in 7!

d.h. gilt
/ v A(pz/ T @ fir alle ¢ € C§°(U),

dann folgt V?v € L}, .(U).

loc

Weiter existiert fiir jedes offene Gebiet W CCU eine Konstante C(U, W, K, n), so dass gilt
V20|l Lrwy < CUW, K, n)([ollrwy + I7]len)-

Beweis. Der Beweis ist dufserst dhnlich zum Beweis von Theorem [B23] weswegen wir ihn nur skizzieren wollen.
Wir fixieren ein W CCU und definieren wieder das Newtonpotential w von 7, ndmlich

w(z) = / B —y) 7ly) dy TR,

wobei ¢ wie in Lemma [E20 die Fundamentallésung der LAPLACE-Gleichung ist.
Wir betrachten nun

g(z) = w(x) + v(z).

Wieder gilt mit Lemma und der Definition von Av fiir ¢ € C§°(U)

[ o) 25t0) o+ [ ota) st
= _/HT@) o(z) da +/ 7(x)p(z) dz

Rn
= 0.

[ 9te) Bt da

Mit dem Lemma von WEYL, Lemma B8, folgt wieder g € C*°(U) und Ag = 0 (stark in U), da g € L, .(U).
Es gilt
v(z) = —w(x) +g(z), fir L"-fast alle x € U, (6.65)

und wieder reicht es somit, d;;w(x) zu betrachten.
Genau wie in Theorem erhalten wir wieder

Oijw = hij(T) — vijT
mit h;; und y;; wie im Beweis von Theorem und der Abschétzung
[hi (M)l < C)l[Tlloer, 1<4d,5<n.
Weiter wissen wir nach dem Lemma von WEYL, Lemma B8, 9,9 € L}, ., da g € C*(U).

loc?
Zur Abschitzung:
Mit [E6H) gilt fir WccV

IN

10550l L1 (w 1055wl L1 &) + 10i59| 1w

IN

C)llrllser + 19:591l L1 (w)-

Es bleibt also nur noch 0;;¢ zu betrachten.
Wir wihlen ein § > 0, so dass Bs(W) C U. Da g in W harmonisch ist, folgt aus den CAUCHY-Abschétzungen,
Lemma EETA dass fiir jedes x € W

A

1
10ij9(z)| < OWHg”Ll(BS(E))

IN

CW,U,n)llgllcr -
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6 HARMONISCHE ANALYSIS: HOHERE REGULARITAT DURCH HARDY-RAUME

Somit gilt mit der Definition von g

199wy < L (W)CWU, W,n)llgll L)
< CWUwW,n)lglw
(EXD)
< CWUWn)(|lvllzrwy + llwllorwy)
LEm
< CUW,K,n)([vllerwy + 1Tl 21 (supp )
PET
< CWUW, K, n)(lvllprwy + 7] 1)

6.26 Korollar (Anwendung)
Es seien E, D € W12(D? R™) die Losungen von

AD=-VB-V+tu in D?
AE=VYA.-Vu  in D2

wobei A, B € W'2D? M(m) und u € W'?(D? R™). Dann gilt D, E € W} (D? R™).

Beweis. Wir setzen F := —(VB) - (V+tu) und G := (V+A) - (Vu).

Wie in Korollar BIH gezeigt gilt F, G € 2#' (wenn wir u, A, B auf ganz R? fortsetzen, so dass jeweils supp G,
supp FCCR™).

Aus Theorem B23 folgt dann V2D und V2E € L}, (D?), also erhalten wir die Behauptung,. O

loc

Ein Ergebnis dieser Methode in zwei Dimensionen ist, dass eine Losung v € W1H2(D?) mit Av € ! in
W21 (D?) liegen. Dies impliziert, dass v € C°(D?), wie der folgende Sonderfall der Soboleveinbettung zeigt:

6.27 Theorem (SOBOLEV-Einbettung: Sonderfall fiir n = 2)
(vgl. [AF03], Theorem 4.12, Case A)
Fiir alle QCCR?, 90 € C* gilt, dass B
wW2H(Q) — C(Q).
Beweis. Sei f € W21(Q). Wir approximieren f durch f,, € C=(Q), so dass gilt

fm m=0oo, f in WL

Nach [AEQ3], Lemma 4.15, gilt nun, dass fiir » = () klein genug, fiir alle u € C°°(Q2), punktweise in

u@ < K[ X et [t dy+ 3 [ 0t dy
Q _5JQ
lal<1 la|=2

Somit gilt
lull e < Klfulle:.

Deshalb gilt insbesondere
Hfm - anL°o < KHfm - anW2’1

und wegen f,,, € C°(Q) folgt wegen der CAUcHY-Folgen-Eigenschaft, dass auch f fast iiberall gleich einer bis
auf den Rand stetigen Funktion ist. O
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7. Wente-Ungleichung

In diesem Abschnitt wollen wir ein Phinomen beweisen, was zuerst von WENTE in [Wen69] ausgenutzt wurde.
Die hier présentierten Beweise beziehen sich grofteils auf die Ausarbeitungen von [BC84)], Lemma A.1, und
[H&I02] Kapitel 3, sowie fiir einen alternativen Beweisansatz auf [Tar&4).

7.1 Theorem (WENTE-Ungleichung)
Seien a*, b € W12(D?), 1 < k <m < oo, und u € WH2(D?) eine Lésung von

k k k k .
{_Au: mo(fah ot _ pat 9bty i 2

Dann ist u € W2 (D?) N C°(D2) und es gelten die folgenden Abschitzungen:

loc
||u||Loo(D2) + ||VU||L2(D2) S CZ HVakHLZ(,y) ||ka||L2(D2)-
k=1
und fiir alle QCCD?

IV%ull ey < CQ) S IV 1202y V08|22
k=1

Dieses Theorem ergibt sich aus Lemma [4 Korollar Korollar [T und einer Bemerkung analog zu Be-
merkung [, welche wir in den néchsten Unterabschnitten beweisen werden. Eine erste Anwendung ist das
folgende

7.2 Korollar (Approximation von W12 durch Wiezu)
Seien u € W2(D?), a* € Wh2(D?), b € Wy *(D?), 1 < k < m < oo. Weiter gelte schwach

—Au =37 {ab b = 3L Vet VEbE - in D2,

gu =0 auf OD?,

fD?u =0,
d.h. fiir alle ¢ € C>(D?) gelte

/ vu~w:2/ Va* Vb* .
D? 1 D?

Dann existieren u; € Wlifu(DQ), fDZ’u]‘ =0 mit

Jj—o

u; —— u in WH2(D?)n L*°(D?).
Insbesondere existieren dann auch (vgl. LemmaEZ3) u; € C=(D2) N Wy, Jpauj = 0 mit

Ou;
(Vu;,v) = 8—1/] =0 aufdD?,

wobei v die dufere Einheitsnormale auf OD? sei, und

Jj—o©

uj —— u in WH2(D?) und L>(D?).
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7 WENTE-UNGLEICHUNG

Beweis. Wir betrachten der Ubersicht zuliebe nur den Fall 7 = 1 und identifizieren a = o' und b = b*. Man
verifiziert einfach, dass der Fall m > 1 analog zu behandeln ist.

Es ist nur zu zeigen, dass es u; in Wﬁfu(DQ) gibt, mit denen wir f wie behauptet approximieren kénnen, die
restliche Behauptung folgt dann aus Lemma

Wegen b € Wy*(D?) existiert b; € C§°(D?) mit

j—oo

bj —— b in WhZ(D?).
Dann gilt nach Proposition EE22(i7)

/ Va-V+th; = 0.
D2

Weiter haben wir {a,b;} € L? und somit existiert ein u; € W2, (D?) mit [,,u; = 0 und
—Au; =Va-V+th,,

denn zunéchst existiert nach Lemma BT ein solches u; in W2(D?), so dass
/ Vu; Ve :/ {a,b} ¢ fiir alle p € C>®(D?),
D2 D2

und dann folgt mit dem Satz von FRIEDRICHS, Theorem EETH, dass u; € Wer, (D?). Weiter gilt
—A(uj —u) = {a,b; — b}
und somit folgt mit der WENTE-Ungleichung, Theorem [T

Jj—o©

luj = ullzoe + [V (u; = u)|[2 <[[VallL2 V(b = b)ll> —— 0.

Wegen sz (uj — f) = 0 sind die Voraussetzungen fiir die POINCARE-Ungleichung erfiillt und wir erhalten

;= ullyrre < C|V(u; — u)||z2 22 0.

Daraus ergibt sich schlieflich
Jj—oo

uj —— u in WH2(D?) N L>(D?).
a

Nun miissen wir Theorem [l beweisen. Zuniichst erinnern wir uns an die folgende Definition, die wir im
folgenden haufiger verwenden werden:

7.3 Definition ({u,v})
Wir definieren

o 0 o 0
{a,b} = %a a—yb* a—ya %b,

wann immer dieser Ausdruck sinnvoll ist.

Fiir eine schwache Losung u € W12(D?) von

—Au={a,b}  in D?
u=0 auf 0D?

mit a, b € WH2(D?) oder
—Au={a,b}  in D?
gu =90 auf 9D?,
fDZ“ =0

mit a € W, *(D?), b € W'2(D?), beobachten wir zuniichst, dass {a,b} nach Theorem B4 in #! liegt, womit
wir unter Anwendung von Theorem das folgende Lemma erhalten:
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7.4 Lemma (W?21-Abschitzung)
Sei QCCR? eine zusammenhéngende, offene Menge, mit 92 € C*°. Seien a,b € W%(Q). Wir betrachten eine
schwache Lésung u € W12(Q) der partiellen Differentialgleichung

A= — — — — in Q. (7.1)

Dann gilt u € W21 (Q) und fiir jedes Q' CCQ gilt

||V2u||L1(Q/) < C(Q,Q/)(HVGHLZ(Q) VOl L2 + llullzr (o))
Ist weiter [, u= 0 oder u € Wy'*(Q), so folgt

IV2ull L1 ey < CQ,Q) ([ Vall2) [IVBll 20 + [ Vullz2()-

Beweis. Ohne Einschriankung gilt zunichst [,a = [,b = 0, da wir ansonsten mit a — [, a bzw. b — [, b
weiterrechnen (wir beachten, dass ([Il) auch mit den so modifizierten Funktionen erfiillt ist).
Wir sehen nun, dass sich die rechte Seite der PDE (1) darstellen lésst als

9a b _ da @:(vla)-(w)).

Wegen 9Q € C*° kénnen wir a, b auf a,b in W12(R?) fortsetzen, mit supp(a), supp(b)CCB;i () und der
Abschétzung

~ Lem .

lallwrzme) < Cllallwiz@) < CllVallrzg), (7.2)
wobei die POINCARE-Ungleichung, Lemma Bl wegen fﬂ a = 0 und Q zusammenhéngend anwendbar ist. Ana-
loges gilt fiir b. 5 3
Nun gilt V+a, Vb € L*(R?) und schwach in R™ gilt, dass div(V+a) = curl(Vb) = 0 nach Proposition
Somit folgt mit dem CLMS-Theorem, Theorem B14, dass V+1a - Vb € ! und

TET
< C

AP M)Vl 2y [VOllL2@e)y < CELn)[[VallL2o) VO] L2(0)- (7.3)

Mit Theorem folgt nunPd wegen der Voraussetzung an u, dass u € WZQOS(Q) und fiir jedes Q'CcQ die
Ungleichung

TE=a B -
||V2U||L1(Q/) < C(Q,Q',n)(HuHLl(Q) + ||vlaVb||”1)

((rows)]
< C, 9 n)(|lullLy o) + IVallL2@) IVD|L2(0))-

Gilt weiter [,u =0 oder u € W, 2(52), so folgt mit der PoINCARE-Ungleichung
lullLr@) < C(Q,n) |lullL2) < COQ)Vul 2o

und es gilt somit
||V2U||L1(Sz') < C(QaQ/an)(HVUHLZ(Q) + ||va||L2(Q) ||Vb||L2(Q))-

d

Der Ansatz von [BC84] zum Beweis der WENTE-Ungleichung basisert auf einer Abschitzung des Newtonpoten-
tials beziehungsweise der GREEN-Darstellung. Diese Abschétzung zeigen wir im

7.5 Lemma (Abschitzungen fiir das NEWTON-Potential)
(vgl. [BC84], Lemma A.1)

Es gilt
/ log
RZ

20Fg gilt fiir eine schwache Losung u € W12(Q) von —Awu = f, wobei f integrierbar sei, dass

1,2
/fv PBFE —/Vu~VvW: /u Av  fiir alle v € C§°(Q);
Q Q Q

also erfiillt eine schwache Losung einer PDE diese auch sehr schwach.

o m ‘ {a,b}(z,y) dz dy‘ < [Vallz2re) IVl z2re)  fiir alle a,b € C5°(R?), c € R?.
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7 WENTE-UNGLEICHUNG

Beweis. SeietP] a,b in C5°(R2) und ¢ € R? fixiert. Wir definieren?d

P(e) := /]R? log

Fir den Wechsel nach Polarkoordinaten setzen wir

c— B” {a,b} dz dy.

T :=cy —1rcosb

und
Y :=cy —rsinb.

Wir definieren die Polarkoordinatendarstellung von @ und b:
f(r,0):=a(c; —rcosf,co —rsind),

g(r,0) :=b(cy —rcosb,cag —rsinb).

Dann gilt
r = (—cosf a; —sind
f (r,0) ( cosva St ay) (c1—rcos B,co—rsin )
r —(cosf by +sinf b
g (r,0) ( y) (c1—rcosf,co—rsin )
=7r(sinf a; —cosf a
fG (r,0) ( y) (e1—rcos 8,co—rsinb)
und
=r(sinf b, — 0b
g6 (r,0) T(SIH €08 y) (c1—rcosf,co—rsin )

Daraus folgt (wir unterdriicken die Argumente)

frgo — fogr = r(—cos ay —sinb ay)(sinf b, — cosf by) — r(sinf a, — cosb ay)(—cosd b, —sind b))
= 7(azby(sin?(0) + cos?(0)) — ayb,(sin®(0) + cos*(9)))

r(azby — aybs).

Damit berechnen wir

w(e) = /R;ogc— | |(@by — ayba)(@,9)) do dy

/ / logr ((azb ayb )(c1 — rcosf,co —rsinf) r df dr
r=0J6=
:_(nge fogr)

[e%s) 27
/ / logr (frgo — fogr)(6,7)d6 dr.
r=0J6=0

Nun gilt (wir beachten, dass f, g € C®)

(fQG)T_(ng)G :fr99+f99r_f99r_f gro :fTQG_fG.gr-
~~~

=96r

Damit erhalten wir

/ / logr ((fge)r — (fgr)e) dO dr.
r=0J60=

2! Tats#ichlich bleibt der Beweis auch giiltig, wenn man nur a € C§(R?) und b € C*(R?) N W12(R?) fordert.
22Dieses Integral ist wohldefiniert, vgl. Fufnote [[3, Seite [[I7
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Weiterhin gilt (wir beachten wieder, dass (fg,)g € C*)
2m
/ (fgr)o(r,0)do = (fg,)(r, 9')‘0 027r =0 fiir alle r > 0,
=0 =

da fg.(r,0) 2m-periodisch in 6 ist.
Dies fiihrt zu

[e%s) 27
T(c) :/ / logr (fge), dO dr.
r=0J6=0
Es gilt zudem fiir alle 6 € [0, 27]
o0 oo o0 1
/ logr (fge), dr = logr fgel,—, */ ;fge dr.
r=0 r=0

Zu logr(fge)|,—, beachten wir zunéchst, dass wegen a,b € Cg° fiir alle r hinreichend grof f(r,0) = 0 und
go(r,0) = 0 fiir alle 6 € [0, 27].
Daraus folgt fiir festes 6 € [0, 2]
logr (f90)(r, 0)[2Z = lim log  (gs) (1, ).
Nun gilt go(r,0) = r(siné b, — cosd b,) und wegen b,, b, € C§° folgt
|96(r, 0)] < rC(b).

Daraus folgt wiederum (wir beachten f € C§°)

logrfgal,Zo| = |lim(logr)(fge)(r,0)

IN

c 111% |rlogr| = 0.

Also folgt schliefslich durch zweifache Anwendung des Satzes von FUBINI

/ / —fggd@dr
r=0J60=

Nun gilt fiir alle » > 0 mit partieller Integration

27 2
/ go(r,0)d0 = g(r,0) =0,
9=0 60=0

wegen der 27-Periodizitit von g in 9
Damit lasst sich der Term 5- f (r,o0)do im Integral hinzufiigen, d.h.

2m 1 2m
/ / flr,o) do) go d6 dr.
r=0J0= 0

Fiir alle » > 0 gilt folgende Abschitzung (wir deﬁmeren Jo,27(r) = %fo% f(r,0) do) mit der HOLDER-
Ungleichung und dann der WIRTINGER- Unglelchun

27
/6 (f(r,0) = fro,2x1(7)) g0 (1, 0) d9’ < f(r ) = fio2x (Ml L2 0,27)) 196 )l L2 ((0,27))

=0

IN

IlfollL2¢0,27)) 1190(-s7) | L2 ((0,27)) fiir alle r > 0.

233ei 1) € C1(R) eine 27-periodische Funktion, d.h. (- + 2m) = (7). Dann gilt

o 2 27 ’ 2
[ o< [T o) ao.
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7 WENTE-UNGLEICHUNG

Insgesamt folgt also wiederum mit der HOLDER-Ungleichung

[ 12 3 ~ 2
C(/T_O|f9(.,r)||2m([o,2ﬂ]) (W) dr) (/T_O||ge(.,r)|%2([0’2ﬂ) (W) dr)

||V(IHL2(R2) ||VbHL2(]R2)7

[

[W(e)]

IN

IN

wobei im letzten Schritt mit der Definition von f und der CAUCHY-SCHWARTZ-Ungleichung

5 1
/ / 1f5(6,7)]% = do dr
r=0J0= r

2m
1
= / / r?|az(c1 —rcos, ca —rsind)sinf — a,(c; — rcosd, cy — rsin @) cos 0>~ df dr
0 T

0 2m .
_ . sind |, o
/0 /0 r |(Va(cy —rcosf,ca — rsind), {cos@]” do dr

< / /27r r|Va(cy —rcosf,co —rsind)|*> do dr
o Jo
= [|Vall7: g
(bzw. eine analoge Aussage fiir g) benutzt wurde. O
Aus Lemma erhalten wir sofort als Spezialfall das folgende

7.6 Korollar
Sei a € C§°(D?), b € C§°(R?) und ¢ € R?. Dann gilt

/ log |c — [ﬂ
D2 8 Y
7.7 Bemerkung

Lemma [Z3 und Korollar [Z0 gelten auch fiir den Fall, wenn {a,b} durch Y_;" | {a*,b*} ersetzt wird, wobei sich
dann die folgende Abschéitzung ergibt:

} J1oe

7.1. Wente-Ungleichung fiir Dirichlet-Randwerte

(4, by — ay by) da dy' < IVall o) Vbl s2a-

logc - [;”H {ab "} du dy\ <3 Ve n 981

k=1

c— a bk dz d
Z{ y

7.1.1. Beweis nach Brezis und Coron

7.8 Lemma
(vgl. [BC84], Lemma A.1)
Seien a*, b* € C°(R?), k =1,...,m < oo und sei u € W2(D?) die Lésung von

k k k .
{Au le(BL ot _ 9at obty iy p2,

Dann gilt die Abschitzung

[l oo (p2y + |V p2(p2) < C(m Z IVak ||z V0] 2.
k=1

Beweis. Wir setzen
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7.1 Wente-Ungleichung fiir Dirichlet-Randwerte

und definieren das Newtonpotential ¥ von f

Ui=dx (> (ak b —ak b)),
k=1

wobei @ die Fundamentallosung der LAPLACE-Gleichung ist (vgl. Definition in Lemma E20).Aus Lemma
erhalten wir die Abschétzung

|\I/(C)| < Z ||Vak||L2(R2) HkaHL?(Rz) fiir alle c € R2.
k

Weiter gilt (vgl. z.B. [GTR3], Lemma 4.2) wegen f € C5°(R?)

¥ e C*(R?)
und
AT =) (ak b~ af BF).
k
Somit gilt
Alu—¥)=—f+f=0 schwach auf D2, (7.5)

Nun folgt aus v € W, *(D?) und f € C5°(R?) mit dem Satz von FRIEDRICHS u € C*°(D?), also lisst sich wegen
[C3A) das klassische Maximumsprinzip auf u — ¥ anwenden. Wir erhalten

sup |u — ¥| < sup |u — .
D2 aD2
Nun gilt aber punktweise v = 0 auf D?, und somit
sup |u — ¥| < sup || < sup |P|.
D2 oD? D2
Daraus ergibt sich
lull e 2y < llu = ¥l o2y + [ ¥lLoe(p2) < 20| Loe(nz) <2 [V |22y [VOF | r2z).  (7.6)
k
Wir testen die PDE ([Z4) mit der giiltigen Testfunktion u € W, *(D?) (wir beachten, dass die rechte Seite in
L? liegt, da a® und bv* € C§°(R?)) und erhalten

o)
<

(e
IVullZapey < Nl Y IVaFlli2e) V0 llr2pzy < Cm) Y IVa*[Fage) V0 |22 (me),
k k

also

||U||Loo(D2) + ||VU||L2(D2) S C(m) Z ||Vak||L2(R2) ||ka||L2(]R2)
k

7.9 Korollar (WENTE-Ungleichung fiir homogenen DIRICHLET-Randwert)
(vgl.: [BC84] Lemma A.1.; [HEI0Z] Theorem 3.1.2)
Seien a*, b* € W12(D?), k=1,...,m < co und sei u € W42(D?) die Lisung von

k k k K .
{Au mo(Qat 90t dat OBty iy p2

Dann ist u € C°(D?) und es gilt fiir eine von u, a* und b* unabhéingige Konstante C(m)

[ulloe(p2y + [Vl L2p2y < C(m) Y IIVa*| 22| VE¥ || L2 p2)
k=1
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7 WENTE-UNGLEICHUNG

Beweis. Wegen {a,b} = {a— [p.a,b— [,,b} nehmen wir 0.B.d.A. an, dass [,,a" = [,.b" = 0 fiir alle

k€ {1,...,m}. Es existieren Fortsetzungen a*, b* € W'?(R?) = W,"*(R?) von a*, b*, sodass mit Lemma BTl
gilt

L

||dk||W1,2(]R2) < C||ak||W1,2(D2) CHVakHLZ(Dz),

i (7.7)

I/\ﬂ |/\ﬂ

105|122y < CI6F|[wrz(pe) C||Vb|| L2 (p2).

Nun wihlen wir weiter @, b% € C5°(R2) mit a¥ “—% a* und b¥ “=°% bk in W12(R2).
Wir betrachten die Losungen w; ; € C°°(D?) von

Ay = S @k B n D2,
uj; =0 auf 9D2.

Nach Lemma erhalten gilt dann
il L (p2) + 1Vuigll 2oy < Cm) Y 1IVaf | L2 g2y IVH5] L2 (e2)- (7.8)
k=1

Dann ist (u; j)n>1 eine CavucHy-Folge in C°(D2) N W2(D?) fiir j — oo, denn es gilt fiir j, j/ € N
—A(uij— i) =Yooy {af, bk bk} in D2,
Uq,5 — WUq,50 = 0 auf 6D2,
und die WENTE-Ungleichung, Lemma [[8 liefert die CAUCHY-Folgen-Eigenschaft:
lwij — i llLe(p2y +[V (i —vij)l2(2)

- - » (7.9)
: C(m) Y _I1Vasllaces) 11V(5; = )l agez) === 0.
k=1

Es existiert also ein u; € C°(D2)NW,y*(D?) mit u; ; 7%y in WH2(D2)NL=(D?). Wegen dieser Konvergenz
erfiillt u; fiir alle ¢ > 1 schwach die partielle Differentialgleichung

—Au; =0 {ak bk in D2,
u; =0 auf D2,

und die WENTE-Ungleichung folgt aus () durch den Grenziibergang j — oo

||’ui||Loc(D2) + ||V’ui||L2(D2) S CZ Hvdflle(R?) ||v{;k||L2(]R2) fiur alle ¢ c N.
k=1

Aus der Konvergenz von (u; ;); erhalten wir fiir jedes i,i’ € N, dass u; ; — uyj 2o u; — ug in WH2(D2) 0
L (D?). Daraus folgt unter Anwendung des Lemmas [[8 auf die Differenz u; j — u;s ; nach dem Grenziibergang
J—
||uz — ’U,i/”Loo(DQ) + ||V(uz — ui’)||L2(D2) S CZ ||V(af — &f’)HLZ(R?) ||ka||L2(]R2) m 0
k=1
Also ist (u;); eine CAucHy-Folge in C°(D2) N W, *(D?) und wir erhalten ein @ € C°(D2) N Wy*(D?) mit

u; =2 @ in L°(D?) N W12(D?), so dass

—Na=Y7 {ak bk in D2, (7.10)
=0 auf 0D? '
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7.1 Wente-Ungleichung fiir Dirichlet-Randwerte

und die folgende Abschétzung gilt:

||ﬂ||Loo(D2) —+ ||Vﬂ||L2(D2) < CZ HvdkHLz(R?) ||Vl~)k||L2(Rz).
k=1

Nun erfiillen « und @ beide dieselbe partielle Differentialgleichung ([ZI0) und daher gilt u = @ € C°(D2?) N
W,y ?(D?) und schlieflich

m } ~ @ m
||u||Loo(D2) + ||V’LL||L2(D2) S OZ ||Vak||Lz(R2) ||ka||L2(]R2) S C Z ||Vak||L2(D2) ||ka||L2(D2)-
k=1 k=1

7.1.2. Alternative Beweismethode nach Tartar

Die Methode von L. TARTAR aus [Tar84] impliziert einen alternativen Beweis fiir den DIRICHLET-Fall der
WENTE-Ungleichung, wir bendtigen dafiir einige Ergebnisse aus der Theorie der LORENTZ-Riume. LORENTZ-
Réume sind eine feinere Unterteilung der LP-Riume. Eine Einfiihrung findet sich z.B. in [Gra04], Chapter 1.4,
pp45 ff, in [ZieR9], §1.8 und §2.10, im Artikel [Hun66] sowie in [SWTI], §5.3. Einige Anwendungen in Bezug auf
Partielle Differentialgleichungen werden z.B. in [HEI02] §3.3 vorgestellt.

7.10 Definition (Lorentz-Raum)
(vgl. [Grald] Definitionen 1.1.1 (S. 2), 1.4.1 (S.45), 1.4.6 (S.48))
Sei f : R™ — R messbar. Wir definieren die Distributionsfunktion d; : [0,00) — Ry von f durch

di(a) == Z"({z e R": |f(z)] > a}).
Wir definieren weiter das abfallende Rearrangement f*(¢) fiir t > 0 durch
Ry(t) :=inf{s > 0: dy(s) < t}.

Wir definieren die Quasinorm (die Dreiecksungleichung gilt nicht, fiir ein Beispiel siehe z.B. [Gralld], Seite 50)
Il - llzp.a durch

|~

o [,1 q q
(fo (té Rf(t)) 1 dt) , falls g < oo,
Il o aqeny = [ fllra = SUPy~ t%Rf(t) , falls ¢ = oo und p < 0.
sup;s.o Rf(t) , falls ¢ = p = oo.

Wir definieren den LORENTZ-Raum LP9 als die Menge aller messbaren Funktionen f : R™ — R, fiir die gilt
[fllzra < oo

7.11 Bemerkung
In der Literatur findet sich statt Ry(t) hdufig f*, welches wir hier aus Griinden der Verwechslungsgefahr mit
f* aus Definition nicht verwenden wollen.

7.12 Theorem (Eigenschaften von Lorentzrdumen)
(vgl. [Gra(d] Proposition 1.4.10 (S. 49), [Hun66] Theorem 4.5. (Multiplication Theorem) und Theorem 4.10.

(Convolution Theorem), sowie [Zie89], Theorem 2.10.1, Seite 96)
Seien f € LP»%(R™) und g € LP>%2(R™). Seien weiter p, q, r > 0. Dann gilt

(i) falls 0 < p; <00, 0<q1 <7 <00,

| fllzerr < C(p1,qu, )| fllzeriar,
.. 1 _
(1) falls 5=

1f - gllera < Clpign)[[fllzrvan |lgllzrze,
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7 WENTE-UNGLEICHUNG

=1 4L <,

(i) falls 0 < J = -+ L 1< 1, 1<pi<pp<oomnd0< =k + <

I * gllLes < Clp,q,n)||fllLevar (g Lr2a
(tv) und LPP = LP fiir 0 < p < oo.

7.13 Lemma (WENTE-Ungleichung auf R?)
(vgl. [Tar84] Kapitel II, Lemma, S.29)
Es existiert ein C > 0, so dass fiir alle a, b € C§°(R?) N W12(R?) ein p € C°(R?) existiert mit

Ap={a,b} schwach in R?

und
[Pl Lo ®2) + VDl L2®2) < C [[VallL2@®2) [Vl L2(r2)-

Beweis. Zunéchst eine kurze Motivation:
Angenommen wir hiitten schon ein p € .7 (R?) mit

Ap = {a,b} punktweise in R?.

Dann gilt nach Proposition (Eigenschaften der FOURIERtransformation)

(Ap)ME) = O ki) () =D _(k0kp) (&) = D> (2mikk) (Okp)" (&)

also
1

(&) = *W(AP)A(O fiir alle £ € R*\{0},

und mit dem Satz von PLANCHEREL (Theorem B4)) (wir beachten, das p € .%(R?) angenommen ist)

p(z><ﬁ>V(z>< - (AW) ().

4m2|)?

Wir definieren also 1

q(§) = —W({aab})/\(f)a ¢ e R*\{0},

und hoffen, dass p := ¢" sinnvoll ist und die gewiinschten Eigenschaften erfiillt.

Wegen {a,b} € C5°(R?) C 7 (R?) gilt
({a,0})"(€) = (9a 9yb)" (&) — (9ya 02b)"(¢)

und fiir f,g € . gilt nach Proposition B3 und dem Satz von PLANCHEREL (Theorem B4)
Fra=(DY-@) =T+ =F*a

Wir beachten 5;;1(5) = (2mi&k)a(€) und schliefen

{a. b)) = (Deaxub)(€) — (Dya * :b)(€)

— / A€ — 1) (€~ D) m2 — A€ — 1) (€ —ma D) m dy
]RZ

—— / () Bo) (€~ — (&~ m)m) d

R
a§ —mn) g(77) (&1m2 — &om) dn.

2

= —4r?

T
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7.1 Wente-Ungleichung fiir Dirichlet-Randwerte

Also gilt
= |§|/ (€ — mb(n)(&am — &) dn, € € R™\{0}.

Nun gilt einerseits (mit der Aquivalenz von 1-Norm und 2-Norm in R?)

[Eam — &me| = [&2(m +n2) — n2(&2 + &)

IN

1] (Im| + n2]) + [n2(1€1] + [&2])
2(1&1] + [E2) (Il + Im2])

Cl¢lIn|

IN

IN

und andererseits

|21 — &) = [&a(m — &) + &1(§2 — m2)|

< &lim — &l + €162 — 2
< 2(l&l +1&DUm = &l + [n2 — &)
< Cléln =&l

Daraus folgt

|&am — &mp| = VI&em — &melV[&m — &gl
< CVIElmlvVIEln =&l

Clé|n|Z|n—¢|*  fiir alle &,y € R,

A

Also kénnen wir ¢(€) abschétzen gegen

1 SRy 3
L ale — —nl? |b > d
la(§)] < |§|2Iél/ [a(€ —m)I€ —nl2 [b(n)|[n|2 dn (7.12)

= (@O0 = (O] -1

Nun gilt wieder mit der Aquivalenz der Normen im R? und (9ra)"(¢) = (2mi&x) a(€), k = 1,2,

[a(m| \/ni +n3
< C(lam)ym| + la(n)n:1)
T(n)‘ - /y\(n)‘)

und deshalb ist |a||-| € L?(R?) und mit dem Satz von PLANCHEREL folgt

[a(m)l nl

— G

IO Iz @2y < ClVallL2g2) = ClIVal L2g2)- (7.13)

Analog folgt [6()][-| € L2 und [[5()| |ll122) < ClVB] 1.
Die Funktion f(n) := ||~ 2 ist im LORENTZ-Raum L% (R"), was man folgendermaRen einsieht:
Fiir « > 0 und

dp(e) =Z2*({n: |f()|>a})

gilt mit |n|7% >a & ‘—717‘ > a? & |n| < 25 (wir bezeichnen wy := £?(B1(0)))

ds(0) = 2*(B, (0) = s 7.
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7 WENTE-UNGLEICHUNG

Wir betrachten fiir ¢ > 0
Rs(t) =inf{s > 0: ds(s) <t}.

1
Mit woty <t & o> (%)i erhéilt man Ry (t) = (%2)*, woraus folgt

suptin(t) = (w2) ¥ < o0,
>0

also f € L**°(R?) (vgl. Definition [10).
Da L? = L%2 gilt nach Theorem [TI2, dass [a(n)||n| = [a(n)||nlln| ™2 € L#2(R") und ebenso [b(n)||n|2 €
L3-2(R™) mit (unter Anwendung der Abschiitzungen fiir die einzelnen Multiplikatoren)

—~ 1 —~ _1
latlinlll, 4. < Clllamlnllze llnl > [ se

= Cllfamlmlllze (w2)7
(roum)
< O|Vallze,

und ebenso R )
lo(ml[nl21l 4. < ClIVb] 2.

Damit folgt wiederum nach Theorem [T dass
[a(n)||n|? * [b(n)||n|? € L>' ¢ L?? = L?

mit der Abschéitzung

IN

1 ~ 1
Clllamlnl1l s - oG)Inl %, 4.

CHVQ”L2 ||Vb||L2

Ifa(mlnl> o)l |n]> || 2

IN

Zusammen mit [ZI2) ergibt dies zunéchst einmal, dass
q(€) - ¢l € L>' C L? (7.14)
mit der Abschétzung
laC) [z < ClIVallL> [Vl > (7.15)

Wir betrachten f(€) := r und o > 0:
Wegen % >a e ¢ < L folgt df(a) = £%(B1) =wys.
Somit folgt wegen t > % wy & s > (%)%, dass Ry(t) = (‘”—f)% und somit

=

supt? Ry(t) = (ws)
t>0

< o0,

was f € L>* bedeutet.
Damit folgt aus Theorem [ZT2 (ii) und (ZI4), dass

a(6) = q(§>|§|é e LM = !

und die Abschiitzung

la(©)llzr < Cllg(©)IEl] 2 < CO|IVal 2 [IV0] z2(w2)2 = C[Val 2 |V 2.

’L
§

Also haben wir gezeigt, dass ¢ € L'(R?) N L?(R?). Definieren wir nun

LZ,oo

p=q’,
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7.1 Wente-Ungleichung fiir Dirichlet-Randwerte

so ist p € C°(IR?) nach Proposition B3(vii) wohldefiniert, da ¢ € L!(R?) und

P
Il = lla Nl < lldllzr < ClIVall2 | VO] 2. (7.16)

Nun wollen wir noch die schwache Ableitung von p berechnen: Sei ¢ € C§°(R?); beachten wir, dass p € L* und
somit fRz pOk wohldefiniert ist, und dass ¢ € L' und somit die FOURIERtransformierte bzw. deren Umkehrung
punktweise gegeben ist, so erhalten wir mit partieller Integration (PI)

L oot dy = [ ') ouotw) dy
/R 2 / )e2mE0) de Op(y) dy
= L) [ o) ay ag
or_ / (9 / (2mige)e*™ Y p(y) dy dé

/ / (2mi€y) 2™ € ) () dép(y) dy
R2JR2
_ / (@ri)Ra()" W) dy.

(7.17)

Nun gilt aber
|2mi()r)a()] < Clg()]]-] = L*(R?)

(womit insbesondere ((27i(+)x)q(-))¥ wohldefiniert und die Integrale in (ZI7) endlich sind). Mit dem Satz von
PLANCHEREL (Theorem B) und (I3

I1@riC)RaCN Y e 2N AE@mi(RaOD e < ClHlgC)] ] 22 = ClIVal L2[IV0] L2 (7.18)

Somit ist Vp schwach definiert und in L? mit der gewiinschten Abschitzung

=]
[l +[Vplle < ClIVal|2[[ VO] 2.

Nun zeigen wir, dass p auch schwache Losung von ([ZII)) ist: Sei ¢ € C§°. Wie oben gilt dann
Vp(y) Ve(y) dy = - /]R ) Dely) dy
= [ a© [ e a0 ay ag
R2 R2
= [ [ (amlePermiena) dy dg
R2 R2
= - [P0 o) dy de.

R2

Wir erinnern uns, dass

1 N
q(§) = —W({aab}) (),

also
a(&)1€)*(—4n?) = ({a,b})"(€) fiir alle £ € R\ {0},

und wegen {a, b} € . gilt somit

(aO)-P*(=47%)Y = (({a,0)")" = {a, b}

/ Vp(y) Vely) dy = - / {0, b}(w)e(y) d
RZ ]RZ

und damit folgt
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7 WENTE-UNGLEICHUNG

7.2. Wente-Ungleichung fiir Neumann-Randwerte

Fiir homogene Neumannrandwerte wollen wir &hnlich vorgehen wie im Beweis von Brezis und Coron im ho-
mogenen Dirichlet-Fall. Nun ldsst sich aber das Maximumsprinzip nicht ohne Weiteres anwenden, welches fiir
den Dirichlet-Fall (vgl. Lemma [[) essentiell war. Anstatt wie im Dirichlet-Fall das Newtonpotential mit der
Lésung ¢ zu vergleichen werden wir die Losung ¢ iiber ein Potential darstellen, und zwar iiber die sogenannte
GREENs-Funktion (vgl. [H&I02], Theorem 3.1.2).

Zunichst werden wir in den nichsten zwei Lemmata eine solche Darstellung erhalten und damit dann die
WENTE-Ungleichung beweisen.

7.14 Lemma (Darstellungssatz fiir NEUMANN-Randwerte)
Sei fiir alle x € D? ein h®(-) € C°°(D?) gegeben, mit der Eigenschaft

Ayh*(y) = C(z) fiir alle x € D? (7.19)

und
(VO(£ —x) + VA (£),v(£)) =0 fiir alle £ € 0D?, x € D?, (7.20)
wobei ® = —5-log|-| die Fundamentallésung des LAPLACE-Operators (vgl. Lemma BE20)und v(y) = y die

auflere Einheitsnormale MQD2 bezeichne.
Dann gilt fiir alle u € C?(D?) mit [,,u =0 die Gleichung

u(z) = G(z,¢) @(5) dor" 1) — | G(x,y) Auly) dy fiir fast alle x € D?,
oD?2 81/ D2
wobei
G(z,y) == Py — =)+ h*(y).

Beweis. Es gilt (sieche z.B. [GTR3], §2.4, Gleichung (2.16) Seite 18) bereits fiir die Fundamentallosung &
punktweise fast tiberall

ou 0o nel/ey ) Au
we) = [ (260 GHO - u@ G- 0) 4O - [ o0 su . (2)

Wegen h* € C*(D?) gilt weiterhin fiir alle € D? mit dem klassischem Satz von GAUSS-GREEN

[ (0 2wt 20w ) ay= [ (fﬂ(s) 250 —u(© G @) i

() ’
und somit wegen Ah*(y) = C(x) und wegen [,,,C(x)u(y) dy = C(x) [p.u(y) dy =0
8hz n—1 o T 8u n—1 T
|t Gr© e = [ e Shie anmiie - /D () duly) dy. (722

Zusammengesetzt ergeben die Gleichungen (ZZI) und ([Z22) nun

uw) Z [ w0 GO a1 O [ ue Grie—a) aem O - [ at- o) suly) dy
=z . Ou n—1 u Oh” n—ley — —2) Au
= /w@(g ) 5o ar @+ [ o) Goe) o - [ aty—a) du) ay
= [ @ +hf<5>> GO @~ [ (@-a)+1w) Su) d
= | o gre ar o~ [ ey su) dy

Nun miissen wir noch ein h* finden, welches die Voraussetzungen von Lemma [ZT4] erfiillt:
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7.15 Lemma (NEUMANN-GREENsfunktion auf Disk)
(vgl. [DiB95], Ch. III, Lemma 8.1.c, Seite 153)
Sei die Funktion h*(y) definiert durch

i 1 1 )
h*(y) = —g5- log IC —y|+ Elyl2 fir € D*\{0}

wobei ¢ := # und
1
Ko = —|y|?.
(y) = -yl
Dann gilt
(i) h*(-) € C°°(D?) fiir alle z € D?.

(i1) AR®(-) = I fiir alle x € D

(ii) Fiir G(x,y) = ®(y — ) + h*(y) gilt fiir jedes x € D?
(V,G(z,),v) =0 auf dD?,
wobei v die dufsere Einheitsnormale an 0D? sei.

Beweis. (i) h®(-) € C°(D?) fiir alle z € D?:
Fiir = 0 ist die Behauptung klar, da |-|> € C>(R2).
Fiir  # 0, x € D? beachten wir, dass || < 1 und somit

lz] 1
==
T
und somit -
(¢ D?

woraus folgt L
log|¢ — | € C>(D?).
(i1) AR®(-) = 1 fiir alle z € D*:
Es gilt fiir z =0

1

Weiter gilt
Alog|¢—y|=0 fir alle y # ¢,
und somit fiir alle y € D2, da z € D? und ¢ = ﬁ ¢ D2.
Daraus folgt@
1
Ayh*(y) = - fiir alle x € D?\{0}.

(iti) g5 (h*(y) + @(y — x)) = 0:
Es gilt

1o 1 2] 1
v(47r|y| )= 4 [23/2} o 27Ty

und somit fiir |y| =1

24Tats#chlich finden wir also eine universelle Konstante % unabhingig von z. Fiir die Anwendung von Lemma [T ist in (ZI9)
eine Konstante abhingig von z erlaubt.
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7 WENTE-UNGLEICHUNG

Weiter gilt fiir x € D? und |y| = 1 (und somit |z — y| > 0) fiir die Fundamentallésung ®

1 1

SN S .
%'wfxf( )

1
Vwﬂy*z)zvﬂfggbgw*ybz

und somit

1 1
(Vo(y —x),v(y) = —5= ——— (¥ —2,9).
21 |y — 2
Fir x = 0 ist dies
(VO(y — 0),v()) = ——— — (y,y) = ——
Yy ) Y - 27‘[‘ |y|2 YY) = 27_(_7

und es folgt
(V(®(y —0) +h°(y)), v(y)) = 0,

also %G(O, y) = 0 fiir alle y € 0D>.
Firx #0,( = # betrachten wir

1 1 (—y
VG5;bgK—yD—§;|C_mT

Daraus folgt fur |y| =1

LT R Sk 8

1

Nun gilt fiir |y| =1

C—yl* = 1P+ —2(¢y)
1
= W‘H—?@,y)
1
= EFO+MF—%%@)

1 2 2
= W(M + |z]” = 2(z, y))

= T2 lz —y |2-
||
Damit schreiben wir ) )
C—y |27 (C—y) z—lz[7y

2 2 - 2
¢ —yl |z — v |z — v
(—vy y :<%y%ﬁﬂ%
¢ —yl? |z —y[®
Ty _ (@) — 1yl
|z —y[® |z —y[?
T —y L[ LSy Aﬁf@f+wf*2@w>771
.Y 5.y ) = : =1,
|z — y| I — ¥ |z — v

1 1
<V@@44ﬁ*5;bm<wa>:*§P

und erhalten schlieflich (|y| = 1)

Damit erhalten wir

und somit
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7.2 Wente-Ungleichung fiir Neumann-Randwerte

woraus folgt
- 1 I
(V(@(y —2) + 1)), n(y)) = —5 -+ 5 =0,
also
(V,G(z,y),v(y)) =0 fiir alle x € D*\{0}, y € 9D>.

d

Nun sind wir in der Lage, den Fall der homogenen NEUMANN-Randdaten mit einer dhnlichen Methode wie in
Lemma zu beweisen:

7.16 Lemma (Ungleichung fiir homogene NEUMANN-Randwerte und C§°-Daten)
Selq ae C5°(D?), b € C3°(R?). Sei u € W2(D?) die Lésung von

—Au = {a,b} in D2,
gu =0 auf OD? (7.23)

fD2u:O.

Dann gilt
ull oo (p2y + [IVull 2(p2) < Cl|Vallr2(p2y | V]| L2®2)-

Beweis. Es gilt nach Theorem EET3, dass v € C°°(D?) und dass u stark homogene NEUMANN-Randwerte

besitzt.
Aus Lemma [[T4] erhalten wir die Darstellung

uw) = [ 60 GO 4@ - [ Gl dul) dy
| G {a.biu) dy,

wobei nach Lemma [ T3 fiir { = #

1 1 1
G(z,y) = ~5- log [z —y| — o log [¢ — y| + Elyl2 fir 2 € D*\{0}
und ) 1
. . . 2
G(0,y) := 5 log [z — y| + 47T|y| :
Also ist 1 1
= =1 bl (y) d —ly|* {a,b}(y) d
w0) =~ [ 5= toglyl{a.b}) du+ [l {a.bbo) dy
und

1 1 1 ..
u(z) = / —— log[¢ — y|{a,b}(y) — 5= log|z — yH{a,b}(y) + —y|* {a,b}(y)| dy, fiir x € D2\{0}.
D2 2 2 dr
Mit Korollar [ZH erhaltenfd von ¢ wir fiir alle 2 € D?

1
lu(z)| < C||Val r2(p2) VD] L2(m2) + En{aab}”Ll(D?)

und somit
||U||L00(D2) S C||Va||L2(D2) ||Vb||L2(]R2)-

Wegen u € C*°(D?) konnen wir die PDE (ZZ3) testen und erhalten
IVullao) + e ps) < CllVallzs [V8llze.

Damit ist dieses Lemma bewiesen. O

25Tatséchlich reicht hier auch wieder a € C}(D?) und b € C1(R?) N W1H2(R?), vgl. Fufnote EII, Seite [T8
26Hier benutzen wir, dass suppaCCD?, da sonst der Integrationsbereich fiir die GrErNsche Darstellung von ¢ nicht mit dem
Integrationsbereich von ¥ aus Lemma [C3] {ibereinstimmt.
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7 WENTE-UNGLEICHUNG

7.17 Korollar (WENTE-Ungleichung NEUMANN-Fall)
Sei a € W, *(D?), b€ W'2(D?). Sei u € W2(D?) die Losung von

—Au={a,b} in D?,
gu =0 auf D2, (7.24)

Jpau=0.
Dann ist u € C°(D2) N W12(D?), und es gibt eine Konstante C' unabhéngig von a und b, so dass
lull Lo (p2y + [ VUl 2(p2y) < C|[Vallr2(p2y VO] L2(p2)-

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis von Korollar [[J vor; dazu setzen wir b zu be W01’2(2~D2) fort, appro-
ximieren a durch a,, € C§°(D?) und b durch b, € C§°(R?). (Wir identifizieren im Folgenden b mit b).
Dann gilt mit Proposition EL22(i%)

Va, Vb, =0,
D2

da a,, € C§°(D?). Folglich existieren eindeutige Losungen u, , € W12(D?) zu

— AUy, = {@m,bn}  in D2,
%um,n =0 auf 0D?,

fD2um,n =0.
Nach Lemma [T gilt dann
wm,nllLo(D2) + [Vumnl2(p2y < ClVaml L2p2) [[VonllL2wz)-

Wir fahren fort wie im Beweis von Korollar[Z3und erhalten, dass ¢, , eine CAUCHY-Folge in C°(D2)NW2(D?)
beziiglich m und n ist. Durch Grenzwertbildung erhalten wir dann ein @ € C°(D?) N W12(D?), welches (Z24)
16st und die Abschétzung

]| oo (p2y + [Vl 2(p2y) < Cl|VallL2(p2y [[VD] L2(r2)

erfiillt. Wegen der Eindeutigkeit der Losung von (C24) gilt @ = u, und somit erfiillt auch u diese Abschétzung.
Nehmen wir wieder ohne Einschréinkung an, dass sza =0 und szb = 0, so erhalten wir die Behauptung wie
im Beweis zu Korollar 9 aus Eigenschaften der Erweiterung von b auf R? und der POINCARE-Ungleichung. O
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8. Differentiation, Matrizen und exp

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit Eigenschaften von Matrizen und Abbildungen von Matrizen.

8.1. Fréchet-Differenzierbarkeit, Richtungsableitung und Kettenregel

Zunichst wiederholen wir einige Resultate zur Differentiation zwischen linearen Raumen.

8.1 Definition (Differentiation, Differenzierbarkeit)

Seien (X, || - ||x) und (Y, || - |ly) zwei reelle normierte Vektorrdume und U C X,V C Y offen. Sei weiter eine
Abbildung T : U — V gegeben und z € U.

Wir sagen, dass 1" differenzierbar in x ist, wenn es eine stetige, lineare Abbildung dT, : X — Y gibt, so dass

”h” |T(x+ h) —T(x) +dT.[h]||y — 0 fiir 0# h € X mit ||h||x — 0.

Wir nennen W den Differenzenquotienten von 7 an der Stelle z in Richtung W und d,T die
Ableitung von T' am Punkt x.

T heift differenzierbar auf U, falls T in jedem x € U differenzierbar ist. Wir sagen T ist stetig differenzierbar
auf U, falls T auf U differenzierbar ist und die Abbildung dT : U — L(X,Y), dT : x — dT, stetig ist. Wir
schreiben dann T € CY(U,Y) oder T € CY(U,T(U)). Wir sagen T ist k-mal stetig differenzierbar auf U und
schreiben T € C¥(U,Y), k > 1, falls T € CY(U,Y) und dT € C*¥~1(U,dT(U)). Wir schreiben T € C*(U,Y),
falls T € C*(U,Y) fiir alle k > 1.

8.2 Bemerkung
e Jeder lineare, stetige Operator T : X — Y ist in C*°(X,Y) und dT, = T fiir alle x € X, denn T ist stetig
und linear und
HT[x—i—h] — Tx] —T{ h ]
17l x [[Allx

Somit ist AT, := T die Ableitung von T und T € C*(X,Y). Insesondere ist T € C'(X,L(X,Y)), wenn
wir T : x — T setzen. Per Induktion erhalten wir T € C*(X,Y).

=0 firallehe X, h#0.

e Insbesondere sind die Operatoren V : W*P(Q) — W*=LP(Q) und div : WFP(Q,R") — Wk=LP(Q) in C>
fiir ein offenes Gebiet Q C R™ und k> 1,1 < p < oc.

8.3 Proposition (Kettenregel)

Seien (X, - l|x), (Y;|| - |ly) und (Z,]| - ||z) reelle normierte Vektorrdume und U C X, V C Y offen. Seien
weiterhin Abbildungen T € C1(U,Y) und S € CY(V, Z) gegeben mit T(U) C V. Dann ist SoT € C*(U, Z) und
es gilt d(S oT) = dS odT in dem Sinne, dass

d(SoT).[v] =dSpe) [dT,[v]] firallexcU,ve X.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass der Differenzenquotient konvergiert. Sei also = € U, h € X so klein, dass
x + h € U. Dann setzen wir h:= T(x + h) — T'(z) und rechnen

S(T(z) + h) —

||| Sdi) I1hlly = dSr ) [dT:[h]]

1S(T(z 4+ h)) = S(T'(x)) — dS7() [dT[R]] |z =

Z

S(T(x) +h) — S(T(x))
1Py

i i )
—dSr) |——||| IRl + HdST(Z)[h] — dS(o)[dT 1)) H
Iy ||, z

o) Ihlly + 1dSre v,z |7 — azuln] |

(x +h)—T(x)
H 172l x

<otz far )|

Hth +dSr@) vz 1T (z + h) = T(x) — dT:[H]|

7] x *

7]l x + 1dST@) | 2(v.2)
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8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXP

< o(DIhllx (21T L x.y) - 1+ 14876y lav,2) )
=o(1) |h]|x fiir h — 0.
Weiter ist die Abbildung x + dSp(,)[dT%[]] stetig. O

8.4 Lemma (Richtungsableitung)
Seien X, Y lineare, normierte Vektorrdume, T € C*(U,Y) fiir eine offene Menge U C X und x € U gegeben.
Dann gilt fiir T(t) := T(x + tv)

d
d7,.[v] = limo— = T(x+tv) fiir allev € X.
— T t=0

Beweis. Wir setzen S(t) := z + tv. Dann ist S € C*(R, X) und dS;[s] = sv fiir alle s € R. Weiter gilt
T(t) = T o S. Fiir ¢ hinreichend nahe bei 0 gilt z + tv € U und somit erhalten wir aus der Kettenregel,
Proposition B3, dass

d

o Ta+w)-s PEIAT,[s] "ET AT, [dS,[s] = dT,[sv] = sdT,[v] fiir alle s € R.

t=0
Daraus folgt

d
— T tv) = dT,|v].
|, Tt ) = ATl

8.5 Lemma (Multiplikation W2:2. W12, W2.2. W22 jn C?!)
Die Abbildungen Ty : W22(D?) x W22(D?) — W22(D?) und Ty : W*2(D?) x WL2(D?) — W12(D?) definiert
durch

Ti(u,v) :=u-v, To(u,v):=u-v

sind beide in C.
Beweis. Es gilt
(u+h1)(v+h2) —uv — hl’U - hg’LL* hl h,2 =0.
Wir definieren also 1", ,)[h1, h2] durch
Tl(um) [hl, hg] = hiv + haou.

Dann ist 7", ,) linear und stetig sowie stetig abhéingig vom FuRpunkt, denn es gilt fir u € W22(D?) und
v € W22(D?)

1T (w0 [P1; B2] w2z < Cl[hallwzz + [h2llwe2)([ullwzz + [[v]we2),
bzw. fiir u € W22(D?) und v € W12(D?)

1T (w0 [P1; B2]lwrze < ClPallwzz + [h2llwrz) (ullwzz + [[v]wrz2).

Weiterhin gilt
(u+h1)(v+ ha) —wv = T () [(R1, h2)] = haiho.

Nun haben wir

|h1ha ||y [hallwzz l[hollwz2 o [hall3y2e + Ih2llye.

5 5 S C 5 > ~ 5 5 = 0(1) fiir (h17h2) — 0,
Il + Whelee /IRl + Wh2les /Iy + ol

und analog
hihg ||z
[hahsllw =o(1) fiir (hy,h2) — 0.
VIR + [Rall
Also konvergiert der Differenzenquotient von T bzw. Th gegen T". O
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8.2 Matrizen und exp

8.2. Matrizen und exp

Wir schriinken uns auf D? und W?2? ein; die meisten Resultate bleiben aber giiltig fiir QCCR™ mit glattem
Rand und Funktionen der Klasse W27 fiir p > Z.

Zunichst fithren wir eine Konvention ein, welche uns viel Schreibarbeit abnehmen wird.

8.6 Konvention (Kombinatorische Klammern)
Seien Ay, A2, As € M(m) und ly,13,13 € NU{0}. Dann setzen wir

{Alll ) Al22} = Z HliU:nglAa(i) € M(m)}
oc€Ha(l1,l2)

wobei 5 (a1, a2) = {o € {1,2}2 | |{j | o(j) =i}| = a;, i = 1,2} und

{Alll ) Al22 ) AZBJ} = Z Hi(:ill Aa(i) € M(m);
o€z (l1,l2,l3)

wobei #3(ay,as,a3) = {o € {1,2,3}01Te2tas | {5 | o(j) =i} = a;, 1 = 1,2,3}.
8.7 Bemerkung
o Es gilt dann fiir Matrizen A, B € M (m)

k
(A+B)F =Y {47, B}

j=1
o und {AL,h} =\ AT - h- Al fiir A, h € M(m).

8.8 Definition (Exponentialfunktion)
Wir definieren die Exponentialfunktion

durch

wann immer dieser Ausdruck sinnvoll ist.

8.9 Lemma (Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion auf W?2-2)
Die Exponentialfunktion ist wohldefiniert als Funktion

exp : W2%(D?, M (m)) — W22(D?, M(m))

und liegt in CY(W?2(D? M (m)), W?2(D? M (m))).
Die erste Ableitung d exp 4 ist gegeben durch

exp’ (A)h] =3 %{Ak‘l, Ry, heW22(D% M(m)).
k=1 """

Beweis. Der Beweis ist hauptsichlich kombinatorischer Natur, wenn folgende Resultate verwendet werden:
o W22(D?) — C%*(D2) stetig fiir jedes 0 < o < 1,
e W?22(D?) — W4(D?) stetig.

Wir bezeichnen mit exp,, die n-te Partialsumme von exp, d.h.

exp, (4) == 30
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8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXP

und mit exp,, ,, m <n
)
CXPiy,n = €XPp, — €XDPyy -

Analog definieren wir exp’y, (A)[h] und exp’m »n(A)[h].Wir betrachten folgende Gleichungen:

exp(A) = i %Ak (8.1)

=
Vexp(A) = i %V(Ak) (8.2)
8, exp(A) = ,i 01 (4%) (8.3)
exp/(A)[A] = i AR (5.4
Vexp'(A)[h] = g %V{A’H, h} (8.5)
0, exp’(A)[h] = g %aij{Akfl, h} (8.6)

Fiir A € W22(D?, M(m)) wollen wir zunichst zu jeder dieser Gleichungen die Wohldefiniertheit der rechten Sei-
te in L2(D?, M(m)) zeigen, d.h. die Konvergenz der unendlichen Reihe beziiglich der L?-Norm beweisen (Schritt
1). Im Anschluss daran werden wir iberpriifen, dass V exp(A), 0;; exp(4), Vexp’(A)[h] und 9;; exp’(A)[h] tat-
sichlich schwache Ableitungen von exp(A) bzw. exp’(A)[h] sind (Schritt 2). Zuletzt miissen wir noch zeigen,
dass exp’(A)[] wirklich die Ableitung von exp() an der Stelle A im Sinne von Definition ist und dass
exp’(A)[] als Operator stetig von A abhingt (Schritt 3). Nachdem wir diese Aussagen gezeigt haben, kénnen
wir exp € CY(W?2(D?, M (m)), W?2(D? M (m))) schliefen.

Im folgenden identifizieren wir |-| sowohl mit der Operatornorm beziiglich der euklidischen R™-Norm |-[ /.., als
auch mit der euklidischen Norm ||, auf R”*". Zwischen den beiden &quivalenten Normen werden wir weiterhin
wechseln ohne ausdriicklich darauf hinzuweisen. Insbesondere benutzen wir die Abschitzung |AB| < |A||B].

Schritt 1:
Zunichst zeigen wir die Wohldefiniertheit der exp-Funktionen von &Il bis (BH):
Wir beachten im Folgenden, dass Matrizen A, h nicht notwendig kommutieren.

Wohldefiniertheit von (&)
Wir rechnen fir m < n

lexpp (A2 = I Y <7 2202
k= m+1
< C Z ||A||L°°
k=m+1
<oy C||A||W22
k=m+1

und wegen der lokal gleichméfigen Konvergenz der reellen Exponentialfunktion ist exp,, ,(A) eine CAUCHY-
Folge in L?(D? M (m)). Somit konvergiert exp,,(A4) in L? fiir n — oo.

Wohldefiniertheit von (&2)

136



8.2 Matrizen und exp

Es gilt VAF = Zf;ol AV (VA) AF=371 also

" V(4F)
IVemn (Al = 1| > —57
k=m+1 o1
n Al VAl -k
<y A VAR
k=m+1 ’
Al
< (| VA 2
2 Gl Al
& (Cl|Awe2)*
W2,2
< OIVAle Y
k=m

und somit haben wir auch hier eine Konvergenz in L? von V exp,, (A).

Wohldefiniertheit von (&3)
Es gilt fiir k& > 2

|0 A% < k(k — 1) |0 A [0, A||A[** + 0, Al A" ',
und deshalb

— |0y ( ")
195 €xPy (A2 < D 19 ‘ll
=t k—1 k—2
— AT 95A] -k — A" |9iA]19;A] k(k - 1)
<y HEEes : Iz
k=m+1 k m+1
||A|| ~ AIE=" k(k—1)
< |81JA||L2Z — Z L o IVA|7a

k=m+1

und somit

" (C||Allwe22)
10 5Dl < OOV + Al 32 Azl

k=m—1
Somit haben wir auch hier eine Konvergenz in L? gezeigt.
Wohldefiniertheit von (&)
~ {41 n)
Jexp mn(Dllzmsy = I3 e
k= m+1
<oy MLk
k= m+1 (8.7)
k=m+1
< Clhllwzz expp, ,(CllAllwz2),
und es folgt die Konvergenz.
Wohldefiniertheit von (&)
" V{AF1 R}
IV exp o (A)A]l 22y = 1| Y — e
R 1. k-2
" AT VR 4 AT VA (k- 1) -k
< Y . e (8:8)
k=m+1
< C(IVAllzz + VAl [|Bll) €xpp—in (CllAlw22),
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8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXP

und wieder erhalten wir Konvergenz.

Wohldefiniertheit von (&)

- 0y Ak_l,h
1 exp o a(Dlxcomy = | 3 AR
k=m+1
o) S 1uAIIATEE — D+ 0 AN AIAP (= )k =) -k
R e . (8.9)
(JOANOMIAIT 0~ 1) k4 10y ANORIIA R 1) AP bk
k! k! L

< C(IV* ALz Ik e + IVAIZalBllL + VAl Lsl| VAl s + V2R L2) expy, 5o (CllAlIw22),

was wieder Konvergenz impliziert.

Schritt 2:

Wir wissen, dass V exp,,(A) und 9;; exp,,(A) tatsdchlich die schwachen Ableitungen von exp,, (A) sind. Weiterhin
konvergieren exp,,(A), Vexp, (4) und 9;; exp,,(A) jeweils in L?(D? M (m)). Also ist exp,(A) eine CAUCHY-
Folge in W22(D?, M (m)). Es folgt, dass exp(A) € W*2(D?, M (m)) und dass V exp(A) und 9;; exp(A) tatséich-
lich die schwachen Ableitungen von exp(A) sind.

Durch analoge Schliisse erhalten wir, dass auch exp’(A)[h] € W22(D? M(m)) und dass Vexp’(A)[h] und
0;j exp’(A)[h] die schwachen Ableitungen von exp’(A)[h] sind.

Schritt 3:

Nun miissen wir noch zeigen, dass der Differenzenquotient in 1?22 konvergiert:

Zunéchst beachten wir, dass exp’(A)[h] linear in h ist, und aus den Rechnungen zur Wohldefiniertheit von (&),
ER) und @) in Schritt 1 folgt, dass

lexp (A)[A]lln=2 < C(A)||Allwz..

Also ist exp’(A)[] € LIW?2(D?, M (m))).
Wir behaupten also d exp 4[h] = exp’(A)[h]. Um dies zu zeigen wird es wieder reichen, nur fiir endliche Parti-
alsummen die Konvergenz des Differenzenquotienten zu zeigen, da

lexp(A + h) — exp(A) — exp/(A)[A] w22 < |-

aus
| exp,, (A + h) — exp,,(A) —exp’n(A)[h]||w22 < C(A)||h||Z2. fiir alle ||h]|y22 < 1 und fiir alle n
folgt und das letztere in Gleichung (BTl gezeigt wird.

Sei I die Einheitsmatrix in M (m). Zunédchst sehen wir, dass gilt

exp, (A +h) — exp,(A) —exp/n(A)B] = [—1+3 % [(A+Rh)F — AF — {AF1 1]
k=1
n k
= Z% DA Ty - A - (A ) (8.10)
k=1 j=0
n 1 k—2 . )
= ZH {AT hF=3} |

B
||
N

<
Il
o

Wir beobachten, dass die Potenz von h in jedem Summanden auf der rechten Seite der obigen Ungleichung
mindestens 2 ist. Damit erhalten wir

lexp,, (A + h) — exp,,(A) — exp’n(A)[A]]

IN

n k—
2 1 { A |plE—i=2 k
IS SIS
k=2 |j=0 J

2 = -2 1
S04+ 1)

IN
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8.2 Matrizen und exp

denn

Damit folgt

Ko (k—2)!
k' (k—2— )y

="

k—2-j)1 1
(k=7 (k-2)

lexp,, (A + h) — exp,,(A) — expn(A)[h]]| 12 < Cllhlly22 exp(C(I|Alw22 + [h]w22)).

Nun die erste Ableitung:

[V(exp,, (A + h) — exp,,(A) — exp’y(A)[h])|

k—2

"1
k=2

j=1
=3 L Pwa Y it
k=2 §=0
n 1 ) k-3 g
<30 o | WEV ALY AP
k=2 =0

= 1
<|hP*|VA]Y o3y
k=3 ’

EID

n k—2
=S ZV{A%hk‘j}] <

k=2

k—2

. L ) k ) o . k
D IR VAP R (;) + ST IVAIIRIAP BER (- ) - <3>]

=0

Gan- ([ 5) + wai k; AP e gy ()
(k‘]—.S)(kkilg)!+|Vh||h|§|A|j|h|k—j—2(k;2)(kk!2>!-

(JA] + [B)* 2 + [V h|a] Y ﬁ(lz‘ll + [h])*
k=2

und somit folgt

< O’V A+ |Vh|[R]) exp(C([Allwz=z + [[hllw=2)),

IV (exp,, (A + h) — exp,, (A) — exp’n(A)[A])| L2
< ClhlFy22lIVAl L2 + VA L2l hll L) exp(C(|Allw=2 + |7 ]lw=2))

< ClIhlIy=2 (1 + [ Allwr) exp(C([Allwzz + [[Bllw=2))-

Nun die zweite Ableitung;:

1045 (exp,, (A + h) — exp, (4) — expn(A)[])] T

S )

. o . k
S 1|aijh|<kj>(j>

=0

k=2 =0

n k—2
> % [Z 0i{ A7, h’”}} ‘

1
SZH

n
k=2

k—2 ] ]
[Z 190y Al AP~

j=1

k—2
- s k

L2 [VAPIAP T G- 1) ()

=2 J

k—2 ‘ ‘ .
123 [VARIAP IR (- )k — - 1) <>

T J

7=0

k—2

. 1. ) k
L2 (VR AT A ) (J)]
j=1
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8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXP

n 1 B
<OY 5 [I0AlRP(Al + k)
k=2

+ 0l IRl Al + |2
+[VAP [ (|A] + [R])*~*
+IVA(|A] + [A])* 2
+ VAV A[R[(JA] + [A])*
< C(|95 Al + 103l IB] + VAP [h* + [Vh|* + [VR||V Al []) exp(|A] + [h]).
Somit gilt
1045 (exp,, (A + h) — exp,(A)  —  exp’n(A)[A])]|L>
< Cllyez (L + [[Allwee + [ Allfyzz) exp(C([Allwaz + 7] we.2)).
Insgesamt erhalten wir also fiir ||A||j2.2 <1
| exp,, (A + h) — exp,,(A) — exp’n(A)[h]lw22 < C||h|[}y22C(A) exp(C(A) + C)) fiir alle n > 1. (8.11)

Damit folgt auch

exp(A+ h) —exp(A)
1Pllw=.2

- o' () | |

1Pllw=.2

< Cl[hllw22 C(A)

’Wﬂ

Damit ist also exp’(A)[-] tatsdchlich die Ableitung von exp() und exp ist somit differenzierbar.

Um exp € C! zu zeigen, bendtigen wir nur noch, dass exp’(A) stetig von A abhingig ist:

Sei dazu B € W22, || B|w2.2 klein.
Dann gilt fiir alle ||h]|pyz22 <1

3

expu(A)H] —expu(A+ B)H] = 31 (AR} {(A+ B)h))
=1
kn 1 k—1 ) )
= o {AM1 hy = " {A), BF1 Y
k=1 j=0
n 1 k—2 ) .
= D [ {ATh Ay = (A Ry = Y (A B )
k=1 j=0
n 1 k—2 ] ]
S O PVl
k=2 j=0

Wieder beobachten wir, dass in jedem Summanden auf der rechten Seite der obigen Gleichung B mindestens
zur Potenz 1 vorkommt. Véllig analog zu oben rechnen wir dann

[lexp’n(A)[h] = exp’n(A + B)[hlllw=> < C||Bllw=2[|hlw22C(A)

Y

und somit gilt auch
lexp’(A) — exp/(A+ B)lLw22) < C[B[|C(A).

Also ist exp /() stetig als Abbildung W22(D? M(m)) — L(W?>2(D?, M (m))).
Damit haben wir gezeigt, dass exp € CY(W22(D?, M (m))). O

Nun mochten wir zeigen, dass Randwerte in gewisser Weise unter der Exponentialfunktion erhalten bleiben:
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8.2 Matrizen und exp

8.10 Proposition (exp-Regularitit und Randwerte)
Sei U € W2 (D% M(m)). Dann ist auch eV € W22 (D?, M(m)).
Ist U € W22 N W,*(D2, M(m)), so ist eV — I € W20 W, (D2, M(m)).

Beweis. W1\2192u (D?) ist abgeschlossen (nach LemmaBCTI)). Wegen der W?2:2-Konvergenz der Partialsummen exp,,
nach exp reicht es also zu zeigen, dass

— 1
exp,, U = Z EUk € We2 (D2, M(m)) fiir U € W2, (D?, M(m)).
k=1""

Also reicht es U* € W2 (D?, M(m)) zu zeigen, was aus Lemma folgt.

Sei U € W22 N W, *(D?). Dann ist U stetig und somit ist U(€) = 0 fiir alle £ € D2, Daraus folgt, dass
exp(U(€)) = I fiir alle £ € 9D? und damit gilt

exp(U) — I € Wy*(D?, M(m)),
da W22(D?) — C°(D?). m

8.11 Definition (M(m) @ R¥) ‘
Wir definieren M (m)®@R* := {(A?)1<i j<m | A} € R*}. Fiir A, B € M(m)®R* definieren wir das Skalarprodukt

AB=A-B= (A, B):= (A, B))gs)i;.
Fiir A € M(m) und B € M(m) ® R* definieren wir das Matrixprodukt
AB := (A¥Bl);; und BA:=(BFAL); € M(m)®R".

Fiir A € M(m) ® R* sei zudem 4
AT = (Az)ﬂ

Weiterhin fassen wir fiir 2 C R* den Operator V als Abbildung von W12(Q, M(m)) nach L?(Q2, M (m) ® R¥)
auf:
VA:= (VAl);, AeWh2(Q, M(m)).

Schlieflich verstehen wir den Operator div als Abbildung von W12(2, M (m) ® R¥) nach L?(2, M (m)):
div A := (div A);; A€ Wh2(Q, M(m) @ RF),
auf.

8.12 Bemerkung
Man macht sich leicht klar, dass (A - B)T = (BT - AT) fiir alle A, B € M(m) @ R*.

8.13 Lemma (so(m) — so(m))
Fiir U € W?22(D?,so(m)), B € W%2(D?, so(m) ® R?) gilt punktweise fast iiberall

e V@gel@ _ e=U@ B(2)eV(®) ¢ so(m) @ R?  fiir alle z € D2,

Insbesondere gilt
div(e V@ velV @) — e=U@ B(1)eV @) € so(m).

Weiter gilt eV € O(m) punktweisd®] in D2.

Beweis. Es gilt punktweise in D2, dass e VeV = I. (Da U und —U punktweise kommutieren gilt e VetV =
e UtV =0 =1).
Somit gilt komponentenweise (wir beachten: eV und e~V in W22(D? M (m)))

0=VI=V(eVeV)=vVe Vel 4V vel. (8.12)

27 Tatsichlich gilt sogar, dass exp(so(m)) C SO(m). Vgl. zum Beispiel [Boa86], Example 8.6.

141



8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXP

Andererseits gilt fiir U(z) € so(m), z € D?

n n

_ . 1O 1 1
e U = hfle(*U)kH = lim Z(UT)’“H = thZwk)TE = ()T an der Stelle z. (8.13)
k=1 k=1

Wir beachten, dass V komponentenweise wirkt und somit mit ()7 kommutiert und kombinieren
(e7UVe)T =v(e")T (e7V)T =ve VU eV €D _-v veY,

somit gilt eV VeV € so(m) ® R%.
Weiter gilt auch

(e7YBe")T "= e7UBTelV = —e7UBeY  fiir alle B € so(m) @ R2.
Da die Divergenz komponentenweise auf die R2-Eintréige in den so(m)-Matrizen wirkt, folgt
div(e7UVeV —e7UBeY) € so(m);

aus ([BI3) erhilt man zudem eV € O(m). O

8.14 Lemma (NEUMANN-Reihe)
Seien m,n > 0. Es existiert ein y = y(m) > 0, v < 1, so dass fiir alleQCCR", A € W12 L>(Q, M (m)) mit

| Al oo () < ¥

und
B=1—A

3

folgendes gilt: B € W12 N L>(Q, GL(m)) und
Bt =>" Ak
k=0

in W12 L> konvergiert, d.h. |B~* — 37 _  A¥| e + | B71 = S00_ o AF [y > 0 und
B~ e Wh?n L>®(Q,GL(m))

mit

1

1B |20 + 1B~ | o) < C(Qm)——
) @ v = Al =0

Beweis. Wir deﬁnierer@

n

Sp =Y AM e W20 L>(Q, M(m))

k=0
und
Sp—Sm=Y_ A"

k=m+1

Dann ist
V(Sn—Sm)= Y VA"

k=m+1

Nun ist die || - ||r<-Norm von einer Matrix tiber die euklidische R™*"™-Norm |-| definiert, d.h.

| All Lo (@,01(m)) = sup [A(z)].
e

288ei f€e W2 N L>® und g € WH2 N L%, dann ist f-g € W12 N L, wie man sich leicht {iber Approximation klar macht.
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8.2 Matrizen und exp

Diese euklidische Norm ist dquivalent zur Operatornorm |-|,,, d.h. es existieren C; = C1(m) und Cy = Ca2(m),

so dass |A| < C1]A|, und |A|, < C3|A|. Fiir die Operatornorm gilt ‘Ak|o < |A|g. Also gilt |A*| < C’1|Ak|o <

Ch] Al < C1(Cs|Al)*. Wir wiihlen also > 0 so klein, dass Cyy < 1. Dann gilt

n
n,m— oo

1Sn — SmllLee(@,m(m)) < C1 Z (Ca || All Lo @, m(my))* —— 0,
k=m+1

da (Cl||A||L°°(Q,M(m))) < 1.
Wegen QCCR” folgt daraus
180 = Smllz2 () ——— 0,
und daher existiert ein Limes in L? N L*°(Q, M (m)).
Fiir die Ableitung gilt

n

VS0 = VSmllz < Cr Y k(CallAllp=) " VA 2,
k=m+1

Es bleibt also noch zu zeigen, dass
Z kst < oo
k=1

existiert fiir 0 < s = Ca|All poe(o,m(m)) < 1 (ist s = 0, also A = 0, so ist B = B~! = I). Dies folgt aus dem
Quotientenkriterium fiir Reihen, da

k+1)s* 1
1i£risip(l;—7)f = 1i£nj£p (1 + E) s=s<1.
Also gilt
IV (Sn = Sm)llz2 =0,

und somit ist (S,), eine CAUCHY-Folge in W12 N L*°(Q, M (m)).
Also existiert

B~ = lim S, =) A" in W20 L®(Q, M(m)).
k=0

Nun ist noch zu zeigen, dass punktweise fast {iberall B~!B = BB~! = I. Dies folgt, da

1S0B = Il (@army = 1D A" = A — 1| poc(a,ar(m))
k=0 k=0

n+1

[ Z Ak — Z AP|| Lo (@, (m))
k=1 k=1

= ||Sn— Sn+1||L°°((z,M(m))

n— 00
— 0,

und daraus folgt
IB™'B — Il 1 (@,01(m)) < 150 B = Il Loe@,m1(m)) + CII(B™" = Sn)lloe@,m(m)) 1Bl L@ nm(m)) —— 0,

also B~!B = I punktweise fast iiberall in Q. Analog zeigt man B - B~! = I und es gilt folglich
B e W*n L>(Q,GL(m))

Y

sowie
B~ e W2 N L>®(Q,GL(m)).
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8 DIFFERENTIATION, MATRIZEN UND EXP

Nun zur Abschiitzung;:
Es gilt punktweise fast iiberall

1= o

= ‘BB_lyo

= ‘(I*A)Bilyo

= ‘B_l *AB_l‘o

z ‘B_l‘o o |A|O’B_1‘o

= (1-14p)[B7 Y,

und daraus folgt

’Bi 1 1 ¥

1

o< < = < ,
114 T 1-0Cy Le=@,M@m)) 7Y — 702 Lo(Q,M(m)) Y~ Lo=(Q,M(m))
l0=7 [Alp — 1= CaflA] Co|| Al (Al

also
1

¥ = |All Lo 9,01 (m))

1B™ | Lo (0,01 (my) < C1(m)

Daraus folgt die Abschétzung

1

1B I r2(0) + 1B ML) < CQIB™ M Loo(@,m(m)) < C(Q2,m)

und damit ist dieses Lemma bewiesen.
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Teil I1.
Erhaltungssatze und
Regularitatstheorie nach Riviere

In diesem Teil wollen wir zeigen, dass eine Losung u € W12(D? R™) von
Au=Q-Vu auf D? (8.14)

fiir ein Q € L%(D?, so(m) @ R?) stetig ist.
Ein erster Versuch, dies zu zeigen wire zum Beispiel die lineare HODGE-Zerlegung auf 2 anzuwenden:

Q=VP+V in D?

fiir P, £ € W,23(D?, M(m)). Eingesetzt in (&I4) ergibt dies

Au=VP. -Vu+ Ve Va.

Der Term V£ - Vu ist nach Theorem B in .}, (D?). Wire die gesamte rechte Seite in .7} (D?), so wiirde
aus Theorem und Theorem die Stetigkeit von u folgen. Der Term VP - Vu besitzt allerdings keine
Struktur, welche die Zugehorigkeit zu 5} (D?) implizieren wiirde.

Eine der Hauptideen in [Riv(07a] ist nun, anstatt einer linearen HODGE-Zerlegung eine nicht-lineare Zerlegung
aus der nichtabelschen Gauge-Theorie zu verwenden. Wir werden im folgenden Abschnitt diese Zerlegung geméafy
den Ausfithrungen in [Riv07al herleiten, ohne auf die tieferen Hintergriinde und Interpretationen dieser Theorie
einzugehen.

9. Nicht-lineare Hodge-Zerlegung

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen gvgl. [Riv(7a], Lemmata A.3, A.4), dass fiir alle Q € L?(D?, so(m) @ R?)
mit [|Q]|z2(p2) klein genug ein & € Wy ?(D?, so(m)) und ein P € WH2(D?,0(m)) existiert, so dass

Ve =PTVP + PTQP in D% (9.1)

Der Vorteil dieser Zerlegung ist, dass P orthogonal und somit a priori gleichméRig in L>°(D?, M (m)) abgeschiitzt
ist. Zum Beweis dieser Darstellung reicht es, eine entsprechende Aussage mit geeigneten Abschatzungen fiir
Q € WH2(D? so(m) ® R?) mit kleiner L?>-Norm zu zeigen, da sich diese durch ein Kompaktheitsargument
(Lemma [IT) auf den urspriinglichen Fall erweitern ldsst.
Zum Beweis der Aussage fiir Q € W12(D?, so(m) ® R?) benutzen wir in Lemma I8 eine Kontinuitdtsmethode.
Dazu betrachten wir die Menge aller 2 mit einer Darstellung wie in LTl und geeigneten Abschiitzungen. Fiir die
Offenheit werden wir zunéchst mit einer Methode von UHLENBECK ([UhI82|, Lemmata 2.7, 2.8) zeigen, dass es
fiir alle &€ € W22NW,*(D?, so(m)) mit || V€| > hinreichend klein eine stetige Abbildung A — Qx € O(m) gibt,
so dass

div(QT VQx + QLY (Ve +M)Qy) =0 fiir alle X € W12(D?, s0(m)) mit ||\ < 1. (9.2)

Dies beweisen wir zunéchst mithilfe des Satzes {iber implizite Funktionen unter einer zusétzlichen Bedingung
an A (Lemma @2 in [UhI82] Lemma 2.7), welche wir durch Anwendung des Theorem von AGMON, DoUGLIS
und NIRENBERG, Theorem [BH, wegtransformieren kénnen (Theorem & in [UhI82] Lemma 2.8).

Aus () folgt mit linearer HoDGE-Zerlegung die Existenz einer Stammfunktion I'y € W22 N W, %(D?, so(m))
(stetig abhéngig von \), so dass

VATh = QF V@i + QX (VFE+ N)Qa. (9-3)

Fixieren wir ein , £ und P, so dass die Darstellung (@) erfiillt ist, so erhalten wir aus ([@l) und [@3) fiir alle
kleinen A € W12(D?, so(m) ® R?)

VAT = (PQX)" V(PQ)) + (PQA)T (2 + PAPT)(PQy).
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9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNG

Durch Setzung von A := PT(P ergibt sich dann fiir alle hinreichend kleinen ¢ € W12(D? so(m) ® R?) die
Darstellung
V*é = RE VR + RE(Q+ () Re

fiir & € W22 N Wy (D2, so(m)) und R; € W>2(D?,0(m)).

Zunichst wenden wir uns dem Beweis von (@2 zu. Um in Lemma den Satz iiber implizite Funktionen
anwenden zu kénnen, benétigen wir die Nichtdegeneriertheit des Operators ¢ — Ay + [V+€, Vo], welche wir
im folgenden Lemma zeigen:

9.1 Lemma (Isomorphie eines Operators)
Sei X der Raum der Wflﬁl—AbbildungeH auf D* mit [ - =0 und Bild in den schiefsymmetrischen Matrizen der
Dimension m x m, d.h.

X = {U e W2 (D2, s0(m)) | | U= 0}
D2

und Y der Raum der L*-Abbildungen auf D? mit Bild in den schiefsymmetrischen Matrizen und [ - =0, d.h.

Y = {fGLQ(DQ,so(m)) | f()}
D2
Dabei ist das Integral iiber Matrizen oder Vektoren komponentenweise aufzufassen. Fiir
£ e W22N Wy (D2, so(m))

definieren wir den Operator H¢
He(¢) = D+ [V5E, V],

wobei [Vlf, Vi/)] = VL& Vop — Vi - V¢ die Lig-Klammer ist.
Dann existiert ein v = v(m)E, so dass fiir alle € € W20 W} (D2, so(m)) mit

[VEllL2(p2y <
der Operator H ein Isomorphismus als Abbildung H : X — Y ist.

Beweis. Wir setzen der Einfachheit halber H = H¢. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

e Zuerst miissen wir zeigen, dass H von X nach Y abbildet.

— H ist wohldefiniert auf W?2:2(D?, M (m)), also auch auf X und H(y) € L?(D?, M (m)).

— Fir v € X gilt H(v) € so(m) punktweise fast iiberall. Denn wenn wir beachten, dass 1, £ € so(m)
punktweise fast iiberall in D?, dann haben wir (vgl. Bemerkung BT2)

(V- V)T =yt vieh = vy - vie
und somit
Ve, v = —[vie, vyl
Weiter gilt punktweise fast {iberall in D?
(By)T = AyT = —A,

da A auf Matrizen komponentenweise wirkt.
Zusammengesetzt ergibt sich also punktweise fast iiberall

HW)" = AT + V5, V] = —(Ag + [V, Vi]) = —H ().

29Der Beweis bleibt giiltig, wenn wir sowohl in X als auch in Y als Bildraum M (m) statt so(m) fordern; fiir @ C R™ mit n > 2
lisst sich eine analoge Aussage erhalten, wenn wir statt W22 den Raum W?2? mit p > 5 wiahlen; dass der sozusagen ,kritische®
Fall n = 2, p = 2 funktioniert, verdanken wir der WENTE-Ungleichung.
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— Es bleibt zu zeigen, dass [}, H(¢) = 0.
Wegen ¢ € W2 (D?, M(m)) gilt nach Proposition EEZ(iii) komponentenweise

A =0,

D2

und wegen & € W2(D2, M(m)), v € WY2(D2, M(m)) gilt
/ Vi vyl =0 firalle 1 < 4,5k, 0 < m,
DZ

und somit

/DZvl@w:o

Vi - Ve =0.

D2

Also gilt H(¢) € Y fiir alle ¢ € X.
H ist offensichtlich linear auf dem Raum W?22(D? M (m)), also auch auf X.

H ist beschrinkt:

Es gilt
IH@)llzz < [18%] e + [[VE€, V] 12
< 9llwz2 + 2 VEllLs (V]| s
< llwez 4+ 2[Ellwrs [9]wrs
< Pllwzz + Cm)lEllwzz [[¢]lw22

= C(m) [¥llw2,

denn mit der SOBOLEV-Einbettung gilt wegen 2— 2 =1 > 1 — 2 komponentenweise, dass W2%(D?) stetig
in W14(D?) einbettet.

Somit ist H ein beschriinkter linearer Operator von W2?2(D? M (m)) nach L?(D? M (m)), und folglich
insbesondere auch ein beschriankter Operator von X nach Y.

H ist injektiv:
Wegen der Linearitdt von H ist es genau dann injektiv, wenn aus H(v)) = 0 sofort ¢ = 0 folgt.
Sei also ¢ € X mit H(y) =0, d.h.

H(y) = A+ [V, VY] = 0. (9.4)
Insbesondere folgt dann wegen ¢ € X € Wy (D2, M(m))
Vip - Vip | Dew —/ N / [Vie, Vi) ¢ fir alle g € C(D?).
D2 D2 D2

Komponentenweise besteht der Term [Vlf, Vi/)] aus Summen mit Summanden der Form V+a-Vb = {a, b}

fiir ein a € Wy *(D?) und b € W2(D?). Auferdem gilt nach Definition von X, dass komponentenweise
szw = 0. Damit lasst sich (@4]) komponentenweise auch in folgender Weise darstellen:

A"/’i = (Z;cnzl {ak’bk})ij in D2=
Ll =0 auf 0D?2,

[t =0.
Aus der WENTE-Ungleichung, Theorem [Tl folgt

IVY][Lz < Cm)|[VE][ L2 [V L2
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9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNG

Wir setzen v := T%m) Erfiillt ¢ die Abschétzung

V&L= <,
dann folgt
1Vl < 31922,
also
[Ve[r2 =0
und somit ¢ = C auf D?, und aus fDZ’L/) = 0 folgt dann
P = 0.

Damit haben wir gezeigt, dass H(¢) = 0 genau dann, wenn ¢ = 0 und somit ist H wegen der Linearitét
auch injektiv.

H ist surjektiv:
Dieser Teil folgt in mehreren Schritten:

— Zunéchst rechnen wir in M (m) statt in so(m).

x Unser Ziel ist die Anwendung der FREDHOLM-Alternative, Lemma B8 Dazu definieren wir den
Operator K(¢) = Ke(¢) = ATV VY|, K : W32(D? M (m)) — W22(D? M(m)). Ist
K ein kompakter Operator im HILBERT-Raum W?22(D? M (m)) und I — K injektiv, so folgt
mit der FREDHOLM-Alternative, dass I — K surjektiv ist. Definieren wir fiir ein f € L? die
Sobolevfunktion w := A~!f, so existiert genau ein 1) = v, so dass

v — K¢ = w.
Durch Anwendung des LAPLACE-Operators ergibt sich daraus
Ay — AK (W) = hw = f.

Dies impliziert die Surjektivitit von H.

* Um zu zeigen, dass K kompakt ist, ndhern wir es durch Operatoren K" = Kgn, K"(¢) :=
A‘l[VLfn,Viﬂ an, wobei £" die Approximation von ¢ in C*° mit Nullrandwerten ist. (Wir
beachten, dass wir nur dadurch, dass wir £” mit Nullrandwerten wihlen kénnen die Garantie
haben, dass fDZ [VLfn,VM Pradi) 0, und somit die Existenz von K, gesichert ist, siehe
Lemma EET4)

* Wir miissen also zeigen, dass die Operatoren K, tatséchlich kompakt sind und
% dann, dass K,, —— K als Operator, woraus die Kompaktheit von K folgt.

— Dann {ibertragen wir dieses Ergebnis auf so(m)-Matrizen.

Wir rechnen zunichst also (nur der Ubersicht halber) in M (m) statt so(m).

Sei &, € C(D2,M(m)) N Wy*(D?), so dass & % ¢ in W22(D?) und ||&a]lw=2 < 2]|€]|w=.. Die
Existenz solcher &, folgt dabei aus Lemma EE24

Wir definieren fiir ¢ € W2 (D2, M(m)), Jp2¥ = 0 die Operatoren K, und K durch

AK(y) = —[V*E, VY] in D?,
KW — auf 9D2, (9.5)
JpK () =0
mit K (1) € Wi, (D2, M(m)), sowie
AKn(w) - - [ngna VM in DQ:
gk =0 anf 9D, (9.6)
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mit K, () € W (D2, M(m)).
Existenz, Eindeutigkeit und Regularitéit der Losung v := K (1)) € Wy (D?, M(m)) erhalten wir aus
Lemma FLT4, unter Beachtung dass &,1) € W22 < W4, also

Ve, vy € L*(D? M(m)),

wegen [, [VLE, Vil PEA ) und dem FRIEDRICHS-Theorem Analog erhalten wir auch Existenz,
Eindeutigkeit und Regularitit von v, := K, (¢), da wir mit den Nullrandwerten von &, mit Proposition
garantieren konnen, dass
/ (V6. V).
DZ

Wegen der Eindeutigkeit der Losungen v bzw. v, sind K und K, auch linear, da
AK (M1 + Aatha) = =M1 [VEE 1] — Ao [VEE ] = MAK (¥1) + M AK ().

Weiter sind K und K, auch stetig, denn nach dem Satz von FRIEDRICHS, dann mit der POINCARE-
Ungleichung, der WENTE-Ungleichung und der Einbettung W?2?2 < W14 in zwei Dimensionen gilt

TeT3
K@) wz22 = llvlw22 < C(lAv][L2 + (vl £2)

(ema)
< O(IVE VY]l + Vol z2)

T
< CUIVENLs IVYllLa + IVl L2 IVY]|2)
< Cllgllwze 19llw2.

Analoges schliefin wir fiir K,.

Unser Ziel ist es zu beweisen, dass K kompakt ist. Wir zeigen dazu zunéchst, dass K,, kompakt ist:
Seien iy, € Wlifu(DQ, M(m)) mit ||Yg||w22 < C. Wegen der schwachen Folgenkompaktheit des HILBERT-
Raums Wlifu(DQ, M(m)) und dem Satz von RELLICH kann man eine Teilfolge von (), wihlen (wieder
mit ¢y, beschriftet) und ein 1y € W2 (D%, M(m)) finden,so dass

U =y in WX,

k .
Y 22y in W2,

Mit dem Satz von FRIEDRICHS fiir homogene Neumannranddaten, Theorem der Anwendung der
PoincARE-Ungleichung und anschlieffend der WENTE-Ungleichung auf

AK"™ (i) = K" (o)) = = [VHE", V(¢r — )]

folgt dann
V(i) — Kn()llwze 2 COIAE 1) — Kn(o)) 2 + I1En () — Kn(tb)l]2)
LED
T o[V, Vo — vo)] ez + IV @k — o)l12 V€ 2)
< OV 1 V(e — %o)llrz + IV (¥ — ¥o)| e |VE™ || L2)
< C(IVE L= + IVE 1L2) [l — tollwr2
k—oo

0,
wegen der starken Konvergenz von 1y, in W12,

Wir haben somit gezeigt, dass
Kon(ty) 2= Ko() in W22,
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fiir eine Teilfolge k — oo.
Also ist K, ein kompakter Operator von Z := {f € W2 (D%, M(m)) | [ f = 0} in sich selbst.

Nun zeigen wir noch, dass K,, —— K als Operator.
Wir beachten dazu, dass

ANKn(¥) = K@) = = [VH(E" =€), VY] in D2,
2 (Ka(y) — K(v)) = auf 9D?2,
JpeEn (@) — K1) =0

Somit gilt wieder mit dem Satz von FRIEDRICHS, der POINCARE-Ungleichung, der WENTE-Ungleichung
und der Einbettung W22 — W4

1Ka(®) = K@)llwes 20 CIAEK, — K) 1 + [ Kn — K1)
o[V - ), Ve e + IV — K)]|12)

TEn "
< Ol€" =Elwee [19llwe2

Dies impliziert, dass in der Operatornorm

1K — Klz) < Cl|€" = Ellwe2 — 0,
also
K, X K in L(Z).

Da die Operatoren K, kompakt sind, folgt dann, dass auch K kompakt istfd.
Nun zeigen wir noch, dass fiir alle ||VE||p2 <~ gilt, dass I — K injektiv ist:
Dazu nehmen wir an, dass fiir ein ¢ € Z gilt

(I — K)(¥) =0,
somit
also
Ap = —[V+E, VY] in D?,
L =0 auf 9D?,
szw =0.

Dies bedeutet aber, dass H(¢) = 0 und wegen der Injektivitit von H, dass ¢ = 0. Somit ist [ — K injektiv.

Mit der FREDHOLM-Alternative, Lemma B8 folgt nun, dass
Im(I - K) = Z,

also existiert fiir jedes w € Z genau ein ¢ € Z mit

V= K()) =w,
30Seien X, Y Banacu-Riume, (Ty)r C L(X,Y) kompakte Operatoren, T € L(X,Y) und limg_ oo [Tk — Tl (x,y) = 0. Sei
(Tn)n C X und ||zn||x < C fiir alle n. Wir setzen (29), := (2n)n und wihlen fiir alle k eine Teilfolge von (xF),, so dass

(Tk (zE))r konvergiert. Sei (&) := (7). Dann gilt

IT(@n) = T(@n )y

IN

IT(@n) = Ti(@n)lly + Th(Zn) — Ti (@) ly + 1Tk (Enr) — T(@0)lly

IN

2|7 = Tillox,yy C + 1 Tk(Zn) — Ti(Zn)|ly -

Wir wihlen zunéchst k geniigend grof, so dass 2||T —TkllL(X’y) C < £ ist und anschlieRend ng so grof, dass fiir alle n, n' >ng
gilt | Tk (Zn) — Ti(Z,/)|ly < §- So erhalten wir || T(Zn) — T(Z,)|ly < ¢ fiir alle n, n’ > no.
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also insbesondere
H(p) = Ay + [V VY] = Aw.
Wiihlen wir fiir ein beliebiges f € L*(D?, M(m)) mit [,, f = 0 ein zugehdriges w = wy € Z, so dass
Aw=f in D?,
gu —0 auf D2, (9.7)
szw =0,

so haben wir die Surjektivitdt von H (beziiglich M (m)-Matrizen) gezeigt. Fiir die Losbarkeit von (@)
benutzen wir dabei Lemma ELT4 und Theorem

Es verbleibt, dieses Resultat auf so(m)-wertige Funktionen zu reduzieren:

Uberfiihren auf so(m)

Sei f € L?(D?,s0(m)), d.h. fT + f =0 punktweise fast iiberall in D?.
Dann gilt fiir die Losung ¢ € Z von H(¢) = f die folgende Gleichung (wir beachten: (AB)T = BT AT)

AT+ VT VT T T = T = —f = =AY = V-V 4+ VY- VL
Mit 7 = —¢ folgt dann

AT+ ) + V- VT +4) = V(T +4) VEE=0,
das heifét
H' +¢) = AT +4) + [V VT +9)] = 0.
Wegen der Injektivitdt von H folgt dann
T+ =0,
also
P =—y7,

und somit ¢ € so(m) punktweise fast iiberall.

Also ist H € L(X,Y) ein linearer, beschrankter, bijektiver Operator.
Nun sind X und Y BANACH-RAume:

e Y ist ein BANACH-Raum da L?(D? M(m)) ein BANACH-Raum ist und die Identitéiten [,,f, = 0 und
(fa)T + fn = 0 unter L2-Konvergenz erhalten bleiben.

e X ist ein BANACH-Raum, da WfIfU(DQ,M(m)) ein BANACH-Raum ist, und die Identitéten [,,,U, = 0
und (U,)T + U, = 0 unter W22-Konvergenz punktweise fast iiberall erhalten bleiben.

Dann gilt nach dem Satz von BANACH iiber die Beschrinktheit der Umkehrabbildung, Satz B4, dass H !
beschrankt ist, d.h. H ist ein Isomorphismus von X nach Y. a

Nun sind wir fast in der Lage ein sogenanntes lokales COULOMB-Gauge zu konstruieren, so dass Darstellung
@3) erfiillt wird, indem wir zeigen, dass fiir alle kleinen A ein schiefsymmetrisches U) existiert, so dass

div(e™" Vel 4 e U3 (Ve + N)eP) = 0. (9.8)

Um Lemma fiir den impliziten Funktionensatz zu benutzen (dort wurde gezeigt, dass die Linearisierung in
U der linken Seite von (LX) unter gewissen Voraussetzungen ein Isomorphismus ist), bendtigen wir, dass das
Integral {iber die linke Seite von (X)) Null ist (was wiederum nétig war, um im Beweis von Lemma aus
[IV¥| 2 = 0 zu schliefen, dass ) = 0). Dazu muss folgendes garantiert werden:

/ div(e™Y V) = 0.
D2

Dies folgt aus dem GAUSsschen Integralsatz, Lemma B35, Fall (3), wenn (v, \) am Rand von D? schwach gleich
Null ist, wobei v die Einheitsnormale an dD? sei. Mit dieser zusitzlichen Voraussetzung an \ erhalten wir das
folgende
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9.2 Lemma (Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen)
(vgl. [URI8Z], Lemma 2.7, S. 37)
Sei

F = Wg2 (D? so(m)) N {U : / U =0},
D2

E:=W"2(D? so(m) @ R*) N {\: (n,\) € Wl3(D? M(m))}
und

G = L2(D?, so(m)) N {f : /sz —0).

Dabei sei v die dufiere Einheitsnormale an 0D?, v = [ﬂ .

Wir definieren die Abbildung T¢
T :FxE—G

durch
Te (U, ) := div(e Vel + e Y(VHE+ N)eY)

fiir ein festes € € W22 N W,"*(D?, so(m)).
Dann existiert ein v > 0, so dass falls | V&||2(p2y < v ein a = a(§) > 0 und eine C*-Abbildung ¥ = ¥
existiert,

T:EN{\: |Mlwi2 <a} —F,

mit ¥(0) = 0 und so dass ~
Te(U(A\),\) =0 fiir alle A € E, |[A|y2 < a.

Insbesondere existiert fiir jedes 8 > 0 ein «(3,€) > 0, so dass fiir alle | M||yw12 < «
Te(W(N),\) = 0

und
[e"™ — Iz < B, e '™ — I||y2e < B

9.3 Bemerkung
Man macht sich klar, dass e=YVe¥ +e=Y (VL& + N)e? € so(m) punktweise fast iiberall in D?, was auch direkt
aus Lemma [RI3 folgt.

Beweis von Lemma [L.2] Wir setzen im folgenden T' = T und wéhlen v > 0 aus Lemma @1l T ist als
Multiplikation (siche Lemma B3) bzw. Verkniipfung von den C!'-Funktionen exp (Lemma BH), div, V (beides
Bemerkung B2) selbst wieder eine C*-Abbildung. Weiter gilt:

o Es gilt
/ T(U,\) =0:
DZ

Mit der schwachen Version des GAUSS’schen Integrationssatz, Lemma Fall (8), ist ndmlich

/ div(e™Y xe") :/ e Y (V1) =0,
D2

D2

da (v,\) € W, *(D?, M(m)) (vgl. Definition BIT).
Weiterhin gilt nach Proposition (i1), dass

/ div(e VV+eel) = 0.
D2
Und schlieflich folgt aus Proposition EEZ3(7) und Proposition
/ div(e™VVveV) =0
D2

fiir U € Wi,.
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e Nach Lemma RT3 gilt zudem
T(U,\) € so(m).

o Weiter gilt
T(U,\) € L*(D* M(m)),
denn e*V ist nach Lemma ™ in W22, somit ist VeV in W2, also folgt aus Lemma B30
e Uvel e Wh2(D?, M(m)).

Weiter gilt, dass

Y

Vie4+ A e Wh(D? M(m) @ R?)
und wieder mit Lemma B30 folgt dann wegen eV € W?22(D2?, M (m))

eV (Ve 4+ N)eV € Wh2(D?, M(m) ® R?).

Also gilt
T(U,\) G, firalleU € Fund X € E.

Weiter haben wir 7°(0,0) = 0.
Dann folgt aus Lemma , dass

dTo,0[¢] =

T(t,0) = H(Y), ¢eF

a
dt|,—o

fiir das H(¢) aus Lemma Fiir die letzte Gleichung berechnen wir zunéichst mit Kettenregel, Proposition
k3
d
dt

e P d expyfu] B+ 3 {08 0} =
t=0 k=2

Also gilt (wir beachten, dass fiir lineare Abbildungen S nach Kettenregel gilt &|,_ S =S-£[,_ )

(e7™ Vel¥) = (e7 Vel ) o + Vb = Vi
t=0

dt
und

(€7 (VEE)e™) = (e (—y) Vg™ + eV ) mo = [V5E, 9]

t=0

dt

Daraus erhalten wir

= T, 0) = div(Ve + [VHE 6]) = A9+ [V, Vo = H(v),

t=0

da divV+¢ = 0.

Weiter gilt, dass F, E, G BANACH-Riume sind, da sz' =0und (v,) € VVOL2 unter W'2-Konvergenz erhalten
bleibt.

H ist nach Lemma [ ein Isomorphismus von F nach G, wenn [|[V*¢|2(p2) < 7, fiir das v aus Lemma
BT Damit existiert nach dem Satz iiber implizite Funktionen, Theorem ein @ > 0, so dass genau ein
U EN{|Mwr2p2) < a} — F existiert mit

T(T(N),\) =0 fiir alle X € E mit ||| < a.

Zudem ist ¥ eine C''-Abbildung. Aus der Eindeutigkeit von ¥ und der Tatsache 7'(0,0) = 0 folgt ¥(0) = 0.
Wegen der Stetigkeit von U +— eV in W22 und der Stetigkeit von ¥ gilt

TN _ TN _

||€ Illw2,2 = ||€ G\I,(O)HWLZ < B fir alle )\ € E mit ||)\||W12 < o

fir ein o = «(5,€) > 0. O
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9.4 Bemerkung

Angenommen wir fordern in Lemma[@3 fiir E nur M (m) statt so(m). Dann miissen wir auch in G alle Matrizen
zulassen, also in Lemmal[@lauch Y und somit X mit M (m) definieren. Daraus folgt, dass wir in Lemmal@l auch
F mit M(m) definieren miissen. Dann ist allerdings ef’ ¢ O(m), was es fiir unsere Anwendung uninteressant
macht.

Das Ergebnis von Lemma wollen wir fiir alle A € W12 erhalten, ohne die Einschrinkung (v, \) € W,
Dazu benétigen wir zunéichst das folgende

9.5 Theorem (AGMON, DoUGLIS, NIRENBERG)
(vgl. [URI8Z], Lemma 2.6, S. 36; [Weh(4] Theorem 3.4, Seite 45)
Es existiert ein stetiger linearer Operator P,

P:WY2(D?) — W22(D?) nW,*(D?), (9.9)

so dass fiir alle f € W12(D?) gilt
(V(PF()) = F(-) € W *(D?). (9.10)

Beweis. Da auf D? die Einheitsnormale v = [ﬂ ist, bedeutet die Gleichung (@I0) gerade, dass schwach

O pr_f auf D2
ov

Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten, in denen wir die zu beweisende Aussage stiickweise reduzieren:

(i) Angenommen, es existiert ein stetiger linearer Operator P : C>(D2)NW12(D?) — Wy*(D?)NW22(D?)
mit (@I0).
Da C*(D2?) N W2(D?) dicht in W'2(D?) liegt (wir beachten: dD? € C*) und P linear und stetig
ist, existiert eine eindeutige, stetige und lineare Fortsetzung von P auf W12 (da W22 N W, mit der
W?22.Norm ein BANACH-Raum ist), welche wir mit P bezeichnen.
Es verbleibt noch, den Neumannrandwert ({@I0) zu zeigen.
Wir approximieren dazu f durch f,, € C* (ﬁ) in W12, und beobachten dann

[,V (Pfn)) = fm = @, V(PH) + fllwre < | fm = fllwre + 11, VP = ) llwre

< fm = Fllwre + CIVP(fi = F)llw2

< Nfm = Fllwrz + ClIP(fmn = Hllw=2

< fm = Fllwrz + ClPl vy [[(Fm = Pllwr
27%50.

Wegen (v, V(Pfm) — fm) € Wy2(D?) und der || - ||y1.2-Abgeschlossenheit von W,* folgt also
(v, V(Pf) = f) € Wy*(D?).

Somit erfiillt unser fortgesetztes P die Forderung (IM). Es reicht also, nur noch f € C°°(D2) zu betrach-
ten.
(i4) Angenommen es existiert ein P wie oben, allerdings nur fiir f € C°°(D?2) mit f = 0 auf B1(0).
Wir withlen dann ein € C§°(R?), so dass n = 1 auf B3 (0)\Bz(0) und n = 0 auf By (0).
Fiir jedes g € C°°(D?) definieren wir
f=agn
Dann gilt f € C>®(D?), f =0 auf B (0).
Wir definieren nun
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Dann ist P linear, da P linear ist, und es gilt, dass Pg € W22 N W01’2.
Weiter hat man y y
| Pgllw22(p2) = |Pfllw22p2) < Cll fllwrz2p2) < Cllgllwr2(p2y-

Bleibt noch zu zeigen, dass
(1, V(Pg)) — g € Wg*(D?).

Zunichst gilt B
(v, V(Pf) — f € Wy (D?)

und
W, V(Pg))—g = W,V(Pf)—ng+(n—1)yg
= V(P —f+Mm—1g
Nun gilt 3
(v, V(Pf)) = f € Wy*(D?)
und

(n—1)=0 um §D?.

also gilt wegen g € C*°(D?), dass
(n—1)g € Wy*(D?),

da es starke Nullrandwerte hat und stetig ist.
Daraus erhalten wir
(1, V(Pg)) — g € Wy*(D?),

und P erfiillt somit die Anforderung (@I0). L
Es reicht also, P nur fiir Funktionen f zu finden, die in C*°(D?) liegen und die auf B, (0) konstant Null
sind. Auf solche f werden wir Polarkoordinaten anwenden.

Angenommen es existiert ein P, und zwei Konstanten 0 < 6; < 6y < 2, so dass fiir alle g € C°°([0,1] x
[0, 27]) mit

g(r,0) =0 fiir alle (r,0) € {(r,0) | r >3} U{(r,0) | § <01} U{(r,0) | 6 > 62},

folgende Eigenschaften gelten, welche wir in Zukunft mit (P) bezeichnen:

Pg e C2([0,1] x [0,2x]),
— Pg(0,6) = 0 fiir alle 6 € [0, 2n],
9,Pg(0,60) = ¢(0,0) fiir alle 6 € [0, 27] und

— P ist linear und

1Pgllw22(0,11x0,27)) < Cllgllw2(0,1]x[0,2#])- (9.11)
Dann fithren wir das gewiinschte P mittels Polarkoordinaten auf dieses P zuriick:
Wir wihlen eine endliche, offene Uberdeckung (Uj)}":l, m € N, von 0D?, so dass
UjNB1(0)=10, fiirallej=1,...,m
und so dass ein ¢; € [0,27) existiert, so dass ®; definiert als
Q;(r,0) :=[(1 —7r)cos(d +¢;), (1 —7r)sin(f + ¢;)] (9.12)

die Eigenschaft hat, dass
_ — 3
. '(U;ND?) C [O,Z) x (01,62).

Wir definieren dann Uy als B.(D?\ UU; Uj) fiir ein kleines € (also den ggf. noch nichtiiberdeckten Teil von
D?). Wir wéhlen eine Zerlegung der Eins (vgl. Lemma B3), also /75, n; € C5°(U; ND2), 0 < j <m, mit
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2m 0
Abbildung 9.1: Wir wihlen U; so klein, dass |«| < |01 — 62].
Ognjglundz;"zlnjEOinﬁ.
Fiir ein f € C°°(D2) mit supp(f) N B1(0) = 0 definieren wir
fi=fym; €C®(U;ND%), 0<j<m. (9.13)

Mit der Definition von ®; aus (@I2) erhalten wir, dass ®; ein C*°-Diffeomorphismus zwischen @;1 (U; nD?)
und U; N D? ist, da
(r,0) ¢ ®;1(U;ND?) fiir aller > 3,6 € [0, 2]

Y

da U; N B1(0) = 0 (Wir beachten dazu, dass (r,6) — (rcos®,rsin®) nicht injektiv ist fiir r = 0).
Wir definieren weiter

v = fj0®; € C%(@; (T A D)) N ([0, z) % (61,65)) (9.14)

wegen der Abschneidefunktion n; und der Voraussetzung, dass f = 0 auf B% (0), wobei wir v; durch 0 auf
[0,1] x [0, 27] fortsetzen, also
v; € C*°([0,1] x [0, 27]).

Somit ist v; im Definitionsbereich von P, also gilt
Puj € C([0,1] x [0,27)),

mit }
Pv;(0,0) =0,

9, Pv;(0,0) = v;(0,6) fiir 6 € [0, 27]. (9.15)

Weiter gilt, da ®; auf @;1(Uj N D?) ein C*°-Diffeomorphismus ist,

[Pvillwazoaxoer) < Clvillwieqo,xo.2e)
(o)
< Clfillwrzw,np2)
()
=" Cllynjfllwrzw,npe) (9.16)

Cllvnifllwr2(p2)

IN

IN

C)ll fllwr2(p2y-
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Nun definieren wir Pf durch

m o (9.17)
- = (Pvj)o @t /.

j=1

Dann gilt wegen ,/n; € C*°, ®; auf den jeweiligen Mengen C'*°-Diffeomorphismus, also (ﬁvj) o <I>j_1 €
C*(U; N D?) und /5 € C§°(U; N D?), dass Pf € C*(D2?).
Weiter folgt dann punktweise, dass

Pf|6D2 :07

da @;1(8D2 NU;) C {r=0} x[0,2n]. Zudem gilt

W VPD)ope = =D V) (Py) 007! =3 Vi, V((Pug) 0 071))

{r=0}x[0,27] oD?2
=0
= =DV V((Py) o @)
j D2
= =D VI V((Py) o @) 0 ®j0 @)
J 8D2
_ B i (9.18)
Nun gilt fiir h: D2NU; C D* — R, h € C?(U;) (bei uns h = (Pvj) o @;1)
L b1 =) cos(0 + ;). (1 — r)sin(6 + ;)
— i) = - —r ¢; —r)sin ¢;
dr|,_o ! dr|,_o 7 /
= —cos(0+¢;) hy —sin(f +¢;) hy
cos(6 + ¢;)
= —(Vh(cos( +c;),sin(f +¢;)), ) (9.19)
sin(6 + ¢;)

= —(Vh,z) o ®;(0,0)

= —(y,Vh)o®;(0,6), (0,0)c® *(U;nD?
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Also gilt fiir h = (Pvj) o <I)j_1 (wir beachten, dass n; > 0 also |n;| = n;)

EI3) ~ _ _
(v, V(P[)) = 2 Umw V((Pu) o @) 0@ 0 @7
oD?2 j oD2
= =Y VR od;|  od!
j r=0 oD?2
(T d _
= 4D Vg (ho®y)|  odrt
j r =0 oD?2
d - . B
= Z\/n_j%((ij)o@j 0 ®;) oq)j
J r=0 D2
d P -1
= > Vi | (Pu)]o®;
j "lr=0 oD?
T _
=0 D V| 0%y
j r=0 oD2
(I _
= D Viifio®)| ot
j r=0 oD?
ET3)
= ViVt
j (0D2)NU;

Z%‘f

= f

(8D2)NU;

D2

Damit gilt also
(v,V(Pf))— f=0 auf 0D?,

und somit wegen (v, V(Pf)) — f € C?(D?)
(v, V(P]) = | € We(D?).

Schliefilich gilt noch
=D -
||Pf||W2,2(D2) < ZC(UJ', q)j)HijHW&z((p;l(W))
J

EIm .
< Clfllwrz(p2)-

Somit erhalten wir einen Operator P, der fiir f € C*°(D2), welche in B, (0) konstant null sind, linear und

stetig ist, und die geforderten Eigenschaft (P) besitzt. 3
Um den Beweis fertigzustellen, bendtigen wir also nur noch die Existenz von P auf [0, 1] x [0, 27].

e Nun sei also g € C>°([0, 1] x [0, 27]) und supp gCC[0,1] x (Z, I).
Wir definierenf]

Pg = u,

wobei u die Lésung von

up —ugp = g, auf [0,1] x [0, 27]
u =0, auf {0} x [0,27], [0,1] x {0} und [0, 1] x {27}

31 P besitzt also einen grokeren Definitionsbereich, als im vorherigen Schritt gefordert, da g(r,0) # 0 fir r > % zugelassen ist. Diese
Voraussetzung an g wurde im vorigen Schritt benttigt, damit die Polarkoordinatentransformation ein Diffeomorphismus ist.
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Nach [Eva98] Kapitel 7, Theorem 7, p. 367, sowie Theorem 6, Theorem 4 und Theorem 3 existiertt] genau
ein solches u € C*°([0, 1] x [0, 27]), und es gibt ein C, so dass

[ullwz2((0,1)x(0,27)) < Cllgllwr2(0,1)x(0,27))-
Dann ist P linear (wegen der Eindeutigkeit) und wegen Pg € C2([0,1] x [0,2x]) gilt punktweise
f=ur+Au in [0,1] x [0,27],

Au=0 firr=0,

und somit
f(0,0) =u, fiirr=0,0¢]l0,2n].

d

Mit diesem Ergebnis kénnen wir eine stetige Transformation von beliebigen A € W'2?(D? so(m) ® R?) zu
A e Wh2(D?, so(m) ® R?) mit (v, ) € Wy*(D?, M(m)) konstruieren, und somit die Aussage von Lemma L2
verschérfen:

9.6 Theorem (UHLENBECK)
(vgl. [URI8Z], Lemma 2.7, Lemma 2.8)
Se
E :=W'2(D? so(m) ® R?)

Dann existiert ein v > 0, so dass fiir alle £ € W22 0 W,"*(D2, so(m)) mit
IVE€IlL2(p2) <~
ein o > 0 und eine stetige Abbildung Q)¢ existiert
Qe EN{A: Nlws < a} — W22(D2,0(m)),
mit Q¢(0) = I und
div(Qf VQe + QF (V6 +N)Q¢) = 0 fiir alle A mit | \[y1.2 < a.

Insbesondere existiert fiir jedes 8 > 0 ein «(3,£) > 0, so dass fiir alle A € E, | A|lwr2 < «(8,§) (wir setzen
Qe = Qe(V) o o

div(Qe VQe + Q¢ (V-E+N)Q¢) =0
und

1Qe(A) = Illw=> < 5.

Weiter gilt, dass
(1. QFVQe + QF (VHE+1)Qe) € Wy (D?, M(m)),

fiir die Einheitsnormale v an 0D?, und
QgVQg + Qg(vlf +A)Q¢ € so(m) ® R?  puntkweise fast iiberall in D?.

Beweis. Wir wihlen v > 0 aus Lemma I und fixieren ein £ € W22 N W, *(D?, so(m)) mit V&l L2(p2) < -
Dann erhalten wir die Behauptung aus Lemma 2 fiir ein ag > 0 durch Setzen von Q(\) = Q¢()\) := ¥ fiir
alle A € E mit | A|y1.2 < ag, wobel wir wieder

B = {X € WR(D?, so(m) @ B?) | (v, \) € Wi (D, so(m)))

definieren, da ¥()\) punktweise eine schiefsymmetrische Matrix ist und somit e¥(*) punktweise eine orthogonale
Matrix ist.

32Hier bendtigt man, dass g = 0 nahe {# = 0} und {# = 27}, um die ,compatibility conditions* aus [Fxad8] Kapitel 7, Theorem 6
zu erfiillen.
33Wir beachten die schwicheren Anforderungen an E bzw. X im Vergleich zu E aus Lemma L2
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Da weiterhin die exp-Funktion nach Lemma B3 in C* (W?2(D?, so(m)), W??%(D?,O(m))) und ¥(A) nach Lem-
ma 2 zu der Klasse C* gehért, ist auch e¥() eine C'-Funktion von E nach W22(D?,0(m)).
Wir erhalten also fiir Q()) die Gleichung

div(QT VQ + QT (Ve +1)Q) = 0. (9.20)

Zusitzlich lisst sich iir jedes § > 0 ein a(3,€) > 0 so wihlen, dass fiir alle A € E mit |[A|y12 < o3, €)
folgendes gilt: B ~
1Q = Illw22 <8, QT = Iflw22 <.

Unser Ziel ist es jetzt, fiir jedes A € E ein A€ Ezu konstruieren, so dass wir eine stetige Abbildung Q¢ = @
mit den gewiinschten Eigenschaften erhalten, falls A hinreichend klein ist.

Sei also ein A € W12(D?, so(m) x R?) mit ||A||1.2 < ap gegeben. Wir withlen den stetigen linearen Operator
P aus dem ADN-Theorem und setzen komponentenweise

U=U\) :=P(—(v,A)).
Mit (v, \) € Wh2(D2, M(m)) ist U € W22 0 W, *(D?, so(m)) wohldefiniert, und es gilt
[Ullw=2 < CllA[wree,
sowie
(v, VU) + (1, \) € Wy *(D?, M (m)) komponententweise. (9.21)

Da U € W22 ist also eV wohldefiniert, und X\ — eV ist eine C'-Abbildung (da P linear und stetig und somit
C*°-Abbildung ist).
Wir definieren dann

Ni=e U Vel eV ae +eV vieel —vie (9.22)

Zuerst sehen wir, dass \ — A eine stetige-Abbildung ist, da A — e*V*) von der Klasse C* auf W12(D?, so(m)®
R?) und V wiederum eine C*°-Abbildung von W22 nach W2, also A — A eine Abbildung ist, die sich aus
(vertriglichen) Multiplikationen (da W22 . W2 — W12 stetig, vgl. Lemma E30) und Additionen von C!-
Abbildungen zusammensetzt. B
Weiter rechnen wir fiir Q = QX € O(m), R= R(\) := eV™ € O(m) und Q(\) = Q := RQ € O(m)
QT VQ+QT(VIE+NQ
=QTVQ+ QT (V¢ +RT VR+RT AR+ RT V¢ R—Vv4io)Q
=Q"VQ+QTV¢Q + (RQ)'V(RQ) - (RQ)"RVQ
+ (RQ)"MRQ) + (RQ)" V7€ (RQ) - Q"V ¢ Q (9-23)

= Q'VQ - Q"R'RVQ + (RQ)"V(RQ) + (RQ)" (V¢ + N)(RQ)

= (RQ)"V(RQ) + (RQ)" (V¢ + M) (RQ)

=QTVQ+ QT (VI +MQ.
Auferdem erhalten wir aus der Stetigkeit von A — X, dass fiir kleines || A||ly1.2 auch [ A1 klein wird. Wir

wihlen a € (0, ap) so klein, dass fiir alle A € W2(D?, so(m) @ R?) mit [|A|ly1.2 < o folgt, dass IAlwz < .
Falls A punktweise fast {iberall ein Tensor in so(m) ® R?, ||\||w1.2 < o und

(v, \) € Wy (D?, M(m))
erfiillt ist, so folgt mit Lemma @2 und der Rechnung (@23))
LEA .. AT & | ATrole | 1Ay EZD . 7 T (gl
0 ="div(Q" VO+Q (V7E{+1)Q) "= div(Q' VR +Q (V7§ +1)Q)
und
QTVQ + QT (Ve + M)Q € so(m) punktweise fast iiberall in D?.

Auferdem ist A — Q(X) = R(A)Q(A) eine stetige Abbildung.
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Wir miissen also noch zeigen, dass e E.
Mit

RTR=1 , M =—-X und ¢'=—¢
gilt, dass A € so(m) ® R? punktweise fast iiberall:

Mo = (RTVR)T + (RTAR)T + (RT(VEOR)T — vieT
= (VRT)R+ RTATR + RTVL¢TR — vieT

= (V(RTR) - RTVR) — RTAR — RTVY¢R + V¢
= —(RTVR+RTAR+ RTVY¢R - V+te)

= X

Wir zeigen noch, dass (v, \) € Wy>(D?, so(m)).

Zuniichst gilt mit Proposition B0, dass wegen U € Wy > NW22(D?, M (m)) gilt R—I = eV —1 € W,"*(D?, M (m)),
und ebenso RT — I = e~V — I € Wy*(D?, M(m)).

Also erhalten wir wieder mit R = eV

RT(VEE, V)R — (Ve v) = (RT — (VY€ 0)R + (V€ V) (R — ) € Wy *(D?, M(m)),
da (W22 W, %) - Wh2? € Wy nach Lemma EZR

Wir beweisen noch
(VeV + eV, v) € Wy?(D?, M(m)).

Wir betrachten zunéchst wieder Partialsummen:
Es gilt

;k, Uk+>\¥k'Uk VU+/\+kZQk' U’C+AZMU’€

Also gilt

"1 5 k — 1 k-1
kg? U") +Akz;k'u = (v, VU) + V,A>+kZ:2H{U , (v, VU)}

z": 1o
P k!
Nun ist wegen (@2TI)
(v, VU) + (v, \) € Wy*(D?, so(m)).
Weiter gilt nach Theorem (I3, dass U*~! fiir & > 2 in W22 N W, ? liegt, und somit auch (vgl. Lemma FEZR)
(UM (v, VU)} € W (D2, M(m)),
und ebenso ist U* in W22 N W, fiir k > 1, also
(v, V\U* € Wy *(D?, M(m)), k> 1.
Damit folgt, dass

3 5

— 1
+AY_ U eWy? fiir allen €N,
k=0 "

ol
H
PT‘|>—|
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Weiter gilt fiir exp,, definiert wie im Beweis zu Lemma

1 D2 VR + A0 0% = (0, V) + o e

k=1 k=0
"1
<c(y: HV(U’“ — VeV |lwrz + || (v, A)( Z k'U’“ [
k=1
< C||Vexp, (U) = Vexp(U)||wr2 + | exp, (U) — exp( w2z [ Allwr.e

Wegen der Abgeschlossenheit von VVOI’2 gilt somit, dass

(A v) € W) (D2, so(m)).

Damit haben wir den ersten Teil der Behauptung bewiesen.

Wir zeigen noch den letzten Teil der Behauptung, nimlich, dass
(r.QTVQ +QT(VIE+2)Q) € Wy*(D?, M(m)).
Zunichst haben wir aus (23
(v, QTVQ+QT(VIE+1)Q) = (» QTVQ+QT(VIE+1)Q)

und 5
W, A) € Wy (D?, so(m)).

Weiter folgt nach Theorem BT aus £ € W22 N W,
(v, V1e) € W 3(D?, M(m)).
Zudem impliziert Proposition BI0, dass Q(\) = e ¥ ¢ W2,(D?,0(m)). Daraus folgt nach Theorem
(v,Q) € Wy*(D?).
Zusammengesetzt ergibt dies

r,QTVQ +QT(V E+M)Q) = QT (v, VQ) +Q (v, V=€) + (v, \)Q,
—— —— =

w2 w2
9 0

und somit ist die rechte Seite in W22 - W, > C W, >
Damit ist dieses Theorem vollstdndig bewiesen. O

9.7 Lemma (Abschitzung fiir Zerlegung)

(siehe [Riv(l7a], Lemma A.5, S.17)

Es existiert ein C(m) > 0, ein €(m) > 0, sowie ein § > 0, so dass fiir jedes P € W?2(D? O(m)) und ¢ €
W22 N W, ?(D?, s0(m)) mit

Vieé=pP7'VvP + PTIQP (9.24)
fiir ein Q € WH2(D?, so(m) ® R?) mit
191* < e(m)
D2
falls zusétzlich noch gilt
VP> + [€llwr2 <6, (9.25)
dann auctf]
[€llw2 + IV P2 < C(m) (|2 2 (9-26)
und
[€llw=2 + [V Pllwi2 < C(m) [[Qfw:.2 (9.27)

erfiillt ist.
34Fiir den Beweis von (ELZH) reicht tatsichlich schon die Bedingung ||V P| 2 < § und (24).
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Beweis. Wegen
Vi¢ =P lvP+ PIQP

folgt
curl(V+4¢) = curl(PTVP + PTQP),

also
AE = VEPTVP 4 curl(PTQP).

Wir betrachten die Lésung v € W22 N W, %(D?, M (m)) von

Av=V+PTVP in D?,
v=V \Y% in , (9.28)
v=0 auf 0D2.
Dann gilt mit der WENTE-Ungleichung, Theorem [}, und der PoOINCARE-Ungleichung
Tz
lollwie < C||Voll2 < C|VPT||L2 |VP| 2. (9.29)

Wegen PTQP ¢ W2 da P, PT € W?? wissen wir

/ curl(PTQP)p = — / PTQP-V+ty fir alle ¢ € C5°(D?).
D2 D2

Dies stellt ein lineares Funktional auf V[/Ol’2 dar, und es gilt (wir beachten, dass wegen P, PT orthogonal gilt
[Pl <C)

/ curl(PTQP)go’ = PTQP-VL@’
D2 D2
< |[PT[IPIIQ] L2 IVl 2
< Ol llellwee.
Somit gilt
I curl(PTQP)H(WOl,Q)* <C|9lz2- (9.30)

Nach Lemma BT3 existiert dann (genau) eine Losung w € Wy ?(D?, M(m)) von

Aw = curl(PTQP) in D?,
(9.31)
w=0 auf OD2,
und es gilt
(3
[lwlwrz < C curl(PTQP)H(WOl,z)* < O 2. (9.32)
Weiter gilt
Aw+ Av=A¢  in D?
und &, w +v € Wy *(D?, M(m)). Daraus folgt
E=w+v in D?, (9.33)
und somit gilt wegen (T29) und (@32)
l€llwrz < wllwrz + [lvllwez < CUIQI L + IVPT |2 [V PIlz2). (9.34)
Nach Voraussetzung gilt ||V P| 2 < 4, und somit folgt
[€llwr2 < CLO[|V Pl L2 + C1[|€2| 2. (9-35)

Weiter gilt nach Voraussetzung

vie & pryp | pTop,
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also wegen PPT =1

VP =—-QP + PV*¢ (9.36)

Y

woraus die folgende Abschétzung folgt:

IVPll2 < QP2 + | PV=€| 2

IN

[Pllzoe 192022 + 1Pllzee [VE]lL2 (9:37)

IN

Ca(l[€z> + V€l z2)-
Zusammengesetzt ergeben (I3H) und (@37)

[1€llw2.2 C10[|[ VPl L2 + Cuf|€ 2

CroCa ([ 2 + V] 12) + Cul|| 2
(9.38)

C1(0C2 + 1)[|192]| 2 + C1C26||VE]| 2

IN - IA I/\E I/\E

01(502 + 1)||Q||L2 —+ 0102(5||£||W12

Fir0<o < m gilt dann
1€llwr2 < 2C1(6Cs + 1|22,

also, wenn wir zusétzlich § < 1 fordern,
1€llwr2 < 2C1(Ca + 1)€Y 2 (9.39)
Es ergibt (@39) eingesetzt in (@310)

2D
VP 2 < Co([[9] L2 + [IVE ] 22)

)
< Col|| L2 + C22C1 (Co + 1) 12 (9.40)

_ (C2 + C22C1(C2 + 1))[|Q| 2

Jetzt nur noch ([@39) und (@A) addiert, und es ergibt sich
VP2 + [l€lwrz < C(m)[[Q] 2
fiir ein C'(m) > Ca + C22C1(Ce + 1) 4+ 2C1(C2 + 1), also ist [@2H) gezeigt.

Nun zur Abschitzung (@27):
Wegen P € L, VP € W12 D> L* und Q € W12 O L* gilt

curl(PTQP) =V+PT .Q P+ PT cwrlQ P+ PTQ-V4P € L2 (9.41)

und deshalb gilt fiir w aus (@3] nach dem Satz von FRIEDRICHS, Theorem die Abschitzung

TE®
wllw=> < C(lAwL2 +[lwllz2)

< O ewl(PTQP)| 12 + ]l 2) (0.42)
= C(IVEPT Q) el Pl + P3| curl Q|2 + [Pl Q- VP22 + O 1):
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Nun gilt in zwei Dimensionen, dass W' < L? (1 — 2 =0 — 2), also

[VEPT . Q|2 < C|VPT-Q|win
< C(IVEPT - Qlla + [(V2PT) - Q2 + VP - V| 11)
(9.43)
< C(IVPIlzz [1Qllz2 + V*Pllz2 [1Q]z2 + [V PllL2 IV L2)
< C(IVPlIw2 19> + VP2 [Qlwe.2)-
Analog gilt
12 VP2 < CUVPlwr |90 52 + VP2 Q0. (9.44)
Somit erhalten wir schlieRlich (wir beachten ||Q||2. <e, ||[VP|[12 < §)
€12
lwllw=z <" CUIVEPT - Q2| Pllres + [1Pl7 e || curl @ L2 + [ Pl Q- VAPl L2 + C[[€]| 22)
[ismex1
< CUVPlwra Qe + 9Pl e (9w + [Qlw2) (545)

IN

CIVPlwrzve+ (0 + DQlwr2).

Fiir v aus [@I28) gilt mit dem Satz von FRIEDRICHS, Theorem ELT8 (wir beachten wieder die stetige Einbettung
Wl’l N L2)

TE®™
[ollw=2 < C([Av]z2 + vllz2)

@z
< C(IVP" V' Pllwia + | VP|72) (9.46)

< CEIVPlwr2|VP| 2 + [ VPII72)

Damit gilt wieder mit dem Satz von Friedrichs (wir beachten: |V P|/;2 < §)

[Ellwzz < CO(|Av|z2 + |Awl|p2 + [[€]lL2)
< C(IVPlwr26+ [ VP12 + [[VPllwravE + (0 + 1) [Qwra + [[€] 2) (947)
2 TPl 6+ vE) + (5 + O )
Es gilt nun
IVPlwiz < CUIVP|ze + V2P 2) 019
2 om0l + 197 P e).
Schitze also noch ||[V2P||zz ab: Es gilt mit der Darstellung (I36) von VP
ave B 5 pvie) — o,(QP)
= (9 P)V*e+POV+e— 0,0 P—Q P,
also
[0:iVP|2 < CO:P)V 2 + || Plloee V€l 12 + [IVQ[ 2| Pll Lo + [[Q0:P]|12) (9.49)
< CI(B:P)VEl L2 + IEllwz2 + Qw2 + [[Q0:P]|2).
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Wir beachten nun, dass 9; PV+¢ und Q0; P komponentenweise in W11 liegt, und W1 < L? in zwei Dimen-

sionen. Dann gilt

10:PVYElLe < CllOP VEE]lwra
< CI0:P V| + IV (3P V€I 1)
< C(IVP| L2 lEllwre + V0P 2 V5 EllL2 + 0Pl L2 V€] L2)

(s
< C(lgllwrz + [[VPlw20 + 8]|€l[w22)
< COlEllwzz2 + O[IVP|[wr.2)
und
12 0; P|| 12 < C||Q2 0; P|lw1n
< O([|«r2 10:P Lz +[[V(2 0:P)][11)

< CWEIVPIL: +1IVQlLz 10:Pllzz + 1222 [VO:Pllz2)

< C(VellVPllwrz +6[Qllwrz + Vel VPlwe2)

IN

C(Ve|VPllwrz + [|Qllwr.2).

Folglich gilt, wenn wir (@A) und (@A) in (I49) einsetzen, (wobei e, § < 1 vorausgesetzt ist)

Lemess)
10: VPl < CUIOP)VEllLz + lIEllwae + 120wz + 190 P 2)

< CQlEllwzz + 08I VPlwrz +[[€llwzz + [Qlwrz + VEIVPlwrz + |Qlw.z)
< C(A+9)Elwzz + (6 + VlIVPllwrz + [1Q0lwe.2)
< CllElwaz + 120wz + (8 + VeIV Pwer2).

Mit ([@48) folgt dann
IVPllwiz < C(I€lw=2 + Qw2 + (6 + VE) [ VPllw2).

Fiir ¢ und ¢ in Abhiingigkeit von C klein, erhalten wir also
IVPllwr2 < C([Ellwzz + [Q[wr2)-

Dieses mit (A7) zusammen ergibt

IVPlwrz +[[Ellwz2 < CUlEllw22 + [Qwr2) + [[€]lw2-2

IN

C1[[VPllw12(6 + Ve) + Co[| Q2.

Wahlen wir § und € ggf. noch kleiner, so erhalten wir schliefslich

IN

1 1 1
SIVPlws + 5 lelwas < SITPlwas + e

IN

Co || w2

und somit
[VP[lwiz + [[€llwz2 < C(m)[|Q w12

fiir eine gewisse Konstante C'(m). Damit ist auch (@27) gezeigt und dieses Lemma bewiesen.
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9.8 Lemma (nichtlineare Zerlegung fiir 2 € W1?)
(siehe [Riv(l7a], Lemma A.4, S.16)
Es existieren € = (m), C(m) > 0, so dass fiir jedes Q € W12(D?, so(m) ® R?) mit

Q1 < e(m)
DZ

ein £ € W22 N W, *(D?, s0(m)) und ein P € W22(D? 0(m)) existieren, so dass gilt

v+te=prPT vpP+PropP (9.52)
und die Abschitzungen
||§||W1’2(D2) + ||VP||L2(D2) < C(m) ||Q||L2(D2) (953)
und
[€llwz2(p2) + IVPllwrzpzy < C(m) [Qlwr2(p2) (9.54)

erfiillt sind.

Beweis. Dieser Beweis folgt einer Kontinuitdtsmethode. Wir definieren fiir noch zu wihlende Konstanten ¢ > 0,
C>0U.c als

Q€ W'2(D?, s0(m) ® R?) mit [,,|Qf° < & und so,
Uco =4 dass € € W22 N Wy (D2, s0o(m)) und P € W2(D?, O(m)) existieren
so dass (@52), @53), @24 erfiillt sind.

Dann gelten folgende Eigenschaften:
% Schritt 1: U, ¢ ist abgeschlossen in W12

Sei dazu Q, € U, ¢ und Qy, A7, 0 in W2, Wir wihlen zu den Q die Py und & entsprechend. Dann gilt mit
@X24) fiir k£ hinreichend groft

IV Pellwrz + [[VEkllw22 < ClIQk[lwr2 < 2C(|Qw.o. (9.55)

Weiter gilt |Py| < C, da P, € O(m). Somit sind P, und & in W22 gleichmiiRig beschriinkt, und es existiert
eine schwach konvergente Teilfolge und £ € W*2(D?, M (m)) sowie P € W22(D?, M (m)) mit

§p =& in W22,

k .
G 52 imw2

und
P, — P in W22,
P poin w2,
Wegen

0=¢p+&F 222 e g7

gilt £ € so(m) und wegen

|P{ Py —Illp2 = |P{ P — PTP|2 < ||P(Px— P)ll2+ (B = PT)Pl|>
< |Pyllpee [P — Pllzz + | Pe — Pllpz [|Pllp=
< C||P.—PllL2+C ||Py — P| 2
i)

gilt
I =PTP punktweise fast iiberall in D?,
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also P € O(m).
Wegen der W1 2-Konvergenz gilt auch weiter

IV e, — PTVP, — PIQuP— V¢ — PTVP — PTQP||»

< ||€e = Ellwre + |PEV P, — PTVP| 12 4 | PEQ Py — PTQP|| 12

k—o0
—0,

denn

k—o0

& g in W

und (wir beachten |Py| < C, da P, € O(m))

|PeVP, — PVP|2 < ||[Pe(VP:i—VP)|2+|(P:— P)VP| 2

< CIVP = VP2 + [P = Pllwr2 [[VPllw=2>

heo ),

sowie (wir beachten QP € W2 da P € W22, sieche Lemma EZ30)

1PS Py = PTQP|r: < || P (P — QP)| 2 + (B — PT)QP| 12
< C)Py — QP|| 2 + ||PF — PT||lwz |QQP]yyr.2
< Cl%u(Pe = P)llzz + 1% = O Plz2 + | B = P lwrz [|QP ][y

< OlullwrallPe = Pllwre + Cll Q% = Dllze + 1B = P w2 QP

k
L7000,

Weiter gilt wegen der L2-Konvergenz von ), dass
QF <e
D2

Also liegt Q € U, ¢, da sich die Abschitzung ([@54) wegen der Unterhalbstetigkeit der Norm beziiglich schwacher
Konvergenz tibertragt und ([@53)) wegen der starken Konvergenz erhalten bleibt.

% Schritt 2: Es existiert ein C(m) und ein € > 0, so dass fir jedes 2 mit fD2|Q|2 < € (wir beachten die
strikte Ungleichung), eine offene Umgebung von Q in W2(D?, so(m) @ R?) in U ¢ enthalten ist, d.h. es exis-
tiert ein 6 > 0, so dass fir alle Q' € WH%(D?, so(m) @ R?) mit || — Qw12 <6 auch Q' € U, ¢ gilt.

Wir wihlen f”,ir C die Konstante C'(m) aus Lemma @7 £ und P zu 2, welche (@52), (@I23) und (@323 erfiillen
und € = ¢(C(m)) zunéchst so klein, dass

C(m)||Q 2 < C(m)ve <~

wobei 7 die Schranke aus dem UHLENBECK-Theorem, Theorem [ sei; d.h. wir wihlen ¢ > 0 hinreichend klein,
so dass mit ([IZRJ) insbesondere
V€l <.

Dann existiert nach dem UHLENBECK-Satz, Theorem [IH fiir alle hinreichend kleinen A € W2(D?, so(m) @ R?)
eine Abbildung Q» = Q¢(\) € W22(D? 0O(m)), so dass komponentenweise

div(QY VQx + QT(V e+ X)Qx) =0 in D2,

Dabei ist die Abbildung
A= Q)
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stetig, und es existiert insbesondere fiir jedes 8 > 0 ein « = «(, £), so dass

1Qx — Iwes < 3 fir alle A mit [Aws < a(3,). (9.56)
Zusétzlich gilt komponentenweise

v, QTVQ\ + QY (Ve +N)Qy) € Wy (D%, M(m)). (9.57)
Damit existiert nach Theorem EI%(i) ein eindeutiges T'y € W22 N W, (D2, M (m)) mit

VAT = @iV + Q% (VE+ M)Qa-
Nun gilt nach Anwendung von Theorem EE3T] auf die einzelnen Komponenten von £
(v, V*E) € Wy*(D?, M(m)), (9.58)

da € € W2 n W22, Mit
div(QXVQx + QX (VHE+N)QN = V) =0

und aus ([@A7) und [@EY)
(. QXVQA+ QX (VE+NQx = V5E) € Wy*(D?, M(m))
existiert nach Theorem ET%(i) eine eindeutige Stammfunktion G € W22 N Wy** (D2, M (m)) mit
VG = QAVQx + QX(VHE+M)Qx = V¢

und
[Gllw22 < ClQYVQA + QX (VFE+A)Qx — V¢ lwe.

Wegen der Eindeutigkeit, Ty — & € W22 N W, (D2, M (m)) und
VA =€) = Q{VQA + QX (VHE+N)Qx — V¢,
folgt daraus G = I') — £ und somit erhalten wir die Abschatzung
ITx = €llwze < CIQTVAA + QX (VEE + N)@Qx = V[, (9.59)
Nun gilt

AVOA+ QN (VEE+N)QN — VHE
=QIV(@Qr — 1)+ (Qx— DT (V) Qx + QEAQx + VEE (Qr — 1).

Mit Q € O(m) punktweise fast iiberall, also |Q,| < C' unabhéngig von A, folgt

IQXVQA+ QX(VHE+ MO = Vel < CllQA = Illwrz +21Qx = Llw 2 [€llw22C + C¥[\] 12
< 1 fiir ||A|y12 hinreichend klein nach (I50)

und
IV[QIVQA+QX (V€ +N)Qx — V¢ 12
<IVQAllLs V(@ = Dllps + ClQx = Ilwz2 + [V(Qx = Dwr2 [[VEwr.2C
+1Qx = Hlz=C V€N L2 + 1Qx = Ll [V EllLe VQAlILe +2C I VQA w2 [[Al| 4
+ C? VA2 + [IV2€N 22 |Qx — Il o + IVEl V(@ = D)l| 2
< 1" fiir ||A||y1.2 hinreichend klein nach (L56).

Fiir alle 3 > 0 existiert also ein a(3,§2) > 0, so dass fiir jedes A € W12(D?, s0(m)) mit ||Al|w1.2 < a(B,9) gilt,
dass ein I'y € W22 N I/Vol’2 existiert, sodass

VAl = QT VQi\ + QY (Ve +1)Qy in D?

169



9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNG

und zusammen mit (@50) und [@HY) die Abschitzung

1@x = Illw22 + [Tx = €llw22 < 6. (9.60)

L
22

Weiter gilt 'y € so(m) punktweise, da nach Theorem @6
Q% VO + Q1 (VHE+N)Qx € so(m) @ R?

und die Stammfunktion komponentenweise berechnet wurde.
Setzen wir fiir V4¢ die vorausgesetzte Darstellung aus (I52) ein, so erhalten wir

ViTh = Qf VA +QX(VHE+N)Qx
= QY VQx + QL(PTVP + PTQP + \)Q,
= Q3 VO + (PQA)T(VP)Qx + (PQ)T (2 + PAPT)(PQ))
= Q1 VO + (PQA)TV(PQy) — (PQA)TPVQx + (PQA)T(Q + PAPT)(PQ))
= QAVQx— QXPTPVQ, + (PQ))TV(PQy) + (PQX)T (2 + PAPT)(PQ,)
= PIVP\+ Pl (Q+ PA\PT)Py,

wobei
Py := PQy € O(m).

Wir beachten, dass fiir A € so(m)
(PTAP)T = PTA\TP = —PT)\P,

also PTAP € so(m).
Setzen wir fiir p € W12(D?, so(m) ® R?)
Ap = PTupP,

dann gilt

IN

Al IPT Pl 2 + IV (PT uP)l| 2

IN

Clipllze +2C|VPlwaz |l s + 2C||Vpl| 2

IN

CA+[IVPllwr2) [lullw.2,

und es folgt, dass fiir alle & > 0 ein 1 > 0 existiert, so dass fiir alle

lullwz <m

gilt
[Aull <

und daher ein &, := Ty, §, € W22 N W, *(D?, s0(m)), ein R, := PQ,, € W»2(D? 0(m)) existiert, so dass
V¢ = RIVR, + R (Q+ )R,

und den Abschétzungen
1Qx, — Illw22 + [[€u — Ellw22 < 8. (9.61)

Nun gilt
Qx, —I1=P"(R,—P)

und somit
[Ry — Pllwz2 < C(P)||@x, — I|lw22 < C(P)B.
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Damit ergibt sich schlieflich die folgende Aussage:
Fiir alle p > 0 existiert ein o > 0, so dass fiir alle u € W12(D?, so(m) ® R?) mit

lullwre <o
ein &, € W22 N W, *(D?, so(m)) und ein R = R,, € W?2(D? 0(m)) existiert, so dass
V4, =R.VR,+ R (Q+p)R in D?
und mit der Abschitzung

(omew |

1B =Pllwzz + (€ = &llwe2 < p.

Nun gilt nach Voraussetzung
IVP| Lz +[[€llnrz < Cm) Q2 < C(m)ve.

Dann gilt, fiir 3 < /¢, dass

IVR[Lz + €ullwre < [VR=VP| 2 +[[§p — Ellwrz + VP2 + [I€]lwr2
< Ve+Cye
< (1+0)ye.

Weiter erfiillt Q + p fiir ||g||yy1.2 klein genug, dass

/|Q+M|2<€=

/ Q] <e.
D2

da

(9.62)

Wir wihlen e ggf. noch kleiner, so dass die Voraussetzungen von Lemma (7 fiir R, £, und © + p erfiillt sind.
Dann folgen aus Lemma die Abschéitzungen (wir beachten, dass C(m) aus Lemma 7] gewéhlt wurde)

IVRI[L2 + [|€ullwr> < C(m)[|Q2 + pll >

und
IVR[wrz + [[§ullwzz < Cm)[Q+ pllwre,

also erfiillt Q2+ p die (Un-)Gleichungen ([@53), ([@353) und @35) fiir alle p € WH2(D?, so(m) @ R?) mit |||y

hinreichend klein.

% Schritt 3: Wir wenden ein Kontinuitdtsargument an, um den Beweis abzuschliefien.
Sei Q € Wh2(D?, so(m) ® R?) und fiir das nun gewiihlte ¢ > 0 gelte

Qf <e.
D2

Wir definieren
Qi(x) := tQ(z).

Dann gilt fiir 0 <t <1
Q; € WH23(D?, s0(m) x R?)

/|Qt|2 < /t2|Q|2 < 1/ 10 < e,
D2

10 — Qurllwrz = [t — ||| Qw12 fiir alle 0 < ¢,¢ < 1.

und

sowie
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9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNG

Weiter gilt (fiir P =1 und £ = 0)
Qo=0¢U.c.

Wir definieren nun
to = inf{t S [0, 1], QO Q/ Ug7c}.

Zunichst gilt
to > 0,

denn nach dem vorherigen Teil, wegen (L63) und wegen

/ 0=0<e
DZ

existiert ein ¢ > 0, so dass ; € U, ¢ fiir alle 0 < ¢ < ¢. Es folgt
to >t > 0.

Nun gilt also
O, € Uz o fiir alle t < tp,

und es gilt
HQt — QtoHleZ = (ﬁo - t)||Q||W12 — 0 firt — tg, t < to.

Also gilt mit der Abgeschlossenheit von U, ¢, dass
th c UE,C-

[0k = [ Jof <1 [ ok <.
D2 D2 D2

Dann existiert wegen (@63)) und Schritt 2 ein 1 > 0, so dass fiir alle |t — to| < n gilt
O € U€7C-

Angenommen ty < 1, dann gilt

Damit gilt aber, dass jedes ¢ > 0 mit
Q; ¢ Uec
gilt
’to — ﬂ >n >0,
was einen Widerspruch zu der Wahl von ¢, = inf{#} darstellt.
Somit muss tp > 1 und es gilt

0 =0¢c Ug7c.
Also gilt fiir § := £, dass fiir alle Q € W?(D?, so(m) ® R?) mit
/|Qﬁg5<s
D2
gilt, dass £ und P wie gewiinscht existieren.
Damit ist das Lemma bewiesen. O

Nun wenden wir ein Kompaktheitsargument an, um dieses Ergebnis auf Q € L?(D?, so(m) ®R?) zu iibertragen.

9.9 Lemma (nichtlineare HODGE-Zerlegung fiir ) € L?)
(vgl. [Riv(i7a], Lemma A.3, S.15)
Es existiert ein e(m) > 0 und ein C(m) > 0, so dass fiir alle Q € L*(D?, so(m) @ R?) mit

Q7 < e(m)
DZ

ein £ € Wy*(D?, s0(m)) und ein P € W'2(D? 0(m)) existieren, so dass
Vie = PTVP + PTQP punktweise fast iiberall in D? (9.64)

und
[€llwr2(p2) + [[VP||2 < C(m) (9 z2(D2)-
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Beweis. Wir withlen ¢ = £(m) so klein, dass 2¢ die kleine Konstante aus Lemma®ist. Sei Q € L?(D?, so(m)®
R?) mit
Q] <e.
D2
Wir approximieren Q durch Q € W12(D? so(m) ® R?) mit
k—oo
||Q — Qk||L2(D2) —_— 0

und

%]l L2 < V2(|Q| L2 fiir alle k € N.
Dann erfiillt Q, die Voraussetzung von Lemma und folglich existieren & € W22 N W,*(D?, so(m)) und
P, € W22(D?,0(m)) mit

Ve, = PIVP, + PIQyP. in D?
und

€kllwr2 + VPl 22 < C(m)v2]|| 2.

Die gleichméfige Beschrénktheitfd impliziert die Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge von & bzw. P
gegen £ € W3(D?, M(m)Fd bzw. P € W2(D2, M(m)) mit starker Konvergenz in L2(D2, M(m)), wobei wir
die Folge wieder mit k — oo indizieren. Man folgert

|PTP -1 = [[P"P— Bl Pl
< NPT(P = Py)llpr + (PT = PPl 11
< C(IPlz2llP = Pellrz + [P = Pyll2 (| Pell 2)
i)

)

also haben wir
PTP =1 punktweise fast iiberall in D2,

und wir schlieRen P € W12(D? ,O(m)). Weiterhin haben wir

€7 + €l = 11€7 + €= (& + &) llee
< 206~ &illzs 0,
woraus folgt
¢T = —¢  punktweise fast iiberall in D?,

also ist & € Wy ?(D?, so(m)). Wir wissen, dass V Py, schwach in L? konvergiert, und erhalten mit der schwachen
Unterhalbstetigkeit der Norm
||VP||L2 < hkm inf ||ka||L2

Daraus ergibt sich die Abschitzung

IN

IVP[[L2(p2) + [[E]lw -2 Hm it (VP[22 (p2) + [[€kllw.2)

IN

Clle 22

Nun zeigen wir die Gleichung (@64, genauer beweisen wir fiir alle ¢ € C5°(D?)

/ (Ve — PTVP - PTQP)p = / (V¢ — PTVP - PTQP) — (VY& — PIVP, — PIQLPy)e
D2 D2
LEs )
(9.65)

35Wir benutzen, dass P in L? wegen der Orthogonalitét gleichméfig beschriinkt ist.
36wir beachten, dass WOI’Q(DQ) ein HILBERT-Raum ist.
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9 NICHT-LINEARE HODGE-ZERLEGUNG

Dazu beobachten wir als erstes, dass
E-6m [ (V- vhae
D2
ein stetiges, lineares Funktional auf W01’2(D2, so(m)) ist, so dass wegen der schwachen Konvergenz
| (vre-viane ==
D2

Weiterhin ist
P.VP,— PVP = (P, - P)VP;+ P(VP, — VP),

und es gilt wegen P, 2% P in L2(D?, M (m))

/<Pk—P>VPW‘ < @lize 1P = Pllge |V P2
DZ
< lellps [[Pe = PllL2C(Q)
k—o0

0.

Mit Py € W, ?(D?, M(m)) erhalten wir auferdem

/ V(Pg)(P: — P)
D2

[ pan- vp)] -

< VP2l Pe — Pl 12
< ClPllwr2leller [[Px— Pl
k—o0

0.

Es verbleibt uns nur noch der Term
/ ] (PTQP — PIQPy)e.
D

Fiir eine weitere Teilfolge k — oo haben wir punktweise PTQP — PkTQkPk LN 0 und auferdem
|PTQP — PPy | < C(1Q] + Q%) € L'(D?).
Mit dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz erhalten wir dann ([@65). Wir haben also gezeigt, dass

/ (vLé- _ PTVP _ PTQP)SD =0 fir alle Y e CSO(DQ),
D2

und mit dem Fundementallemma der Variationsrechnung folgt

Vie =PTVP + PTQP punktweise fast iiberall in D?.
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10. Erhaltungssatze und Stetigkeit

Nun wollen wir den Beweis aus [Riv07al], Theorem 1.1, vorfiihren: Fiir u € W%2(D? R™) mit Au = Q- Vu in
D? fiir ein Q € L*(D?, so(m) x R?) folgt u € C°(D? R™).

Dazu zerlegen wir Q zunichst durch A € W12 N L>®(Q,GL(m)) und B € W12(D? M (m)), so dass VA —
AQ = V+ B (Theorem [LA Theorem 1.4 in [Riv07al), zeigen dann, dass daraus der Erhaltungssatz div(AVu —
BV+u) = 0 folgt (Theorem [MI.# Theorem 1.3 in [Riv(7a]) und schliefen daraus die Behauptung mithilfe einer
linearen HODGE-Zerlegung und mit Hilfsmitteln aus der Harmonischer Analysis (Theorem [.& Theorem 1.1 in
[Riv(07a]).

10.1. Dekomposition von schiefsymmetrischen Schnitten

In diesem Abschnitt zerlegen wir Q € L?(D?, so(m) ® R?) mit kleiner L?>-Norm, so dass VA — AQ = V1 B.
Dazu benétigen wir zunéichst einige Zwischenresultate.

10.1 Lemma (Eindeutigkeit der Losung fiir Differentialgleichung erster Ordnung)
(vgl. [Riv(7a], Lemma A.2)
Es existiert ein e(m) > 0, so dass fiir alle P € WY2(D? O(m)) mit

VP2 = |VP| 2 < e(m) (10.1)
C = 0 die einzige Lisung C € W, *(D?, M (m)) von
div(VCPT) =0 in D2
Das heifit, ist (L) erfiillt, C € Wy *(D?, M(m)) und gilt

VC PT -V =0 fir alle p € C§°(D?),

D2

dann ist C = 0.

Beweis. Sei C € W,*(D?, M(m)), div(VC PT) =0 und P € W'2(D? 0O(m)). Wegen der Orthogonalitiit von
P gilt P € W12 N L*>°(D? O(m)). Dann existiert mit der linearen HODGE-Zerlegung, genauer nach Korollar
B2 und Bemerkung BZA ein D € W2(D?), [, D = 0 mit

VC PT =V+D punktweise fast iiberall in D?,

also auch
VC = (V+D) P. (10.2)

Weiter gilt fiir D nach Korollar E2T] die schwache partielle Differentialgleichung
AD = -V+C-VPT in D?
ZD=0 auf 9D?,
fD?D =0,

und aus der WENTE-Ungleichung, Theorem [1] folgt

Tz
VDl < GollVC|lpz VP12
(10.3)

o)
< C()EHVCHLz.

Andererseits gilt fiir alle ¢ € C§°(D?) wegen ([[I2)

VC - Vo 3 VD -Vy P

D2 D2

/VLDV(P@)—/ ViD.-VP
D2

- N
e 0—/ VLD VP,
D2
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10 ERHALTUNGSSATZE UND STETIGKEIT

da aus supp pCCD? folgt, dass Py € W,*(D?, M (m)).
Also gilt schwach

AC=VLD.VP in D2
C=0 auf OD2,

und mit der WENTE-Ungleichung, Theorem [1] folgt

T

IVCllz < Co [[VDllz2 [VP 12
()
< Coel|VD

3
< QYO

und wir schliefen fiir ¢ := m
VC =0.

Wegen C € W, *(D?, M(m)) impliziert das

Q
Il
o

10.2 Lemma (Zwischenresultat: Stammfunktion)
Seien fiir k € N, 1 < k < n, ein a und of € W12 N L>°(D?) gegeben, mit approximierenden Folgen (a,,)m,

(af ) € WE2(D?), so dass am —— a und of, =% oF in W2 N L. Seien weiter £¥, b* € W,"*(D?) und

p* € Wh2n L*°(D?).Wir betrachten h € L?(D?,R?) mit
h:=Va+a* ViR + vk pP.
Angenommen es gilt
/Dzh V=0 fir alle p € C>®(D?), (10.4)
dann existiert ein C' € Wy'*(D?) mit

h=vV=*C.

Beweis. Der Ubersicht halber nehmen wir n = 1 an. Da die Struktur von aV+¢ und V-+b p dhnlich ist,
betrachten wir den Fall b = 0, p = 0. Weiterhin nehmen wir ¢ = « an. Man kann einfach verifizieren, dass das
folgende Argument auch fiir die urspriingliche Behauptung gilt.

Wir betrachten also

h:=Va+a Ve

fiir a € W2 N L°(D?) und € € Wy*(D?), und es sei ([[A) erfiillt. Wir approximieren ¢ durch &,, € C§°(D?)
und setzen

B = Vg, + aV=*E, € WH2(D?).

Es gilt fiir die dukere Einheitsnormale v an 9D?
(has V) = (Vam, V) + a (V1E,,v) € W2 (D?), (10.5)
denn
o (Van,,v) € Wy *(D?) nach Theorem da a,, € W52 (D?) und
e wegen supp((V+¢,,,v))CCD? gilt auch

supp(a(V=+&,,, v))ccD?,
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10.1 Dekomposition von schiefsymmetrischen Schnitten

Weiter gilt
div(hy,) = Aay + Va - V€, punktweise fast iiberall in D2,
Nayy, @""0
D2
und

Va - Vie,, 2.
D2

/Dz div(h) = 0.

Folglich existieren nach Theorem EI9, Fall (8), G, € W22 N W, (D?) und F,,, € W2 (D?) mit Jp2Fm =0,
so dass

Also erhalten wir

hm =V E, +V*+G,, in D2 (10.6)
Zudem haben wir die Abschétzung
[1Em = Fr w2 + G = G llw2 < Cllhm = B[ 2. (10.7)
Nun gilt
19 (am = am)lzz == 0
und

’
m,m’ — oo

la V4ém —a VEmllze < llallze IV (Em — &m)llz2 0.

Also folgt zusammengesetzt
Hhm - hm’HL2 T, 0.
Damit sind (G, )m, (Fim)m wegen () CAucHy-Folgen in Wy *(D?) bzw. W12(D?), und wir finden Grenz-
werte G € W, ?(D?), F € W“?(D?) mit [,,F = 0. Die Gleichung (IILH) iibertrigt sich, das heifit es gilt
h=V+G+VF in D%

Weiterhin haben wir fiir alle p € C°°(D?2)

VE. Vga‘ < ||VF =VEy |2 IVl + ’/ VE, - Vgﬁ‘
D2

D2

und wegen F,,, € W2, und ([L3)

VE, Vo "2 _ [ AR o

D2 D2

—/ div(VE,) ¢
D2

7/ dlv(hm) ¥
DZ
/ hm Vo

D2

/ (hmfh)-VgaJr/ h-Vo
D? D2
—_——

(I'EJ:ZDO

\E |

™

H
b

m—00

Es gilt also

Y

/VF-Vgaz() fiir alle € C>(D?)
D2
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und wegen F' € W12 und szF = 0 folgt mit der Eindeutigkeit fiir die Losung von PDEs mit homogenen
NEUMANN-Randwerten aus Lemma EET4l dass

F=0.

Somit haben wir eine Darstellung
h=V*G in D?

fiir ein G € W,"*(D?) gefunden. O

10.3 Lemma (Zwischenresultat: Losung eines PDE-Systems)
Sei A > 0. Es existiert ein g = vyo(m,A) > 0 und eine Konstante C = C(m, A), so dass fiir alle 0 < v < 7o gilt:

Fiir alle ¢ € Wy*(D?, M(m)), P € Wh2 N L>(D?, M(m)) mit | P||L~ < A und der Abschitzung
[€llw2 + IVPll L2 <~ (10.8)
gibt es ein A € W2 1 L>(D?, M (m)) mit [,,A =0 und ein B € Wy'*(D? M(m)), so dass schwach gilt:

NA=VA-V+¢+VEB-VP in D?
LA=0 auf 0D?, (10.9)
fD?A =0,
d.h. es gilt
/ VA -Vyp= 7/ (VA-V*E+VEB-VP)p fiir alle p € C°(D2).
D2 D?

Weiterhin ist

(10.10)

AB = -V+A-VPT —div(AVEPT) — div(VE PT)  in D?,
B=0 auf OD?,

also
/ VB~V<,0:/ vta.vpT @—/ AVE PT~V¢—/ ve PT .V fir alle p € C°(D?).
D? D? D? D?
Zudem gilt dann die Abschitzung
[Allwr2 + [ Al + [ Bllwr2 < C(A, m)y.

Beweis. Wir beginnen mit der PDE ([X), d.h. wir suchen fiir alle B € W,*(D?, M(m)) ein A = Ap €
W2(D?, M (m)), [p.A =0, welches ([IL3) erfiillt.Die Idee ist, einen kompakten Operator

K : WY2(D2, M(m)) — W2(D?, M(m))

zu definieren, der

AK(Y) =V -V in D?,

LK) =0 auf 0D?,

Jp K@) =0
16st, und dann die FREDHOLM-Alternative, Lemma B8, anzuwenden, um die PDE ([[ILY) zu lésen.
Wir approximieren dazu zunichst £ € Wy'?(D?, M(m)) durch &,, € Cg°(D?, M(m)). Dann gilt

Vi - V&, € L2 (D?, M(m))
und nach Proposition

/ Vip - Ve, = 0.
DZ

Damit existiert nach Lemma genau ein vy, = v, (¥) € WH2(D?, M (m)) mit

Avm(w) = Vdj ' VLgm in D27
Lom(¥) =0 auf 9D?,
fD2’Um(w) =0,
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10.1 Dekomposition von schiefsymmetrischen Schnitten

und nach dem Satz von FRIEDRICHS, Theorem EET9 gilt v, € Wflfu(DQ,M(m)). Wir setzen K, () := v, (v).
Wegen der Eindeutigkeit der Losung ist K, linear beziiglich v € W12(D? M(m)) und stetig, denn mit der
PoINCARE-Ungleichung (wir beachten [,,v, = 0) und der WENTE-Ungleichung, Theorem [T} gilt

T
[onllwre < CliVoallz: < ClIVYR|L2 [[VEnll 2.

Wir méchten zeigen, dass K,, kompakt ist.

Seien 1, € WH2(D? M(m)) gegeben und ||¢||w1.2 gleichmiiRig beschriinkt. Dann gilt fiir jedes k¥ mit dem
Satz von FRIEDRICHS, der POINCARE- und der WENTE-Ungleichung, Theorem [l wobei wir szKn(1/)k) =0
benutzen

[Kn(@r)lwez < CIAKA(Yr) L2 + | Kn(r)l22)

< OV VEallre + IVER (W)l 22)
UVl 1Vl + IVl 22 [Vl 22)
< ClIVEllze + V&l L) [9r]lw.2

Somit existiert eine Teilfolge von (K, (vx))x, welche in W?22(D?, M (m)) schwach konvergent und stark konver-
gent in W2(D?, M (m)) ist. Also ist K,, : W12(D? M (m)) — W12(D? M(()m)) kompakt.

K, ist eine CAUCHY-Folge im Raum der stetigen, linearen Operatoren L(W2(D? M (m))): Tatséichlich gilt fiir
ein beliebiges ¢ € WH2(D? M (m)) mit ||1)[|y12 =1

A(Kn(w) - Kn’(w)) = Vw : v(gn - €n’) in D2:
o (Kn($) = K (1)) =0 auf OD*,
fD2 (Kn(w) - Kn/("/))) =0.

Deshalb gilt mit der hier entscheidend eingehenden WENTE-Ungleichung, Theorem []

IV(Kn(¥) = Kn (¥)l[ L2 < ClIV(En = &n)llL2 [Vl

und deshalb
K (1) = K ()| Lwr2) < Cllgn — &nrllwrz.
Also ist (K,,), eine CAucHY-Folge in L(W12(D? M(m))), und es existiert ein kompakter Operator K &
LW 2(D?, M(m))) mit K, — K in L(W (D2, M(m))).
Weiter gilt wegen der W12-Konvergenz, dass

AK () = Vi - Ve in D2,
LK) =0 auf 0D2, (10.11)
JpEK(®) =0,

denn fiir alle ¢ € C>(D?) gilt

/VK(w>~w+/ Wwv%so:/ V<K(w>fKn<w))-w+/ Vi V- &) o
D2 D2 D2 D2

Nun bereiten wir die FREDHOLM-Alternative vor:

Zuniichst schriinken wir K auf ¢ € W?(D? M(m)) mit [,, = 0 ein. Dann bleibt K stetig, linear und
kompakt.

Falls (I — K)(¢) = 0, dann erfiillt es

A = AK () = Vb - V¢ in D2,
Ly =0 auf D?,

szlﬂ = 0:
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denn

w-w:/DZVK(w)-w@ —/DZw-ng o fiir alle o € C(D2).

D2
Mit der WENTE-Ungleichung folgt

T
IVl < ClIVE|[L2 [IVY]lL2
(=)
< OYIVYlLe.
Fiir 0 < v < 7o und 7y hinreichend klein gilt dann
V]2 =0,
und somit wegen [ .1 =0
1 = 0.

(I —J) ist also injektiv als Operator von W'2(D?, M (m)) N{ [, = 0} — W'2(D?, M (m)) N{[,.- = 0}, und
da W2(D?, M (m)) ein HILBERT-Raum und W2(D?, M (m)) N{ [,,- = 0} ein abgeschlossener Unterraum ist,
folgt aus der FREDHOLM-Alternative, Lemma B8 dass fiir alle w € W2(D?, M (m)) mit [,,w = 0 genau ein
Yy € WH2(D?, M (m)) mit [,,9 = 0 existiert mit

W = K(¢w) + w,

also
Ay = AK (1) + Aw = Vb, - VEE+ Aw  in D2,

Um (@) 7u l6sen wollen wir zeigen, dass ein w € Im(I — K)) existiert, so dass
Aw=V"'B-VP.
Dazu approximieren wir zunéchst B durch B,, € C§°(D? M (m)) und erhalten w,, € W2(D?, M(m)) mit
Aw, = VLB, VP in D2
%wn =0 auf 0D?,

fD2wn =0,

da wir nach Proposition EE22 fDZ V1B, VP = 0 wissen und somit Lemma ET4 anwendbar ist. Mit der WENTE-
Ungleichung erh&lt man

’
n,n’ —oo

[wn — wnr|[wr2 < CIV(Bn = B2 VPl 0.
Dann existiert w € W2(D?, M (m)) mit [,,w = 0 als Grenzwert, und wegen
Vw-Vo+ | VIB-VPo= [ V(w—-w,) -Vo+ [ V (=B, +B)-VP ¢ Ype C=(D?)
D2 D2 D2 D2

gilt
Aw=VLB.VP inD?
Zw=0 auf 0D?, (10.12)
Jpew =0.

Somit existiert fiir jedes B € W, *(D?, M(m)) genau ein A := v, € WH2(D?, M(m)), welches (L) erfiillt.
Dabei folgt die Eindeutigkeit aus der eindeutigen Losbarkeit von (ILIZ) und der Injektivitdt von I — K.

Nun ist die rechte Seite von ([ILY) wieder komponentenweise vom Typ

AA = Z {ak, bk},
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10.1 Dekomposition von schiefsymmetrischen Schnitten

und somit folgt aus der WENTE-Ungleichung, Theorem [Z1]
Al + VAl 2 < C(IVA] 22 [IEllwr2 + [ Bllwrz [[VP]|12).-
Nach Vorausetzung ist ||€|[y1.2 < 7, also folgt fiir 9 > 0 ggf. noch kleiner
Al + IVA[ 2 < C([Bllwr2 [[VP]|L2). (10.13)
Die Abbildung B — A ist dann linear wegen der Injektivitit von I — K und als Abbildung
I—K: Wy?(D? M(m)) — Wh2 0 L=(D? M(m))

stetig.
Nun betrachten wir die zweite PDE ([ILI0). Wir suchen ein B € Wy*(D2, M(m)), so dass fiir die Losung

A= Ap von ([T gilt
AB=—-V+A-VPT —div(A V¢ P) — div(VE PT)  in D?,
B=0 auf D2

Wir benutzen dieselbe Idee wie fiir ([[LY).
Wir definieren zunéchst K (®), so dass

10.14
K(®) =0 auf 9D2. (10.14)

{AK((I) =V!tAy-VPT in D2,
Das heifit fiir & € Wy'*(D?, M (m)) bilden wir die Losung Ag € W1H2(D?, M (m)) von [LH) fiir & statt B, und
kénnen dann zunichst fiir P7 approximiert in C*° eine Losung K,,(®) von ([ILI4) finden, so dass K, : ® —
K, (®) kompakt, linear und stetig ist. Schlieklich erreichen wir iiber Approximation K (®) € W,*(D?, M(m)),
welches ([ILTE) 16st. Weiterhin gilt mit der WENTE-Ungleichung und der Abschéitzung ([[LI3) fiir As

K@) llwe < ClIVAlL2 VP2

i (10.15)
< CIIVPIL: [12llwre
Zum zweiten Summanden der Rechten Seite von ([[LI0):
Wir approximieren zunéchst ¢ durch &, € C§°(D?) und erhalten
div(Ae V&, PT) € L3(D? M(m)),
da Ag € WH2 N L>®(D?, M(m)), P € WH2 N L>(D?, M(m)).
Somit existiert eine eindeutige schwache Losung G, (®) € Wy *(D?, M (m)) von
AG, (D) =div(A n PT) in D?,
G, (D) = div(Ags V¢ ) in D?, (10.16)
Gn(®)=0 auf 0D2.

Dabei fassen wir die rechte Seite komponentenweise als Funktional in (W, *(D?, M (m)))* auf, d.h. fiir ¢ €
Cs°(D?) als

¢ = (div(Ae V&, P)lp])i; = /D2A (V& P V)i, 1<ij<m.

Dann gilt unter Benutzung, dass punktweise fast iiberall P € L>°(D? M(m)), fir 1 <i,5 <m

(div(de VE PD)[eDis| < [[Allze [IV&allze [Pl [Vl e
)
< C)|[@llwrz VP L2lIVEnll 2 [lellw2,

also
I(div(Ae VE PT))ijllaa2(p2 armyyy- < Cll@llwrz VP22l Vén]| 2
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10 ERHALTUNGSSATZE UND STETIGKEIT

Aus der Eindeutigkeit der Losung von ([ITH) und Lemma B3 erhalten wir folglich

IGa(@)llwr2 < Clldiv(Ae VE PT)| g2 m)))*
(Wa(D2,M(m)) (10.17)

< Cl@llwrz [[VP2[VEnll L2

Weiter gilt wegen der Eindeutigkeit der Losung G, (®) und der Linearitéit von Ag beziiglich ®, dass G,, linear
und stetig in ® ist, und wir erhalten wieder aus Lemma T3 die Abschatzung

|G (@) = G (D) [wr2 < Cl|@llwrz [[VPI|L2 [V (En = &nr)l 22

Die Folge (G,,)n ist also eine CaucHY-Folge in L(W&’Q(DQ,M(m))), und somit existiert der Grenzwert G €
L(W&’Q(DQ), M (m)) mit der Abschiitzung

([T
1G@) e < Cl@lwra VPl ]VE] 2. (10.18)

Zudem gilt wegen der W12-Konvergenz schwach

AG(®) = div(Ae VEE P) in D2,
G(®)=0 auf 0D?,
wobei die rechte Seite komponentenweise als Funktional aufgefasst wird.

Falls wir noch zeigen, dass G, (-) kompakt ist, dann folgt, dass auch G kompakt ist. Da die rechte Seite von
(I8 in L? liegt, folgt aus dem Satz von FRIEDRICHS

AG,(®) = div(Ap V&, PT) punktweise fast iiberall in D?

mit der folgenden Abschiitzung, wobei man beachtet, dass Ag, P € L% (D?, M(m)):

1Gn(@)w22 < C(IAG(P)]| L2 + [Gn(P)]|22)
(s
< C)(IVA |2 VEnlize + [[Aall A8l + [[AallLe Vel [V P 22
HI®lwrz VP22 VEnllL2)

(T3
< CWUVPIz 1wz (IVEallLz + A& [L2 + VP2 [VEnlze)].

Inshesondere gilt fiir eine gleichmifig beschriinkte Folge (®4), € Wy*(D?, M(m)), dass (||Gn(®k)|lw2.2)k
gleichmiifig beschriinkt ist, und somit eine schwach konvergente Teilfolge von (G, (®x))x in W22(D? M(m))
und stark konvergent in W,**(D?, M (m)) existiert. Dies impliziert die Kompaktheit.

Insbesondere haben wir nun gezeigt, dass —(G 4+ K) ein kompakter Operator
—(G+K): Wy*(D?, M(m)) — Wy*(D?, M(m))

ist. Weiter gilt, dass falls ® € W,"?(D?, M(m)) und

I+ (G+K)|(®)=0, (10.19)
dann
[@llwre < NG(@) w2 + [[K(D)[lwr2
< C(l®lwrz VP2 V€| Lz + VP72 [|@]wrz)
(=)
< 20(|9]wr2n3),
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10.1 Dekomposition von schiefsymmetrischen Schnitten

also falls vy klein genug
® =0.

Folglich gilt mit der FREDHOLM-Alternative, Lemma B dass fiir alle w € W,*(D?, M(m)) genau ein ® €
Wy 2(D?, M(m)) existiert mit
D, = —K(®) — G() — w. (10.20)

Wir definieren w € Wy'*(D?, M (m)) durch

(10.21)

Aw = div(VE PT) in D2
w=0 auf D2

Dies ist moglich, da

@ — div(VE PT)[p] := /Dzvg - PV

komponentenweise ein Funktional auf W, '*(D?) ist, fiir welches wegen P € L°°(D?, M(m)) punktweise fast
iiberall gilt
|div(VE PT)[e]| < CN)IIVE] 22 [Vl 2.

Dann existiert nach Lemma BET3, w € W, *(D?, M (m)), das die PDE ([Z) erfiillt, und es gilt

||’w||W1,2 S OH le(V§ PT)H(WLZ)*

(10.22)
< Ol
Wir setzen B := ®,, € Wy>*(D?, M(m)); dann erhalten wir aus ([I20)
AB = -V+Ap -VPT —div(Ap V¢ PT) —div(VE PT) in D2,
B=0 auf 0D2.
Aus (ILTH), (IIR) und (@22 erhalten wir zudem
(=
1Blwiz < [KB)llwr> + 1GB)llwr + [wlwr2
< CUIVPIRyre |Bllwrz + 1Blwre VP2 [IVEl L2 + [1€llwr.2)
< C(IBllwrz 7 +lI€llwa2)
und somit fiir v9 = o (A) hinreichend klein mit (L)
(s
[Bllwr2 < CA)[Ellwrz < C(A)y. (10.23)
Daraus folgt wiederum
[Bllwrz + [[Alle + IVA[ 2 < CA)([IBllwr2 VP2 +7)
(@3
< CWMolBllwrz +7),
woraus schlieflich
[Bllwrz + [[All e + VAl L2 < C(A)y
folgt. |

Nun sind wir in der Lage, {2 zu zerlegen:
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10 ERHALTUNGSSATZE UND STETIGKEIT

10.4 Theorem (Dekomposition)
(vgl. |Riv07a)], Theorem 1.4)Es existiert ein ¢ = e(m) > 0 und C = C(m) > 0, so dass fir jedes Q =
' € L?(D?,s0(m) ® R?) mit

(Qz)lgi,jgm

" <e (10.24)
D2

ein A € Wh2 N L>(D? GL(m)) mit A~ € W2 N L>(D? GL(m)) und ein B € Wy'*(D?, M(m)) existieren,
so dass

[ I9AP & [AT s dist(4,06m)) [ < Cm) [ [0, (10.25)
D2 D2
[ wsr <o [ o (10.26)
D2 D2
und
VA — AQ =V*B punktweise fast iiberall in D?. (10.27)

Beweis. Wir wiihlen zuniichst € als ¢(m) aus Lemma 3 Sei Q € L?(D?, so(m) ® R?) mit

1] <e.
D2

Aus Lemma I folgt die Existenz einer Konstanten C(m) und von & € Wy *(D?, so(m)), P € WH2(D?,0(m))
mit
Ve = PTVP + PTQP punktweise fast iiberall in D? (10.28)

und
HfHWLZ(Dz) + ||VP||L2 < C(m) ||Q||L2(D2)- (10.29)

Wir withlen ¢ > 0 ggf. noch kleiner, so dass C'(m)+/e < v fiir das vy aus Lemma I3 Wir suchen A, B, so dass
VA— AQ = V!B punktweise fast iiberall in D2

Fiir v := C(m)||| 1> < o gilt nach Lemma [} Es existiert ein A € W'2(D? M(m)), B € W,*(D?, M(m)),

so dass schwach gilt
AA=VA.-V++VEB-VP in D2
LA=0 auf D2, (10.30)
fDQA =0,

das heifit

VA Vo= —/ (VA-V4ie+VEB-VP)p fiir alle ¢ € C(D?)

D2 D2

sowie schwach

AB = -V+A.VPT —div(A Ve PT) — div(VEPT) in D?, (10.31)
B=0 auf 0D?, '
also
—| VB-Vo=—[ V*A. VPT<p+/ AvePT Vo +/ Ve PT .V fiir alle p € C5°(D?),
D2 D2 D2 D2
mit der Abschéitzung
[Allw2 + [[A]l o + || Bllwr2 < C(m, ||| o)y = C'(m)[12] 2 (10.32)

Insbesondere gilt
[Al[L= < C'(m) Ve,

und somit erhalten wir fiir € hinreichend klein

A o
1Al < 2,
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10.1 Dekomposition von schiefsymmetrischen Schnitten

fiir die kleine Konstante o € (0,1) aus Lemma B4, welche dort  heift. Wegen A € W12 0 L°°(D?2, M (m))
folgt dann nach dem Lemma i{iber die NEUMANN-Reihe, Lemma dass

A=T+A=1-(-A)e W"?nL>(D? GL(m))

und ~ ~
A= (A~ e W2 N L>®(D? GL(m))

mit 1

A=Y g2 + |A Y po < C———— < C. (10.33)

o — || AllLe-
Es gilt nun
VA-AVi¢-ViBP = +VA-Vie-AVie-ViBP
= (VA-AV*te—-vViB P)-V*e (10.34)

= h-V*&
Nun gilt fiir alle p € C°°(D2) unter Anwendung der PDE ([IL30)

/h.w / (VA— AV+E - VB P)- Vo
D2
/ VA-VL«E@—AVL@V@)—%/(—VLBP-V@—VLB-VP@
D2

I
o

denn fiir alle ¢ € C*°(D?) gilt komponentenweiseE] wegen ¢ € Wy (D2, M(m))

/Angw = /AWV%
D2 D2
= V(fhp)-vig—/ VA-V*e o
D2 D2

= [ vivies
D2
und wegen B € Wy?(D?, M(m))
—/ vViB.vp, TER VLB V(Py) — /VLB-pr
D2 D2

VLB P - V.

\\

Weiter ist AA komponentenweise vom Typ

AA = Z {ak,bk}
k

ist, mit a € W, *(D?), b € W“2(D?) nach der PDE ([II30). Somit ist A nach Korollar [2 komponentenweise
durch W2 -Funktionen in L>°NW 2 approximierbar, denn es gilt fDQA = 0. Aus Lemma [ folgt die Existenz
eines C' € W *(D?, M (m)) mit

h=V+C in D%

Wegen & € Wy *(D?, M(m)) gilt C := C — € € Wy '*(D?, M(m)) und wir haben
h—Vte=vVic. (10.35)

3TEs gilt (A V4i¢. ch)g = Af VLfi -V = Af Ve - VLfi, d.h. wir kénnen den Gradienten der skalaren Funktion ¢ mit V¢
vertauschen.
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10 ERHALTUNGSSATZE UND STETIGKEIT

Ausgeschrieben bedeutet dies, dass

VA— AVt¢e —vte—viBP=vV'C

Y

und somit o
—V+tA - AVE-VE-VB P =VC,
denn aus
az _ _ 4 _ay
ol =vr=vie= [
folgt

Oy _ 1 |0
) r=ve=vo=fgle
Daraus schliefen wir wegen P € O(m) punktweise fast iiberall
VYAPT + Ave PT +ve PT + VB =-vC PT,

also
div(vC PT) =0

Y

denn fiir alle ¢ € C5°(D?) gilt

—| vePT. vy = VB -Vo+ VIAPT .V + AVE - PTVo 4+ VE PT -V
D2 D2
PER VB -V —V4YA.-VPT o+ AVe - PTVp + VEPT . Vo
D2
mm

)

wenn wir fiir die Anwendung von Proposition benutzen, dass PTVy = V(PTy) — VPT ¢, und beachten,
dass PTo € Wy?(D?, M(m)). Weiter gilt

)
VP2 = [VP| < C(m) [|Q]2 < C(m)Ve.
Waihlen wir € > 0 ggf. noch kleiner, so dass C'(m)+/€ klein genug fiir die Anwendung von Lemma [ ist, dann

gilt
cC=0

und somit folgt aus (I34) und (L3H)
VA-AV+¢-V+BP=0.
Also erhilt man durch Multiplikation mit P7
ViB = VAPT - AviepT
=  V(APT) - AVvPT — AviepPT
=" V(APT) - AVPT — A(PT vP + PTQP)PT
=  V(APT)—- AvPT — APTvP PT — APTQ

=  V(APT) - AVPT — APTV(P PT) +APTPVPT — APTQ
N——
=0

=  V(APT) - APTQ

= VA - AQ
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fiir A := APT € W'2(D? M(M)). Weiterhin gilt wegen A € GL(m) punktweise fast iiberall, dass auch
A= APT € GL(m) punktweise fast iiberall, da P € O(m) und somit

(APT)(PA™Y) = 1.
Aus A € L™ folgert man A = A+ I € L* und erhilt
A=APT cL>*, A lewh?nL>,

Zu den Abschitzungen:Wir haben schon aus ([IL32)

[Bllw.> < C(m)[|Q]],

also folgt insbesondere ([[IL26). Weiter gilt
Aer™
und aus ([IL32) wissen wir
Al < Ol 2. (10.36)

Somit gilt
VA= Iz~ = Al < Cl2 e,

woraus wiederum folgt
A= PTi= = |[(A= 1P|~
< Cm)|IPTpe || A~ 1|1
< Cm)|Qlz,

also
I dist(4,0(m)) [~ < 4= P73 <C [ jor

Weiter haben wir

VA2 = [V(A+DPT)| e

< |IVA|p2: C+ |[A+ I p= |VP| 12

< C|VA|rz + |All= VP2 + C(m)| VP2
(o) R . .

< C|IVA| Lz + Cm)VE| Al + C(m)[| 12
=2 .

< O(IVA|L2 + 19 22)

< 09z

Fiir den Beweis von ([ILZJ) ist also nur noch zu zeigen, dass ||[V(A™!)||,2 < C(m)||Q|| 2. Wir haben bereits A,
A=t e wh2n L>(D? GL(m)). Nun giltfy (Wh2nLee). (Wh2n L) ¢ W2 N L>°, und somit gilt punktweise
fast {iberall

woraus folgt
VA '=A"1VA A" punktweise fast iiberall in D2.

38 Aus Lemma 2D folgt, dass fiir f,g € WH2(D2)NL>® auch fg € W1 liegt. Da V(fg) € L?(D?), wie man sich leicht klar macht,
gilt auch fg € Wh2(D?).
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10 ERHALTUNGSSATZE UND STETIGKEIT

Somit gilt
IVA e < AR VA2

< 4C?|VA|| -

(10.37)
— 4| VA
(32D
< Ol
Wegen A~' = PA~!, P € O(m), (Z9), ([33) und ([@I3D) folgt
IVA™ 2 < |IPlpe VAT gz + (1AL VP L2
< (C+Ve) 9l
e<1
< Cl9lz2,
und somit erhélt man A~ € W2 N L°°(D? GL(m)) mit der Abschiitzung
VA~ < C/ .
D2 D2
a

10.2. Erhaltungsitze
Wir zeigen nun, dass aus Au = Q - Vu fiir geeignetes Q der Erhaltungssatz div(AVu + BVu) = 0 folgt.

10.5 Lemma (Testfunktionen von PDEs mit rechter Seite in L!)
Sei Q C R™ ein offenes Gebiet und f € L'(2), u € WH2(Q). Weiterhin gelte

/ Vu- Ve = / [ fiir alle ¢ € C§° (). (10.38)
Q Q

Dann gilt auch
/ Vu-Vo= [ fuv fiiralleve Wy?n L(Q) mit supp(v)CC.
Q Q

Beweis. Seiv € W01’2ﬁL°° (©) und supp vC CQ. Wir wihlen einen Faltungskern n € C5°(B1(0)), dh.0<n <1
auf R™ und fBl(O) n = 1. Wir setzen
1 x
ne(@) = = ()

gn €
und definieren dann die Faltung von v (wir setzen v dazu formal auferhalb von  durch 0 fort)

ve =1 kv fiir e > 0.

Dann ist v. € C°°(€2). Weiter gilt fiir alle £ > 0 hinreichend klein (z.B. 0 < & < 1 dist(supp(v), 1)), dass

fiir ein gewisses 'CC) gilt supp(ve) C €. Auferdem haben wir v, =% 4 in Wi)f(Q) also insbesondere in
W12(Q), und da v. auRerhalb von ' = 0, auch in ganz W12(Q2). Schlieflich gilt fiir alle z € R™ wegen > 0
die Abschitzung

()| =

/nns(fv —y) v(y) dy‘
/Q Ne(r —y) v(y) dy'
[ e = 0)yloli~o

(10.39)

IN

IN

HU||L°°(Q)-
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Wegen v, € C§°(Q) ist

/QVU-Vu—/Qvf = /QV(v—vg)-Vu—/Q(v—vg)f—i—O.

Nun hat man einerseits

< o= vellwra [Vull2

/QV(’U—’UE)-VU

0
=50,

und andererseits gilt fiir eine Teilfolge ¢ — 0
fou.==% fu punktweise fast iiberall in €.

Zudem haben wir punktweise fast iiberall in Q

(zm
[foel < vl 1] € LH(Q),

und somit folgt mit dem Satz {iber die majorisierte Konvergenz

[ro= s

Q Q
/Vu-Vv—/vsz.
Q Q

10.6 Bemerkung

Das obige Lemma gilt auch fiir alle Testfunktionen v in der Klasse v € Wy>(Q) N L>=(€2).

und schlieflich erhalten wir ingesamt

10.7 Theorem (Erhaltungssatz)
(vgl. [Riv(7d], Theorem 1.3)
Seim >1,Q € L*(D?* M(m)®R?), A€ Wh2 N L>(D? ,M(m)) und B € W42(D?, M (m)), so dass gilt

VA—-AQ=V*B in D% (10.40)
Sei weiterhin v € W?(D? R™) mit
Au=—Q-Vu in D? (10.41)
das heifst komponentenweise gelte

Vu-Vap:/ Q-Vu e fiir alle p € C§°(D?).
D2 D2

Dann gilt
div(A Vu+ B V*tu) =0 in D?,

das heifst komponentenweise gilt
/ (AVu + BV*tu) - Vo =0 fiir alle p € C°(D?).
DZ
Beweis. Wir rechnen mit (IL40) und (L4

/(Avu+Bv¢u)~w = /(AW)~VU+/ (BVy) - Viu
D2 D2 D2

= /V(A@)-Vuf/ VA-Vucp+/ V(B@)-Vluf/ VB -Viu
D2 D2 D2 D2
=,
= /(A@)Q-Vu—/ (VLB+AQ)-Vu<p—/ VB-Vtu ¢
D2 D2 D2

= /(AQ-Vu fAQ-Vu)wf/ (VEB-Vu+VB-V%u)p
D2 D2

= 0.
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Hierbei haben wir benutzt, dass fir D := Ap € W12 N L>°(D? M (m)) mit supp(D)CCD? die PDE getestet
werden kann, siehe Lemma [[A , und wegen

/ Vd-Vu; = / d QF . Vuy fiir alle d € WH2 0 L°°(D?, M (m)) mit supp dCCD?
D2 D2
gilt

/ VDF.Vu, = Z/ VDE . Vuy

D2 — Jp>
DEN QL -V,
N
D2

Weiterhin verwendet man
V+f-Vg=-Vf-Vyg,

da
7ayf azg+azf ayg = *(ayf azg+azf (*ayg»

10.3. Regularitdtssatz von Riviére

Damit haben wir alle notwendigen Ergebnisse zusammen, um RIVIERES Theorem I.1 aus [Riv(7a] zu beweisen:

10.8 Theorem (Stetigkeit)
(vgl. [Riv(7d], Theorem I.1)
Sei m € N. Sei weiter Q € L?(D?, so(m) ® R?) und u € W12(D? R™), so dass gilt

Au=—Q-Vu inD? (10.42)

das heifit
Aul = —QF .V, 1<j<m,

also
/ Vul ch:/ Qf -Vug ¢ fiir alle p € C§°(D?), 1 < j < m.
D2 D2

Dann ist u € C°(D?).
Beweis. Sei ¢ > 0 klein genug fiir Theorem [[T.4

Wir wollen fiir einen Punkt Z € D? zeigen, dass u dort auf einer kleinen Umgebung stetig ist. Dazu wollen wir
ohne Einschriankung annehmen, dass
[ o <e
D2

und Z = 0, denn sonst definieren wir § € (0,1), so dass

/ 0 <e
Bs ()

(die Existenz eines solchen § folgt aus der Voraussetzung, dass Q € L?) und definieren dann
u(x) == u(Z + dz), = € Bs(Z)

und

Qz) =0 Qz + ), z € Bs(x).
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Dann gilt
2
/ Q(m] dr = &8/ |Q@z+ ) da
D? D?
= [ 19
Bs(z)
< e
Sei ¢ € C§°(D?); dann gilt
Via(z) - Vo(x) de = —/ w(z) Np(z)dz
D2 D2

= —/Dzu(:EnL ox) ANp(z)dx

_ _5%/&(5)“(@ (A@)(zgi) dz.

Wir definieren ¢(z) := ¢ (%5%) und berechnen

1 z2—x

836) = 500 (357). 2 Bia)
und wir haben ¢ € C§°(Bs(%)). Also folgt
/ Vi(z) - Vo(x) dz = f/ ] u(z) Ag(z) dz
D2 Bs(2)
= f/DZu(z) Ap(z) dz

Vu(z) - Vg(z) dz

I
5
=
=
N
<
=
Ny
Sy
Ny
o
N

Also gilt ~
Ni=—Q-Vi in D?
mit @ € W12(D2,R™), Q € L*(D?, so(m) ® R?) sowie

I,

und falls @ um die O stetig ist, dann ist u um Z stetig.

Sei also ohne Einschrankung Z = 0 und [, |]> < e. Dann sind die Voraussetzungen von Theorem A erfiillt,
und wir erhalten A € L NW12(D?, GL(m)) mit A~' € L™ NW2(D?, GL(m)), sowie B € W, *(D?, M (m)),
welche nach Theorem [ die Gleichung

Q

2
\gs,

div(AVu + BV+u) =0 fast iiberall in D?,
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10 ERHALTUNGSSATZE UND STETIGKEIT

also
div(AVu) = —VB - V+u fast iiberall in D?

erfiillen.
Weiter gilt]
curl(AVu) = V*A-Vu fast iiberall in D2.

Wegen A € L>®(D?, M (m)) ist AVu € L?(D?* R™®R?), und mit der HODGE-Zerlegung, Lemma 15, existieren
komponentenweise E, D € W2(D? R™) mit

AVu =V E+ VD fast iiberall in D2.

Somit gilt schwach
AD = div(AVu) = ~VB-V+*u in D?

und
AE = curl(AVu) = V*A-Vu in D2

Nach [CLMS93] und mit Harmonischer Analysis, hier direkt aus Korollar 26 erhalten wir
E, D e W2 nwWh2(D%R™).

Dies bedeutet
AVu=V+E+VD e W5 nI*(D?

und es folgt mit G := VY E + VD

Y

YVu=A"1G.

Nun wissen wir A~' € W20 L®(D?, M (m)) und G € W,o'(D?, R™ ® R?) und somit folgt aus Lemma E27,
dass

Vu € WhH(D? R™ @ R?),
also

we Wh2n w2 (D? R™).

loc

Mit einem Spezialfall des SOvoLEVschen Einbettungsatzes, Theorem 27, folgt u € C(%DQ). O

39Es gilt komponentenweise fiir ¢ € C§°(D?)

AVu-Vch:/ VL(Acp)Vu—/ VLA-Vucp@—/ VA Vu .
D2 D2 D2 D2
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11. Anwendung: Kritische Punkte konform invarianter
Variationsprobleme

In diesem Kapitel wollen wir eine wichtige Anwendung betrachten, niamlich die Frage nach der Stetigkeit kriti-
scher Punkte des Variationsfunktionals

F(o) = [ 190 +(0)(0:0.0,0)

in der Klasse der Funktionen v € W12(D? R™) mit v € N punktweise fast iiberall in D?, wobei A eine
Untermannigfaltigkeit im R™ und w eine 2-Form auf A sei. Dieses Funktional ist nach [Grii84] eine Art Prototyp
fiir konform invariante Variationsprobleme von RIEMANNschen Flichen in RIEMANNsche Mannigfaltigkeiten
(vgl. auch [Riv07c], Theorem II.1; [HEID2|, Theorem 1.1.3).

Als Ergebnis dieses Abschnittes erhalten wir dann die Aussage von Theorem 1.2 aus [Riv(7a] unter etwas
schwicheren Voraussetzungen.

11.1. Grundlagen aus der Riemannschen Geometrie

Zunichst wiederholen wir einige Grundlagen aus der Geometrischen Analysis. Fiir eine Einfiihrung siehe z.B.
[Los05], eine Einfiihrung in Bezug auf Harmonische Abbildungen findet sich auch in [HEI02], Kapitel 1.

Im Folgenden werden wir nur Mannigfaltigkeiten betrachten, die sich auch als Untermannigfaltigkeiten von R
auffassen lassen.

11.1 Definition (Mannigfaltigkeit, Atlas)
(vgl. [os0f], Definition 1.1.1, Definition 1.1.2; [DC92], Definition 3.1, Seite 11)
Sei N C R™, m > 1. Wir nennen N eine (Unter-)Mannigfaltigkeit der Dimension p von R™, 1 < p < m, falls
es zu jedem Punkt y € N eine offene Umgebung U c R™ von y und einen Diffeomorphismus h: U — R™ mit
B(U) offen in R™ gibt, so dass fiir U :== U NN die Einschréinkung h := hy : U — R? ein Homéomorphismus
und h(U) offen beziiglich R? ist.
Den Homé&omorphismus h : U — R?, das Paar (U, h) oder auch das Paar (U, h) nennen wir eine Karte von N’
umy € U.
Ein Atlas von N ist eine Familie (U, hqo)acr fiir eine Indexmenge I und Karten (U,, hy) mit Uaer Ua = N.
Ein Atlas heift C*-Atlas, k € NU {oo}, falls die Erweiterung h aller Karten h jeweils C*-Diffeomorphismen
und falls alle Transitionen

haohg': hg(Ua NUp) = ha(Ua NUp)

fiir alle o, 3 € I mit U, NUg # 0 von der Klasse C* sind.

Zwei C*-Atlanten sind kompatibel, wenn die Vereinigung der Atlanten wiederum ein C*-Atlas von N ist;
existiert ein C*-Atlas von N, so existiert ein dazu kompatibler maximaler C*-Atlas nach dem Lemma von
ZORN.

Einen solchen maximalen C*-differenzierbaren Atlas nennen wir eine C*-differenzierbare Struktur fiir V.

Wir nennen (N, (Uy, ha)o) eine CK-Mannigfaltigkeit, falls (U, ho) eine C* differenzierbare Struktur fiir N ist.
Weiter nennen wir (N, (Uy, ha)a) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, falls (N, (Un, ho)) eine C*-differen-
zierbare Mannigfaltigkeit fiir ein k > 1 ist.

Wir nennen eine Mannigfaltigkeit N’ von R™ kompakt bzw. abgeschlossen, falls N als Teilmenge von R™ kompakt
bzw. abgeschlossen ist.

11.2 Bemerkung )
Im Folgenden identifizieren wir aus Griinden der Ubersicht ofters N' mit dem Tupel (N, (U, ho)a)-

11.3 Definition (C*, L, W*P?(Q, N))
Sei 2 C RP ein Gebiet und N' C R™ eine Mannigfaltigkeit.
Man definiert C* (0, N) fiir k > 0, L?(Q, N) fiir p > 1 und W*?(Q, N) fiir k > 0 und p > 1 als

CHON) = {f e CFQ,R") | f(z) €N fiir alle z € Q},
LP(QUN) :={f € LP(Q,R"™) | f(z) e N fiir fast alle z € Q}

und
WEP(QN) == {f e WFP(Q,R™) | f(z) e N fiir fast alle z € Q}.
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11.4 Bemerkung

Man beachtet, dass die soeben definierten Mengen C*(Q, N), LP(Q,N') und W*P(Q, N) im Allgemeinen keine
linearen Rdume sind, da sie nicht notwendig unter Addition oder Multiplikation mit einem Skalar abgeschlossen
sind.

11.5 Definition (C*(N,RP))

Sei N C R™ eine p-dimensionale, differenzierbare Mannigfaltigkeit und f : V C N/ — RY eine Abbildung, V eine
relativ offene Teilmenge von N'. Dann sagen wir f € C*(V,R9), falls es zu jedem Punkt x € V eine Umgebung
U C N mit einer Karte ® : U — RP gibt, so dass fo ®~!: ®(UNV) — R? eine C*-Abbildung ist.

11.6 Proposition (Eigenschaften von C*(N,RP))
Sei N' C R™ eine p-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit und f : N — R? eine Abbildung. Dann gilt

(i) f € CYN,RY), 0 <1<k, genau dann, wenn fiir alle Karten ® von U C N im Atlas von N gilt

fod 1:d(U)—RIe CHI(U),RY);

(ii) Sei Q@ C R™ ein Gebiet und f € CY(N,R?) und g € CY(QN), 0 <1 <k, dann ist fog:Q — R? in
CHQ,RY).

Beweis. (i) Gilt fiir alle Karten ® zu U im Atlas von N/

fod 1:®(U)—RIecCHIU),RY)

Y

dann ist f € C'(N,RY) per definitionem.
Andersherum seien (U, ®) im Atlas von . Wir wihlen einen beliebigen Punkt y € U. Dann existiert eine
Umgebung V' von y und eine C! Karte h: V — R?, so dass f o h~! € C. Es gilt dann auf ®(U N V):

fod l=fohlohod e CHRUNV),RY),
—_—
ol Ck
und da y € U beliebig gewdhlt war, erhalten wir, dass

fo®™' e Cl(®(U),RY).

(4i) Fiir jeden Punkt x € Q, withlen wir eine kleine Umgebung U von g(x) in V' mit einer C¥-Karte ® : U — RP.
Dann gilt fiir eine kleine Umgebung V' C 2 von z, dass g(z) € U (wegen der Stetigkeit) und somit

og=fodlo @ o in C'(V,R9).
fog={ g (V,R?)

ct Ck ol

11.7 Beispiel (P,(n) ist eine kompakte C°°-Mannigfaltigkeit)
(vgl. [HirZ6), §1, Exercise 1, Seite 14)
Wir betrachten die Menge Py(n) C My, 1 < ¢ < n, definiert durch

Py(n) :={Ac M,| A= AT = A%, spur A = q}.
Dabei ist spur(A;j);; = > ., Aii die Spur von A. Dann ist Py(n) eine kompakte C>°-Mannigfaltigkeit der
1
Dimension q(n — q) in (R"™", |-| ;). Hier ist |(vi;)i;| ;s = (z};l z;;l(%)?) * die HiLBERT-SCHMIDT-Norm,
womit (R™*", || ;¢) ein HILBERT-Raum ist.

Beweis. Schritt 1:

Zunéchst ist P,(n) beschriinkt: Denn A = AT impliziert, dass A = ODOT fiir eine Orthogonalmatrix O € O(n)
und eine Diagonalmatrix D. Aus A = A? folgt dann weiter, dass D;; € {0,1}, 1 < 4,5 < n und somit folgt, da
orthogonale Matrizen gleichméfig beschrankt sind,

Al < CID| < OV
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Weiterhin ist P4(n) auch abgeschlossen, da die Gleichungen A = AT = A? und spurA = ¢ unter ||y q4-
Konvergenz erhalten bleiben.

Zusammen impliziert dies, dass Py(n) kompakt in R"*™ enthalten ist.

Schritt 2:

Sei A € P,(n) gegeben. Wegen A = AT und A = A? erhalten wir dann ein O € O(n) und eine Diagonalmatrix
D € {0,1}"*" mit der Darstelling A = ODOT. Weiter impliziert spur A = q

q = Spur(ODOT) = OszklOl—E = OikékakOil = OikOikak = 5}]§Dkk = Spur D.

Daraus folgt, dass genau g Diagonaleintrage von D den Wert 1 annehmen und die restlichen n — ¢ Eintréige den
Wert 0. Ohne Einschrinkung erhalten wir also die Darstellung

1
A=0 ! o
o 0
0
Dq
und wir wéhlen eine Orthonormalbasis (o1, ..., 0,) von R™ derart, dass O = (01| ... |on).
Wir beobachten nun, dass Im A = span(o1, . ..04) und Ker A = span(og41,. . .,0n), was aus

folgt.

Schritt 3:

Sei v > 0, so dass fiir alle Matrizen C' mit |C|,¢ < 7 die Matrix I — C € GL(n) und (I —C)~! = >72  C*k

(vgl. Lemma BT4)). Wir wollen zeigen, dass ein Homdomorphismus ® : P,(n) N BY*"(A) — R"~9*? existiert,
2

so dass ®(Py(n) N B5*"(A)) offen in R" 9% ist.

Dazu beobachten wir, dass alle A nahe bei A eine eindeutige lineare Abbildung T : Im A — Ker A implizieren,

welche einem Vektor v € Im A einen Vektor w € Ker A zuordnet, so dass v @ w € Im A, wie Abbildung [Tl

veranschaulicht. Wir suchen also eine Abbildung 7" : Im A — Ker 4, so dass fiir v € Im A und w := T'(v) gilt

A(v @ w) = v ®w (dies ist dquivalent zu v & w € Im A, da A% = A). Wegen Aw = 0 erhalten wir daraus

(A-—Tv=1-(A-A)w.

Nun ist ‘fl— A‘HS < 3 und es folgt nach Wahl von v, dass I — (A—A) € GL(n) und (I — (A — A))"! =
S5 (A — A)*. Weiter macht man sich klar, dass die Abbildung A+ "3 (A — A)* in C°°(BY*"(A),R"*")
liegt. Wir erhalten also ~ ~ 5
w=I—(A-A)"(A—-Tv=:Mv, (11.1)
fiir M = M(A) := (I — (A— A))"Y(A—1) e R"*",
Wir definieren B = (B;;);; € R"~7%? durch
Bij = (Moj,044) 1<i<n—gq,1<j<gq (11.2)

und setzen ®(A) := B.
Weiter fassen wir jedes Element B € R"~%%¢ als Abbildung Im A — Ker A auf, indem wir

0O ... 00 ... O
Mp=M:=0 |2 S 0| o e mrn (11.3)
B :
0 0
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A
Ker A

\\ Im A
\\ - _ ,4’ -7
\\ - -7 :w
- - -7 . \\ v Il’?l A
' \
Abbildung 11.1: Jedes A nahe bei A impliziert eine lineare Abbildung T": Im A — Ker A.

setzen. Wir beachten, dass

My

{

(4)%5:0q+i) = Bij(Ad) 1<i<n—gq, 1<j<q.

Deshalb sehen wir mit (TTZ), dass die Abbildungen M aus (1) und M aus ([[I3) identisch auf dem Raum
Im A sind, da nach Konstruktion M : Im A — Ker A.

Wir beobachten nun, dass fiir ein gegebenes B € R™~7*? und das zugehdrige Mp gilt, dass (0; + Mpo;), eine
linear unabhingige Menge ist, da fiir (\;)?,; C R die folgenden Aussagen dquivalent sind, wobei wir benutzen,

dass Ker A = (Im A)*:
n n q q
i=1 i=q+1 i=1 i—
——
eKerA €lm A
& Z( 01+ZM —Xi0;)) =0 A Z)\ozf()
1=q+1 =1
n q
=2 Z (_)\i)oi+ZM(_)\i0i):0 A N=0, 1<i<q
i=q+1 i=1
& > (“X)oi=0 A A=0, 1<i<g
1=q+1
o A=0, 1<i<n.

Mit dem GRAM-SCHMIDT-Verfahren konstruieren wir fiir jedes B aus (01 + Mpo1,...,0, + Mpo,) eine Or-
thonormalbasis (pi1,...,p,) von R™ mit span(pi,...,pq) = span(oi + Mpoi,...,04 + Mpog). Wir setzen
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P := (p1|...|pn). Dann ist die Abbildung B — P eine C*°-Abbildung und wir definieren

PT e P,(n),

Dy

wobei wir in der obigen Diagonalmatrix genau den ersten ¢ Diagonaleintréigen den Wert 1 zuweisen. Diese
Abbildung ®(B) ist unabhingig von der speziellen Wahl der Orthonormalbasis (p1,...,pn), denn fiir zwei
verschiedene Orthonormalbasen (p1,...,p,) und (p1, ..., P,) mit span(pi,...,pqe) = span(pi, . .. pq) gilt

1<k<ug,
PDq PT e = Pk, > > q,
0, ¢g+1<k<n

und

q
PD,P"p = P> (pr.pi)e

I
MQ
=
s
5

da py € span(pi,...,pq) fir 1 < k < ¢ und pgpLlspan(pi,...,pq) flir ¢ +1 < k < n. Daraus folgt, dass
P D, PT = P D, PT, da (p1,...,pn) eine Basis ist. Damit erhalten wir insbesondere ®(0) = A, da My = 0
und somit Py = 0.

Wir halten fest, dass ® € C>°(R"~9%4 R"*") und Im ® C P,(n).

Schritt 4:
Wir zeigen noch, dass lokal um A bzw. um 0 gilt ®~' = ® und ®~' = ®.Sei zuniichst ein A mit ‘/I — A‘ <3

gegeben. Dann erhalten wir B := ®(A), M := Mp und M = M(A). Da M und M auf Im A identisch sind,
folgt aus (IT)

(I — D)Mo = (I — (A— A)Mv T (4 1),

also A(v+ Mwv) = v+ Mo fiir alle v € Im A. Daraus folgt insbesondere , dass fiir 1 < i < g auch 0;+ Mo; € Im A
liegt und da dim Im A = ¢ ist, gilt somit, dass (0;+Mo;)!_, eine Basis von Im A ist. Nun liisst sich A darstellen
als OD,O". Mit O =: (6y]...|6,) erhalten wir, dass span(éy,...,6,) = span(o; + Moy,...,0, + Mo,). Es
folgt ®(®(A)) = A, da die spezielle Wahl der Orthonormalbasis fiir ®(B) irrelevant war, und wir deshalb auch
P := O wiihlen kénnen.

Andererseits sei ein B € R"~9%4 gegeben. Da ® eine C*°-Abbildung ist und ®(0) = A, kénnen wir ein kleines
¢ finden, so dass fiir alle |B|,¢ < € gilt ‘CID(B) - A’ 5 < 2. Fiir ein solches B erhalten wir durch Anwendung
H

von ® ein A und dann durch Anwendung von ® ein B’. Es gilt dann fiir M’ := Mg,

A+ M'v) =v+ M'v fiir alle v € Im A.

Es ist zu zeigen, dass B’ = B. Da aber nach Konstruktion Im A = span(o; + Mpo, .. ., oq + Mpogy), gilt wegen
A € Py(n), also insbesondere A% = A, dass

A(o; + Mpo;) = 0; + Mpo;, 1<1i<gq,

woraus folgt

A(v+ Mpv) =v+ Mpv fiir alle v € Im A.
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Dies impliziert mit einer Rechnung wie fiir (ITTl) unter Beachtung, dass sowohl Mp als auch M’ von Im A nach
Ker A abbilden, dass M'v = Mw fiir alle v € Im A und somit B’ = B.

Wir haben also in ® einen erfolgversprechenden Kandidaten fiir eine Karte um A gefunden. Nun miissen wir noch
zeigen, dass sich @ lokal geeignet auf R™*" erweitern ldsst, um zu erhalten, dass P,(n) eine Untermannigfaltigkeit
ist.

Schritt 5:

Wir haben in ([T fiir

A— A‘ < ¢ folgendes gesetzt
HS

M=(I-A+A)YA-1I)

Fiir v € Im A gilt B B
Mv+ (I — Ay = Mo.

Setzen wir fiir |C' — Al ¢ < 3
P(C) =TI -C+ATHC-T)+ (I - A),
so ist ¢ eine C*°-Abbildung, und es gilt $(A) = 0. Insbesondere ldsst sich ein € > 0 finden, so dass (BZ*"™(A)) C
B’%‘X"(O). Es gilt fir C € R™*" mit [C — A|,q <€
¢(C) + Ap(C) + A = C(I + ¢(C)),
was wegen der Kleinheit von |C — A|, ¢ dquivalent ist zu
C = (I+3(C)"(#(C) + A(C) +1)).

Also ist ¢ ein C*°-Diffeomorphismus um A. Weiter soll gelten, dass ¢ auf P,(n) eingeschriankt ® ergibt, was
beinahe der Fall ist: B ~ ~
Sei also A € Py(n). Dann gilt $(A)o; = Mo; € Ker A, 1 < j < ¢ nach Definition von M in Schritt 3. Also folgt

(p(A)oj,0414) = Bij(A), 1<i<n—g¢,1<j<gq

und

(2(A)oj,00) =0, 1<i<q 1<j<q
Fiir g+ 1 < j <n gilt Ao; = 0 und es folgt

P(A)oj =(I—A+ A Y A—-TDoj+ (I~ A)oj =T —A— A —-A—A)o; +0; =0.

Folglich erhalten wir die Darstellung

0 00 0
OTaA0 = | L 0 8 0 s o
®(A)
0
Also ist () := OT@(-)O die gewiinschte Erweiterung von ®. O

11.8 Definition (Tangentialraum, Normalraum)

Sei N' C R™ eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Sei fiir ein y € N eine Abbildung f € C'((—e,¢),R") fiir ein beliebiges ¢ > 0, so dass gilt f(t) € N fiir
t € (—¢,¢) und f(0) = y. Dann nennen wir

d
= — t) e R"
vi= o t:Of( ) €

einen Tangentialvektor an ' am Punkt y € N.
Die Menge der Tangentialvektoren an N zu einem fest gewéihltem Punkt y € N nennen wir den Tangentialraum
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TyN von N any e N.

Den Normalraum TyJ‘./\/' definieren wir als die Menge
TN :={w € R" (w,v) =0 fiir allev € T,N'}

fiir das Standardskalarprodukt (-,-) in R™.

11.9 Lemma (Tangentialriume sind lineare Riume)

Ist N C R" eine p-dimensionale, differenzierbare Mannigfaltigkeit, so ist T,N ein p-dimensionaler und T;‘./\/'
ein (n — p)-dimensionaler Unterraum des R™ fiir jedes y € N.

Weiterhin gilt fiir eine Karte h : U C N' — RP, dass fiir

o o . d

= h (h(y) + tei),

t=0

lé)
Oy’

wobei e; der i-te Einheitsvektor von R? sei, die Menge ( ) fiir alle y € U eine Basis von T, N ist.
7

Beweis. Die Vektorraum-Eigenschaft und die (n — p)-Dimensionalitit von T;‘./\/' folgt sofort aus der Definition,
falls die Vektorraum-Eigenschaft und die p-Dimensionalitit von T,N gezeigt ist.
Wir zeigen also zunéchst, dass T, N' C R™ ein linearer Unterraum ist:

(i) 0e TyN,y e N:

Dies folgt sofort, wenn wir f(t) := y setzen.

(41) Ist v € T,N, dann gilt v € T, N fiir alle A € R:
Ist A = 0 so folgt die Behauptung aus (7). Sei also im folgenden \ # 0.
Sei f eine geeignete Funktion fiir v, d.h. f € C1((—¢,¢), R") fiir ein gewisses e > 0, f(t) € N fiirt € (—¢,¢),
f(0) =y und %’t:of = .
Wir setzen g(t) := f(At). Dann gilt
d

ph g(t) = v

t=0

und somit gilt \v € T, N, da g fiir ¢’ := ﬁ alle Voraussetzungen erfiillt.

(i17) Sind vy, va € TyN, so auch vy + vo:
Seien f; und fo zwei geeignete C''-Funktionen fiir v, bzw. vy. Wir wihlen aus dem Atlas zu A eine Karte
¢ : U — RP fiir eine relativ offene Umgebung U von y in V.
Ohne Einschrinkung gelte ¢(y) = 0 (denn sonst wihlen wir die kompatible Karte ¢(-) — ¢(y)). Nun
existiert ein kleines € > 0, so dass fiir alle |t| < e die Punkte fi(¢), f2(t) in U liegen. Weiter sind ¢ o f;
und ¢ o fo stetig, ¢(U) offen und ¢ o f1(0), ¢ o f2(0) € (U). Somit existiert ein ggf. noch kleineres € > 0,
so dass fiir alle |t] < e gilt

¢(f1(8)) + ¢(f2()) € ¢(U).

Deshalb ist g(t) := ¢=1(¢ o fi(t) + ¢ o fa(t)) wohldefiniert und C* fiir |t| < e. Zusitzlich gilt g(0) =
¢~ 1(0) = y und (wir bezeichnen fiir einen Vektor v € R™ mit v* die i-te Komponente von v)

d i B 3(¢—1)i d X )
" aazi.(O)Et—o[<¢ofl<f>> + (60 fa(t))"]
= A 0) 92 ) (of + )
=5

= (0] +u3)

_ i i
= v+ vy,
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also
d

7 g(t) = v1 + vo

t=0

und deshalb haben wir vy + vy € TyN gezeigt.

Die weiteren Vektorraumeigenschaften ergeben sich sofort.

Nun zeigen wir noch, dass fiir eine Karte h: U — RY die Vektoren

(y), 1<i<p

eine Basis von T, N fiir alle y € U darstellen. Wir fixieren ein yo € U. Nun setzen wir ® : U — RP als
®(2) := h(z) — h(yo). Dann ist ®~(z) = h~(z + h(yo)) wohldefiniert und in C* auf einer Umgebung der
0.Weiterhin gilt dann, dass

O tey), 1<i<np.

Da ®~!(te;) € CF((—¢,¢),R") C C'((—¢,e),R") (wir beachten k& > 1) fiir ein ¢ hinreichend klein und
®~1(0e;) = yo, haben wir
0
: = —| O Yte;) e T, N.
ayz (yo) dt =0 ( € ) € yON

Weiter ist D®~!(yg) eine p x n-Matrix mit vollem Rang, da ® die Einschrinkung eines Diffeomorphismus auf
N bzw. RP ist, und somit sind die Zeilen %(yo) linear unabhingig in R™.
Waihlen wir andererseits einen beliebigen Tangentialvektor v € T, N mit zugehoriger Funktion f : (—e,e) — N,
so ist

Ni(t) == (D(f(t)),e:) € CH((—e,¢)) fiir 1 <i < p,

und somit finden wir die Darstellung in R?

Damit folgt

t=0
a

5 27(0)

da
dt
0
X
d —1 / «
O (ten) Ai'(0) &
t=0
0 / a
= a—ya(yO) Ai'(0) 05
0

= o (o) Ai'(0)

dt

P P
und v ist mithin eine Linearkombination von (a%i(yo)) , und deshalb ist (;’yi (yo))
i=1 i=

eine Basis von Ty, N.
- 1
Insbesondere folgt, dass T, N ein p-dimensionaler Vektorraum ist. a

11.10 Bemerkung
Man nennt die Basis

(®,U) von N.

a -
oy

P
) auch lokale Koordinaten der Tangentialrdume Ty N fiir y € U und eine Karte
i=1
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11.11 Definition (Kotangentialraum, k-Formen) »
Sei N C R" eine C'-Mannigfaltigkeit der Dimension p. Wir betrachten zu y € N eine Basis ( (%i) von Ty N
i=1

in lokalen Koordinaten.
Wir definieren den Dualraum TN := L(T,N') zu TyN . Dann definieren wir die duale Basis von T,;\" in lokalen

Koordinaten (dy®)Y_,, charakterisiert durch

(0 j .
dyz (8—yj) = 5‘37 1 < 1,7 Sp

Wir definieren zudem den Raum der schiefsymmetrischen (bzw. alternierenden) k-Formen AFT,\ als Raum
aller Abbildungen ¢ : TN x ... x Ty,N — R, so dass gilt
(i) ¢ ist eine multilineare Abbildung und

(i) fiir vy,...,vx € TyN und eine Permutation o von {1,...,k} mit Vorzeichen sgno gilt o(vq,...,v;) =
sgno <P(Ua(1), s Ug(k))-
Dann gilt A'T,N = T;N und wir setzen A°T,N :=R.
Zusiitzlich definieren wir ANTN == ], c \r A*T, N

Wir definieren das dufiere Produkt A
A AT N x A TN — ARHT N
fiir Vektoren vy, ..., vp4; € TyN:

e Zunéichst definieren wir fiir 1-Formen ¢1,. .., ¢, € AT,N und fiir Vektoren v, ...,v, € T,N, wobei
m>1,
e1(v1) .. p1(vm)
OLA AP (V1. Uy) = det : .
em(v1) oo om(vm)
Es lasst sich dann zeigen, vgl. zum Beispiel [DC94] §1, dass fiir k > 1

{dy" A Ady™ | 1<iy <ip<...<ip <p}

eine Basis von ARTy N ist.

e Fiir w € A*T,N und ¢ € A'T,N mit der Darstellung

w= Z Wiy Ayt AL A dy™

1<i1<...<ip<p

und
Y= Z (lpjla---Jl dy‘h /\.../\dy‘”
1<i1<...<ii<p

definieren wir dann

WA= Z Wiy oooin D1yt dyi1 /\.../\dyi’“ /\dyj1 /\.../\dyjl.

1<ip<...<ip<p
1<j1<...<ji<p

Wir nennen eine Abbildung f : N' — A*TN eine k-Form auf N, falls f(y) € A*T, N fiir alley € N.
11.12 Bemerkung
e Seiw e A*T,N und ¢ € A'T,N. Dann gilt

wAp=(-D)pAw: (11.4)
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Es gilt ndmlich fiir vy, ..., vy € TyN und fir o € S(1,...,k+1)

dy* AL AdyAdy AL A Ay (v1, . Uks)
= Y sgn(o) dy" (ve) - Ay (o)) - Ay (Vo irn)) < Ay (Vo esr))

oceS(1,....k+1)
= Z sgn(o) dy" (05(l+1)) - dyt (U5(1+k)) dyf (’U&(l)) cdyt (’U&(l))
oceS(1,....k+1)

fiir eine Abbildung ~: S(1,...,k+1) — S(1,...,k +1) definiert fiir o € S(1,...,k +1) durch

(M) o(k +1), falls 1 <4 <1,
i) =
o(i—1), falls | +1<i<k+1.

Hierbei sei S(1,...,k +1) die Menge der Permutationen von (1,...,k+1).
Offensichtlich ist dann ~: S(1,...,k+1) — S(1,...,k +1) eine Bijektion und sgn(5) = (—1)* sgn(o), da

sgn(o(1),...,0(k),0(k+1),...,0(k+1)) = —sgn(c(1),...,0(k = 1),0(k +1),0(k),...,0(k+1))
= (=1)! sgn(c(1),...,0(k—1),0(k+1),...,0(k+1),0(k))
= (-1 sgn(c(1),...,0(k —2),0(k+1),...,0(k +1),0(k — 1),0(k))
= (=)™ sgn(o(k+1) colk+1),001),...,0(k))
= (=DM sgn(a(1),...,6(1),6(1+1),...,5(k+1)).

Es gilt also fiir alle o € S(1,...,k+1)

dy AL Ady™ Ady?t AL A Ay (v1, . Uks)
= Z (—1)* sgn(5) dy™ (vs41)) - - - Y™ (Vsasm) - Ay (Vo)) - - .- - dy? (v50))
ceS(1,....k+1)
= (=DMdy AL Ady Ady™ AL AdYTE (1, )

und damit folgt die Behauptung iiber die lokale Darstellung von w und .

o Insbesondere gilt dy* Ady’ = —dy’ Ady?, 1 <i,5 < p und speziell dy* Ady* =0, 1 <1 < p.

11.13 Definition (C!-k-Formen)

Sei N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension p und w eine k-Form auf N'. Sei U C N eine kleine
Umgebung mit lokalen Koordinaten von TyN, y € U. Dann ldsst sich w in U in der dualen Basis darstellen,
d.h. es existieren Abbildungen n;,.. ;. U — R, 1 <1i; <iy... <1, <p, so dass fiir alley € U

w(y)(v1, ..., v8) = Z Misyeoin () QY™ () A AdY™ () (V1,5 0) Y on,e 0, € TyN.

1<in <...<ip <p

Wir sagen, dass w eine C'-k-Form auf N ist, falls all diese 1;,... ;, € C'(U,R) und N eine C*-Mannigfaltigkeit
mit k > 1+ 1 ist.

11.14 Bemerkung
Da Koordinatenwechsel im Tangentialraum von der Klasse C*~1 sind, ist somit offensichtlich, dass die obige
Definition nicht von den gewédhlten Koordinaten der Mannigfaltigkeit abhidngt.

11.15 Definition (AuRere Ableitung)

Seien M™ und N™ zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten in R der Dimension m bzw. n. Sei weiter f :
M™ — N eine CF-Abbildung, k > 1. Seien § € M™ und z := f(y) € N fixiert. Wir wéiihlen um 3 in M™
eine Umgebung U und eine Karte ® : U — R™ und bezeichnen die Koordinaten in ®(U) mit (7).

Dann definieren wir die dufere Ableitung dfy von f an der Stelle 7,

dfg : Tg./\/l — TEN,
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fiir ein v = 37", ujf’g)—;(@(z)) € TyM durch

1

(@) vj:% _O(foclr1 @) +t| | |)eTN.

_O(fod™h
N oI

11.16 Bemerkung
e Zundchst ist diese Definition von d unabhingig von der Wahl der Karten: In der Tat sei ¢ : U — R™ eine
weitere Karte und v € TyM ein fixierter Tangentialvektor. Wir bezeichnen die Koordinaten in ¢)(U) mit
(€)%, Nun definieren wir (v’)7., durch

el
b= () (11.5)
und (9*)™, durch
-1
0= (0(T)) (11.6)
Wir berechnen zunéchst das Transformationsverhalten von v* nach *:
00 3@
@@ B
@ 0
= 5 e )
0@ toPoyl)
007t 9(PoyTl)
= v Oz (‘I’(y))T( Y(7)
o0P~1

j
~i 8((1) 9] 1/)71)‘7- _
(o 2o ) G- o).

Da 22 (@(g)) nach Lemma [[T9 eine Basis von Ty M ist, folgt daraus

OxI
. ) -1y
T 78((1) 2;/; )

V(@) (11.7)

Nun berechnen wir

fop™) . Ofod lodoyl), .
P (Y (@))v = ) 5«51 (;1/1(34))1) |
od~ D oqp 1) .
T O ()0,

Oxd
Damit ist d f(v) unabhéngig von der gewdhlten Karte.

e Es ist weiter offensichtlich, dass dfy : TyM — TN eine lineare Abbildung ist.
o Ist M™ = M C R™ ein Gebiet, so ist fiir v = (v))"; CR™, y € M
aof af
dfy(v) =

Lt = L)
die gewéhnliche R™-Richtungsableitung von f in Richtung v.

e Sei M eine Mannigfaltigkeit. Wir betrachten um einen Punkt y € M mit Karte ® die Abbildung Y
M — R,y y — ®i(y). Setzen wir v := 6 7, dann ist v* = &} und somit

i oy o @~
dyz(v) = %55
G REX )
N oxJ
= .

J
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11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEME

Also entspricht dy® der Definition der dualen Basis der lokalen Koordinaten von Definition [LLLH und es

gilt
d 4 —d i (0] 9 _ j(si o
yy(v) = dylv! 5 5) = v10) = o'
e Es gilt die folgende Produktregel: Fiir zwei C*-Abbildungen f,g: M — N, k > 1, gilt
d(fg)=fdg+gdf:

Dies folgt sofort aus der lokalen Darstellung
_ 0(fg)o ! j
d(fg) = ——5;—o°%dy
Ogo 1

= fTo(I)dyj—l—g

= fdg+gdf.

1
Lf 0o od dyj

11.17 Definition (AuRere Ableitung von Formen)

(11.8)

Sei w eine C*-1-Form, k,l > 1, auf einer Ckl-Mannigfaltigkeit M der Dimension m, wobei k' > k+ 1. In lokalen

Koordinaten in einer Umgebung U um §j € M sei

w(y) = Z Nivooin (W) dy™ AL Ady" fiiry € U

1<i1<...<ip. <m

mit Niv,....ir, € Ck(U, R)
Wir definieren die dufierere Ableitung von w an der Stelle § durch

dw = Z dni, . in A dy AL Ady'.

1<iy <...<ix<m

11.18 Bemerkung
e Fiir eine C'-Abbildung f : M — R gilt in lokalen Koordinaten um y € M mit einer Karte ®

B Of o ®1

(@) dy,

df

denn fiir einen Tangentialvektor w € T, M, erhalten wir die Zerlegung w = w’ £i durch w' = dy*(w).

e Deshalb gilt fiir f € C?(M,R"), dass ddf = 0, denn

ddf — d(@fotl)_l

o @) 4 )
a (25— @ ) nay
= @) nay

82 O(I)_l
= ) W(‘P(y))(dyl/\dy’“+dykAdy’)+ >

1<l<k<m 1<k<m

a2f ° (I)_l
(0x*)?

= 0,

(®(y))dy* A dy*

da nach Bemerkung ILIA dy"* A dy* = 0 fiir 1 < k < m und dy' A dy* = —dy* A dy! fiir 1 <1,k < m.
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e Daraus folgt nun, dass die Definition von dw von der Wahl der Karte unabhéngig ist, und somit ist dw
eine C*~1-(1 4+ 1)-Form auf M:
Seien ® und 1 zwei Karten von einer Umgebung U C M um y € M. Wir bezeichnen die Koordinaten
von ® mit y, die Koordinaten in ®(U) mit x, die Koordinaten von 1 mit z und die Koordinaten in )(U)
mit (.
Zunéichst berechnen wir das Transformationsverhalten von dy’ und dz* und betrachten dazu die Abbildung

2y — Ploy(y).

Dabei sei P? : R™ — R die Abbildung, die einen Vektor in R™ auf seine i-te Komponente projiziert. Dann
gilt per Definition

; 0zt o @1 )
= 2 (®( j
dz* = D ((I)(l)) dy
OP' oo d~ )
5 (2()) dy’
i 0
= A on () o
Stellen wir w als | |
w= Z Mo dY?E A LA dy?*
1< <. <jre<n
einerseits und als | |
w= Z ﬁh,...,ik dz"" AL AdR

1<ir <...<ip<n

andererseits dar, so kénnen wir letzteres umformen zu

~ i1 9 j1 ik 9 j
1<i1<...<ip<n

Z Tlirooin d(P ow)( 9 ) (P o) ( 0

Oyt Oyl
1<ii <...<ip<n Y Y

) dy/t AL A dydE.
Darauf wenden wir d beziiglich ® an, und erhalten

dw = Z d(ﬁil,...,ik d(P™ 01)) (ayajl) .- d(P™ o)) (%)) Adyit AL A dye

1< <. <, <n

. ) . 0
) [dﬁi17-~.7ik d(P™ o) (8yil) e AP ed) (3yj’“)

1<y <. <, <n

; 0 - 0 4 4
+ﬁi1,...,ik d (d(P“ Ow) (ayjl) T d(PZk 01/’) (ayjk)):| /\dyjl ATRS /\dy]k

Z diji, i, d(P™ 01)) a ...-d(P™ o) 4 +0) Ady? AL AdyPE
) . e ayjl ay.]k
1<i1<..<ip<n

= ... = Z dﬁil,---;ik /\dzil /\.../\dzik,

1<ir <...<i<n

da - wie in Bemerkung[[T.16 gesehen - fiir d auf Funktionen die Produktregel gilt und d o d = 0. Da wir
schon gezeigt haben, dass d auf Funktionen unabhingig von der Karte wirkt, haben wir damit bewiesen,
dass dw unabhingig von der gewéihlten Karte ist.

e Es gilt fiir eine C1-Abbildung 1 : M — R und eine C*-k-Form w auf M, dass
d(nw) =dnAw+1n dw.

Denn wenn wir lokal fiir w die Darstellung

w = Zw[ dy!
I
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wéihlen (fiir I = (iy,... i), 1 < i1 < ...ix <m und dy’ =dy™ A... Ady’*), so ist

dinw) = > d(nwr) Ady’

= S ((dnwr + n(dwn) Ady’

= (dn) A wadyl + nz dw; A dy!
1 1

= dnAw+ndw.

e Fiir eine C'-k-Form w; und eine C'-I-Form w- gilt
d(wl A u}2) = dwl N wo + (*1)]%()1 AN du}2.

Dies folgt sofort aus der lokalen Darstellung
wi = nrdy’
I

und
Wz = Z ﬁdeJ-
J

Denn dann gilt

w1 Nwy = me]] dyI A dy']
1,0

und mit der Definition von d erhalten wir

d(w1 A\ wg)

Zd(?’]} ﬁJ) 74\ dyI N dyJ
I1,J

BTN (dng )ity + n(diig) A dy A dy?

I1,J
> ((dnn)iig A dy" Ady” +nr(diig) A dy” Ady”)
1,7

> ((dnr Ady") A (ydy”) + dijy A (nrdy’) A dy”)
I,J

dw; Awg + Z(*l)k(ﬁldyl> A (dijg) A dy”
1,J

= dwl N wag + (*1)16(.4}1 A du}2.

11.19 Proposition (Darstellung von dw)
Sei N C RY eine C?-Mannigfaltigkeit, w eine C'-2-Form auf N'.Wir definieren lokal in einer Umgebung U von

einem yy € N mit Karte ®
o 0
wij(y) = w(y) By’ (’)—yﬂ .

. - .= i 0 _ .4 0 i 0 1
Dann1stfure1ny€Uundu-uayi,v—v6yi,w—wayi€Ty/\/

a 1] (I)_l a %) (I)_l a g (I)_l 1 ;
dw(u,v,w):( wéo + wan — wéoj )ofl)uZ v w®.
™ T T
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Beweis. Zunichst erhalten wir die Darstellung

w= Z i dy® A dy'.

1<k<i<n

Definieren wir 7, := —ny fiir k <! und ng, = 0, so erhalten wir die Darstellung

2w = Z ke dy® A dy!

1<k, l<n

und
d(2w) = Z dn Ady® Ady

1<k,i<n
Weiter gilt
o 0
2wij(y) = ma(y) dy” A dy' ( R W)
1<k,l<n Yy Yy
dyk 861 dyk %
Ukl(y) det ( y) ( Y )
n l(_0 1(_0
o (&) o (1)
5k gk
= nra(y) det ’
1<k, l<n 51 51

Damit berechnen wir

2dw(u, v,w) = Z dngg A dy® A dyt(u, v, w)

1<k, l<n

q)fl
= Z aHLOQDdys/\dyk/\dyl(u,v,w)

oz
1<k,I<n
0 ot o 0 090 .
= Z %o@dys/\dyk/\dyl( - — — Ju v w®
ozs oyt Oyl " Oy~
1<k,I<n
) 1 dy* (%) Ay (5) dy'(3%)
= uiviu® OmoP o et | dyf () dyf (55) dyF(s2
u v’ w 1<;<n ERe o € yl 551 yl agy yl(aga)
o dy (ayi) dy (a—y;) dy'(5,=)
5% 6% 68
. a q)*l 1 [e%
= uvw® Z %o@ det [ oF 5% o
1<k,I<n x o 65 oL

o o1
—uiiue Y PBOC T g (segkal 4 otalss + 516k8l — gs8kol — 6koLs; — 635%L)

xS i %5 % i Y% 7Y% a¥;j Y% a¥;j% Y% Ya
1<k, l<n

o o1
=uvw® Y O 0P g (63 (8% 6%, — ok oLy + (aFaL — okal)os + 83 (ok el — 6%aL))

8
1<k, l<n 0

(imm) [N " ankl o q)—l s s s
= ulw® Y — o0 ® (25 S0L, + 208 8L55, + 203 (5% L))
1<k,l<n
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S Onq 0@ Oni; o @1 OMNi 0 @71
= 2ulvI w2 i Mai 02
= 2u"vw oI od + pye od + 97 od

o Owgi 0 P 1 Ow;; o P~1 Owgi 0 1
— Dt (= 22X~ ) i
= 2u" v w*( 5 o® + e o® + P o ),

denn es gilt
kol kel 1 ok
nkléaéﬁ = —nkléaéﬁ, 1<kl,aB<n. (11.9)

d

Eine weitere wichtige Operation fiir k-Formen auf Mannigfaltigkeiten, neben der Anwendung d, ist der soge-
nannte Pullback. Dabei wird eine Form, definiert zunéichst auf einer Mannigfaltigkeit NV, iiber eine Abbildung
[+ M — N “zuriickgezogen” auf die Mannigfaltigkeit M. Fiir die Definition des Pullbacks, Definition [TZ1]
bzw. fiir eine direkte Folgerung daraus benotigen wir die folgende einfache

11.20 Proposition (Koeffizientenfunktionen sind glatt)

Sei Q) C RP ein offenes Gebiet und by, ..., b, € C*(Q,R?), 1 <m < n, k >0, so dass (by(x),....by(z)) linear
unabhingig in R™ fiir alle x € ).

Dann existiert fiir jedes xy € Q) ein offenes Q' = Q'(x9) C Q und eine Koeffizientenfunktion A; : Q' x R" — R
fiir b;, 1 < i < m, so dass

v=> Xz, v)bi(z) fiir alle v € span(by(z), ..., bm(r)), z € X,

i=1
und \; € C*(Q x R™), 1 <i < m.
Beweis. Sei z € Q fixiert. Wir ergénzen (by(zo),...,bm(20)) zZu einer Basis

(bl(l'o), . 'ab’m(xo)vbm+17 .. abn>

von R”.
Dann ist (bi(x),...,bm(z),bmt1,...,b,) auch Basis von R” in einer kleinen offenen Umgebung Q' C Q von z.
Nun definieren wir Koeffizientenfunktionen A;, 1 < ¢ < n durch die CRAMERsche Regel

i, v) det(by(x)|...|bn)

veR", e

Da die Determinante in einer C'*°-Abhéngigkeit zu den jeweiligen Matrix-Eintrégen steht, ist auch A;(z,v)
in einer C>°-Abhingigkeit von den Eintriigen by,...,b, und v, und dies impliziert \;(z,v) € C¥(Q' x R"),
1< <m. O

11.21 Definition (Pullback)
Seien M™ und N™ C RN zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n. Sei weiter w eine
k-Form auf N™ und f : M™ — N™ eine C'-Abbildung. Dann definieren wir den Pullback von w unter f durch

fro@)(or, .. o) = w(f(y)(dfy(v1),...,dfy (k) fiir vy, o0 € TyM, y € M.

11.22 Bemerkung
e Es gilt f*(uAv) = f*u A f*v, wie man sich leicht anhand von lokalen Koordinaten klarmacht.

e Seien M und N jeweils C'-Mannigfaltigkeiten und sei f € C'(M,N'),1 > 1. Sei 5 in M und sei z := f(7).
Um y wéhlen wir eine Umgebung U C M und eine Karte ® : U — R™ und ebenso um z eine Umgebung
V C N und eine Karte v : V — R". Wir bezeichnen die lokalen Koordinaten um Z mit z*.

Dann ist f*dz* eine C*~'-1-Form auf M N U fiir ein ggf. noch etwas kleineres U :

Zunéchst ist klar, dass f*dz* eine 1-Form auf M N U ist, da dz* eine C'-1-Form ist und f € C', also df
wohldefiniert.

Wir bezeichnen die Koordinaten in (V') mit (¢/)}_, und die Koordinaten in ®(U) mit (z*)j’;. Sei
v € TyM. Wir zerlegen v, so dass v = v* a(;b;l (®(g)). Dann ist v* = dy.(v), 1 <4 < m nach ([LY). Also
gilt

B Of o ® 1

dfy(v) = o (@) o).
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Daraus folgt, dass fiir jedes v € TyM

(Fa @) = sy, (T @) = sy (Lot @) age.

Wir betrachten noch dz’f“@) (Wg—f@(y))):

Es gilt fiir jeden Tangentialvektor w € TeN', dass wenn wir w = w* ag; (¢(%)) zerlegen,

Weiter gilt
Of o ®1

a .
or (@(m)) =dfy (8_y1) ceTEN, 1<i<m.

In 7 ist dieser Ausdruck C'~', d.h. fiir § := ®(T) ist

dfee (8?Ji> € C=H@(U),RN).

Das Berechnen der Koordinaten w' ist nach Proposition[[T.20in C*~' modulo eines kleineren V und somit
modaulo eines kleineren U C M und wir haben

Of o ®1 _ .
n; = dzlf(.) <T(¢('))> eC"Y(U,R), 1<i<m,

als Verkniipfung von C'~!-Funktionen. Also ist (lokal)
frdzr = pidy’
und n;(+) eine C'~1-Abbildung von U — R. Dies impliziert, dass f*dz* eine C'~'-Form ist.

o Weiter ist klar, dass die Anwendung von A diese Regularitit nicht dndert, und somit haben wir gezeigt,
dass fiir eine C*~'-Form w und eine C*-Abbildung f zwischen C*-Mannigfaltigkeiten die Form f*w eine
C*=1-Form ist.

11.23 Proposition (Vertauschung von d und Pullback)

Seien M™, N zwei C*-Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n und f : M — N eine C*-Abbildung,
k > 2. Sei weiter auf N' die C'-I-Form w definiert. Wir betrachten den Pullback f*w, eine C*~'-I-Form auf M.
Dann gilt

d(f*w) = f*(dw).

Beweis. Es reicht, die Behauptung lokal zu zeigen. Wir fixieren ein y € M und setzen z := f(y). Dann wihlen
wir eine Umgebung U in M von 7 mit Karte ® und eine Umgebung V in N von z mit Karte 1.Zunéchst
betrachten wir eine C?-Abbildung f : M — A und eine C'-Abbildung g : N — R. Dann gilt f*g = go f :

M — R. Somit gilt fiir ein v € T, M mit der Zerlegung (v)a, so dass v® 651;;1 =0

Ogo fod !
o = 2T a0

_ agow_loqpofo(l)_loq)va

18z0‘ 1
_dgoyTt  B(pofody
N ¢y vef dz™

o d v®.

Weiter folgt wegen

ot

(o fod 1)P o O logofod™
acﬁ od v =

ox™ ox™

oof o® v* =df(v)
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und da (é’awT;l o1po f)a eine Basis von Ty N ist, dass a(wog;+l)ﬁ o ® v die Koeffizienten fiir die Darstellung

von df(v) in der Basis (aawT;l)g sind und dies impliziert

. dgoy~t R
d(frp) = Fot—ovof @fW) = (dg)(w)
Also gilt fiir solche f und g schon, dass
d(f*g) = f*(dg). (11.10)
Nun stellen wir w lokal dar als
w= Z i, ..., ildz“/\.../\dzil.

1<ir<..<iy<n
Der Ubersicht halber nehmen wir an, dass
w=mn(z)dz" A...Ad2.
Dann gilt mit (TTI0)
frfw=fpd(f*z)Y A Ad(f2).
Nach Anwendung von d erhalten wir mit Bemerkung [TIR fiir d(¢ Aw) und dod

dff'w = d(nof) Ad(f*zY)A...Ad(f*2F)+0
= frdpAfrdzY) AL A fR(dER)
= frdnAdztA...AndZR)

— fH(dw).

11.2. Projektionen

In unserer Anwendung wollen wir ein Funktional F(u) fiir eine ABbildung u € W1’2(D2,J\/’) variieren. Wir
mochten also fiir ein p € C§°(D?, R") die erste Variation

d

OF (u, @) = T

F(u+ty)
t=0
berechnen. Nun ist aber u(-) + t¢(-) nicht notwendig punktweise fast {iberall in A/, also ist F(u + ty) unter
Umsténden gar nicht definiert. Allerdings ist u + t¢p fiir ¢ hinreichend klein, aufgrund der L°°-Eigenschaft von
 punktweise fast iiberall nahe bei A/. Um der Variation also Sinn zu geben, benétigen wir eine Projektion
I1: VN — N, von einer Umgebung VA von N nach N. Den Beweis der Existenz und erste Folgerungen wollen
wir in diesem Abschnitt vorstellen, vgl. auch [HeI02], Kapitel 1 und [Sim96], Appendix 2.12.3.

Zunichst bendtigen wir fiir den Beweis der Existenz der Projektion einige Regularitédtsaussagen iiber den Zu-
sammenhang zwischen Rdumen und ihren Basen:

11.24 Proposition (Stetige Abhingigkeit vom Fufpunkt fiir Orthonormalbasen)
Sei U C RP, p > 1, eine offene Umgebung der 0. Seien weiter fiir ein n und N mit 1 < n < N < oo stetige
Abbildungen by, ...,b, : U — RY gegeben, so dass punktweise fiir alle y € U gilt

(b1(y),...,bn(y)) linear unabhiingig in RV .

Dann existiert eine offene Umgebung U’ C U der 0P, sowie o1,...,0x : U’ — RY ebenfalls stetig, so dass fiir
alley e U’
(01(y),-..,0on(y)) Orthonormalbasis von RY

und
span(o1(y),...,on(y)) = span(b1(y),...,by(y)) fir alley e U'.
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Beweis. Wir ergiinzen zuniichst by(0),b2(0),...,b,(0) zu einer Basis (b1(0),...,b,(0),bnt1,...,bx) von RY.
Dann existiert unter Benutzung dass |det(b1(0)|b2(0)]...|bn)| > 0 und |det(-)| eine stetige Abbildung ist und
(b (y))7_, stetige Funktionen um 0 sind, eine kleine Umgebung U’ C U der 0, so dass fiir ein kleines v > 0

|det(b1(0)[b2(0)]...]bN)| >~ fiir alle y € U,

also
(b1(y), -+, bn(y),bpt1,...bn) linear unabhingig fiir alle y € U’

und somit ist (b1(y),...,bn) eine Basis von R" fiir alle y € U’.

Fiir jedes y € U’ orthonormalisieren wir die Basis (b1 (y),...,by) von RY mit dem GRAM-SCHMIDT-Verfahren
zu einer Orthonormalbasis (01(y),...,on(y)), d.h. wir definieren rekursiv fiir y € U’
o1(y) := bi(y),
0
01(y) == 1)
llo1 ()l

0i+1(y) = bit1(y) — Z<bi+1(y)a0j(y)> 0j(y), i=1,...,n—1und
j=1
oily) .
; LA S T
A oty
Dann sind 0;(y), 1 <i < N, stetig in U’, da 0;(y) # 0 und somit ||6;(y)|| > 0 und stetig. Weiterhin folgt

span(01(y), ..., 0n(y)) = span(bi(y),...,bu(y)) fiir alley € U’
aus den Eigenschaften des GRAM-SCHMIDT-Verfahrens. O

11.25 Proposition

Sei A € CF(U,R™™™), k > 0, eine Abbildung fiir ein offenes Gebiet U C RP. Weiter gelte, dass rang A = v in
U fiir ein v € N. Fiir jedes yo € U existiert dann eine offene Menge U’ C U mit yo € U’ und Abbildungen
bi,...,by € C*(U',R"), so dass by, ...,b, linear unabhingig punktweise in U’ und

span(bi(y),...,b,(y)) =ImA(y) fiir alley € U'.
Insbesondere existiert eine C*-Orthonormalbasis von Im A in U’.

Beweis. Sei also A € CF(U,R"™ ") von konstantem Rang ~. Wir wihlen (a1,...,a,) = A, ai,...,a, €
C*(U,R™*"), und nehmen ohne Beschriinkung der Allgemeinheit an, dass (a1(yo), - . ., a-(yo)) linear unabhiingig
sind. Dann folgt

Im A(yo) = span(as, ..., ay).
Also existiert eine offene Umgebung U’ C U von yy, so dass (a1(y), ..., ay(y)) fiir alle y € U’ linear unabhéngig
ist. Wegen rang A(y) = v folgt

Im A(y) = span(ai(y),...,a,(y)), firalleye U’
Die C*-Orthonormalbasis erhalten wir aus dem GRAM-SCHMIDT-Verfahren. O
Nun sind wir in der Lage die Existenz der gewiinschten Projektion zu beweisen:

11.26 Lemma (Existenz einer Projektion)

(vgl. [HEIOZ], Exercises, S.44,45; [Sim96], Appendix 2.12.3, Theorem 1, Seite 43f.)

Sei k > 1 und N eine kompakte, p-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™.

Dann existiert eine offene Umgebung VN = Bjs(N) fiir ein kleines § > 0 in R™, so dass eine C*-Projektion
P: VN — N und eine orthogonale C*~!-Projektion IT : VN — N existiert.

Dabei nennen wir P eine Projektion von VN nach N, wenn P : VN — N und wenn P‘N =Idu, d.h. P auf
N die Identitét ist.

Weiter nennen wir eine Projektion I1: VN — N orthogonal, wenn gilt

dist(z,I1(2)) < dist(z,y) fiir alle z € VN und y € N\{II(2)}.
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Fiir die orthogonale Pro jektioﬂ gilt weiter
m(y+v) =n(y) fiirallev e T, N mit |v] <.

Beweis. (i) Zunéchst zur orthogonalen Projektion II. Dieser Teil folgt der Darstellung in [Sim96], Appendix
2.12.3, Theorem 1, Seite 43f.
Schritt 1:
Es reicht, fiir jeden Punkt yo € A einen Radius 7, > 0 zu finden, so dass

I, : By, (yo) =N e€CF 1,

Iy, (y) =y fiiralley € NN B, (vo)

und
Ty, (z) — | < |y — x| fiir alle y € N\{Tly,(2)}, 2 € NN By, (v0)- (11.11)

Denn dann bilden diese (B, (y))yen eine offene Uberdeckung von A und da N kompakt ist, existiert eine
endliche Teiliiberdeckung (B, (ya))a von N.

Ist V := By, (ya) N By, (yar) # 0, so gilt y(z) = Mo (x) fiir alle 2 € V, denn wegen der strikten
Abschétzung ([T fir y., yo folgt sonst fiir ein Gegenbeispiel x € V

Mo (2) — 2| < [Har(2) = 2] < [Ma(z) — 2|

Dies ist ein Widerspruch und somit gilt I, (z) = Iy () fiir alle x € V.
Dabher ist die Abbildung

I: (B (ya) > N

definiert durch
II(z) := ,(x) fiir ein @ mit x € B, (ya)

wohldefiniert und IT € C*~1.
Definieren wir § := 2 min{r,} und VN := Bs(N), so gilt
Il € C*(VN,N).

Es reicht also fiir ein festes yo € N den Radius ry, und die Abbildung II,, zu finden.
Schritt 2:
Fiir jedes yo € \ existiert eine offene Umgebung W = W, um 0 in T,V und ein C*-Diffeomorphismus
u: W — N mit
u(w) — (yo +w) € T,y N fiir alle w € W. (11.12)

Um dies zu zeigen, wihlt man eine relativ offene Umgebung U um yo in A so klein, dass eine Karte
O:U - RP

existiert. Sei dabei ohne Einschrankung ®(yo) = 0.
Seien weiter
01,...,0p eine Orthonormalbasis von T}, N’

und
()p.l,_ PR 7071 eme OI(h()Il()IHlalbaSlS von j J‘./\[
Yo

Dann definieren wir
T: ®U) x TyN — Ty N

durch

T(z,w) := Z(@fl(x) — Y0,05)0; — W.

Dabei ist ) °F_, (87" (x) — yo, 0;) gerade die Projektion von ®~'(z) — yo € R™ auf T, .
Dann gilt

40Dje punktweise Eindeutigkeit der orthogonalen Projektion ldsst sich leicht aus der strikten Abschitzung fiir [TI(z) — z| zeigen.
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Abbildung 11.2: Projektion vom (affinen) Tangentialraum yo + T}, N auf N.

— T(0,0) =0 und

- T e CH®U) x TyN, T, N). (Wir beachten hierbei, dass T,, N/ ein p-dimensionaler, reeller Unter-
raum von R™ ist, so dass die Differenzierbarkeit wohldefiniert ist).

— Definieren wir weiter fiir ein v € RP

d Pod d
Hw):= —| T(0+tv,0)= —| ot Vo= —| DTt
(v) a@, . (0 +tv,0) j;dt . (tv),05)0; a|,_, (tv),
N——————
€Ty N

dann ist H(v) ein Isomorphismus von R? nach Ty, N, da 6;;: (0) = 6%(%) nach Lemma [ITJ eine
Basis von Ty, N ist.

Es folgt mit dem Satz iiber implizite Funktionen, Satz B, dass es eine offene Umgebung W der 0 in T, N/,
eine offene Umgebung V' C ®(U) der 0 in R? sowie eine C*-Abbildung @ : W — V gibt, so dass

T(a(w), w) =0 fiir alle w € W. (11.13)

Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass V = ®(U).
Wir definieren u:=®~'o@: W — N in C*(W, N). Dann gilt mit ((T13)

P
Z(u(w) —y0,05)0; —w =0 fiir alle w € W.

j=1
Definieren wir ¢(w) := u(w) — (yo + w), so folgt wegen w = >="_, (w,05)0; (da w € Ty, N und (0;)}_,
eine Orthonormalbasis von T}y, N)

¢(w) € T, N fiir alle w € W.

Weiterhin kénnen wir @ invertieren, da aus T'(a(w), w) = 0 folgt

p

w = Z((Ifl(ﬂ(w)) — Y0, 05)0j,

=1
also

i @) =Y (@7 (@) —yo,05)0; € CH@U), Ty, N).

j=1
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Setzen wir u~! := 4@~! o ®, so erhalten wir, dass u : W C Ty,N' — uw(W) C N ein C*-Diffeomorphismus
ist.

Nun ist u(W) eine relativ offene Umgebung von yo in N, da @(W) eine offene Umgebung der 0 in R?
ist. Also konnen wir u~! als eine Karte von der Umgebung u(W) von g in den p-dimensionalen, reellen
Vektorraum 7T, N auffassen. Dann folgt mit Lemma [[Td, dass

d p
(E u(w + toj)) ist eine Basis von T, fiir alle w € W. (11.14)
t=0 j=1
Wir setzen 5
90 W= t:Ou(w+ toj), 1<j<p.

Uber das GRAM-ScHMIDT-Orthonormalisierungsungsverfahren erhalten wir, wenn wir wieder mit W eine
ggf. noch kleinere Umgebung von 0 in 7, N bezeichnen, folgende Abbildungen

VptlseoorYn: W —R"
mit
7i(0) =0i, p+1<i<n

und
(Yp+1(w), ...,y (w)) ist eine Orthonormalbasis von TuL(w)N.

Weiter gilt v; € CK=H(W,R"), p+1 <i <n, da 325 € C*~1(W,R").
Schritt 3:
Wir definieren

§: W, xTyN —R"

CTyy N
durch
S(w,v) = u(w) + 3 (v,0;) 7(w). (11.15)
< ~——
J=p+1 cCk—1
Dann ist S € C*~1 und S(0,0) = yo.
Weiter gilt
5(0,v) =yo+v fiir alle v € (Ty,,N)* . (11.16)

Sei e = e1 ® e2 € R™, wobei e; € Ty, N und ez € TyLON. Dann gilt

d d -
—|  S(O0+te1,04+ten) = — u(0+tel)+tz<eg,0j> v, (ter)
it|,_, it|,_, <

i n

dt

u(ter) + Z (ea, oj>w+0

t=0 i—
Jj=p+1 —o;

d n
= T u(tel)—l— Z <€2,0j>0j +0

=0 J=p+1

—=eq

= —| u(ter) D ea.
t=0

Dies ist ein Isomorphismus in e, da % ‘tzou(tel) ein Isomomorphismus in e; ist, weil u eine Karte ist.
Aus dem Satz tiber die inverse Funktion, Theorem B, folgt, dass S lokal um (0,0) invertierbar ist, d.h.
es existieren eine ggf. noch kleinere Umgebung der Null W in T, NV, eine offene Umgebung der Null V in
TyLON und eine offene Umgebung Z C R™ von yg, so dass

S:W xV — Z ist ein C¥~1-Diffeomorphismus.
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Definieren wir fiir » > 0, v € Ty, N
B, (v) == {v' € TN, v —v| <r}, B =B/(0),

und fiir v € Tyo N
Lin) — L 1 pl
By (v):={v' € T, N, v'=v|<r}, B; =B.(0)

Bille in Ty, bzw. in TyJ-O./\/', so existiert nach dem Satz {iber die inverse Funktion ein dy = do(N, yo) > 0,

so dass fiir alle § < §g und fiir
Zs == S(By x By)

gilt:
S B;— X B(;L — Zs ist ein C*¥~1-Diffeomorphismus.

Insbesondere existiert wegen k > 2 eine Konstante C' = C'(NV,yo), so dass fiir alle § < §y gilt
IDS™ Lo (z5) + 1DS|l (57 x5+ < CN %0).-
Sei & = §'(N,y0) > 0, &’ < & so klein, dass fiir alle § < & gilt

|z—y|>4d fiiralleze€ Zs und y & Zs,. (11.17)

Abbildung 11.3: Existenz von ¢'.

Beweis der Existenz von ¢’. (vgl. Abbildung [T3) } }
Zunichst ist Zs, eine Umgebung von yo in R™. Wir wihlen § > 0, so dass § < do, X5 := Bf(y0) C Zs, und
dist(X5,0Zs,) > 0.
Wir bilden S™'(X;) und erhalten zwei offene Umgebungen Y;' C T,/ und Yz~ C Tys N der Null in T,V bzw.
Ty N, so dass
S(Y;',Y:h) € X;.

Jetzt wihlen wir 8’ > 0, so dass

By/(0) x By (0) C 87 (X5).
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Dann gilt
dist(Zs, R™\ Zs,) > dist(X5, R™"\Zs,) > 6 > &'.

Somit gilt auch fiir alle 6 € (0, ']
dist(Z5, R™\ Zs, ) > dist(Zs/,R"\Zs,) > 6" > 6.

Also ist fiir 6" = §'(yo, V) die Ungleichung ([[TI7) etabliert. ||

Sei im Folgenden § < ¢'.
Wir betrachten fiir ein 6 € (0, 3), welches wir spéiter wihlen, ein beliebiges z € S(B; x Bp;) und erhalten

eindeutige
£E=¢, eB%T CT,N, n€ By CTyiN,
so dass
z=15(&n)-
Nach Definition von S, [[TI3), gilt nun
u(§) = 5(¢,0)

und deshalb
|z —u(§)] = [S(&n) — S(E0)] < Inl [DS]|L~ < C(yo,N) 06.

Weil u(¢) € NV fiir alle ¢ € B] C By, ist, gilt
dist(z, N) < |2 —u(€)] < C 06. (11.18)

Andererseits gilt fiir (o, ) € By x By \Bis x B3;, wobei wir Z := S(a, ) setzen,
4 4

67 <IEm) — (@B =[57"(z) = 57 F)| < IDSH|po(z,,) |2 — I,

] =

und somit hat man fiir alle 8 < % und § < ¢’

1 1

dist(z, Z5 \Z3s) > ————
S I \2) 2 GV 1

s. (11.19)

Insgesamt erhalten wir fiir alle § < £, § < ¢’ und z € S(B; x Bp;) aus ([[I19) und (CTI7)
2

dist(z, R"\Zs3) > c(N, y0)0. (11.20)

Nun wihlen wir 6 € (0, 1) so klein, dass aus ([TIR) folgt

dist(z,N) < |z —u(€)] < C 06 <" 5 (11.21)
und aus ((T20)
dist(z,R"\Zss) > c(N,y0)s 'S C 05> |z — u(€)]. (11.22)
Dann gilt namlich mit ([TTZ21)
min_|u(z) — 2| <6, (11.23)
IEB;

und wegen (T2 folgt, dass dieses Minimum nur in BJ; C By, also im Inneren von B, angenommen
4

wird.
Wir betrachten einen Minimierer T € B(ST mit

[u(®) — 2| = min Ju(z) - 2].
mEB;

216



11.2 Projektionen

Da 7 im Inneren von B_(ST liegt, gilt fiir 1 < ¢ < p und fiir jedes t betraglich hinreichend klein, dass
T + to; € BI und folglich

u(@) = 2" < |u(@+to;) 2|

[u(® + to;) = u(Z) + u(@) - 2|

= @ +tor) —u@)|* + |u(@) — 2| + 2(u(® + to;) — u(@), u(T) — 2).
Dies ist fiir ¢t > 0, t < 1 dquivalent zu

uw(T + to;) — u(@) |*
t

u(T + to;) — u(T)
t

0<t +2(

7u(f) - Z>7

t—0 5
t—0 p 5 =
— |52 @] —5a (@

und dies impliziert fiir t — 0

0< 2(%@),@@ ).

Ist t < 0 so folgt analog

0> 22 @),u(@ - 2)

und deshalb gilt

(@) u(F) ~2) =0, 1<i<p.

(T))5_; nach Schritt 2 eine Basis von T,z ist, gilt

Da (6?”

uw(@) —z €T, (I)N

Nun hatten wir in Schritt 2 auch eine Orthonormalbasis (v;(7))7_,,
folglich fiir eine Sequenz (\;)7_,,; C R

w@ —z= Y \y@)

Jj=p+1

1 von T,z N erzeugt, und erhalten

Dies ist aber nach Definition von S, (ITI3), genau
z=8(T,—A),

wenn wir A := Y7 Ajo; € Ty, N definieren.
Weiter gilt mit dem Satz von PYTHAGORAS

2
@ - == 3 W =N
j=p+1

und deshalb mit (TZ3)
My = (@) — 2| <4,

Es folgt
S(f, T’) - S(Ev 7A)7
was wegen (,7), (Z, —\) € By, x By, nach Anwendung von S~*

=7 und n=-X\
ergibt. Wir erhalten also die strikte Abschitzung

min |u(z) — z| = Ju(§) — 2| < |u(Z) — 2| fir alle z € B_;\{é} (11.24)

mEB;
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Schritt 4:
Wihlen wir ein § = §(N,yo) < & hinreichend klein, so dass u(B{ ) D S(By x By) NN, so gilt fiir

alle z € Z—%s NN C Zs, NN, dass z = u(§~) fiir ein §~ € B—; da u ein Diffeomorphismus von B(;E nach
u(BL) D S(By x Bf)NN 3 Z.
Also gilt fiir alle z € S(B] x Bps), z = S(€,n), (§,n) € B} x Bp;

|z —w(¢)] = min |[u(z) —z[< min |y z|,
z€EB{ yEZ%sﬂN

und (falls R”\Z%) NN #0) gilt weiter

min [u(z) — 2| T |2 — u(e)] T2 dist(z, (R™\Z3:) NN).

zGB;

Zusammen ergibt dies
— = min |z — 11.25

und
|z —u(f)]| < |z —y| fiiralle y € M\{u(é)} (11.26)

fiir jedes z € S(B] x By;).
2
Weiter ist wegen S~ € C*~1 die Abbildung z — & eine C*~!-Abbildung, und da u € C* ist, folgt, dass
die Abbildung z — u(€) in C*~1(S(B] x Bgs),N) liegt.
S(Bl x Bgs) ist eine Umgebung von yo in R™, und damit lisst sich ein kleines v = v(N,y0) > 0 finden,
2

so dass die orthogonale Projektion
Hyo : Bzyl(yO) HN

wohldefiniert und von der Klasse C*~! ist.

Weiter folgt aus (ILIH) und aus der Diffeomorphismuseigenschaft von S, dass falls z € BI(yo) und
z—y € (Ty,N)*, dann m,,(z) = yo. Wir erhalten also insgesamt II(y + v) = y fiir alle v € Ty N, wenn
o] <.

Nun zur Projektion P. Dieser Teil folgt der Anleitung in [HEI02], Exercises, S.44,45.

Schritt 1:

Sei ¢ := n — p die Co-Dimension von N. Wir bezeichnen mit Grq(n) den GRASSMANNian von ¢-
dimensionalen Unterrdumen von R™, also

Grq(n) :={V CR" | V ist ¢g-dimensionaler Unterraum von R"}.

Weiter erinnern wir uns an die Definition aus Beispiel [T der Klasse P;(n) von symmetrischen Projektions-
Matrizen mit spur = ¢, also

Py(n) ={A € M,(R) | A= AT = A% spur A = ¢}.

Wir wollen zeigen, dass Grq(n) mit P,(n) identifizierbar ist.
Wie im Beispiel [T gesehen, folgt fiir ein A € Py(n) die Existenz einer Orthogonalmatrix ¢ und der
Diagonalmatrix D, mit den ersten ¢ Diagonalelementen 1 und den restlichen Eintrégen 0, so dass A =
Q D,Q".
Anschaulich dreht A angewendet auf einen Vektor v in R™ den Vektor v mit @ auf © = Qu, projiziert
diesen neuen Vektor ¢ auf ¢ seiner Komponenten und dreht ihn wieder mit Q7 zuriick. Wir vermuten
folglich, dass wir zu jedem ¢-dimensionalen Unterraum V' von R™ genau eine Matrix A € P,(n) finden, so
dass Im A = V und Ker A = V! und umgekehrt zu jeder dergestalten Matrix genau einen ¢g-dimensionalen
Unterraum V' von R” finden, so dass In A =V und Ker A = V*.
Aus den Rechnungen in Beispiel [[T7 ist fiir die Orthonormalbasis (o1,...,0,) von R", so dass Q =
(01]...]on) und A = QD,QT

Aoi:{oi, 1<i<yq,
0, ¢g+1<i<n,
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also ist Im A = span(oy,...,0,) und Ker A = span(o4¢1,...,0,) = Im AL. Folglich erzeugt A € Py(n)
genau einen g-dimensionalen Unterraum V C R™ mit ImA =V und Ker A = V+.

Sei V ein g¢-dimensionaler Unterraum von R™. Wir wihlen eine Orthonormal-Basis (b1,...,b) von V
und wir erweitern diese zu einer orthonormalen Basis (b1,...,bq, bg+1,...,b,) von R™. Wir setzen @Q :=
(b1|ba| ... |bn). Dann ist @ eine orthogonale Matrix und

QTbkzek, k=1,....n

fir die Einheitsvektoren (ej), von R"™. Wir definieren wieder D, := diag(l,...,1,0,...,0) und setzen
—_—— ——

q n—q

A= QD,QT. Dann erhalten wir

b <k<aq,
Abk: k> 1_]43_(],
0 q+1<k<n.

Da (by)r eine Orthonormalbasis von R™ ist und V = span(by, ..., b,), gilt
ImA=V

und
KerA=V".

Damit haben wir eine Matrix A € Py(n) gefunden (wir konnen die Bedingungen fiir A € P,4(n) leicht mit
den obigen Rechnungen iiberpriifen), die dem Raum V entspricht.
Zur Eindeutigkeit seien zwei Matrizen A;, Ay € Py(n) gegeben mit

ImA1 = ImA2 =V

und
Ker A; = Ker Ay = V*.

Wir wéhlen eine Orthonormalbasis (bi,...,b;) von V und ergénzen diese zu einer Orthonormalbasis
(b1,...,b,) von R™. Dann gilt A1by, = by = Agby fiir alle 1 < k < ¢ und A1b; = 0 = Agd; fiir alle
g+ 1< j <n.Folglich ist Ay = As, da (by); eine Orthonormalbasis von R™ ist.

Somit existiert also fiir jeden g-dimensionalen Unterraum V' von R™ genau eine zugehdrige Matrix A €
Py(n).

Schritt 2:

Wir normieren den Raum der n x n-Matrizen mit der HILBERT-SCHMIDT-Norm || ;.

Dabei ist

2
n n

(aij)lgs = Z > sl

i=1 j=1

Es gibt eine kleine Umgebung V von Py(n) in M, so dass eine C*°-Projektion ¢ von V auf P,(n) existiert,
so dass
[Y(A) — Al g = distys(A, Py(n)) fiir alle A e V.

Dies folgt aus der Tatsache, gezeigt in Beispiel [T7 dass Py(n) eine kompakte C°°-Mannigfaltigkeit in
R™*™ beziiglich der HILBERT-SCHMIDT-Norm ist. Mit () erhalten wir dann die Projektion 1.

Schritt 3:

Wir betrachten fiir jeden Punkt y € A den orthogonalen Tangentialraum (T,\')*. Dies ist ein p—n =: ¢-
dimensionaler Unterraum von R™ und lésst sich somit nach Schritt 1 mit einem A, € P,(n) identifizieren.
Wir wollen zeigen, dass fiir jedes € > 0 eine endliche Folge (ya,7q)o mit yo € N und r, > 0 existiert, so
dass

N c|JB (ya) CR"

und so dass fiir jedes « und fiir alle y € B, (yo) NN gilt
€

5 (11.27)

|[Ay, — Aylyg <
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Dabei reicht es, fiir jedes yo =: 7 € N ein rq =: ry > 0 zu finden, so dass ([IZD) erfiillt ist, denn wegen
der Kompaktheit von A kénnen wir dann aus den Béllen (B, (7))yen endlich viele auswéhlen, die immer
noch ganz N {iberdecken.

Sei also 7 € N. Wir withlen zunéchst ein r > 0 hinreichend klein, so dass U := N N B,.(7) in einer Karte
liegt. Sei @ diese Karte und sei ohne Einschrankung ®(y) = 0.

Wir betrachten die Koordinatenbasis (%(y)) des Tangentialraums Ty (N) fiir ® mit y € U.

Dann ist (wir beachten, dass N eine C*-Mannigfaltigkeit, k& > 1 ist)
aiyi(dfl(x)) immer noch stetig von ®(U) nach R™.
Nach Proposition [T24 gibt es eine kleine offene Umgebung V' C ®(U) mit 0 € V' und Orthonormalbasen
01,...,0, : V' — R™ stetig abhingig von z € V', so dass
Op+1(2),. .., 0n(2) 0 (@ *(z)) punktweisein V', i=1,...,p.

oy’
Wir wihlen r > 0 unter Umstinden noch kleiner, so dass ®(B,(7) N N) C V und betrachten die Abbil-
dungen o;(®(y)) fiir y € U’ := B, (g) N N.

Dann ist 0;(®(y)) stetig in U’ und

0,11 (P(y)),...,0n(P(y ist eine in y stetige Orthonormalbasis von T, N
P+ Y

fiir alle y € U’.

Wir identifizieren der Ubersicht halber o;(®(y)) mit o;(y).

Nun definieren wir B(y) := (01(y)|...|on(y)) € R™*™ und erhalten eine orthogonale Matrix.

Nach Schritt 1 ist A, = B(y) diag(0,...,0,1,...,1)BT (y) € P,(n) und wegen o;(y) stetig abhéngig von y
—— ——

p n—p
in B,(y) NN ist dann auch A, stetig abhéngig von y € B,.(y) NN
Insbesondere kénnen wir fiir jedes € > 0 den Radius r = r(e,7) > 0 noch kleiner wéhlen, so dass

1Ay — Agl s < g, fir alle y € B, (g) N N.

Schritt 4:
Wir definieren die Umgebung VN :=J, By, (ya) von N in R™.
Weiter definieren wir 7, eine Partition der Eins iiber A/, d.h.

Na € CSO(BTa (yoz))v

0<1ne <1 in R™ und fiir alle o, sowie

Zna(y) =1 firalleyeN.

Dann ist 7,(y) eine C*-Funktion in dem Sinne, dass fiir eine Karte ® von einer relativ offenen Menge
U C N nach R? die Abbildung n(®~!(2)) fiir 2 € ®(U) in C* liegt, da n € C5° und @' in C* liegt.
Nun definieren wir (fiir hinreichend kleine & > 0) die Abbildung v : N' — P, (n) punktweise durch

V() = Ayana(y))

fiir die orthogonale Projektion ¢ aus Schritt 2.
Zunichst miissen wir untersuchen, ob diese Abbildung wohldefiniert ist: Dazu miissen wir {iberpriifen, ob
Yo Ayanal(y) €V (vgl. Schritt 2).Es gilt (wir beachten ) 74 (y) = 1 und 1, > 0)

Z(Aya — Ay)na(y)

> Ayanaly) — Ay

HS HS

«
nalAya - Ay|Hs

[e3

< Youl
«

IN

e
27
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denn falls 7, (y) # 0, dann gilt y € B, (y,) und somit nach Schritt 3 [A,, — Ay|,¢ < 5.

Somit gilt fiir alle £ > 0 so klein, dass pllus (Pg(n)) C V, dass v(y) punktweise in N wohldefiniert ist, da
Ay € Py(n).
Weil ¢ die Distanz von Matrizen in V zu P,(n) realisiert, haben wir

W) = Aylgs < Y@ =D Apna®)]  +(D] Aynaly) — A4,
a HS « HS
<3
< WO Ay ma®) =Y Ay nay) +§
@ o HS

§|Ay*2a Ayana(y)|Hs<%

< €.

Nun ist auch v € C*(N,P,(n)) in dem Sinne, dass fiir jede relativ offene Umgebung U in N mit Karte ®
die Abbildung yo ®~!: ®(U) — R" eine C*-Funktion ist.

Anschaulich liefert uns v(y) also einen g-dimensionalen Unterraum, der “beinahe” (beziiglich der HILBERT-
ScHMIDT-Norm auf Matrizen) der orthogonale Tangentialraum TyLN ist, aber in einer C*-Abhiingigkeit
zu y steht, statt wie der orthogonale Tangentialraum in einer C*~1-Abhiingigkeit, was der Grund war,
dass in (¢) die orthogonale Projektion eine Regularitétsstufe verloren hatte.

Schritt 5:

Sei ein yo € N fixiert. Wir wihlen eine Umgebung U um y, und eine Karte ® : U — RP, so dass ®(yg) = 0.
Wir betrachten die C*-Abbildung v o ®~1 : ®(U) — R™*". Es gilt fiir alle x € ®(U), dass der Rang der
Matrix yo ®~!(x) konstant ¢ und der Rang von yo®~!(z) — I konstant p ist, da yo®~!(z) € P,(n). Nach
Proposition [TZH existiert dann wegen v o ®~1 € CF fiir ein ggf. kleineres U eine C*-Orthonormalbasis
(01,...,0p,0p41...,0p), so dass span(o1,...,0p) =Im(yo ® — I) und span(opt1,...,0,) =Im~yo .
Wir definieren S : U x R™ — RP durch

P
S(y,2) =Y () = Dy — 2),0i(y))ei,
i=1
fiir die Einheitsvektoren ey, ..., e, von RP. Dann gilt:

— S(y,z) = 0 genau dann, wenn (y(y) — I)(y — z) = 0, da Im(y(y) — I) = span(o1,...,0p), also
S(y,z) =0 < y—zelmy(y), (11.28)

und insbesondere S(y,y) = 0 fiir alle y € U,
S(-,-) = S(@7(),-) € CH(@(U) x R",RP),

= 5(0,90) = S(yo,y0) = 0 und
fiir alle v € RP? gilt

t,Oq)_l(tU)’ o (y0)>€i=

S(to,30) = Y ((2w0) ~ D)

t=0 i=1 b

wobei wir beachten, dass v und o; beide in C*, k > 1 sind und somit die Produktregel angewendet
werden kann. Wir wollen zeigen, dass H : RP — RP ein Isomorphismus ist. Dazu reicht es zu zeigen,
dass H(v) := (y(yo) — I) %‘tzotl)*l(tv) ein Isomorphismus zwischen RP und Im(vy(yo) — I) ist.

Wir bezeichnen mit Ay, = A € Py(n) die erzeugende Matrix von T,b N aus Schritt 3 mit Im A =
TN und Ker A = T, N. Dann gilt AL| _ & !(tv) = 0 fiir alle v € R” und deshalb (y(yo) —
D) i l,—o® 7 (tv) = (v(yo) = A= 1) |, " (tv).

Weiter folgt nach Schritt 4, dass |y(y) — 4,|,¢ < € fiir ein noch zu wéhlendes ¢ > 0. Mit der
NEUMANN-Reihe, vgl. Lemma BT4] erhalten wir, dass fiir jedes ¢ <« 1

v(y) — Ay — I € GL(n), fiir alley e N.
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Weil (0;(yo))™, linear unabhingig ist, gilt

d _
H@)=0 & ()1 @ Ytv) =0
t=0
d _
& (o) A1l @) =0
t=0

d -1
& —| P (tv)=0

dt|—o
& v=0.

Daraus folgt, dass H(v) injektiv ist, und dass fiir 6%1‘ = %‘tzotl)*l(tei), 1 < i < p, die Sequenz

p

(H (a%i) ) linear unabhingig ist. Damit ist H : R? — Im(y(yo) — I) ein Isomorphismus, da
i=1

dim(Im(yo — I)) = p ist.

Der Satz iiber implizite Funktionen, Theorem liefert ein 7o > 0 und ein py > 0, so dass fiir y €
B,y (yo) NN und ein z € By, (yo) gilt

S(y,Z)ZO And yzlﬂ(z),

fiir eine Abbildung ¢ € C*(B,,(y0),N'N By, (y0)). Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit gilt 7o < po.
Insbesondere gilt dann «(y) = y fiir y € N'N By, (yo). Wir wihlen ein Ry < %2, so dass ¥(Br,(y0)) C
Bro (yo) NN. Wir definieren ¢ : Br,(yo) — N als Einschréinkung von ¢ auf B, (yo). Dann gilt fiir alle
z € Br, (yO)

T T
[th0(2) = 2| < [Yo(2) = vol + Iy — 2| < '+ Ro < . (11.29)

Schritt 6:

Seien 1o, y1 zwei Punkte in A mit den Radien rq, pg, Ro und r1, p1, R und den Abbildungen g, Sg und
1, S1. Sei weiter z € Br, (yo) N Br, (y1). Wir wollen zeigen, dass 1o(z) = 11 (2):

Sei dazu ohne Beschrinkung der Allgemeinheit r; < ry. Es gilt

[1(z) —o(2)] < [r(z) — 2|+ |2(2) — 2] < —+— < —.

Daraus folgt

[91(2) = wol < n(=) = ()| + =) = wol < 7 + 5 <70 < po.

Nun gilt aber nach [[I28) fir S, dass ¥1(z) — z € v(¥1(2)) und somit wieder nach ([[I28) fiir Sy, dass
So(11(2),2) = 0. Wegen 91 (z) € By, (yo) "N und z € Bp,(yo) C By, (yo) folgt daraus ¢ (z) = 1o (2).
Definieren wir also

P:VN = U Bg, (ya) = N
Ya EN
durch
P(z) :==1o(z) fiir ein y, € N mit z € Br_ (ya),
so ist P wohldefiniert und P € C*(VN,N). Weiterhin ist P eine Projektion, da P(y) = ¥4 (y) = y fiir
alle y e V. O

Nun betrachten wir einige Eigenschaften der soeben erhaltenen Projektionen:

11.27 Proposition (Eigenschaften von Projektionen)

Sei N eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension ¢ in R™, k > 1 mit einer beliebigen Projektion P : VN — N
und der orthogonale Projektion I1 : VN — N aus Lemma [[T20, so dass P und II von der Klasse C' sind.
Dann gilt fiir alle x € N, v,w € R®

(i) dll,(v) := Lo € T,N und dP,(v) € TN,

(i) (v,1I(z) — z) = 0 fiir alle z € VN und v € Ty, N,
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(i71) dP,(v) = v und dIl,(v) = v fiir allez € N, v € T, N und
(iv) dIl,(w) =0 fiir alle x € N, w € (T, N)*.

(v) Seien u, v, w € R", so dass u, w € T, N fiir ein fixiertes x € N. Ist II von der Klasse C?, dann is€

(@) v -

oI oI on®
&)
" Dwe 0aP (@) (

o — v ©oaY B
5w 5P 0 (:I:)) ut v wh.

11.28 Bemerkung

Insbesondere impliziert Proposition [[LZA(i), dass aus v € R™ und dIl,(v) = v folgt, dass v € T, N.

Weiter gilt somit auch, dass fiir x € N die Abbildung dIl, : R"® — T, N die orthogonale Projektion auf T,N
ist: Fiir eine Orthonormalbasis (01, . ..,0q,0¢+1,- - -,0n) von R™, wobei (01,...,04) eine Orthonormalbasis von
TN ist, gilt fir v=>_ vio;

q
dIl, (v) = Z v'o;.
i=1

Damit erhalten wir auch, dass die Abbildung (-) — dIl,(-) : R® — T;*N die orthogonale Projektion von R™ auf
TN ist, da
v—dIl,(v) = Z v'o;.
i=q+1

Insbesondere ist v — dIl, (v) € TN fiir allev € R", 2 € N,
Beweis von Proposition (i) Sei x € V. Es gilt fiir P (und fiir IT analog)

9P d

dP,(v) = @(z)vo‘ =% Pz + tv).

t=0

Nun ist f(t) := P(z + tv) fiir kleine ¢ wohldefiniert und f(0) = P(z) = . Somit folgt
OP d

[e3

e O =

f(t) € Tp(m)./\/..

t=0

(1) Wir wollen zeigen z — I1(z) € (T, N)* fiir alle Z € VN.
Fiir die orthogonale Projektion gilt nach Lemma [T26

|z —TI(2)| < |z —p| fiir alle p € N\{I1(2)}. (11.30)

Sei v € Tyy(,) N beliebig mit einem dazugehédrigen f € C((—e,¢),R"), f(t) € N fiir t € (—¢,¢), £(0) =I1(2)
und %|t:0f(t) = v. Dann gilt

=m
I@—ZIQ < f@) =2
=TI()

= |f(®) = f(0) + f(0) — 2|
= |f@®) = FO)P +1£(0) = 2[* + 2(f(t) — £(0), I(2) — 2).
Dies ist dquivalent zu
0<|f(8) = FO)1* +2(f(t) — f(0),1(2) — z) fiir alle |¢] < 1,
woraus seinerseits folgt

’f(t)f(o)
t

2
0<t +2<M,H(z)—z> fir alle t > 0, |¢| < 1.

41Fiir eine allgemeinere Version dieser Aussage siehe z.B. [Sim36], Appendix 2.12.3, Theorem 1, (iv).
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Fiir t — 0 folgt
0<0- o] +2(v,T(2) — 2) = 2(v, TI(2) — 2).

Da wir dies fiir beliebiges v € Tyy()N gilt, insbesondere auch fiir w := —v € TN, erhalten wir
schliefilich
0 < 2(w,II(z) — z) <0.

Damit gilt also
(U,H(z) — Z) =0 firalleve TH(Z)N.

(iii) Sei P wieder eine (ggf. nicht orthogonale) C''-Projektion von VN nach N. Gegeben sei ein v € T, N und
ein zugehoriges f € C! mit f(0) =z, f(t) € N fiir [t| < 1 und %|t:0f(t) = v. Dann gilt wegen P(y) =y
fir alle y € N/

PUW) = 22 (50) 4| o) = 2 (w) v = ap.(w),

t=0

t=0
also gilt
v=dP,(v) fiir alle v e T,N.
(iv) Sei w € (TN)*, x € N. Mit (IT30) folgt fiir hinreichend kleine ¢

(x4 tw) — (TI(z) +tw)|* < |z — (z + tw)|* = t*|w|?.
——
Division durch t? liefert dann fiir alle [t| < 1, ¢ # 0

2

I(z + tw) — II(z) —w| < Jw?

t

und somit erhalten wir fiir ¢ — 0

AL (w) = w * < [w]”
—_—— =
eT.N  E€ETFN

und deshalb mit dem Satz von PYTHAGORAS
|dIL, (w)|* + [w]? < w]?,

also
dIL, (w) =0 fiir alle w € (T,N)* .

(v) Seien z € N fixiert, u, w € TN und v € R". Fiir einen beliebigen Vektor w € R™ bezeichnen wir
Wt = — dIl,(w) und @' := dIl,(@). Es gilt dann @ = @+ @ w', @t € (TLN) und @7 € T,N.
Weiter setzen wir fiir zwei Vektoren w; und W, € R™ die symmetrische, bilineare Abbildung

0’11

Hess H(i1, @) = 5———— ()i} ah.
Mit diesen Konventionen erhalten wir die Darstellung
u-HessI(v,w) = (ut +u")-Hess(vt 40", wht +w")
ut - Hess (v, wh) (11.31)
+ut - Hess (v, w") (11.32)
+ut - HessH(v",wh) (11.33)
fut - HessTI(v",w") (11.34)
tu' - Hess (v, wh) (11.35)
+u' - Hess (v, w") (11.36)
+u' - HessH(v",wh) (11.37)
+u" - HessTI(v ,w'). (11.38)
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Nun gilt vt = 0 und wt = 0, also ((T31), ((T32), ((L33), ((L34), ((L33) und {30 = 0. Wir

beobachten, dass
dHH(z-‘,—tf) (1/) — dHH(z—i—tﬁ)w) =0 fir alle ¢, £ € R"™ und |t| <1,
da wir nach (ii7) und (iv) wissen, dass dIlyj(, 1) die orthogonale Projektion von R™ auf Ty und

¢ — dlIlpy(14¢)%) die orthogonale Projektion von ¢ auf Tﬁ(zﬂg) (N) ist. Dies impliziert

7 dlln(zy1e) (¥ — dlln(aqe)¥) = 0 fiir alle ¥, € R”,

t=0
und man erhélt
d oIl oI
= = _ [ B
0 = G g G HOW ~ FEME + )
%11 Ol oIl RRIIG OII*

W(x)@(x)y (¥ — (Al 9)) — %(z)m(x)w(x)élwﬁ

— HessTI(ET, ¢") — (HessII(ET, )T
= HessTI(ET, o) — (HessII(ET, o)) T — (HessTI(E T, 40 7))T
= (HessTIET, o))" — (HessTI(€T, ™)),
also
TIN5 (HessII(ET, o))" = (HessII(ET,0T)T € T
Daraus folgt wegen TN N T,N = {0}

(HessII(¢", 4 )t =0 & HessII(¢",9h) € TLN

und
(HessTI(¢T, ™))" =0 < HessII(¢",¢7) € THN. (11.39)

Aus ([[T39) folgt (IT3X) = 0 und wegen u =u' und w = w' ergibt sich folglich

u - Hess (v, w) = u - Hess II(vh, w)

BRINK onr®
& Oz

= W(x) (S’Y — —(ZL')> ’U,i U’Y ’LUﬂ

Eine hilfreiche Anwendung aus der Existenz der Projektion, Lemma [T28 liefert das

11.29 Lemma (Approximation von W2(Q, ) in C¥)

(vgl. [Sir({)], Theorem 6.2, p. 218)

Sei N eine kompakte C*-Mannigfaltigkeit in R™, k > 1. Sei weiter QCCR? ein offenes Gebiet mit 92 € C™.
Dann existiert fiir jedes u € W2(Q, N) und Q' CCQ eine Approximation u,, € C*(, N') mit

m— 00

[um — ullwrz@ gn) — 0.

Zum Beweis dieses von Lemma bendtigen wir die folgenden zwei Hilfsresultate:

11.30 Proposition
Sei BCCR™ ein offenes, konvexes Gebiet und f € LP(B), 1 < p < co. Dann gilt

1
n 1
]ZB ]{B /0 |f(tz + (1 —t)y)|” dt dz dy < 2 Z7(B) HfH]ZP(B)'
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Beweis von Proposition TT.30L Es gilt fiir ¢/ =1 —¢

/ [tz + (-t dt = / |f(tr (- )| dt+ / itz + (1— ty) P dt
0 0 %1

/ (1 ) e+ / £ =)+ y)P at
0 01

/E |f(tz + (1 —t)y)|” dt + /2 (1 —t)z + ty)|” dt.
0 0

Weiter gilt mit Transformationsregel (§ := tz + (1 — t)y) und der Beobachtung, dass wegen der Konvexitit von
B fiir alle t € (0,1), =, y € B gilt, dass tx + (1 — t)y € B,

% p 1 % 1 p
£ [ a—npraray < oo [M ot [ r@r a a

<an

A

1 1

n_- _ - p
< 25 Gy W

n—1 1

w5 1y

und analog

1
_ p < n—1
]Z / (1 =t)z+ty)|” dt dz < 2 Z7(B)

Daraus schliefft man

]{B]{B/Ol|f(tz+(1t)y|pdtd:cdy = ][][/ [tz + (1 —t)y)[” dt dy da
A

/ (1 =tz + ty)|” dt d= dy

9. 27171

IN

-i”"(B)
1
Z"(B)

11.31 Proposition
Fiir v € WH2(R™) gilt fiir punktweise fast alle x,y € R™

= [ Vel sty =) -2 ar

Beweis von Proposition [T.31l Wir approximieren zunéchst v durch v, € C*°(R"). Dann gilt fiir punkt-
weise fast alle z, y € R™

- / Volz + t(y — 2)) (y — ) dt\ < [0() = von ()| + [05) — vm(w)|

—0 —0

+/0 V(v —vm)(z+tly — )| |z —y| dt.

Wir zeigen jetzt, dass punktweise fast alle x, y € R™

/0 V(0 — vm) & + 1y — 2))] 772 0,
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Sei zy € R™ beliebig, > 0. Wir setzen B := B,(x(). Nach Proposition [L30 haben wir

/B /B /0 IV (v — o) (z + t(y — 2))| dt dz dy < C(n, )|V (v — vim)||21(8)
<C(n,n)||V(v— Um)”L?(B)

m—0Q
— 0.

Also gilt
1
I /B/O V(v = v)(z + () — 2))] dt dz|| 1) >0,

und somit fiir punktweise fast alle y € B

/3/01 V(v = vm) (@ + t(y — 2))| dt dz 2= 0,

Dies bedeutet seinerseits )
II/O V(0= 0m)((-) + ty — () dt]l L1 (5) — 0,

und somit folgt schliefilich, dass fiir punktweise fast alle x und y € B
1
/ V(0 — o) (@ + Hy — 2))] dt "= 0.
0

Da B = B,(x¢) mit o € R™ und r > 0 beliebig gewihlt wurde, folgt insgesamt, dass fiir punktweise fast alle =
und y € R" gilt

/O V(v — o)z +t(y — x))| dt Z=2% 0.
Od

Beweis von Lemma Die Idee des Beweises besteht darin, dass man zeigt, dass die Faltung von u lokal
in einer tubularen Umgebung VA von A liegt, auf welcher eine C*-Projektion P : VN — N wohldefiniert ist.
Die Verkniipfung von Projektion und Faltung ergibt dann die approximierende Folge.

Die Glattheit von 99 benutzend, setzt man zuniichst u auf @ € WH2(R2 R") fort und identifiziert v = .
Sei dann 7 ein Faltungskern, d.h. n € C§°(B7(0)), 0 < n < 1 und [;,n = 1. Wir vereinbaren fiir ¢ > 0 wie
gewdhnlich, dass 7.(z) := Zn(%). Komponentenweise setzen wir

ue == u*n. € C°(Q,R™).
Dann gilt komponentenweise
u. =% u in Wh2(Q).

Sei ein Q'CCQ gegeben. Wir wihlen ein g > 0, so dass fiir alle e < g¢ gilt B.() C Q.
Seien ein xg € ', ein € € (0,0) und ein y € B.(x9) N Q = B.(xo) mié u(y) € N fixiert. Dann rechnet man

(dist (e (20), N))? < Jue(o) — u(y)[?

/B )~ u) neay ) da

= Eizx/B( )(U(w)—U(y)) n(H=2) da
A 2 (11.40)
1 2 o — T
< 5 (/B ) () ds (/B e d:c>
1 , .
< & [, e - ar ol co

< of  ju@ - ul) o
BE(IU)

42Djes gilt fiir punktweise fast alle y € Be(z0) N Q.
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Wir erhalten aus Proposition [L31] unter Anwendung der HOLDER-Ungleichung fiir =,y € B.(z9)

ju(z) - uly)| < / Vuly + tz — )| dt |z~

<2e

1
2

A
Do
™
I/~
S—
2
<
=
<
_|_
~
—
K
|
N~—
P
o
~
~_
—

Daraus folgt
(TZm
(dist(ue(z0), N))? 2 c][ fu(@) — u(y)l? da
BE(IU)
1
< 052][ / \Vu(y + t(z —y))|* dt dz.
BE(IU)

Diese Abschétzung gilt nun, nach Wahl von 0 < € < &y, fiir fast alle y € B:(z() und somit erhalten wir durch
Anwendung von J(Ba(zo) dy auf die Ungleichung (wir beachten, dass f, monoton steigend ist) und dann unter

Benutzung von Proposition mit B := B.(x)

(dist (ue (20), N))?

][dlst(ug(:co ), N))?

< Cs][ ][ / [Vu(y + t(z —y))|* dt dz dy
Be(z0) JBe(z0) (11.41)
Pr=m
< C(n)? m ||VU||L2(B)
dim=2

< C)IVullies)-

Nun wird st(Io) |Vul* wegen der Absolutstetigkeit des Integrals unabhiingig von o klein fiir kleines ¢, da
Vu € L?(R?).

Nach Lemma existiert eine C*-Projektion P : VN — N fiir eine kleine Umgebung VN um A in R™.
Fiir £ > 0 hinreichend klein, ist wegen [ITZI)) u.(z) € VA fiir alle 2 € . Deshalb definieren wir fiir z €

e (z) == P(uc(x)) € C*(Q, N).

Nun wollen wir noch . <=2 u in W12(Q, R") fiir eine Teilfolge ¢ — 0 zeigen:

Zunichst existiert wegen u. =29 win W12(Q) eine Teilfolge € — 0, so dass u.(z) 9, u(z) punktweise fiir

fast alle z € Q und Vu,(x) 29, Vu(z).
Es sind u(z) und @.(x) € N fiir alle z € €’ und somit gilt wegen der Kompaktheit von NV, dass |u|, |a.| < C(N).
Wegen der Beschranktheit von ' folgt dann mit dem Satz tiber die majorisierte Konvergenz, dass

liie — ul|® — 0.
Q

Nun betrachten wir noch fiir z € €/

Vie(z) = - (ue(2) Vo)
VN,R") und somit in L=(VN). Wir
<

Wegen P € CH(VN,N), k > 1, ist nach Lemma [[T28 £ (-) € C°(V.
2(a? 4 b%), und rechnen damitf

beachten, dass Vu = V(P o u) punktwelse fast iiberall in ' und (a + b)?

gTPa(ﬁE(z)) V(i (2))* — Vu| dz

43Wegen der Kompaktheit von N ist u € L°°(Q). Da P stetig differenzierbar ist, kann man dann iiber Approximation zeigen,
dass die Produktregel fiir P o u gilt: Es gilt P(um) ——— P(u) punktweise fast iiberall fiir eine glatte, approximierende Folge
(um)m von u. Weiterhin gilt fiir P(uy,) die Produktregel und wir erhalten {iber den Satz der majorisierten Konvergenz, dass
(P(um)) eine Caucny-Folge in W12 ist. Mit der punktweisen Konvergenz von VP(uy,) erhalten wir dann die Produktregel.
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11.3 Regularititssatz fiir kritische Punkte konform invarianter Variationsprobleme

=[],
=2/,

opP . opr

oP .
() — ()

Vi (o) de s+ [ [Vl - Va5 el o

|V@4mwvwmw;mﬂ

oP opr

opr
o (@) = 5 (ul@)

2
Vu® 2da + ||=—

Lo

—0 punktweise

e—0
—0,

denn wegen |§gg—i(ﬂ€(x)) — 66;2 (u(z))| < 2||(§9I—11||Loo(VN) und [Vu®> € L*(€) kénnen wir den Satz iiber die
majorisierte Konvergenz anwenden.
Somit gilt

Ge —u in WH2(Q).

11.32 Korollar (diu € Ty(N) fiir u € WL2(Q,N))

Sei N eine kompakte C*-differenzierbare Mannigfaltigkeit in R™ und u € WY2(Q,N) fiir ein QCCR? und
002 € C*.

Dann gilt fiir i = 1,2, dass O;u(x) € Ty fiir punktweise fast alle x € Q.

Beweis. Sei Q'Cc. Mit Lemma [[TZ9 erhalten wir eine Approximation u,, € C'(, N) von u. Wir definieren
Um () 1= Ojum(z), =€

und
Ym(2) = um(x), €.

Dann ist ’Um(l') € Tym(ﬂﬂ

[[TZA(iii), dass fiir alle m

yN und somit gilt mit einer C'-Projektion P aus Lemma nach Proposition

o (o) () = v, w9,
Nun gilt vy, (2) = dyu(x) =: v(z) und Y, () —— u(x) =: y(z) in R™ fiir punktweise fast alle z € Q' und
da %(-) stetig ist, folgt
oP .. .
8?@) v¥(z) = v(zx), fir punktweise fast alle z €

und somit folgt mit Proposition [L2ZA(i), dass v(x) € Ty, N fiir punktweise fast alle 2 € . Da Q'CCQ beliebig
gewahlt war, folgt insgesamt die Behauptung. O
11.3. Regularititssatz fiir kritische Punkte konform invarianter Variationsprobleme
Um zum gewiinschten Ergebnis, Theorem [[T34 (Theorem 1.2 in [Riv(7al]) zu gelangen, miissen wir zunéchst
die EULER-LAGRANGE-Gleichungen des Funktionals

(Vul® + w(w)(Dpu, dyu)
D2

berechnen. Dies geschieht im

11.33 Lemma (EULER-LAGRANGE-Gleichungen)

Sei N C R" eine kompakte C*-Mannigfaltigkeit, k > 3, w eine C''-2-Form auf N'. Sei weiter I1 : VN — N die
orthogonale C*~1-Projektion aus Lemma

Wir definieren fiir w € W12(D?, N)

E(w) = Ex(w) := /D2 (Ozw, Opw) + (Oyw, Oyw)

und
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Sei w € W12(D? N) ein kritischer Punkt des Funktionals F + E, d.h. es gelte

b B+ 1)) + F(I(u + tv)) — B(u) = F(u)

lim - =0 fiir alle v € Wy> N L= (D%, R™). (11.42)

Dann existieren Af; € L®(VN) mit Y, Af(u)Vu® = 0 in D? sowie Xf; € L>®(VN) mit A, = —X}; und
Al = =M, auf N, so dass fiir alle v € C§°(D?) gilt

Vuk - Vo + (Afj (u) Vu' - Vu? + Aﬁj (u) Opu’ Oyu?)v =0, 1<k<n,

D2

also schwach in D? ' 4 . }
Ak = Afj (W)Vu' - Vu’ + )\fj (u) Opu’ Oyu?, 1<k <n. (11.43)

Beweis. Schritt 1:
Fiir diesen Schritt gehen wir analog zu [H&I02] Lemma 1.4.10 vor. Gegeben sei ein v € W, *(D?, R™) N L°° mit
supp(v)CCD?. Wegen v € L™ existiert ein to > 0, so dass fiir alle 0 < |t| < tg

u+tv € VN punktweise fast iiberall in D2,

Wir definieren .
wy = ;(—u—i—l’[(u—i—tv)). (11.44)

Wir benutzen, dass die Projektion IT € C*~!  und somit punktweise fast iiberall II(z + tv) eine C'-Funktion
von t ist, da k > 3, und rechnen

wy =

= (11.45)
/0 %(qutsv) v* ds

1
o1l
8—0‘(u + tsv) ds) v® punktweise fast iiberall in D? fiir ¢ # 0.
s=0 0T

Weiter gilt w; € Wy ?(D?,R™)N L, denn einerseits ist nach (L&) w; € WH2NL®, dau € WH2NL>® (A ist
kompakt, also beschrinkt), II € C*~' N L> und v € W12 N L*. Andererseits ist nach [[T4H) supp w;CCD?,
da supp vCCD?, und somit ist w; € Wy'?(D?, R™).

Wir wollen zunéchst eine Zwischenbehauptung beweisen:

Zwischenbehauptung. Es gilt
t—0

wy — dIl,(v) in WH2(D? R").
Denn zunéichst gilt punktweise fiir fast alle # € D? (néimlich fiir alle x € D? mit u(z) € N, da dann II(u(z)) =
u(x)) und v € WH2(D? R™) N L>™ mit ((TZ4)

wy = IM(u + tv) — (u) +—o0 dIl,, (v)
t wvs

Weiter gilt mit der Darstellung [[TZ3) von w;

toon o1l
- = —(u+ - 2
wy — dIL, (v) /S_O(aﬂﬂ (u + stv) B (u)) ds v
€L?

und deshalb
lwi — dIL, (v)] < 2[07] |VIT||pee(vary € L*(D?).

Mit dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz folgt dann

wy — dIT, (v) =% 0 in L2(D2).
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Fiir die Konvergenz des Gradienten betrachten wir punktweise (hier bendtigen wir II € C?)

0 1,011

0 0
v - 2 v n__ 2
928Vt t(azv(U—i-tv) &rﬁ(u + tv?) 8955”)
t o1l 0 1,01 0 0
_ tolh I R Gl Y -2
= o T gt gt gt G )
oIl 0 1,01 o1l 0
- 9 I B Gl _9 2
ox7 (u+tv) 918" + t (01137 (u+tv) ox7 () 98 "
0 B () 52507+ g (w) v g
Andererseits gilt
0 0  0Il
_ - (= Y
OxP dll(v) OxP (8507 ()
und somit gilt punktweise fast iiberall in D?, da IT € C?(VN,N) und v € WH2 N L>°(D?,N)
0 t—0 0
th — @dﬂu(v)

Weiter gilt mit den Rechnungen von ([[II46]), da die dortige Konvergenz wegen u, v € L™ gleichéssig beziiglich
T ist
V| < 2(| VI Lo vy [Vl + V2| eqvany J0] [Vu]) € L3(D?).
~
€L
Damit erhalten wir schlieflich unter nochmaliger Anwendung des Satzes Uber die majorisierte Konvergenz

t—0

wy — dIl,(v) in W12(D? R").
Die Zwischenbehauptung gezeigt, insbesondere gilt dIT,(v) € W12(D? R") undwegen suppvCCD? und daher
supp dIT, (v)cCD? auch dIT,(v) € W, *(D?). ||
Nach Definition von w; gilt
IM(u 4 tv) = u + tws,
und folglich

E(T(u + t0)) = B(u+ tw,) = B(u) + t/ (Dott, Bye) + (01, Dywe) + 2 E(wy).
D2
Wir beachten, dass E(w;) — E(dIl,(v)) < oo, da w; — dIL,(v) in W2 und folgern
E(II(u + tv)) — E(u)
t

= / (Ozu, Ozwy) + (Oyu, Oywy) + tE(wy)
DZ

t—0

— [p(Vu', V(dIL, (v))") + 0 - E(dIT,(v)) (11.47)
- / (Vu', V(AIL, (0)))-
DZ

Schritt 2:
Nun betrachten wir noch F. Sei dazu wieder v € Wy'> N L°°(D?,R™), supp(v)CCD? beliebig.
Es gilt
F(II(u +tv)) = / w(II(u + tv)) (0. II(u + tv), Oy II(u + tv)).
D2
Wir definieren @ := IT*w den Pullback von w unter II. Sei (e;)?, die Standardbasis im R™, und somit auch die
Basis in lokalen Koordinaten von T, (VN) fiir die Karte Idg.. Wir setzen

. . oIl oIl .
wij(x) = () (es, ) = w(Il(2)) (55 (), 55(2)) , 1<éj<n
Dabei beachten wir, dass % = %|t:0H(z +teg) € ToN, 1 < k < n. Wir erhalten folgende Eigenschaften:
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(a) (@ij)ij € so(m) punktweise in VN, da w eine 2-Form ist,
(b) da w(x)(-,-) bilinear fiir alle z € N, gilt
w(II(u + t0)) (9. (u + tv), Oyl (u + tv)) = @ij(u + tv) Iy (u + tv)" Oy (u + tv)? (11.48)
und

() es gilt @;; € CY(VN), denn sei £ € VN und sei U C N eine relativ offene Umgebung von II(¢) in A, so
dass eine C?-Karte ® : U — RP existiert. Dann existiert eine (beziiglich R™) offene Umgebung V' von ¢ in
VN, so dass TI(V) C U.

Wir erhalten lokale Koordinaten (%)p und stellen w lokal iber

=1
w(z)(r,0) =ns(z) dy® Ady'(1,0), T, 0€ TN

dar, wobei 7y 0o ®~1 € C1(®(U)).

c
Fiir alle p € V ist gg (p) = % |t:0H(p + te;) € Tryp) N und somit existiert eine lokale Darstellung

C ) = 0 )5 e (0(9).

Wir erhalten folglich,

- s 0 . .
@ij(p) = ns(I(p)) dy® Ady’ (a—w,a—yl)wk(p;z)wl(p;j)
= s (11(p)) (8107 — 50 )w" (p: i)' (p3 )

—_———
Cc1
Nun gilt nach Proposition [T20 lokal, also fiir ggf. noch kleineres V um ¢, dass w*(p;i) € C*=2 C O, da
die lokalen Koordinaten b; := %(H(p)) in C*~! und v := 2L in CF-2,
Also folgt @;;(-) € CH(VN), da k > 3.
Ohne Einschriinkung ist dann @;;(p) € C'(VN), modulo des Wechsels auf eine kleinere Umgebung
VINCCVN.

Wir beachten &;; € L=(VN), da &;; € C'(VN) nach (c) und rechnen

F(II(u + tv)) /DQw(H(u + t0)) (9 (TI(u + tv)), Oy (TL(u + tv)))

= / Qi (u 4 tv) 95 (u' + tv") 9y (u? + tv?)
D2

/ @i (u + tv) Oput dyu? + t/ Qi (w4 tv) (00" Dyu? + dpu’ Oyv7)
D2

D2
2 [ - i j
+t /D2 Wij(u + tv) Oyv" Oyv’ (11.49)
€L Lz L2
L — Q4 Dii t , ‘
_ / inj(u)axuzayu]th/ “’J(“H:‘”(u+ %) 9 0,
D? D?

—i—t/D;Dij(u)(azvi Oy + Opu' 9,v7)
th/D2 (@i (u + tv) — @35 () (00" Oyu? + Opu'dyv?) + o(t)  fiir t — 0.
Nun gilt (@;;) € so(m) nach (a) und deshalb (mit Vertauschung von Bezeichnung von ¢ und j)
Qi (w)0zpu® Oy’ solr) —@ji(w)0gu’ Oyr? = @3 (u)Opu? Oyv’

und analog . ‘ ‘ |
@i (u + t0)dpu’ Dyv? = —@4j(u + tv) Ay’ Ayv’,
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Weiter gilt 9,0v'0,u/ — d,uldyv® = Vo' - Vu/ und somit folgt aus ([TZY)

‘-:}ij (u —+ t’U) — ‘-:}ij (U)

F(II(u+tv)) = F(u)+ t/ . Opu’ Oyu? + t/ @i (w)(9p0" Oyu? — Opu? Dyv*)
D2 D2

+t/ (@ij(u+ tv) — 05 (w)) (00" Dy — Dpu? D) + o(t)
D2

i ) — wij ; j ~ i o,
= F(u)+ t/ iy (u + 1;) iy (1) Ozu' Oyu’ + t/ @ij(u) Vol Vud
D2 D2

th/ (@i (u + tv) — @i (w)) Vo' - Vud 4 o(t)  fiir t — 0.
D2

Wir erhalten

L:Jij (u + t’U) — L:)ij (u)
t

%(F(H(u +tv)) — F(u)) = /D2 dpu Oyu’ +/ @ij(w) Vo' Vul

D2

I (11.50)
Jr/ (@i (u+ tv) — @ij(u) Vo' Vud 4o(1)  fiir t — 0.
DZ

II

Zunichst zu I:
Es gilt wegen @;; € C! zuniichst punktweise fiir fast alle z € D?
‘-:}ij (u + t’U) — ‘-:}ij (U)

t

j t—0 &uij

RIK Oyu Dpe

(u) v*Opu’ Oyu’

und fiir ¢ hinreichend klein gilt

‘-:}ij (u + t’U) — ‘-:}ij (U)
t

Ozu’ Oyt?

<N V@ijllLoevary lIollLoe(p2) [Vul* € Lt
und somit folgt mit dem Satz {iber die majorisierte Konvergenz

7 =0 0w

Nun noch zu II:
Es gilt wegen der Stetigkeit von @;; punktweise fast iiberall in D?

‘-:}ij (u + t’U) - ‘-Dij (U) — 0

und
(@35 (u + tv) — @5 (w)) VEoh - Vud| < 2)|@ijllpoe vy |V |VUI| € LY
~—— N——

L2 L2
Wieder folgt mit dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz
=2 0.
Also erhilt man insgesamt aus ([T50)
1 t—0 a“:}” (e i j ~ 1 4 ;
—(F(M(u +tv)) — F(u)) — —=(u) v Opu'Oyw’ + [ @ij(u) V7o' - V. (11.51)
t D2 ox® D2
Nun gilt
@ij (W) V' = VH (@3 (u)o') — V7 (@y(u)v*
und oc
~ Wi j o
VE(@i5(w) = W;(u) V+ue,
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Weiter gilt wegenfd @ (u) € W20 L®(D?) und v' € W2 L*°(D?) und supp vCCD? nach Proposition FZ8,
dass v'@;j(u) € Wy *(D? R™) und somit, wegen u/ € W12 nach Proposition

/ V(@i (w)v?) Vud = 0.
D2

Wir folgern

/ @ij Vi -Vl = / VE(@i5(u) v*) Val —/ %(U)VLUQ V! vt
D2 D2 p2 0T%
_ ad)l] HeY Jayt
- 81‘0‘( W=u® - Vulv

Mit dieser Uberlegung erhélt man aus ([T51)

%(F(H(u Ftv) — Fu) =% [, 2% (u) (v 0puidyul — VEue - Vuivd)

= T (u) (v Opul Oyl + Oyu® Bpu? v' — pu® Byud V).

und (i > a, « — i und j — j)

Wir erhalten also

l _ t—0 o i j &Dij 0D _ &Daj
" (F(Il(u + tv)) — F(u)) Jpav® Opu’ Oyu (&T”‘ (u) + B (u) B (u)
A ()
9 8 (11.52)

= /DZUO‘ %uz 8_yuj Afj ()
= /Dzdd)(v, %u, (%uj)
Der letzte Schritt folgt dabei aus Proposition [ZTd Nun ist nach Proposition [[T.23
do = II* (dw),
und somit gilt fir alle v € R™, da dII, (dIl,(v)) = dIL,(v) nach Proposition T2 (i) und (4i%),
do, (dIL, (v), -, ) = day (v, -, -). (11.53)
Es gilt A (z) € L®(VN), daw € C*(VN). Wir wissen @a; = —@ia, woraus Ay, = —AL; folgt:

_ &Daj &Dm _ &Dij _&Daj &:}ai &Dij

A= m T o aee - T ow T ow T e

— «
= A%

Analog zeigt man, dass )\% = —)\ga.
Schritt 3:
Nun wollen wir die bisher erhaltenen Ergebnisse zusammensetzen (vgl. Darstellung in [HEIO2], Beweis von

44Mit Lemma [[T.29 erhalten wir fiir jedes offene Gebiet QCCD? eine Approximation wu,, € C* (€2, VN). Dann kénnen wir den Gra-
dienten von &;; (um ) liber die Kettenregel bilden. Dieser Gradient konvergiert nach dem Satz {iber die majorisierte Konvergenz in

51 (u) Vauk.

L?, da @;; € CY(VN); somit erhalten wir, dass der schwache Gradient auf ganz D? gegeben ist durch V&;;(u) =
Dieser ist in L2(D?), da dw;; in L (VN) und somit ist &;;(u) € W12(D?).

234



11.3 Regularititssatz fiir kritische Punkte konform invarianter Variationsprobleme

Lemma 1.2.4):
Sei v € C§°(D?,R™). Zunichst gilt nach Bemerkung [[T2ZY

w — dII, (w) € TN punktweise fast iiberall in D?, fiir alle w € R",

und deshalb
Dy — dIL, (0zv), dyv — dIL,(d,v) € TN punktweise fast iiberall in D2,

also mit Korollar
(Ozu, Oyv — AL, (9,v)) + (Oyu, Oyv — dIL, (Oyv)) =0 punktweise fast iiberall in D?.

Daraus folgt (wir beachten, dass dIT,,(v) € W, **(D?,R"), nach der Zwischenbehauptung in Schritt E

/ (Opu, Opv — dIL, (Oyv)) + (Oyu, Oyv — dIL,(9yv))
D2

(Vu', Vv'y — (0yu, dIL, (9,v)) — (9yu, dIL, (Oyv))

.,

3 7 oll « a_H «
_ /DZWU ,VU>—/DZ<8mu,a?(u)8mv ) (@, e (0)0y0°)

[ 7 zaHZ « 181—11 o
= /DZ<VU , V') — Dzamu 8?(u)@gcv + O0yu pp (u)Oyv

[ i [ aHZ «@
= /DZ<Vu,Vv>f/DZ<Vu,axa(u) Vo®)

i i i g @ i o @
_ /Dz<vu,w> /DZ<VU,V(axa(u)U )>+/D2<vu,v(aza(u)) )
= [ v vy [ et van e+ [ ot 528, v o
=/, u', Vv . u', w(v . U e (W VuT) o

Wegen Vu' komponentenweise in T, N folgt mit Proposition [TZ7(v) (wir beachten, dass II von der Klasse C*?

ist)
(w (o

=:A75(u)

st
9z OB

82Hi

o B oII®
oxY Oz«

oxY

Y
a

(Vu' (u), Vu?

) v®

(u)> vY (Vul, Vub).

Aus TT € C*(VN) folgt AF; € L>°(VN). Weiterhin folgt aus (Id —dIl,)Vu = 0, da Vu komponenten- und
punktweise im Tangentialraum T, N liegt, nach Konstruktion von Afj

ARVUP =0 1<i,j<m.

Wir haben also bisher folgende Gleichung hergeleitet:

0= (Vu', Vv') — / (Vu', V dIl, (v)") +/ Al (u)(Vu', Vul) v (11.54)
D2 N—— D2
Wy ?NLee
In Schritt 1 haben wir erhalten, dass
: ; E(II tdIL, —-FE
D2 t—0 t

Mit der Voraussetzung ([T42) folgt daraus

Pn% E(II(u+ th:(v))) — E(u) _ PU% F(II(u + th:(v))) - F(u)

45Mit Lemma [[29 erhalten wir eine Approximation um € C’(’Q(ﬁ7 R™) mit um (supp(v)) C N. Fiir dieses u,, gilt schon die
Kettenregel fiir V (%(um)). Durch Grenzwertbildung erhalten wir diese Regel dann auch fiir u auf supp(v).
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11 ANWENDUNG: KRITISCHE PUNKTE KONFORM INVARIANTER VARIATIONSPROBLEME

Zusammen mit Schritt 2 [TT52) ergibt dies

Vu' - Vdll,(v)! = — [ T*dw,(dIl,(v), d.u, dyu)

D2

AOt

ij

J,
= —/ II* dwy, (v, Opu, Oyu)
D
/ (u)v® dpu’ Oyu’.
D
Eingesetzt in (LLH4)) erhalten wir

0 = / (Vu",vw—/ Vui-VdHu(v)i+/ A2 (u) Vu' - Vu) v
D2 D2

D? (11.55)
= / (Vu', Vo' Jr/ Agj(u)o® Opu’ Oyu? +/ AL (u) Vu' - VuY v®.
D? D? D2
0]
0
Ist ein ¢ € C§°(D?,R), so setzen wir v = v, == || mit ¢ an k-ter Position.
0
_0_
Dann folgt aus (53
0 :/ Vauk - VgaJr/ )\fj(u) Oy’ Oy’ gaJr/ V' Af,y(u)VuV v, 1<k<n. (11.56)
D2 D2 D2
a

11.34 Theorem (Stetigkeit kritischer Punkte)

(vgl. [Riv(I7a], Theorem 1.2)Sei N' C R™ eine kompakte C*-Mannigfaltigkeit, k > 3, w eine C'-2-Form auf \.
Sei weiter I1 : VN’ — N die orthogonale C*~1-Projektion aus Lemma [[T.20.

Sei uw € W12(D? N) ein kritischer Punkt des Funktionals F + E aus Lemma [[L.33

Dann ist u € C°(D? N).

Beweis. Aus Lemma [[T33 folgt, dass schwach
Ak = AR (u)Vu' - Vu? + A (u) dpu’ Oyu?, 1<k <n T3

Nun gilt (wir benutzen /\fj = f/\;?i und vertauschen dann die Bezeichnung ¢ und j)

)\fjazui dyul = )\fj VEut Vul + )\fj@yuiazuj
= )\fj V'l vVl — )\fjayujamui,

also .
)\fjamui 8yuj = 5)‘% Viul V.
[ —
QL
Dann ist (€;) € L*(D?, s0(m) ® R?), da \j; € L= (VN).
Weiterhin gilt nach Lemma
AG,(w)Vu® =0, 1<B,7<n

und deshalb _ ' ‘
Al (u)Vu' - V! =0,
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11.3 Regularititssatz fiir kritische Punkte konform invarianter Variationsprobleme

also
Afj (u) Vu' - V! = (Ai—cj (u) — Al (u)) Vu' Vud.

—.02
=02,

Dann ist auch (Qf;) € L*(D?, so(m) @ R?).
Somit ist fiir Q := Q! + Q2 € L?(D?, so(m) ® R?) der kritische Punkt u € W2(D?, ) eine schwache Losung
von

Au=Q-Vu in D?,

und aus Theorem [ILA folgt die Stetigkeit. O

11.35 Bemerkung
In [Riv(74], Theorem 1.2, wird Theorem [[L.34 mit einer zusitzlichen Voraussetzung an w unter der Annahme
gezeigt, dass N eine C?-Mannigfaltigkeit ist.
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