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Aufgabe 1

Man transformiere das Vektorfeld y∂x in Polarkoordinaten. Man wende es an auf die Funktion
f(x, y) = xy und prüfe, daß in diesem Fall der Koordinatenwechsel mit dem Anwenden des
Vektorfeldes vertauscht.

Aufgabe 2

Man berechne den Kommutator von Vektorfeldern [x∂y +y∂x, x∂x] und prüfe, daß das Bilden
des Kommutators in diesem Fall mit dem Übergang zu Polarkoordinaten verträglich ist. Man
gebe den Fluß des Vektorfelds x∂y explizit an, berechne den Kommutator [x∂y, y∂x] und
prüfe, daß er wie versprochen das Vertauschen der Flüsse mißt.

Aufgabe 3

Seien X,Y endlichdimensionale reelle Räume und U ⊂ X, V ⊂ Y offene Teilmengen.

a) Gegeben eine stetig differenzierbare Abbildung g : U → V und zeitabhängige Vek-

torfelder A : R× U → ~X und B : R× V → ~Y mit (dx g)A(t, x) = B(t, g(x)) für alle
x ∈ U ist für jede Integralkurve ϕ von A auch g ◦ ϕ Integralkurve von B.

b) Man prüfe: Gegeben eine Abbildung M : R → M(n × n; R) und g = det : M(n ×
n; R) → R und A : (t, P ) 7→ M(t)P und B : (t, x) 7→ tr(M(t))x sind die Bedingungen
aus a) erfüllt. Man erinnere hier das Differential der Determinante aus Analysis II.

c) Man zeige: Löst X : R → M(n × n; R) die Differentialgleichung Ẋ(t) = M(t)X(t),
so löst x(t) = det X(t) die Differentialgleichung ẋ(t) = tr(M(t))x(t).

d) Die Funktionaldeterminante des Flusses Φ eines Vektorfelds A in Richtung der räum-
lichen Koordinaten erfüllt die Differentialgleichung

(det Φ′)· = tr A′(Φ(t, x)) · (det Φ′)

Speziell erhält man für t = 0 die Formel (det Φ′)·|t=0 = (div A) = ∂A1

∂x1
+ . . . ∂An

∂xn
.
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