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Aufgabe 1

Zu jedem t € R bezeichne p(t) € O(3) die Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢ im
Bogenma$ (in der Richtung, bei der fiir kleine ¢ die positive y-Achse in Richtung der positiven
z-Achse gedreht wird). Man bestimme den infinitesimalen Erzeuger dieser Operation.

Aufgabe 2

Ist 'H ein Hilbertraum und 7" : 'H — H ein Operator, so nennen wir ein Element v € H
einen zyklischen Vektor genau dann, wenn die T"v mit n € N dicht liegen in H. Man zeige:
Ist in einer unitdren Darstellung von R jeder Vektor differenzierbar, so sind die zyklischen
Vektoren unserer Darstellung genau die zyklischen Vektoren ihres infinitesimalen Erzeugers.

Aufgabe 3

Gegeben ein Hilbertraum H, eine stetige lineare Abbildung S : H — H und eine diffe-
renzierbare Abbildung f : R — H zeige man, daf§ auch die Abbildung t — exp(tS)f(t)
differenzierbar ist mit der Ableitung Sexp(tS)f(t) + exp(tS)f'(t). Hinweis: Man beachte
dazu die Differenzierbarkeit von R — B(H),t — ¢S, von exp : B(H) — B(H) bei Null und
von der Operation B(H) x H — H.

Aufgabe 4

Definition: Gegeben Hilbertraume H und H’ heiflen lineare Abbildungen A : H — H’ und
B :'H' — H adjungiert genau dann, wenn gilt (Av,v") = (v, Bv') fiir alle v € H,v" € H'.
Man zeige:

Jede stetige lineare Abbildung von Hilbertrdumen hat genau eine adjungierte Abbildung,
und diese ist auch stetig. Man notiert die adjungierte Abbildung zu A als A*. Mit dieser
Notation zeige man weiter (A*)* = A und (AB)* = B*A* und (AA)* = MA* fiir A € C und
|A|| = ||A*|| sowie ||A*A| = ||A||? fiir die Operatornorm. Hinweis: Zuerst mag der Riesz’sche
Darstellungssatz helfen, dann die Erkenntnis || A[| = supy, /=1 (Av, v') im Fall, dal keiner
unserer beiden Rédume der Nullraum ist.
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