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Zusammenfassung

We consider the é]g%ipal block of category O and its Z-graded
version introduced in [[BGS96]. On the space of homomorphisms from
a Verma module to an indecomposabl I‘Qill?(ing module we may define
natural filtrations following Andersen [And96|]. The arguments given
in this article prove that these filtrations are compatible with the Z-
graded structure, although explicitely we only show that the dimensi-
ons of the sucessive subquotients of the filtration are compatible with
this intuition. This statement is very similar to the Sﬁ]gl_iﬁimplicity of
the subquotients of the Jantzen filtration proved in }FBBQS], but the
method of proof is quite different. I would like to know how to direct-
ly relate both results, as this would give an alternative proof of said
semisimplicity.

1 Deformationen der Kategorie O

Bemerkung 1.1. In diesem und dem néchsten Abschnitt wiederholen wi .
sultate von [GJ81] in einer fiir unsere Ziele angepafiten Sprache, die auch [[Fie]
sehr nahe steht. Seien g D b D b eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra,
eine Borel’sche und eine Cartan’sche. Sei S = Sh = O(h*) die symmetri-
sche Algebra von . Wir betrachten die Kategorie Kring® aller kommuta-
tiven unitdren Ringe 7' mitsamt einem ausgezeichneten Homomorphismus
¢ : S — T. Gegeben T € Kring® betrachten wir die Kategorie g-Modg-T
aller g-T-Bimoduln, auf denen die Rechts- und die Linksoperation von C
zusammenfallen. Nicht weiter spezifizierte Tensorprodukte sind stets iiber C
zu verstehen.



Definition 1.2. Gegeben T = (T, ) € Kring® erkliren fiir alle A\ € h* in
jedem Bimodul M € g-Modc-T den deformierten Gewichtsraum M*
durch die Vorschrift

M*=Mp={me M| (H—-XH))m=mp(H) VH € b}

Bemerkung 1.3. Gegeben M € g-Modc-T ist die kanonische Abbildung von
der direkten Summe seiner deformierten Gewichtsrdaume nach M stets eine
Injektion @, M* — M. Im Fall T = O(h*) ist das offensichtlich, da die
Gewichtsriiume M?* als T'® T-Moduln gerade Triiger im Graphen von (A+) :
h* — b* haben und da diese Graphen paarweise disjunkt sind. Im allgemeinen
haben unsere Gewichtsrdume Triger im Urbild unserer Graphen unter der
von id ®¢ induzierten Abbildung Spec(C[h*] @ T') — Spec(O(h*) ® O(h*))
und sind damit ebenfalls disjunkt.

Definition 1.4. Fiir jedes T € Kring® definieren wir in unserer Kategorie
von Bimoduln eine volle Unterkategorie, die deformierte Kategorie

O(T) C g-Mode-T

als die Kategorie aller Bimoduln, die lokal endlich sind unter n = [b, b] und
die die Summe ihrer deformierten Gewichtsraume sind.

Bemerkung 1.5. Besonders prominente Objekte dieser Kategorie sind die de-
formierten Vermamoduln

Ar(X) =prod}(Cr @ T) = U(g) ®up) (CART)

fiir A\ € b*, wobei zu verstehen ist, daf§ die Rechtsoperation von T nur den
letzten Tensorfaktor bewegt, die Operation von U(b) auf C, ® T" aber ver-
mittels der kanonischen Surjektion b — h von der Tensoroperation von b
herkommt, wobei H € h auf C, operieren moge durch den Skalar A(H) und
auf 7' durch Multiplikation mit ¢(H).

Bemerkung 1.6. Die Kategorie O(T') ist stabil unter dem Tensorieren von
links mit endlichdimensionalen Darstellungen von g, wobei wir als Links-
operation von g auf solch einem Tensorprodukt die Tensoroperation nehmen
und als Rechtsoperation von T die Rechtsoperation auf dem zweiten Tensor-
faktor. Mit einem Bimodul enthélt O(T") auch alle seine Subquotienten. Im
Spezialfall T' = C und ¢ dem Auswerten am Nullpunkt von h* ist O(7T'), wenn
man vom Fehlen gewisser Endlichkeitsbedingungen einmal absieht, schlicht
die iibliche Kategorie O von Bernstein-Gelfand-Gelfand, und Ac(\) = A())
ist der Vermamodul mit hochstem Gewicht .



Definition 1.7. Wir betrachten weiter die beztiglich h zu b opponierte Bo-
rel’sche b C g und fiir A € h* den Unterbimodul

der als die Summe aller deformierten Gewichtsrdaume im fraglichen Hom-
Raum erklart wird. Wir nennen ihn den deformierten Nabla-Modul mit
hochstem Gewicht .

Bemerkung 1.8. Unter der durch die Restriktion gegebenen Identifikation
unseres Hom-Raums mit Home(U(n),Cy ® T') entspricht V(\) genau den-
jenigen Homomorphismen, die nur auf endlich vielen h-Gewichtsrdumen aus
U(n) von Null verschieden sind. Die deformierten Nabla-Moduln gehéren
auch zu O(T).

Bemerkung 1.9. Alle Gewichtsrdume von Vg (A) und A () sind tiber 7' frei
und endlich erzeugt, und ist 7" nicht der Nullring, so haben die deformierten
Gewichtsrdume zum Gewicht (A—v) in beiden Moduln den Rang dim¢ U (n)”.
Wir haben kanonische T-Modul-Morphismen T = Azp(A\)* < Ag()) sowie
Vr(\) = Vz(A) = T und fiir jede Ringerweiterung 7" — T kanonische
Isomorphismen Ar(\) @7 T" = Api(X) sowie Vy(A) @7 T' = V().

Bemerkung 1.10. Wir wihlen nun fiir unsere Lie-Algebra einen involutiven

Automorphismus 7 : g — g mit der Eigenschaft 7|, = —id und definieren
einen kontravarianten Funktor

d= dT . g-MOd(C—T — g—MOdc—T

durch die Vorschrift, dal dM C Hom_(M,T)” die Summe aller deformier-
ten Gewichtsraume sein soll im fraglichen Hom-Raum mit der durch 7 vert-
wisteten g-Operation. Ist M € g-Modc-T die Summe seiner deformierten
Gewichtsrdume, so haben wir einen kanonischen Morphismus M — ddM,
und sind zusétzlich alle deformierten Gewichtsraume von M frei und endlich
erzeugt iiber T so ist dieser Morphismus ein Isomorphismus.

Bemerkung 1.11. Die Restriktion auf den hochsten deformierten Gewichts-
raum definiert zusammen mit der universellen Eigenschaft der induzierten
Darstellung einen kanonischen Homomorphismus

Hom_7(prodd(Cy ® T'), T) = ind! Hom_¢(C, @ T, T))

von dem man durch Betrachtung der deformierten Gewichtsrdume erkennt,
dafl er einen Isomorphismus von Bimoduln

dA7(N\) =2 V(N
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liefert. Mit unseren Voriiberlegungen folgt dann auch dVr(A) = Ap(\). Nach
der Tensoridentitit hat weiter E'®@ Ap() eine Filtrierung mit Subquotienten
Ar(X+v), wo v iiber die Multimenge P(F) der Gewichte von E lauft, und
da E® bis auf die Wahl eines Isomorphismus dE = E mit der Dualitat d
vertauscht, gilt Analoges fiir £ ® V().

Proposition 1.12. 1. Fir alle A\ induziert die Restriktion auf den de-
formierten Gewichtsraum zum Gewicht N\ zusammen mit den beiden
kanonischen Identifikationen Ap(\)» = T und V(NN = T einen
Isomorphismus

HOIIl(Q(T) (AT()\), VT(/\)) = T

2. Fiir X # p aus b* gilt Homory(Ar(A), V(i) = 0.
3. Fir alle A\, pu € b* gilt Extyiry (Ar(N), Vr(p)) = 0.

Beweis. Bezeichne RT C h* die Wuzeln von n und |R*) C h* das von R*
erzeugte Untermonoid und < die partielle Ordnung auf h* mit A < y < pu €
A+ |RT). Jede kurze exakte Sequenz Vr(u) — M — Ap(N\) mit M € O(T)
und A £ p spaltet, da jedes Urbild in M? des kanonischen Erzeugers von
Ar() bereits von n annulliert werden muf und folglich eine Spaltung liefert.
Im Fall A < p gehen wir mit d zur dualen Situation iiber. Das zeigt die
Trivialitdt der fraglichen Erweiterungen. Den einfacheren Fall der Rdume
von Homomorphismen behandelt man genauso. O]

Korollar 1.13. Seien M, N € O(T). Ist M ein direkter Summand eines
Objekts mit endlicher Ap-Fahne und N ein direkter Summand eines Objekts
mit endlicher N p-Fahne, so ist der Morphismenraum Homory(M, N) ein
endlich erzeugter projektiver T-Modul und fiir jede Erweiterung T — T’
liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

HOIH@(T) (M, N) K7 T, 5 Homo(T/) (M KT T,, N Q7 T/)

Beweis. Das folgt sofort aus % Die Details iiberlasse ich dem Leser. [

Bemerkung 1.14. Ist Q € Kring® ein Kérper und landen fiir alle Wurzeln
a die Kowurzeln o unter S — @ nicht in Z C @, so ist die Kategorie
O(Q) halbeinfach (d.h. alle Surjektionen spalten) mit einfachen Objekten
Ag(X) = V(A fir A € b*.
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2 Deformation unzerlegbarer Kippmoduln

Bemerkung 2.1. Bezeichne D = S(g) der lokale Ring am Nullpunkt von b*.
Ist A € b* gegeben mit A(\) einfach, so ist die kanonische Abbildung ein
Isomorphismus

Ap(A) = Vp(N)

In der Tat reicht es zu zeigen, dafl diese Abbildung Isomorphismen auf allen
Gewichtsrdaumen induziert, und diese sind freie Moduln von endlichem Rang
iitber dem lokalen Ring D. Es reicht also nach Nakayama zu zeigen, dafl
unsere Abbildung unter ® pC ein Isomorphismus wird, und das folgt sofort
aus unserer Voraussetzung.

Definition 2.2. Gegeben T € Kring® bezeichne K(T) € O(T) die kleinste
Unterkategorie, die (1) diejenigen Ap(A) umfafit, fiir die die kanonische Ab-
bildung einen Isomorphismus Az(A\) = V7(A) liefert, die (2) stabil ist unter
dem Tensorieren mit endlichdimensionalen Darstellungen von g, die (3) sta-
bil ist unter dem Bilden direkter Summanden und die (4) mit jedem Objekt
auch alle dazu isomorphen Objekte enthélt. Wir nennen IC(7T") die Kategorie
der T-deformierten Kippmoduln.

Bemerkung 2.3. Fiir C = Cy € Kring” sind die Objekte von K(C) die ibli-
chen Kippmoduln in der klassischen BGG-Kategorie O.

Proposition 2.4. Ist T € Kring® ein vollstindiger lokaler Ring “unter S”
derart, daff das Urbild in S seines mazimalen Ideals gerade das Verschwin-
dungsideal des Nullpunkts von b* ist, so induziert das Spezialisieren

®@rC: K(T) — K(C)
eine Bijektion auf Isomorphieklassen.

Beweis. Die Kippmoduln in O sind gerade die direkten Summanden von
Tensorprodukten einfacher Verm duln mit endlichdimensionalen Darstel-
lungen. Di Proposition folgt mit aus den Definitionen und allgemeinen
Tatsachen [Ben91] iiber das Liften von Idempotenten. O

Bemerkung 2.5. Gegeben A € h* notieren wir K7 (\) € K(7T') die T-Deformation
des unzerlegbaren Kippmoduls K (\) € O mit hochstem Gewicht A.

3 Die Andersen-Filtrierung

Bemerkung 3.1. Seien gegeben K € g-Mode-T und A € b*. Der Ubersicht-
lichkeit halber verwenden wir hier die Abkiirzungen Ap(\) = A, Vr(\) =V

b}
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und Homg 7 = Hom und betrachten die durch die Komposition gegebene
T-bilineare Paarung

Hom(A, K) x Hom(K,V) — Hom(A,V) =T

Bezeichnen wir fiir jeden T-Modul H mit H* den T-Modul Homy (M, T'), so
induziert unsere Paarung eine Abbildung

E = E\(K) : Hom(A, K) — Hom(K, V)*

Ist hier K ein Kippmodul, so geschieht unsere Abbildung nach %] zwischen
endlich erzeugten projektiven 7-Moduln. Ist zusitzlich T € Kring® ein lnte-
gritdatsbereich und erfiillt ) = QuotT' die Bedingung aus Bemerkung
ist also O(Q) halbeinfach mit einfachen Objekten Ag(A) = Vg(A), so ist
unsere Paarung nichtentartet tiber () und unsere Abbildung F)(K) indu-
ziert einen Isomorphismus {iber ) und ist insbesondere eine Injektion. Ist
speziell T' = C[[t]] der Ring der formalen Potenzreihen lings einer Gerade
to C b*, die in keiner Spiegelebene der Weylgruppe enthalten ist, so erfiillt
Q = Quot C[[t]] die Bedingung aus Bemerkung [I:14] Ist dann K € K(C[[t]])
ein deformierter Kippmodul, so kénnen wir vermittels der Einbettung

E\(K) : Hom(A, K) — Hom(K, V)*

zwischen freien C[[t]]-Moduln von endlichem Rang die offensichtliche Filtrie-
rung auf der rechten Seite durch die ¢ Hom(K, V)* nach links zuriickziehen
und so eine Filtrierung auf Hom(A, K') = Homg_cq (Acqy (M), K) erhalten.

Definition 3.2. Ist K¢ € K(C) ein Kippmodul der iiblichen Kategorie O
und K € KC(CJ[t]]) eine C[[t]]-Deformation im Sinne von .4 mit S — C[[t]]
der Restriktion auf ei e formale Umgebung des Nullpunkts in der Gera-
de tp mit p wie in %TSO nennen wir das Bild der eben erkldrten Fil-

trierung unter der Spezialisierung ®c(;)C die Andersen-Filtrierung auf
Homgy(A(N), K¢).

Bemerkung 3.3. Es bleibe dem Leser iiberlassen, die Unabhéngigkeit dieser
Filtrierung von der Wahl der nur bis auf nichteindeutigen Isomorphismus
wohldefinierten Deformation unseres Kippmoduls nachzuweisen. Das Ziel
dieser Arbeit ist die Berechnung der Dimensionen der Subquotienten der
Andersen-Filtrierung auf Homg(A(N), K () fiir alle A\, u € h* oder vielmehr
ihre Beschreibung durch Koeffizienten von Kazhdan-Lusztig-Polynomen. Die
endgiiltige Formel fiir die Dimension des i-ten Subquotienten einer beliebigen
Andersen-Filtrierung lautet

dimg F' Homg(A(N\g), K(A\z)) = h;x
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Hler%gehen wir aus von einem p-dominanten Gewicht A € b} im Sinne
Es liefert zwei Untergruppen W5 DO W, der Weylgruppe wie in
%ausgefuhrt wird, und Z,y meinen Nebenklassen aus W5/W, mit z,y als
langsten Repréasentanten. Schliefilich meint \; = w5z - A wie in mit wy,
dem ldngsten Element von W5, und hi . wird dadurch charakterisiert, daf

in den Notationen von Kazhdan und Lusztlg das KL-Polynom P, , in Bezug
auf die Coxetergruppe W5 mit ihrer Langenfunktion [ gegeben erd durch

die Formel
th (I(z)—1(y)—1)/2

In Wirklichkeit zeigen wir, dafl die fragliche Filtrierung mit der Graduierungs-
filtrierung zusammenfillt, die von der graduierten Version der Kategorie O
induziert wird, aber es schien mir nicht méglich, diese Erkenntnis im Rahmen
eines Zeitschriftenartikels verstandlich darzustellen.

Bemerkung 3.4. Die Jantzen-Filtrierung auf einem Vermamodul A()) indu-
ziert natiirlich Filtrierungen auf Homg(P (i), A(N)) fiir P(p) — A(p) die
projektive Decke in O. Diese Filtrierungen hinwiederum kommen in dersel-
ben Weise her von den durch Acyy(A) — Vg (A) induzierten Einbettungen

Homg ey (Pegey (1), Acgy (M) — Homg ey (Feqg (14): Ve (M)

mit Peyy (i) = Acyg(A) den projektiven Decken in O(C[[t]]). Das zeigt die
Analogie zwischen beiden Filtrierungen. Ich erwarte, dal Archipov’s Kipp-
funktor sogar diese Filtrierungen identifiziert, kann es aber leider nicht be-
weisen, ohne die Jantzen-Vermutung vorauszusetzen.

4 Deformierte Verschiebung

Bemerkung 4.1. Bezeichnet Z C U(g) das Zentrum, so operiert natiirlich
Z @ T auf jedem Bimodul M € g-Modc-T. Wir betrachten nun das push-
out-Diagramm von C-Algebren

2T
/ N
Z @ Cly] ChleT
N /
Clb* ] Clh7]

wobei wir fiir € : Z — C[h*] stets die Variante des Harish-Chandra-Homomor-
phismus mit £(z) — 2z € Un nehmen. Er liefert eine endliche Ringerweiterung
und dasselbe gilt dann auch fiir beide nach unten gerichteten Pfeile unseres



Diagramms. Der Graph der Addition mit einem A € h* ist eine irreduzible
abgeschlossene Teilmenge von Spec(Clh*] @ C[h*]) und dasselbe gilt fiir sein
Bild in Spec(Z @ C[h*]). Das Urbild in Spec(Z ® T') dieses Bildes bezeichnen
wir mit =y @ Spec(Z ® T'). Per definitionem haben Ar(A) und V() beide
als Z ® T-Moduln Tréger in 2.

Lemma 4.2. Der Tréiger in Spec(Z @ T') jedes Elements eines Moduls M €
O(T) ist enthalten in einer endlichen Vereinigung von Mengen der Gestalt
=\ mit A € h*.

Beweis. Sei v unser Element. Wir diirfen annehmen, da8 gilt v € M* fiir ein
A € b*. Wir diirfen weiter annehmen, dafl das Erzeugnis von v enthalten ist
inP,., M ATH fiir ein dominantes ganzes Gewicht v € X . Dann besitzt

Ulg) QuU(b) T<A+v (U(b) QU (p) (Ch® T))

mit hoffentlich selbsterklérendem 7<,4, eine endliche Ap-Fahne und unser v
liegt im Bild eines Homomorphismus von besagtem Objekt nach M. O

Definition 4.3. Bezeichne p = p(R") die Halbsumme der positiven Wur-
zeln. Wir setzen

biom ={AED | A+ p,0") {-1,-2,...} Va € R"}

und nennen die Elemente dieser Menge die p-dominanten Gewichte. Wir
verwenden die iibliche Notation w - A = w(\ + p) — p fiir die zum Fixpunkt
—p verschobene Operation der Weylgruppe.

Satz 4.4 (Zerlegung deformierter Kategorien). Sei T' ein S)-Ring,
d.h. der Morphismus S — T faktorisiere iiber den lokalen Ring Sy von b*
am Ursprung. So haben wir eine Zerlequng

o) = H O\(T)
AE€0Gom

wobei Ox(T') aus allen Objekten M € O(T) besteht mit M = 5,75 M”
und suppzer M C Uyew Ewa-

Beweis. Aus 2y N =, # 0 folgt fiir T = Sy = D bereits W - X = W - . Der
Rest des Arguments lauft wie im Fall T' = C. n

Bemerkung 4.5. Ebenso wie im nichtdeformierten Fall haben wir fiir A\, u €
biom mit ganzer Differenz A — po € X Verschiebungsfunktoren

T} : O\(T) = O,(T)
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die exakt sind und Adjunktionen (7%, T/;\) erfiillen und auch sonst die iibli-
chen Figenschaften haben. Wir nennen sie die deformierten Verschiebun-
gen. Die Kategorie der deformierten Kippmoduln in einem unserer Blocke

notieren wir KT') N OA\(T') = KA\(T).

Bemerkung 4.6. Ist T' eine D-Algebra, so ist fiir A € b, der deformierte
Verma-Modul A () projektiv in O, (7). Die Isotropiegruppe eines Gewichts
A € b* unter der dot-Operation der Weylgruppe notieren wir W), die Iso-
tropiegruppe seiner Nebenklasse A = A + (R) unter dem Wurzelgitter Wj.
Das ldngste Element von W5 notieren wir wy, die Ringe der Invarianten fiir

die natiirliche Operation der Gruppen W) C Wy auf D bezeichnen wir mit
D* > D,
Satz 4.7 (Deformation projektiver Objekte). Der Funktor @ pC : O(D)

O(C) induziert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen endlich er-
zeugter projektiver Objekte in beiden Kategorien.

o—A
Beweis. f%%]. O

Definition 4.8. Gegeben A € h* bezeichne Pp(\) € O(D) das endlich er-
zeugte projektive Objekt, das unter @ pC zu P(\) spezialisiert. Wir nen-
nen es die Deformation des Projektiven P()). Gegeben A € b . be-
nutzen wir fiir den deformierten antidominanten Projektiven die Abkiirzung

Pp(wy - A) = Ap(A) = A(N).

Satz 4.9 (Endomorphismen antidominanter Projektiver). Gegeben
A € biom induziert die Multiplikation eine Surjektion Z®D — Endopy A(N).
Bezeichnet (+)\)* : S — S den Komorphismus zu (+\) : b* — b*, so hat die
Komposition

i tei
ZoD 5D g9 D - D®,: D

das Bild D* ® px D und denselben Kern wie die Surjektion aus dem ersten
Teil und wir erhalten so einen Isomorphismus

D* ®ps D = Endo(py A(N)

CH
Beweis. Fiir A ganz wird das in H[Sﬁe92] gezeigt. Der Beweis im Allgemeinen
ist im Wesentlichen derselbe. [

Bemerkung 4.10. Der Ubersichtlichkeit halber verwenden wir im Folgenden
meist die Abkiirzungen Homeppy = Hom und Endppy = End. Jede Wahl
eines deformierten antidominanten Projektiven A(M) fir A € b, liefert
vermittels der Vorschrift V.= Vp = Home(p)(A()), ) einen exakten Funktor

V : O(D) — D*-Mod¢- D

9



der natiirlich nur auf O,(D) von Null verschieden ist. Ist weiter p € b3,
gegeben mit A — € X und W, D W, und wéhlen wir einen Isomorphismus
T A(p) = A(X), so kommutiert das Diagramm

Dt ®@ps D = End A(p)

l |
D ®ps D = End A()\)

mit der von der Einbettung D* C D* induzierten linken Vertikale und der
ﬁ&)ﬁrch T[L\ und unseren Isomorphismus induzierten rechten Vertikale, siehe
S0e92]. Halten wir so einen Isomorphismus fest und wihlen auerdem eine
Adjunktion (T7},T}), so erhalten wir Isomorphismen

Hom (A(y), T M) = Hom(T} A(p), M) = Hom(A(X), M)

die zusammen eine Aquivalenz von Funktoren definieren, bis auf die das
Diagramm

O,\(D) 5 D*-Mode- D

T | | res

O.(D) % Dr-Mode-D
kommutiert. Mithilfe der Adjunktionen finden wir auch eine Aquivalenz von
Funktoren, bis auf die das Diagramm

O.(D) % Dr-Mode-D

TAl jWDA®Du

m

O,\(D) 5 D*-Mode- D

kommutiert.

Bemerkung 4.11. Gegeben \, u € b}, mit ganzer Differenz kann man all-
gemeiner die Verschiebungen T} : O5(D) — O,(D) betrachten, die sich be-
kanntlich auch schreiben lassen als T} = T#TY fiir ein und jedes v € b, mit
ganzer Differenz zu A und p und der Eigenschaft W, = W, N W,. Bilden wir
DY = DWa"Wu € DI-Modc- D*, so koénnen wir unsere Diagramme zusam-
menfassen zum bis auf natiirliche Aquivalenz kommutierenden funktoriellen
Diagramm

O\(D) s p -Mode- D
TT lDK@DA

0,(D) —= D -Modc- D
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Gehen wir zu den Adjungierten der Vertikalen iiber, so erhalten wir auch ein
bis auf natiirliche Aquivalenz von Funktoren kommutierendes Diagramm

0, (D) —= Dt -Mode- D

Tgl lHomDu(Dg‘, )

Ox(D) —= D*-Modc- D
Theorem 4.12 (Struktursatz fiir deformierte Kippmoduln). Die Funk-
toren V sind volltreu auf deformierten Kippmoduln. Genauer gilt fiir beliebi-
ges A € B

1. Gegeben K € K\(D) und F € Ox(D) ein Objekt mit Ap-Fahne indu-
ziert V einen Isomorphismus

Hom, p(F, K) = Hompr_p(VEF, VK)

2. Gegeben K € IC\(D) und F € Ox(D) ein Objekt mit V p-Fahne indu-

ziert V einen Isomorphismus

Hom,_p(K, F) = Homps_p(VK, VF)

Bemerkun 3. In groBerer Allgemeinheit wird die erste Aussage als Theo-
rem 10 in %F_% gezeigt: Die Funktoren V sind sogar volltreu auf beliebigen
Objekten mit einer endlichen Filtrierung, bei der alle Subquotienten defor-
mierte Vermamoduln sind.

Bemerkung 4.14. Im nichtdeformierten Fall 7' = C ist der Funktor V volltreu
auf den Kippmoduln eines gegebenen Blocks. In der Tat liefert ja fiir jedes
maximale Ideal x C Z und beliebig vorgegebene projektive Funktoren F, G :
U/xU -mod — U -mod und einen beliebigen Vermamodul A mit yA = 0 das
Anwenden auf A eine Bijektion

Transy /v -mod— (F, G) = Homgy(FA,GA)

E)Gz&s Agsf%rd fiir projektive Vermamoduln bewiesen in HgBGSO und da nach
{B'G”G*%] die Einhiillende surjektiv auf die ad-endlichen Endomorphismen
jedes Vermamoduls geht, funktioniert der dort gegebene Beweis allgemeiner
fiir jeden Vermamodul. Die Einbettung eines einfachen Vermamoduls A, in
einen projektiven Vermamodul A, liefert also Bijektionen

Homg(FA., GA.) = Homg(FA,, GA,)

Da sie auch Bijektionen VFA, = VFA, liefert, folgt die Behauptung. Im
nichtdeformierten Fall kann jedoch von Volltreuheit auf Morphismen von
Kippmoduln zu dualen Vermamoduln oder von Vermamoduln zu Kippmo-
duln keine Rede sein.
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Beweis. Gegeben A\, u € b ., mit ganzer Differenz sei Dﬁ € D*-Modc- D*
der Bimodul D">"Wu_ Die vorhergehenden Uberlegungen zeigen, daf das
Diagramm

Homgy p(F, T{K) — Homy_p(T)F, K)
l l
Hotmpu_p(VE, VTV'K) Homp_p (VT F, VK)
l !

Hompu_p(VF,Homps(D;, VK)) — Homps_p(D; @p» VF,VK)

kommutiert, wenn wir die beiden unteren vertikalen Morphismen mithilfe
der eben eingefithrten natiirlichen Aquivalenzen erkliren und die waagerech-
ten Morphismen mithilfe der Adjunktionen. In diesem Diagramm sind alle
Morphismen mit Ausnahme der beiden oberen Vertikalen offensichtlich Iso-
morphismen. Ist die rechte obere Vertikale ein Isomorphismus, so mithin auch
die linke obere Vertikale. Gilt in anderen Worten unsere Behauptung fiir K,
so auch fur T{' K. Damit miissen wir sie nur fir K einen deformierten einfa-
chen Vermamodul priifen. Indem wir die Vermafahne von oben abarbeiten,
diirfen wir sogar annehmen, daf§ F' eine direkte Summe von Kopien eben die-
ses einfachen Verma-Moduls ist. In dem Fall ist aber die erste Behauptung
klar. Die zweite Behauptung zeigt man analog. O]

5 Geometrische Argumente

Notation 5.1. Bezeichne gMod-A die Kategorie der graduierten Rechtsmo-
duln iiber einem graduierten Ring A. Bezeichne Derg(X) bzw. Der,(X) die
aquivariante bzw. die dquivariante gegen die Pfeile beschrinkte derivierte
Kategorie zu einer komplexen algebraischen Varietdt X mit einer Operati-
on einer komplexen algebraischen Gruppe G und bezeichne Derg(F,G) die
Morphismen in diesen Kategorien.

Bemerkung 5.2. Wir arbeiten im folgenden in der Kohomologie stets mit
komplexen Koeffizienten. Seien ganz allgemein X eine komplexe algebrai-
sche Varietédt mit einer Operation einer algebraischen Gruppe B. Sei X =
[[,c4 Xa eine Stratifizierung in irreduzible lokal abgeschlossene glatte B-
stabile Untervarietdten derart, daf§ der Abschluf} jedes Stratums eine Verei-
nigung von Strata ist. Bezeichne |a| die Dimension von X, und C, = X,[|a|]
die “konstante perverse Garbe” in Derg(X,). Bezeichne weiter j, : X, — X
die Einbettung. Seien nun F,G € Derg(X) gegeben mit der Eigenschaft, dafl
fiir alle a € A gilt
F = @, fiCv]

Jag = @, 9.CV]

12
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in Derg(X,) fir geeignete f*, g% € N. Haben wir unter diesen Annahmen
zusitzlich fY =0 = g¥ fur v+ |a| ungerade und H%(X,) = 0 fiir v ungerade,
so induziert Hg f”ur alle * eine Injektion

Derp(F,G[#|) — Hom(HpF, HpG)

und die Dimensionen der homogenen Komponenten auf der linken Seite wer-
den gegeben durch die Formel

dim Derg(F,G[n]) = Z frgtdim HE(X,)

v—p+k=n, acA

Der Beweis lauft vollig analog zum Beweis von Proposition 3 auf Seite 404
von [[Soe01] und soll hier nicht wiederholt werden.

Bemerkung 5.3. Seien G O P = P, D B D T eine halbeinfache komplexe
algebraische Gruppe, eine Parabolische, eine Borel und ein maximaler Torus.
Seien W, ¢ W die Weylgruppen von P C G und sei L O T die Levi von
P. Wir lassen B x P operieren auf G vermittels der Vorschrift (b,p)g =
bgp~'. Bekanntlich wird der dquivariante Kohomologiering Hj,, p(G) mit dem
Zuriickholen ein Quotient von Hj, p(pt) = Hiy  (pt) = R ®c R fir R =
O(LieT) der Ring der reguldren Funktionen auf Lie T, graduiert durch die
Bedingung, dafi Linearformen homogen vom Grad Zwei sein sollen, und R* die
W, -Invarianten in R. Wir erhalten damit einen kanonischen Isomorphismus

c: R@zw R* = Hp, »(G)
So liefert die dquivariante Hyperkohomologie
Hp,p : Derg, p(G) — gMod- Hp, p(pt)

unter unserer Identifikation des &quivarianten Kohomologierings und der
Identifikation Der}, »(G) = Derj,(G/P) einen Funktor in die Z-graduierten
R-R'*-Bimoduln

Hp = Hj : Ders(G/P) — R-gMod- R

Betrachten wir in Der},(G/P) fiir z € W/W, nun den Schnittkohomologie-
komplex ZC, zum Abschlufl von Bz P/P. Sei C, die konstante perverse Garbe
auf ByB/P, die also als Komplex von gewohnlichen Garben im Grad —I(y)
konzentriert ist, und bezeichne j, : ByB/P — G/P die Einbettung.

Satz 5.4. Der Funktor Hp ist volltreu fiir Morphismen IC, — j,.Cy[n] und
JuiCy — ZCy[n] und IC, — IC,[n] in Derk(G/P).

13



Beweis. In fSoo_IéOl], Proposition 2, Seite 402 wird der Satz fiir Homomorphis-
men ZC, — ZCy[n] und P = B bewiesen. Ich werde im folgenden darlegen, in
welcher Weise der dort gegebene Beweis mit eher unwesentlichen Anderun-
gen auch diesen allgemeineren Satz zeigt. Zunéchst beschranken wir uns auf

Fall P = B. Nach Lemma 6 auf Seite 405 von loc.cit. in Verbindung mit
%st der Funktor im Lemma schon mal treu unddie Dimension der fragli-
chen Hom-Réaume ist bekannt. Nach Resultaten in [[Soe06] kennen wir jedoch
auch die Dimensionen der Hom-Raume im Bild und damit kénnen wir das
Arg t mit einem Dimensionsvergleich abschliefen. Genauer ergibt sich
mit die Formel

dimg Derp(ZCy, j,+Cyln]) = Y | nj, dimc HY,(ByB/B)

k+i=n

Hier werden die n;x gegeben als Koeffizienten von Kazhdan-Lusztig-Polynomen

und es gilt genauer
Z n;,zq_ipTy =C,

Yl

in Lusztig’s Notatiogen, fiir die Hecke-Algebra alias 3 n, ,0'H, = H, in
den Notationen aus [[S0e97]. Andererseits wird in loc.cit. Lemma 5, Seite 402

fiir P = B bewiesen, dafl die HgZC, gerade die speziellen Bimoduln
HpZC, = B,

sind, die in Hlscge%] und E%Oﬁch}iskutiert werden. Nun erinnern wir an den
graduierten Bimodul R, aus [Soe06], der frei ist vom Rang Eins von rechts
und von links mit ein- und demselben Erzeuger 1, im Grad Null und der
Eigenschaft r1, = 1,7¥ fiir ¥ = y~!(r), sowie an seine beiden in der Gradu-
ierung verschobenen Versionen A, = R,[—I(y)] und V,, = R, [I(y)]. Man zeigt
unschwer Hpj,.C, = V, und Hpj,C, = A,. Wir miissen also die Gleichheit
der Dimensionen

dim¢ Derg(ZC,, j,«Cyln|) = dime gModg_ (By, Vy[n])

B
zeigen. Nach fSoo_é%], Theorem 5.15 ist jedoch Modg_g(B;, V) graduiert frei
als R-Rechtsmodul, und notieren wir h;’m die Zahl der im Grad ¢ benétigten
Erzeuger, so liefert Theorem 5.3 von loc.cit. in der Hecke-Algebra die Formel

Co= D by Ty = 3l 'y
yew yeW
-K
in den Notationen von Lusztig bzw. von %@97]. In anderen Worten haben

wir h;m = n! , und wegen Hj5(ByB/B) = R ergibt sich die behauptete

y?"I" ’
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Gleichheit der Dimensionen in jedem Grad. Der zweite Fall folgt dual und
damit ist das Lemma im Fall P = B vollstidndig bewiesen. Im allgemeinen
Fall folgt die Treuheit unseres Funktors ganz genauso, aber fiir den Dimen-
sionsvergleich miissen wir uns noch etwas mehr anstrengen. Wir behandeln
hier nur die beiden Félle ZC — ZC und ZC — C, der verbleibende Fall kann
dual behandelt werden. Bezeichnet 7 : G/B — G/ P die Projektion, so haben
wir Hp7m, G = resﬁ:gb HgG und Hpn*F = HgF Q@i R. Damit erhalten wir
ein kommutatives Diagramm

Derg(F, .G [n]) - Derg(m*F, G [n])
! !
gMOdR_RL (HB]:, HBTI'*Q [n]) gMOdR_R(HBﬂ'*f, HBQ [n])

| |
gMody_p (HpF, resﬁ:ﬁL HpG [n]) — gModg_p(HpF @pr R,HpG [n])

und mit der rechten oberen Vertikalen mufl auch die linke Vertikale ein Iso-
morphismus sein. Damit folgen die beiden Félle ZC — ZC und ZC — C fiir
allgemeines P aus dem Fall P = B. O]

6 Singulidre Bimoduln

Bemerkung 6.1. Sei W eine endliche Gruppe von Automorphismen eines
endlichdimensionalen affinen Raums FE iiber Q, die von Spiegelungen erzeugt
wird, und sei S C W eine Wahl von einfachen Spiegelungen. Bezeichne R die
reguléren Funktionen auf dem Raum der Richtungsvektoren, graduiert durch
die Vorschri béilaﬁ lineare Funktionen homogen vom Grad 2 sein mogen. So
gibt es nach [Soe06] bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmte Z-graduierte
R-Bimoduln B, = B,(W) = B,(W, S, E) € R-gMod- R derart, daf gilt

1. Die B, sind unzerlegbar.
2. Fir e das neutrale Element ist B, = R.

3. Ist s € § eine einfache Spiegelung mit xs > x, so gibt es eine Zerlegung

B, ®p R(1] 2 B,y & €P m(y)B,
Uy)<l(=z)

fiir geeignete Vielfachheiten m(y) € N.
Im {ibrigen besteht nach loc.cit. der Endomorphismenring dieser Bimoduln

nur aus Skalaren, insbesondere bleiben sie unzerlegbar unter Erweiterung der
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Skalare. Sei nun S, C S eine Teilmenge der Menge der einfachen Spiegelun-
gen, W, = (S,) C W ihr Erzeugnis, w, € W, das lingste Element und R* der
Teilring der W,-Invarianten. So behaupten wir unter denselben Annahmen:

Lemma 6.2. Fiir jede Nebenklasse T € W/W, gibt es genau einen unzerleg-
baren Z-graduierten R-R'-Bimodul B. = BL(W,W,) € R-gMod- R* mit der
Figenschaft, daf$ fir x € W den lingsten Reprdsentanten der Nebenklasse T
qilt
resi % B, @ Bill(w,) — 21(2)]
zEW,

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, da§ YW
nur einen einzigen Fixpunkt hat. Da es sich nach Annahme um eine rationale
und mithin kristallographische Spiegelungsgruppe handelt, finden wir dann
G D B D T eine komplexe halbeinfache algebraische Gruppe G mit Borel B
und maximalem Torus 7" und Coxetersystem (W, S). Identifizieren wir in W-
dquivarianter %i_sE HZ(pt; Q) mit der homogenen Komponente R? von R,
so gibt es nach [Soe01] einen Isomorphismus von Z-graduierten R-Bimoduln

B, =~ HpIC(BzB/B)

Ist PefuP‘ eine Parabolische mit G D P D B, so zeigt der Zerlegungssatz

von [[BL94], angewandt auf die Projektion p : G/B — G/P, fiir  maximal
in seiner W,-Nebenklasse schnell die Existenz einer Zerlegung

p.IC(BxB/B) = P IC(BxP/P)[l(w,) — 21(z)]
zeWw,
in Der;(G/P). Andererseits haben wir aber Hp o p, = resh & oHp und die

HpZC(BxzP/P) sind unzerlegbar als graduierte R-R'-Bimoduln, da nach
die Skalare ihre einzigen Endomorphismen vom Grad < 0 sind. O]

7 Die Bimoduln zu Kippmoduln

Bemerkung 7.1. Gegeben y € W bezeichne Sy den Bimodul, der von links
schlicht § ist, von rechts jedoch die mit y getwistete Operation r1l, = 1,rY
von S tragt. Gegeben ein Bimodul B zu zwei kommutativen Ringen bezeichne
B den Bimodul, der daraus durch Vertauschen der Linksoperation mit der
Rechtsoperation entsteht.

Satz 7.2. Sei A € b}, und seien Wy C W5 C W wie in % Gegeben T €
W5 /Wy gilt fiir die Deformation des unzerlegbaren Kippmoduls mit hochstem
Gewicht wxx - X die Formel

VEg(wiT - \) = B @5 S,
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Bemerkung 7.3. Unsere Bimoduln Bj sind graduiert frei von endlichem Rang
tiber R, folglich ist R®g By schlicht der lings der Graduierung komplettierte
Bimodul und er trigt insbesondere eine Rechtsoperation von R*.

Beweis. Bekanntlich bleibt ein unzerlegbarer Kippmodul unzerlegbar, wenn
wir ihn aus Wénden riicken. Genauer gilt fiir A\, p € b, mit A+ X = p+ X
und W, = 1 und x € W5 maximal in seiner Nebenklasse ¥\ notwendig

T K (wse - A) = K (e - p)

Da T)T} eine Summe von |W,| Kopien des Indentitéitsfunktors ist, kénnen
wir uns beim Beweis des Satzes also auf den Fall A reguldr beschranken. Ist
x = st...r eine reduzierte Darstellung durch einfache Spiegelungen von W7y,
so kénnen wir dann K¢(wsx - A) induktiv charakterisieren als den unzerleg-
baren Summanden von

Oy .. 00, Ag(ws - A)

der nicht isomorph ist zu einem Kg(wyy - A) fir y < . Wenden wir V an, so
erhalten wir daraus den unzerleghbaren Summanden von

S®S’T‘§®§t‘§®§s'§wi

der nicht “schon vorher vorkam”. Das ist aber nach der Definition der spezi-
ellen Bimoduln genau B, ®g Suy; - O

8 Erginzungen zum Wechsel der Gruppe

Bemerkung 8.1. Fiir GG eine komplexe zusammenhéngende algebraische Grup-
pe setzen wir A = H*(BG). Ist X eine komplexe algebraische G-Varietit
und sind F,G € Derf;(X) Objekte der dquivarianten derivierten Kategorie,
so bilden wir den graduierten Ag-Modul

Derg(F,G[+]) = @ Derg(F, G[n))

Proposition 8.2. Seien G D H eine zusammenhdngende komplexe algebrai-
sche Gruppe und eine zusammenhdngende abgeschlossenen Untergruppe. Sei
X eine algebraische G-Varietit und seien F,G € Derg(X) konstruierbare
Komplexe. Ist Derg(F,G[x]) graduiert frei iber Ag, so induziert die offen-
sichtliche Abbildung eine Bijektion

Ap ®a, Derg(F,Glx]) = Dery(F, G[*])
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Beweis. Wir betrachten die konstante Abbildung k.. X — pt und den voll-
treuen Funktor ¢ : Derg(pt) — Ag-dgDer nach [BL94] und beachten

Derg(F,G[+]) = H*yck, Hom(F,G)

wo wir Hom(F,G) in Derf,(X) bilden und k. das direkte Bild in Derf(pt)
meint. Ist das nun ein freier Ag-Modul, so ist vgk. Hom(F,G) bereits qua-
siisomorph zu seiner Kohomologie und diese Kohomologie ist homotopiepro-
jektiv in Ag-dgMod . Mit em derivierten Funktor Ap®% 4. Ag-dgDer —
Ap -dgDer haben wir nach [BL94], 12.7.1 weiter kanonisch

Ay ®ﬁG oYg = Ym o rest
und bei homotopieprojektiven Objekten M € Ag-dgMod haben wir zusétz-

lich
Ap @5 M =Ap @4, M

Da k, und Hom mit der Restriktion der Gruppenoperation vertauschen, zeigt
das die Proposition. O

9 Geometrie der Filtrierung

Bemerkung 9.1. Gegeben ein Ring R, ein Ringhomomorphismus R — C|[[t]],
drei R-Moduln H, H', H"” und eine R-bilineare Abbildung

o:HxH — H'

konnen wir auf C|[[t]] ®g H eine Filtrierung erkléren durch die Vorschrift

F(C[f]] & H) = {h

o(h,h') € t'C[[t]] @r H" }
fir alle ' € Cl[t]] @ H'

und erhalten dann natiirlich auch eine induzierte Filtrierung auf C ®r H,
deren Subquotienten wir F*(C ®p H) notieren.

Bemerkung 9.2. Ist zum Beispiel S’Adie Komplettierung von S = O(h*) langs
der natiirlichen Graduierung und S — C][t]] die Restriktion auf die Gerade
tp wie in [3.2] so liefert die durch Komposition gegebene Paarung

Homg_s(Ag(A), Kg(p)) x Homy_g(Kg(n), Vg(A))
— Homg_g(Ag()\)y VSO‘))
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ie, Andersen-Filtrierung auf dem Raum Homg(A(N), K(i)), der ja durch
mit Hom  ¢(Ag(A), Kg(p)) ®4 C identifiziert werden kann. Natiirlich

gibt es auch ein p € S derart, dafl V einen Isomorphismus
Homy_5(A5(A), Vg(A)) = pHomg(VA4(A), VV (X))

induziert, und mit diesem p kénnen wir unsere Paarung umschreiben zu der
wieder durch Komposition gegebenen Paarung

HOHIS,\is(VAS(/\),VKS(,U,)) X HomSLS(VKSV(,u), VVg()\))

— pHomg_g(VAg(A), VV (X))
Hier kann ein mogliches p dadurch bestimmt werden, dafl unsere Paarung fiir
A = p eine surjektive Abbildung liefern mufl. Nun wechseln wir die Parame-
ter, wahlen A € bj_,, und notieren A\; = wsZ - A fir £ € W5/W,. Um uns

nicht hoffnungslos in der Notation zu verheddern, definieren wir weiter eine
Variante V von V durch die Vorschrift

VM = wa ®gW

so daB sich [7.2 vereinfacht zu VK o(Az) = Bé‘, wobei der Hut die Komplet-

tierung langs der Graduierung meint. Mit weniger Miihe priift man auch
VAs(Ag) 2 VV4(Ng) = 5)

in S-mod- S A, womit wieder der Bimodul gemeint ist, der von links schlicht
S ist, von rechts jedoch die mit § getwistete Operation r1, = 1,r¥ von S

tragt. Ersetzen wir also V durch V, so landen wir bis auf einen Twist der
S-Struktur um wy bei der Paarung

Homg_gA(gé\, B%‘) X Homg_so\ (Bé‘, 5’5‘)

— D1 HOIDS_SVA(S%‘, SA'Z;‘)
von S-Moduln und unsere Filtrierung entspricht eben der Filtrierung, die
sich hier ergibt, wenn wir unser S — C[[t]] dadurch abédndern, da§ wir es mit
wj vertwisten. Hier meint p; das Bild von p unter wy. Da es bei der Wahl
von p; eh nicht auf Einheiten von S ankommt, kénnen wir auch p; bereits

im noch nicht komplettierten Ring wéhlen, und die entsprechende Paarung
“vor Komplettierung”

H0m5_5A<S$, B%) X Homs_s)\ (B;‘, SZ;_)’\)
— D1 HOIIIS_SA (S;‘, Sé\)

liefert am Ende auch denselben filtrierten C-Vektorraum. Diese Paarung hin-
wiederum interpretieren wir nun geometrisch.
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Bemerkung 9.3. Bezeichnet X C h* das Gitter der ganzen Gewichte, so gibt
es ein Paar GY D TV bestehend aus einer reduktiven zusammenhingenden
komplexen algebraischen Gruppe mit einem maximalen Torus derart, daf3
X = X(TV) die Gruppe seiner Einparameteruntergruppen ist und daf fiir
ihre Weylgruppe gilt W(GY,TV) = W5. In GV wéhlen wir dann eine Borel
BY zu S N W5 und eine Parabolische P D BY zu W,. Bezeichnet nun

1C; = IC(BVzPY]PY)

den Schnittkohomologickomplex der entsprechenden Schubertvarietét und Cj
die konstante perverse Garbe auf BVyPY/PY, so haben wir B} = HpvZCs;
und unsere Paarung “vor Komplettierung” vom Schlufl der vorhergehenden
Bemerkung 148t sich mithilfe Von%interpretieren als die immer noch durch
Komposition gegebene Paarung

DerEv (jg!Cg, ICf) X Der*Bv (:Z-Ci, jg*Cg)

— Derpv (jpCy, j5Cy)
In der Tat mufl hier auf der rechten Seite kein p-Faktor ergénzt werden, da
der Riickzug auf die dicke Zelle rasch zeigt, dafl im Fall £ = y unsere Paarung
eine Surjektion liefert. Die Frage ist also, welchen filtrierten Vektorraum diese
Paarung von Apgv-Moduln liefert unter dem Homomorphismus Agv — CJt],
gerw(élurch die Einbettung C* — TV mit Parameter wyp gegeben wird. Nach

thrt uns jedoch die Spezialisierung auf C[t] zur durch Komposition ge-
gebenen Paarung

Derzjx (jg[C@,ICj) X Der?&x (IC:,—:, jﬂ*cﬂ)
— Dergx (jCy, 73+Cy)

Bezeichne § im Folgenden auch den Punkt yPY von GY/PV. Fiir ein ge-
eignetes Produkt U von Wurzelgruppen aus GV definiert die Multiplikation
u — uy eine Einbettung U — G /PV, deren Bild eine zur Zelle BYgP" /P
transversale Zelle ist, die unter unserem C* auf y kontrahiert wird. Setzen
wir Z = Uy N BYZPY/PV, so wird auch Z von C* auf y kontrahiert, und
bezeichnet a : Z — GY/PY die Einbettung, so wird das Restringieren auf Z
unsere Paarung von eben nicht #ndern. Setzen wir nun d = dim BYgP" /P
und bezeichnen mit j : pt — Z die Einbettung von ¢ und mit pt die kon-

[a¥)

stante Garbe auf einem Punkt, so erhalten wir a*j;Cy = j.pt[d] = a*j;.Cy
und a*ZC; = ZC[d] wird der verschobene Schnittkohomologickomplex ZC =
IC(Z) von Z und unsere Paarung verwandelt sich in die durch Komposition
gegebene Paarung

Dergx (j.pt, ZC) x Dergx (ZC, j.pt)
— Derfx (jupt, j«pt)
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Nun konnen wir den ersten unserer gepaarten Moduln identifizieren mit dem
Kohalm ;'ZC und den Zweiten mit dem Dualen des Halms j*ZC und unsere
Paarung liefert folglich denselben filtrierten Vektorraum wie die Einbettung
von freien C[t]-Moduln j'ZC — j*.'Z—% LJetzt besagt aber das “Fundamen-
tal example” aus Abschnitt 14 von [BL94] gerade, dafi der Kokern dieser
Einbettung identifiziert werden kann mit der Schnittkohomologie der projek-
tiven Varietit Z = (Z — {g})/C* verschoben um Eins, in Formeln also mit
IC(Z)[1], aufgefaBit als C[t]-Modul aufzufassen ist in der Weise, daf ¢ als der

schetzoperator wirkt. Der harte Lefschetz fiir die Schnittkohomologie aus
%‘%D&] sagt uns nun, daf} die fragliche Filtrierung auf C ®cyy j 'ZC iiberein-
stimmt mit der durch die Z-Graduierung gegebenen Filtrierung, und diese
kann bekanntlich durch Kazhdan-Lusztig-Polynome beschrieben werden. Ge-
nauer erhalten wir

Pi(C ey JI0) = HA('IC)
= r( ylil, JyIC )
= (]y‘c [i],ZCz)

und dieser Raum hat bekanntlich die Dimension h;m fiir y,x die lingsten
Repréasentanten von g, z. Das ist also auch die Dimension des i-ten Subquo-
tienten der Andersen-Filtrierung auf

Homg(A(Ng), K (Az))
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