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Dimensionen der einfachen Darstellungen einer
zusammenhangenden affinen algebraischen
Gruppe?

Dimensionen ihrer Gewichtsraume unter einem
maximalen Torus?

Charakteristik Null: WeylI'sche Charakterformel

Charakteristik positiv: Steinberg’s Tensorproduktsatz
und Lusztig-Vermutung
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Falls char k = p > 0 sind die k[X, Y](" selten einfach, zum
Beispiel ist kXP + kYP C k[X, Y] Unterdarstellung.
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Beliebige Charakteristik:

Einfache Darstellungen 5 N
von SL(2; k)
soc k[X, Y](™ — n

Aber
was sind die Dimensionen dieser Sockel? Und wie sieht
es bei allgemeinen Gruppen aus?



Far affine algebraische Gruppen G O B hat das
Restringieren einen Rechtsadjungierten, das Induzieren

res

G-Mod Z— B-Mod

ind

ind§ V = {f: G — V| f algebraisch B-aquivariant}
= { algebraische Schnitte in G xg V — G/B}
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Ab jetzt:

» k = k algebraisch abgeschlossener Kérper

» G D B zusammenhangende affine algebraische
Gruppe Uber k mit Borel’scher, zum Beispiel:
G = GL(r; k) O B obere Dreiecksmatrizen

» X =X(B) :={\: B— k* | A Homomorphismus}
das Gewichtegitter

> V(\) :=ind§ k, induzierte Darstellung zu \ € X

> Xt :={\e X|V(\) # 0} dominante Gewichte



Beispiel G = Sp(4; k)
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Xt dominaﬁte (.Eew.icht.e- L

X+ = {Einfache Darstellungen von G}

A = L(A\):i=s0cV(A)

V() wird beschrieben durch Weyl'sche Charakterformel
Fur chark = 0 gilt L(\) = V()
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Fir G = SL(2; k):
> B={(*°)} ist Borel'sche
> X =Zemite: B— k* gegeben durch (%) — ¢
> V(ne) = K[X, Y]

Falls chark = p > O:
» L[(ne) =V(ne)fallsn<p
» L(pe) C V(pe) alias kXP + KYP C K[X, Y]®)
» L(pe) = L(e)!"! Frobenius-Twist von L(¢)
» Beschreibung aller irreduziblen Charaktere durch
Steinberg’s Tensorproduktsatz



Steinberg’s Tensorproduktsatz:

G D Bund X D X' wieder allgemein.
Fir A € X betrachte p-adische Entwicklung

A=pDNg+ ...+ PX2+ PA1 + Ao

mit Ziffern \; in der fundamentalen Box, gegeben durch
Box:= {p € X* | (u, ") < p fur alle einfachen Wurzeln o}
So gilt

LN 2 L)Y ® ... @ L) @ L) e LX)

Hier meint LIl den Twist der Darstellung L mit der i-ten
Potenz des Frobenius-Automorphismus von GL(L).
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Die 9 Elemente der Box im Fall p = 3 fir G = Sp(4; k)
mitsamt den p\; flr Ay € Box

L()\) = L()\d)[d] ®... 8 L(/\g)[2] ® L()\1 )[1] ® L()\o)

Aber was sind die Charaktere, ja die Dimensionen
der L()\) fUr A € Box? Lusztig-Vermutung erst ab p = 5.
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Betrachte affine Weylgruppe W = W x (R)

p Halbsumme der positiven Wurzeln

Neue W-Operation x -, A := pxp~"(A +p) — p
Die Punkte x -, 0 aus der Box
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Lusztig-Vermutung

Fir x € W mit x -, 0 € Box und p so grof3,
daB z-,0 =0 = z =1 haben wir:

[L(x - 0)] = 32, (=1) I WIPyy wx(1) [V 5 0)]

Translationsprinzip: Diese [L(x -, 0)] liefern alle [L(\)] fir A € Box
Aber was sind die Kazhdan-Lusztig-Polynome Py, w.x?
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e Betrachte den freien Modul M := Z[v, v=1].A* Uber der Menge
AT der Alkoven in der dominanten Weylkammer

¢ Notation: Schreibe Koeffizienten in ihre Alkoven

e Elemente von Z[v, v-']A" heiBen ,Patterns”

e Erklare ausgezeichnete Patterns

MA = ZB mB7AB cA+ VZ[V].AJr
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M, =C+VvB+ Vv2A
[Lc] = [Ve] = [Va] + [Val c|p

e Sei M c M die kleinste Untergruppe, die A* enthélt
und stabil ist unter allen [s]

o M, € (A+ VZ[v]AT) N M eindeutig bestimmt fir A € A+



e Sei M c M die kleinste Untergruppe, die A* enthélt
und stabil ist unter allen [s]

o M, € (A+ VZ[v]AT) N M eindeutig bestimmt fir A € A+



e Sei M c M die kleinste Untergruppe, die A* enthélt
und stabil ist unter allen [s]

o M, € (A+ VZ[v]AT) N M eindeutig bestimmt fir A € A+



Viv | V341

e Sei M c M die kleinste Untergruppe, die A* enthélt
und stabil ist unter allen [s]

o M, € (A+ VZ[v]AT) N M eindeutig bestimmt fir A € A+



VeV | V41

e Sei M c M die kleinste Untergruppe, die A* enthélt
und stabil ist unter allen [s]

o M, € (A+ VZ[v]AT) N M eindeutig bestimmt fir A € A+



V3 | Ve

e Sei M c M die kleinste Untergruppe, die A* enthélt
und stabil ist unter allen [s]

o M, € (A+ VZ[v]AT) N M eindeutig bestimmt fir A € A+



Ve V2

Mp =D+ vC+ v?B+ v3A

[Lo] = [Vo] = [Vl + [Va] - [Va] c|p

e Sei M c M die kleinste Untergruppe, die A* enthélt
und stabil ist unter allen [s]

o M, € (A+ VZ[v]AT) N M eindeutig bestimmt fir A € A+



Ve V2

Mp =D+ vC+ v?B+ v3A

[Lo] = [Vo] = [Vl + [Va] - [Va] c|p

e Sei M c M die kleinste Untergruppe, die A* enthélt
und stabil ist unter allen [s]

o M, € (A+ VZ[v]AT) N M eindeutig bestimmt fir A € A+



Ve V2
Mp =D+ vC+ v?B+ v3A
[Lo] = [Vo] = [Vl + [Va] - [Va] c|p
A B
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