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Teil A

Grundlagen






Kapitel I

Allgemeine Grundlagen

Hier habe ich Notationen und Begriffsbildungen zusammengefaf3t, von
denen ich mir vorstelle, dafl sie zu Beginn des Studiums in enger
Abstimmung zwischen den beiden Grundvorlesungen erklért werden konnten.
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10 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUNDLAGEN

1 Einstimmung

1.1 Vollstiandige Induktion und binomische Formel

Satz 1.1.1. Fir jede natirliche Zahln > 1 gilt 1+2+ ...+ n = w

Beweis. Bei diesem Beweis sollen Sie gleichzeitig das Beweisprinzip der voll-
standigen Induktion lernen. Wir bezeichnen mit A(n) die Aussage, daf
die Formel im Satz fiir ein gegebenes n gilt, und zeigen

Induktionsbasis: Die Aussage A(1) ist richtig. In der Tat gilt die Formel
1 — 1041

S
Induktionsschritt: Aus A(n) folgt A(n + 1). In der Tat, unter der An-

nahme, dafl unsere Formel fiir ein gegebenes n gilt, der sogenannten
Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung, rechnen wir

14+24+...4n+(n+1) = _"(”2“) + _2(”;1)
(n+2)(n+1)
2

(n+1)((n+1)+1)
2

und folgern so, dafl die Formel auch fiir n + 1 gilt.

Es ist damit klar, dafl unsere Aussage A(n) richtig ist alias daf unsere Formel
gilt fiir allen=1,2,3,.... n

Bemerkung 1.1.2. Dieser Beweis stiitzt sich auf unser intuitives Verstdndnis
der natiirlichen Zahlen. Man kann das Konzept der natiirlichen Zahlen auch
formal einfithren und so die natiirlichen Zahlen in gewisser Weise “besser”
verstehen. Das mogen Sie in der Logik lernen.

Bemerkung 1.1.3. Es herrscht keine Einigkeit in der Frage, ob man die Null
eine natiirliche Zahl nennen soll. In diesem Text ist stets die Null mit gemeint,
wenn von natiirlichen Zahlen die Rede ist. Wollen wir die Null dennoch aus-
schlieflen, so sprechen wir wie oben von einer “natiirlichen Zahl n > 1.

Bemerkung 1.1.4. Ich will kurz begriinden, warum es mir natiirlich scheint,
auch die Null eine natiirliche Zahl zu nennen: Hat bildlich gesprochen jedes
Kind einer Klasse einen Korb mit Apfeln vor sich und soll seine Apfel zéhlen,
so kann es ja durchaus vorkommen, daf in seinem Korb gar kein Apfel liegt,
weil es zum Beispiel alle seine Apfel bereits gegessen hat. In der Begrifflich-
keit der Mengenlehre ausgedriickt, die wir in 2.1 einfithren werden, mufl man
die leere Menge endlich nennen, damit jede Teilmenge einer endlichen Men-
ge wieder endlich ist. Will man dann erreichen, dafl die Kardinalitiat jeder
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endlichen Menge eine natiirliche Zahl ist, so darf man die Null nicht aus den
natiirlichen Zahlen herauslassen.

Bemerkung 1.1.5. Man kann sich den Satz anschaulich klar machen als eine
Formel fiir die Fliache eines Querschnitts fiir eine Treppe der Lénge n mit
Stufenabstand und Stufenhohe eins. In der Tat bedeckt ein derartiger Quer-
schnitt ja offensichtlich ein halbes Quadrat der Kantenlénge n nebst n halben
Quadraten der Kantenlédnge 1. Ein weiterer Beweis geht so:

1+2+...4n = 1/2 + 2/2 +... +n/2
+n/2 +(n—-1)/2 +... +1/2
I R R

= nn+1)/2

Ich will diesen Beweis benutzen, um eine neue Notation einzufiihren.

Definition 1.1.6. Gegeben ay, as, ..., a, schreiben wir
Zai:a1+a2—|—...+an
i=1

Das Symbol ) ist ein grofies griechisches S und steht fiir “Summe”. In diesem
und &dhnlichen Zusammenhéngen heiflen a4, ..., a, die Summanden und 7
heifit der Laufindex, weil er eben etwa in unserem Fall von 1 bis n lduft.

Bemerkung 1.1.7. Das Wort “Definition” kommt aus dem Lateinischen und
bedeutet “Abgrenzung”. In Definitionen versuchen wir, die Bedeutungen von
Symbolen und Begriffen so klar wie moglich festzulegen.

Beispiel 1.1.8. In der ) -Notation liest sich der in 1.1.5 gegebene Beweis so:

Z?:ﬂ = Z?:l % + Z?:l %
und nach Indexwechsel ¢ = n + 1 — k hinten
= Z?:l % + Zzzl n+;_k
dann mache k zu 7 in der zweiten Summe
= Z?:l % + Z?:l %H
und nach Zusammenfassen beider Summen
= Z?:l nTH
ergibt sich offensichtlich
= n("3)
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Definition 1.1.9. In einer dhnlichen Bedeutung wie > verwendet man auch
das Symbol [], ein grofies griechisches P, fiir “Produkt” und schreibt

n
| |ai:a1a2...an
i=1

Die aq, ..., a, heilen in diesem und dhnlichen Zusammenhéngen die Fakto-
ren des Produkts.

Definition 1.1.10. Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 definieren wir die Zahl
n! (sprich: n Fakultét) durch die Formel

n

n!zl-?-...-n:Hi

=1

Wir treffen zusétzlich die Vereinbarung 0! = 1 und haben also 0! =1, 1! =1,
2 =2, 3! =6, 4! = 24 und so weiter.

1.1.11. Wir werden in Zukunft noch &fter Produkte mit iiberhaupt keinem
Faktor zu betrachten haben und vereinbaren deshalb gleich hier schon, daf3
Produkten, bei denen die obere Grenze des Laufindex um eins kleiner ist als
seine untere Grenze, der Wert 1 zugewiesen werden soll. Ebenso vereinbaren
wir auch, dafl Summen, bei denen die obere Grenze des Laufindex um Eins
kleiner ist als seine untere Grenze, der Wert 0 zugewiesen werden soll.

Satz 1.1.12 (Bedeutung der Fakultit). Es gibt genau n! Mdéglichkeiten,
n voneinander verschiedene Objekte in eine Rethenfolge zu bringen.

Beispiel 1.1.13. Es gibt genau 3! = 6 Moglichkeiten, die drei Buchstaben a, b
und c in eine Reihenfolge zu bringen, ndmlich

abc bac cab
acb beca cba

In gewisser Weise stimmt unser Satz sogar fiir n = 0: In der Terminologie,
die wir in III.1.2 einfithren werden, gibt es genau eine Anordnung der leeren
Menge.

Beweis. Hat man n voneinander verschiedene Objekte, so hat man n Mog-
lichkeiten, ein Erstes auszusuchen, dann (n — 1) Mdoglichkeiten, ein Zweites
auszusuchen und so weiter, bis schliefllich nur noch eine Moglichkeit bleibt,
ein Letztes auszusuchen. Insgesamt haben wir also in der Tat wie behauptet
n! mogliche Reihenfolgen. [
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Definition 1.1.14. Wir definieren fiir beliebiges n und jede natiirliche Zahl
k die Binomialkoeffizienten (}) (sprich: n iiber k) durch die Regeln

k-1 :
n n—j nn-1)... m—k+1) .. n
<k) LU=~ R 1 ek = Tund |

Der Sonderfall & = 0 wird im Ubrigen auch durch unsere allgemeine Formel
gedeckt, wenn wir unsere Konvention 1.1.11 beherzigen. Im Lichte des fol-
genden Satzes schlage ich vor, die Binomialkoeffizienten (Z) statt “n iiber k”
inhaltsreicher “k aus n” zu sprechen.

Satz 1.1.15 (Bedeutung der Binomialkoeffizienten). Gegeben natiirliche
Zahlen n und k gibt es genau (Z) Mdéglichkeiten, aus n voneinander verschie-
denen Objekten k Objekte auszuwdhlen.

Beispiel 1.1.16. Es gibt genau (;1) = % = 6 Moglichkeiten, aus den vier

Buchstaben a, b, ¢, d zwei auszuwéahlen, ndmlich

a,b b,c cd
a,c b.d
a,d

Beweis. Wir haben n Moglichkeiten, ein erstes Objekt auszuwéhlen, dann
n — 1 Moglichkeiten, ein zweites Objekt auszuwéhlen, und so weiter, also
insgesamt n(n — 1)...(n — k + 1) Moglichkeiten, k Objekte der Reihe nach
auszuwahlen. Auf die Reihenfolge, in der wir ausgewéhlt haben, kommt es
uns aber gar nicht an, jeweils genau k! von unseren n(n —1)...(n — k + 1)
Moglichkeiten fithren also nach 1.1.12 zur Auswahl derselben k& Objekte. Man
bemerke, dafl unser Satz auch im Extremfall £ = 0 noch stimmt, wenn wir ihn
geeignet interpretieren: In der Terminologie, die wir gleich einfiihren werden,
besitzt in der Tat jede Menge genau eine nullelementige Teilmenge, ndmlich
die leere Menge. O

Bemerkung 1.1.17. Offensichtlich gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n > k

die Formel
ny n! B n
k)  kKn—-k)! \n—k

Das folgt einerseits sofort aus der formalen Definition und ist andererseits
auch klar nach der oben erklarten Bedeutung der Binomialkoeffizienten: Wenn
wir aus n Objekten k Objekte auswihlen, so bleiben n — &k Objekte iibrig. Es
gibt demnach gleichviele Moglichkeiten, k& Objekte auszuwéhlen, wie es Mog-
lichkeiten gibt, n — k Objekte auszuwihlen. Wir haben weiter (Z) = (g) =1
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fiir jede natiirliche Zahl n > 0 sowie (71‘) = (7:1) = n fiir jede natiirliche Zahl
n>1.

Definition 1.1.18. Wie in der Schule setzen wir a* = Hle a und verstehen

im Lichte von 1.1.11 also insbesondere ¢ = 1.

Satz 1.1.19. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt die binomische Formel

(a+b)" = Zn: (Z) a" o F

k=0

Erster Beweis. Beim Ausmultiplizieren erhalten wir so oft a*b" %, wie es
Méglichkeiten gibt, aus unseren n Faktoren die k£ Faktoren (a + b) auszusu-
chen, “in denen wir beim Ausmultiplizieren das b nehmen”. Dieses Argument

werden wir in 2.1.17 noch besser formulieren. O

Zuweiter Beweis. Dieser Beweis ist eine ausgezeichnete Ubung im Umgang
mit unseren Symbolen und mit der vollstdndigen Induktion. Er scheint mir
jedoch auch in einer fiir Beweise durch vollsténdige Induktion typischen Weise
undurchsichtig. Zunéchst priifen wir fiir beliebiges n und jede natiirliche Zahl

k > 1 die Formel
n L ny n+1
k—1 k) k

durch explizites Nachrechnen. Dann geben wir unserer Formel im Satz den
Namen A(n) und priifen die Formel A(0) und zur Sicherheit auch noch A(1)
durch Hinsehen. Schlieflich gilt es, den Induktionsschritt durchzufiithren als
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da heiit A(n + 1) aus A(n) zu folgern. Dazu rechnen wir

(a+b)" = (a+0b)(a+b)"

und mit der Induktionsvoraussetzung
= (D) S (e

und durch Ausmultiplizieren
= Yoo (a4 3T () atbr i

und Indexwechsel £ =i — 1 in der ersten Summe
= X (a3 () aten

dann mit & statt ¢ und Absondern von Summanden
= a""0 + 37, (kﬁl) at b4

+3 0 () afor Rt 4 alpn

und nach Zusammenfassen der mittleren Summen
= g0 + 22:1 (n;rl) akbnfk+1 4 aOpnt1

und Einbeziehen der abgesonderten Summanden

= S () ate

und folgern so tatséichlich A(n + 1) aus A(n). O

Bemerkung 1.1.20. Die Formel (kfl) + (Z) = (":1) fir £ > 1 kann man
zur effektiven Berechnung der Binomialkoeffizienten mit dem sogenannten

Pascal’schen Dreieck benutzen: Im Schema

seien die Einsen an den Réandern vorgegeben und eine Zahl in der Mitte
berechne sich als die Summe ihrer beiden oberen “Nachbarn”. Dann stehen in
der (n+ 1)-ten Zeile der Reihe nach die Binomialkoeffizienten (7)) =1, (7) =
n,... bis (nfl) =n, (Z) = 1.

1.2 Fibonacci-Folge und Vektorraumbegriff
Beispiel 1.2.1. Die Fibonacci-Folge

0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...



1. EINSTIMMUNG 17

ensteht, indem man mit xp = 0 und z; = 1 beginnt und dann jedes weitere
Folgenglied als die Summe seiner beiden Vorgéinger bildet. Wir suchen nun
fiir die Glieder dieser Folge eine geschlossene Darstellung. Dazu vereinba-
ren wir, da} wir Folgen xg, x1, xo, ... mit der Eigenschaft z, = x,_1 + x,,_»
fir n = 2,3,4,... Folgen vom Fibonacci-Typ. nennen wollen. Kennen
wir die beiden ersten Glieder einer Folge vom Fibonacci-Typ, so liegt na-
tiirlich bereits die gesamte Folge fest. Nun bemerken wir, daf§ fiir jede Folge
Xo, X1, Ta, ... vom Fibonacci-Typ und jedes a auch die Folge axg, axq, axs, . ..
vom Fibonacci-Typ ist, und dafl fiir jede weitere Folge yo,y1,¥y2,... vom
Fibonacci-Typ auch die gliedweise Summe (2o + yo), (€1 + 1), (T2 + y2), - - -
eine Folge vom Fibonacci-Typ ist. Der Trick ist dann, danach zu fragen, fiir
welche 3 die Folge z; = [3° vom Fibonacci-Typ ist. Das ist ja offensichtlich
genau dann der Fall, wenn gilt 1 4+ 3 = (32, als da heif}t fiir 3, = %(1 +/5).
Fiir beliebige ¢, d ist mithin die Folge

z; = cf +dpL

vom Fibonacci-Typ, und wenn wir ¢ und d bestimmen mit 2o = 0 und z; = 1,
so ergibt sich eine explizite Darstellung unserer Fibonacci-Folge. Wir suchen
also ¢ und d mit

0 = c+d

= c((1+VE) +d(31-5)

und folgern leicht ¢ = —d und 1 = ¢/5 alias ¢ = 1/V/5 = —d. Damit
ergibt sich schliellich fiir unsere urspriingliche Fibonacci-Folge die explizite

Darstellung ' '
1 (1+v5) 1 (1-5)
ri=—7=|—7F—| ——
Vi 2 Vi 2

Ubung 1.2.2. Kann man fiir jede Folge xo, 21, ... vom Fibonacci-Typ Zahlen
¢,d finden mit z; = ¢f’. +dS" fiir alle ? Finden Sie eine geschlossene Darstel-
lung fiir die Glieder der Folge, die mit 0, 0, 1 beginnt und dem Bildungsgesetz
Tp = 2%, 1+ x,_o — 2x,_3 gehorcht.

Beispiel 1.2.3. Wir betrachten ein lineares Gleichungssytem der Gestalt

Q1171 + Q9T+ ... +Oélml'm = 0
91T, + Qoo+ ... +a2mxm = 0
0121 + 0o+ ... topmT, = 0

Wie man zu vorgegebenen o;; fiir 1 < ¢ < nund 1 < j < m die Menge
L aller Losungen (x4, ..., z,,) ermittelt, sollen sie spéter in dieser Vorlesung
lernen. Zwei Dinge aber sind a priori klar:
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1. Sind (21,...,2,) und (2f,...,2),) Losungen, so ist auch ihre kompo-

rY'm

nentenweise Summe (x1 + 2}, ..., 2z, + ) eine Losung;

2. Ist (x1,...,2,) eine Losung und « eine reelle Zahl, so ist auch das
komponentenweise Produkt (axq, ..., azx,,) eine Losung.

Beispiel 1.2.4. Wir betrachten die Menge aller Funktionen f : R — R, die
zweimal differenzierbar sind und der Differentialgleichung

fr=-1f

geniigen. Losungen sind zum Beispiel die Funktionen sin, cos, die Nullfunk-
tion oder auch die Funktionen f(z) = sin(z + a) fiir konstantes a. Wie man
die Menge L aller Losungen beschreiben kann, sollen Sie nicht hier lernen.
Zwei Dinge aber sind a priori klar:

1. Mit f und g ist auch die Funktion f 4 g eine Losung;
2. Ist f eine Losung und « eine reelle Zahl, so ist auch af eine Losung.

Beispiel 1.2.5. Wir betrachten die Gesamtheit aller Parallelverschiebungen
der Tafelebene. Graphisch stellen wir solch eine Parallelverschiebung dar
durch einen Pfeil von irgendeinem Punkt zu seinem Bild unter der Verschie-
bung. Im folgenden Bild stellen also alle Pfeile dieselbe Parallelverschiebung
dar:

S/
/

Was fiir ein Ding diese Gesamtheit P aller Parallelverschiebungen eigentlich
ist, scheint mir recht undurchsichtig, aber einige Dinge sind a priori klar:

1. Sind p und ¢ Parallelverschiebungen, so ist auch ihre “Hintereinander-
ausfithrung” p o ¢, sprich “p nach ¢” eine Parallelverschiebung.

2. Ist a eine reelle Zahl und p eine Parallelverschiebung, so konnen wir eine
neue Parallelverschiebung ap bilden, das “a-fache von p”. Bei negativen
Vielfachen vereinbaren wir hierzu, daf eine entsprechende Verschiebung
in die Gegenrichtung gemeint ist.

3. Fiithren wir eine neue Notation ein und schreiben fiir die Hintereinander-
ausfithrung po g = p+ ¢, so gelten fiir beliebige Parallelverschiebungen
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Die Hintereinanderausfithrung der beiden Parallelverschiebungen der Tafel-
oder hier vielmehr der Papierebene, die durch die durchgezogenen Pfeile
dargestellt werden, wird die durch die gestrichelten Feile dargestellt.
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p, q,r der Tafelebene und beliebige reelle Zahlen «, § die Formeln

(erqH—r = p+(q+r)
ptqg = q+p
aBp) = (aB)p
(a+8)p = (ap)+ (Bp)
alp+q) = (ap)+ (agq)

Will man sich die Gesamtheit aller Parallelverschiebungen der Tafelebene
anschaulich machen, so tut man im Ubrigen gut daran, einen Punkt als
“Ursprung” auszuzeichnen und jede Parallelverschiebung mit dem Punkt der
Tafelebene zu identifizieren, auf den unsere Parallelverschiebung diesen Ur-
sprung abbildet.

Beispiel 1.2.6. Analoges gilt fiir die Gesamtheit der Parallelverschiebung des
Raums und auch fiir die Gesamtheit aller Verschiebungen einer Geraden und,
mit noch mehr Mut, fiir die Gesamtheit aller Zeitspannen.

Bemerkung 1.2.7. Die Formeln unserer kleinen Formelsammlung von eben
gelten ganz genauso auch fiir die Losungsmenge unserer Differentialgleichung
f" = —f, wenn wir f 4+ g = f + g verstehen, fiir die Losungsmenge unseres
linearen Gleichungssystems, wenn wir

(X1, yam) (2], 2)) = (o1 + 2, .z + 7))

verstehen, und fiir die Menge aller Folgen vom Fibonacci-Typ, wenn wir
dhnlich die Summe + zweier Folgen erkliren. Das erste Ziel der folgenden
Vorlesungen iiber lineare Algebra ist es, einen abstrakten Formalismus auf-
zubauen, dem sich alle diese Beispiele unterordnen. Wir verfolgen damit zwei
Ziele gleichzeitig:

1. Unser abstrakter Formalismus soll uns dazu verhelfen, die uns als Augen-
tieren und Nachkommen von Astehiipfern angeborene riaumliche Anschauung
nutzbar zu machen zum Versténdnis der bis jetzt gegebenen Beispiele und
der vielen weiteren Beispiele von Vektorrdumen, denen Sie im Verlauf Thres
Studiums noch begegnen werden. So werden sie etwa lernen, dafl man sich die
Menge aller Folgen vom Fibonacci-Typ durchaus als Ebene vorstellen darf
und die Menge aller Folgen mit vorgegebenem Folgenglied an einer vorgege-
benen Stelle als eine Gerade in dieser Ebene. Suchen wir also alle Folgen vom
Fibonacci-Typ mit zwei vorgegebenen Folgengliedern, so werden wir im all-
gemeinen genau eine derartige Losung finden, da sich eben zwei Geraden in
der Ebene im allgemeinen in genau einem Punkt schneiden. In diesem Licht
betrachtet soll der abstrakte Formalismus uns also helfen, formale Fragestel-
lungen der Anschauung zugénglich zu machen. Ich denke, diese Nahe zur
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Anschauung ist auch der Grund dafiir, daf§ die lineare Algebra meist an den
Anfang des Studiums gestellt wird: Von der Schwierigkeit des Formalismus
her gesehen gehort sie ndmlich keineswegs zu den einfachsten Gebieten der
Mathematik, hier wiirde ich eher an Gruppentheorie oder Graphentheorie
oder dergleichen denken.

2. Unser abstrakter Formalismus soll so unmifiverstandlich sein und seine
Spielregeln so klar, daf3 Sie in die Lage versetzt werden, alles nachzuvollzie-
hen und mir im Prinzip und vermutlich auch in der Realitdt Fehler nachzu-
weisen. Schwammige Begriffe wie “Tafelebene” oder “Parallelverschiebung des
Raums” haben in einem solchen Formalismus keinen Platz mehr. In diesem
Licht betrachtet verfolgen wir mit dem Aufbau des abstrakten Formalismus
auch das Ziel einer groflen Vereinfachung durch Reduktion auf die Beschrei-
bung einiger weniger Aspekte der uns umgebenden in ihrer Komplexitéit kaum
prazise faBbaren Wirklichkeit.

Als Motivation fiir den weiteren Fortgang der Vorlesungen iiber lineare Al-
gebra formuliere ich nun ohne Riicksicht auf noch unbekannte Begriffe und
Notationen die abstrakte Definition eines reellen Vektorraums.

Definition 1.2.8. Ein reeller Vektorraum ist ein Tripel bestehend aus
den folgenden drei Dingen:

1. Einer Menge V;

2. Einer Verkniipfung V xV — V| (v, w) — v+w, die V zu einer abelschen
Gruppe macht;

3. Einer Abbildung R x V' — V| (a,v) — aw,

derart, daf fiir alle o, # € R und alle v,w € V gilt:

a(fv) = (af)v
(@+ B = (av)+(6v)
a(vl-I— w) = (aw)+ (aw)

Bemerkung 1.2.9. Hier ist nun viel zu kldren: Was ist eine Menge? Eine
Verkniipfung? Eine abelsche Gruppe? Eine Abbildung? Was bedeuten die
Symbole x,— +, &€ R? Wir beginnen in der néchsten Vorlesung mit der
Klarung dieser Begriffe und Notationen.
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2 Naive Mengenlehre

2.1 Mengen

Bemerkung 2.1.1. Beim Arbeiten mit reellen Zahlen oder rdumlichen Gebil-
den reicht auf der Schule ein intuitives Verstiandnis meist aus, und wenn die
Intuition in die Irre fiihrt, ist ein Lehrer zur Stelle. Wenn Sie jedoch selbst
unterrichten oder etwas beweisen wollen, reicht dieses intuitive Verstdndnis
nicht mehr aus. In dieser Darstellung wird deshalb zundchst der Begriff der
reellen Zahlen und auch der Begriff des Raums zurickgefihrt auf Grund-
begriffe der Mengenlehre, den Begriff der rationalen Zahlen und elementare
Logik. Bei der Arbeit mit diesen Begriffen fiithrt uns die Intuition nicht so
leicht in die Irre, wir geben uns deshalb mit einem intuitiven Verstédndnis
zufrieden und verweisen jeden, der es noch genauer wissen will, auf eine Vor-
lesung iiber Logik. Wir beginnen mit etwas intuitiver Mengenlehre.

Bemerkung 2.1.2. Nach dem Begriinder der Mengenlehre Georg Cantor ist
eine Menge eine

Zusammenfassung M von bestimmten, wohlunterschiedenen Ob-
jekten m, m’, m”, ... unseres Denkens oder unserer Anschauung
zu einem Ganzen.

Diese Objekte nennen wir die Elemente der Menge. Verbinden wir mit ei-
ner Menge eine geometrische Vorstellung, so nennen wir ihre Elemente auch
Punkte und die Menge selbst einen Raum. Ein derartiges Herumgerede ist
natiirlich keine formale Definition, aber das Ziel dieser Vorlesung ist auch
nicht die formale Begriindung der Mengenlehre, die Sie spéter in der Logik
kennenlernen kénnen. Sie sollen vielmehr die Bedeutung dieser Worte intuitiv
erfassen wie ein Kleinkind, das Sprechen lernt: Indem sie mir und anderen
Mathematikern zuhoren, wie wir mit diesen Worten sinnvolle Sétze bilden,
uns nachahmen, und beobachten, welchen Effekt Sie damit hervorrufen. Un-
ter anderem dazu sind die Ubungsgruppen da.

Beispiele 2.1.3. Endliche Mengen gibt man oft durch eine vollstindige Lis-
te ihrer Elemente in geschweiften Klammern an, zum Beispiel in der Form
X ={x1,x9,...,2,}. Die Elemente diirfen mehrfach genannt werden und es
kommt nicht auf die Reihenfolge an, in der sie genannt werden. So haben wir
also {1,1,2} = {2,1}. Die Aussage “z ist Element von X” wird mit =z € X
abgekiirzt, ihre Verneinung “z ist nicht Element von X” mit x ¢ X. Es gibt
auch die sogenannte leere Menge () = { }, die gar kein Element enthélt.
Andere Beispiele sind die Menge der natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,...},
die Menge der ganzen Zahlen Z = {0,1,—1,2,—2,...} und die Menge
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der rationalen Zahlen Q = {p/q | p,q € Z,q # 0}. Deren Name kommt
von lateinisch “ratio” fiir “Verhéltnis”. Man beachte, da} wir auch hier Ele-
mente mehrfach genannt haben, es gilt ja p/g = p'/q’ genau dann, wenn
pq’ = p'q. Auf deutsch bezeichnet man die rationalen Zahlen manchmal auch
als Bruchzahlen.

Bemerkung 2.1.4. In Texten, in deren Konventionen die Null keine natiirliche
Zahl ist, verwendet man meist die abweichenden Notationen N fiir die Menge
{1,2,...} und Ny fiir die Menge {0,1,2,...}. Die in diesem Text verwendete
Notation N = {0,1,2,...} stimmt mit der internationalen Norm ISO 31-11
iiberein.

Definition 2.1.5. Eine Menge Y heifit Teilmenge einer Menge X genau
dann, wenn jedes Element von Y auch ein Element von X ist. Man schreibt
dafiir Y C X oder X D Y. Zum Beispiel gilt stets ) C X und {z} C X ist
gleichbedeutend zu x € X. Zwei Teilmengen einer gegebenen Menge, die kein
gemeinsames Element haben, heiflen disjunkt.

Bemerkung 2.1.6. Diese Notation weicht ab von der internationalen Norm
I[SO 31-11, die statt unserem C das Symbol C vorschldagt. In den Konven-
tionen von ISO 31-11 hat das Symbol C abweichend die Bedeutung einer
echten, d.h. von der ganzen Menge verschiedenen Teilmenge, fiir die wir die
Bezeichnung ; verwenden werden. Meine Motivation fiir diese Abweichung
ist, daf§ das Symbol fiir beliebige Teilmengen sehr héufig und das fiir echte
Teilmengen nur sehr selten vorkommt.

Definition 2.1.7. Wir vereinbaren, dafl wir auch die leere Menge endlich
nennen wollen, damit jede Teilmenge einer endlichen Menge auch wieder
endlich ist. Die Zahl der Elemente einer endlichen Menge X nennen wir ihre
Kardinalitdt oder Méchtigkeit und notieren sie | X| oder card(X). Ist X
unendlich, so schreiben wir kurz | X | = oo und ignorieren in unserer Notation,
daB auch unendliche Mengen “verschieden grof3” sein kénnen, fiir ein Beispiel
siche II1.2.3.5. Fiir endliche Mengen X ist demnach ihre Kardinalitét stets
eine natiirliche Zahl | X| € N und |X| = 0 ist gleichbedeutend zu X = {).

Definition 2.1.8. Oft bildet man neue Mengen als Teilmengen bestehender
Mengen und schreibt Y = {x € X | z hat eine gewisse Eigenschaft}. Zum
Beispiel gilt N = {a € Z | a > 0} oder {0,1} = {a € N | a®* = a}. Eine
Variante dieser Notation soll hier nur mit zwei Beispielen erklart werden:
{2a | a € N} bezeichnet die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen, {ab |
a,b € Nya > 2,b > 2} die Menge aller natiirlichen Zahlen, die nicht prim
und auch nicht Null oder Eins sind.
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Definition 2.1.9. Es ist auch erlaubt, die “Menge aller Teilmengen” einer
gegebenen Menge X zu bilden. Sie heifit die Potenzmenge von X und wird
mit P(X) bezeichnet.

Bemerkung 2.1.10. Ist X eine endliche Menge, so ist auch ihre Potenzmenge
endlich und es gilt |P(X)| = 2|, Fiir X = {1,2} besteht zum Beispiel P(X)
aus vier Elementen und genauer gilt P(X) = {0, {1}, {2}, {1,2}}.

Definition 2.1.11. Gegeben zwei Mengen X, Y konnen wir auf verschiedene
Arten neue Mengen bilden:

1. Die Vereinigung X UY = {z | z € X oder z € Y}, zum Beispiel ist
(1,2} U{2,3} = {1,2,3}.

2. Den Schnitt X NY = {z | 2 € X und z € Y}, zum Beispiel ist
{1,2} N {2,3} = {2}. Zwei Mengen sind also disjunkt genau dann,
wenn ihr Schnitt die leere Menge ist.

3. Die Differenz X\Y = {z € X | z ¢ Y}, zum Beispiel haben wir
{1,2}\{2,3} = {1}. Man schreibt statt X\Y auch X — Y. Ist Y eine
Teilmenge von X, so heifit X\Y das Komplement von Y in X.

4. Das kartesische Produkt X xY = {(z,y) | x € X, y € Y}, als
da heiit die Menge aller geordneten Paare. Es gilt also (x,y) = (2/,v')
genau dann, wenn gilt * = 2/ und y = 3. Zum Beispiel haben wir
{1,2} x{1,2,3} = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3) }. Oft benutzt
man fiir das kartesische Produkt X x X einer Menge X mit sich selbst
die Abkiirzung X x X = X2

Bemerkung 2.1.12. Wir werden in unserer intuitiven Mengenlehre die ersten
drei Operationen nur auf Teilmengen einer gemeinsamen Obermenge anwen-
den, die uns in der einen oder anderen Weise bereits zur Verfiigung steht.
Die Potenzmenge und das kartesische Produkt dahingegen benutzen wir, um
dariiber hinaus neue Mengen zu erschaffen. Diese Konstruktionen erlauben
es, im Rahmen der Mengenlehre so etwas wie Abstraktionen zu bilden: Wenn
wir uns zum Beispiel die Menge 7" aller an mindestens einem Tag der Weltge-
schichte lebenden oder gelebt habenden Tiere als eine Menge im Cantor’schen
Sinne denken, so wiirden wir Konzepte wie “ménnlich” oder “Hund” oder
“Fleischfresser” formal als Teilmengen dieser Menge definieren, d.h. als Ele-
mente von P(T'), und das Konzept “ist Kind von” als eine Teilmenge des
kartesischen Produkts dieser Menge T mit sich selbst, also als ein Element
von P(T x T).
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Eine gute Anschauung fiir die ersten drei Operationen liefern die
sogenannten van-de-Ven-Diagramme wie sie die obenstehenden Bilder
zeigen. Sie sind allerdings nicht zu genau zu hinterfragen, denn ob die
Punkte auf einem Blatt Papier im Sinne von Cantor “bestimmte
wohlunterschiedene Objekte unserer Anschauung” sind, scheint mir sehr
fraglich. Wenn man jedoch jedes der schraffierten Gebiete im Bild auffasst
als die Menge aller darin liegenden Kreuzungspunkte auf einem
dazugedachten Millimeterpapier und keine dieser Kreuzungspunkte auf den
Begrenzungslinien liegen, so konnen sie wohl schon als eine Menge im
Cantor’schen Sinne angesehen werden.

Dies Bild mufl anders interpretiert werden als die Vorherigen. Die Mengen

X und Y sind nun zu verstehen als die Mengen der Punkte der vertikalen

und horizontalen Geradensegmente und ein Punkt des Quadrats meint das

Element (z,y) € X x Y, das in derselben Hohe wie y € Y senkrecht iiber
r € X liegt.
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Bemerkung 2.1.13. Fiir das Rechnen mit Mengen iiberlegt man sich die fol-
genden Regeln:

Xn(ynz) = (Xny)nZz

XulYuz) = (XuY)uZz

XUulYnz) = (XuY)n(XuZz)

XNnYuz) = (XNnY)u(XnZ2)
X\(Yuz) = (X\Y)N(xX\2)
X\(Y'nZz) = (X\Y)U(X\2)
X\(X\Y) = XNnY

Eine gute Anschauung fiir diese Regeln liefern die van-de-Ven-Diagramme,
wie sie die nebenstehenden Bilder zeigen.

Ubung 2.1.14. Sind X und Y endliche Mengen, so gilt fiir die Kardinalititen
IX xY|=|X|-]Y]und | X UY|=|X\Y|+ | XNY|+ |[Y\X].

Satz 2.1.15 (Bedeutung der Binomialkoeffizienten). Gegeben n, k € N
gibt der Binomialkoeffizient (Z) die Zahl der k-elementigen Teilmengen einer
n-elementigen Menge an, in Formeln

1 X|=n impliziert [{Y C X ||Y]=k} = (})

Beweis. Vollstandige Induktion iiber n. Fiir n = 0 gilt die Aussage, denn eine
nullelementige Menge hat genau eine k-elementige Teilmenge falls £ = 0 und
keine k-elementige Teilmenge falls £ > 1. Nehmen wir nun an, die Aussage
sei fiir ein n schon bewiesen. Eine (n + 1)-elementige Menge X schreiben
wir als X = M U {z}, wo M eine n-elementige Menge ist und = ¢ M. Ist
k = 0, so gibt es genau eine k-elementige Teilmenge von M U {z}, ndmlich
die leere Menge. Ist k > 1, so gibt es in M U {x} nach Induktionsannahme
genau (Z) k-elementige Teilmengen, die x nicht enthalten. Die k-elementigen
Teilmengen dahingegen, die x enthalten, ergeben sich durch Hinzunehmen
von z aus den (k — 1)-elementigen Teilmengen von M, von denen es gerade
(,",) gibt. Insgesamt hat M U {z} damit also genau (}) + (,",) = ("Zl)
k-elementige Teilmengen.

Bemerkung 2.1.16. Wieder scheint mir dieser Beweis in der fiir vollstindige
Induktion typischen Weise undurchsichtig. Ich ziehe deshalb den in 1.1.15
gegebenen weniger formellen Beweis vor. Man kann auch diesen Beweis for-
malisieren und verstehen als Spezialfall der sogenannten “Bahnformel” ?7,
vergleiche 77.
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XNYuzZ)=(XnY)U(Xn2Z)

o

X\ (YN2)=(X\Y)U(X\2)

27
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Anschauliche Darstellung des Produkts einer Menge mit fiinf und einer
Menge mit drei Elementen
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Bemerkung 2.1.17. Wir geben nun die versprochene prézise Formulierung
unseres ersten Beweises der binomischen Formel. Wir rechnen dazu

(a+b)" = Z al¥pn=11

Yc{1,2,..n}

wo die rechte Seite in Verallgemeinerung der in Abschnitt 1.1 eingefiihrten
Notation bedeuten soll, daf§ wir fiir jede Teilmenge Y von {1,2,...,n} den
angegebenen Ausdruck 16" ~YI nehmen und alle diese Ausdriicke aufsum-
mieren. Dann fassen wir gleiche Summanden zusammen und erhalten mit
2.1.15 die binomische Formel.

Ubung 2.1.18. Es gilt >, () = 2".

Bemerkung 2.1.19. Ich will nicht verschweigen, dafl der in diesem Abschnitt
dargestellte naive Zugang zur Mengenlehre durchaus begriffliche Schwierig-
keiten mit sich bringt: Zum Beispiel darf die Gesamtheit M aller Mengen
nicht als Menge angesehen werden, da wir sonst die “Menge aller Men-
gen, die sich nicht selbst als Element enthalten”, in Formeln gegeben durch
N ={Ae M| A¢g A}, bilden kénnten. Fiir diese Menge kann aber we-
der N € N noch N € N gelten ... Diese Art von Schwierigkeiten kann
erst ein formalerer Zugang kldren und auflésen, bei dem man unsere naiven
Vorstellungen durch Ketten von Zeichen aus einem wohlbestimmten endli-
chen Alphabet ersetzt und Wahrheit durch Verifizierbarkeit vermittels rein
algebraischer “erlaubter Manipulationen” solcher Zeichenketten, die in “Axio-
men” festgelegt werden. Diese Verifikationen kann man dann durchaus auch
einer Rechenmaschine iiberlassen, so dafl wirklich auf “objektivem” Wege ent-
schieden werden kann, ob ein “Beweis” fiir die “Richtigkeit” einer unserer
Zeichenketten in einem vorgegebenen axiomatischen Rahmen stichhaltig ist.
Allerdings kann in derartigen Systemen von einer Zeichenkette algorithmisch
nur entschieden werden, ob sie eine “sinnvolle Aussage” ist, nicht aber, ob
sie “bewiesen” werden kann. Noch viel stirker zeigt der Unvollstandigkeits-
satz von Godel, dafl es in einem derartigen axiomatischen Rahmen, sobald
er reichhaltig genug ist fiir eine Beschreibung des Rechnens mit natiirlichen
Zahlen, stets sinnvolle Aussagen gibt derart, dafl entweder die Aussage und
ihre Verneinung oder aber weder die Aussage noch ihre Verneinung bewiesen
werden konnen. Mit diesen und dhnlichen Fragestellungen beschéftigt sich
die Logik in ihren Grenzbereichen zur Informatik.

Bemerkung 2.1.20. Um mich nicht dem Vorwurf auszusetzen, wahrend des
Spiels die Spielregeln dndern zu wollen, sei bereits hier erwéhnt, daf§ in ?7?
noch weitere wichtige Konstruktionen der Mengenlehre eingefiithrt werden,
und dafl wir in ?? einige weniger offensichtliche Folgerungen erldutern, die
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Aus X = X7 U Xy und Y = Y] UY; folgt noch lange nicht
X xY =(X; xY)U(Xy xY5)
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meines Erachtens bereits an den Rand dessen gehen, was man in unserem
informellen Rahmen als Argumentation noch vertreten kann.

2.2 Abbildungen

Definition 2.2.1. Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y ist eine
Zuordnung, die jedem Element z € X genau ein Element f(x) € Y zuordnet,
das Bild von x unter f, auch genannt der Wert von f an der Stelle x.

2.2.2. Wem das zu vage ist, der mag die alternative Definition vorziehen,
nach der eine Abbildung f : X — Y eine Teilmenge f C X x Y ist derart,
daB es fiir jedes x € X genau ein y € Y gibt mit (z,y) € f. Dies eindeutig
bestimmte y schreiben wir dann f(x) und sind auf einem etwas formaleren
Weg wieder am selben Punkt angelangt. In unseren Konventionen nennen wir
besagte Teilmenge den Graphen von f und notieren sie mit dem Symbol I
(sprich: Gamma), einem grofien griechischen G, und schreiben also

I(f) ={(z f(z)) [z € X} C X XV

Definition 2.2.3. Ist f : X — Y eine Abbildung, so nennen wir X ihren
Definitionsbereich und Y ihren Wertebereich. Zwei Abbildungen nennen
wir gleich genau dann, wenn sie denselben Definitionsbereich X, denselben
Wertebereich Y und dieselbe Abbildungsvorschrift f € X x Y haben. Die
Menge aller Abbildungen von X nach Y bezeichnen wir mit Ens(X,Y’) nach
der franzosischen Ubersetzung ensemble des deutschen Begriffs “Menge”.

2.2.4. Wir notieren Abbildungen oft in der Form

f: X —- Y
z = f(z)

und verschiedenen Verkiirzungen. Zum Beispiel sprechen wir von “einer Ab-
bildung X — Y oder “der Abbildung n — n?® von der Menge der natiirlichen
Zahlen in sich selber”.

Beispiele 2.2.5. Fiir jede Menge X haben wir die identische Abbildung

oder Identitat
d=idy: X — X
T — x

Ein konkreteres Beispiel fiir eine Abbildung ist das Quadrieren

q: 7 — Z
n +— n?
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Eine Abbildung einer Menge mit fiinf in eine mit drei Elementen

: ’
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Der Graph der oben angegebenen Abbildung, wobei das X oben mit dem X
hier identifiziert wurde durch “Umkippen nach Rechts”
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Definition 2.2.6. Ist f : X — Y eine Abbildung und A C X eine Teilmenge,
so definieren wir ihr Bild oder genauer ihre Bildmenge f(A), eine Teilmenge
von Y, durch

f(A) = {f(z) | € A}

Eine Abbildung, deren Bild aus genau einem Element besteht, nennen wir
eine konstante Abbildung.

Beispiel 2.2.7. Fiir unsere Abbildung ¢ : Z — Z, x — x* von eben gilt
q(Z)={a*|a€Z} CN

2.2.8. Gegeben ein festes ¢ € Y schreiben wir oft auch kurz c fiir die Abbil-
dung X — Y, x +— c fiir alle z € X in der Hoffnung, dal aus dem Kontext
klar wird, ob die Abbildung ¢ : X — Y oder das Element ¢ € Y gemeint
sind. Die konstanten Abbildungen sind natiirlich genau alle Abbildungen die-
ser Gestalt mit nichtleerem Definitionsbereich X.

Definition 2.2.9. Ist f : X — Y eine Abbildung und B C Y eine Teilmenge,
so definieren wir ihr Urbild f~!(B), eine Teilmenge von X, durch

f7(B)={z € X | f(z) € B}

Besteht B nur aus einem Element, so schreiben wir auch f~!(z) statt f~!({z}).

Fiir die Abbildung ¢ aus 2.2.7 gilt zum Beispiel ¢~'(1) = {1,—1} und
-1

gt (=1)=0.

Definition 2.2.10. Sind schliefllich drei Mengen X,Y, Z gegeben und Ab-
bildungen f : X — Y und g : Y — Z, so definieren wir eine Abbildung
go f : X — Z, die Verkniipfung der Abbildungen f und g, durch die
Vorschrift
gof: X — Z
z — g(f(z))

Bemerkung 2.2.11. Die Notation g o f, sprich “g nach f” fiir “erst f, dann
g” ist gewohnungsbediirftig, erklért sich aber durch die Formel (g o f)(z) =
g(f(x)). Betrachten wir zum Beispiel zusétzlich zum Quadrieren ¢ : Z — 7Z
die Abbildung t : Z — Z, x — x + 1, so gilt (g o t)(z) = (x + 1)? aber
(t o q)(x) = x® + 1. Natiirlich gilt (g o f)(A) = g(f(A)) fiir jede Teilmenge
A C X und umgekehrt (gof)~H(C) = f~1(g7(C)) fiir jede Teilmenge C' C Z.

Definition 2.2.12. Sei f: X — Y eine Abbildung.
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1. f heift injektiv oder eine Injektion genau dann, wenn aus x #
folgt f(x) # f(2'). Gleichbedeutend ist die Forderung, daf es fiir jedes
y € Y hochstens ein x € X gibt mit f(x) = y. Injektionen schreibt
man oft — .

2. f heifit surjektiv oder eine Surjektion genau dann, wenn es fiir jedes
y € Y mindestens ein x € X gibt mit f(z) = y. Surjektionen schreibt
man manchmal — .

3. f heifit bijektiv oder eine Bijektion genau dann, wenn f injektiv und
surjektiv ist. Gleichbedeutend ist die Forderung, daf§ es fiir jedes y € Y
genau ein x € X gibt mit f(x) = y. Bijektionen schreibt man oft = .

Bemerkung 2.2.13. Ist X C Y eine Teilmenge, so ist die Einbettung oder
Inklusion 7 : X — Y, x — x stets injektiv. Ist g : Y — Z eine Abbildung
und X C Y eine Teilmenge, so nennen wir die Verkniipfung g o i von g
mit der Inklusion auch die Einschriankung von ¢ auf X und notieren sie
goi = g|X =g|lx : X — Z. Oft bezeichnen wir eine Einschréinkung aber
auch einfach mit demselben Buchstaben ¢ in der Hoffnung, dafl der Leser aus
dem Kontext erschlieffen kann, welche Abbildung genau gemeint ist.

Bemerkung 2.2.14. Ist f : X — Y eine Abbildung, so ist die Abbildung
f: X — f(X), z+— f(z) stets surjektiv. Der Leser moge entschuldigen, daf3
wir hier zwei verschiedene Abbildungen mit demselben Symbol f bezeichnet
haben. Das wird noch o6fter vorkommen.

Beispiele 2.2.15. Unsere Abbildung ¢ : Z — Z, n — n? ist weder injektiv
noch surjektiv. Die Identitédt id : X — X ist stets bijektiv. Sind X und Y
endliche Mengen, so gibt es genau dann eine Bijektion von X nach Y, wenn
X und Y dieselbe Kardinalitdt haben, in Formeln | X| = |Y|.

Satz 2.2.16. Seien f, f1 : X =Y und g,91 : Y — Z Abbildungen.
1. Ist go f surjektiv, so ist g surjektiv.

Ist g o f injektiv, so ist f injektiv.

Sind g und f injektiv, so auch go f.

Sind g und f surjektiv, so auch g o f.

Ist f surjektiv, so folgt aus go f = g1 o f schon g = g.

S S

Ist g injektiv, so folgt aus go f = go fi schon f = fi.
Beweis. Ubung. [



2. NAIVE MENGENLEHRE 35

Bemerkung 2.2.17. Ist f : X — Y eine bijektive Abbildung, so ist die Menge
{(f(x),x) € Y x X | « € X} im Sinne von 2.2.2 eine Abbildung oder,
vielleicht klarer, der Graph einer Abbildung ¥ — X. Diese Abbildung in
die Gegenrichtung heifit die Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion
auch die inverse Abbildung zu f und wird mit f=! : ¥ — X bezeichnet.
Offensichtlich ist mit f auch f~! eine Bijektion.

Beispiel 2.2.18. Die Umkehrabbildung unserer Bijektiont : Z — Z, x — x+1
ist die Abbildung Z — Z, v +— x — 1.

Ubung 2.2.19. Gegeben eine Bijektion f : X — Y ist ¢ = f~! die einzige
Abbildung g : Y — X mit f o g = idy . Ebenso ist auch h = f~! die einzige
Abbildung h: Y — X mit ho f =idyx.

Bemerkung 2.2.20. Gegeben drei Mengen X, Y, Z haben wir eine offensicht-
liche Bijektion Ens(X x Y, Z) = Ens(X,Ens(Y, Z)). Etwas vage formuliert
ist also eine Abbildung X x Y — Z dasselbe wie eine Abbildung, die je-
dem x € X eine Abbildung Y — Z zuordnet, und symmetrisch natiirlich
auch dasselbe wie eine Abbildung, die jedem y € Y eine Abbildung X — Z
zuordnet.

Satz 2.2.21 (Bedeutung der Fakultit). Sind X und Y zwei Mengen mit
je n Elementen, so gibt es genau n! bijektive Abbildungen f: X — Y.

Beweis. Sei X = {x1,...,x,}. Wir haben n Moglichkeiten, ein Bild fiir z;
auszusuchen, dann noch (n — 1) Moglichkeiten, ein Bild fiir x5 auszusuchen,
und so weiter, bis schlieflich nur noch 1 Element von Y als mégliches Bild von
x, in Frage kommt. Insgesamt gibt es also n(n — 1) ---1 = n! Méglichkeiten
fiir f. Da wir 0! = 1 gesetzt hatten, stimmt unser Satz auch fir n =0. O

Ubung 2.2.22. Seien X,Y endliche Mengen. So gibt es genau |Y'|X! Abbil-
dungen von X nach Y, und darunter sind genau |Y|(|Y|-1)(|Y]—-2)...(|Y]|—
|X| + 1) Injektionen.

Ubung 2.2.23. Sei X eine Menge mit n Elementen, und seien as, ..., a, € N
gegeben mit n = ag + ... + ... Man zeige: Es gibt genau n!/(aq!---a,!) Ab-
bildungen f : X — {1,...,r}, die jedes i genau a;-mal als Wert annehmen,
in Formeln
n! ~ eard UV — o i i = 1
m—car {fllf @) =qfiri=1,...7}

Bemerkung 2.2.24. Manche Autoren bezeichnen diese Zahlen auch als Mul-
tinomialkoeffizienten und verwenden die Notation

n! n
Oé1!"'047~! Aq5...5 0
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Mich iiberzeugt diese Notation nicht, da sie im Gegensatz zu unserer Notation
fiir die Binomialkoeffizienten recht eigentlich nichts kiirzer macht.

Ubung 2.2.25. Man zeige die Formel

n!
(l’1+---+$7«)n: Z ' ‘x‘fl...x?r
a!-ap)!
al+...tar=n
Hier ist zu verstehen, dafl wir fiir alle aq,...,a, € Nmit oy +... 4+ a, =n

den angegebenen Ausdruck nehmen und alle diese Ausdriicke aufsummieren.

Ubung 2.2.26. Eine zyklische Anordnung einer endlichen Menge M ist eine
Abbildung z : M — M derart, daf§ wir durch mehrmaliges Anwenden von
z auf ein beliebiges Element © € M jedes Element y € M erhalten kénnen.
Man zeige, dafl es auf einer n-elementigen Menge mit n > 1 genau (n — 1)!
zyklische Anordnungen gibt.

Bemerkung 2.2.27. Die Terminologie “zyklische Anordnung” scheint mir et-
was ungliicklich, da unsere Struktur nun beim besten Willen keine Ordnung
ist. Andererseits ist das Angeben einer Anordnung auf einer endlichen Menge
M schon auch etwas dhnliches.

2.3 Logische Symbole und Konventionen

Bemerkung 2.3.1. In der Mathematik meint oder immer, dafl auch beides
erlaubt ist. Wir haben diese Konvention schon benutzt bei der Definition der
Vereinigung wenn wir schreiben X UY = {2 | 2 € X oder z € Y}, zum
Beispiel {1,2} U{2,3} = {1,2,3}.

Bemerkung 2.3.2. Sagt man der Mathematik, es gebe ein Objekt mit diesen
und jenen Eigenschaften, so ist stets gemeint, dafl es mindestens ein derarti-
ges Objekt geben soll. Hatten wir diese Sprachregelung rechtzeitig vereinbart,
so hétten wir zum Beispiel das Wortchen “mindestens” in Teil 2 von 2.2.12
bereits weglassen konnen. Sagt ihnen also ein Mathematiker, er habe einen
Bruder, so kann es auch durchaus sein, dafl er noch weitere Briider hat! Will
man in der Mathematik Existenz und Eindeutigkeit ausdriicken, so sagt man,
es gebe genau ein Objekt mit diesen und jenen Eigenschaften. Sagt ihnen
also ein Mathematiker, er habe genau einen Bruder, so kénnen sie sicher sein,
daf er nicht noch weitere Briider hat.

Bemerkung 2.3.3. Die folgenden Abkiirzungen erweisen sich als bequem und
werden recht hiufig verwendet:
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v fiir alle
= es gibt
! es gibt genau ein
o= aus ... folgt - --
o= ... folgt aus - - -
e ... ist gleichbedeutend zu - - -

Ist zum Beispiel f: X — Y eine Abbildung, so kénnen wir unsere Definitio-
nen injektiv, surjektiv, und bijektiv etwas formaler so schreiben:

f injektiv. & (f(z) = f(2) = 2z = 2)

f surjektiv. < Yy e Ydre X mit f(x) =y

f bijektiv. < Vye Y3z e X mit f(z) =y
Bemerkung 2.3.4. Bei den “fiir alle” und “es gibt” kommt es in der Mathe-
matik sehr auf die Reihenfolge an, viel mehr als in der weniger prézisen
Umgangssprache. Man betrachte zum Beispiel die beiden folgenden Aussa-
gen:

“Fiir alle n € N gibt es m € N so daf3 gilt m > n”
“Es gibt m € N so daf} fiir alle n € N gilt m > n”

Offensichtlich ist die erste richtig, die zweite aber falsch. Weiter mache man
sich klar, dafl die “fiir alle” und “es gibt” bei Verneinung vertauscht werden.
Aquivalent sind zum Beispiel die beiden folgenden Aussagen

“Es gibt kein n € N mit n? = 2”
“Fiir alle n € N gilt n? # 2

Bemerkung 2.3.5. Wollen wir zeigen, dafl aus einer Aussage A eine andere
Aussage B folgt, so konnen wir ebensogut zeigen: Gilt B nicht, so gilt auch
A nicht. In formelhafter Schreibweise haben wir also

(A= B) < ((nicht A) <= (nicht B))

Wollen wir zum Beispiel zeigen (g o f surjektiv) = (g surjektiv), so reicht
es, wenn wir uns iiberlegen: Ist g nicht surjektiv, so ist g o f erst recht nicht
surjektiv.
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Eine Injektion

Eine Surjektion

Eine Bijektion
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3 Algebraische Grundbegriffe

Auf der Schule versteht man unter einer “reellen Zahl” meist einen unendli-
chen Dezimalbruch, wobei man noch aufpassen muf}, daf§ durchaus verschie-
dene unendliche Dezimalbriiche dieselbe reelle Zahl darstellen kénnen, zum
Beispiel gilt in den reellen Zahlen ja

0,99999... =1,00000...

Diese reellen Zahlen werden dann addiert, subtrahiert, multipliziert und di-
vidiert ohne tiefes Nachdenken dariiber, wie man denn zum Beispiel mit den
eventuell unendlich vielen Ubertriigen bei der Addition und Subtraktion um-
gehen soll, und warum dann Formeln wie (a + b) — ¢ = a + (b — ¢) wirklich
gelten, zum Beispiel fiir a = b = ¢ = 0,999.... Dieses tiefe Nachdenken
wollen wir im Folgenden vom Rest der Vorlesung abkoppeln und miissen
dazu sehr prézise formulieren, welche Eigenschaften fiir die Addition, Mul-
tiplikation und Anordnung in “unseren” reellen Zahlen gelten sollen: In der
Terminologie, die in den folgenden Abschnitten eingefithrt wird, werden wir
die reellen Zahlen charakterisieren als einen angeordneten Korper, in dem je-
de nichtleere Teilmenge mit einer unteren Schranke sogar eine grofite untere
Schranke besitzt. Von dieser Charakterisierung ausgehend erkléren wir dann,
welche reelle Zahl ein gegebener unendlicher Dezimalbruch darstellt, und er-
richten das Gebédude der Analysis. In demselben Begriffsgebdude modellieren
wir auch den Anschauungsraum, vergleiche 1.2.8. Um diese Charakterisierun-
gen und Modellierungen versténdlich zu machen, fiihren wir zunéchst einige
grundlegende algebraische Konzepte ein, die Thnen im weiteren Studium der
Mathematik noch oft begegnen werden.

3.1 Mengen mit Verkniipfung

Definition 3.1.1. Eine Verkniipfung T auf einer Menge A ist eine
Abbildung
T: AxA — A
(a,b) +— aTb

die also jedem geordneten Paar (a,b) mit a,b € A ein weiteres Element
(aTh) € A zuordnet.

Beispiele 3.1.2. 1. Die Addition von ganzen Zahlen ist eine Verkniipfung

+: Zx7Z — Z
(a,b) — a+0b
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. Die Multiplikation von ganzen Zahlen ist eine Verkniipfung

X1 — 7
(a,b) +— a-b

. Die Zuordnung min, die jedem Paar von natiirlichen Zahlen die kleinere

zuordnet (wenn sie verschieden sind, man setzt sonst min(a,a) = a),
ist eine Verkniipfung

min: NxN — N

(a,b) +— min(a,b)

. Sei X eine Menge. Die Verkniipfung von Abbildungen liefert eine Ver-

kniipfung auf der Menge Ens(X, X) aller Abbildungen von X in sich

selber
o: Ens(X,X)xEns(X,X) — Ens(X,X)

(f.9) = fog

. Bezeichne Q* = Q\{0} die Menge der von Null verschiedenen rationa-

len Zahlen. So ist das Teilen eine Verkniipfung

[0 QX QX - @
(a,b) — a/b

. Jede Verkniipfung T auf einer Menge induziert eine Verkniipfung auf

ihrer Potenzmenge vermittels der Vorschrift

UTV ={uTv|uelU veV}

Definition 3.1.3. Eine Verkniipfung T auf einer Menge A heifit assoziativ
genau dann, wenn gilt aT(bTc¢) = (aTb)Tc Va,b,c € A. Sie heifit kommu-
tativ genau dann, wenn gilt aTb=0bTa Va,b e A.

Beispiele 3.1.4. Von unseren Beispielen sind die ersten drei assoziativ und
kommutativ, das vierte ist assoziativ aber nicht kommutativ falls X mehr als
ein Element hat, das fiinfte ist weder assoziativ noch kommutativ.

Bemerkung 3.1.5. Ist eine Verkniipfung assoziativ, so liefern Ausdriicke der
Form a; Tas ... Ta, wohlbestimmte Elemente von A, das Resultat ist genauer
unabhéngig davon, wie wir die Klammern setzen. Um diese Erkenntnis zu
formalisieren, vereinbaren wir fiir so einen Ausdruck die Interpretation

aTag... Ta,=a1T(aT(...(ap_1Tay)...))

und zeigen
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Man kann Verkniipfungen auf endlichen Mengen darstellen durch ihre
Verkniipfungstafel. Hier habe ich etwa die Verkniipfungstafel der
Verkniipfung min auf der Menge {0, 1,2, 3,4} angegeben. Natiirlich muf§
man sich dazu einigen, ob im Késtchen aus Spalte a und Zeile b nun a Tb
oder vielmehr bTa stehen soll, aber bei einer kommutativen Verkniipfung
wie min kommt es zum Gliick nicht darauf an.
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Lemma 3.1.6. Gegeben (A, T) eine Menge mit einer assoziativen Verkniip-
fung und aq,...,a,,b1,...,b, € A gilt

(al—l— .. Tan)T(blT e Tbm) = alT c. Tan—l—bl—l— e Tbm

Beweis. Wir folgern aus dem Assoziativgesetz (a1 T ... Ta,) T(01T ... Thy,) =
a1 T((aaT ... Ta,)T(byT...Tby)) und sind fertig mit vollstdndiger Indukti-
on iiber n. ]

Bemerkung 3.1.7. Das Wort Lemma, im Plural Lemmata, kommt wohl von
griechisch AapfBaverr “nehmen” und bezeichnet in der Mathematik meist
kleinere Resultate oder auch Zwischenschritte von gréfleren Beweisen, denen
der Author aulerhalb ihres engeren Kontexts keine grofie Bedeutung zumiflt.

Definition 3.1.8. Sei (A, T) eine Menge mit Verkniipfung. Ist n € {1,2,...}
eine von Null verschiedene natiirliche Zahl und a € A, so schreiben wir

aTaT...Ta=n'"a
—_—

n-mal

Bemerkung 3.1.9. Ist m eine zweite von Null verschiedene natiirliche Zahl,
so erhalten wir fiir assoziative Verkniipfungen mithilfe unseres Lemmas die
Regeln (n+m)"a = (n"a)T(m"a) und (nm)"a =n"(m"a). Ist unsere Ver-

kniipfung auch noch kommutativ, so gilt zusétzlich n' (aTbh) = (n"a)T(n'b).

Definition 3.1.10. Sei (A, T) eine Menge mit Verkniipfung. Ein Element
e € A heifit neutrales Element von (A, T) genau dann, wenn gilt

elTa=aTe=a VYac A

Bemerkung 3.1.11. In einer Menge mit Verkniipfung (A, T) kann es hoch-
stens ein neutrales Element e geben, denn fiir jedes weitere Element ¢’ mit
e€Ta=aTe =a Va € A haben wir ¢/ = ¢/Te = e. Wir diirfen also den
bestimmten Artikel verwenden und in einer Menge mit Verkniipfung von
dem neutralen Element reden.

Definition 3.1.12. Ein Monoid ist eine Menge mit einer assoziativen Ver-
kniipfung, in der es ein neutrales Element gibt. Ist (A, T) ein Monoid, so
erweitern wir unsere Notation n'a auf alle natiirlichen Zahlen n € N, indem
wir 0" a als das neutrale Element von A verstehen, fiir alle a € A.

Bemerkung 3.1.13. In Monoiden gelten die Regeln 3.1.9 fiir alle n, m € N. Die
natiirlichen Zahlen bilden mit der Addition ein Monoid (N, +) mit neutralem
Element 0. Sie bilden auch unter der Multiplikation ein Monoid (N, -) mit
neutralem Element 1. Die leere Menge ist kein Monoid, ihr fehlt das neutrale
Element.
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3.2 Gruppen

Bemerkung 3.2.1. Ich empfehle, bei der Lektiire dieses Abschnitts die Tabelle
auf Seite 46 gleich mitzulesen, die die Bedeutungen der nun folgenden For-
malitdten in den zwei gebréuchlichsten Notationssystemen angibt. In diesen
Notationssystemen sollten alle Formeln aus der Schulzeit vertraut sein.

Definition 3.2.2. 1. Ist (A, T) ein Monoid und a € A ein Element, so
nennen wir ein weiteres Element a € A invers zu a genau dann, wenn
gilt aTa =e=aTa fir e € A das neutrale Element unseres Monoids.

2. Eine Gruppe ist ein Monoid, in dem jedes Element ein Inverses besitzt.

3. Eine kommutative Gruppe oder abelsche Gruppe ist eine Gruppe,
deren Verkniipfung kommutativ ist.

Bemerkung 3.2.3. Die Terminologie “abelsche Gruppe” wurde zu Ehren des
norwegischen Mathematikers Niels Hendrik Abel eingefiihrt und ist sehr ge-
bréauchlich.

Lemma 3.2.4. Jedes Element eines Monoids besitzt hochstens ein Inverses.

Beweis. AusaTa=e=aTaund aTb=e = bTa folgt durch Anwenden von
bT auf die erste Gleichung mit dem Assoziativgesetz sofort a = b. O

Bemerkung 3.2.5. Wir diirfen also den bestimmten Artikel benutzen und
von dem Inversen eines Elements einer Gruppe reden. Offensichtlich ist das
Inverse des Inversen stets das urspriingliche Element, in Formeln a = a.

Lemma 3.2.6. Sind a und b Elemente einer Gruppe, so wird das Inverse
von aTb wird gegeben durch die Formel (aTb) = bTa.

Beweis. In der Tat rechnen wir schnell (aTb)T(bTa) = e. Diese Formel
ist auch aus dem téglichen Leben vertraut: Wenn man morgends zuerst die
Striimpfe anzieht und dann die Schuhe, so mufl man abends zuerst die Schuhe
ausziehen und dann die Striimpfe. O]

Beispiele 3.2.7. Von unseren Beispielen 3.1.2 fiir Verkniipfungen oben ist nur
(Z,+) eine Gruppe, und diese Gruppe ist kommutativ. Ein anderes Beispiel
fiir eine kommutative Gruppe ist die Menge Q* der von Null verschiedenen
rationalen Zahlen mit der Multiplikation als Verkniipfung. Fiir jede Menge
X ist auch die Menge Ens™(X) aller Bijektionen von X auf sich selbst eine
Gruppe, mit der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung. Die Bijek-
tionen von einer Menge X mit sich selber heiflen auch die Permutationen
von X. Die Gruppe der Permutationen einer Menge X ist fiir |X| > 2 nicht
kommutativ. Das Inverse einer Bijektion ist ihre Umkehrabbildung.
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Die Verkniipfungstafel der Gruppe aller Permutationen der Menge {1, 2, 3}.
Eine solche Permutation ¢ habe ich dargestellt durch das geordnete
Zahlentripel o(1)o(2)0(3), und im Késtchen aus der Zeile 7 und der Spalte
o steht 7o 0.
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Definition 3.2.8. Ist (A, T) eine Gruppe, so erweitern wir unsere Notation

n'a auf alle n € Z, indem wir setzen n'a = (—n)"a fir n € {-1,-2,...}.

Bemerkung 3.2.9. In einer Gruppe gelten fiir alle ganzen Zahlen n € Z die
Regeln (n+m)"a = (n"a)T(m"a) und (nm)"a=n"(m"a). Ist die Gruppe
kommutativ, so gilt zusitzlich n' (aTb) = (n"a)T(n'b) fiir alle n € Z.
Bemerkung 3.2.10. Verkniipfungen werden meist additiv oder multiplikativ
geschrieben, wobei die additive Schreibweise kommutativen Verkniipfungen
vorbehalten ist und ebenso die Bruchnotation 1/a und b/a bei multiplikati-
ver Schreibweise. Bei additiv geschriebenen Gruppen nennt man das Inverse
von a meist das Negative von a. Bei nichtkommutativen und multiplikativ
notierten Gruppen benutzt man fiir das Inverse von a nur die von der allge-
meinen Notation a" abgeleitete Notation a~!. Die Tabelle fasst die iiblichen
Notationen fiir unsere abstrakten Begriffsbildungen in diesem Kontext zu-
sammen und gibt unsere allgemeinen Resultate und Konventionen in diesen
Notationen wieder. Diejenigen Formeln und Konventionen, die keine Inversen
brauchen, benutzt man auch allgemeiner fiir beliebige Monoide.

Ubung 3.2.11. Sind a, b, ¢ Elemente einer Gruppe, so folgt aus aTb = aTc
bereits b = c¢. Ebenso folgt auch aus bTa = ¢Ta bereits b = c.

Ubung 3.2.12. Sei A ein Monoid und e sein neutrales Element. Unser Monoid
ist genau dann eine Gruppe, wenn es fiir jedes a € A ein a € A gibt mit
aTa = e, und dies Element a ist dann notwendig das Inverse von a in A.
Noch Mutigere zeigen: Ist A eine Menge mit assoziativer Verkniipfung und
existiert ein e € A mit eTa = a Va € A sowie fiir jedes a € A ein a € A mit
aTa=e,soist A eine Gruppe.

Bemerkung 3.2.13. Gegeben eine Abbildung I — A, i — a; von einer endli-
chen Menge in ein kommutatives additiv bzw. multiplikativ notiertes Monoid
vereinbaren wir die Notationen

Z a; bzw. H a;

iel el
fiir die “Verkniipfung aller a;”. Ist I die leere Menge, so vereinbaren wir, dafl
dieser Ausdruck das neutrale Element von A bedeuten moge, also 0 bzw. 1.

Wir haben diese Notation bereits verwendet in 2.1.17, und fiir die konstante
Abbildung I — N, 7 +— 1 hétten wir zum Beispiel

> 1=1

icl
Unsere Notation 1.1.11 fiir mit einem Laufindex notierte Summen bzw. Pro-
dukte verwenden wir bei Monoiden analog.
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aTlbh a—+b a-b, ab
e 0 1

b —b 1/b
aTbh a—>b a/b
n'a na a"

ela=ale=a O+a=a+0=a l-a=a-1=a

aTa=e a+(—a)=0 aja =1

a=a —(—a)=a 1/(1/a) =a

(-)Ta=a (—a=—a at=1/a

(aTh) =bTa —(a+0b)=(=b)+(—a) (ab)' =b"ta" 1,
1/ab= (1/b)(1/a)

(aTh) =bT —(a—b)=b—a 1/(a/b) =b/a

n(ma) = (nm)a

(am)n — anm

(m+n)Ta=(mTa)T(n"a) (m-+n)a=(ma)+ (na) o™ = (a™)(a")
a (@)t =a™"

0'a = 0a =0 a’ =1

n'(aTbh) = (n"a)T(n'b) n(a+b) = (na) + (nb)  (ab)™ = (a™)(b")

~(na) = (~n)a

Tabelle I.1: Konventionen und Formeln in verschiedenen Notationssystemen
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3.3 Korper

Definition 3.3.1. Ein Kérper (K, +, ) (englisch field, franzosisch corps)
ist eine Menge K mit zwei assoziativen und kommutativen Verkniipfungen
derart, daf§ gilt

1. (K, +) ist eine Gruppe, die additive Gruppe des Korpers.

2. Bezeichnet 0x € K das neutrale Element der Gruppe (K, +), so folgt
aus a # Oxg # b schon ab # Ox und (K\{Ok},-) ist eine Gruppe, die
multiplikative Gruppe des Korpers.

3. Es gilt das Distributivgesetz

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) Va,bjce K

Bemerkung 3.3.2. Wenn wir mit Buchstaben rechnen, werden wir meist a-b =
ab abkiirzen. Zusétzlich vereinbaren wir zur Vermeidung von Klammern die
Regel “Punkt vor Strich”, so dafl also zum Beispiel das Distributivgesetz kiir-
zer in der Form a(b+c¢) = ab+ac geschrieben werden kann. Die multiplikative
Gruppe eines Korpers K notieren wir K = K\{Ox}. Es bezeichne 1x € K*
das neutrale Element der Multiplikation. Wir kiirzen meist Ox ab durch 0 und
1 durch 1 in der Erwartung, dafl man aus dem Kontext erschliefit, ob mit
0 und 1 natiirliche Zahlen oder Elemente eines speziellen Korpers gemeint
sind. Meistens kommt es darauf im Ubrigen gar nicht an.

Bemerkung 3.3.3. Fiir alle a,b in einem Korper und alle n > 0 gilt die

binomische Formel .
n
b n — l/bn—l/
@by =3 () .

v=0

Um das einzusehen priift man, daf§ wir bei der Herleitung nur Korperaxiome
verwandt haben. Man beachte hierbei unsere Konvention 0% = 1y aus 3.1.12.

Beispiele 3.3.4. Ein Beispiel fiir einen Korper ist der Korper der rationalen
Zahlen (Q, +, -). Ein anderes Beispiel ist der zweielementige Kérper mit den
durch die Axiome erzwungenen Rechenregeln, der fundamental ist in der
Informatik. Die ganzen Zahlen (Z,+, -) bilden keinen Korper, da (Z \ {0}, -)
keine Gruppe ist, da es ndmlich in Z\ {0} nur fiir 1 und —1 ein multiplikatives
Inverses gibt.
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Lemma 3.3.5 (Folgerungen aus den Koérperaxiomen). Sei K ein Kor-

per. So gilt
1. a0 =0 Vae K.
2. ab=0=a=0 oder b =0.
3. —a=(-1)a Vae€K.
4. (=1)(-1)=1.
5. (—a)(=b) =ab Va,be K.
6. 35 =1 firallea,ce K und b,d € K*.
7. 55 =% fir allea € K und b,c € K*.
8. %+§:“db—§bcfiirallea,cel( und b,d € K*.
9. m(ab) = (ma)b fir alle m € Z und a,b € K.

Beweis. 1. Man folgert das aus a0 + a0 = a(0 + 0) = a0 durch Hinzuad-

dieren von —(a0) auf beiden Seiten.

. In der Tat folgt aus (a # Ound b # 0) schon (ab # 0) nach den

Korperaxiomen.

In der Tat gilt a + (—1)a = la+ (—1)a = (1 + (—1))a = 0a = 0, und
—a ist ja gerade definiert als das eindeutig bestimmte Element von K
so dafl a + (—a) = 0.

In der Tat gilt nach dem Vorhergehenden (—1)(—1) = —(—1) = 1.

Um das nachzuweisen ersetzen wir einfach (—a) = (—1)a und (—b) =
(—1)b und verwenden (—1)(—1) = 1.

Das ist klar.
Das ist klar.

Das wird bewiesen, indem man die Briiche auf einen Hauptnenner
bringt und das Distributivgesetz anwendet.

Das folgt durch wiederholtes Anwenden des Distributivgesetzes.



3. ALGEBRAISCHE GRUNDBEGRIFFE 49

Ubung 3.3.6. Ist K ein Koérper derart, daf es kein z € K gibt mit 22 = —1,
so kann man die Menge K x K = K? zu einem Koérper machen, indem man
die Addition und Multiplikation definiert durch

(a,b) + (c,d) = (a+ec,b+d)
(a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad+ bc)

Die Abbildung K — K?, a — (a,0) ist dann vertriglich mit Addition und
Multiplikation. Kiirzen wir (a,0) mit a ab und setzen (0,1) = i, so gilt
i? = —1 und (a,b) = a + bi. Analoges gilt, wenn man statt —1 irgendein
anderes Element des Korpers betrachtet, das kein Quadrat ist.

Definition 3.3.7. Gegeben Mengen mit Verkniipfung (A, T) und (B, 1)
verstehen wir unter einem Homomorphismus von A nach B eine Abbildung
¢ : A — B derart, daBl gilt p(aTd’) = p(a) L ¢(a) fiir alle a,a’ € A. Sind
unsere beiden Mengen mit Verkniipfung Gruppen, so sprechen wir von einem
Gruppenhomomorphismus. Einen bijektiven Homomorphismus nennen
wir einen Isomorphismus.

Bemerkung 3.3.8. Dieselben Definitionen verwenden wir auch bei Mengen mit
mehr als einer Verkniipfung. Zum Beispiel ist ein Kérperhomomorphis-
mus ¢ von einem Korper K in einen Korper L eine Abbildung ¢ : K — L
derart, daf gilt p(a+b) = v(a)+¢(b) und p(ab) = p(a)p(b) fir alle a,b € K,
und ein Korperisomorphismus ist ein bijektiver Kérperhomomorphismus.
Ein Beispiel fiir einen Kérperhomomorphismus ist unsere Abbildung K — K2
aus 3.3.6.

Ubung 3.3.9. Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H bildet stets das neu-
trale Element von G auf das neutrale Element von H ab und vertauscht mit
Inversenbildung, in Formeln p(a™!) = (p(a))™! Va € G. Ein Koérperhomo-
morphismus ist stets injektiv.
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1 Zum Ursprung des Wortes Mathematik

Das Wort “Mathematik” kommt vom griechischen “padnuatikos”; das sich
hinwiederum ableitet von “padnua” fir “der Lerngegenstand, die Wissen-
schaft” nach dem Verb “pavdavw” fir “lernen, verstehen”. Das Anhéngen
der Endung “-tko¢” oder im Anschlufl an einen Vokal “-7tk0¢” hat eine dhn-
liche Bedeutung wie im Deutschen das Anhédngen von “-ig” oder “-lich” bzw.
“tlich”, etwa wie in Mut — mutig, Haar — haarig oder wohnen — wohn-
lich, eigen +— eigentlich. In diesem Sinne wire die wortliche Ubersetzung von
“uadnuatikos” also “das Lernige” oder “das Verstédndliche” oder freier “der
Forschungsgegenstand”. Platon verwendet den Begrift “ro pavnuarikor” in
diesem Sinne in Sophista 219¢:2 und Timaeus 88c:1. In der hellenistischen
Zeit verengte sich die Bedeutung ein erstes Mal und bezeichnete etwas, was
wir heute eher als “Mathematik und Naturwissenschaften” bezeichnen wiir-
den. Erst in neuerer Zeit verengte sich die Bedeutung dann weiter auf das,
was wir heute unter Mathematik verstehen.

2 Was ist Mathematik?

Ich denke, die heutige Mathematik mag man in einem ersten Ansatz beschrei-
ben als die Wissenschaft von den einfachsten Begriffen: Wieviel einfacher sind
doch Abbildungen zwischen Mengen, Zahlen und ihre Rechenregeln, Gera-
den und Ebenen im Vergleich zu Pflanzen und Menschen, Hass und Liebe, ja
selbst Luft und Wasser! Diese einfachsten Begriffe miissen nun jedoch mit der
grofiten Vorsicht und Prézision gehandhabt werden, damit uns unsere an den
Umgang mit Pflanzen und Menschen, Hass und Liebe, Luft und Wasser ge-
wohnte Intelligenz nicht in die Irre fithrt. Die eigentliche Mathematik besteht
dann darin, diese einfachsten Begriffe zu gréfieren Theorien zu kombinieren,
und die eigentlichen Einsichten entstehen auch erst in dieser Gesamtschau.

Ich sehe darin eine Affinitdat zur Musik, in der man ja auch von einfachsten
Gerduschen, in der Klassik etwa von den Ténen der Tonleiter, ausgeht und
diese einfachsten Grundbausteine zu Kompositionen kombiniert, deren Sinn-
haftigkeit nur in der Gesamtschau erschlossen werden kann. Auf einen Ge-
gensatz zur Musik will ich im néchsten Absatz noch ausfiihrlicher zu sprechen
kommen: Wiahrend auch die schonste Musik meines Erachtens vom Kompo-
nisten nicht entdeckt sondern vielmehr erschaffen wird, scheint es sich mir
bei der Mathematik gerade umgekehrt zu verhalten. Sicher gibt es sozusa-
gen “komponierte” mathematische Artikel, aber die mathematischen Inhalte
selbst lassen sich von Menschenhand nicht formen und wollen entdeckt wer-
den.
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3 Zum Wesen der Mathematik

In diesem Zusammenhang will ich noch auf eine gerne diskutierte Frage ein-
gehen: Wird Mathematik eigentlich entdeckt oder entwickelt? Aus meiner
eigenen Erfahrung mit dieser widerspenstigen Materie und auch der Erfah-
rung beim Erkldren von Beweisen scheint es mir offensichtlich, dafl mathema-
tische Inhalte “objektiv da sind”, also unabhéngig vom menschlichen Subjekt
existieren und entdeckt werden. Was jedoch entwickelt werden muf ist eine
Sprache, die es uns ermoglicht, uns iiber diese Inhalte zu verstindigen und
sie zu nutzen. Hier kam und kommt es durchaus zu parallelen Entwicklungen,
man denke etwa an die beiden Notationen & und i—f fiir die Ableitung oder
an verschiedene Algorithmen zur Losung linearer Gleichungssysteme oder an
die verschiedenen Notationen fiir die natiirlichen Zahlen.

Bildlich gesprochen scheint mir die Mathematik wie eine weitverzweig-
te Hohle, voller Wunder und wertvoller Mineralien, die wir Mathematiker
einerseits erkunden und andererseits erschlieBen. Die Hohle selbst ist objek-
tiv vorhanden und es gilt, immer weiter in sie vorzudringen und Neues zu
entdecken. Wo und wie dann jedoch Treppen und Wege und Beleuchtung
angebracht werden und eventuell sogar eine kleine Eisenbahn zum Transport
der Mineralien, darin haben wir grofie Freiheit und in diesem Sinne wird
Mathematik auch entwickelt. Natiirlich sind diese beiden Aufgaben eng mit-
einander verwoben und wie weit wir selbst vordringen kénnen héngt ganz
wesentlich davon ab, wie weit unsere Vorlaufer gekommen sind und wie weit
sie die Hohle bereits zugénglich gemacht haben.

Die Mathematik wird insbesondere von Auflenstehenden oft als eine tote
Wissenschaft erlebt, in der “alles schon seit dreihundert Jahren bekannt sei”.
Dieser Eindruck mag damit zusammenhéngen, dafi Mathematik durchaus
“verholzt” in dem Sinne, daf sie einen festen Stamm an Wissen und kodifi-
zierter Sprache ausbildet. Das aber erméglicht es unserer Wissenschaft auch
gerade wieder, hoch hinaus zu wachsen.

Beim Erlernen dieser Wissenschaft denke ich, man soll versuchen, sich
aller gedanklichen Kréfte zu bedienen, derer ein Mensch fihig ist. Geeignet
fiir das Durchdringen mathematischer Sachverhalte scheinen mir insbeson-
dere die raumliche oder noch besser die raumlich-zeitliche Anschauung, das
abstrakte logische Denken und das formale Umformen von Zeichenketten auf
Papier. Hilfreich kann auch unsere sprachliche Intelligenz sein: Bereits kleine
Kinder lernen ja das Zdhlen, indem sie zunéchst “Eins-Zwei-Drei-Vier-Fiint”
memorieren wie “Abrakadabra Simsalabim”, und &ltere lernen &hnlich den
Satz des Pythagoras oder die binomischen Formeln.
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4 Herkunft einiger Symbole

Ich habe versucht, etwas iiber die Herkunft einiger mathematischer Symbole
in Erfahrung zu bringen, die schon aus der Schule selbstverstandlich sind. Das
Gleichheitszeichen = scheint auf ein 1557 von Robert Recorde publiziertes
Buch zuriickzugehen und soll andeuten, dafl das, was auf der linken und
rechten Seite dieses Zeichens steht, so gleich ist wie die beiden Strichlein, die
das uns heute so selbstverstédndliche Gleichheitszeichen bilden. Davor schrieb
man statt einem Gleichheitszeichen meist ae fiir “4quivalent”. Das Pluszeichen
+ ist wohl ein Auschnitt aus dem Symbol &, das hinwiederum enstanden ist
durch Zusammenziehen der beiden Buchstaben im lateinischen Wértchen et.

Die Dezimaldarstellung der natiirlichen Zahlen kam Mitte des vorigen
Jahrtausends aus Indien iiber die Araber nach Italien. Bis dahin rechnete
man in Furopa in romischer Notation. Sie miissen nur versuchen, in dieser
Notation zwei groflere Zahlen zu multiplizieren, um zu ermessen, welchen
wissenschaftlichen und auch wirtschaftlichen Fortschritt der Ubergang zur
Dezimaldarstellung bedeutete. Das Beispiel der Dezimaldarstellung zeigt in
meinen Augen auch, wie entscheidend das sorgfiltige Einbeziehen trivialer
Spezialfille, manchmal als “Theorie der leeren Menge” verspottet, fiir die
Eleganz der Darstellung mathematischer Sachverhalte sein kann: Sie wurde
ja eben dadurch erst ermoglicht, dal man ein eigenes Symbol fiir “gar nichts”
erfand! Ich denke, dafl der Aufbau eines effizienten Notationssystems, obwohl
er natiirlich nicht denselben Stellenwert einnehmen kann wie die Entwicklung
mathematischer Inhalte, dennoch in der Lehre ein wichtiges Ziel sein muf. In
diesem Text habe ich mir die gréfite Miihe gegeben, unter den gebréauchlichen
Notationen diejenigen auszuwéhlen, die mir am sinnvollsten schienen, und sie
soweit wie moglich aufzuschliisseln.
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Dieser Text ist entstanden als Nachbereitung einer Grundvorlesung zur
Analysis, in der ich das von meinen Kollegen aus der Physik geforderte Pen-
sum, namlich innerhalb von zwei Semestern bis zum Satz von Stokes vorzu-
stossen, weit verfehlt habe. Er verfolgt das Ziel, einem Dozenten der Grund-
vorlesungen und insbesondere mir selbst bei der Erfiillung dieses Pensums zu
helfen, indem er auf gut zweihundert Seiten ausgehend von der Konstruktion
der reellen Zahlen iiber den {iiblichen Stoff der beiden Gundvorlesungen zur
Analysis bis zu einem vollstdndigen Beweis des Satzes von Stokes fithrt. Vor-
ausgesetzt werden nur Kenntnisse aus der linearen Algebra soweit sie zum
entsprechenden Zeitpunkt bereits erwartet werden diirfen. Groflen Wert habe
ich auf eine koordinatenfreie Entwicklung der grundlegenden Konzepte der
Differentialrechnung mehrerer Verénderlicher gelegt in der Hoffnung, daf der
Kalkiil der Differentialformen dadurch verstandlicher wird.

Naturgeméf hat dieser Text nicht viel Fleisch auf den Rippen. Nennens-
werte Abstriche habe ich insbesondere gemacht durch eine sehr knappe Be-
handlung des Riemann-Integrals, das nur fiir stetige Funktionen erklért wird;
durch Hintanstellen des Lebesgue-Integrals; durch das Auslassen uneigentli-
cher Integrale; durch das Vermeiden topologischer Rdume; und durch eine
grofle Armut an ausgearbeiteten Beispielen. Das mag jedoch auch wieder da-
zu beitragen, dafl das logische Grundgeriist klarer hervortritt. Ich hoffe, dafl
in zwei Semestern genug Zeit bleibt, dieses Skelett je nach Geschmack etwas
zu bekleiden. Die beiden Abschnitte tiber komplexe Zahlen und Fourierreihen
konnen im Prinzip iibersprungen werden, mir scheint der darin behandelte
Stoff jedoch eher noch wichtiger als der Stokes’sche Integralsatz. Bei der Ar-
beit geholfen haben mir insbesondere die Texte von Spivak | |, Forster
[ |, Lang | ], und Brocker | ]. Als voll bekleidete Texte studie-
re man die Klassiker | , , |. Weitere ergiebige Quellen sind

[ : J
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1 Die reellen Zahlen

Hier trennen sich nun die Wege der linearen Algebra, in der man sich zunéchst
nur auf die bereits eingefiihrten algebraischen Konzepte stiitzt und bis auf
weiteres mit beliebigen Korpern arbeiten kann, und der Analysis, fiir die das
Wesen der reellen Zahlen grundlegend ist.

1.1 Wurzeln rationaler Zahlen

Satz 1.1.1. Es gibt keine rationale Zahl v € Q mit 2 = 2.

Bemerkung 1.1.2. Dieser Satz erklart, warum wir uns mit den rationalen
Zahlen nicht zufrieden geben. In der Tat suchen wir nach einem Zahlbereich,
in dem jeder anschaulich definierbaren Lénge wie zum Beispiel der Lénge der
Diagonale eines Quadrats der Kantenldnge Eins auch tatséchlich eine Zahl
entspricht. Wir zeigen in 2.3.2, dafl im Zahlbereich der reellen Zahlen immer-
hin aus allen nichtnegativen Zahlen Quadratwurzeln gezogen werden kénnen,
und diskutieren in 2.4.1, wie man sogar unsere anschauliche Vorstellung von
der Lange des Einheitskreises zur Definition einer reellen Zahl prézisieren
kann.

Erster Beweis. Setzen wir die in 7?7 bewiesene Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung als bekannt voraus, so folgt unmittelbar, dafl das Quadrat eines
unkiirzbaren Bruches mit Nenner # 41 wieder ein unkiirzbarer Bruch mit
Nenner # +1 ist. Aus z € Q \ Z folgt also 2? € Q \ Z. Gébe es mithin ein
xr € Q mit 2? = 2, so miifite = bereits selbst eine ganze Zahl sein. Offensicht-
lich gibt es jedoch keine ganze Zahl x € Z mit z? = 2. [

Zweiter Beweis. Ohne die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt
vorauszusetzen konnen wir in unserer speziellen Situation auch elementarer
mit dem Primfaktor Zwei durch Widerspruch argumentieren: Nehmen wir
an, wir finden ganze Zahlen p,q € Z mit ¢ # 0 derart, dafl z = p/q ein
unkiirzbarer Bruch wire mit 22 = 2. Es folgte p? = 2¢?, also p? gerade, also
p gerade, also p? durch 4 teilbar, also ¢ gerade, also ¢ gerade. Dann wire
unser Bruch aber doch kiirzbar gewesen, ndmlich durch Zwei. ]

1.2 Ordnungen auf Mengen

Definition 1.2.1. Eine Relation R auf einer Menge X ist eine Teilmenge
R C X x X. Statt (x,y) € R schreiben wir meist xRy. Eine Relation R
heifit eine Ordnungsrelation oder auch eine partielle Ordnung oder auch
einfach nur eine Ordnung genau dann, wenn fiir alle z,y, z € X gilt
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1. Transitivitit: (zRy und yRz) = zRz;
2. Antisymmetrie: (rRy und yRz) = = = y;
3. Reflexivitit: Es gilt xRz fiir alle x € X.

Eine Ordnungsrelation heifit eine Anordnung oder auch eine totale Ord-
nung genau dann, wenn wir zusétzlich haben

4. Totalitét: Fiir alle x,y € X gilt xRy oder yRx.

Bemerkung 1.2.2. Ordnungsrelationen schreibt man meist z < y, statt z <y
schreibt man dann oft auch y > x. Weiter kiirzt man (z < y und = # y) ab
mit z < y und ebenso (x > y und = # y) mit x > y. Auf jeder angeord-
neten Menge definieren wir Verkniipfungen max und min in offensichtlicher
Verallgemeinerung von 1.3.1.2.3.

Definition 1.2.3. Sei (Y, <) eine partiell geordnete Menge.

1. Ein Element g € Y heiflt ein grofites Element von Y genau dann,
wenn gilt ¢ > y Vy € Y. Ein Element g € Y heifit ein maximales
Element von Y genau dann, wenn es kein y € Y gibt mit y > g¢.

2. Ein Element k£ € Y heifit ein kleinstes Element von Y genau dann,
wenn gilt £ <y Vy € Y. Ein Element £ € Y heifit ein minimales
Element von Y genau dann, wenn es kein y € Y gibt mit y < k.

Bemerkung 1.2.4. Jede partiell geordnete Menge besitzt hochstens ein grofi-
tes und hochstens ein kleinstes Element. Wir diirfen deshalb den bestimmten
Artikel verwenden und von dem grofiten bzw. kleinsten Element reden. Be-
sitzt eine partiell geordnete Menge ein grofites bzw. ein kleinstes Element,
so ist dies auch ihr einziges maximales bzw. minimales Element. Sonst kann
es jedoch maximale bzw. minimale Elemente in grofler Zahl geben, zumin-
dest dann, wenn unsere Ordnungsrelation keine Anordnung ist. Auf Englisch
benutzt man fiir eine partiell geordnete Menge alias einen “partially ordered
set” oft die Abkiirzung poset.

Definition 1.2.5. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und Y C X eine
Teilmenge.

1. Ein Element o € X heifit eine obere Schranke von Y genau dann,
wenn gilt o >y Vy €Y.

2. Ein Element v € X heifit eine untere Schranke von Y genau dann,
wenn gilt w <y VyeY.
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Eine partiell geordnete Menge mit zwei minimalen und einem maximalen
Element, die weder ein kleinstes noch ein groites Element besitzt. Die
fetten Punkte stellen die Elemente unserer Menge dar, und ein Element ist
grofer als ein anderers, wenn es von diesem “durch einen aufsteigenden Weg
erreicht werden kann”.
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Definition 1.2.6. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und Y C X eine
Teilmenge.

1. Ein Element s € X heiflit die kleinste obere Schranke oder das
Supremum von Y in X genau dann, wenn s das kleinste Element
ist in der Menge {0 € X | o ist obere Schranke von Y'}. Wir schreiben
dann s =sup Y.

2. Ein Element ¢ € X heifit die grofite untere Schranke oder auch das
Infimum von Y in X genau dann, wenn ¢ das grofite Element ist in
der Menge {u € X | u ist untere Schranke von Y'}. Wir schreiben dann
¢ = infY.

Bemerkung 1.2.7. Besitzt eine Teilmenge Y C X ein grofites Element g € Y,
so gilt g = sup Y. Besitzt eine Teilmenge Y C X ein kleinstes Element k € Y,
so gilt k = inf Y. Sind Teilmengen Z C Y C X gegeben und besitzen Z und
Y ein Supremum in X, so gilt sup Z < supY.

Beispiel 1.2.8. Auf der Potenzmenge einer beliebigen Menge ist die Inklusi-
onsrelation eine partielle Ordnung. Beziiglich dieser Ordnung ist die Vereini-
gung im Sinne von ?? das Supremum und der Schnitt das Infimum.

1.3 Angeordnete Korper

Definition 1.3.1. Ein angeordneter Kérper ist ein Korper (K, +,-) mit
einer Anordnung < derart, daf} gilt

l.z<y = 2+2<y+2z Vr,y,z€ K.
2. (0<zund0<y) = 0<ay VryekK.

Die Elemente x € K mit x > 0 bzw. z < 0 nennt man positiv bzw. negativ.
Die Elemente mit x > 0 bzw. < 0 nennt man folgerichtig nichtnegativ
bzw. nichtpositiv.

Lemma 1.3.2. In jedem angeordneten Kérper gilt:

1. (x<yunda<b)= (r+a<y+b).

2. (x <y unda>0)= (ax < ay).

3. (0<z<yund0<a<b)=(0<za<uyb).
4. (x<y)=(-y < —x)

5 (x>yunda<0)= (ax < ay).
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6. (x #0) = (2% >0).
7.1>0.
8. (z>0)= (z7' >0).
9. 0<z<y)=(0<y ' <zh.
Beweis. 1. In der Tat folgt x +a <y+a <y+b.

2. In der Tat folgt 0 < y—x, also 0 < a(y — ) = ay — ax und damit dann
ar < ay.

3. In der Tat erhalten wir 0 < za < ya < yb.

4. Das folgt durch Addition von (—y — z) auf beiden Seiten.
5. In der Tat folgern wir x > y = (—a)x > (—a)y = azx < ay.
6. In der Tat ist 2% = (—z)? und z > 0 & (—z) < 0.

7. Das folgt aus 1 = 12 #£ 0.

8. Das folgt durch Multiplikation mit (z71)2.

9. Das folgt durch Multiplikation mit y~tz~!.
]

Bemerkung 1.3.3. Schreiben wir zur besonderen Betonung wieder Ox und 1,
so gelten demnach in jedem angeordneten Korper K die Ungleichungen

-<<_1K)+(_1K)<<_1K)<0K<1K<1K+1K<---

Insbesondere folgt aus m1x = nlg fiir m,n € Z schon m = n. Die Abbildung
7 — K, m — mlg ist also eine Injektion. Das Bild dieser Injektion miifite
wohl eigentlich einen eigenen Namen kriegen, zum Beispiel Zy, aber wir
kiirzen unsere Notation ab, bezeichnen dieses Bild auch mit Z und schreiben
kiirzer m statt m1y. Weiter erhalten wir auch eine Injektion Q — K, m/n +—
mlg/nlg, die wir zum Beispiel ¢ — ¢x notieren kénnten. Wir sind auch
hier etwas nachléssig, bezeichnen das Bild unserer Injektion Q — K meist
kurzerhand mit demselben Buchstaben Q statt genauer Qg zu schreiben,
und héngen auch den Elementen von Q meist keinen Index an, wenn wir
eigentlich ihr Bild in K meinen.

Ubung 1.3.4. Man zeige, daB fiir jeden angeordneten Korper K die in 1.3.3
definierte Abbildung Q — K ein Kérperhomomorphismus ist.
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Definition 1.3.5. Fiir jeden angeordneten Korper K definieren wir den Ab-
solutbetrag, eine Abbildung K — K, x +— |z|, durch die Vorschrift

| = x x>0
] —z x<0.

Bemerkung 1.3.6. Wir listen einige Eigenschaften des Absolutbetrags auf.
Der Beweis der ersten vier sei dem Leser iiberlassen.

L |Jz]=0&2=0

2. | —a| = x|

3. [xy| = [x[y]

4. |7 = |x|7 falls @ # 0

5. Es gilt die sogenannte Dreiecksungleichung

lz+yl <zl +ly| Ve,ye K

in Worten: Der Betrag einer Summe ist stets kleinergleich der Summe
der Betriige der Summanden. In der Tat gilt ja x + y < |z| + |y| und
ebenso —(z + y) < |z| + |y|. Unsere Ungleichung heifit deshalb Drei-
ecksungleichung, weil sie in einem allgemeineren Kontext sagt, dafl in
einem Dreieck zwei Seiten zusammen stets langer sind als die dritte.

6. |la| — |b|| < a+b| Va,be K.

In der Tat folgt aus der Dreiecksungleichung |a| = |(a 4+ b) + (=b)| <
la+0b|4+|—b] = |a+b|+ |b], also |a| — |b] < |a+b|. Ebenso folgert man
aber auch [b] — |a| < |a + b].

Ubung 1.3.7. In jedem angeordneten Korper gilt:
1. Aus |z —a| <nund |y —b] < nfolgt |(z +vy) — (a+ )| < 2n;
2. Aus |z—a|] <np<1lund|y—b] <n <1 folgt |zy—ab| < n(|b|+1+|al);
3. Aus ly—b| <n < |b]/2und b # 0 folgt y # 0 und |1/y — 1/b| < 2n/[b|*.

Ubung 1.3.8. In jedem angeordneten Korper gilt fiir z > —1 und n € N die
sogenannte Bernoulli-Ungleichung (1+z)" > 1+nx. Hinweis: Vollstandige
Induktion.



68 KAPITEL III. FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

1.4 Die reellen Zahlen

Bemerkung 1.4.1. Der folgende Satz enthélt diejenige Charakterisierung eines
gewissen angeordneten Korpers von “reellen Zahlen”, auf der die ganze Vorle-
sung aufbaut. Der Beweis der Existenz eines derartigen angordneten Korpers
ist fiir das weitere Verstdndnis der Vorlesung belanglos. Ich gebe hier nur ei-
ne Beweisskizze, als da heifit einen Beweis fiir hohere Semester, um Sie zu
iitberzeugen, dafl wir nicht wahrend des néchsten halben Jahres Folgerungen
ziehen aus Grundannahmen, die iiberhaupt nie erfiillt sind. Ich rate dazu,
bei der ersten Lektiire auf das genauere Studium des Existenzbeweises zu
verzichten, der sich bis 1.4.5 hinzieht. Vom Beweis der Eindeutigkeit sind
Teile durchaus auch fiir die Ziele dieser Vorlesung von Belang. Wir formu-
lieren diese Teile als die eigenstédndigen Aussagen 1.4.9 und 1.4.10. Der Rest
wird dem Leser als Ubung 1.4.15 iiberlassen, die wieder fiir hohere Semester
gedacht ist.

Satz 1.4.2 (Charakterisierung der reellen Zahlen). 1. Es gibt einen
angeordneten Korper (R, +, -, <) derart, daff in der angeordneten Men-
ge R jede nichtleere Teilmenge mit einer unteren Schranke auch eine
grofite untere Schranke besitzt.

2. Dieser angeordnete Korper ist im wesentlichen eindeutig bestimmt. Ist
genauer (R’ +, -, <) ein zweiter derartiger angeordneter Kirper, so gibt
es genau einen Korperisomorphismus ¢ : R = R, und fiir diesen Kor-
perisomorphismus gilt « < 3 < p(a) < o(f).

Bemerkung 1.4.3. Die im Satz gegebene Charakterisierung trifft auf den an-
geordneten Korper der rationalen Zahlen nicht zu. Zum Beispiel mogen Sie
zur Ubung zeigen, daf8 die nichtleere Menge {z € Q | 22 < 2} in Q zwar
untere Schranken besitzt, aber keine grofite untere Schranke.

Beweis von 1.4.2.1. Wir konstruieren einen derartigen Kérper R = Rp als
eine Menge R C P(Q) von Teilmengen der Menge Q aller rationalen Zahlen,

« ist nicht leer,

« hat eine untere Schranke,

a hat kein kleinstes Element,

a enthélt mit x auch jedes y > x.

R = cacCcQ

Man nennt solch ein « einen Dedekind’schen Schnitt und bezeichnet die
so konstruierte Menge R als das “Dedekind’sche Modell der reellen Zahlen”.
Auf unserer Menge R von Teilmengen von Q ist die Inklusionsrelation eine
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Anordnung und wir schreiben o < 3 statt a O 3. Ist Y C R eine nichtleere
Teilmenge mit unterer Schranke, so liegt offensichtlich auch die Vereinigung

Ua:{q€Q|Esgibta€Ymitq€a}

acY

aller Teilmengen aus Y in R und ist das Infimum von Y. Damit haben wir
bereits eine angeordnete Menge mit der geforderten Figenschaft konstruiert.
Wir miissen darauf nur noch eine Addition und eine Multiplikation erkla-
ren derart, daf§ unsere Struktur zu einem angeordneten Korper wird. Die
Addition ist unproblematisch: Wir setzen

a+f={z+ylzrea,yecf}

und priifen miihelos, dafl aus «, 5 € R schon folgt a4 € R, dafl R so zu einer
kommutativen Gruppe wird mit neutralem Element Og = {x € Q | z > 0},
und daB gilt @« < 8 = a+~v < B+ v fir alle o, 5,7 € R. Wir erlauben
uns nun die Abkiirzung Og = 0. Die Multiplikation positiver Elemente ist
ebenfalls unproblematisch: Fiir a, f € R mit a > 0, 3 > 0 setzen wir

af ={zy |z € a,yc B}

und priifen miihelos, dafl aus «, 3 € R.( schon folgt a3 € Ry und dafl R+
so zu einer kommutativen Gruppe wird mit neutralem Element 1g = {z €
Q | > 1}. Das Distributivgesetz in Q impliziert mit diesen Definitionen
auch sofort die Regel

a(B+7) =af+ay

fiir alle a, 3,7 € Ryg. Um unsere Multiplikation so auf ganz R auszudehnen,
daB R ein angeordneter Korper wird, verwenden wir das anschliefende tech-
nische Lemma 1.4.4. Der Beweis der in Teil 2 behaupteten Eindeutigkeit ist
die Ubung 1.4.15. O

Lemma 1.4.4. Sei (R,+) eine kommutative Gruppe mit einer Anordnung
< derart, daff gilt a < B =a+~v< B+~ Va,B,7 € R. Sei auf R~y eine
Verknipfung («, B) — af gegeben, die R~y zu einer kommutativen Gruppe
macht. Gilt aufferdem die Regel

Oé(ﬁ—l—’y):ozﬁ—l—om/ va7677€R>0

so gibt es genau eine Fortsetzung unserer Verkniipfung (o, B) — af auf ganz
R derart, daff (R, +,-, <) ein angeordneter Korper wird.
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Zum Infimum in R
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Beweis. Wenn die Fortsetzung unserer Multiplikation auf ganz R das Distri-
butivgesetz erfiillen soll, miissen wir notwendig setzen

0 a =0 oder = 0;
—(a(=p)) a>0, f<0;
(—a)(—=p) a<0, 5<0.

aff =

Es gilt nur noch, fiir diese Multiplikation die Korperaxiome nachzuweisen.
Unsere Multiplikation auf R ist offensichtlich kommutativ und assoziativ und
macht R\{0} zu einer Gruppe. Wir miissen also nur noch das Distributivge-
setz

a(f+v)=af+ay Va,f,7v€ER

nachweisen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir hierbei o >
0 und B + v > 0 annehmen, und die einzigen nicht offensichtlichen Félle
sind dann 8 > 0, v < 0 bzw. 8 < 0, v > 0. Sei ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit 5 > 0, v < 0. Nach unseren Annahmen gilt ja die Regel

af =a((f+7)+ (=) =alB+7) +a(=)
und daraus folgt sofort a( + ) = a8 + a~y auch in diesem letzten Fall. [

Ubung 1.4.5. Bezeichne R = Rp das Dedekind’sche Modell der reellen Zahlen.
Man zeige, daf die durch die Struktur eines angeordneten Korpers auf R nach
1.3.3 definierte Abbildung @Q — R auch beschrieben werden kann durch die
Vorschrift p — pr = {q € Q| ¢ > p}.

Definition 1.4.6. Wir wéhlen fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung einen
festen angeordneten Korper (R, +,-, <), in dem jede nichtleere Teilmenge
mit einer unteren Schranke auch eine grofite untere Schranke hat, erlauben
uns wegen der in 1.4.2.2 formulierten “Eindeutigkeit bis auf eindeutigen Iso-
morphismus” den bestimmten Artikel und nennen ihn den Koérper R der
reellen Zahlen.

Ubung 1.4.7. Man zeige: Jede nichtleere Teilmenge von R mit einer oberen
Schranke hat auch eine kleinste obere Schranke.

Ubung 1.4.8. Seien X und Y nichtleere nach oben beschrinkte Teilmengen
von R. Bezeichnet X +Y C R die Menge {z +y |z € X, y € Y}, so zeige
man sup(X +Y) =sup X +supV.

Satz 1.4.9. Die natiirlichen Zahlen besitzen keine obere Schranke in den
reellen Zahlen, d.h. fir alle v € R gibt es ein n € N mit n > x.
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Beweis. Das ist evident fiir den angeordneten Korper R, den wir im Beweis
von 1.4.2 konstruiert haben. Da diese Konstruktion jedoch nicht ganz ein-
fach war, zeigen wir auch, wie unser Satz direkt aus unserer Definition 1.4.6
abgeleitet werden kann. Dazu argumentieren wir durch Widerspruch: Hétte
die Teilmenge N C R eine obere Schranke, so hétte sie nach 1.4.7 auch eine
kleinste obere Schranke a. Dann wére aber a — 1 < a keine obere Schranke
von N, also gibe es n € N mit n > (a— 1). Es folgte (n+1) > a, und a wére
doch keine obere Schranke von N gewesen. O

Korollar 1.4.10. 1. Unter jeden reellen Zahl findet man noch ganze Zah-
len, in Formeln: Fiir alle x € R gibt es m € Z mit m < z.

2. Fiir positive reelle Zahl e > 0 gibt es eine positive natirliche Zahln > 1
mit 0 <+ <e.

3. Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt stets noch eine ratio-
nale Zahl, in Formeln: Gegeben x <y in R gibt esr € Q mitx < r < y.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus 1.4.9. Um die Zweite zu zeigen, suche
man n > 1/e. Um die dritte Aussage zu zeigen, suchen wir zunéichst n € N,
n > 1mit 0 < % < y—ux, also 1 < ny — nx, das heiflt 1 + nx < ny. Nun
gibt es a,b € Z mit a < ny < b, also gibt es eine grofite ganze Zahl m mit
m < ny und folglich ny < m + 1, woraus hinwiederum folgt nz < m und
dann x < 7t <y. O

Bemerkung 1.4.11. Ein angeordneter Korper heifit archimedisch angeord-
net genau dann, wenn es zu jedem Element z des Korpers eine natiirliche
Zahl n € N gibt mit n > z. Das obige Korollar 1.4.10 gilt mit demselben
Beweis fiir jeden archimedisch angeordneten Korper.

Definition 1.4.12. Mit einem endlichen Dezimalbruch wie 3, 141 bezeichnet
man wie auf der Schule die rationale Zahl 3141/1000. Die durch einen un-
endlichen Dezimalbruch wie 3,1415... dargestellte reelle Zahl definieren
wir als das Supremum der Menge aller ihrer endlichen Teilausdriicke bzw.
das Infimum, wenn ein Minus davorsteht. Wir setzen also zum Beispiel

( )

3,1415... = sup

JCO OO“OO w W
[ISSEETANEETAN
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wo wir die Elemente der Menge aller endlichen Teilausdriicke der Ubersicht-
lichkeit halber untereinander geschrieben haben statt sie durch Kommata
zu trennen und rationale Zahlen stillschweigend identifiziert haben mit ihren
Bildern in R.

Proposition 1.4.13. 1. Jede reelle Zahl lifst sich durch einen unendli-
chen Dezimalbruch darstellen.

2. Genau dann stellen zwei verschiedene unendliche Dezimalbriiche die-
selbe reelle Zahl dar, wenn es eine Stelle vor oder nach dem Kom-
ma gibt und eine von Neun verschiedene Ziffer z derart, dafs die bei-
den Dezimalbriiche bis zu dieser Stelle tibereinstimmen, ab dieser Stel-
le jedoch der eine die Form 299999 ... hat und der andere die Form
(z+1)00000....

Beweis. Fiir den ersten Teil reicht es zu zeigen, daf sich jede nichtnegative
reelle Zahl y > 0 als ein unendlicher Dezimalbruch darstellen 1é3t. Nehmen
wir zu jedem s € N die grofite reelle Zahl ry < y unter y mit hochstens s
Stellen nach dem Komma, so gilt

y = sup{ro,r1,72,...}

In der Tat ist y eine obere Schranke dieser Menge, aber jede reelle Zahl
x < y ist keine obere Schranke dieser Menge: Nach 1.4.10 oder, genauer,
seinem Beweis gibt es ndmlich fiir jedes x € R mit z < y ein s € N und ein
m € 7Z mit x < m-107° < y, als da heifit, es gibt ein s mit = < r,. Den
zweiten Teil iiberlassen wir dem Leser zur Ubung. ]

Bemerkung 1.4.14. Ich will die Gleichheit 1 = 0,999... auch noch im De-
dekind’schen Modell der reellen Zahlen erlautern und beginne dazu mit der
offensichtlichen Gleichheit

{e€Qlg>-1}=J{geQlqg>-0,99...9}

n>1 n

von Teilmengen von Q. Sie bedeutet nach 1.4.5 und der Beschreibung des
Infimums im Dedekind’schen Modell der reellen Zahlen R = Rp genau die
Gleichheit

—1g = inf{(-0,999...9)r |n > 1}
und mit unserer Konvention fiir die Interpretation unendlicher Dezimalbrii-
che 1.4.12 dann auch die Gleichheit von reellen Zahlen

—1=-0,999...
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Jetzt gilt es nur noch, das Negative zu nehmen. Ich bemerke weiter, dafl
es durchaus moglich ist, die Menge aller unendlichen Dezimalbriiche ohne
alle Identifizierungen zu betrachten und mit der Struktur einer angeordneten
Menge zu versehen, in der dann sogar jede nichtleere Teilmenge mit unterer
Schranke eine grofite untere Schranke hat. Es ist jedoch nicht moglich, die
gewohnte Addition und Multiplikation von den endlichen Dezimalbriichen so
auf die angeordnete Menge aller unendlichen Dezimalbriiche ohne jegliche
Identifizierungen fortzusetzen, dafl wir einen angeordneten Korper erhalten.
Der naive Ansatz scheitert hier bereits an dem Problem, dafl nicht klar ist,
wie man mit den eventuell unendlich vielen Ubertriigen bei der Addition und
Multiplikation umgehen soll.

Ubung 1.4.15 (Fiir hohere Semester). Man zeige 1.4.2.2. Hinweis: Die gesuch-
te Bijektion ¢ kann zum Beispiel konstruiert werden durch die Vorschrift

(o) = inf{gr | ¢ € Q, gr > a}.
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2 Folgen und Reihen

2.1 Konvergenz von Folgen

Definition 2.1.1. Eine Teilmenge einer Menge mit Ordnungsrelation heifit
ein Intervall genau dann, wenn mit zwei beliebigen Punkten aus besagter
Teilmenge auch jeder Punkt zwischen den beiden zu unserer Teilmenge ge-
hort.

Bemerkung 2.1.2. Ist (X, <) eine Menge mit Ordnungsrelation, so heifit dem-
nach in Formeln ausgedriickt eine Teilmenge I C X ein Intervall oder genauer
ein “Intervall in X” genau dann, wenn fiir beliebige z,y, 2 € X mit v <y < z
aus x, z € [ folgt y € I. Jeder Schnitt von Intervallen ist wieder ein Intervall.

Ubung 2.1.3. Jede Teilmenge Y einer angeordneten Menge X ist die disjunkte
Vereinigung aller maximalen in Y enthaltenen Intervalle von X. Hinweis:
Hat ein System von Intervallen von X nichtleeren Schnitt, so ist auch seine
Vereinigung wieder ein Intervall von X.

Definition 2.1.4. Wir erweitern die reellen Zahlen durch die zwei Punkte
—oo und oo zu der in hoffentlich offensichtlicher Weise angeordneten Menge
der sogenannten erweiterten reellen Zahlen

R=RU{—00,x}

Bemerkung 2.1.5. Jede Teilmenge von R besitzt in R ein Supremum und ein
Infimum. Fiir ein Intervall I € R mit Supremum a = sup/ und Infimum
b = inf [ gibt es die Alternativen a € I oder a € I und b € [ oder b & I.
Es gibt damit vier Typen von Intervallen in R, fiir die die beiden folgenden
Notationen gebréuchlich sind:

[a,b] = [a,b] = {r€R|a<x<b}
Ja,b = (a,b) = {r€R|a<z<b}
[a,b] = [a,) = {r€R|a<r<b}
la,b] = (a,b] = {r€R|a<z<b}

Wihlen wir hier a,b € R beliebig mit ¢ < b, so erhalten wir genau alle
Intervalle in R mit mehr als einem Element. Wir benutzen die eben erklirten
Notationen jedoch auch im Fall a > b, sie bezeichnen dann manchmal eine
einpunktige Menge und meist die leere Menge. Ich hoffe, daf§ der Leser aus
dem Kontext erschliefen kann, wann mit (a,b) ein Intervall gemeint ist und
wann ein Paar aus R?. Ein Intervall in R nennen wir ein reelles Intervall.
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Bemerkung 2.1.6. Ein Intervall in R heifit kompakt genau dann, wenn es
eines unserer [a, b] ist. Der Begriff “kompakt” wird in 3.4.1 auf beliebige Teil-
mengen von R verallgemeinert. Ein reelles Intervall heifit offen genau dann,
wenn es eines unserer (a,b) hat. Der Begriff “offen” wird in 4.3.1 auf beliebige
Teilmengen von R verallgemeinert. Wir nennen ein reelles Intervall halb-
offen genau dann, wenn es nicht aus einem einzigen Punkt besteht, und
verallgemeinern den Begriff “halboffen” in 4.1.1 auf beliebige Teilmengen von
R. So sind in diesem Text etwa alle offenen Intervalle auch halboffen. In der
Literatur wird der Begriff halboffen meist abweichend davon verwendet als

Bezeichnung fiir alle reellen Intervalle, die weder offen noch kompakt sind.

Definition 2.1.7. Gegeben ein Punkt z € R heifit eine Teilmenge W C R
eine Umgebung von z genau dann, wenn sie ein Intervall (a,b) umfafit
mit ¢ < = < b. Eine Teilmenge W C R heifit eine Umgebung von oo
genau dann, wenn sie ein Intervall (a, o] umfat mit a < co. Eine Teilmenge
W C R heiBt eine Umgebung von —oo genau dann, wenn sie ein Intervall
[—00,b) umfait mit —oo < b.

Bemerkung 2.1.8. Eine Umgebung von x € R kénnen wir auch charakteri-
sieren als eine Teilmenge W C R, die fiir mindestens ein reelles € > 0 das
Intervall (z — e,z + ) umfafit, oder dquivalent als eine Teilmenge, die fiir
mindestens ein reelles ¢ > 0 das Intervall [x — ¢, x + €| umfaBt. Eine der Mo-
tivationen fiir unsere grofiziigige Definition des Umgebungsbegriffs ist, dafl er
uns durch seine grofie Allgemeinheit dazu verhelfen soll, die Diskussion der-
artiger Nebenséchlichkeiten weitgehend zu vermeiden. Gegeben x € R und
e > 0 nennen wir das offene Intervall (z — ¢, x4 ¢) die e-Umgebung von z.

Beispiel 2.1.9. Das kompakte Intervall [0, 1] ist eine Umgebung von jedem
Punkt aus dem offenen Intervall (0, 1), aber von keinem anderen Punkt der
erweiterten reellen Zahlengeraden. QQ ist fiir keinen Punkt der erweiterten
reellen Zahlengeraden eine Umgebung.

Bemerkung 2.1.10. Offensichtlich besitzen je zwei verschiedene Punkte der
erweiterten reellen Zahlengeraden zueinander disjunkte Umgebungen, und
der Schnitt von je zwei Umgebungen ein- und desselben Punktes ist wieder
eine Umgebung des besagten Punktes.

Bemerkung 2.1.11. Bei der Vor- und Nachbereitung dieser Vorlesung ist mir
erst richtig klar geworden, welch grofler Teil der Diskussion der Begriffe
Grenzwert und Stetigkeit im Rahmen der Analysis einer reellen Verander-
lichen nur die Struktur der reellen Zahlen als angeordnete Menge betrifft.
Die Resultate dieses Abschnitts gelten im Ubrigen mit unverindertem Be-
weis auch allgemeiner fiir einen beliebigen archimedisch angeordneten Koérper
und zu einem guten Teil sogar fiir einen beliebigen angeordneten Koérper.
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Definition 2.1.12. Eine Abbildung N — X, n +— =z, von den natiirlichen
Zahlen in eine Menge X nennen wir eine Folge in X. Wir schreiben eine Folge
meist (2, )nen oder zg, 1, Ta, ... oder auch einfach nur z,. Die z; heiflen die
Folgenglieder. Manchmal nennen wir allerdings auch Abbildungen Folgen,
die erst ab n = 1 definiert sind.

Definition 2.1.13. Sagen wir, eine Aussage gelte fiir fast alle Elemente
einer Menge, so soll das bedeuten, dafl sie gilt fiir alle Elemente bis auf
hochstens endlich viele Ausnahmen. Sagen wir, eine Aussage gelte fiir fast
alle Glieder einer Folge, so soll das bedeuten, daf} fiir fast alle Indizes n
unsere Aussage fiir das n-te Folgenglied gilt.

Definition 2.1.14. Sei zg, 1, ... eine Folge in R und # € R ein Punkt.
Wir sagen, die Folge =z, konvergiere gegen x genau dann, wenn jede
Umgebung von x fast alle Glieder der Folge enthélt. Wir schreiben in diesem
Fall auch

lim z, = x

n—oo

und nennen z einen Grenzwert oder lateinisierend Limes der Folge. Nach
dem im folgenden bewiesenen Lemma 2.1.19 diirfen wir uns sogar den be-
stimmten Artikel erlauben und von dem Grenzwert reden.

Beispiel 2.1.15. Die konstante Folge z,, = x Vn konvergiert gegen z. In
der Tat liegen bei dieser Folge in jeder Umgebung von z nicht nur fast alle,
sondern sogar alle Folgenglieder.

Beispiel 2.1.16. Die Folge x,, = n konvergiert gegen plus Unendlich, in For-
meln
lim n = oo

In der Tat umfafit jede Umgebung U von oo per definitionem ein Intervall

der Gestalt (a, o0] fiir a € R, und bereits in jedem derartigen Intervall liegen
nach 1.4.9 fast alle Folgenglieder.

Definition 2.1.17. Eine Nullfolge ist eine Folge, die gegen Null konvergiert.

Beispiel 2.1.18. Die Folge =, = 1/n ist eine Nullfolge, in Formeln

1
lim — =0
n—oo M,
In der Tat umfaflt jede Umgebung U von 0 per definitionem ein Intervall der
Gestalt (—e, ) fiir € > 0, und bereits in jedem derartigen Intervall liegen alle
Folgenglieder mit n > (1/¢), nach 1.4.9 also fast alle Folgenglieder.
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Lemma 2.1.19 (Eindeutigkeit des Grenzwerts). Ein- und dieselbe Folge
kann nicht gegen zwei verschiedene Punkte konvergieren, in Formeln

(nh_{go:z:n =x und nh—{gox” =y) = (x=1y)
Beweis. Durch Widerspruch. Sind unsere Punkte x und y verschieden, so
besitzen sie auch disjunkte Umgebungen W und W’. Dann kénnen aber von
unseren unendlich vielen Folgengliedern nicht fast alle in W und fast alle
in W’ liegen, also kann unsere Folge nicht gleichzeitig gegen = und gegen y
konvergieren. O]

Definition 2.1.20. Unter einem Fundamentalsystem von Umgebungen
eines Punktes versteht man ein System alias eine Menge von Umgebungen
besagten Punktes derart, dafl jede Umgebung unseres Punktes mindestens
eine Umgebung unseres Systems umfafit.

Beispiele 2.1.21. Die e-Umgebungen eines Punktes = € R bilden ein Funda-
mentalsystem von Umgebungen von x, desgleichen aber auch alle Intervalle
[z — 3¢,z + 4¢) mit € > 0 oder alle Intervalle [z —1/n,z 4+ 1/n| mit n € N>;.
Ein Fundamentalsystem von Umgebungen von oo bilden etwa die Intervalle
[K, 00] mit K € R oder mit K € N.

Bemerkung 2.1.22. Um die Konvergenz einer Folge gegen einen Punkt nach-
zuweisen miissen wir offensichtlich nur fiir alle Umgebungen aus einem mogli-
chen Fundamentalsystem priifen, dafl fast alle Folgenglieder darin liegen. Fiir
Konvergenz gegen einen Punkt z € R miissen wir zum Beispiel nur priifen,
daB fiir jedes € > 0 die e-Umgebung von x fast alle Glieder der Folge enthélt,
im Fall einer reellen Folge also, daf} es fiir jedes € > 0 ein N = N, € N gibt
mit n > N = |z, — z| < e. Im Fall z = oo dahingegen ist lim, ., x,, = 00
gleichbedeutend dazu, daf§ fiir jedes K € N fast alle Folgenglieder oberhalb
von K liegen.

Bemerkung 2.1.23. Ich will versuchen, in der Vorlesung einem Farbencode zu
folgen, nach dem vorgegebene Umgebungen von Grenzwerten und dergleichen
in gelber Farbe dargestellt werden und dazu zu findende N und dergleichen
in roter Farbe.

Bemerkung 2.1.24. Mit unserer Konvention fiir die “Konvergenz gegen +oc0”
bewegen wir uns zwar im Rahmen des allgemeinen Begriffs der Konvergenz in
“topologischen Rdumen” ?7?. aber auflerhalb der in der einfithrenden Literatur
zur Analysis iiblichen Konventionen, in denen die Terminologie bestimm-
te Divergenz gegen +oo verwendet wird. Ublicherweise bleibt in anderen
Worten der Begriff der konvergenten Folge reserviert fiir Folgen, die gegen
eine reelle Zahl konvergieren. Wir nennen solche Folgen reell konvergent.
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Falls eine Folge nicht konvergiert, auch nicht gegen oo oder —oo, so nennt
man sie unbestimmt divergent. Wir verlieren mit dieser Terminologie zwar
etwas an Kohérenz, da wir im weiteren “Reihen” aus wieder anderen Griinden
nur dann konvergent nennen werden, wenn die Folge ihrer Partialsummeen
reell konvergent ist. Das schien mir jedoch ein kleineres Ubel, als es eine un-
notig einschrankende oder in Félle aufspaltende Formulierung von Aussagen
wie 2.1.28 oder 2.2.6 wire.

Proposition 2.1.25. Fiir jede Folge x,, von von Null verschiedenen reellen
Zahlen gilt
lim, ooz, =0 & lim,_ |xi| =00

Beweis. Fiir alle K > 0 gilt natiirlich |--| € (K, 0] < =z, € (-K1,K™").
Gilt also die rechte Seite bei Vorgegebegem K > 0 fiir fast alle Folgenglieder,
so auch die Linke. Ebenso gilt fiir alle € > 0 offensichtlich z,, € (—¢,e) <«
|-L] € (1, 00]. Gilt also die rechte Seite bei vorgegebenem e > 0 fiir fast alle
Fc?lgenglieder, so auch die Linke. ]

Bemerkung 2.1.26. Vereinbaren wir 1/|oo| = 1/|—oc| = 0 und [1/0| = o0, so
gilt diese Proposition mit demselben Beweis sogar fiir jede Folge in R.

Proposition 2.1.27. Die folgende Tabelle beschreibt das Konvergenzverhal-
ten der Folge (z")nen in Abhdngigkeit von x:

xr>1 lim, 2" = oo;
r=1 lim, 2" =1;
lz] <1 lim, o z™ =0;
x < =1 Die Folge x™ divergiert unbestimmt.

Beweis. Im Fall x > 1 schreiben wir x = 1 4+ y mit y > 0 und erhalten mit
der binomischen Formel

" =(1+y)" >1+ny

Aber natiirlich gilt 1 + ny > K genau dann, wenn gilt n > %(K — 1), und
das gilt bei festem K fiir fast alle n. Im Fall = 1 ist die Folge konstant 1
und es ist nichts zu zeigen. Falls 0 < |z| < 1 gilt nach dem Vorhergehenden
lim,,_, |1/2™| = 0o und daraus folgt mit Proposition 2.1.25 lim,,_,. 2" = 0.
Fiir z = 0 gilt das natiirlich eh. Im Fall z < —1 gilt |[z" — 2" '] > 2
fiir alle n. Also kann die Folge nicht gegen eine reelle Zahl a konvergieren,
denn dann miiite gelten |a — 2| < 1 fiir fast alle n und dann nach der
Dreiecksungleichung |z" — 2| < 2 fiir fast alle n. Die Folge kann in diesem
Fall aber auch nicht gegen +oo konvergieren, da die Folgenglieder immer
abwechselnd positiv und negativ sind. ]
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Lemma 2.1.28 (Quetschlemma). Sind in R drei Folgen a,, by, c, gegeben
mit a, < b, < ¢, fir alle n, und konvergieren a, und c, gegen denselben
Grenzwert, so konvergiert auch b, gegen diesen Grenzwert.

Beweis. Das folgt aus den Definitionen mit der Erkenntnis, daf sich jede Um-
gebung eines Punktes verkleinern 14t zu einer Umgebung desselben Punktes,
die ein Intervall ist. Es reicht ja, fiir jede solche “Intervallumgebung” I des ge-
meinsamen Grenzwerts von a,, und ¢, zu zeigen, daf fast alle b,, darinliegen.
Das ist aber klar, da fast alle a,, und fast alle ¢,, darinliegen. O

Beispiel 2.1.29. Konvergiert eine Folge reeller Zahlen a,, gegen oo, so konver-
giert jede Folge reeller Zahlen b, mit a, < b, fiir alle n auch gegen oco. Das
folgt zum Beispiel, indem wir als ¢, die konstante Folge co nehmen und das
Quetschlemma anwenden.

Lemma 2.1.30 (Erhaltung von Ungleichungen). Seien a,,b, Folgen in
R mit Grenzwerten lim,, .o a, = a und lim,_,o b, = b. Gilt a,, < b,, fir alle
n, so folgt a <b.

Beweis. Wiére hier b < a, so finden wir k£ mit b < k < a. Dann wére [—o0, k)
eine Umgebung von b und (k, oo] eine Umgebung von a. Fast alle a,, miissten
also in (k, oo] liegen und fast alle b,, in [—o00, k) und es folgte a,, > b, fiir fast
alle n im Widerspruch zu unserer Annahme. O

Satz 2.1.31 (Rechenregeln fiir Grenzwerte). Seien a,,b, Folgen reeller
Zahlen mit reellen Grenzwerten lim,_ . a, = a, lim,_, b, = b.

1. Die Summe bzw. das Produkt unserer Folgen konvergieren gegen die
Summe bzw. das Produkt ihrer Grenzwerte, in Formeln

lim, oo(an, +b,) = a+b
lim,, oo (ay,by,) = ab

2. Sind alle Glieder der Folge b,, sowie thr Grenzwert b von Null verschie-
den, so gilt fiir die Folge der Kehrwerte

Bewets. Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma.

Lemma 2.1.32. 1. Gegeben a,b € R und eine Umgebung W von a + b
gibt es Umgebungen U von a und V von b mit U +V C W.
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2. Gegeben a,b € R und eine Umgebung W von a - b gibt es Umgebungen
U vonaundV vonb mitU-V CW.

3. Gegeben b € R* und eine Umgebung W von b=! gibt es eine Umgebung
V CR* vonbmit V-t cCW.

Bemerkung 2.1.33. In Erinnerung an [.3.1.2.6 verstehen wir hier U + V =
{z+ylezelU, yeViudU- -V ={z-y |z U, yeV} In Anlehnung an
1.2.2.6 verstehen wir weiter V! = {z7' |z € V}.

Beweis des Lemmas. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit diirfen wir an-
nehmen, dafl W sogar eine e-Umgebung von a + b ist. Nehmen wir dann fiir
U bzw. V die £/2-Umgebung von a bzw. b, so gilt in der Tat U +V C W.
Fiir die zweite Formel beginnen wir mit der Abschétzung

(v —a)y +a(y —b)|

lzy —ab] =
< |z —ally| + lally — 0]

Aus den beiden Ungleichungen |z — a| < n und |y — b] < n folgt zunéchst
ly| < |b| + 7 und dann

lzy — ab| < n(|b] +n + |a)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir nun wieder annehmen,
daBB W eine e-Umgebung von a - b ist. Wihlen wir dann ein n € (0, 1) mit
e > n(|b|+1+]al) und nehmen als U bzw. V' die n-Umgebungen von a bzw. b,
so gilt folglich in der Tat U-V C W. Um die letzte Aussage zu zeigen, nehmen
wir der Einfachkeit halber b > 0 an. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
diirfen wir nun W = (a,d) mit 0 < a < b < d < oo annehmen, und dann
betrachten wir schlicht V' = (d~!,a™!) und sind fertig. O

Jetzt zeigen wir den Satz. Wir miissen fiir jede Umgebung W von a+b zeigen,
daf} fast alle Glieder der Folge a,, +b,, darinliegen. Nach dem vorhergehenden
Lemma 2.1.32 finden wir jedoch Umgebungen U von a und V von b mit
U+ V C W. Da nach Annahme fast alle Glieder der ersten Folge in U
liegen und fast alle Glieder der zweiten Folge in V, liegen damit in der Tat
fast alle Glieder der Folge a,, + b, in W. Ganz genauso folgt aus den anderen
Teilen von Lemma 2.1.32, dafl der Grenzwert des Produktes zweier Folgen das
Produkt der Grenzwerte ist, und dhnlich aber einfacher, dafi der Grenzwert
der Kehrwerte der Kehrtwert des Grenzwerts ist. O

Beispiel 2.1.34.

. mP+n . 5+(1/n)? 540 5
lim ———— = lim = = —
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Bemerkung 2.1.35. Die Addition und die Multiplikation R x R — R lassen
sich nicht so zu Abbildungen von ganz R x R nach R fortsetzen, da8 die ersten
beiden Teile von 2.1.32 entsprechend gelten. Alle derartigen Fortsetzungen
auf Teilmengen von R x R stimmen jedoch auf dem Schnitt der jeweiligen
Definitionsbereiche iiberein, so dafl es sowohl fiir die Addition als auch fiir
die Multiplikation jeweils eine groffitmogliche “sinnvolle Fortsetzung” gibt, die
wir im Rahmen der Topologie 77 als die grofStmogliche “stetige Fortsetzung”
werden verstehen konnen. Wir beschreiben diese Fortsetzungen von Addition
und Multiplikation durch Abbildungen +,- : R x R — R U {*} mit einem
eigenen Symbol  fiir “nicht sinnvoll in R zu definieren”. Unsere Fortsetzungen
werden mit dieser Konvention gegeben durch die Formeln

a+oo = o+a = oo VaeRU{oo}
a+(—0) = —oo+a = —oo VaeRU{—o0}
0+ (—00) = —c0o+o0 = *
und
aco = ooa = oo VYaeR,a>0
aco = ocoa = —oo Va€eR,a<0
a(—0) = (—0)a = —00 VaeR,a>0
a(—0) = (-x)a = oo VYaeRa<0
Ooo = ool = *
0(—o0) = (—o0)0 = *

Ubung 2.1.36. Man zeige: Die Regeln 2.1.31.1 zum Vertauschen von Grenz-
wertbildung mit Addition und Multiplikation gelten auch noch, wenn wir
a,b € R zulassen und a + b bezichungsweise a - b sinnvoll definiert sind im
Sinne der vorhergehenden Bemerkung 2.1.35.

Ubung 2.1.37. Fiir jedes = € R gibt es eine absteigende Folge von Umgebun-
gen Uy D Uy D Uy D ... derart, dal jede Umgebung von z fast alle der U,
umfaft.

Ubung 2.1.38. Ist A C R eine nichtleere Teilmenge, so ist sup A das grofite
Element in der Menge G aller Punkte aus den erweiterten reellen Zahlen, die
Grenzwerte von Folgen aus A sind.

Ubung 2.1.39. Aus lim,,_... a,, = a folgt lim,_ la,| = |a|]. Umgekehrt folgt
aus lim,, ., |a,| = 0 bereits lim,, ., a,, = 0.

Ubung 2.1.40. Ist (a,) eine reell konvergente Folge reeller Zahlen, so gilt
lim,, o0 (@ps1 — a,) = 0.
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2.2 Vollstandigkeit der reellen Zahlen

Definition 2.2.1. Eine Menge von reellen Zahlen heif3t beschriankt genau
dann, wenn sie in R eine obere und eine untere Schranke besitzt. Eine Folge
reeller Zahlen heifit beschrankt genau dann, wenn die Menge der Folgenglie-
der beschrénkt ist.

Lemma 2.2.2. Jede reell konvergente Folge von reellen Zahlen ist beschrankt.

Beweis. Ist x € R der Grenzwert unserer Folge, so liegen fast alle Folgen-
glieder in [z — 1,z + 1]. Die endlich vielen Ausnahmen koénnen wir durch
hinreichend groffle Schranken auch noch einfangen. ]

Definition 2.2.3. Eine Folge x,, in einer Menge mit Ordnungsrelation heif}t
monoton wachsend genau dann, wenn gilt xp <y <2y < ...
streng monoton wachsend genau dann, wenn gilt g < 21 < x5 < ...
monoton fallend genau dann, wenn gilt xog > x1 > 29 > ...
streng monoton fallend genau dann, wenn gilt g > x1 > x5 > ...

Eine Folge heifit monoton genau dann, wenn sie monoton wéchst oder mo-
noton fallt. Eine Folge heifit streng monoton genau dann, wenn sie streng
monoton wéchst oder streng monoton fillt. Diese Begriffe werden in 3.2.1 auf
Abbildungen zwischen beliebigen angeordneten Mengen verallgemeinert.

Lemma 2.2.4. Jede monoton wachsende Folge in R konvergiert gegen das
Supremum der Menge ihrer Folgenglieder. Jede monoton fallende Folge in R
konvergiert gegen das Infimum der Menge threr Folgenglieder. Jede monotone
beschrdnkte Folge von reellen Zahlen konvergiert gegen eine reelle Zahl.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, die Zweite zeigt man analog und
die Dritte ist eine offensichtliche Konsequenz. Sei in der Tat s das Supremum
alias die kleinste obere Schranke der Menge aller Folgenglieder. Kein p mit
p < s ist dann eine obere Schranke der Menge aller Folgenglieder, folglich
liegen fiir jedes p < s ein und damit wegen der Monotonie fast alle x,, in
(p, s]. Damit liegen in jeder Umgebung von s fast alle Folgenglieder. ]

Definition 2.2.5. Sei xg, 1,22, ... eine Folge. Sind 0 < ng <n; <mng < ...
natiirliche Zahlen, so nennen wir die Folge (z,, )reny mit Gliedern

Tngs Tngs Tngy « - -

eine Teilfolge der Folge x,,. Schreiben wir eine Folge als eine Abbildung =z :
N — X, x — x(n) = x,, so ist eine Teilfolge von = demnach eine Abbildung
der Gestalt x o f fiir eine streng monoton wachsende Folge f : N — N.
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Lemma 2.2.6. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert, und zwar
gegen denselben Grenzwert wie die urspringliche Folge.

Beweis. Das ist klar nach den Definitionen. O

Lemma 2.2.7. Jede Folge in einer angeordneten Menge besitzt eine mono-
tone Teilfolge.

Bemerkung 2.2.8. Hier mogen Sie sich an unsere Sprachregelung 1.2.3.2 erin-
nern. Gemeint ist demnach: Jede Folge in einer angeordneten Menge besitzt
mindestens eine monotone Teilfolge.

Beweis. Wir nennen ein Folgenglied x,, oder préziser seinen Index n einen
“Aussichtspunkt” der Folge genau dann, wenn alle spéteren Folgenglieder
kleiner sind, in Formeln x, > x,, fiir alle m > n. Besitzt unsere Folge un-
endlich viele Aussichtspunkte, so bilden diese eine streng monoton fallende
Teilfolge. Sonst gibt es einen letzten Aussichtspunkt x,,. Dann finden wir aber
eine monoton wachsende Teilfolge, die mit z,,; beginnt, denn ab dem Index
n + 1 kommt dann nach jedem Folgenglied noch ein anderes, das mindestens
ebenso grof} ist. O

Satz 2.2.9 (Bolzano-Weierstraf3). Jede Folge in R besitzt eine in R kon-
vergente Teilfolge. Jede beschrinkte Folge von reellen Zahlen besitzt eine reell
konvergente Teilfolge.

Beweis. Jede Folge in R besitzt nach 2.2.7 eine monotone Teilfolge, und diese
ist nach 2.2.4 konvergent in R. Ist unsere Folge beschrinkt, so ist auch jede
solche Teilfolge beschrinkt und konvergiert folglich gegen eine reelle Zahl. [

Definition 2.2.10. Eine Folge (z,,),en von reellen Zahlen heifit eine Cauchy-
Folge genau dann, wenn es fiir jedes € > 0 ein N = N, € N gibt derart, daf}
gilt |z, — x| < e falls n,m > N.

Satz 2.2.11. FEine Folge reeller Zahlen konvergiert gegen eine reelle Zahl
genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Bewers. Dafl jede reell konvergente Folge Cauchy sein mu#f, ist leicht zu sehen:
Aus lim,, ., ©,, = x folgt, daf es fiir alle ¢ > 0 ein N € N gibt mit |z, — x| <
/2 fiir n > N. Daraus folgt dann |x,, — z,,| < € fiir n,m > N. Wir zeigen nun
umgekehrt, dal auch jede Cauchy-Folge gegen eine reelle Zahl konvergiert.
Eine Cauchy-Folge x,, ist sicher beschrénkt, denn wihlen wir fiir ¢ = 1 ein
N = N, so liegen fast alle Folgenglieder im Intervall (zy —1,z5+1), und die
endlich vielen Ausnahmen koénnen wir durch eine hinreichend grofie Schranke
auch noch einfangen. Unsere Cauchy-Folge besitzt daher nach 2.2.9 eine reell
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konvergente Teilfolge x,,, sagen wir limy_.., x,, = x. Wir behaupten, dafl
dann auch die Folge x,, selbst gegen x konvergiert. In der Tat gibt es fiir
alle ¢ > 0 ein N. mit n,m > N. = |z, — x| < €. Aus n > N, folgt
damit insbesondere |z, — x,,| < ¢ fiir fast alle £ und dann im Grenzwert
|z, — x| < e, da ja die Ungleichungen — < z,, — z,,, < € bestehen bleiben
beim Grenziibergang k — oc. ]

Bemerkung 2.2.12. Ein angeordneter Korper, in dem jede Cauchy-Folge kon-
vergiert, heiffit vollstdndig. Dieser Begriff ist Teil einer alternativen Charak-
terisierung der reellen Zahlen, die wir hier als Ubung formulieren.

Ubung 2.2.13. Gegeben ein angeordneter Korper sind gleichbedeutend: (1)
Jede nichtleere Teilmenge mit einer unteren Schranke besitzt eine grofite
untere Schranke und (2) Der Kérper ist archimedisch angeordnet und voll-
standig.

Ubung 2.2.14 (Intervallschachtelungsprinzip). Gegeben ecine absteigen-
de Folge von nichtleeren kompakten Intervallen Iy D I; D I5... ist auch ihr
Schnitt (), £, nicht leer.

veN

2.3 Vergleich von Q und R

Bemerkung 2.3.1. Wir erinnern daran, daf§ es nach 1.1.1 keine rationale Zahl
mit Quadrat Zwei gibt. Im Gegensatz dazu zeigen wir nun, dafl es in den
reellen Zahlen zu jeder nichtnegativen reellen Zahl eine Quadratwurzel gibt.

Satz 2.3.2. Fiir jede nmichtnegative reelle Zahl a > 0 gibt es genau eine
nichtnegative reelle Zahl x > 0 mit 2®> = a. Man bezeichnet dies x mit Va
und nennt es die Wurzel oder genauer Quadratwurzel von a.

Beweis. Haben wir einmal eine Losung X = b der Gleichung X? —a = 0
gefunden, so gilt X?—a = (X +b)(X —b). Folglich ist X = —b dann die einzige
andere Losung, denn ein Produkt in einem Koérper ist nur dann Null, wenn
einer der Faktoren Null ist. Die Eindeutigkeit der nichtnegativen Losung ist
damit klar und nur die Existenz mufl noch gezeigt werden. Wir konstruieren
dazu eine Folge und beginnen mit zq = max(1,a). Dann gilt sicherlich schon
einmal 22 > a. Gegeben z,, > 0 mit 22 > a machen wir den Ansatz (x, —
£)? = a und erhalten ¢ = (22 + €% — a)/2z,,. Nun vernachliissigen wir £2/2z,,
vergessen unseren Ansatz und setzen

2 2
T, —a T,+a

Tnt+l1 = Tn — =
2z, 2z,
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Graphische Darstellung unserer induktiven Formel fiir die Glieder der Folge
r,, mit Grenzwert /a aus dem Beweis von 2.3.2
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Man sieht sofort, da aus 22 > a und z,, > 0 folgt 22, > a und x,, > 2,41 >
0. Da die Folge der x,, monoton féllt und durch Null nach unten beschrankt
ist, besitzt sie einen Grenzwert x > 0. Aus der Gleichung

2
2T, Tpt1 = T, +a

folgt dann 2?2 = a durch Ubergang zum Grenzwert fiir n — oo auf beiden
Seiten. O

Bemerkung 2.3.3. Die Ungleichungen a/z, < \/a < x, erlauben uns sogar
abzuschétzen, wie gut unsere Approximation x, mindestens sein muf}. Ma-
chen wir fiir den Fehler den Ansatz z,, = \/a(1+ f,,), so ergibt sich mit etwas
Rechnen e

2(1+ fn)

und indem wir im Nenner die 1 beziehungsweise f,, verkleinern zu Null erhal-
ten wir die Abschéatzung f,,1 < %min( fn, [2). Sobald also x,, so nah bei v/a
ist, daf gilt f, < 1, “verdoppelt sich die Anzahl der richtigen Stellen beim
Ubergang von z, zu &,.,". Man spricht unter diesen Umstinden auch von
quadratischer Konvergenz. Anschaulich erhilt man z,,,1, indem man von
x,, senkrecht hochgeht zum Graph der Funktion y = 22 — a und dann auf der
Tangente an diesen Graphen wieder herunter auf die z-Achse. Es ist damit
auch anschaulich klar, dal unser Verfahren sehr schnell konvergieren sollte.
Dieses Verfahren kann auch zur Bestimmung der Nullstellen allgemeinerer
Funktionen anwenden. Es heifit das Newton-Verfahren.

fn+1 -

Definition 2.3.4. Eine Menge heifit abzihlbar genau dann, wenn es eine
Bijektion unserer Menge mit einer Teilmenge der Menge N aller natiirlichen
Zahlen gibt. Gleichbedeutend kénnen wir auch fordern, dafl unsere Menge
entweder leer ist oder es eine Surjektion von N darauf gibt. Eine Menge heifit
abzihlbar unendlich genau dann, wenn sie abzidhlbar aber nicht endlich
ist. Eine Menge heifit iiberabzihlbar genau dann, wenn sie nicht abzéhlbar
ist.

Satz 2.3.5. 1. Es gibt eine Bijektion N = Q, in Worten: Die Menge der
rationalen Zahlen ist abzahlbar unendlich.

2. FEs gibt keine Surjektion N — R, in Worten: Die Menge der reellen
Zahlen ist iiberabzéhlbar.

Beweis. 1. Fiir jede natiirliche Zahl N gibt es nur endlich viele Briiche
p/q € Q mit p,q € Z, ¢ # 0 und |p| < N, |g| < N. Wir beginnen unser
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I\ \\\ |

N x N ist abzdhlbar und damit natiirlich auch allgemeiner das Produkt von
je zwei und dann auch von endlich vielen abzéhlbaren Mengen.
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Abzihlen von Q mit den Briichen fiir N = 1, dann nehmen wir die Briiche
hinzu mit N = 2, und indem wir so weitermachen zéhlen wir ganz Q ab.

2. Hierzu verwenden wir das Cantor’sche Diagonalverfahren. Man be-
achte zunéchst, dafl ein unendlicher Dezimalbruch, in dem die Ziffern Null
und Neun nicht vorkommen, nur dann dieselbe reelle Zahl darstellt wie ein
beliebiger anderer unendlicher Dezimalbruch, wenn die beiden in jeder Stelle
iibereinstimmen. Wir nehmen nun eine beliebige Abbildung N — R, i +— 1y,
und zeigen, daf} sie keine Surjektion sein kann. Wir schreiben dazu jedes r;
als unendlichen Dezimalbruch. Dann finden wir einen unendlichen Dezimal-
bruch r, bei dem die Ziffern Null und Neun nicht vorkommen und so, daf§ r
an der i-ten Stelle nach dem Komma verschieden ist von r; und an der ersten
Stelle vor dem Komma von ry. Dies r ist dann verschieden von allen r; und
unsere Abbildung ¢ — r; kann keine Surjektion gewesen sein. [

Bemerkung 2.3.6. Man kann sich fragen, ob jede Teilmenge der reellen Zahlen
entweder abzéhlbar ist oder in Bijektion zu den reellen Zahlen selber. Diese
Fragestellung, die schon auf Cantor zuriickgeht, heifit die Kontinuumshy-
pothese. Sie wurde 1963 von Paul Cohen in sehr merkwiirdiger Weise gelost:
Er zeigte, daBl unsere Frage in dem axiomatischen Rahmen, in dem man die
Mengenlehre iiblicherweise formalisiert, nicht entscheidbar ist. Cohen wur-
de fiir diese Leistung auf dem internationalen Mathematikerkongress 1966
mit der Fields-Medaille ausgezeichnet. Die Kontinuumshypothese ist iibri-
gends die erste Frage einer beriihmten Liste von 23 Fragestellungen, den
sogenannten Hilbert’schen Problemen, die David Hilbert 1900 auf dem
internationalen Mathematikerkongress in Paris vorlegte in seinem Bemiihen,
“aus verschiedenen mathematischen Disziplinen einzelne bestimmte Proble-
me zu nennen, von deren Behandlung eine Forderung der Wissenschaft sich
erwarten 1aft”.

2.4 Die Kreiszahl 7«

Bemerkung 2.4.1. Bekanntlich bezeichnet 7, ein kleines griechisches P fiir
Perimeter, das Verhéltnis zwischen Umfang und Durchmesser eines Kreises.
Um diese Anschauung zu formalisieren zur Definition einer reellen Zahl im
Sinne von 1.4.6 gehen wir aus von der anschaulichen Bedeutung von 7 als
Lénge des Halbkreises H mit Radius Eins

H={(a,b) e R*|a* +b* =1, b > 0}

Seien dazu z, y : R? — R die beiden Abbildungen, die jedem Punkt der Ebene
seine erste bzw. zweite Koordinate zuordnen, also v = (z(v), y(v)) Vv € R2.
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o= A2 8FS3E -
N, = 01@4338---'
+, - A 20222 .. ..
+ :338)42@&5'-.-.-

3

T
¢

e AA3E

Ilustration zum Cantor’schen Diagonalverfahren. Ahnlich zeigt man, daf

die Menge Ens(N, F) aller Abbildungen von N in eine Menge F mit
mindestens zwel Elementen nicht abzahlbar ist.
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Die Distanz d(v, w) € R zwischen zwei Punkten v, w € R? der Ebene erkliiren
wir in Erinnerung an Pythagoras duch die Formel

d(v,w) = /(2(v) = 2(w))? + (y(v) - y(w))?

und definieren die Kreiszahl 7 € R als das Supremum iiber die “Léngen
aller in H einbeschriebenen Polygonziige”, in Formeln

T = sup {Z d(vi_1,v;)

=1

z(vg) < x(vy) < ... < z(vy)

n €N, vy,v1,...,0, € H, }

Mithilfe der Abschitzung va? + > < |a| + |b| erkennt man, daf die Zahl
4 eine obere Schranke ist fiir unsere Menge von Lingen von Polygonziigen,
mithin haben wir in der Tat eine reelle Zahl m € R definiert. Wir werden in
7.7.17 sehen, wie man diese Zahl im Prinzip bis zu einer beliebig vorgegebenen
Stelle nach dem Komma berechnen kann. Die Definition selbst ist sehr einfach
und wir konnten sie nur deshalb nicht gleich im Zusammenhang mit der
Definition der reellen Zahlen geben, weil sie die erst in 2.3.2 eingefiihrten
Wurzeln benotigt.

Bemerkung 2.4.2. Die Zahl 7 ist nicht rational, in Formeln 7= ¢ Q, wie Lam-
bert bereits 1766 zeigen konnte. Anders ausgedriickt 148t sich 7 nicht durch
einen periodischen Dezimalbruch darstellen. Wir geben einen Beweis in 7.7.6.
Unsere Kreiszahl 7 ist noch nicht einmal algebraisch, als da heifit Nullstelle
eines nichttrivialen Polynoms mit rationalen Koeffizienten, d.h. es gilt keine
Gleichung der Gestalt

T ™ L ar =0 mitg,1,...,q0 € Qundn>1.

Derartige reelle Zahlen heiflen transzendent, lateinisch fiir “iiberschreitend”,
da ihre Behandlung “die Grenzen der Algebra iiberschreitet”. Die Transzen-
denz von 7 wurde 1882 von Lindemann in Freiburg bewiesen. Seine Biiste
steht im vierten Stock des Mathematischen Instituts. Er war {ibrigends Hil-
bert’s Doktorvater.

2.5 Grenzwerte von Reihen

Definition 2.5.1. Sei (ax)ren eine Folge reeller Zahlen. Der Ausdruck

o0

>

k=0

bezeichnet die Folge der Partialsummen s, = Y ,_ a; und, falls die Folge
dieser Partialsummen konvergiert, auch ihren Grenzwert lim,, ., s, = s. Wir
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Ein einbeschriebener Polygonzug

Diese Abbildung soll veranschaulichen, warum Vier eine obere Schranke fiir
die Léngen einbeschriebener Polygonziige ist: Die horizontalen Stiicke
haben Gesamtlange < 2, die vertikalen Stiicke Gesamtlange < 2.
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sagen dann, die Reihe ), a) konvergiere gegen s. Nennen wir eine Rei-
he konvergent, so meinen wir stets, dal unsere Reihe gegen eine reelle Zahl
konvergiert und nicht etwa gegen +o0o. Die a; heiflen die Reihenglieder.

Bemerkung 2.5.2. Es wére terminologisch kohérenter gewesen, wie bei Folgen
auch bei Reihen von “reell konvergenten Reihen” zu sprechen. Das schien mir
jedoch ungeschickt, da man den Begriff dann nicht als Verb verwenden kann:
“Die Reihe reell-konvergiert” klingt einfach zu holprig, und Sprechweisen wie
“die Reihe konvergiert absolut” sind oft praktisch.

Beispiel 2.5.3.

> e m = lim, o Zzzl(% - k+r1)
= lim, (1 — %H)
= 1

Satz 2.5.4 (Geometrische Reihe). Sei |z| < 1. So gilt
°° 1
e
11—z
k=0

Beweis. Sicher gilt (1 —z)(14+x+...+a") =1 — 2", die Partialsummen
unserer Reihe ergeben sich also zu

l+z+...+2" =

und streben fiir n — oo wie gewiinscht gegen — ]

11—z

Beispiel 2.5.5. Zum Beispiel erhalten wir 1 + % + }l + % +...=2und

9 o= 1
0,999... = —Y — =1
’ 10];1016

Ubung 2.5.6. Genau dann 18t sich eine reelle Zahl durch einen periodischen
Dezimalbruch darstellen, wenn sie rational ist.

Satz 2.5.7. Sind > a, und > b, konvergente Reihen, so konvergieren auch
die Reihen Y (ag + by) und > Aay und es gilt:

dlar+br) = Dar+ > b
Z)\ak = )\ZCLk



94 KAPITEL III. FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

Beweis. Das folgt sofort, wenn man 2.1.31 auf die Folgen der Partialsummen
anwendet. O]

Bemerkung 2.5.8. Eine Reihe kann nur dann konvergieren, wenn die Folge
der Reihenglieder gegen Null strebt. In der Tat folgt das sofort, wenn wir
2.1.40 auf die Folge der Partialsummen anwenden.

Lemma 2.5.9. Eine Reihe, die aus nichtnegativen Gliedern besteht, konver-
giert genau dann, wenn die Folge ihrer Partialsummen beschrdnkt ist.

Bewers. Sind alle Reihenglieder nichtnegativ, so wéchst die Folge der Parti-
alsummen monoton. Ist diese Folge auch noch beschrinkt, so muf§ sie nach
2.2.4 reell konvergent sein. Die Umkehrung ist eh klar. [

Beispiel 2.5.10. Die harmonische Reihe 22021% konvergiert nicht, da ja
gilt

1 1

3 2 3

1,1 1

stas 2 2

11,11 1

stetrts 2 2

und so weiter

Jedoch konvergieren die Rethen )2 ki fiir s = 2,3,4, ..., da fiir jede dieser
Reihen die Folge der Partialsummen beschrénkt ist durch 14>, m =2

In der Funktionentheorie kénnen Sie lernen, dafl diese Reihen sogar eine
auBerordentlich interessante Funktion ((s) definieren, die sogenannte Rie-
mann’sche (-Funktion. Wir werden in 7?7 zeigen, dafl zum Beispiel gilt
¢(2) = %2, (4) = g—é, ¢(6) = % und nach ?? haben wir sogar ganz allge-
mein ((2n) € Qr*" fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1. Alle diese Formeln sind
beriihmte Resultate des 1707 in Basel geborenen Mathematikers Leonhard

Euler.

Bemerkung 2.5.11. Fiir diejenigen unter [hnen, die die komplexen Zahlen be-
reits kennen, sei erwdahnt, dafl es mit etwas groflerem Aufwand sogar gelingt,
((s) zu definieren fiir jede komplexe Zahl s # 1. Die vielleicht beriihmteste
Vermutung der Mathematik, die sogenannte Riemann’sche Vermutung
besagt, dafl alle Nullstellen der Riemann’schen (-Funktion, die nicht auf der
reellen Achse liegen, Realteil 1/2 haben miissen. Ein Beweis dieser Vermu-
tung hétte weitreichende Konsequenzen fiir unser Verstdndnis der Vertei-
lung der Primzahlen, wie der Beweis des Primzahlsatzes 77 illustriert. Die
Riemann’sche Vermutung ist iibrigends der Kern des achten Hilbert’schen
Problems.



2. FOLGEN UND REIHEN 95

Die Divergenz der harmonischen Reihe 2.5.10 zeigt, dafl man mit
hinreichend vielen identischen Bauklotzen einen beliebig weit neben seinem
Grundklotz endenden Turm bauen kann. Obiges Bild zeigt etwa, wie weit
man mit vier Klotzen so gerade eben mal kommen kann.
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Definition 2.5.12. Wir sagen, eine Reihe - a; konvergiere absolut
genau dann, wenn die Reihe )";7  |ax| konvergiert.

Beispiel 2.5.13. Die sogenannte alternierende harmonische Reihe
= 1 1 1 1

e [ S E,
kz( FrTtets At

1

konvergiert, aber nicht absolut. Dafl die Reihe nicht absolut konvergiert, hat-
ten wir schon in 2.5.10 gesehen. Um zu zeigen, dafl unsere Reihe dennoch
konvergiert, beachten wir, daf fiir die Folge s,, der Partialsummen gilt

Sp <84 <S¢ < ...85 < 83< 51

Folglich existiert S = sup{ss, s4,...}. Da aber gilt sop < S < s954 fiir alle k
erhalten wir |S — s,| < % und folglich lim,, .., s, = S. Wir werden in 5.4.1
sehen, dafl genauer gilt 1 — % + % — i +...=log2.

Ubung 2.5.14. Man zeige das sogenannte Leibniz’sche Konvergenzkri-
terium: Ist a; eine monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die Reihe

ZZio(—l)kak-
Satz 2.5.15. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Sei ) -, a unsere absolut konvergente Reihe. Seien

n n
Snzzak7 Sn:Z|ak|
k=0 k=0

die Partialsummen der Reihe selbst und der Reihe der Absolutbetréige. Nach
Annahme konvergiert die Folge der S, in R und ist also eine Cauchy-Folge.
Da aber gilt |s, — sm| = | D j_in @k < 2 ppnii lak] = Sp — Sm V0 > m,
ist dann auch s, eine Cauchy-Folge und konvergiert in R nach 2.2.11. O]

Satz 2.5.16 (Umordnungssatz). Ist Y . a, eine absolut konvergente
Reihe und v : N — N eine Buijektion, so ist auch Z;O:o ay(k) eine absolut
konvergente Rethe und es gilt

[e.9]

Z Au(k) = Z 3
k=0

k=0
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Beweis. Da ) |ag| konvergiert, finden wir sicher fiir jedes € > 0 ein N mit
Y orenat lax] < e Ist M so groB, daB gilt uw({1,...,M}) D {1,..., N}, so
erhalten wir daraus fiir alle n > N die Abschitzung

M n
Z Qo (k) — Z Qg
k=0 k=0

Diese Abschétzung gilt nach 2.1.30 und 2.1.39 dann auch im Grenzwert
n — oo und zeigt, dafl die Folge der Partialsummen der umgeordneten Reihe
konvergiert und denselben Grenzwert hat wie die Folge der Partialsummen
der urspriinglichen Reihe. Wenden wir diese Erkenntnis an auf die Reihe der
Absolutbetriage, so folgt auch die absolute Konvergenz der umgeordneten
Reihe. [

<eg

Bemerkung 2.5.17. Ist > ay eine konvergente Reihe reeller Zahlen, die nicht
absolut konvergiert, so gibt es fiir jedes z € R eine Umordnung v : N = N
mit Y . Gy = 2. In der Tat divergieren in diesem Fall die Reihen ihrer
positiven und ihrer negativen Terme jeweils fiir sich genommen. Die Strategie
ist nun, erst nur positive Reihenglieder zu nehmen, bis man oberhalb von x
ist, dann nur negative bis man wieder drunterrutscht, und immer so weiter.

Ubung 2.5.18. Ist 3" ay eine konvergente Reihe reeller Zahlen und u : N =
N eine Umordnung mit der Eigenschaft, daf |u(k) — k| beschrankt ist, so
konvergiert auch die umgeordnete Reihe ) a, ) und zwar gegen denselben
Grenzwert.

Proposition 2.5.19 (Majorantenkriterium). Sei ) aj eine Reihe. Gibt
es fiir unsere Reihe eine konvergente Majorante, als da heifit eine konver-

gente Reihe Y by mit |ay| < by fir fast alle k, so konvergiert unsere Reihe
> ay absolut.

Beweis. Aus 2.5.9 folgt in der Tat die Konvergenz der Reihe > |ay]. O

Korollar 2.5.20 (Quotientenkriterium). Sei ) ay eine Reihe mit nicht-
verschwindenden Gliedern. Gibt es 0 < 1 mit |agy1/ax| < 0 fir alle k, so
konvergiert die Reihe Y ay absolut.

Bemerkung 2.5.21. Bei diesem Kriterium ist wesentlich, da} # nicht von &
abhéngt, die Ungleichungen |ayy1/ax| < 1 gelten ja auch fiir die divergente
harmonische Reihe. Es gibt jedoch auch Reihen wie ) k%, die absolut kon-
vergieren, obwohl sie unser Kriterium nicht dazu zwingt.

Beweis. Aus der Annahme folgt |ay| < |ag|0* fiir alle k, mithin ist die nach
2.5.4 konvergente Reihe Y |ag|0* eine Majorante unserer Reihe. O
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Korollar 2.5.22. Sei ) ay eine Reihe mit nichtverschwindenden Gliedern.
Gilt limy_o |ag+1/ar| < 1, so konvergiert die Reihe ), aj absolut.

Bewers. Klar nach dem Quotientenkriterium 2.5.20. O

Definition 2.5.23. Gegeben eine beliebige Menge I und eine Abbildung
I — R, i — a; sagt man, die Familie der a; sei summierbar mit Summe

s und schreibt
S

iel
als Abkiirzung fiir die Aussage, dafi fiir jede Umgebung U von s eine endliche
Teilmenge Iy C I existiert derart, daf fiir jedes endliche J mit Iy C J C [

gilt
Z a; €U

ieJ

Ubung 2.5.24. Man zeige, daB in einer summierbaren Familie von reellen
Zahlen nur fiir hochstens abzéhlbar viele Indizes ¢ € I das entsprechende a;
von Null verschieden sein kann. (Hinweis: Sonst gébe es ein n > 1 derart,
daf fiir unendlich viele i gélte |a;|] > 1/n.) Man zeige dann weiter, eine
Familie von reellen Zahlen summierbar ist genau dann, wenn fiir eine und
jede Abzéhlung ihrer von Null verschiedenen Glieder die enstehende Reihe
absolut konvergiert.

2.6 Wachstum und Zerfall
Definition 2.6.1. Wir setzen

k LEQ 1‘3

gy
= — =1 — —
exp(z) ;k‘! +x+ 5 + G +

und erhalten so eine Abbildung exp : R — R, die Exponentialfunktion.

Bemerkung 2.6.2. Die fragliche Reihe konvergiert fiir alle x € R nach dem
Quotientenkriterium oder genauer seinem Korollar 2.5.22 und sie konvergiert
sogar auflerordentlich schnell. Von einem formalen Standpunkt aus betrachtet
ist unsere Definition also véllig unproblematisch und von einem rechentech-
nischen Standpunkt aus betrachtet ist sie sogar ungewohnlich praktisch. Sie
hat nur den Nachteil, dafl aus der Definition heraus weder klar wird, warum
gerade diese Funktion den Namen Exponentialfunktion verdient, noch warum
sie tiberhaupt von Interesse ist. Ich erldutere das in den gleich anschlieSenden
Bemerkungen.
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Proposition 2.6.3. Es gilt exp(z) = lim, .o, (1 4+ £)".

Bemerkung 2.6.4. Die Proposition kann man dahingehend interpretieren, dafl
exp(x) das Kapital ist, das in  Jahren aus einem Euro entsteht bei einer “kon-
tinuierlichen Verzinsung mit einem Zinssatz von 100%”. Legen wir das Geld
zum Beispiel fiir 1 Jahr an, so haben wir bei jahrlicher Verzinsung am Ende
des Jahres 2 Furo auf dem Konto. Bei monatlicher Verzinsung ergeben sich
mit Zinseszinsen schon (1 4 %)12 Euro, und bei kontinuierlicher Verzinsung
e = exp(1) = 2,781 ... Euro. Man nennt e = exp(1) die Euler’sche Zahl.
In der Schule haben Sie moglicherweise e” statt exp(z) geschrieben, aber wir
erlauben uns das erst ab 3.2.15, wo wir fiir beliebiges a > 0 die Abbildung
Z — R, n +— a" zu einer Abbildung R — R, b — a’ fortsetzen und zwar nach
3.3.25 auf die einzig mogliche Weise, bei der die Funktion b — a® “stetig” ist
im Sinne von 3.1.3 und die “Funktionalgleichung” a®*¢ = aba® erfiillt.

Bemerkung 2.6.5. In einem Ausdruck der Gestalt a® nennt man a die “Basis”
und b den “Exponenten”, weil er eben exponiert oben an die Basis geschrieben
wird. Daher riihrt auch die Bezeichnung als “Exponentialfunktion”. Ich wiir-
de unsere Funktion viel lieber ihrer Natur nach die “Funktion des natiirlichen
Wachstums” oder die “Wachstumsfunktion” nennen, aber die aus der Schreib-
weise abgeleitete Bezeichnung hat sich nun einmal durchgesetzt, mag sie auch
aus historischen Zuféllen entstanden sein: Hétte sich fiir die Bezeichnung des
Quadrats einer Zahl a statt der Notation a? die Notation ay eingebiirgert, so
miiffte nach diesem Schema der Begriffshildung unsere Exponentialfunktion
heute “Indizialfunktion” oder “Pedestalfunktion” heiflen.

Bemerkung 2.6.6. Eine infinitesimale Formulierung der in 2.6.4 erlduterten
Bedeutung der Exponentialfunktion gibt Korollar 4.3.7, in dem die Exponen-
tialfunktion charakterisiert wird als die eindeutig bestimmte differenzierbare
Funktion von den reellen Zahlen in sich selber, die mit ihrer eigenen Ablei-
tung iibereinstimmt und bei Null den Wert Eins annimmt. Gehen wir von
dieser Charakterisierung aus, so fithrt uns der Formalismus der Taylorrei-
hen 5.2.2 ganz natiirlich zu der Reihe, die wir in 2.6.1 haben vom Himmel
fallen lassen, um moglichst schnell erste substanzielle Anwendungen unserer
Betrachtungen zu Folgen und Reihen geben zu konnen.

Beweis. Mit der binomischen Formel ergibt sich
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Der Graph der Exponentialfunktion in zwei Maflstdben. So entwickelt sich
im Ubrigen auch die Geschwindigkeit einer Vorlesung unter der Annahme,
daB die Stoffmenge, die in einer Stunde vermittelt werden kann,
proportional ist zu der Menge des Stoffes, den die Zuhorer bereits kennen. . .
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Fiir beliebige M,n € N mit n > 1 gilt also
jexp(@) = (1+2)"| < |exp(z) - Ty %

M gk M zk n(n—-1)...(n—k+1
+‘Zkzoﬁ_2k:0_( )( -n ))

kKln-n-

() zk n(n—1)...(n—k+1)
+ ‘Zk:M+1 Kln-n- ... -n

Da die Exponentialreihe fiir vorgegebenes x absolut konvergiert, gibt es fiir
jedes € > 0 ein M derart, daf fiir jedes n der erste und der letzte Term rechts
beschrankt sind durch . Fiir dies feste M geht der mittlere Term bei n — oo
gegen Null, es gibt also N = N, derart, daf} er fiir dies feste M kleiner wird
als € falls n > N. Damit gilt ‘exp(x) — (1 + %)n‘ < 3¢ fallsn > N. O

Satz 2.6.7 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Die Fz-
ponentialfunktion ist ein Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe

der reellen Zahlen in die multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen
reellen Zahlen, d.h. fir alle x,y € R gilt exp(x) # 0 # exp(y) und

exp(x + y) = exp(x) exp(y)

Bemerkung 2.6.8. Stellen wir uns exp(z) vor als das Vermogen, dafl in x
Jahren aus einem Euro entsteht bei kontinuierlicher Verzinsung mit 100%,
so erhalten wir offensichtlich gleichviel, ob wir unser Kapital exp(z) nach x
Jahren gleich wieder fiir y Jahre anlegen, oder ob wir unseren Euro gleich von
Anfang an = + y Jahre arbeiten lassen. Das ist die Bedeutung der Funktio-
nalgleichung. In 3.2.10 werden wir zeigen, dafl die Exponentialfunktion sogar
einen Isomorphismus zwischen der additiven Gruppe der reellen Zahlen und
der multiplikativen Gruppe der positiven reellen Zahlen liefert.

Bemerkung 2.6.9. Der gleich folgende Beweis der Funktionalgleichung gefillt
mir nicht besonders. Ein anderer aber in seiner Weise auch etwas verwickel-
ter Beweis wird in 2.6.16 vorgestellt. Ein mehr konzeptueller Zugang zur
Exponentialfunktion und ihrer Funktionalgleichung wird in 4.6.9 und 4.6.10
skizziert. Er benotigt jedoch Hilfsmittel, die uns hier noch nicht zur Verfii-
gung stehen, und er 148t auch nicht so einfach auf den Fall von Matrizen zu
verallgemeinern, der fiir uns bei der Diskussion von Sinus und Cosinus eine
wesentliche Rolle spielen wird. Wir schicken dem eigentlichen Beweis einige
allgemeine Betrachtungen voraus.

Satz 2.6.10 (Produkt von Reihen). Sind ) % a; und 37 b; absolut
konvergente Reihen, so konvergiert auch die Summe der Produkte a;b; fir
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(i,7) € N x N im Sinne von 2.5.253 und es gilt

> = (%) (5)

(i,7)ENXN

Beweis. Es reicht zu zeigen, dafl fiir irgendeine Bijektion w : N — N x N|
k — (u(k),v(k)) die Reihe Y7 ) auk)by(k) absolut konvergiert und dafl gilt

i (k) Do) = (i ai) (;io bj>

k=0 1=0

Natiirlich haben wir

i!auw)bv(ml < (il%) (il%l)

k=0 i=0 §=0

falls gilt N > max(u(0),...,u(n)) und M > max(v(0),...,v(n)). Damit
konvergiert unsere Reihe ) @y, x)by () absolut, und nach dem Umordnungssatz
2.5.16 konnen wir die Bijektion w : N — N x N nehmen, die wir wollen, um
den Grenzwert zu bestimmen. Jetzt wéhlen wir unsere Bijektion w = (u,v)
so, daf sie Bijektionen

{0,...,n° =1} 5 {0,...,n—1} x {0,...,n — 1}
induziert, und erhalten Partialsummen
n?—1 n—1 n—1
Z (k) Do) = (Z ai) ( bj)
k=0 ‘ j
Der Ubergang zum Grenzwert n — oo zeigt dann die Behauptung. O]

Bemerkung 2.6.11. Das Ende des Beweises héitte sehr viel besser ausgesehen,
wenn wir unsere Reihen mit dem Index £ = 1 beginnen lieflen, aber so sieht
der Anfang natiirlicher aus. In Wirklichkeit zeigen wir eh fiir beliebige sum-
mierbare Familien reeller Zahlen (a;);e; und (b;);es, daBl auch die Familie
aller Produkte (a;b;) (i j)erxs summierbar ist und dafl gilt

5)(2)- 5

i€l jeJ (4,5)eIxJ
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Beweis der Funktionalgleichung 2.6.7. Wir rechnen

exp(e+y) = Yoqlr+y)*
ZZO:O % <Zi+j=k iﬁ_j!ﬂy)

= ZZO:O (Zi—f—j:k %%)

wo wir im zweiten Schritt die binomische Formel verwenden und der Index
i+ 7 = k an einer Summe bedeutet, da8 wir iiber alle Paare (7, 7) € Nx N mit
t + 7 = k summieren. Andererseits erhalten wir mit unserem Satz iiber das
Produkt von Reihen bei einer geeigneten Wahl der Bijektion w : N = N x N
und nach Ubergang zu einer Teilfolge der Folge der Partialsummen auch

exp(z)exp(y) = (Z?io %) (Z;OZO %)
= Ziio:o (Ziﬂ':k %?;_J')

Da sicher gilt exp(0) = 1, folgt exp(x) exp(—z) = exp(z + (—x)) = 1 fiir alle
z € R und mithin exp(x) # 0 fiir alle x € R. O

Ubung 2.6.12. Man folgere aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunk-
tion die Formeln exp(—xz) = exp(z)~!, exp(z) > 0 Vz € R, exp(n) = e",
exp(nz) = (expx)" Vn € Z sowie exp(z/2) = y/exp(z).

Ubung 2.6.13. Der Ubersichtlichkeit halber kiirzen wir hier im Vorgriff auf
3.2.15 schon exp(z) = e* ab. Man zeige, daB fiir i, N € N gilt

lim , — 1—— = -
n—oo 7 n n Z!

Dieses Resultat ist in der Stochastik wichtig, wie ich im folgenden ausfiih-
ren will. Gegeben ganz allgemein A € R heifit die Funktion i — e /il
die Poisson-Verteilung mit Parameter A. Sie hat die folgende Bedeutung;:
Knetet man in einen groien Teig genau n/N' Rosinen ein und teilt ihn dann
in n Rosinenbrotchen, so ist (%)Z (1 — %)Nn_z die Wahrscheinlichkeit, daf ¢
vorgegebene Rosinen in einem fest gewihlten Brétchen landen und die restli-
chen Rosinen in den anderen Brotchen. Mithin ist (”fv ) (%)Z (1 — %)Nn_l die
Wahrscheinlichkeit, dal in einem fest gewédhlten Brotchen genau ¢ Rosinen
landen. Ist unser Brétchen klein im Vergleich zum ganzen Teig, so liegt die-
se Wahrscheinlichkeit also nahe bei N®e™" /i! oder allgemeiner bei \‘e~ /i
mit A der durchschnittlichen Zahl von Rosinen in dem Teigvolumen, das man
fiir ein Brotchen braucht.

Ubung 2.6.14. Man berechne die Euler’sche Zahl e bis auf 5 sichere Stellen
hinter dem Komma.
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Ubung 2.6.15. Die Euler’sche Zahl e ist nicht rational. Man zeige dies, indem
man von ihrer Darstellung als Reihe ausgeht und durch geeignete Abschét-
zungen nachweist, dafl ¢le fiir ¢ € N mit ¢ > 2 nie eine ganze Zahl sein
kann.

Ubung 2.6.16. In dieser Ubung sollen Sie einen anderen Zugang zur Funk-
tionalgleichung der Exponentialfunktion ausarbeiten, den ich in einer Arbeit
von Martin Kneser kennengelernt habe: Man zeige dazu in Verallgemeine-
rung von 2.6.3, daf} fiir jede reelle Zahl x € R aus lim,_, ., x, = x folgt
limy, o (1 + 22)" = exp(z). Mithilfe der Identitét

(D) (09 - (1o )

folgere man dann die Funktionalgleichung.
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3 Stetigkeit

3.1 Definition und erste Beispiele

Bemerkung 3.1.1. Abbildungen mit Werten in irgendeiner Art von Zahlen
nennen wir Funktionen. Wir erlauben hier auch Werte in R. Wollen wir
besonders betonen, dafl nur reelle Zahlen als Werte angenommen werden, so
sprechen wir von reellwertigen Funktionen. Reellwertige Funktionen auf
der reellen Zahlengeraden kann man sich auf mindestens vier verschiedene
Arten vorstellen:

1. In der Schule ist es iiblich, eine Funktion f : R — R durch ihren
Graphen I'(f) = {(z,y) € R* | y = f(z)} zu veranschaulichen, also
durch eine Teilmenge der Ebene R2.

2. In der Physik ist es iiblich, sich eine Abbildung f : R — X, t — f(t)
von R in irgendeine Menge X vorzustellen als ein Teilchen, das sich
“Im Raum X bewegt und sich zur Zeit ¢ (fiir lateinisch “tempus”) am
Punkt f(t) befindet”. In unserem Fall hitten wir uns also ein Teilchen
vorzustellen, das sich auf der Zahlengerade X = R bewegt.

3. Eine reellwertige Funktion auf einer beliebigen Menge kann man sich
als eine Temperaturverteilung auf besagter Menge vorstellen. In unse-
rem Fall hiatten wir uns also eine Temperaturverteilung auf der reellen
Zahlengeraden vorzustellen.

4. In der Mathematik ist es auch niitzlich, sich eine Funktion f: R — R
wirklich als Abbildung der Zahlengerade auf sich selber vorzustellen.
Als Beispiel betrachten wir den Absolutbetrag, der als Abbildung auf-
gefalt den negativen Teil der Zahlengerade auf den positiven Teil her-
iiberklappt.

Bemerkung 3.1.2. Beliebige Abbildungen R — R konnen wild aussehen. Wir
fithren nun die Klasse der “stetigen Funktionen” ein und zeigen insbesondere,
daB fiir stetige auf einem Intervall definierte und injektive Funktionen auch
ihr Bild ein Intervall ist und die Umkehrfunktion stetig. Das liefert uns dann
viele neue Funktionen als Umkehrfunktionen bereits bekannter Funktionen.
Anschaulich ist eine reellwertige Funktion auf einem reellen Intervall stetig
genau dann, wenn man “ihren Graphen zeichnen kann ohne den Stift abzuset-
zen”. Diese Anschauung werden wir im Folgenden prézisieren. Wir erinnern
an den Umgebungsbegriff aus 2.1.7.

Definition 3.1.3. Sei D C R eine Teilmenge und f : D — R eine Funktion.
Gegeben ein Punkt p € D heifit unsere Funktion stetig bei p genau dann,
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N
N
° 6"’
5C oC C
—t t t 1 i —— } p— et

Vier verschiedene Anschauungen fiir eine reellwertige Funktion einer reellen
Verénderlichen am Beispiel des Absolutbetrags x — |z|
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wenn es fiir jede Umgebung W von f(p) eine Umgebung W’ von p gibt
mit f(W' N D) C W. Unsere Abbildung heifit stetig (englisch continous,
franzosisch continue) genau dann, wenn sie stetig ist bei jedem Punkt p € D.

Bemerkung 3.1.4. Wir vereinbaren diese Definition gleich im Fall einer Teil-
menge D C R und einer Funktion f : D — R, weil so der Zusammenhang mit
dem Grenzwertbegriff in 3.3 in voller Allgemeinheit dargestellt werden kann.
Wie bei Folgen reicht es auch hier, die Existenz von W’ fiir alle Umgebungen
W eines Fundamentalsystems von Umgebungen von f(p) zu zeigen.

Beispiele 3.1.5. Fiir alle D C R ist die Einbettung i : D — R, 2+ x stetig.
Der Absolutbetrag abs : R — R, x + |2| ist stetig. Fiir jedes ¢ € R ist
die konstante Funktion ¢ : R — R, z +— ¢ stetig. Die Funktion f : R — R
gegeben durch f(x) = 1 fir z > 0 und f(z) = 0 fir x < 0 ist nicht stetig
bei p = 0, ihre Einschrinkung auf D = R* ist jedoch stetig. Die Funktion
f:R—Rmit f(z) =z fir z € Qund f(zx) =0 fir ¢ Q ist nur an der
Stelle p = 0 stetig.

Satz 3.1.6 (Die Verkniipfung stetiger Funktionen ist stetig). Seien
genaver D, E C R Teilmengen, f : D — R, g : E — R Funktionen, und es
gelte f(D) C E. Ist f stetig bei einem Punkt p € D und g stetig bei seinem
Bild f(p), so ist auch go f: D — R, x +— g(f(x)) stetig bei p.

Bemerkung 3.1.7. Genau genommen ist die Notation go f hier nicht korrekt:
Wir miifiten eigentlich erst eine Abbildung f D — FE definieren durch
f(z) = f(z) fiir alle z € D und dann die Abbildung g o f betrachten.

Beweis. Da g stetig ist bei f(p), finden wir fiir jede Umgebung U von g(f(p))
eine Umgebung U’ von f(p) mit g(U'NE) C U. Da f stetig ist bei p, finden wir
fiir diese Umgebung U’ von f(p) eine Umgebung U” von p mit f(U" N D) C
U’. Damit finden wir in der Tat fiir jede Umgebung U von (g o f)(p) eine
Umgebung U” von p mit (go f)(U" N D) C U. O

Bemerkung 3.1.8. Einschrénkungen stetiger Funktionen sind stetig. Ist ge-
nauver D C R eine Teilmenge und f : D — R stetig bei p € D und E C D
eine Teilmenge mit p € E, so ist auch die Einschrinkung f|p : £ — R
stetig bei p. Das folgt einerseits sofort aus der Definition und andererseits
auch aus dem vorhergehenden Satz 3.1.7, indem wir die Einschrinkung als
Verkniipfung mit der nach 3.1.5 stetigen Einbettung von E schreiben.

Bemerkung 3.1.9 (Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft). Wird eine
Funktion stetig bei einem Punkt nach Einschrénkung auf eine Umgebung
des besagten Punktes, so war sie dort schon selbst stetig. Ist also in Formeln
D C R eine Teilmenge und f : D — R eine Funktion und p € D ein Punkt
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und gibt es eine Umgebung U von p derart, dafl die Einschréankung von f auf
D N U stetig ist bei p, so ist auch f : D — R bereits stetig bei p. Um das
zum Ausdruck zu bringen, sagt man dann etwas vage, die “Stetigkeit sei eine
lokale Eigenschaft”.

Lemma 3.1.10 (e-)-Kriterium fiir die Stetigkeit). Sei D C R eine
Teilmenge, f : D — R eine reellwertige Funktion und p € D ein Punkt.
Genau dann ist f stetig bei p, wenn es fir jedes € > 0 ein § = §(g) > 0 gibt
derart, daf fir alle x € D mit |x —p| < § gilt | f(z) — f(p)|] < e.

Beweis. Das folgt sofort aus den Definitionen. m

Ubung 3.1.11. Seien I,J C R Intervalle mit nichtleerem Schnitt und sei
f:({UJ)— R eine Funktion. Sind die Einschrankungen f|; und f|; stetig,
so ist auch f selbst stetig.

Lemma 3.1.12. Die Funktion R* — R, z +— % ist stetig.
Beweis. Das ist gerade die Aussage von 2.1.32.3. O]
Lemma 3.1.13. Die Ezponentialfunktion exp : R — R ist stetig.

Bemerkung 3.1.14. Die Stetigkeit der Exponentialfunktion kénnen wir spéter
auch aus dem allgemeinen Satz 5.1.4 folgern: Potenzreihen stellen auf ihrem
Konvergenzbereich immer stetige Funktionen dar.

Beweis. Wir wenden das e-0-Kriterium 3.1.10 an. In der Tat finden wir

|exp(x) — exp(p)| = |exp(p)| - [ exp(x — p) — exp(0)]

Nun beachten wir, daf fiir |y| <1 gilt
ly
< ly[- Z = = < |y[exp(1)

>0 s Xt

wo wir im zweiten Schritt die Dreiecksungleichung sowie die Erhaltung von
Ungleichungen im Grenzwert verwenden und die Nenner verkleinern. Aus
|z — p| < 1 folgt also |exp(x) — exp(p)| < exp(p)|r — p| e und fiir gegebenes
e > 0 konnen wir nehmen § = inf{1,/(exp(p) e)}. O

|exp(y) — exp(0)| = |y| -

Definition 3.1.15. Gegeben reellwertige Funktionen f, g : D — R definieren
wir die Funktionen f + g, fg : D — R durch (f + g)(z) = f(z) + g(x),
(f9)(x) = f(x)-g(z) Yz € D.
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Satz 3.1.16. Summe und Produkt stetiger Funktionen sind stetig.
Ist genauer D C R gegeben und p € D ein Punkt und sind f,g : D — R
stetig bei p, so sind auch f+ g und fg stetig bei p.

Bemerkung 3.1.17. Nehmen f und ¢ allgemeiner Werte in R an und sind
an jeder Stelle x € D die Summe f(z) + g(x) bzw. das Produkt f(z) - g(x)
sinnvoll definiert im Sinne von 2.1.35, so gilt der Satz entsprechend mit fast
demselben Beweis.

Beweis. Wir zeigen das nur fiir die Multiplikation, der Fall der Addition geht
analog. Ist W eine Umgebung von f(p)g(p), so gibt es nach 2.1.32 Umgebun-
gen U von f(p) und V von g(p) mit U -V C W. Da sowohl f als auch g stetig
sind bei p, gibt es weiter Umgebungen U’ und V' von p mit f(U'N D) C U
und g(V’' N D) C V. Thr Schnitt U’ NV’ ist dann eine Umgebung W' von p
mit (fg)(W' N D)CW. O

Definition 3.1.18. Wir nennen eine Funktion R — R eine Polynomfunk-
tion genau dann, wenn es ag, ay, . .. a, € R gibt derart, daf§ unsere Funktion
gegeben wird durch die Abbildungsvorschrift z +— a,2™ +a,_12" 1 +. .. +ao.

Bemerkung 3.1.19. Jede Folge reeller Zahlen (a,),en, in der fast alle Fol-
genglieder Null sind, liefert uns eine Polynomfunktion. Nach 8.3.5 liefern
verschiedene Folgen auch stets verschiedene Funktionen. Im Licht dieser Tat-
sache werden wir unsere Polynomfunktionen meist kiirzer Polynome nennen,
obwohl eigentlich der Begriff Polynom eher den formalen Ausdruck meint.
Diese Unterscheidung ist aber erst in der Algebra wirklich von Belang, wenn
man zum Beispiel mit endlichen Korpern arbeitet.

Korollar 3.1.20. Polynomfunktionen sind stetig.
Beweis. Das folgt induktiv aus dem vorhergehenden Satz 3.1.16. O

Korollar 3.1.21 (Quotienten stetiger Funktionen sind stetig). Ist
genauer D C R eine Teilmenge und sind f,g : D — R stetig und hat g keine
Nullstelle in D, so ist auch die Funktion f/g: D — R, x +— f(x)/g(z) stetig.

Beweis. Bezeichne i : R* — R die Funktion = +— 1/z. Sie ist stetig nach
3.1.12. Also ist auch iog : D — R, z — 1/g(z) stetig, und dann auch das
Produkt dieser Funktion mit der stetigen Funktion f. O

Bemerkung 3.1.22. Eine Funktion, die sich als der Quotient eines Polynoms
durch ein von Null verschiedenes Polynom darstellen 1at, heifit eine ge-
brochen rationale Funktion. So eine Funktion ist a priori natiirlich nur
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da definiert, wo der Nenner nicht verschwindet, und ist nach dem vorherge-
henden Korollar auf dem Komplement der Nullstellenmenge ihres Nenners
stetig. Betrachten wir unsere gebrochen rationale Funktion jedoch nicht als
Abbildung, sondern als formalen Ausdruck, so verstehen wir unter ihrem De-
finitionsbereich die etwas gréflere Menge, auf der “nach maximalem Kiirzen”
der Nenner keine Nullstellen hat, vergleiche 77.

3.2 Umkehrfunktionen und Zwischenwertsatz

Definition 3.2.1. Eine Abbildung f zwischen angeordneten Mengen heif3t

monoton wachsend, wenn gilt <y = f(z) < f(y)
streng monoton wachsend, wenn gilt z <y = f(z) < f(y)
monoton fallend, wenn gilt =<y = f(z)> f(y)
streng monoton fallend, wenn gilt =<y = f(z) > f(y)

Eine Abbildung heifit (streng) monoton genau dann, wenn sie (streng)
monoton wachsend oder fallend ist. Das verallgemeinert unsere Begriffe fiir
Folgen aus 2.2.3.

Proposition 3.2.2. Ist I C R ein Intervall und f: I — R streng monoton,
so ist die Umkehrfunktion f~': f(I) — R stetig.

Bemerkung 3.2.3. Wieder ist unsere Notation nicht ganz korrekt: Wir miifiten
eigentlich die Bijektion f : I = f(I), # — f(z) betrachten, dazu die inverse
Abbildung f~': f(I) = I nehmen, und unser f~' : f(I) — R definieren als
die Verkniipfung von f ~! mit der Einbettung I — R. Die Umkehrfunktion
f~1 darf nicht verwechselt werden mit der Funktion x — 1/f(x). Ist zum
Beispiel f : (0,00) — R gegeben durch f(z) = x?, so haben wir 1/f(z) = 272,
aber die Umkehrabbildung ist f~*(y) = ,/y. Die Notation ist hier leider nicht
ganz eindeutig und oft muB man aus dem Kontext erschliefen, ob mit f~!
die Umkehrfunktion von f oder vielmehr die Funktion = — 1/f(x) gemeint
ist.

Beweis. Sei ohne Beschréinkung der Allgemeinheit f streng monoton wach-
send. Bezeichne g : f(I) — R die Umkehrfunktion, die unter diesen Umstéin-
den auch streng monoton wachsen mufi. Gegeben p € f(I) miissen wir fiir
jede Umgebung W von g(p) eine Umgebung W’ von p finden mit der Eigen-
schaft g(W'n f(I)) € W. Wir unterscheiden drei Félle: Ist I eine Umgebung
von ¢(p), so umfaft jede Umgebung W von g(p) ein Intervall der Gestalt (a, b)
mit a < g(p) < b und a,b € I und wir kénnen schlicht W' = (f(a), f(b))
nehmen. Besteht I nur aus einem einzigen Punkt, so ist eh alles klar. Besteht
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[lustration zum Beweis von 3.2.2. Man beachte, wie sich, salopp
gesprochen, “Unstetigkeitsstellen der Ausgangsfunktion in Definitionsliicken
der Umkehrfunktion verwandeln”.
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schlieBlich I aus mehr als einem Punkt und ist g(p) eine seiner Grenzen, ohne
Beschrankung der Allgemeinheit sein Supremum, so umfafit jede Umgebung
W von g(p) ein Intervall der Gestalt (a,g(p)] mit @ € I und wir kénnen
W' = (f(a), oo] nehmen. O

Bemerkung 3.2.4. Wenden wir unseren Satz an auf die Funktion f : [0,00) —
R, z — 22, so finden wir insbesondere, dafl das Wurzelziehen

[0,00) = R, 2+ x

eine stetige Funktion ist. Da sich die Funktion x +— z? stetig auf [0, co| fort-
setzen 143t durch die Vorschrift co — oo, gilt nach unserem Satz dasselbe fiir
die Wurzelfunktion. Analoges gilt auch fiir hohere Wurzeln, nur haben wir bis
jetzt noch nicht bewiesen, dafl wir solche hoheren Wurzeln auch tatséchlich
aus jeder nichtnegativen reellen Zahl ziehen kénnen. Das folgt jedoch aus den
Satzen, die wir im Anschlufl behandeln.

Satz 3.2.5 (Zwischenwertsatz). Fir a < b aus R nimmt eine stetige
Funktion f : [a,b] — R jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschriankung der Allgemeinheit f(a) < f(b) an-
nehmen. Gegeben z € [f(a), f(b)] suchen wir p € [a,b] mit f(p) = z. Wir
betrachten dazu

p=sup{z € [a,b] | f(z) < 2}

und behaupten f(p) = z. In der Tat fithren wir die Annahmen f(p) < z und
f(p) > z beide zum Widerspruch: Aus f(p) < z folgte zunéchst p < b, und
dann gébe es aufgrund der Stetigkeit ein p’ mit p < p’ < b und f(p') < z
und p wire gar keine obere Schranke unserer Menge gewesen. Aus f(p) > z
folgte zundchst a < p, und dann gébe es aufgrund der Stetigkeit ein p’ mit
a < p < pund f(x) > z fir alle z € [p/,p]. Also wire auch p’ schon
eine obere Schranke unserer Menge und p konnte nicht ihre kleinste obere
Schranke gewesen sein. O

Korollar 3.2.6 (Abstrakter Zwischenwertsatz). Das Bild eines Inter-
valls unter einer stetigen Funktion ist ein Intervall. Ist also in Formeln I C R
ein Intervall und f: I — R stetig, so ist auch f(I) ein Intervall.

Beweis. Das folgt sofort aus 3.2.5. [

Satz 3.2.7 (iiber die Umkehrfunktion). Sei I C R ein Intervall und sei
[+ I — R streng monoton und stetig. So ist auch f(I) C R ein Intervall und
die Umkehrfunktion f~1: f(I) — R ist streng monoton und stetig.
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Beweis. Dieser Satz ist nur die Zusammenfassung des abstrakten Zwischen-
wertsatzes 3.2.6 mit der Proposition 3.2.2 iiber die Stetigkeit der Umkehr-
funktion. [

Definition 3.2.8. Fiir ¢ € N, ¢ > 1 definieren wir die ¢-te Wurzel
¢ [0,00) = R

als die Umkehrfunktion zur ¢-ten Potenzfunktion z +— x?. Nach 3.2.2 ist
T — Y stetig.

Ubung 3.2.9. Sei Y a; eine Reihe. Man zeige das Wurzelkriterium: Gilt
limy_ oo W < 1, so konvergiert die Reihe ) a; absolut. Hinweis: Analog
zum Beweis des Quotientenkriteriums. Meiner Erfahrung nach ist dies Krite-
rium in der Praxis selten von Nutzen, da es meist auf schwer zu bestimmende
Grenzwerte fiihrt.

Definition 3.2.10. Aus dem Zwischenwertsatz folgt exp(R) = (0, 00), denn
wir haben offensichtlich lim,_, exp(n) = oo und dann nach 2.1.25 auch
lim,, o exp(—n) = 0. Wir konnen also den (natiirlichen) Logarithmus
einfithren als die Umkehrfunktion

log : (0,00) — R

der Exponentialfunktion, log(exp(z)) = z, und erhalten aus Satz 3.2.7 die
Stetigkeit des Logarithmus.

Bemerkung 3.2.11. Die Exponentialfunktion liefert nach 2.6.7 und 3.2.10 also
einen Isomomorphismus der additiven Gruppe der reellen Zahlen mit der
multiplikativen Gruppe aller positiven reellen Zahlen.

Bemerkung 3.2.12. Die Notation “log” ist leider nicht universell. Auf vielen
Taschenrechnern und auch in &lteren Biichern wird unsere Funktion “log”
notiert als “In” fiir “logarithmus naturalis” und das Kiirzel “log” steht fiir den
“Logarithmus zur Basis 10”7, den wir in 3.2.17 einfiithren und mit log,, bezeich-
nen werden. Der Logarithmus zur Basis 10 wird in manchen Quellen auch der
“Brigg’sche Logarithmus” genannt und mit “Ig” bezeichnet. Die Norm ISO 31-
11 empfiehlt die Notationen “In” und “lg”, wir verwenden jedoch log statt In,
weil das in der reinen Mathematik so {iblich ist und wir damit der Konvention
folgen, spezielle Funktionen nach Méglichkeit mit Kiirzeln aus drei Buchsta-
ben zu notieren. “Logarithmus” ist das griechische Wort fiir “Rechnung”, und
fiir das Rechnen waren die Logarithmentafeln, in denen die Werte des Loga-
rithmus zur Basis Zehn aufgelistet wurden, auch auflerordentlich praktisch:
Mit ihrer Hilfe konnte man nédmlich Divisionen in Subtraktionen verwandeln
und Wurzelziehen in Divisionen, wie wir gleich naher ausfiihren.
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Bemerkung 3.2.13. Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion folgt so-
fort
log(xzy) = logx + logy und log(e) = 1

Ubung 3.2.14. Man folgere log(1) = 0, log(z™!) = —log(z), log(z") =
nlog(z) und log(y/r) = % log(z).

q
Definition 3.2.15 (allgemeine Potenzen). Gegeben a,x € R mit a > 0
setzen wir

a® = exp(zloga)

Bemerkung 3.2.16. Man priift ohne Schwierigkeiten die Formeln a = 1,
a' = a und a®" = a®a¥ und folgert insbesondere, dafl im Fall @ > 0 und
n € Z das hier definierte a™ {ibereinstimmt mit unserem a” aus der Tabelle
am Ende von Abschnitt 1.3.2. Fiir beliebige a,b > 0, z,y € R und ¢ € N,
q > 1 priift man leicht die Rechenregeln a®¥ = (a®), (ab)® = a®b®, a = a'/9
und log(a®) = zloga. Ist speziell a = e die Euler’sche Zahl, so gilt loge = 1
und folglich exp(z) = e”.

Definition 3.2.17. Gegeben a > 0 nennt man die Umkehrabbildung der
Abbildung z +— a” auch den Logarithmus zur Basis a

log, : (0,00) — R

Bemerkung 3.2.18. Der natiirliche Logarithmus ist also der Logarithmus mit
der Euler’schen Zahl e als Basis, in Formeln log = log, . Der Logarithmus zur
Basis a lafit sich durch den natiirlichen Logarithmus ausdriicken vermittels
der Formel log, x = igiz Man kommt deshalb meist mit dem natiirlichen
Logarithmus aus. Die Notation log, ist konform mit der Norm ISO 31-11, in
der zusétzlich auch noch die Abkiirzung log, = Ib fiir den bin&#ren Loga-

rithmus empfohlen wird.

Ubung 3.2.19. Sei f : [a,b] — R stetig mit f(b) = 0. So hat f eine kleinste
Nullstelle in [a, b].

Ubung 3.2.20. Jede Polynomfunktion z — a,z™ + ...+ ag mit a, # 0 und n
ungerade besitzt mindestens eine reelle Nullstelle.

Beispiel 3.2.21. Bei einem radiokativen Material wird nach einem Tag nur
noch 90% der Strahlungsaktivitit gemessen. Wie lange dauert es, bis die
Aktivitit auf die Halfte abgeklungen ist? Nun, halten wir einen Referenz-
zeitpunkt beliebig fest, so wird die Aktivitdt nach Vergehen einer Zeitspanne
7 gemiB Uberlegungen wie in 2.6.4 gegeben durch eine Formel der Gestalt
M €“" mit unbekannten M und c¢. Wir kiirzen die Zeiteinheit “Stunde” ab mit
dem Buchstaben h fiir lateinisch “hora”. Formal ist h eine Basis des in 1.1.2.6
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angedachten eindimensionalen reellen Vektorraums “aller Zeitspannen”, und
formal ist auch M ein Element eines gedachten eindimensionalen reellen Vek-
torraums “aller Strahlungsaktivititen” und c liegt im Raum der Linearformen
auf dem Raum aller Zeitspannen, in dem wir mit h™" dasjenige Element be-
zeichnen werden, das auf h den Wert Eins annimmt. So formal will ich hier
aber eigentlich gar nicht werden und schreibe das Auswerten solch einer Line-

arform auf einer Zeitspanne schlicht als Produkt. Fiir 7 = 24 h wissen wir nun
nach unserer Messung M " = 28 M und damit ¢ = ((log9/10)/24) h™t.
Bezeichnet ¢ die Zeitspanne, nach der die Aktivitit auf die Hélfte abgeklun-

gen ist, so haben wir also M e® = M/2 alias ¢t = —log 2 und damit

log2  —log(2)-24

b= c  log(9/10)

Ubung 3.2.22. Das eingestrichene A liegt bei 440 Herz. Bei wieviel Herz etwa
liegt das eingestrichene F? Hinweis: Die Losung dieser Aufgabe benotigt zu-
sétzlich zu mathematischen Kenntnissen auch physikalische und musikalische
Vorkenntnisse.

3.3 Grenzwerte von Funktionen

Bemerkung 3.3.1. Wir vereinbaren fiir die Differenz einer Menge X mit einer
einpunktigen Menge {p} die abkiirzende Schreibweise X \{p} = X\p. Gege-
ben eine Abbildung f : R — R und Punkte p,b € R sagen wir, f(z) strebt
gegen b fiir x — p und schreiben

lim f(z) =0

a—p
genau dann, wenn es fiir jede Umgebung W des Grenzwerts b eine Umgebung
W' des Punktes p gibt mit f(W\p) C W oder genauer, da W’ ja auch oo oder
—oo enthalten kénnte und f dort nicht definiert ist, mit f((W'NR)\p) C W.
Im folgenden werden wir diese Begriffsbildung verallgemeinern auf den Fall
von Funktionen mit beliebigem Definitionsbereich D C R und miissen dazu
einige Vorbereitungen treffen.

Definition 3.3.2. Sei D C R eine Teilmenge. Ein Punkt p € R heifit ein
Haufungspunkt von D in R genau dann, wenn jede Umgebung von p
mindestens einen von p verschiedenen Punkt mit D gemeinsam hat.

Bemerkung 3.3.3. Diejenigen Punkte von D, die keine Haufungspunkte von
D sind, nennt man die isolierten Punkte von D. Mich verwirrt in diesem
Zusammenhang stets, dal ein Haufungspunkt von D kein Punkt von D zu
sein braucht. Leider kenne ich keine bessere Sprechweise.
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Ubung 3.3.4. Sei D C R eine Teilmenge. Genau dann ist p Haufungspunkt
von D, wenn es eine Folge reeller Zahlen x,, in D\ p gibt mit lim,, .., x, = p.

Definition 3.3.5 (Grenzwerte von Funktionen). Sei D C R eine Teil-
menge, p € R ein Hiaufungspunkt von D und f : D — R eine Funktion. Sei
b ein weiterer Punkt aus R. Wir sagen, f(z) strebt gegen b fiir z — p und
schreiben

lim f(z) =10

T—p
genau dann, wenn es fiir jede Umgebung W des Grenzwerts b eine Umgebung
W' des Punktes p gibt mit f(W' N D\ p) C W.

Bemerkung 3.3.6. Natiirlich reicht es auch hier wieder, die Existenz von W’
fiir jedes W aus einem Fundamentalsystem von Umgebungen des Grenzwerts
b nachzuweisen.

Beispiel 3.3.7. Es gilt lim, ., = 0o, wir konnen ja in diesem Fall schlicht
W' = W nehmen. Fiir eine konstante Funktion f(z) = ¢ gilt lim,, ¢ = ¢,
hier kénnen wir fiir jedes W einfach W’ = R nehmen. Fiir D = N und p = oo
spezialisiert der eben eingefiihrte Grenzwertbegriff zu unserem Grenzwert-
begriff fiir Folgen aus 2.1.14. Der Grund dafiir, dafl wir Grenzwerte nur an
Hiufungspunkten erkléren, ist das folgende Lemma.

Lemma 3.3.8 (Eindeutigkeit des Grenzwerts). Sei D C R eine Teil-
menge, p € R ein Hiufungspunkt von D und f: D — R eine Funktion. Aus
lim, ., f(z) = a und lim,_,, f(x) = b folgt a = 0.

Beweis. Durch Widerspruch. Wére a # b, so gibe es Umgebungen V' von a
und W von b mit VNW = (). Wir finden Umgebungen V' und W’ von p mit
fWV'nD\p)CVund f(W' ND\p) CW, mithin gélte

fV'nwW' nD\p) =10

Da aber V' N W’ eine Umgebung von p ist und p ein Haufungspunkt von
D gilt notwendig V' N W' N D\ p # (). Dieser Widerspruch beendet den
Beweis. O

Bemerkung 3.3.9. Der Grenzwert einer Funktion fiir x — p héngt nur von ih-
rem Verhalten in einer Umgebung von p ab. Ist genauer p € R Haufungspunkt
einer Teilmenge D C R und f : D — R eine Funktion und U eine Umgebung
von p, so existiert lim,_,, f genau dann, wenn lim, ., f|pny existiert, und
unter diesen Umstédnden stimmen die beiden Grenzwerte iiberein.
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Proposition 3.3.10 (Grenzwerte und Stetigkeit). Sei p € R Héaufungs-
punkt einer Teilmenge D C R und f : D\ p — R eine Funktion. Genau dann
gilt lim,_,, f(x) = b fiir ein b € R, wenn die Fortsetzung von f auf D U {p}
durch f(p) = b stetig ist bei p.

Beweis. Das folgt sofort aus unseren Definitionen 3.1.3 und 3.3.5. ]

Bemerkung 3.3.11. Ist also D C R gegeben und f : D — R stetig, so gilt fiir
jeden Héufungspunkt p € D der Menge D notwendig lim,_.,, f(z) = f(p).

Beispiel 3.3.12. Wir zeigen lim, ., 1/2 = 0. In der Tat, fiir jede Umgebung
W von 0 gibt es € > 0 mit (—¢,e) C W, und nehmen wir als Umgebung W’
von oo die Menge W’ = (1/e, 00|, so gilt offensichtlich x € W' = 1/z € W.
Alternativ konnten wir auch wie folgt argumentieren: Die Funktion [0, co] —
[0, 00] mit x +— 1/z fir 0 < x < oo und 0 +— oo und oo +— 0 ist streng mono-
ton, deshalb ist nach 3.2.2 ihre Umkehrfunktion stetig. Die Umkehrfunktion
fallt aber in diesem Fall mit der Funktion selbst zusammen. Also ist unsere
Funktion stetig und mit 3.3.10 folgt lim, ., 1/x = 0.

Ubung 3.3.13 (Rechenregeln fiir Grenzwerte). Sei p € R ein Haufungs-
punkt einer Teilmenge D C R und seien f,g: D — R reellwertige Funktio-
nen mit reellen Grenzwerten lim, ., f(z) = b und lim,_,, g(z) = ¢. So gilt
lim, .,(f + g)(z) = b+ c und lim,_,(fg)(x) = be.

Ubung 3.3.14 (Quetschlemma,). Sei p € R ein Haufungspunkt einer Teil-
menge D C R und seien f, g, h: D — R Funktionen mit f(x) < g(z) < h(z)
fur alle x € D\ p. So folgt aus lim,., f(z) = b = lim, ., h(z) schon
lim, ., g(z) = 0.

Beispiel 3.3.15. Aus dem Quetschlemma 3.3.14 und der Darstellung von e*
durch die Exponentialreihe folgt lim, .., e* = co. Aus 3.3.10 und 3.2.2 folgt
dann lim,_. logy = oo. Das Quetschlemma mit der Darstellung von e” duch
die Exponentialreihe liefert auch lim,_...(z/e*) = 0 und durch Substitution
z =logy und 3.3.10 und 3.1.6 folgt dann lim, .. (logy/y) = 0.

Ubung 3.3.16. Man zeige lim,_.o(z*/b*) = 0 fiir alle « € R und b > 1. Man
zeige lim, o (log z/x¢) = 0 fiir alle ¢ > 0. Man zeige lim,, ., {/n = 1. Man
zeige

P Ve

Bemerkung 3.3.17. Das Anwenden einer stetigen Funktion vertauscht mit
der Grenzwertbildung. Ist genauer £ C R und ist ¢ € R ein Haufungspunkt
von ' und g : F — R eine Funktion mit Bild in D C R und existiert
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lim, ., g(z) = p und liegt auch in D und ist f: D — R stetig bei p, so gilt

i (g(o)) = 7 (1in g(o) )

r—q

Wir erhalten diese Aussage mithilfe von 3.3.10 als direkte Konsequenz aus
der Stetigkeit der Verkniipfung stetiger Funktionen 3.1.6. Speziell folgt fiir
jede Funktion f : D — R, die stetig ist bei einer Stelle p € D, und jede Folge
a, in D mit lim, . a, = p bereits lim,, ., f(a,) = f(p).

Bemerkung 3.3.18. Man folgert so zum Beispiel die Vertauschbarkeit 2.1.39
von Grenzwertbildung und Absolutbetrag aus der Stetigkeit des Absolutbe-
trags und die Vertauschbarkeit 2.1.31.2 von Grenzwertbildung mit Kehrwer-
ten aus der Stetigkeit der Abbildung x +— 1/z.

Beispiel 3.3.19. Fiir alle a > 0 folgt aus der Stetigkeit der Exponential-
funktion und indem man fiir ein logisch vollstandiges Argument die folgende
Gleichungskette von hinten nach vorne liest
lim, .o va = lim, . exp (% log a)
= exp (limnﬁoo %log a)
= exp(0)
=1
Bemerkung 3.3.20. Es gibt noch weitere Moglichkeiten, aus dem Zusammen-
hang zwischen Grenzwert und Stetigkeit 3.3.10 sowie der Stetigkeit der Ver-
kniipfung stetiger Funktionen 3.1.6 &hnliche Aussagen abzuleiten. Zusammen
mit der bereits als 3.3.17 ausfiihrlicher besprochenen Aussage erhélt man so
insbesondere die drei Implikationen
(limg g g(z) = p und f stetig bei p) = lime—, f(g9(z)) = f(p)
(g stetig bei ¢ und lim, 4 f(y) = b) = lim,, f(g(z)) =
(limg—q g(z) = p und limy_, f(y) =b) = lim,—q f(g(x))

Ubung 3.3.21 (Erhaltung von Ungleichungen im Grenzwert). Sei p €
R ein Hiufungspunkt einer Teilmenge D C R und seien f,g : D — R zwei
Funktionen, die Grenzwerte besitzen fir  — p. Gilt f(z) < g(z) fur alle
x € D\ p, so folgt lim,_,, f(z) <lim,_, g(x).

Ubung 3.3.22. Gilt fiir eine durch ein Polynom vom Grad < n gegebene
Funktion f(z) = a,z" + ... + a1x + ap und irgendein reelles p die Formel
lim, ., f(z)/(z — p)" = 0, so folgt ap = a; = ... = a,, = 0. Hinweis: Durch
Verschieben kann man sich auf den Fall p = 0 zuriickziehen.
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Definition 3.3.23. Eine besondere Notation vereinbaren wir fiir den Fall
einer Funktion f : (a,b) \p — R und p € (a,b), wenn wir den Grenzwert
fiir x — p ihrer Restriktion auf (a,p) oder auf (p, b) untersuchen wollen. Wir
sprechen dann vom linkseitigen bzw. vom rechtseitigen Grenzwert und
notieren diese Grenzwerte

lim flg,y = lim f(x) und lim = lim f(x
lim i) = lim /() lim |0y = lim /(2)

In diesem Fall existiert der Grenzwert genau dann, wenn der linkseitige
Grenzwert und der rechtseitige Grenzwert existieren und iibereinstimmen,
wie man leicht aus den Definitionen folgert.

Beispiel 3.3.24. Es gilt lim,\ o 1/2 = oo und lim, ~ 1/z = —o0.

Satz 3.3.25 (Einparameteruntergruppen von R). Die stetigen Grup-
penhomomorphismen R — R von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in
sich selber sind genau die Abbildungen x +— Ax fir festes A € R.

Beweis. Sei F': R — R ein stetiger Gruppenhomomorphismus, als da heif3t
eine stetige Abbildung mit F(x +y) = F(z)+ F(y) Vz,y € R. Es reicht zu
zeigen, dafl F' die Gleichung F'(x) = xF(1) erfiillt. Auch ohne die Stetigkeit
von F' zu benutzen, folgern wir F'(q) = ¢qF'(1) zunéchst fiir alle ¢ € N, dann
fir alle ¢ € Z, dann fiir alle ¢ € Q. Um unsere Gleichung F'(z) = 2 F(1) sogar
fiir alle x € R zu zeigen, wahlen wir eine Folge ¢, von rationalen Zahlen mit
lim, .o ¢, = z und erhalten F(x) = lim, .. F(g,) = lim, .. ¢, F(1) =
xF (1), also F(x) = Az fir A = F(1). O

Satz 3.3.26 (Einparameteruntergruppen von R*). Die stetigen Grup-
penhomomorphismen R — R* wvon der additiven Gruppe der reellen Zahlen
in die multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen reellen Zahlen sind
genau die Abbildungen x — a® fiir festes a € Rsy.

Beweis. Ist G : R — R* ein stetiger Gruppenhomomorphismus, als da heif3t
eine stetige Abbildung mit G(z + y) = G(x)G(y) Vz,y € R, so bildet G
nach 1.3.3.9 notwendig das neutrale Element auf das neutrale Element ab,
in Formeln G(0) = 1. Mit dem Zwischenwertsatz folgt G(z) > 0 Vz € R.
Damit kénnen wir den Gruppenhomomorphismus F' = logoG : R — R
bilden und aus 3.3.25 folgt sofort F(z) = xF (1), also G(z) = exp(F(z)) =
exp(zF (1)) = exp(xlog G(1)). O

Satz 3.3.27 (Stetigkeit als Folgenstetigkeit). Sei D C R eine Teilmen-
ge, f: D — R eine Funktion und a € D ein Punkt. So sind gleichbedeutend:

1. f ist stetig bei a.
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2. Fiir jede Folge ag,aq, ... von Punkten aus D mit lim,,_.. a, = a gilt

lim,, . f(a,) = f(a).

Bemerkung 3.3.28. Die in diesem Satz gegebene Charakterisierung von Ste-
tigkeit wird vielfach sogar als Definition derselben gewihlt. Das ist auch der
Grund, warum ich den Satz bereits hier beweise, obwohl er im weiteren Ver-
lauf der Vorlesung erst sehr viel spéter eine Rolle spielen wird.

Beweis. 1 = 2 haben wir schon in 3.3.17 erledigt, wir konzentrieren uns
deshalb auf 2 = 1. Das zeigen wir durch Widerspruch. Fiir unser a € R finden
wir nach 2.1.37 eine absteigende Folge von Umgebungen Vo D V; D V4o D ...
derart, da jede Umgebung V von a fast alle V,, umfait. Ist f nicht stetig
bei a, so gibt es eine Umgebung U von f(a) derart, dafl fir kein n gilt
f(V, n D) C U. Fiir jedes n finden wir also a,, € V,, N D mit f(a,) ¢ U.
Die a, bilden dann eine Folge in D mit lim,,_.. a, = a, fiir die nicht gilt
lim,, . f(a,) = f(a). O

Ubung 3.3.29. Man finde alle stetigen Funktionen G : R* — R mit G'(zy) =
G(z)+ G(y) Vz,y € R*.

Ubung 3.3.30. Man zeige, daB die Aussage der vorhergehenden Sitze 3.3.25
und 3.3.26 sogar folgt, wenn wir von unseren Gruppenhomomorphismen nur
die Stetigkeit bei Null fordern.

Ubung 3.3.31. Sei L C R eine Untergruppe der additiven Gruppe der reellen
Zahlen ohne reelle Haufungspunkte. So gibt es a € R mit L = Za.

Ubung 3.3.32. Sel D C R eine Teilmenge, p € R ein Haufungspunkt von D
und f: D — R eine Funktion. So gilt lim,_,, f(z) = b genau dann, wenn fiir
jede Folge x,, in D \ p mit x,, — p gilt f(x,) — b.

3.4 Stetige Funktionen auf Kompakta

Definition 3.4.1. Man nennt eine Teilmenge K C R kompakt oder ein
Kompaktum genau dann, wenn jede Folge in K eine Teilfolge besitzt, die
gegen einen Punkt aus K konvergiert. Eine kompakte Teilmenge K C R heifit
ein reelles Kompaktum.

Bemerkung 3.4.2. Mit dem Satz von Bolzano-Weierstra§ 2.2.9 sieht man
leicht, dafl die kompakten Intervalle in R genau die Intervalle der Gestalt
[a,b] mit a,b € R sind.

Satz 3.4.3 (Extremwerte auf Kompakta). Jede stetige Funktion auf ei-
nem mnichtleeren Kompaktum nimmt das Supremum und das Infimum der
Menge threr Funktionswerte als Funktionswert an.
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Bemerkung 3.4.4. Ist in Formeln K # () kompakt und f : K — R stetig,
so gibt es p,qg € K mit f(p) < f(z) < f(q) Vx € K. Ist [ reellwertig, so
ist insbesondere sein Bild beschrankt. Salopp gesprochen “kann eine stetige
reellwertige Funktion auf einem Kompaktum nicht nach Unendlich streben”.

Beweis. Da K nicht leer ist, finden wir eine Folge x,, in K mit lim,, ., f(z,) =
sup f(K). Diese Folge besitzt nun nach Annahme eine Teilfolge, die gegen
einen Punkt ¢ aus K konvergiert. Indem wir zu dieser Teilfolge iibergehen
diirfen wir sogar annehmen, unsere Folge sei selbst schon konvergent mit
lim,, .o x, = q. Nach 3.3.27 folgt dann

flg) = lim f(z,) = sup f(K)
Die Existenz von p € K mit f(p) = inf f(K) zeigt man analog. ]

Definition 3.4.5. Sei D C R eine Menge von reellen Zahlen. Eine reell-
wertige Funktion f : D — R heifit gleichméflig stetig genau dann, wenn
folgende Aussage richtig ist: Fiir beliebiges € > 0 gibt es § > 0 derart, dafl
fiir alle x,y € D mit |z —y| < ¢ gilt |f(x) — f(y)| < e.

Bemerkung 3.4.6. Bei der Definition der gleichméfiigen Stetigkeit kommt es
wesentlich auf den Definitionsbereich D an. Da wir Funktionen vielfach ange-
ben ohne ihren Definitionsbereich explizit festzulegen, ist es in diesem Zusam-
menhang oft sinnvoll, den jeweils gemeinten Definitionsbereich zu prézisieren.
Dazu benutzen wir die Sprechweise “f ist gleichméfig stetig auf D”.

Beispiel 3.4.7. Die Funktion f : R — R, x +— 2% ist nicht gleichmiflig stetig
auf R, denn |2% — y?| = |z — y||x + y| kann auch fiir sehr kleines |z — y| noch
grof} sein, wenn nur |x + y| hinreichend grof} ist. Die Einschrinkung dieser
Funktion auf ein beliebige reelles Kompaktum ist aber daselbst gleichméfig
stetig nach dem anschliefenden Satz.

Satz 3.4.8 (Gleichmiflige Stetigkeit auf Kompakta). Jede reellwertige
stetige Funktion auf einem reellen Kompaktum ist auf besagtem Kompaktum
gleichmdfig stetig.

Bewers. Wir argumentieren durch Widerspruch und zeigen, daf3 eine Funkti-
on auf einem reellen Kompaktum, die nicht gleichméfig stetig ist, auch nicht
stetig sein kann. Sei K C R unser Kompaktum und f : K — R eine Funk-
tion. Ware f nicht gleichméBig stetig, so gébe es ein ¢ > 0, fiir das wir kein
0 > 0 finden konnten: Wir probieren alle § = % und finden immer wieder
Tn, Yo € K mit |z, — y,| < £ und dennoch |f(z,) — f(yn)| > e. Gehen
wir zu einer Teilfolge iiber, so diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemein-

heit annehmen, daf§ die Folge der x,, gegen einen Punkt von K konvergiert,
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lim, . x, = & mit z € K. Damit folgt natiirlich lim,,_. . ¥y, = . Wire nun
f stetig bei z, so folgte

Jim f(wn) = f(x) = lim f(yn)
und damit ldgen notwendig fast alle f(x,) und fast alle f(y,) im Intervall
(f(x) —e/2, f(z) + €/2), im Widerspruch zu |f(z,) — f(yn)| > €. Wir ha-
ben also gezeigt, dal eine Funktion auf einem reellen Kompaktum, die nicht
gleichméfig stetig ist, auch nicht stetig sein kann. O

Ubung 3.4.9. Jede endliche Vereinigung von Kompakta ist kompakt.

Ubung 3.4.10. Das Bild eines Kompaktums unter einer stetigen Abbildung
ist stets auch wieder kompakt.

3.5 Integration stetiger Funktionen

Definition 3.5.1. Sei [a,b] C R ein nichtleeres kompaktes reelles Intervall
und f : [a,b] — R eine stetige reellwertige Funktion. Wir definieren die Menge
I(f) C R aller “naiven Integrale zu Treppen, die unter f liegen” durch

Alle moglichen Wahlen von n € N

und von Stellen ag = a < a1 < ... <aqa, =0
und von Werten cq,...,c, € R derart,

daB gilt f(z) > ¢ fir alle x € [a;_1, a;]

Da f stetig ist, hat es nach 3.4.3 einen beschrinkten Wertebereich, d.h. es
gibt m, M € Rmitm < f(z) <M Vx € [a,b]. Daraus folgt, dal m(b—a) zu
I(f) gehort und daBl M (b—a) eine obere Schranke von I(f) ist. Als nichtleere
nach oben beschrénkte Teilmenge von R hat I(f) nach 1.4.7 ein Supremum
in R. Wir nennen dies Supremum das Integral der Funktion f iiber das
Intervall [a, b] und schreiben

b b
wwilf) = [ s de= [5= [
a a a,b
Bemerkung 3.5.2. Anschaulich mifit das Integral von f die Fliache zwischen
dem Graphen von f und der z-Achse, wobei Flichenstiicke unterhalb der
x-Achse negativ zu rechnen sind. Der folgende Satz fafit einige Eigenschaften
unseres Integrals zusammen. Man kann leicht zeigen, dafl unser Integral sogar

durch diese Eigenschaften charakterisiert wird.

Satz 3.5.3 (Integrationsregeln). 1. Fir die konstante Funktion mit dem
Wert 1 gilt fabl =b—a.
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Die schraffierte Fliache stellt ein Element von I(f) dar fiir die durch den
geschwungenen Graphen dargestellte Funktion f.
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2. Fiir f : |a,c] — R stetig und b € [a,c] gilt [* f = fabf + [T

3. Seien f,qg : [a,b] — R stetig. Gilt f(z) < g(xz) Vx € [a,b], in Kurz-
schreibweise f < g, so folgt f:f < fabg

4. Fiir f,g: [a,b] — R stetig gilt ff(f—l—g) = fff—l—ffg
5. Fir f:]a,b] — R stetig und X\ € R gilt fab/\f = )\fabf

Bemerkung 3.5.4. Die beiden letzten Punkte bedeuten, dafl das Integral ei-
ne lineare Abbildung ist vom reellen Vektorraum der stetigen reellwertigen
Funktionen auf unserem kompakten Intervall in die reellen Zahlen.

Beweis. 1. Wir wissen ja schon, dafl aus m = 1 < f(x) < 1 = M folgt
b—agfffgb—a.

2. Fiir Teilmengen A, B C R definiert man eine neue Teilmenge A + B C R
durch die Vorschrift A+ B ={z+y |z € A, y € B}. Offensichtlich gilt

I(f) = I(fliaw) + 1(flp.a)
Fiir beliebige nichtleere nach oben beschrinkte Teilmengen A, B C R haben
wir aber sup(A + B) = sup A + sup B nach Ubung 1.4.8.
3. Aus f < g folgt offensichtlich I(f) C I(g).

4 & 5. Um die letzten beiden Aussagen zu zeigen, miissen wir etwas weiter
ausholen. Fiir unsere stetige Funktion f : [a,b] — R und beliebiges r € N,
r > 1 unterteilen wir unser Intervall dquidistant, lateinisierend fiir “mit
gleichen Abstédnden”, durch

a:togtlétggﬁtrzb

Es gilt also t; = a+i(b—a)/r. Wir definieren nun die r-te Riemann-Summe
S™(f) € R durch die Vorschrift

ST(f) =t —tica) = > ft)(E2)
i=1 i=1
In der anschliefenden Proposition 3.5.5 werden wir zeigen

/a "=t ()

T—00
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Die schraffierte Flache stellt die fiinfte Riemannsumme der durch den
geschwungenen Graphen beschriebenen Funktion dar.
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Damit erhalten wir dann sofort
L(f+9) = lms(f+9)
= T (5°(f) + 57(9))
= limS"f+ limS"g

= [+ 1
und dhnlich folgt f: A = )\f: f ]
Proposition 3.5.5. Fir a < b und f : [a,b] — R stetig gilt fff =
lim S"(f).

Bemerkung 3.5.6. In der Notation fab f(z)dz, die auf den Philosophen und
Mathematiker Leibniz zuriickgeht, bedeutet das Integralzeichen [ ein S wie
“Summe” und dz meint “Differenz im z-Wert”. Manchmal verwendet man
auch allgemeiner fiir eine weitere Funktion ¢ : [a,b] — R mit guten Eigen-
schaften, etwa fiir g die Differenz zweier monoton wachsender Funktionen, die
Notation [ f dg und meint damit den Grenzwert der Summen Y ;_, f(;)(g(t:)—
g(ti—1)), dessen Existenz ich hier nicht diskutieren will.

Bemerkung 3.5.7. Man mag versucht sein, die in der Proposition enthaltene
Charakterisierung gleich als Definition des Integrals zu nehmen. Ich rate da-
von jedoch ab, da die Existenz des fraglichen Grenzwerts nicht so leicht zu
zeigen ist und auch die zweite unserer Integrationsregeln mit dieser Definition
sehr viel schwerer herzuleiten wire.

Beweis. Wir definieren zusétzlich zur r-ten Riemann-Summe die r-ten Un-
tersummen und Obersummen durch

T T

S'(f) =Y (nf fltia t)(5%)  amd S(f) = (sup fltir, 1) ()

i=1 =1

und behaupten die Ungleichungen
S(f) < 5() < 5
S"(f) < [,f < S(f)

Die erste Zeile ist offensichtlich. Die zweite Zeile erhalten wir zum Beispiel,
indem wir aus den bereits bewiesenen Teilen 1 und 3 des Satzes die Unglei-
chungen

(nf Fltnt)(52) < [ 1 < (sup flecn,t)(52)
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Y

Die schraffierte Flache stellt die vierte Obersumme der durch den
geschwungenen Graphen beschriebenen Funktion dar, der kreuzweise
schraffierte Teil ihre Untersumme.
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folgern, diese Ungleichungen aufsummieren, und die Mitte mit dem auch
bereits bewiesenen Teil 2 des Satzes zu fab f zusammenfassen. Damit sind
beide Zeilen von Ungleichungen bewiesen. Nun ist f auf [a,b] gleichméfig
stetig, fiir beliebiges € > 0 existiert also § = 0. > 0 mit |z —y| < § =
|f(z) — f(y)| <e. Wihlen wir N mit (%) < ¢ und nehmen dann r > N, so
schwankt unsere Funktion f auf jedem Teilintervall [t;_1, ;] hochstens um e,

mithin gilt 0 < 5" (f) —S"(f) < £(b—a) und damit |S"(f) — [* f| < e(b—a).

Die Proposition ist gezeigt. [
Beispiel 3.5.8. fobx dr = lim,_ (g + 27b + - %b) 2
= llmr_,oo T(T;_:l) ° %
b2

Lemma 3.5.9. Fira <b und f : [a,b] — R stetig gilt die Abschdtzung

/:f s/ablfl

Beweis. Aus —|f| < f <|f|folgt — [|f| < [ f< [If] O

Bemerkung 3.5.10. Ist I C R ein Intervall, f : I — R eine stetige Funktion,
und sind a,b € I gegeben mit a > b, so definieren wir f; f(z)dz durch die

Vorschrift
b a
| #@rde== [ fda
a b

Mit dieser Konvention gilt dann fiir beliebige a, b, ¢ in einem reellen Intervall
I und jede stetige Funktion f : I — R die Formel

L%@mzlv@m+[ﬂ@m

Ubung 3.5.11. Seia =apg < a1 < ay < ... < a, = b eine Unterteilung
des kompakten reellen Intervalls [a,b]. Gegeben eine Funktion f : [a,b] — R
bezeichnet man die Summen

Z f((z)(az - aifl)

mit beliebigen ¢; € [a;_1, a;] als die Riemann-Summen von f zur vorgege-
benen Unterteilung. Die maximale Lange sup{a;—a;—1 | 1 < i < n} eines Teil-
intervalls heifit die Feinheit der Unterteilung. Man zeige: Ist f : [a,b] — R
stetig, so gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 derart, dafl alle Riemann-Summen
von f zu Unterteilungen der Feinheit < § vom Integral [ f einen Abstand
< ¢ haben.



3. STETIGKEIT 129

Ubung 3.5.12. Man zeige den Mittelwertsatz der Integralrechnung: Ge-
geben ein nichtleeres kompaktes Intervall [a,b] C R und f : [a,b] — R stetig
gibt es € [a,b] mit [ f = (b—a)f(§). Gegeben eine weitere stetige Funktion
g : [a,b] — Rxq gibt es sogar £ € [a,b] mit [ fg = f(&) [ g.

Ubung 3.5.13. Eine Funktion f : R — R heifit gerade genau dann, wenn
gilt f(—x) = f(z) fiir alle z, und ungerade genau dann, wenn gilt f(—x) =
— f(x) fiir alle z. Man zeige fiir jede ungerade stetige Funktion und alle reellen
r die Formel [* f =0.
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4 Differentiation und Integration

4.1 Differentiation

Definition 4.1.1. Wir nennen eine Teilmenge D C R halboffen genau
dann, wenn sie mit jedem Punkt auch ein ganzes Intervall umfafit, das be-
sagten Punkt enthélt und nicht nur aus diesem einen Punkt besteht.

Definition 4.1.2. Sei I C R eine halboffene Teilmenge und p € I ein Punkt.
Eine Funktion f : I — R heifit differenzierbar bei p mit Ableitung b € R

genau dann, wenn gilt
i L@ = £0)
im —————=

a—p X — P

=b

Wir kiirzen diese Aussage ab durch f'(p) = b oder %(p) = b oder, wenn die
Funktion z — f(z) durch einen gréfleren Ausdruck in x gegeben ist, durch

Bemerkung 4.1.3. Jede nicht vertikale, d.h. nicht zur y-Achse parallele Gerade
in der Ebene ist die Losungsmenge genau einer Gleichung der Gestalt y =
a + bx. Die reelle Zahl b heifit in diesem Fall die Steigung unserer Gerade.
Anschaulich bedeutet der Differenzenquotient

f(@) = f(p)
T —p

die Steigung der Gerade durch die Punkte (p, f(p)) und (zx, f(x)). Diese Ge-
rade heifit auch eine Sekante, lateinisch fiir “Schneidende”; da sie eben den
Graphen unserer Funktion in den beiden besagten Punkten schneidet. Der
Grenzwert f’(p) der Sekantensteigungen bedeutet anschaulich die Steigung
der Tangente, lateinisch fiir “Beriihrende”, an den Graphen von f im Punkt
(p, f(p)). Die Umkehrung dieser Anschauung liefert auch eine prézise Defi-
nition besagter Tangente als der Gerade durch den Punkt (p, f(p)) mit der

Steigung f'(p).

Bemerkung 4.1.4. Wir geben noch zwei Umformulierungen der Definition
der Differenzierbarkeit. Ist I C R eine halboffene Teilmenge und p € I, so
ist nach 3.3.10 eine Funktion f : I — R differenzierbar bei p mit Ableitung
f'(p) = b genau dann, wenn es eine Funktion ¢ : I — R gibt, die stetig ist
bei p mit Funktionswert ¢(p) = b derart, dafl fiir alle z € I gilt

f(z) = f(p) + (z — p)p(x)



4. DIFFERENTIATION UND INTEGRATION 131

L) -4(4)
X=q-

A

{
i
i
I
?
P X
Eine Sekantensteigung und die Tangentensteigung der durch den gezahnten
Graphen dargestellten Funktion
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Anschaulich bedeutet diese Forderung, dafi die “Sekantensteigungsfunktion”
o(x) = (f(z)— f(p))/(x—p) durch die Vorschrift p(p) = b stetig an die Stelle
p fortgesetzt werden kann. In nochmals anderen Formeln ist unsere Funktion
f I — R differenzierbar bei p mit Ableitung b genau dann, wenn gilt

fp+h)= f(p) +bh+e(h)h

fiir eine Funktion ¢, die stetig ist bei Null und die dort den Wert Null an-
nimmt. Hierbei ist zu verstehen, dafl die Funktion e definiert sein soll auf der
Menge aller h mit h + p € I. Diese Formulierung des Ableitungsbegriffs hat
den Vorteil, besonders gut zum Ausdruck zu bringen, dafl fiir festes p und
kleines h der Ausdruck f(p) -+ bh eine gute Approximation von f(p + h) ist.

Beispiele 4.1.5. Eine konstante Funktion auf einer halboffenen Menge von
reellen Zahlen ist an jedem nicht isolierten Punkt besagter Menge differen-
zierbar mit Ableitung Null. Die Funktion id : R — R, x — 2 hat in jedem
Punkt p die Ableitung id’(p) = % (p) = 1.

Lemma 4.1.6. Die Funktion x — % st differenzierbar in jedem Punkt von
R* und ihre Ableitung bei einer Stelle p € R* ist —[%.

1
Bewets. Wir rechnen lim,_,, =% = lim,_,, =1 —2% nach 3.3.11. ]

Lemma 4.1.7. Sei I C R eine halboffene Teilmenge. Ist eine Funktion f :
I — R differenzierbar bei p € I, so ist f stetig bei p.

Beweis. Das folgt sofort aus der vorhergehenden Proposition 4.1.4. m

Definition 4.1.8. Ist f : (a,b) — R definiert auf einem offenen Intervall um
einen Punkt p € (a,b) und existieren die Grenzwerte

i f@ = fo) o f@) — f()
z,/'p r—0p T\Pp r—0p
so nennen wir sie die linksseitige bzw. die rechtsseitige Ableitung von f

an der Stelle p.

Lemma 4.1.9. Sei f : (a,b) — R definiert auf einem offenen Intervall um
einen Punkt p € (a,b). Genau dann ist f differenzierbar bei p, wenn dort die
linksseitige und die rechtsseitige Ableitung existieren und tibereinstimmen.

Beweis. Ubung. O

Beispiel 4.1.10. Man iiberlegt sich zum Beispiel, dafl der Absolutbetrag abs :
R — R, z + |z| nicht differenzierbar ist bei p = 0, da dort die linksseitige
und die rechtsseitige Ableitung zwar existieren, aber nicht iibereinstimmen.
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4.2 Ableitungsregeln

Proposition 4.2.1. Sei I C R eine halboffene Teilmenge und seien f, g :
I — R differenzierbar beir einem Punkt p € 1. So sind auch die Funktionen
f+ g und fg differenzierbar bei p und es gilt

(f+9)'(p)=1f ) +dW®) und (fg)(p)=rf(p)glp)+ )P
Beweis. Wir schreiben wie in 4.1.4

flp+h) = fp) + fh + eh)h
gp+h) = glp) + dPh + ER)h

fiir Funktionen ¢, €, die stetig sind bei Null die dort verschwinden, und er-
halten durch Addieren bzw. Multiplizieren dieser Gleichungen

(f+9le+h) = (F+9@)+ 1) +d@Ih +eh) +Eh)]h

)
(fg)p+h) = (f9)o) +[f'(L)g(p) + f(p)g (P)] h
+1 () (p)h +e(h)g(p) + f(p)e(h) + he(R)e(h)] h

Nach unseren Kenntnissen iiber stetige Funktionen steht aber in der zweiten
eckigen Klammer auf der rechten Seite jeder dieser Gleichungen eine Funkti-
on, die stetig ist bei h = 0 und die dort den Wert Null annimmt. [

Definition 4.2.2. Ist eine Funktion f : I — R definiert auf einer halboffenen
Teilmenge I C R und differenzierbar an jedem Punkt von 7, so nennen wir f
differenzierbar auf I und nennen die Funktion f': I — R, p — f’(p) ihre
Ableitung.

Beispiel 4.2.3. Zum Beispiel ist 1/x differenzierbar auf R* mit Ableitung
—1/22, und sind f und g differenzierbar, so auch f+gund fg¢ und fiir ihre Ab-
leitungen gelten die Summenregel und die Produktregel oder Leibniz-
Regel

(f+9)=f+g ud (fg)=fg+fd

Korollar 4.2.4 (Ableiten ganzzahliger Potenzen). Fir alle n € Z und
unter der Voraussetzung x # 0 im Fall n < 0 ist die Ableitung der Funktion
x +— 2" die Punktion x — nz" '

Beweis. Man zeigt das durch vollstandige Induktion iiber n separat fiir n > 0
und n < —1. Im Fall n = 0 ist die Ableitung der konstanten Funktion 2° = 1
natiirlich iiberall definiert und Null, kann aber aber nur fiir x # 0 in der
Form 0z~! geschrieben werden. O
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Satz 4.2.5 (Kettenregel). Seien I,J C R halboffene Teilmengen und f :
I - Rundg:J— R Funktionen und es gelte f(I) C J. Sei f differenzierbar
in p und g differenzierbar in f(p). So ist go f : I — R differenzierbar in p
mat Ableitung

(go f)(p) =4 (f(p) - f'(p)

Beweis. Der besseren Ubersichtlichkeit halber benutzen wir hier GrofSbuch-
staben fiir die Ableitungen und setzen f'(p) = L und ¢'(f(p)) = M. Wir

haben
fo+nh) = f(p)+Lh+e(h)h

g(f(p) + k) = g(f(p)) + Mk + £(k)k
fiir Funktionen € und €, die stetig sind bei Null und die dort verschwinden.
Wir erhalten durch Einsetzen von Lh + e(h)h fiir k sofort

g(f(p+h) = g(f(p) +Lh+e(h)h)
= g(f(p)) + MLh+ Me(h)h + &(Lh + e(h)h)(L + e(h))h

Es ist nun aber offensichtlich, dafl sich hier die Summe der Terme ab dem
dritten Summanden in der Gestalt n(h)h schreiben la8t fiir eine Funktion 7,
die stetig ist bei Null und die dort verschwindet, und wir erhalten

(go f)p+h)=(gof)p) + MLh+n(h)h 0

Proposition 4.2.6 (Quotientenregel). Sei I C R eine halboffene Teil-
menge, f: 1 — R eine Funktion ohne Nullstelle und p € I ein Punkt.

1. Ist f differenzierbar bei p, so ist auch 1/f : I — R, x +— 1/f(x)
differenzierbar bei p und hat dort die Ableitung —f'(p)/ f(p)*.

2. Ist zusdtzlich g : I — R differenzierbar bei p, so ist auch % differenzier-
bar bei p mit Ableitung

g\ . g fp) -9 (D)
(f) ®) f(p)?

Bewers. 1 folgt sofort aus 4.1.6 mit der Kettenregel. 2 folgt aus 1 mit der
Produktregel. ]

Bemerkung 4.2.7. Ist also I C R eine halboffene Teilmenge und sind g, f :
I — R differenzierbar und hat f keine Nullstelle auf I, so ist auch g/f
differenzierbar mit Ableitung

(g)' _9f—qf
f f?
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Lemma 4.2.8 (Ableitung der Exponentialfunktion). Die Ezponential-
funktion ist ihre eigene Ableitung, in Formeln exp’(p) = exp(p) Vp € R.

Beweis. In 5.1.12 werden wir lernen, dafl man “Potenzreihen gliedweise dif-
ferenzieren darf”. Da wir das aber bis jetzt noch nicht wissen, miissen wir
etwas mehr arbeiten. Wir bestimmen zunéchst die Ableitung der Exponen-
tialfunktion an der Stelle p = 0 und erhalten

exp(z)—exp(0)
x—0

T 0o gi—l
= limg o) 20, 55

= timg o (142352, %)
=1

exp’(0) = lim,_

nach 3.3.14 und 3.3.13, da ja ‘ZO" Ij’ fiir || < 1 beschriinkt ist durch die

=2
Euler’sche Zahl e. Um exp/(p) fiir beliebiges p zu bestimmen, rechnen wir

exp/(p) = limy_o S2@H_cw@)
= limy0 eXp(};l) —! exp(p)
= exp(p)

wo wir im letzten Schritt den schon behandelten Fall p = 0 verwenden und
formal 3.3.20 benutzen, unm den Grenzwert £ — p in einen Grenzwert h — 0
umzuformen. O

Satz 4.2.9 (Ableitung von Umkehrfunktionen). Sei I C R ein halboffe-
nes Intervall und sei f : I — R streng monoton, stetig auf I und differenzier-
bar im Punkt p € I mit Ableitung f'(p) # 0. So ist auch die Umkehrfunktion
7Y f(I) — R differenzierbar in ¢ = f(p) mit Ableitung

(@) =1/ ()

Beweis. Nach unseren Annahmen gibt es eine stetige Funktion ohne Null-

stelle ¢ : I — R mit f(z) — f(p) = (x — p)p(x) und ¢(p) = f'(p). Setzen wir
hier z = f~1(y), soist ¢ = 1/(po f~1): f(I) — R eine stetige Funktion mit

(y—a)¥(y) = f(y) — f(q) und &(q) = 1/ f'(p). O
Beispiel 4.2.10. Die Ableitung des Logarithmus ist mithin

1 1
1 / - — — = -
o8 (4) exp(logq) ¢
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+= 57

Veranschaulichung der Formel 4.2.9 fiir die Ableitung von
Umkehrfunktionen
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Damit ergibt sich fiir alle a € R die Ableitung der allgemeinen Potenzen
(0,00) — R, z — z% zu x — az®'. In der Tat, nach Definition gilt ja
x®* = exp(alog ), die Ableitung wird also a% exp(alogz) = az® 1.

Lemma 4.2.11. Die Funktion f: R — R,
e /T >0
ist beliebig oft differenzierbar.

Beweis. Wir betrachten allgemeiner fiir alle n € N die Funktion f, : R — R,

re VT 2 >0
Jl2) = { 0  2<0

und zeigen, dafl sie differenzierbar ist mit Ableitung f; = —nf,11 + foio.
Damit sind wir dann natiirlich fertig. Das einzige Problem ist die Ableitung
an der Stelle p = 0, wo wir nachweisen miissen, dafl die Sekantensteigungen
“von rechts” auch gegen Null streben, daf3 also fiir alle n € N gilt

limz " le V" =0
z\,0

Nun wissen wir aber nach der Definition von exp, daf} fiir jedes m € N
und z > 0 gilt exp(z) > 2™/m!. Fir jedes n € N und =z > 0 gilt also
exp(1/z) > 27" 2/(n + 2)! und wir folgern 0 < 27" le V% < (n + 2)! z fiir
x > 0. O]

4.3 Folgerungen aus Eigenschaften der Ableitung

Definition 4.3.1. Eine Teilmenge der reellen Zahlen oder auch von R heifit
offen genau dann, wenn sie fiir jeden ihrer Punkte eine Umgebung ist. In
Formeln ist demnach eine Teilmenge U C R offen genau dann, wenn es fiir
jeden Punkt p € U ein € > 0 gibt mit (p —e,p+¢) C U.

Satz 4.3.2 (Notwendige Bedingung fiir ein Extremum). Nimmt eine
reellwertige Funktion, die auf einer offenen Teilmenge der reellen Zahlen
definiert ist, an einem Punkt dieser offenen Teilmenge ihr Maximum oder
thr Minimum an und st sie dort auch differenzierbar, so verschwindet an
diesem Punkt ihre Ableitung.
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Veranschaulichung der notwendigen Bedingung fiir ein Maximum 4.3.2
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Beweis. Bezeichne U C R unsere offene Teilmenge und f : U — R unsere
Funktion. Nimmt f ein Maximum an bei p € U, so gilt fiir die Sekanten-
steigungsfunktion p(z) = %}’:(p) offensichtlich p(x) > 0 fir x < p und
(x) <0 fiir > p. Wenn der Grenzwert der Sekantensteigungen existiert, so
folgt mit 3.3.21 notwendig 0 < lim, », ¢(z) = limg_., (z) = limy , p(2) <0
und damit ist dann dieser Grenzwert Null. Nimmt f ein Minimum an bei p,
so argumentiert man analog. ]

Beispiel 4.3.3. Das Brechungsgesetz behauptet, dafl das Verhéltnis vom
Sinus des Eintrittswinkels zum Sinus des Austrittswinkels eines Lichtstrahls
beim Ubergang zwischen zwei Medien, sagen wir Luft und Wasser, konstant
ist. Wir leiten es nun ab aus dem Fresnel’schen Prinzip, nach dem ein Licht-
strahl “stets den schnellsten Weg nimmt”. Ist sagen wir die Lichtgeschwin-
digkeit in Wasser das y-fache der Lichtgeschwindigkeit in Luft, so sollte nach
diesem Prinzip der Lichtstrahl mit den Bezeichnungen aus nebenstehendem
Bild bei dem x in das Wasser eintauchen, fiir das

Va2 + 12 + y/b? + (L — )2
minimal wird. Ableiten liefert dafiir die notwendige Bedingung

2x n —2(L — )
2va? + x? 72 b2+ (L — x)?

und damit steht das Brechnungsgesetz sin ¢ = - sin ¢’ auch schon da.

=0

Satz 4.3.4 (von Rolle). Seien a < b aus R gegeben und sei f : [a,b] — R
stetig auf dem kompakten Intervall [a,b] und differenzierbar auf dem offenen
Intervall (a,b). Gilt dann f(a) = f(b), so gibt es p € (a,b) mit f'(p) = 0.

Beweis. Nach 3.4.3 gibt es Punkte p, g € [a, b], an denen f sein Maximum und
sein Minimum annimmt. Liegt einer dieser Punkte im Innern (a,b) unseres
Intervalls, so verschwindet dort die Ableitung nach dem vorhergehenden Satz
und wir sind fertig. Nimmt f sein Maximum und sein Minimum auf dem Rand
des Intervalls an, so ist die Funktion f wegen unserer Annahme f(a) = f(b)
konstant und wir sind auch fertig. ]

Korollar 4.3.5 (Mittelwertsatz). Seien a < b aus R gegeben und sei f :
[a,b] — R stetig auf dem ganzen kompakten Intervall [a,b] und differenzierbar
auf dem offenen Intervall (a,b). So gibt es p € (a,b) mit
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Zum Brechungsgesetz
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Veranschaulichung des Mittelwertsatzes 4.3.5
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Beweis. Man wende den vorhergehenden Satz von Rolle an auf die Funktion

g:[a,b] = R, g(z) = f(x) - (x — a) LG, a

Satz 4.3.6 (Erste Ableitung und Monotonie). Sei I C R ein halboffenes
Intervall und f : I — R eine differenzierbare Funktion. So gilt

>0 = f wdchst streng monoton
>0 < f wdichst monoton
fl<0 = f fallt streng monoton
<0 < f fallt monoton

f'=0 < f st konstant

Beweis. Es reicht, die beiden ersten Aussagen zu zeigen. Wéchst f nicht
streng monoton, so gibt es a < b mit f(a) > f(b) und nach dem Mittelwert-
satz finden wir p € (a,b) mit

fla) = 10) _

a—>b -

f'(p) =

Wiichst f nicht monoton, so finden wir in derselben Weise p € I mit f'(p) <
0. Das zeigt schon mal = . Umgekehrt folgt aus f monoton wachsend, daf}
alle Sekantensteigungen nichtnegativ sind, und damit auch alle Grenzwerte
von Sekantensteigungen. O]

Korollar 4.3.7. Genau dann stimmt eine differenzierbare Funktion auf ei-
nem reellen halboffenen Intervall tiberein mit threr Ableitung, wenn sie bis
auf einen konstanten Faktor die Exponentialfunktion ist.

Beweis. Bezeichne I C R unser halboffenes Intervall und f : I — R unsere
differenzierbare Funktion mit f = f’. Die Ableitung der Funktion f(z)e "
ergibt sich mit der Produktregel zu f'(x)e™ —f(x)e™* = 0, mithin ist die
Funktion f(x)e™" konstant, sagen wir mit einzigem Funktionswert ¢, und wir
folgern f(x) = ce® Vo € 1. O

Ubung 4.3.8. Sei o € R gegeben. Ist f : R — R differenzierbar und 1ost die
Differentialgleichung f" = af, so gilt f(z) = f(0)e** fiir alle z € R.

Satz 4.3.9 (Hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum). Sei
I C R ein halboffenes Intervall, f : I — R differenzierbar und p € I ein
Punkt mit f'(p) = 0. Sei die Ableitung f' von f differenzierbar bei p.

1. Gilt f"(p) > 0, so besitzt f ein isoliertes lokales Minimum bei p,
als da heifit, es gibt r > 0 derart, daf$ gilt f(q) > f(p) fir alle ¢ € 1
mit 0 < |¢ —p| <.
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2. Gilt f"(p) <0, so besitzt f ein isoliertes lokales Maximum bei p.

Beweis. Wir schreiben

f'(@) = f(p)+ (& —p)p(z)
= (z—ple()

mit ¢ stetig in p und ¢(p) = f”(p) > 0. So gibt also r > 0 mit ¢(q) > 0 fur
gelIn(p—r,p+r), und wir folgern f'(q) < 0 fir ¢ € I N (p — r,p) und
f'(q) > 0 fiir ¢ € IN(p,p+1). Unseren Funktion f fillt also streng monoton
auf I N (p — r,p) und wéchst streng monoton auf I N (p,p + r). Der andere
Fall f”(p) < 0 wird analog behandelt. O

Definition 4.3.10. Wir nennen eine Funktion f : I — R auf einem reellen
Intervall I konvex bzw. konkav genau dann, wenn ihr Graph unter bzw.
iiber jeder seiner Sekanten liegt, wenn also in Formeln fiir alle x < y < z aus

I gilt
flx) = fly) _ fly) = [(2)
r—y B Yy—z
bzw. > fiir konkave Funktionen.

Ubung 4.3.11. Man zeige, daf8 diese Bedingung gleichbedeutend ist zu
Fltz+ (1= )2) < tf(@) + (1= ) f(=) V¢ € [0,1]

Satz 4.3.12 (Zweite Ableitung und Konvexitit). Sei I C R ein halb-
offenes Intervall und sei f : I — R eine zweimal differenzierbare Funktion.
So gilt

f ist konver < f"(x) >0 Veel

fist konkav < f"(z) <0 Veel

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage. Ist f nicht konvex, so gibt es z,y, 2

mit x < y < z aber
flo) = fly) _ fly) = f(2)

x—y y—z
Nach dem Mittelwertsatz finden wir dann aber £ < ¢ mit f/(£) > f'(¢) und
bei nochmaligem Anwenden n mit f”(n) < 0. Ist umgekehrt f konvex, so
reicht es nach 4.3.6 zu zeigen, dafi f’ monoton wichst. Kiirzen wir dazu die
Steigung der Sekante durch (z, f(x)) und (y, f(y)) ab mit s,, = %@J;(y), SO
impliziert die Konvexitédt die Ungleichungskette

Spy < Szz < Sy

Hier ist s, < s,. eine direkte Konsequenz der Konvexitdt, und da sicher
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Veranschaulichung unserer Ungleichungskette fiir die Sekantensteigungen
bei konvexen Funktionen aus dem Beweis von 4.3.12
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gilt (2 —y)Suy + (Y — 2) sy, = (T — 2) 5,2, liegt s, als ein “gewichtetes Mittel”
zwischen s;,, und s,,. Unsere Ungleichungskette schreiben wir nun aus zu

flo) — £) _ @)~ F) _ f@)— £
r—y B Tr—z B Yy—z
Die Sekantensteigungsfunktionen y — %j}c(w und y — % wachsen
insbesondere monoton auf (z, z| bzw. [z, z) und im Grenzwert folgt
flay < ZIE) i 0
T —z

Definition 4.3.13. Wir nennen eine Funktion f : I — R auf einem reellen
Intervall I streng konvex (bzw. streng konkav) genau dann, wenn ihr
Graph echt unter (bzw. echt iiber) jeder Sekante liegt, wenn also in Formeln
fiir alle x <y < z aus [ gilt
flo) = fly) _ fly) = f()
r—y y—2z
bzw. > fiir streng konkave Funktionen.

Satz 4.3.14. Sei I C R ein halboffenes Intervall und f : I — R zweimal
differenzierbar. So gilt

f ist streng konvex < f"(x) >0 Vxel
f ist streng konkav < f"(x) <0 Vexel

Beweis. Ubung. ]

Ubung 4.3.15. Gegeben reelle Zahlen a,b > 0 und p,q > 1 mit % + % =1
zeige man die Ungleichung ab < p~ta? + ¢~ 'b%. Hinweis: Man gehe aus von
der Konvexitdt der Exponentialfunktion.

Ubung 4.3.16. Gegeben reelle Zahlen a,b > 0 und p > 1 zeige man die Un-
gleichung (a+b)? < 2P~(a? +P). Hinweis: Man gehe aus von der Konvexitiit
der Funktion [0,00) — R, z +— aP.

Ubung 4.3.17. Fiir P C N die Menge aller Primzahlen gilt

1

>lox

peP p
In der Tat folgt aus Y ;- 1/k = oo und der Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung und der Entwicklung in eine geometrische Reihe (1 — 1/p)~! =
(1+pt+p2...), daB die Menge der Partialprodukte des unendlichen Pro-
dukts [[,cp(1 — 1/p)~" nicht beschriinkt sein kann. Nun wende man den
Logarithmus an und schétze ab.



146 KAPITEL III. FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

4.4 Regeln von de I’Hospital

Satz 4.4.1 (Regeln von de ’'Hospital). Sei I C R ein Intervall und p € R
ein Haufungspunkt von I. Seien f,g : I — R differenzierbare Funktionen
derart, daf$ gilt

lim f(x) = lim g(x) = 0 oder lim |f(z)| = lim |g(z)| = o0
T—p T—p

r—p Tr—p

Haben g und ¢' keine Nullstelle auf I \ p und ezistiert der Grenzwert des
Quotienten der Ableitungen lim,_,(f'(x)/g'(z)) in R, so ezistiert auch der
Grenzwert des Quotienten der Funktionen lim,_.,(f(x)/g(z)) in R und es

gilt ,
i (5) = i ()

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit folgendem

Lemma 4.4.2 (Allgemeiner Mittelwertsatz). Seien a < b in R gegeben
und seien f,g stetige reellwertige Funktionen auf dem kompakten Intervall
la,b], die differenzierbar sind auf dem offenen Intervall (a,b). So gibt es & €
(a,b) mat
F(€)(g(a) — g(b)) = g'(E)(f(a) — (b))

Bemerkung 4.4.3. Ich kann fiir diesen Satz leider keine Anschauung anbieten.
Verschwindet ¢’ nirgends auf (a,b), so gilt g(a) # g(b) nach dem Satz von
Rolle 4.3.4 und wir kénnen unsere Gleichung schreiben in der Form

fla) = f(b) _ f'(§)

gla) —g(b) — g'(¢)
Ist also g(x) = x, so erhalten wir unseren Mittelwertsatz 4.3.5 als Spezialfall.
Im Gegensatz zu 4.3.5 wird der allgemeine Mittelwertsatz nur beim Beweis
der Regeln von de 'Hospital eine Rolle spielen, weshalb ich ihm auch nur den
Status eines Lemmas eingerdumt habe.

Beweis. Man wende den Satz von Rolle 4.3.4 an auf die Funktion

Fx) = f(x) (9(a)) —g(b) —g(x) (f(a) = f(b)) =

Jetzt zeigen wir die Regeln von de I’'Hospital. Wir diirfen ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit p € I annehmen, indem wir sonst I an der Stelle p in zwei
Teile zerschneiden und den rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert bei p
getrennt betrachten. Fiir jede Umgebung W des Grenzwerts

g =lm f'(2)/9(2)
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finden wir nun per definitionem eine Intervallumgebung V' von p mit & €
INV = f(&)/d (&) € W. Fiir beliebige a,b € INV mit a # b folgt dann aus
dem allgemeinen Mittelwertsatz

fla) = f(b)

eWw
g(a) — g(b)
Von nun an miissen wir die beiden Félle im Satz getrennt weiterbehan-
deln. Zunédchst nehmen wir an, es gelte lim,_,, f(z) = lim,_,g(z) = 0.

Ist W ein kompaktes Intervall, so folgt f(a)/g(a) € W sofort, indem wir
a festhalten, b gegen p streben lassen und uns an die Erhaltung von Un-
gleichungen im Grenzwert erinnern. Die Behauptung im ersten Fall folgt
dann, da fiir jeden Punkt seine kompakten Intervallumgebungen ein Fun-
damentalsystem von Umgebungen bilden. Jetzt behandeln wir noch den Fall
lim, ., | f(x)]| = lim,—, |g(x)| = co. In diesem Fall diirfen wir ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit auch annehmen, dafi f auf I keine Nullstelle hat, so

daB gilt
f@%—ﬂ@_,ﬂ@(l—meﬂw)

g(a) —g(b)  g(b) \1-g(a)/g(b)

Sei nun a € I NV fest gewdhlt. Fiir jedes und insbesondere auch fiir sehr
nahe bei Eins liegendes a € (0, 1) finden wir dann eine Umgebung U von p
derart, daf§ gilt

1 — f(a)/f(b)
1—g(a)/g(b)

Indem wir zusétzlich U C V wahlen, finden wir damit fiir jede Umgebung
W von g und jedes a € (0,1) eine Umgebung U von p mit b € UNI =
f(0)/g(b) € (o, a')W. Die Behauptung folgt nun im zweiten Fall, da es fiir
jede Umgebung W’ von g eine Umgebung W von ¢ und ein a € (0, 1) gibt
mit (o, ™ )W C W', O

beUnl = € (a,a™)

Beispiel 4.4.4. Fir A > 0 gilt
lim, .o(logz)/z* = lim, .o(1/x)/ A1
= lim, .o 1/A2?

= 0

4.5 Zusammenhang zwischen Integral und Ableitung

Satz 4.5.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Sei I C R ein halboffenes Intervall, f : I — R stetig und a € I ein Punkt.
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So st die Funktion
F: I —-— R

z o~ [Tf(t) dt
die einzige differenzierbare Funktion F: 1 — R mit F' = f und F(a) = 0.

Bemerkung 4.5.2. Im Fall x < a ist dies Integral unter Verwendung unserer
Konvention 3.5.10 als [ f(t) dt = — [ f(¢) dt zu interpretieren.

Beweis. Fiir p € I rechnen wir

z—p T —P T—p T — P

Da nun f stetig ist, finden wir fiir beliebiges € > 0 ein § > 0 derart, daf§ aus
it —p| <0 folgt f(p) —e < f(t) < f(p)+¢e. Aus 0 < |z — p| < 6 folgen also
durch Bilden des Integrals und Teilen durch (z — p) die Ungleichungen

fo) -2 < [ o < s e

und damit ist gezeigt, dal der Ausdruck in der Mitte fiir z — p gegen f(p)
konvergiert. Es folgt F'(p) = f(p) fiir alle p € I. Ist G : I — R auch
differenzierbar mit G’ = f, so verschwindet die Ableitung der Differenz G — F
identisch. Nach 4.3.6 ist diese Differenz also konstant, und haben wir dann
auch noch G(a) = 0, so ist sie konstant Null und wir folgern F' = G. O

Korollar 4.5.3 (Integrieren mit Stammfunktionen). Sei I C R ein
halboffenes Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Ist G : I — R
eine Stammfunktion von f, als da heifit eine differenzierbare Funktion mit
Ableitung G' = f, so gilt fir alle a,b € I die Formel

(/HQMZG@—G@

Beweis. Wir betrachten F': I — R wie im Satz und folgern aus der Eindeu-
tigkeitsaussage von dort F'(z) = G(z) — G(a) fiir alle z € [a, b]. O

Bemerkung 4.5.4. Ist G ein komplizierter Ausdruck, so ist es bequem und
iiblich, die Differenz G(b) — G(a) mit G(z)|® abzukiirzen. Man spricht einen
solchen Ausdruck “G, ausgewertet zwischen den Grenzen a und b”. Fiir a, b
positiv ergibt sich zum Beispiel

b
1
/ - dx:10g$|Z:10gb—loga
0 T
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Veranschaulichung der Regel von de I'Hospital 4.4.1 im Fall p € R unter der
Annahme, dafl beide Funktionen bei p nach Null streben

Veranschaulichung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
4.5.1. Die kreuzweise schraffierte Fliache stellt F(p) dar, die irgendwie
schraffierte F'(x), die einfach schraffierte F'(x) — F(p).
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Die Ableitung von R* — R, z — log|z| ist im Ubrigep x — 1/z, als da
heiBt, fiir a, b negativ wiirden wir log |b| —log |a| erhalten. Uber den Nullpunkt
hinweg diirfen wir die Funktion 1/x aber natiirlich trotzdem nicht integrieren!

Ubung 4.5.5. Der Integrallogarithmus Li : (1,00) — R wird erklirt durch

die Vorschrift

Li(x) = At
5 logt

Man zeige lim, ., z Li(x)/log(z) = 1.

4.6 Integrationsregeln

Satz 4.6.1 (Integration durch Substitution). Gegeben zwei reelle Zahlen
a<bundg:|a,b — R stetig differenzierbar und f : g([a,b]) — R stetig gilt

g(b)
/ fo@)d@dz= [ fly)dy

g(a)

wobei im Fall g(b) < g(a) das Integral rechts im Sinne unserer Konvention
3.5.10 zu verstehen ist.

Bemerkung 4.6.2. Es gibt durchaus differenzierbare Abbildungen, deren Ab-
leitung nicht stetig ist. Ein Beispiel findet man erst in 7.7.18, da wir vorher
den Sinus noch nicht zur Verfiigung haben, aber davon abgesehen kann es
auch hier schon verstanden werden.

Beweis. Ist g konstant, so verschwinden beide Seiten und die Formel gilt. Ist
sonst F' eine Stammfunktion von f, so ist F' o g nach der Kettenregel 4.2.5
eine Stammfunktion von t — f(g(t))g'(t) und berechnen wir beide Integrale
mithilfe dieser Stammfunktionen, so ergibt sich auf beiden Seiten der Wert

F(g(b)) = Fg(a)). =

Bemerkung 4.6.3. Wéachst g streng monoton, so kann man auch leicht einen
anschaulicheren Beweis geben, indem man a = ap < a3 < ... < a, = b
dquidistant unterteilt und nach dem Mittelwertsatz &; € (a;_1, a;) findet mit
g(a;) —gla;—1) = ¢'(&)(a; — a;—1) und die Gleichheit von Riemannsummen

Zf 51 z a; — a;— 1 Zf 51 _g(az 1))

betrachtet. Mithilfe von 3.5.11 zeigt man dann leicht, daf3 diese Gleichheit
im Grenzwert r — oo gerade die Substitutionsregel liefert.
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Bemerkung 4.6.4. Als Gedéchtnisstiitze, die spéter auch echte Bedeutung
erhélt, kann man sich merken, daf§ beim Substituieren (lateinisch ebenso wie
“Prostitution” fiir “Ersetzen”) von y durch g(z) nicht nur f(y) durch f(g(x))
ersetzt werden muf, sondern auch dy durch ¢'(x)dx, wie es die Notation
g (z) = g—g suggeriert.

Bemerkung 4.6.5. In Anwendungen wird man oft mit einer umkehrbaren
Abbildung g arbeiten und die Regel in der Form

B g~ 1(B)
/ f(y)dy = / flg(@)g (z) de

g Ha)

verwenden. Auch wenn ¢ nicht umkehrbar ist, kann man in der Weise vorge-
hen, statt ¢g~'(a) und g~1(8) darf man dann eben irgendwelche a,b wihlen
derart, dafl g auf ganz [a,b] stetig differenzierbar ist und da8 gilt o = g(a)
und 3 = g(b). Meist arbeiten wir sogar ohne explizite Erwdhnung der Gren-
zen: Suchen wir nur eine Stammfunktion, so kommt es auf die untere Grenze
eh nicht an, und die obere Grenze wird mitgedacht und nach gelungener
Integration wieder “zuriicksubstituiert”, wie es unsere Formel fordert.

Beispiel 4.6.6. Wir bestimmen eine Stammfunktion von f(y) = y/1—vy
durch die Substitution /1 —y =z, y=1— 2% = g(z), dy = —2xdz zu
JywvI-ydy = [(1—2*)o(-22) dz
= [(22" — 22?%) da
3

5 _

=X 2L

2
3

= 21— y)VTy - 30 -9V

Satz 4.6.7 (Partielle Integration). Gegeben reelle Zahlen a < b und zwei
stetig differenzierbare Funktionen f, g : [a,b] — R gilt

/fg—fg! —/fg

Beweis. Nach der Produktregel gilt f¢' = (fg) — f'g auf [a, ], folglich stim-
men auch die Integrale dieser Funktionen iiberein. ]

Beispiele 4.6.8. [2?e” do = 2% e” — [2ze” dx
= 2?e" —2zxe” + [2e” du
= (22 -2r+2)¢"
flogz dz = zlogz — [zt da

= zxlogxr —=x
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Bemerkung 4.6.9. Ich erkliare nun noch einen alternativen Zugang zur Expo-
nentialfunktion, der unsere Definition iiber eine a priori unmotivierte Reihe
vermeidet. Suchen wir eine stetig differenzierbare Funktion f : R — Ry mit
f'= fund f(0) =1, so haben wir ja nach der Substitutionsregel

x f/(t> B f(z) l
[ =]

Man definiert also notgedrungen eine Funktion log : R~q — R durch log(y) =
fly v~ du und die gesuchte Funktion f muff die Umkehrfunktion dazu sein.

Ubung 4.6.10. Wie kénnte ein Autor, der diesen Zugang gew#hlt hat, die
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion beweisen?

«

Ubung 4.6.11. Man zeige durch Vergleich mit dem Integral der Funktion z~¢,
daB fiir jedes & > 1 die Reihe > "7, k™ konvergiert.

4.7 Hyperbolische trigonometrische Funktionen

Definition 4.7.1. Der Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus
sind die Abbildungen sinh,cosh : R — R, die gegeben werden durch die

Formeln

T _ o e b e %
d hx =

5 un cosh z 5

€

sinhz =

Bemerkung 4.7.2. Den Graphen des Cosinus hyperbolicus nennt man auch die
Kettenlinie, weil er namlich dieselbe Gestalt hat wie eine hingende Kette.
Wir zeigen das in 7.4.10 im Anschlufl an die Diskussion der Bogenldnge.

Bemerkungen 4.7.3. Offensichtlich gilt sinh(0) = 0, cosh(0) = 1, sinh(—z) =
—sinh(x), und cosh(—z) = cosh(z), die Ableitungen unserer Funktionen sind

sinh’ = cosh, cosh’ = sinh
es gelten cosh® —sinh? = 1 und die Additionstheoreme

sinh(a +b) = sinh(a)cosh(b) + cosh(a) sinh(b)
cosh(a +b) = cosh(a)cosh(b) + sinh(a) sinh(b)

Die Funktion cosh nimmt bei = 0 ihr Minimum an und sinh ist eine Bijek-
tion sinh : R — R. Die inverse Abbildung nennt man Area Sinus hyper-
bolicus und bezeichnet sie mit arsinh : R — R. Sie 148t sich auch elementar
ausdriicken als arsinh(z) = log(z++/22 4+ 1) und fiir die Ableitung von arsinh

erhalten wir .

VIity?

arsinh’(y) =
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Anschauliche Bedeutung der Substitutionsregel nach 4.6.3

/

e

Die Graphen von Sinus und Cosinus hyperbolicus
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da ja sinh’(z) = cosh(z) = /1 — sinh?(x), sinh’(arsinhy) = /1 + 32. Ahn-
lich liefert cosh eine Bijektion cosh : [0,00) — [1,00), die inverse Abbildung
Area Cosinus hyperbolicus arcosh : [1,00) — [0,00) kann geschrieben
werden als arcosh(z) = log(z + V2 — 1) und ist differenzierbar auf (1, co)

mit der Ableitung
1

VI

Eher selten benutzt man den Secans hyperbolicus z — 1/cosh(z), den
Cosecans hyperbolicus x — 1/sinh(z) und den Tangens hyperbolicus
tanh : z + sinh(z)/ cosh(z) sowie seine Umkehrung artanh : (—1,1) = R.

arcosh’(y) =

Bemerkung 4.7.4. Die Namen unserer Funktionen haben den folgenden Hin-
tergrund: Fiir ¢ € R durchlauft der Punkt mit Koordinaten (cosht,sinht)
gerade den Hyperbelast

{(z,9) eR?* | (z+y)(x—y) =1, x>0}

und zwar ist |t/2| gerade die Flidche (lateinisch “area”), die zwischen -
Achse, Hyperbel und dem Geradensegment von (0,0) nach (cosht,sinht)
eingeschlossen ist. Es ist eine ausgezeichnete Ubung, diese Behauptung nach-
zurechnen. Man sieht so die Verwandschaft zu den iiblichen trigonometri-
schen Funktionen, bei denen man nur die Hyperbel 22 — y? = 1 zu erset-
zen hat durch den Einheitskreis 2 + 32 = 1, wie wir spiiter zeigen werden.
Die Bezeichnung Trigonometrie bedeutet iibrigends “Dreiecksmessung”, die
Wurzel “gon” taucht auch im deutschen Wort “Knie” auf und meint im Grie-
chischen dasselbe sowie im iibertragenen Sinne dann “Winkel”.

Bemerkung 4.7.5. Die Losungsmengen im R? von Gleichungen der Gestalt
ar?® + bry + cy?> = d mit (a,b,c) # (0,0,0) heilen ebene Quadriken oder
auch Kegelschnitte, da man sie erhalten kann als Schnitte rdumlicher Ebe-
nen mit dem Kegel {(z,y, z) € R? | 2 +y* = 22} bei geeigneter orthonorma-
ler Identifikation unserer riumlichen Ebenen mit dem R2. Jeder Kegelschnitt
ist bis auf Drehung und Verschiebung eine Ellipse ax?+3y? = 1 mit o, 3 > 0,
eine Hyperbel 2y = v mit v > 0, eine Parabel 2% = §y mit § > 0, ein Ge-
radenkreuz, eine Gerade, ein Punkt oder die leere Menge. Die Bezeichnung
“Parabel” kommt hier vom griechischen Wort fiir “Werfen”. In der Tat be-
schreibt ein Wurfgeschoss unter Vernachlassigung des Luftwiderstands stets
eine “parabolische” Bahn.

Ubung 4.7.6. Sei H = {(x,y) € R? | 2® — y?> = 1} die Hyperbel. Wir kon-
struieren eine Bijektion ¢ : R\{%1} = H\(1,0), indem wir jedem Punkt ¢ €
R\{+£1} den Schnittpunkt der Geraden durch (0,¢) und (1,0) mit H\(1,0)
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Sk (¥)

Die geometrische Bedeutung von Sinus und Cosinus hyperbolicus
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zuordnen. Man priife, dafl diese Abbildung gegeben wird durch
t+1 2t
=, =
w0 = (7 )

Eine eng verwandte Parametrisierung des Einheitskreises werden wir in 7.7.15
besprechen.
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Die geometrische Bedeutung der Abbildung ¢ aus 4.7.6
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5 Potenzreihen und héhere Ableitungen

5.1 Funktionenfolgen und Potenzreihen

Satz 5.1.1. Sei (a,),en eine Folge reeller Zahlen. Konvergiert fir ein z die
Reihe Y7 a,z”, so konvergiert die Reihe Y a,x” absolut fir alle x mit
|z <z .

Beweis. Die Glieder einer konvergenten Reihe sind beschrankt, unter unseren
Annahmen gibt es also eine endliche Schranke B mit |a,z”| < B fiir alle v.
Aus |z| < |z] folgt mit 2.5.4 dann

o0 oo [o.¢]
D laat| < a2t |x/z” <Y Bla/z|” < oo O
v=0 v=0 v=0

Definition 5.1.2. Ein Ausdruck der Gestalt ", a,2z” heifit eine Potenz-
reihe. Eine Potenzreihe anzugeben bedeutet also nichts anderes, als die Folge
(ay),en ihrer Koeffizienten anzugeben. Der Konvergenzradius r € [0, oo]
einer Potenzreihe Y a,z” wird erkliart durch

r=supq{ |z| | D a,z” konvergiert}

Die Bezeichnung als Radius wird erst im Kontext komplexer Potenzreihen 77?7
versténdlich werden. Nach 5.1.1 definiert jede Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius 7 vermittels der Abbildungsvorschrift z +— 7 a,z" eine reellwertige
Funktion auf dem Intervall (—r,r).

Ubung 5.1.3. Ist (a,),en eine Folge von von Null verschiedenen reellen Zahlen
und existiert der Grenzwert lim, _, |a,/a,+1] in [0, 00], so ist dieser Grenz-
wert der Konvergenzradius der Potenzreihe > 7 a,z".

Satz 5.1.4 (iiber Potenzreihen). Die durch eine Potenzreihe Y - a,x”
mit Konvergenzradius v > 0 definierte Funktion s : (—r,r) — R ist stetig
und sogar differenzierbar und ihre Ableitung wird an jeder Stelle v € (—r,r)
gegeben durch die Potenzreihe s'(x) = > o0 va,z¥ ™

Bemerkung 5.1.5. Der Beweis dieses Satzes wird den grofiten Teil dieses Ab-
schnitts einnehmen. Wir zeigen in 5.1.10, da jede durch eine Potenzreihe
definierte Funktion stetig ist, und zeigen die weitergehenden Aussagen in
5.1.12. Zunéachst jedoch miissen wir einige technische Hilfsmittel bereitstel-
len.

Definition 5.1.6. Sei D eine Menge, (f,)nen eine Folge von Funktionen
fn:D—Rund f: D — R eine weitere Funktion.



5. POTENZREIHEN UND HOHERE ABLEITUNGEN 159

1. Wir sagen, die Folge f, konvergiert punktweise gegen die Funktion
f genau dann, wenn fiir alle x € D gilt lim,,_., f.(z) = f(z).

2. Wir sagen, die Folge f,, konvergiert gleichméflig gegen die Funktion
f und schreiben lim,, .. f, = f genau dann, wenn es fiir beliebiges
e >0ein N = N, € N gibt derart, daf fiir alle n > N und alle x € D

gilt | fu(z) = f(z)] <e.

Bemerkung 5.1.7. Aus gleichméBiger Konvergenz folgt sicher punktweise Kon-
vergenz. Das Umgekehrte gilt nicht: Die Funktionenfolge f,, : [0,1] — R,
fn(z) = 2™ konvergiert punktweise, aber nicht gleichméfig gegen die Grenz-
funktion f:[0,1] — R mit f(z) =0 fiir  # 1 und f(1) = 1.

Satz 5.1.8. Konvergiert eine Folge von stetigen reellwertigen Funktionen
gleichmdf$ig gegen eine reellwertige Grenzfunktion, so ist auch diese Grenz-
funktion stetig.

Beweis. Sei D C R der gemeinsame Definitionsbereich und seien f,, : D — R
die Funktionen unserer gleichméfig konvergenten Folge und f : D — R ihre
Grenzfunktion. Es reicht sicher, die Stetigkeit von f in jedem Punkt p € D
zu zeigen. Sei also € > 0 beliebig vorgegeben. Sicher finden wir ein n derart,
daf fiir alle z € D gilt

fula) = f@)] < 2

Da f, stetig ist in p, finden wir weiter 0 > 0 derart, daf§ fiir alle z € D mit
|z —p| < gilt

Fale) = fulp)] < 5

Es folgt fiir alle z € D mit |[x —p| < §

1f(z) = f(p)] < 1f(z) = ful2)]
+|fn(x) - fn(p)‘
+falp) = f(P)] < € O

Proposition 5.1.9. Ist Y a,x” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r,
so konvergiert die Folge ihrer Partialsummen s,(x) = > ._,a,x” fir alle
p € [0,7) gleichmafsig auf D = [—p, p].

Beweis. Fiir alle z € [—p, p] gilt |a,z”| < |a,p”| und folglich

[sn(2) = s(2)| < ) lavp’|

v=n+1
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Bei gleichméfliger Konvergenz miissen fiir jedes € > 0 fast alle f,, auf dem
ganzen Definitionsbereich D im “e-Schlauch um f” bleiben.
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Die punktweise aber nicht gleichméflig konvergente Funktionenfolge aus
5.1.7
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Da )2 |a,p”| konvergiert, gibt es fir jedes ¢ > 0 ein N € N mit

o)

Z la,p”| < e.

v=N+1
Fiir n > N und beliebiges = € [—p, p| gilt dann |s,(z) — s(z)| < e. O

Korollar 5.1.10. Die durch eine Potenzrethe mit positivem Konvergenzra-
dius v > 0 auf (—r,r) definierte Funktion ist stetig.

Beweis. Nach Proposition 5.1.9 und Satz 5.1.8 ist unsere Funktion fiir alle
p € [0,r) stetig auf [—p, p] als gleichméBiger Grenzwert stetiger Funktionen.
Daraus folgt miihelos, daf sie stetig ist auf ganz (—r,r). ]

Satz 5.1.11. Das Integral eines gleichméfligen Grenzwerts ist der
Grenzwert der Integrale. Sei genauer die Funktion f : [a,b] — R gleich-
majfiger Grenzwert einer Folge von stetigen Funktionen f, : [a,b] — R. So

qilt
/ f= lim fn

Beweis. Fiir alle € > 0 gibt es N € N derart, daB gilt | f(z) — fu(z)| < e fiir
alle n > N und alle x € [a, b]. Es folgt

/fn /f 1) /|f ful < (b—a)e

fir alle n > N. O

Satz 5.1.12. Potenzreihen diirfen gliedweise integriert und differen-
ziert werden. Genauer gilt

1. Ist die Funktion f : (—r,r) — R gegeben durch die Potenzreihe f(x) =
> o2 o @x”, so konvergiert auch die Potenzreihe

[e.9]

1 v+1
E 711 a,x

v=0
auf (=7, 1), und zwar gegen eine Stammfunktion von f.

2. Ist die Funktion g : (—r,r) — R gegeben durch die Potenzreihe g(x) =
Zf):o b,x", so ist g differenzierbar und die Potenzreihe

oo

Z vb,x’ !

v=0

konvergiert auf (—r,r) gegen die Ableitung g' unserer Funktion g.



5. POTENZREIHEN UND HOHERE ABLEITUNGEN 163

Beweis. 1. Man wende den vorhergehenden Satz 5.1.11 auf die Folge f,(x) =

Yoo ayx” der Partialsummen an.

2. Wir zeigen zunéchst, dafl die Potenzreihe Y 07 vb,z¥~! auch auf (—r,r)
konvergiert. Nach dem Quotientenkriterium konvergiert schon mal die Reihe
oo vz~ ir |z| < 1. Fiir 2] < r withlen wir nun ein p mit |z| < p < r
und dazu eine Schranke B mit |b,p*~!| < B fiir alle v. Dann konnen wir
abschétzen

by = |vb,p” Nz /p) | < vB2T!

fir z = |z/p| < 1. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert also die Reihe
>  vbya’~!. Dann wissen wir aber nach Teil 1, daB fiir die Funktion f(z) =
>0 vbya’ ! unser g(x) = Y07 bya” eine Stammfunktion ist. O

Definition 5.1.13 (Verallgemeinerte Binomialkoeffizienten). Fiir o €
R und %k € N setzen wir

(1) = " ez (§) =1

Proposition 5.1.14 (Binomische Reihe). Fir |z| <1 und o € R gilt

(1+2)*= i (Z)xk

k=0

Beweis. Fir o € Z>_; kennen wir diese Formel schon: Im Fall o € N gilt
(Z) = 0 falls £ > o und wir erhalten einen Spezialfall der binomischen Formel.
Im Fall @ = —1 gilt (}) = (—1)* und wir erhalten die geometrische Reihe
fir —x. Unter der Annahme o ¢ N sagt uns das Quotientenkriterium, dafl
die Potenzreihe rechts fiir |x| < 1 konvergiert, sagen wir gegen die Funktion
f:(=1,1) — R. Ich behaupte (1 + z)f'(x) = af(z). Das priift man durch
gliedweises Differenzieren der binomischen Reihe mithilfe der Beziehung

a—1 N a—1\ [«
k k—1) \k
die durch eine kurze Rechnung gezeigt wird. Aus (1 + z)f'(z) = af(z)

und f(0) = 1 folgt aber bereits f(z) = (1 4+ x)®, denn setzt man p(z) =
f(x)/(1+x)*, so gilt ¢(0) =1 und

oy F@A+2)* —al +2) 7 f(z)
¢ (r) = (1+ z)2 =0

O
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Beispiel 5.1.15. Wir zeigen

r? 2P
log(1 + ) :x—5+€—... Ve e (—1,1)
Das ergibt sich sofort, wenn wir die geometrische Reihe (1 + r)t=1-
x + 2% — ... gliedweise integrieren. Ahnlich ergibt sich die Entwicklung von

arsinh(z) in eine Potenzreihe, wenn wir die binomische Reihe zu (1 + 22)~%/2

gliedweise integrieren.

Definition 5.1.16. Die n-te Ableitung einer Funktion f bezeichnen wir
(falls sie existiert) mit f(™. Es ist also f© = f, f&) = /. f& = " und
allgemein f1) = (fM)y,

Bemerkung 5.1.17. Ist eine Funktion f : (—r,7) — R gegeben durch die fiir
z € (—r,r) konvergente Potenzreihe f(z) = Y a,z”, so folgt aus 5.1.12
sofort

f™0) = n! a,
Wenn also in anderen Worten eine fest vorgegebene Funktion f in einer Um-

gebung des Nullpunkts durch eine Potenzreihe dargestellt werden kann, so
muf} unsere Funktion dort beliebig oft differenzierbar sein und die fragliche

Potenzreihe ist die Reihe < o)
vl
v=0

Diese Potenzreihe hinwiederum kann man ganz allgemein fiir jede in einer
Umgebung des Nullpunkts beliebig oft differenzierbare Funktion erkldren. Sie
heifit dann die Taylorreihe besagter Funktion oder genauer ihre Taylorrei-
he am Nullpunkt, mufl aber keineswegs positiven Konvergenzradius haben
und muf, selbst wenn sie positiven Konvergenzradius hat, keineswegs gegen
besagte Funktion konvergieren. Zum Beispiel hat nach 4.2.11 die Funktion

e /T x>0
im Nullpunkt die Ableitungen f®)(0) = 0 Vv > 0, aber es gilt dennoch

f(z) > 0 fiir z > 0. Inwiefern die Taylorreihe dennoch unsere Funktion recht
gut approximiert, erklaren wir in 5.2.

Beispiel 5.1.18. Um die fiinfte Ableitung bei z = 0 von (e*” sinhz) bestim-
men, rechnen wir

2

e’ = l+a?+ T +2 4.,
. 2133 £E5
sinhr = o+ 5+ 5 +...

e”sinhz = z+a¥(F+1D)+2° (F+4+3)+...
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wo wir einmal unsere Erkenntnisse iiber das Produkt absolut konvergenter
Reihen verwendet haben, und die gesuchte fiinfte Ableitung bei x = 0 ergibt
sich mit 5.1.17 zu
5! ! + = +1 =1+20+60=381
A5 3 2) B
Bemerkung 5.1.19. Die Formel fiir die binomische Reihe kann umgeschrieben
werden zur nun fiir alle y € (0, 2) giiltigen Darstellung

Y = :0 (Z) (y— 1)

Gehort allgemeiner ein Punkt p zum Definitionsbereich einer Funktion f, so
bezeichnen wir eine Darstellung von f der Gestalt

[e.9] o0

flo+h)=> ak” alias  fly)=> aly—p)”

k=0 k=0

als eine Entwicklung von f in eine Potenzreihe um den Punkt p. Mit
denselben Argumenten wie zuvor gilt dann a, = f®)(p)/v!. Ist allgemeiner
f beliebig oft differenzierbar bei p, so erklaren wir die Taylorreihe von f
zum Entwicklungspunkt p als die Potenzreihe

— /"),
Zo V!ph

Auch wenn die Partialsummen dieser Reihe nicht gegen f(p+h) konvergieren
miissen, liefern sie doch die “bestmdoglichen” Approximationen von f(p + h)
durch Polynome in h von einem vorgegebenen maximalen Grad, wie wir im
folgenden Abschnitt 5.2 ausfithren werden.

Ubung 5.1.20. Eine Funktion, die fiir jeden Punkt ihres Definitionsbereichs
in einer Umgebung besagten Punktes durch eine Potenzreihe dargestellt wer-
den kann, heifit analytisch. Wir werden erst sehr viel spéter zeigen, daf3
Potenzreihen analytische Funktionen liefern. Man zeige: Stimmen zwei auf
demselbem reellen Intervall definierte analytische Funktionen auf der Umge-
bung eines Punktes aus unserem Intervall iiberein, so sind sie gleich. Hinweis:
Man betrachte das Supremum der Menge aller Punkte, an denen unsere bei-
den Funktionen iibereinstimmen.

Ubung 5.1.21. Wie lauten die ersten vier Koeffizienten der Potenzreihenent-
wicklung von v/1 4+ x 7 Wie lauten die ersten vier Koeffizienten der Potenzrei-
henentwicklung von v/2 + z 7 Gemeint ist jeweils die Entwicklung um x = 0.
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Ubung 5.1.22. Wir wiirfeln mit einem Wiirfel eine unendlich lange Zahlen-
reihe. Anschaulich ist klar, dafl der durchschnittliche Abstand zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Einsen gerade Sechs sein mufl. Man kann allerdings
auch leicht argumentieren, dafl dieser durchschnittliche Abstand gegeben

wird durch die Summe
e e} 5 n—1 1
n — —
Z 6 6

n=1
Die Aufgabe ist nun, zu beweisen, daf§ diese Reihe auch tatséchlich gegen 6
konvergiert.

5.2 Taylorentwicklung

Bemerkung 5.2.1. Um im Folgenden auch den Fall n = 0 zulassen zu diirfen,
vereinbaren wir, da} “0-mal differenzierbar bei p” zu verstehen sein soll als
“stetig bei p”.

Satz 5.2.2 (Taylorentwicklung). Sei I C R ein halboffenes Intervall, p €
I ein Punkt und f : I — R eine Funktion, deren (n — 1)-te Ableitung f"=Y
auf ganz I existiert und deren n-te Ableitung f™ (p) bei p existiert. So gilt:

1. Es gibt genau ein Polynom Q) vom Grad <mn mit der Figenschaft

i 1@) = Q)

=0
T—p (LL' —_ p)n

2. Dieses Polynom Q) kann auch charakterisiert werden als das eindeutig
bestimmte Polynom vom Grad <n mit f*)(p) = Q™ (p) fir0 < v < n.

Bemerkung 5.2.3. Wir nennen () das Approximationspolynom bis zur
Ordnung n an f bei p.

Beweis. Sicher gibt es genau ein Polynom (), das die Bedingung aus Teil 2
erfiillt, ndmlich das Polynom

Q) = 1) + ) — )+ Lo

das aus den ersten n + 1 Termen der Taylorreihe von f beim Entwicklungs-
punkt p besteht. Betrachten wir fiir dieses Polynom @) die Differenz r = f—@Q,
so verschwinden die ersten n Ableitungen von r bei = p und wir erhalten
durch wiederholte Anwendung der Regeln von de 'Hospital 4.4.1 und die
Definition von r(™(p) in der Tat

(x—p)*+... +
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Damit bleibt nur noch zu zeigen, daf§ kein anderes Polynom Q die Bedingung
aus Teil 1 erfiillen kann. In der Tat folgt aber fiir zwei Polynome vom Grad
<n aus

SO QW)
== (z—p)"
nach 3.3.22 bereits Q(z) = Q(z). O

Bemerkung 5.2.4. Wir kénnen die Aussage des Satzes auch dahingehend um-
formulieren, dafl gilt

™ (p)

n!

@ (p)

5 (x—p)*+...+

f(@) = f(p)+f(p)(x—p)+ (z—p)"+(z—p)"p(z)

fiir eine Funktion ¢, die stetig ist bei p mit Funktionswert Null, oder daf} gilt

@) (n)
flp+h)=f(p)+ f(p)h+ fz—,(p)iﬂ +...+ fn—'(p)h” + h"e(h)
fir eine Funktion € mit limj,_oe(h) = 0. Schérfere Abschétzungen fiir das
Restglied unter stdrkeren Annahmen an die zu approximierende Funktion

liefert die gleich folgende Proposition.

Proposition 5.2.5. Ist [ C R ein halboffenes Intervall, p € I ein Punkt und
f I — R eine Funktion, so gilt fir allen € N :

Lagrange’sche Form des Restglieds: Ist f auf dem ganzen Intervall I
sogar (n+1)-mal differenzierbar, so gibt es fir alle x € I ein & zwischen
p und x mit

noofw) (n+1)
D e L e

Integraldarstellung des Restglieds: Ist f™+Y) zusdtzlich auch noch ste-
tig auf ganz I, so qilt fir alle x € I die Formel

n () @
f@ =g L - oo

v!
v=0

Beweis. Wir kiirzen die Summe wie zuvor mit > = Q(x) ab. Fiir den Rest
r(x) = f(z) — Q(x) verschwinden, wie wir bereits wissen, die ersten n Ab-
leitungen bei x = p, und unter unseren zusétzlichen Voraussetzungen ist r
sogar (n 4 1)-mal differenzierbar auf ganz I mit ) = 0+ Um daraus
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die beiden Darstellungen des Restglieds zu erhalten, brauchen wir nur zwei
einfache Rechnungen.

1. Mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz und der Erkenntnis, daff Nenner
und Zahler bei x = p verschwinden, erhalten wir unter der Annahme p # x
sofort

r(z) _ (&) _ (&) _ r (g
(@=ptt (+ D& =-p" aln+DE=-p"t (et D)

2. Durch wiederholtes partielles Integrieren erhalten wir
r(z) = fpx r'(t)dt = fpx(x —t)r"(t)dt = %fpx(x — )% (t) dt

= L[z —trr)dt O

nl Jp

Bemerkung 5.2.6. Diese Abschéitzungen liefern umgekehrt auch zwei alterna-
tive Beweise fiir den Satz iiber die Taylorentwicklung. Allerdings benétigen
diese alternativen Beweise wesentlich stérkere Voraussetzungen als unser ur-
spriinglicher Beweis.

Ubung 5.2.7. Tst eine Funktion auf einem offenen Intervall n-mal stetig dif-
ferenzierbar fiir n > 1 und verschwinden an einer Stelle p alle ihre hoheren
Ableitungen unterhalb der n-ten, so hat sie bei p ein isoliertes lokales Maxi-
mum bzw. Minimum, falls n gerade ist und die n-te Ableitung bei p negativ
bzw. positiv, und kein lokales Extremum, falls n ungerade ist. Wem diese
Ubung zu einfach ist, der mag dasselbe zeigen unter der schwicheren An-
nahme, daB £~ zwar bei p aber nicht notwendig auf dem ganzen Intervall
differenzierbar ist.

5.3 Rechnen mit Approximationen

Definition 5.3.1. Seien f,g : D — R zwei auf einer Teilmenge D C R
definierte Funktionen. Sei p € D ein Punkt und n € N eine natiirliche Zahl.
Wir sagen, f und g stimmen bei p iiberein bis zur Ordnung n und
schreiben

[~ g oder genauer flx) ~2_, g(x)
genau dann, wenn gilt f(p + h) = g(p + h) + h™e(h) fir eine Funktion e,
die stetig ist bei Null mit Funktionswert £(0) = 0 oder gleichbedeutend
f(z) = g(x) + (x — p)"¢(z) fur eine eine Funktion ¢, die stetig ist bei p
mit Funktionswert ¢(p) = 0.
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Bemerkung 5.3.2. Ist p € D ein Haufungspunkt von D, so kénnen wir das
weiter umschreiben zur Forderung, daf gilt f(p) = ¢g(p) und

i £®) — 9(@)

=0
z—p (T —p)"

Bemerkung 5.3.3. Die Notation f ~7 g scheint mir bequem und suggestiv,
sie ist jedoch uniiblich. Haufig nennt man eine Funktion, die bei x = 0 mit
der Nullfunktion iibereinstimmt bis zur Ordnung n, auch ein kleines o von
2™ und bezeichnet so eine Funktion mit o(2™). In dieser Notation wiirde man
statt f ~7 g schreiben f(x) = g(x) 4+ o((x — p)").

Bemerkung 5.3.4. Natiirlich folgt aus f ~7 g und g ~; h schon f ~7 h.
Sind P und ) Polynome vom Grad < n und ist p ein Haufungspunkt von
D, so folgt aus P ~7 @ schon P = Q. Der Satz tiber die Taylorentwicklung
5.2 liefert uns fiir eine n-mal stetig differenzierbare Funktion f auf D einem
halboffenen Intervall das Polynom () vom Grad < n mit f ~7 Q. Genau-
er besagt dieser Satz, dafi dieses Polynom () charakterisiert wird durch die
Bedingungen QW) (p) = f®(p) fiir 0 < v < n.

Satz 5.3.5 (Rechnen mit Approximationen). 1. Seien f,g: D — R
zwet auf einer Teilmenge D C R definierte Funktionen. Seip € D ein
Punkt und seien P,Q Polynome mit f ~; P und g ~; Q. So folgt

ftg~y P+Q und fg~, PQ

2. Seien f: D — R und g : E — R auf Teilmengen D, E C R definier-
te Funktionen mit f(D) C E. Sei p € D ein Punkt und seien P,Q
Polynome mit f ~; P und g ~tm) Q. So folgt

gofr~y QoP

Bemerkung 5.3.6. Im Fall n = 1 spezialisiert dieser Satz zur Summenregel,
Produktregel und Kettenregel.

Beweis. 1. Das bleibt dem Leser iiberlassen. Im Fall der Summe gilt das sogar
fiir beliebige Funktionen P und (), im Fall des Produkts unter der Annahme,
dafl P und @ in einer Umgebung von p beschrankt sind.

2. Wir zeigen zunéchst go f ~7 Qo f und dann Qo f ~7 Qo P. Fiir die

erste Ausage schreiben wir g(y) = Q(y) + (v — f(p)) "¢ (y) fir ¢ stetig bei
f(p) mit Funktionswert Null und erhalten durch Einsetzen

@o D) = Qe 1))+ = [ (L2212 gy

r—Pp
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fiir alle x # p. Im Fall n > 1 stimmt f bei p bis mindestens zur Ordnung
1 {iberein mit dem Polynom P, folglich ist f differenzierbar bei p und der
Ausdruck in eckigen Klammern strebt fiir x — p gegen Null. Im Fall n = 0
stimmt f bei p bis zur Ordnung 0 iiberein mit dem Polynom P, also ist
f zumindest stetig in p und der Ausdruck in eckigen Klammern strebt fiir
x — p wieder gegen Null. Wir miissen also nur noch fiir jedes Polynom @
zeigen

Qofr~, QoP
Das folgt jedoch sofort aus Teil 1. O]

Beispiel 5.3.7. Um die sechste Ableitung bei x = 0 von 1/ cosh(x) zu berech-
nen, erinnern wir uns an

coshx = 1+§—|—Z—T+3é—?+...
I+y)™" = 1—y+y*—*+y* =" +4°. ..

wo wir Gleichheitszeichen und Piinktchen geschrieben haben statt ~% mit
entsprechenden Sperzifikationen. Mit unserer “hoheren Kettenregel” 5.3.5 er-
halten wir dann sofort

1/cosh(z) = 1— (% + 5+ %)

Als Koeffizient von % ergibt sich

11 1 1 1+ 30 — 90 61
Tt s T g = g
und die fragliche sechste Ableitung bei x = 0 ist mithin —61. Eine andere
Moglichkeit wére, das Approximationspolynom sechsten Grades an 1/ cosh(x)
inz=0als ag+a;x+ ...+ asx® anzusetzen und aus der “hoéheren Produkt-
regel” die Gleichung

I2 .T4 IG
(1+—+—+—) (ao+ @z + ...+ aga®) =14 ba® + ...

zu folgern, die es uns hinwiederum erlaubt, induktiv die a, zu bestimmen.
Die Rechnung kann im vorliegenden Fall zusétzlich vereinfacht werden durch
die Erkenntnis, dafl eh gilt 0 = a1y = a3 = a5 = ..., da unsere Funktion
néamlich gerade ist.
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Ubung 5.3.8. Gegeben zwei unendlich oft differenzierbare Funktionen auf ei-
nem Intervall ist die Taylorreihe ihrer Summe die Summe der Taylorreihen
und die Taylorreihe des Produkts das Produkt der Taylorreihen. Hier verste-

hen wir Produkt und Summe von Potenzreihen im formalen Sinn, vergleiche
77,

Ubung 5.3.9. Man zeige, daf die Identititen exp(log(z + 1)) = = + 1 und
log((e® —1) + 1) = x auch als formale Identitdten von Potenzreihen gelten,
daf3 also etwa im ersten Fall fiir £ > 2 gilt

z G ) ()=

G0+t (i) =k

wo die Summe iiber alle ¢ > 1 und alle Abbildungen j : {1,...,i} — Ny,
lduft, bei denen k die Summe der Werte ist, wohingegen dieselbe Summe
fiir £ = 1 gerade den Wert Eins ergibt. Allgemeiner fiithre man aus, inwie-
fern die Taylorreihe der Verkniipfung zweier unendlich oft differenzierbarer
Funktionen gerade die Verkniipfung ihrer Taylorreihen ist.

5.4 Der Abel’sche Grenzwertsatz

Bemerkung 5.4.1. In diesem Abschnitt wollen wir unser Versprechen einlésen
und die Formel

1 1 1
l—=—+-—=+...=log2
y 3 TaT o8
zeigen. Wenn wir z = 1 in die Reihenentwicklung von log(1 + x) einset-

zen diirften, so folgte das sofort. Das ganze Problem ist, dafl wir bisher nur
fir || < 1 nachgewiesen haben, dafi unsere Potenzreihe aus 5.1.15 gegen
log(1 + z) konvergiert. Der folgende Satz 16st dieses Problem, spielt aber
davon abgesehen im weiteren Verlauf der Vorlesung keine Rolle.

Satz 5.4.2 (Abel’scher Grenzwertsatz). Konvergiert eine Potenzreihe
auch noch auf einem Randpunkt thres Konvergenzbereichs, so stellt sie bis in
diesen Randpunkt hinein eine stetige Funktion dar.

Bemerkung 5.4.3. Fiir diejenigen Leser, die bereits mit komplexen Potenzrei-
hen vertraut sind, sei bemerkt, dafl diese Aussage im Komplexen nicht gilt.
Mehr dazu finden Sie etwa in ?77.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl
z = 1 der besagte Randpunkt des Konvergenzbereichs ist. Sei also Y, ax
eine konvergente Reihe reeller Zahlen. Wir miissen zeigen, dafl die Reihe
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fz) =Y 02, ara® fiir @ € [0,1] eine stetige Funktion darstellt. Dazu schrei-
ben wir die Differenzen der Partialsummen in der Form

D hn T’ = (2" —2™*) (an)
+ (22— 2™3) (an + Ang1 + Gpgo)

+ (@™t —a2™) (... + A1)
+ ™ (a4 + a1+ an)

Fiir alle ¢ > 0 finden wir nun wegen der Konvergenz unserer Reihe ein N
derart, daf fir alle n,m mit N < n < m gilt |a, + ... + a,,| < e. Fiir alle
n,m mit N <n < m und alle z € [0, 1] folgt daraus die Abschétzung

|Z;n:n akxk} <(x"—ax™e+ame<e

Diese Abschétzung zeigt die gleichméflige Konvergenz der Folge der Partial-
summen auf [0, 1] und damit die Stetigkeit der Grenzfunktion. O

Bemerkung 5.4.4. L&t sich die durch eine Potenzreihe im Inneren des Kon-
vergenzintervalls definierte Funktion stetig auf einen Randpunkt fortsetzen,
so muf} die Potenzreihe an besagtem Randpunkt keineswegs konvergieren.
Nehmen wir der Einfachkeit halber an, daf§ das Konvergenzintervall (—1,1)
ist und der fragliche Randpunkt die 1, so folgt die Konvergenz von > a,, je-
doch aus der stetigen Fortsetzbarkeit der Funktion ) a,r™ von r € [0, 1) auf
[0,1] zusammen mit der Tauber-Bedingung, da§ die Folge na, betrags-
méfig beschrinkt sein moge. Unter der starkeren Annahme lim,, .., na, =0
wurde das bereits von Tauber gezeigt.
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6

6.1

Stetigkeit in mehreren Veridnderlichen

Vorschlidge zur Veranschaulichung

Bemerkung 6.1.1. Eine Abbildung f : R®™ — R™ schreiben wir in der Form

(1, .y xn) = (fi(xy, o), ooy f(T1, o 2p))

oder abkiirzend f = (fi,..., f;). Man kann sich derartige Abbildungen auf
die verschiedensten Arten vorstellen.

1.

Den Fall n = m = 1 hatten wir schon in 3.1.1 ausfiihrlich behandelt
und sogar etwas allgemeiner moégliche Interpretationen einer Abbildung
von R in einen beliebigen Raum bzw. von einem beliebigen Raum nach
R besprochen: Erstere kann man sich veranschaulichen als Beschrei-
bung der Bewegung eines Teilchens in besagtem Raum, Letztere als
eine Temperaturverteilung auf besagtem Raum.

. Im Fall n +m = 3 kann man sich die Abbildung f dhnlich wie im Fall

n =m = 1 gut durch ihren Graphen I'(f) = {(z, f(z)) | x € D} C R?
veranschaulichen. Der Graph einer Funktion f : R? — R ist anschaulich
eine hiigelige Landschaft. Der Graph einer Abbildung f : R — R? sieht
aus wie ein Draht im R3 mit genau einem Punkt fiir jede vorgegebene
x-Koordinate. Zum Beispiel ist der Graph jeder konstanten Abbildung
eine Parallele zur z-Achse.

. Eine Funktion f : R? — R kann man auch gut graphisch darstellen,

indem man auf der Ebene R? die Niveaulinien einzeichnet, die im
Bild der Hiigellandschaft die Héhenlinien in einer Landkarte fiir unsere
Landschaft wéren, in Formeln die Mengen {(z,y) | f(z,y) = ¢} fir
verschiedene, meist dquidistant gewéhlte ¢ € R. Auch eine Funktion
f : R?® — R kann man sich noch gut mithilfe ihrer analog definierten
Niveauflachen vorstellen, aber mit dem Zeichnen wird es dann schon
schwierig.

. Eine Funktion f : R® — R" kann man sich vorstellen als ein Vektor-

feld, jedem Punkt x € R"™ wird ja in der Tat ein Vektor f(z) € R™
zugeordnet.

. Es ist auch oft niitzlich, sich f wirklich als eine Abbildung vorzustellen.

Die Abbildung = — (z,z) ist in diesem Bild zum Beispiel die diago-
nale Einbettung der Zahlengerade in die Ebene, und (z,y) — (y, )
ist die Spiegelung an der Diagonale, d.h. dem Bild unserer diagonalen
Einbettung.
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Bemerkung 6.1.2. Ich will den Begriff der Stetigkeit nun statt fiir Abbildun-
gen R® — R gleich im allgemeineren Rahmen der sogenannten “metrischen
Réaume” diskutieren, bei dem die bisherige stark von Koordinaten abhingige
Sichtweise von einer mehr abstrakt-geometrischen Sichtweise abgeltst wird.
Dieser koordinatenfreie Zugang benétigt zwar einen gréfleren begrifflichen
Aufwand, aber ich denke, dieser Aufwand lohnt, und zwar aus den folgen-
den Griinden: Erstens umfafit unser Rahmen so auch unendlichdimensionale
Réume wie zum Beispiel die fiir die Quantenmechanik wichtigen Hilbertrau-
me. Zweitens treten in meinen Augen auch schon im endlichdimensionalen
Kontext die Zusammenhénge bei einer koordinatenfreien Behandlung klarer
hervor. Man kennt das aus der Physik: Rechnet man wie iiblich mit Einhei-
ten, die ja mathematisch schlicht Basen eindimensionaler Vektorrdume sind,
so treten auch die Konsistenz und der Sinn von Formeln viel klarer zu Tage,
als wenn man mit blolen Zahlen arbeitet.

6.2 Stetigkeit bei metrischen Rdumen

Definition 6.2.1. Eine Metrik d auf einer Menge X ist eine Abbildung
d: X x X — Ry derart, daB fiir alle z,y, 2 € X gilt:

1. d(z,y) =0 x=y;

2. d(z,y) = d(y, x);
3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Ein metrischer Raum ist ein Paar X = (X, d) bestehend aus einer Menge
X und einer Metrik d auf X.

Beispiel 6.2.2. Der Buchstabe d steht in diesem Zusammenhang wohl fiir
das Wort “Distanz”. Auf dem R"™ liefert der iibliche euklidische Abstand
d(z,y) = \/(x1 — 1) + ... (¥, — yn)? eine Metrik. Die Ungleichung aus der
Definition bedeutet in diesem Beispiel anschaulich, dafl in einem Dreieck mit
Seitenléngen a, b, ¢ stets gilt a < b+ c. Sie heiit deshalb auch ganz allgemein
die Dreiecksungleichung.

Beispiel 6.2.3. Auf dem R" liefert auch der Betragsabstand

d(z,y) = sup |z; — yil
1<i<n
eine Metrik. Wenn nichts anderes gesagt ist, fassen wir den R™ stets auf als

einen metrischen Raum mit dieser Metrik, die zwar weniger anschaulich ist
als der euklidische Abstand, sich aber einfacher handhaben 148t.
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Mlustration zur Dreiecksungleichung



176 KAPITEL III. FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

Beispiel 6.2.4. Jede Teilmenge eines metrischen Raums ist mit der induzier-
ten Metrik selbst ein metrischer Raum.

Definition 6.2.5. Fiir z € X und ¢ > 0 bezeichne
B(z;e) ={z € X | d(z,2) < e}
den e-Ball um x oder auch die e-Umgebung von z.

Beispiel 6.2.6. Fiir den euklidischen Abstand im R? ist der Ball um z mit
Radius ¢ tatsdchlich ein Ball, fir den Betragsabstand hat B(z;¢) die Gestalt
eines Wiirfels mit Mittelpunkt x und Seitenldnge 2e¢.

Definition 6.2.7. Unter einer Umgebung eines Punktes in einem metri-
schen Raum versteht man eine Teilmenge von besagtem Raum, die einen
ganzen Ball um unseren Punkt umfaft.

Bemerkung 6.2.8. Die Umgebungen eines Punktes im R"™ beziiglich der eukli-
dischen Metrik sind dieselben wie seine Umgebungen beziiglich der Betrags-
metrik, was man unschwer explizit priift und was formal auch aus 6.7.20
folgen wird. Das ist der Grund dafiir, daf§ wir im Folgenden Definitionen
nach Moglichkeit mithilfe von Umgebungen formulieren, denn fiir so definier-
te Begriffe ist a priori klar, dafl im Fall des R™ ihre Bedeutung nicht davon
abhéngt, ob wir mit dem euklidischen Abstand oder mit dem Betragsabstand
arbeiten.

Bemerkung 6.2.9. Der Schnitt von endlich vielen Umgebungen eines Punktes
ist wieder eine Umgebung besagten Punktes. Je zwei verschiedene Punkte
eines metrischen Raums besitzen disjunkte Umgebungen. Genauer sind fiir
x,y mit d(x,y) = r > 0 die (r/2)-Bélle um x und y disjunkt. In der Tat folgte
fiir z aus dem Schnitt ja mit Hilfe der Dreiecksungleichung r = d(x,y) <
d(z,z) +d(y,z) < r, also kann es solch ein z nicht geben.

Definition 6.2.10. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rau-
men heifit stetig im Punkt p € X genau dann, wenn es fiir jede Umgebung
U von f(p) eine Umgebung U’ von p gibt mit f(U’) C U. Eine Abbildung
zwischen metrischen Rdumen heifit stetig genau dann, wenn sie stetig ist in
jedem Punkt.

Bemerkung 6.2.11. Unter einem Fundamentalsystem von Umgebungen ei-
nes Punktes versteht man eine Menge von Umgebungen von besagtem Punkt
derart, daf jede Umgebung mindestens eine Umgebung unseres Systems um-
faft. Zum Beispiel bilden alle e-Umgebungen eines Punktes ein Fundamental-
system. Um die Stetigkeit einer Abbildung in einem Punkt p nachzuweisen,
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Bille in der Ebene fiir den Betragsabstand und den euklidischen Abstand
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miissen wir offensichtlich nur fiir alle Umgebungen aus einem Fundamental-
system von Umgebungen seines Bildes priifen, dafl es jeweils eine Umgebung
von p gibt, die dahinein abgebildet wird. Gleichbedeutend zur Stetigkeit einer
Abbildung f im Punkt p ist also insbesondere die Forderung, daf es fiir jedes
e >0ein § = 6. > 0 gibt derart, daf§ gilt f(B(p;0)) C B(f(p); ).

Beispiel 6.2.12. Einfache Beispiele fiir stetige Abbildungen sind Einbettungen
von einem Teilraum, konstante Abbildungen, oder die Projektion eines R"
auf eine Koordinate. In diesen Féllen kénnen wir einfach 6 = ¢ nehmen.

Beispiel 6.2.13. Als etwas komplizierteres Beispiel bemerken wir, dafl die
Addition und die Multiplikation R? — R, (x,y) — x+y bzw. (2,y) — zy
stetig sind. Das ist im Wesentlichen die Aussage der ersten beiden Teile von
Lemma 2.1.32.

Bemerkung 6.2.14. Es gibt Funktionen f : R? — R derart, dafl sowohl
x — f(x,b) als auch y — f(a,y) stetig sind fiir alle b bzw. alle a, dafl aber
dennoch die Funktion f selbst nicht stetig ist. Als Beispiel betrachte man die
Funktion mit (z,y) — xy/(z* + y?) fiir (z,y) # (0,0) und (0,0) — 0. Sie
ist nicht stetig am Nullpunkt nach dem anschlieenden Satz 6.2.15, da ndm-
lich ihre Verkniipfung mit R — R? ¢ ~ (¢,¢) nicht stetig ist bei t = 0. Die
Stetigkeit von ¢ + (¢,¢) hinwiederum mag man aus der Komponentenregel
6.2.18 folgern.

Satz 6.2.15. Jede Verkniipfung stetiger Abbildungen ist stetig.

Beweis. Seien f: X — Y und g : Y — Z Abbildungen zwischen metrischen
Raumen und p € X ein Punkt. Wir zeigen genauer: Ist f stetig bei p und g
stetig bei f(p), so ist (g o f) stetig bei p. Ist in der Tat g stetig bei f(p), so
finden wir fiir jede Umgebung U von ¢(f(p)) eine Umgebung U’ von f(p) mit
g(U") C U. Ist zusitzlich f stetig ist bei p, finden wir fiir diese Umgebung U’
von f(p) weiter eine Umgebung U” von p mit f(U”) C U’. Damit haben wir
aber auch eine Umgebung U” von p gefunden mit (g o f)(U”) C U. O

Definition 6.2.16. Gegeben metrische Raume (X, d;) fiir 1 < i < n machen
wir das Produkt X = X; x ... x X,, zu einem metrischen Raum durch die
Produktmetrik

d(x,y) = Ssup di(xiayi)

1<i<n

fir x = (21, ..., 2,) und y = (Y1, ..., Yn)-

Bemerkung 6.2.17. Der Betragsabstand auf R"*™ ist die Produktmetrik zu
den Betragsabstinden auf R” und R™.
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Proposition 6.2.18 (Komponentenregel). Seien Z und X, ..., X, me-
trische Raume und f; : Z — X; Abbildungen. Genau dann ist die Abbildung
f=0f1, - fu): Z— Xy x...x X, stetig, wenn alle f; stetig sind.

Bemerkung 6.2.19. Wenden wir diese Proposition an mit f der Identitat auf
einem Produkt, so impliziert die Stetigkeit der Identitdat, dal alle Projek-
tionsabbildungen pr; : X; x ... x X,, — X stetig sein miissen.

Beweis. Da die Projektionen pr; Abstdnde zwischen Punkten nie vergréfiern,
konnen wir ihre Stetigkeit direkt zeigen, “indem wir jeweils 6 = ¢ nehmen”.
Ist f stetig, so sind folglich auch die f; = pr,of stetig als Verkniipfungen
stetiger Abbildungen. Sind umgekehrt alle f; stetig in p, so gibt es fiir jedes
e > 0 gewisse ¢; mit d(p, z) < &; = d;(fi(p), fi(z)) < e, wo d; die Metrik auf
X; bezeichnet. Nehmen wir § = inf 9;, so gilt

d(p,z) < 6= d(f(p), f(2)) <¢
und das ist gleichbedeutend zu f(B(p;d)) C B(f(p);e). O

Korollar 6.2.20. Ist X ein metrischer Raum und sind f, g stetige Abbildun-
gen X — R, so sind auch f + g und fg stetige Abbildungen X — R.

Beweis. Wir schreiben f + g bzw. fg als die Verkniipfung der nach 6.2.18
stetigen Abbildung X — R? z +— (f(z),g(z)) mit der nach 6.2.13 stetigen
Addition bzw. Multiplikation R? — R. ]

Beispiel 6.2.21. Die Abbildung f : R?> — R? gegeben durch die Vorschrift

(z,y) — (zsinh(y), 2%y)

ist stetig. In der Tat reicht es nach der Komponentenregel zu zeigen, dafl ihre
beiden Komponenten f; und f, stetig sind. Wir zeigen das nur fiir die erste
Komponente und iiberlassen die Behandlung der zweiten Komponente dem
Leser. Warum also ist die Abbildung f; : R? — R, (x,y) — xsinh(y) stetig?
Nun, (z,y) + =z ist stetig nach 6.2.19 als Projektion auf eine Koordinate,
(z,y) — y desgleichen, (z,y) — sinh(y) dann auch als Verkniipfung steti-
ger Funktionen, und schliefilich auch (z,y) +— zsinh(y) als Produkt stetiger
Funktionen.

Ubung 6.2.22. Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist fiir alle z € X die
Abbildung X — R, z — d(z, z) stetig. Ist allgemeiner A C X eine nichtleere
Teilmenge, so ist auch die Abbildung d4 : X — R gegeben durch d4(x) =
inf{d(x,a) | a € A} stetig.

Ubung 6.2.23. Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist die Metrik stetig als
Abbildung d : X x X — R.
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6.3 Konvergenz von Folgen in metrischen Riumen

Definition 6.3.1. Sei N — X, n — =z, eine Folge in einem metrischen
Raum X und x € X ein Punkt. Wir sagen, die Folge z,, strebt gegen x
oder konvergiert gegen x und nennen x den Grenzwert der Folge und
schreiben

lim z, ==z
n—oo

genau dann, wenn jede Umgebung von x fast alle Glieder unserer Folge ent-
hélt. Gleichbedeutend kénnen wir natiirlich ebensogut auch fordern, dafl jeder
Ball um zx fast alle Glieder unserer Folge enthilt.

Bemerkung 6.3.2. Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig, wenn er existiert.
Das folgt wie im Beweis von 2.1.19 daraus, dafl nach 6.2.9 je zwei verschiedene
Punkte eines metrischen Raums disjunkte Umgebungen haben.

Ubung 6.3.3. Sei (,,%,) eine Folge im Produkt X x Y der metrischen Réu-
me X und Y. Genau dann konvergiert unsere Folge gegen (z,y), wenn x,
gegen = konvergiert und ¥, gegen y. Man formuliere und beweise auch die
offensichtliche Verallgemeinerung auf beliebige endliche Produkte metrischer
Réume.

Definition 6.3.4. Ein metrischer Raum heifit beschriankt genau dann,
wenn es fiir die moglichen Abstéinde zwischen Punkten unseres Raums ei-
ne reelle obere Schranke gibt. Eine Abbildung in einen metrischen Raum
heifit beschrinkt genau dann, wenn ihr Bild beschréankt ist.

Beispiel 6.3.5. Sei D eine Menge und X ein metrischer Raum. Auf dem
Raum Ens”(D, X) aller beschrinkten Abbildungen f : D — X kann man
eine Metrik erkldren durch die Vorschrift

d(f,g) =sup{d(f(p),9(p)) | p € D}

im Fall D # () und in offensichtlicher Weise im Fall D = {). Sie heifit die
Metrik der gleichmifligen Konvergenz. In der Tat ist fiir f,,, f im Funk-
tionenraum Ens”(D,R) mit dieser Metrik

gleichbedeutend dazu, dafl die Abbildungen f,, im Sinne unserer Definition
5.1.6 gleichméflig gegen die Abbildung f konvergieren.

Definition 6.3.6. Sei D eine Menge, X ein metrischer Raum, f, : D — X
eine Folge von Abbildungen und f : D — X eine Abbildung.
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[lustration zur Konvergenz von Folgen. Eingezeichnet sind drei
Umgebungen eines Punktes x, in jeder sollen fast alle Folgenglieder liegen.
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1. Wir sagen, die Folge der f, konvergiere punktweise gegen f genau
dann, wenn gilt lim,, ., f.(p) = f(p) fiir alle Punkte p € D.

2. Wir sagen, die Folge der f,, konvergiere gleichmiflig gegen f genau
dann, wenn es fiir jedes € > 0 ein N = N, gibt mit

n >N = (d(fu(p), f(p)) <eVpeD)

Ubung 6.3.7. Fiir beschrinkte Abbildungen ist auch in dieser Allgemein-
heit gleichméflige Konvergenz gleichbedeutend zur Konvergenz im Raum
Ensb(D,X ) mit seiner eben erklidrten “Metrik der gleichméBigen Konver-
genz”.

Ubung 6.3.8. Seien f, : X — Y stetige Abbildungen metrischer Réume.
Konvergiert die Folge der f,, gleichméafig gegen eine Abbildung f: X — Y,
so ist auch f stetig. Hinweis: 5.1.8.

Ubung 6.3.9. Fiir jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist die
Menge der Folgenglieder beschrankt.

Ubung 6.3.10 (Stetigkeit als Folgenstetigkeit). Sei f : X — Y eine
Abbildung von metrischen Rdumen. Genau dann ist f stetig in p, wenn fiir
jede Folge x,, mit lim, o z,, = p gilt lim, .~ f(z,) = f(p). Hinweis: 3.3.27.

6.4 Offene und abgeschlossene Teilmengen

Definition 6.4.1. Sei X ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Ein Punkt = € X heifit ein Berithrungspunkt von A genau dann, wenn es
eine Folge in A gibt, die gegen x konvergiert. Eine Teilmenge A C X heifit
abgeschlossen oder préziser abgeschlossen in X genau dann, wenn sie
alle ihre Beriihrungspunkte enthélt, wenn sie also “abgeschlossen ist unter
der Bildung von Grenzwerten”. Statt “A ist eine abgeschlossene Teilmenge
von X7 schreiben wir kurz

Ag X

Bemerkung 6.4.2. Der Schnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Teilmen-
gen eines metrischen Raums ist abgeschlossen. Die Vereinigung von endlich
vielen abgeschlossenen Teilmengen eines metrischen Raums ist abgeschlossen.
Die leere Menge und der ganze Raum sind abgeschlossen. Jede einpunktige
und damit auch jede endliche Teilmenge ist abgeschlossen. Jedes kompakte
reelle Intervall ist abgeschlossen in R.

Ubung 6.4.3. Ein Abbildung zwischen metrischen Réumen ist stetig genau
dann, wenn ihr Graph abgeschlossen ist im kartesischen Produkt unserer
beiden Raume. Hinweis: 6.3.10
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Ubung 6.4.4. Jede abgeschlossene echte Untergruppe der reellen Zahlengera-
den ist zyklisch, als da heifit von der Gestalt Za fiir ein o € R. Hinweis: Ist
G C R unsere Untergruppe, so betrachte man inf(G N Ry).

Definition 6.4.5. Eine Teilmenge eines metrischen Raums heifit offen oder
genauer offen in unserem metrischen Raum genau dann, wenn sie fiir
jeden ihrer Punkte eine Umgebung ist, d.h. wenn sie mit jedem Punkt auch
einen ganzen Ball um besagten Punkt enthélt. Statt “U ist eine offene Teil-
menge von X7 schreiben wir kurz

Uec X

Bemerkung 6.4.6. Der Schnitt von endlich vielen offenen Teilmengen eines
metrischen Raums ist offen. Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Teil-
mengen eines metrischen Raums ist offen. Die leere Menge und der ganze
Raum sind offen. In einem endlichen metrischen Raum ist jede Teilmenge
offen und abgeschlossen. Die im Sinne unserer hier gegebenen Definition “of-
fenen” Intervalle von R sind genau die Intervalle (a, b) fiir a, b € R, d.h. unsere
“offenen reellen Intervalle” aus 2.1.6.

Bemerkung 6.4.7. Wenn wir eine Menge einfach nur “offen” bzw. “abgeschlos-
sen” nennen, so in der Hoffnung, dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen
groferen Raum X dies “offen” bzw. “abgeschlossen” gemeint ist. Ist X ein
metrischer Raum und sind M C Y C X Teilmengen, so meint M @ Y bzw.
M @ Y, daBl M abgeschlossen bzw. offen ist als Teilmenge des Raums Y mit
seiner induzierten Metrik.

Bemerkung 6.4.8. Sei X ein metrischer Raum und A @ X abgeschlossen. So
ist eine Teilmenge M C A abgeschlossen in A genau dann, wenn sie abge-
schlossen ist in X. In Formeln impliziert A @ X also (M @ A< M @ X).
Ebenso impliziert U @ X auch (M ¢ U < M G X).

Beispiele 6.4.9. Ein Ball B(xz;r) ist stets offen, denn fiir z € B(x;r) gilt
d(z,z) < r, also gibt es ¢ > 0 mit d(z,z) < r — e. Dann haben wir aber
B(z;e) C B(z;r) nach der Dreiecksungleichung. Insbesondere umfait jede
Umgebung eines Punktes eine offene Umgebung desselben Punktes.

Satz 6.4.10. Eine Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen ge-
nau dann, wenn thr Komplement offen ist.

Beweis. Sei X unser metrischer Raum und M C X eine Teilmenge. Ist M
nicht abgeschlossen, so gibt es einen Punkt p € X — M, der Beriihrungspunkt
von M ist, also p = lim,,_,o, x, mit x,, € M. Dann kann es aber kein ¢ > 0
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geben mit B(p;e) C X \ M, also ist X \ M nicht offen. Ist X \ M nicht offen,
so gibt es einen Punkt p € X \ M derart, dafl gilt

B(p;1/n)NM#0 Vn>1

Wiéhlen wir jeweils einen Punkt x,, € B(p;1/n) N M, so gilt lim, ..oz, = p
und M ist nicht abgeschlossen. O]

Satz 6.4.11 (Stetigkeit und offene Mengen). Fine Abbildung zwischen
metrischen Rdumen st stetig genau dann, wenn das Urbild jeder offenen
Menge offen ist.

Bemerkung 6.4.12. Eine Abbildung ist auch stetig genau dann, wenn das Ur-
bild jeder abgeschlossen Menge abgeschlossen ist. Das folgt aus dem Satz mit
6.4.10, da das Urbild des Komplements einer Menge stets das Komplement
ihres Urbilds ist.

Beweis. Sei f: X — Y unsere Abbildung. Ist f stetig und U @ Y offen und
p € f7YU) ein Punkt, so ist U eine Umgebung von f(p) und damit gibt
es eine Umgebung Ball U’ von p mit f(U’") C U alias U’ C f~1(U). Also ist
F7HU) offen. Ist umgekehrt das Urbild jeder offenen Menge offen, so ist nach
6.4.9 insbesondere auch fiir alle p das Urbild jedes Balls B(f(p);¢) um f(p)
offen. Mit p gehort also auch ein ganzer Ball B(p; ) um p zu diesem Urbild,
als da heif}t, fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 mit f B(p;d) C B(f(p);e). O

Beispiel 6.4.13. Wir geben einen neuen Beweis fiir die Erhaltung von Un-
gleichungen im Grenzwert 2.1.30, der zwar nur fiir reelle Folgen mit reellen
Grenzwerten funktioniert, der aber dafiir viele Méglichkeiten fiir Verallgemei-
nerungen aufzeigt. Zunichst ist die Menge H = {(z,y) € R?* | z < y} abge-
schlossen in R? nach 6.4.12 als Urbild der abgeschlossenen Menge [0, 00) @ R
unter der stetigen Abbildung (x,y) — y—=. Ist also (x,, y,) eine konvergente
Folge in H, so liegt mithin auch ihr Grenzwert in H, und das bedeutet gerade
die Erhaltung von Ungleichungen im Grenzwert.

Korollar 6.4.14. Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdu-
men und X = Ay U...UA, eine Uberdeckung von X durch endlich viele
abgeschlossene Teilmengen. Sind alle Restriktionen f; = f|a, stetig, so ist
auch f selbst stetig.

Beweis. Nach 6.4.12 mufl nur gezeigt werden, dafl fiir jede abgeschlossene
Teilmenge B @ Y von Y ihr Urbild f~1(B) abgeschlossen ist in X. Da aber
gilt f~Y(B) = f{YB)U...U f(B)und f;*(B) @ A; nach Annahme folgt
das Korollar mit 6.4.2 und 6.4.8. O
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Ubung 6.4.15. Nimmt man zu einer Teilmenge M eines metrischen Raums X
alle ihre Beriihrungspunkte hinzu, so erhélt man eine abgeschlossene Menge,
genauer: Die kleinste abgeschlossene Menge, die M umfafit. Diese Menge
heift auch der Abschlu3 von M in X und wird mit M bezeichnet.

Ubung 6.4.16. Sei X ein metrischer Raum und seien A, B C X disjunkte,
abgeschlossene Teilmengen. So gibt es eine stetige Funktion f : X — [0, 1]
mit f|4 = 0 und f|g = 1. Hinweis: Man betrachte d wie in Ubung 6.2.22
mache den Ansatz f(z) = g(da(z),dp(z)) fiir geeignetes g : R*\0 — [0, 1].

Ubung 6.4.17. Sei X ein metrischer Raum, z € X ein Punkt, » € R eine
reelle Zahl. So ist die Menge {z € X | d(z, z) < r} abgeschlossen.

Ubung 6.4.18. Ist X ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge, so
kann ihr_ Abschlufl A in der Notation von 6.2.22 beschrieben werden als die
Menge A = {z € X | d(z, A) = 0}.

Bemerkung 6.4.19. Gegeben eine Menge X konnen wir ja die Menge P(X)
aller Teilmengen von X bilden, die sogenannte Potenzmenge von X. Weil
es mich verwirrt, {iber Mengen von Mengen zu reden, nenne ich wie in 77?7
Teilmengen von P(X) Systeme von Teilmengen von X und spreche von
Teilsystemen, wenn ich Teilmengen solcher Mengensysteme meine.

Definition 6.4.20. Eine Topologie 7 auf einer Menge X ist ein System
von Teilmengen 7 C P(X), das stabil ist unter endlichen Schnitten und
beliebigen Vereinigungen. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7)) be-
stehend aus einer Menge mitsamt einer Topologie. Statt U € 7 schreiben wir
meist U @ X und nennen U eine offene Teilmenge von X. Eine Abbildung
zwischen topologischen Raumen heifit stetig genau dann, wenn das Urbild
jeder offenen Menge unter besagter Abbildung offen ist.

Beispiel 6.4.21. Fiir jeden metrischen Raum bildet das System seiner offenen
Teilmengen eine Topologie. Auf unserer erweiterten reellen Zahlengeraden R
erkliren wir eine Topologie durch die Vorschrift, daf eine Menge U C R offen
sein moge genau dann, wenn sie fiir jedes ihrer Elemente eine Umgebung im
Sinne von 2.1.7 ist. Fiir jeden Teilraum eines topologischen Raums erkléren
wir die induzierte Topologie oder Spurtopologie durch die Vorschrift,
dafl ihre offenen Mengen gerade die Schnitte der offenen Mengen des ur-
spriinglichen Raums mit unserem Teilraum sein moégen. Es gibt jedoch auch
Topologien, die unserer bis hierher entwickelten Anschauung eher ungewohnt
sein mogen: Auf jeder Menge kénnen wir etwa etwa die Klumpentopologie
betrachten, die nur aus der ganzen Menge und der leeren Menge besteht.

Bemerkung 6.4.22. ITm Licht von 6.4.11 verallgemeinert die in 6.4.20 gegebene
Definition der Stetigkeit unseren Stetigkeitsbegriff fiir Abbildungen zwischen
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metrischen Rdumen und mit &hnlichen Argumenten auch unseren Stetigkeits-
begriff fiir Abbildungen zwischen Teilmengen von R. Man erkennt auch leicht,
daf§ die Verkniipfung stetiger Abbildungen stetig ist. Um jedoch mit topolo-
gischen Rdumen wirklich arbeiten zu konnen, miiiten wir erkldren, wie wir
das Produkt zweier topologischer Rdume mit einer Topologie versehen, und
allerhand Eigenschaften wie etwa das Analogon der Komponentenregel prii-
fen. Das alles werde ich vorerst vermeiden, weil ich fiirchte, den Sinn dieser
Abstraktionen hier noch nicht ausreichend begriinden zu kénnen.

Definition 6.4.23. Sei X ein topologischer Raum und p € X ein Punkt.
Eine Teilmenge U C X heifit eine Umgebung von p genau dann, wenn es
eine offene Menge V' @ X gibt mit p e V C U.

Definition 6.4.24. Sei N — X, n — z,, eine Folge in einem topologischen
Raum X und x € X ein Punkt. Wir sagen, die Folge z, strebt gegen x
oder konvergiert gegen = und nennen z den Grenzwert der Folge und
schreiben

lim z,, =z

n—oo

genau dann, wenn jede Umgebung von x fast alle Glieder unserer Folge ent-
hélt. Gleichbedeutend kénnen wir natiirlich ebensogut auch fordern, daf jede
offene Menge um z fast alle Glieder unserer Folge enthilt.

Bemerkung 6.4.25. In dieser Allgemeinheit ist der Grenzwertbegriff nur noch
eingeschrénkt sinnvoll, da der Grenzwert einer Folge nicht mehr eindeutig
zu sein braucht. Fordern wir jedoch von unserem topologischen Raum die
sogenannte Hausdorff-Eigenschaft, daf je zwei verschiedene Punkte auch
disjunkte Umgebungen besitzen mogen, so ist der Grenzwert einer Folge ein-
deutig, wenn er existiert.

6.5 Kompakte metrische Riume

Definition 6.5.1. Ein metrischer Raum heifit kompakt genau dann, wenn
jede Folge in unserem Raum eine konvergente Teilfolge besitzt.

Bemerkung 6.5.2. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums nennen wir
kompakt oder auch ein Kompaktum genau dann, wenn sie kompakt ist als
metrischer Raum mit der induzierten Metrik, wenn also jede Folge in A eine
Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt aus A konvergiert.

Bemerkung 6.5.3. Eine Teilmenge eines kompakten metrischen Raums ist
kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen ist. Endliche Vereinigungen
kompakter Teilmengen eines metrischen Raums sind stets wieder kompakt.
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Bemerkung 6.5.4. Jeder kompakte metrische Raum ist beschrénkt. Ist in
der Tat ein Raum nicht beschrénkt, so finden wir darin eine Folge z,, mit
d(xg,x,) > n, und diese Folge kann nach 6.3.9 keine konvergente Teilfolge
haben.

Proposition 6.5.5. Jedes endliche Produkt von kompakten metrischen Rdu-
men ist kompakt.

Beweis. Sei X = X7 x ... x X,, mit kompakten X;. Sei eine Folge in X ge-
geben. Da X; kompakt ist, finden wir eine Teilfolge unserer Folge, die in der
ersten Koordinate konvergiert. Da auch X, kompakt ist, finden wir von die-
ser Teilfolge hinwiederum eine Teilfolge, die auch in der zweiten Koordinate
konvergiert. Indem wir so weitermachen, finden wir schlieSlich eine Teilfolge,
die in jeder Koordinate konvergiert. Diese Teilfolge konvergiert dann nach
6.3.3 auch in X. [

Lemma 6.5.6. Eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist stets
abgeschlossen.

Beweis. Sei X unser Raum und A C X unsere Teilmenge. Ist A nicht ab-
geschlossen, so gibt es eine Folge in A, die gegen einen Punkt aus X\A
konvergiert. Solch eine Folge kann aber unméglich eine Teilfolge haben, die
gegen einen Punkt aus A konvergiert. ]

Satz 6.5.7 (Heine-Borel). Eine Teilmenge des R™ ist kompakt genau dann,
wenn sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

Beweis. Nach 6.5.4 und 6.5.6 ist eine kompakte Teilmenge eines metrischen
Raums stets beschrinkt und abgeschlossen. In der anderen Richtung wissen
wir schon, daf} fiir jedes k > 0 das Intervall [—k, k] kompakt ist. Falls ei-
ne Teilmenge A C R™ beschrénkt ist, finden wir ein k£ mit A C [k, k]".
Nach 6.5.5 ist nun [—k, k]™ kompakt, und als abgeschlossene Teilmenge eines
kompakten Raums ist nach 6.5.3 dann auch A selbst kompakt. ]

Beispiel 6.5.8. Die Menge [0, 1] N Q ist abgeschlossen in @ und beschrankt,
ist aber nicht kompakt fiir die induzierte Metrik.

Proposition 6.5.9. Unter einer stetigen Abbildung metrischer Rdaume wer-
den Kompakta stets auf Kompakta abgebildet.

Beweis. Sei f : X — Y unsere stetige Abbildung und A C X ein Kompak-
tum. Ist y,, eine Folge in f(A), so finden wir eine Folge x,, in A mit f(x,) = y,.
Falls A kompakt ist, besitzt die Folge z,, eine Teilfolge z,, , die gegen einen
Punkt z € A konvergiert. Dann ist y,, nach 6.3.10 eine Teilfolge der Folge
Yn, die gegen einen Punkt von f(A) konvergiert, namlich gegen f(z). ]
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Korollar 6.5.10. Jede stetige reellwertige Funktion auf einem nichtleeren
kompakten metrischen Raum ist beschrdnkt und nimmt das Supremum und
das Infimum der Menge ihrer Funktionswerte an.

Bemerkung 6.5.11. Ist also in Formeln X unser kompakter Raum und f :
X — R stetig, so gibt es p,q € X mit f(p) < f(x) < f(q) Vo € X.

Beweis. Nach 6.5.9 ist f(X) C R kompakt, also beschrankt und abgeschlos-
sen. Aus X # () folgt weiter f(X) # (). Damit besitzt f(X) ein Supremum
und ein Infimum in R. Da aber f(X) kompakt, also abgeschlossen ist, folgt
sup f(X) € f(X) und inf f(X) € f(X). Es gibt in anderen Worten p,q € X

mit sup f(X) = f(p) und inf f(X) = f(q). 0

Definition 6.5.12. Eine stetige Abbildung von metrischen Rdumen heifit
gleichmiflig stetig genau dann, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 gibt
derart, dafl gilt

d(z,y) <6 = d(f(z), f(y)) <e

Satz 6.5.13. Jede stetige Abbildung von einem kompakten metrischen Raum
in einen weiteren metrischen Raum ist gleichmdffig stetig.

Bewets. Mutatis mutandis zeigt das der Beweis von Satz 3.4.8. [

Ubung 6.5.14. Ist in einem metrischen Raum eine abzéhlbare Familie kom-
pakter Teilmengen (K, )nen gegeben mit leerem Schnitt (), K = 0, so gibt
es schon ein N mit KoN...N Ky = 0. Das wird verallgemeinert auf den Fall
beliebiger Familien in 6.8.7.

Ubung 6.5.15. Sei (X, d) ein metrischer Raum, K C X kompakt und A C X
abgeschlossen mit AN K = (). So gibt es § > 0 mit d(z,y) > 0 fiir alle z € A,
y € K.

6.6 Affine Riume

Bemerkung 6.6.1. Dieser Abschnitt ist Abschnitt 7?7 aus der linearen Algebra.
Ich habe ihn nur hier eingefiigt, um Unklarheiten zu vermeiden, was die in
weiteren verwendeten Notationen und Begriffsbildungen angeht.

Definition 6.6.2. Ein affiner Raum oder kurz Raum iiber einem Ké&rper
k ist ein Tripel
E=(E,E, a)

bestehend aus einer Menge FE, einer abelschen Gruppe E C Ens*FE von Per-
mutationen von F, von der man fordert, daf fiir alle e € E das Anwenden
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auf e eine Bijektion ESE liefert, sowie einer Abbildung a : k x E—E , die
die abelsche Gruppe E 7u einem k-Vektorraum macht. Die Elemente von E
heiflen die Translationen oder Richtungsvektoren unseres affinen Raums
und den Vektorraum E selbst nennen wir den Richtungsraum unseres af-
finen Raums. Die Operation von k auf E mag man die Reskalierung von
Translationen nennen. Unter der Dimension unseres affinen Raums ver-
stehen wir die Dimension seines Richtungsraums. Das Resultat der Operation
von @ € E auf e € F notieren wir @ + e.

Bemerkung 6.6.3. Hier entsteht leider ein Konflikt mit der Notation aus 77,
nach der mit Pfeilen versehene Mannigfaltigkeiten orientierte Mannigfaltig-
keiten andeuten sollen. Was jeweils gemeint ist, mufl der Leser aus dem Kon-
text erschlieflen.

Bemerkung 6.6.4. Ist E ein affiner Raum, so liefert nach Annahme fiir jedes
e € E die Operation eine Bijektion ESE, @— @+ eund es gilt 0+e=e
sowie @ + (0 +e) = (@ +7) + e fiir alle @, € E und e € E. Flapsig
gesprochen ist also ein affiner Raum ein “Vektorraum, bei dem man den
Ursprung vergessen hat”. Gegeben e, e’ € FE definieren wir e — €’ als den
Richtungsvektor @ € E mit e = @ + ¢'.

Beispiel 6.6.5. Jeder Vektorraum ist in offensichtlicher Weise auch ein affiner
Raum. Es scheint mir besonders sinnfillig, den uns umgebenden Raum ma-
thematisch als dreidimensionalen reellen affinen Raum zu modellieren: Hier-
bei denkt man sich E als die Gruppe aller “Parallelverschiebungen”. Ahn-
lich mag man die Zeit modellieren als einen eindimensionalen reellen affinen
Raum. Die leere Menge kann in meinen Konventionen nie ein affiner Raum
sein, da darauf keine Gruppe transitiv operieren kann. Es gibt hier jedoch
auch andere Konventionen.

Bemerkung 6.6.6. Meist findet man die begriffliche Variante eines affinen
Raums iiber einem vorgegebenen Vektorraum: Darunter versteht man
dann eine Menge E mit einer freien transitiven Operation des vorgegebenen
Vektorraums. Ich ziehe die oben gegebene Variante vor, da sie jeden Bezug
auf einen vorgegebenen Vektorraum vermeidet und meines Erachtens den
Anschauungsraum besser modelliert.

Definition 6.6.7. Eine Abbildung ¢ : F — E’ zwischen affinen Rdumen
heiit eine affine Abbildung genau dann, wenn es eine lineare Abbildung
zwischen den zugehorigen Richtungraumen ¢ : E'— E’ gibt mit

p(i+e)= @) +¢ple) VieE, ec E

Diese lineare Abbildung ¢ ist dann durch ¢ eindeutig bestimmt und heifit
der lineare Anteil unserer affinen Abbildung.
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Ubung 6.6.8. Die Verkniipfung affiner Abbildungen ist affin und der linea-
re Anteil einer Verkniipfung affiner Abbildungen ist die Verkniipfung ihrer
linearen Anteile.

6.7 Normierte Riaume

Bemerkung 6.7.1. Unter einem reellen Vektorraum verstehen wir einen
Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zahlen. Wollen wir einen reellen
Vektorraum mit einer Metrik versehen, so reicht es, wenn wir jedem seiner
Vektoren in geeigneter Weise eine “Lénge” zuordnen. Einen solchen abstrak-
ten Langenbegriff fiir Vektoren eines Vektorraums nennt man eine “Norm”.

Definition 6.7.2. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine
Abbildlung || || : V — Rsq, v — ||v]| derart, daB gilt:

Lol = AL flof] Vo e VA€ R;
2. |v]| =0 v=0;
3. v+ wl <ol + [[w]] Vv,weV.

Unter einem normierten Vektorraum versteht man ein Paar (V.|| ||) be-
stehend aus einem Vektorraum V' und einer Norm || || auf V.

Bemerkung 6.7.3. Fiir die Leser, die schon mit komplexen Zahlen und ihrem
Absolutbetrag vertraut sind, sei noch erwahnt, dafl man von einer Norm auf
einem komplexen Vektorraum stérker fordert, daf§ die erste Bedingung sogar
fiir alle A € C gelten soll.

Bemerkung 6.7.4. Jeder normierte Vektorraum wird ein metrischer Raum
vermittels der durch die Norm induzierten Metrik

d(v, w) = [[v — w]|

Zum Beispiel gehort unser Betragsabstand auf dem R™ zur Maximumsnorm.
Wir diirfen damit in normierten Vektorrdumen {iber Stetigkeit und Konver-
genz von Folgen reden. Allgemeiner verstehen wir unter einem normierten
affinen Raum einen reellen (oder komplexen) affinen Raum im Sinne von
6.6.2, dessen Richtungsraum mit einer Norm versehen ist. Auch jeder nor-
mierte affine Raum trégt eine natiirliche Metrik, die durch dieselbe Formel
beschrieben wird. Reden wir ohne nahere Spezifikation von einem normier-
ten Raum, so meinen wir einen normierten affinen Raum, aber der Leser,
der mit dem Begriff eines affinen Raums noch nicht vertraut ist, mag sich
auch einen normierten Vektorraum denken.
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Ubung 6.7.5. Fiir je zwei Vektoren v, w eines normierten Vektorraums gilt
[o 4+ w|| = [[lvll = [Jwl]]-
Beispiel 6.7.6. Mit v — ||v|| ist auch v — aljv|| eine Norm, fiir jedes a > 0.

Auf dem Nullraum gibt es nur eine Norm, die eben den Nullvektor auf Null
wirft.

Beispiel 6.7.7. Auf dem R" fiir n > 0 definiert man die euklidische Norm
von v = (vy,...,v,) durch [[v]| = |lvlls = /{v,v) = Vvi+...+02. Wie
man formal zeigt, dafl das tatséchlich eine Norm ist, diskutieren wir in 10.3.

Beispiel 6.7.8. Auf dem R" definiert man die Maximumsnorm von v =
(v1,...,v,) fiir n > 0 durch |[v] = [|v||ec = max(|v1],...,|v,|). Auf dem
Raum V = Ens”(D,R) aller beschréinkten reellwertigen Funktionen auf einer
Menge D haben wir die Supremumsnorm, gegeben fiir D # () durch

[flloe = sup{|f (=) | x € D}

und im Fall D = () als die einzig mogliche Norm auf dem Nullraum. Fiir eine
endliche Menge D mit n Punkten erhalten wir unsere Maximumsnorm auf
dem R" als Spezialfall der Supremumsnorm. Noch allgemeiner definieren wir
fiir jeden normierten Vektorraum (W,| |) auf dem Raum V = Ens®(D, W)
aller beschréankten Abbildungen von D nach W die Supremumsnorm durch
| flloo = sup{|f(z)| | x € D} im Fall D # () und im Fall D = ) als die einzig
mogliche Norm auf dem Nullraum. Die zu unserer Supremumsnorm gehorige
Metrik ist in allen diesen Féllen die Metrik der gleichméfiigen Konvergenz.

Beispiel 6.7.9. Sind Vi,...,V, normierte Vektorrdume, so erklaren wir die
Produktnorm auf ihrem Produkt V; x ... x V,, fiir n > 0 durch die Vor-
schrift ||(vy,...,v,)|| = sup||v;]|. Offensichtlich induziert die Produktnorm

die Produktmetrik.

Ubung 6.7.10. Gegeben ein normierter Vektorraum (V, || ||) sind die folgenden
Abbildungen stetig: Die Norm || || : V' — R, die Addition V' x V' — V, und
die Multiplikation mit Skalaren R x V' — V. Ist unsere Norm die euklidische
Norm zu einem Skalarprodukt V' x V' — R, so ist auch dies Skalarprodukt
stetig. Leser, die bereits mit komplexen Zahlen vertraut sind, zeigen Analoges
auch fiir komplexe Vektorraume.

Ubung 6.7.11 (Einparameteruntergruppen normierter Vektorrdume).
Die stetigen Gruppenhomomorphismen von der additive Gruppe der reellen

Zahlen in einen normierten Vektorraum sind genau die linearen Abbildungen.

Hinweis: 3.3.25.

Ubung 6.7.12. In einem normierten reellen Vektorraum ist jede nichtleere
offene Teilmenge bereits ein Erzeugendensystem.
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Satz 6.7.13 (Stetigkeit linearer Abbildungen). Eine lineare Abbildung
[V — W zwischen normierten Vektorraumen ist stetig genau dann, wenn
es eine Konstante C' > 0 gibt derart, daf$ gilt

IF (I < Cllol] Yo eV

Bemerkung 6.7.14. Sie werden in 6.7.22 zeigen, daf} lineare Abbildungen von
einem endlichdimensionalen normierten Vektorraum in einen beliebigen wei-
teren normierten Vektorraum immer stetig sind.

Beweis. Ist f stetig, so gibt es 6 > 0 mit ||[v —0|| < = ||f(v) — fO)|| < 1.
Setzen wir C' = 1/4, so folgt || f(v)]| < C||v|| zunéchst fiir alle Vektoren v der
Norm ||v|| = § und dann durch Multiplikation mit Skalaren fiir alle v € V.
Gibt es umgekehrt ein C' > 0 mit || f(v)|| < Cljv|| Vv €V, so finden wir fiir
alle e > 0 ein 0 =¢/C > 0 so daf gilt

Jo—wll < 8= [1£(0) = f@)]| = | f(v —w)]| < C6 = m

Ubung 6.7.15. Die Menge aller stetigen reellwertigen Abbildungen auf einem
Raum X notiere ich C(X,R). Das C steht hier fiir englisch “continous” und
franzosisch “continu”. Man zeige: Versehen wir die Menge C([a,b],R) aller
stetigen reellwertigen Funktionen auf einem kompakten reellen Intervall [a, b]

mit der Supremumsnorm, so wird das Integral f +— fab f(t)dt eine stetige

Abbildung C([a,b],R) — R.

Ubung 6.7.16. Bezeichnet C'([a,b], R) C C([a,b], R) den Teilraum der einmal
stetig differenzierbaren Funktionen, so ist das Ableiten f — f’ keine stetige
Abbildung C!([a,b], R) — C([a, b],R).

Ubung 6.7.17. Seien U, V, W normierte Vektorrdume. Eine bilineare Abbil-
dung F': U x V — W ist stetig genau dann, wenn es eine Konstante C' > 0
gibt mit || F'(u,v)|| < C|lu||||v]|. Man formuliere und beweise die analoge Aus-
sage auch fiir multilineare Abbildungen.

Ubung 6.7.18. Gegeben eine Menge D und ein normierter Vektorraum V
erklire man auf dem Raum Ens”(D, V) der beschréinkten Abbildungen D —
V' eine Norm derart, dafl die zugehorige Metrik die Metrik der gleichméfigen
Konvergenz aus 6.3.5 wird.

Definition 6.7.19. Zwei Normen || ||, | | auf einem reellen Vektorraum V'
heiflen dquivalent genau dann, wenn es positive Konstanten ¢, C' > 0 gibt
derart, dafl gilt

|lv]| < Clv| und |v| < c||v|| Vv eV



6. STETIGKEIT IN MEHREREN VERANDERLICHEN 193

Mlustration zur Aquivalenz von Normen am Beispiel der Betragsnorm und
der euklidischen Norm auf dem R?.
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Satz 6.7.20. Auf einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum sind je
zwet Normen dquivalent.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf§ V'
der R™ ist mit n > 1 und dafl eine unserer Normen die Maximumsnorm |v|
ist. Sei || || eine zweite Norm. Bezeichnet ey, ..., e, die Standardbasis des R"
und ist v =vie;+...+ v, e,, so haben wir

ol = Jlvier+...+vye, ||
< ol - len [+ 4 fon] - e
< |v|-C
mit C' = ||e1|| + ...+ ||en||- Insbesondere folgern wir, daf§ || || : R* — R

stetig ist fiir die durch die Maximumsnorm | | gegebene Metrik auf R" aus
d(z,y) = |z —y| < ¢/C folgt namlich |||z|| — ||y|l| < ||z — y|| < e. Nun ist
aber die Oberfliche des Hyperkubus

K={veR"||v|=1}

| |-kompakt nach 6.5.7 und nicht leer falls gilt » > 1. Nach 6.5.10 nimmt
folglich die Funktion || || auf K ein Minimum a an, und da K nicht den
Nullvektor enthélt, ist dies Minimum notwendig positiv, a > 0. Wir folgern
zunéchst einmal alv| < [jv] fir alle v € K, dann gilt aber natiirlich auch
aldv| < ||| fiir alle A € R und v € K, also alw| < ||w|]] Yw € R". Mit
c=1/a gilt also |w| < ¢||lw|]| Yw € R™ O

Bemerkung 6.7.21. Wir nennen eine Teilmenge eines endlichdimensionalen
reellen Raums offen bzw. abgeschlossen genau dann, wenn sie offen ist
fiir die von irgendeiner Norm auf seinem Richtungsraum induzierte Metrik.
Nach unserem Satz ist sie dann notwendig offen fiir jede von einer Norm
induzierte Metrik. Die so erklarten offenen Teilmengen bilden die sogenannte
natiirliche Topologie auf unserem endlichdimensionalen reellen Raum.

Ubung 6.7.22. Jede lineare Abbildung von einem endlichdimensionalen Vek-
torraum in einen normierten Vektorraum W ist stetig. Sind allgemeiner end-
lichdimensionale Vektorrdume Vi,...,V,, gegeben, so ist jede multilineare
Abbildung V; x ... x V,, — W stetig und zwar in Bezug auf jede Wahl
von Normen auf den Vj.

Definition 6.7.23. Ist f : V' — W eine stetige lineare Abbildung normierter
Vektorraume, so heifit die kleinstmogliche Konstante C' > 0 wie in 6.7.13 auch
die Operatornorm || f|| von f, in Formeln

LAl = sup{[lf ()| [ floll < 1}
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Ubung 6.7.24. Sind f : V. — W und g : W — X stetige Abbildungen

zwischen normierten Vektorrdaumen, so gilt ||g o f]| < ||gl//lf|l-

Bemerkung 6.7.25. Die stetigen linearen Abbildungen zwischen normierten
Vektorrdaumen V., W nennt man auch beschrénkte Operatoren und no-
tiert die Menge aller solchen Abbildungen B(V,W). Ich werde jedoch diese
Notation benutzen, die Terminologie jedoch vermeiden und nach Méglichkeit
von stetigen Operatoren reden, da diese ja im Sinne von 6.3.4 keineswegs
beschrinkte Abbildungen zu sein brauchen.

Ubung 6.7.26. Der Raum B(V, W) aller stetigen linearen Abbildungen zwi-
schen normierten Vektorrdumen V,W ist ein Untervektorraum im Raum
Hom(V, W) aller linearen Abbildungen von V' nach W, und die in 6.7.23
eingefithrte Abbildung f + || f|| ist eine Norm auf B(V, W).

6.8 Uberdeckungen kompakter metrischer Riume

Definition 6.8.1. Sei X eine Menge. Unter einer Uberdeckung von X
versteht man ein System U C P(X) von Teilmengen von X derart, da8
X ihre Vereinigung ist, in Formeln ausgedriickt X = [J,, U. Unter einer
Teiliiberdeckung einer Uberdeckung U versteht man ein Teilsystem V C U,
das auch selbst schon eine Uberdeckung ist.

Definition 6.8.2. Unter einer offenen Uberdeckung ecines metrischen
Raums versteht man eine Uberdeckung, die aus offenen Teilmengen besteht.

Satz 6.8.3 (Kompaktheit und offene Mengen). Ein metrischer Raum
ist kompakt genau dann, wenn jede offene Uberdeckung unseres Raums eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Bemerkung 6.8.4. Ich hoffe, daf§ Sie im weiteren Verlauf dieser Vorlesung
noch sehen werden, wie wichtig diese Charakterisierung der Kompaktheit ist.
Aus didaktischen Griinden will ich auch noch eine durch unnétiges Beiwerk
verunreinigte Version dieses Satzes formulieren. Unter einer Uberdeckung
einer Teilmenge Y einer Menge X durch Teilmengen von X versteht man
ein Mengensystem ¢ C P(X) mit ¥V C (J, o, U. Eine Teilmenge Y eines
metrischen Raums X ist in dieser Terminologie kompakt genau dann, wenn
jede Uberdeckung von Y durch offene Teilmengen von X eine endliche Teil-
iiberdeckung besitzt. Um diese Formulierung aus dem eben gegebenen Satz
abzuleiten, muff man nur bemerken, da gilt U @ X = (UNY) @Y.

Bemerkung 6.8.5. Im Kontext topologischer Rdume wird dieser Satz die De-
finition der Kompaktheit: Ein topologischer Raum heifit kompakt genau
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dann, wenn jede offene Uberdeckung unseres Raums eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. In der franzosischen Literatur bezeichnet man diese Eigen-
schaft eines topologischen Raums meist abweichend als quasikompakt und
fordert von einem kompakten Raum zusétzlich die Hausdorff-Eigenschaft.

Beweis. Sei X ein metrischer Raum. Ist X nicht kompakt, so finden wir in
X eine Folge x,, ohne konvergente Teilfolge. Dann besitzt jeder Punkt von
X eine offene Umgebung, die nur endlich viele Folgenglieder trifft, und alle
diese offenen Umgebungen bilden eine offene Uberdeckung von X ohne end-
liche Teiliiberdeckung. Das zeigt die eine Richtung. Den Beweis der anderen
Richtung beginnen wir mit einem Lemma, das auch fiir sich genommen oft
hilfreich ist.

Lemma 6.8.6 (["J'berdeckungssatz von Lebesgue). Ist X ein kompakter
metrischer Raum und U eine offene Uberdeckung von X, so gibt es ein e > 0
derart, daf fir alle x € X der e-Ball B(x;€) um x ganz in einer der offenen
Mengen U € U enthalten ist.

Beweis. Wir definieren eine Funktion r : X — R durch die Vorschrift
r(z) =sup{n € [0,1] | Es gibt U € Y mit B(z;n) C U}

Diese Funktion ist stetig, genauer haben wir r(y) > r(z) — d(z,y) nach der
Dreiecksungleichung und damit |r(y) — r(x)| < d(z,y) fiir alle z,y € X. Der
Fall X = () ist eh unproblematisch, wir diirfen also X nichtleer annehmen.
Da wir X auch kompakt angenommen hatten, nimmt r nach 6.5.10 sein
Minimum an. Folglich gibt es ¢ > 0 mit r(x) > ¢ fiir alle x € X, und dies ¢
hat dann die gewiinschte Eigenschaft. ]

Um die andere Implikation im Satz zu zeigen sei nun X kompakt und U
eine offene Uberdeckung von X. Es gilt zu zeigen, daB sie eine endliche Teil-
iiberdeckung besitzt. Wihlen wir zu unserer Uberdeckung U ein ¢ wie im
Uberdeckungssatz 6.8.6, so reicht es auch zu zeigen, daB es eine endliche
Teilmenge £ C X gibt mit

X = U B(z;¢)

zel

denn der e-Ball B(z;¢) um ein beliebiges # € X liegt nach Wahl von € schon
in einem der U € Y. Giibe es aber fiir ein ¢ > 0 keine endliche Uberdeckung
von X durch e-Bille, so konnten wir induktiv eine Folge (x,,)nen konstruieren
mit 2, € Uye,on, B(xy;e) fiir alle n, also d(zn,z,) > € fiir n # m, und
diese Folge konnte keine konvergente Teilfolge haben, im Widerspruch zur
Annahme. [
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Ubung 6.8.7. Ist in einem metrischen oder topologischen Raum X ein System
kompakter Teilmengen K C P(X) gegeben mit leerem Schnitt (o I = 0,
so gibt es bereits eine endliches Teilsystem £ C K mit (oo K = 0.

Ubung 6.8.8 (Satz von Dini). Eine monoton wachsende Folge stetiger reell-
wertiger Funktionen auf einem kompakten Raum, die punktweise gegen eine
stetige Funktion konvergiert, konvergiert sogar gleichméfig.

6.9 Integrale mit Parametern

Satz 6.9.1 (iiber Integrale mit Parametern). Gegeben ein metrischer
Raum X und eine stetige Funktion f: X X [a,b] — R ist auch die Funktion

X —-R, z— f;f(a:,t) dt stetig.

Bemerkung 6.9.2. Wir zeigen diesen Satz in grofler Allgemeinheit als Anwen-
dung unserer neuen Charakterisierung der Kompaktheit und als Illustration
fiir die Kraft der allgemeinen Theorie metrischer Rdume. Ist X offen oder
abgeschlossen in einem R", so kann man auch elementarer mit der gleichmé-
Bigen Stetigkeit argumentieren. In dieser Form findet man den Beweis in den
meisten Biichern.

Beweis. Versehen wir den Raum C([a, b], R) aller stetigen reellwertigen Funk-
tionen auf [a, b] mit der Supremumsnorm, so ist nach dem gleich folgenden
Satz 6.9.4 die von f induzierte Abbildung f : X — C([a,b],R), z +— f(x, )
stetig. Nach Ubung 6.7.15 ist weiter das Integrieren [ : C([a,b],R) — R ste-
tig. Damit ist unsere Abbildung [ o f: X — R stetig als eine Verkniipfung
stetiger Abbildungen. m

Bemerkung 6.9.3. Den Raum aller stetigen Abbildungen von einem metri-
schen Raum X in einen metrischen Raum Y, versehen mit der Metrik der
gleichméfigen Konvergenz, notiere ich C(X,Y).

Satz 6.9.4. Seien X,Y und K metrische Raume. Ist K kompakt, so ist eine
Abbildung f : X x K —Y stetig genau dann, wenn die induzierte Abbildung
f: X = C(K,Y) stetig ist fir die Metrik der gleichmdffigen Konvergenz auf
C(K,Y).

Beweis. DaB aus der Stetigkeit von f die Stetigkeit von f folgt, sicht man
ohne weitere Schwierigkeiten. Wir zeigen nun die andere Richtung und miis-
sen die Stetigkeit von f an jeder Stelle p € X nachweisen. Sei diese Stelle p
ab jetzt fest gewdhlt und sei € > 0 gegeben. Aufgrund der Stetigkeit von f
gibt es fiir jedes s € K ein d; > 0 mit

fB((p,s);65) C B(f(p,s);¢)
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Nun gilt fiir unsere Metrik auf X x K ja B((p,s);d) = B(p;d) x B(s;9) und
nach 6.8.3 gibt es eine endliche Teilmenge £/ C K mit K C |J .5 B(s;ds).
Fiir n = minge g d; behaupten wir dann

x € B(p;n) = d(f(z,t), f(p,t) <2 Vte K

In der Tat finden wir fiir jedes ¢ € K ein s € E mit ¢ € B(s;d,) und fiir dies
s liegen (p,t) und (z,t) beide in B((p, s); ds). Damit ist die Stetigkeit von f
bei p gezeigt. ]
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K

[lustration zum Beweis von Satz 6.9.4. Die Quadrate sind so gewahlt, dafl
unsere Abbildung f auf jedem Quadrat héchstens um den Abstand € von
ihrem Wert im Zentrum des jeweiligen Quadrats abweicht.
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7 Vektorwertige Funktionen einer Verander-
lichen

7.1 Bogenlinge in metrischen Raumen

Definition 7.1.1. Gegeben ein Intervall I C R, ein metrischer Raum (X, d)
und eine Abbildung v : I — X definieren wir die Linge L(y) € R von v
als das Supremum {iber “die Léangen aller einbeschriebenen Polygonziige”, in
Formeln

to,...,tnel,tog...gtn}

L(v) = sup {Z d(y(t:),y(ti-1))

Bemerkung 7.1.2. Diese Definition liefert uns sogar einen Léngenbegriff fiir
eine Abbildung von einer beliebigen angeordneten Menge in einen metrischen
Raum. Eine stetige Abbildung von einem halboffenen kompakten reellen In-
tervall in einen metrischen oder auch allgemeiner topologischen Raum nen-
nen wir einen Weg in unserem Raum. Wir interessieren uns besonders fiir die
Linge von Wegen im R* und verstehen in diesem Zusammenhang die Linge
stets in Bezug auf die euklidische Metrik.

Bemerkung 7.1.3. Offensichtlich ist unsere Lénge “invariant unter Repara-
metrisierung”, genauer haben wir fiir jede monotone Surjektion ¢ : J — [
notwendig L(vy o ¢)) = L(v). Unsere Definition der Kreiszahl 7 aus 2.4.1
kénnen wir schreiben als m = L(v) fiir v : [-1,1] — R?, z +— (z,v1 — 22).

Ubung 7.1.4. Gegeben s € R bezeichne (s-) : R* — R” die Multiplikation
mit s. Sei v : [ — R"” eine Abbildung von einem Intervall nach R". Man zeige
L((s') oy) = |s|L(y) fiir s # 0. Ebenso zeige man L(A o) = L(v) fiir jede
orthogonale, d.h. abstandserhaltende Abbildung A : R — R™.

Ubung 7.1.5. Sei 7y : [a,b] — R™ eine Abbildung. So gilt L(v) > ||v(a)—~(b)]|
und Gleichheit haben wir genau dann, wenn 7 aus dem Weg ¢ : [0, 1] — R",
t — ty(a) + (1 — t)y(b) “entsteht durch monotone Umparametrisierung”,
genauer: Wenn es ¢ : [a,b] — [0,1] monoton gibt mit 0,1 € ([a,b]) und
T=¢oy.

Bemerkung 7.1.6. Um Bogenldngen zu berechnen benutzt man meist die Dar-
stellung als Integral 7.4.2. Sie verwendet den Begriff der Geschwindigkeit 7.3.1
und dieser basiert auf dem Begriff des Grenzwerts fiir Abbildungen metrischer
Raume 7.2.4, mit dem wir uns nun beschéftigen werden.
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7.2 Grenzwerte fiir Abbildungen metrischer Rdume

Definition 7.2.1. Sei D C X eine Teilmenge eines metrischen oder allge-
meiner topologischen Raums. Ein Punkt p € X heifit ein Haufungspunkt
von D in X genau dann, wenn jede Umgebung von p mit D mindestens
einen von p verschiedenen Punkt gemeinsam hat.

Bemerkung 7.2.2. Fin Haufungspunkt von D in X muf also nicht zu D geho-
ren. Mit einem Haufungspunkt eines metrischen Raums X meinen wir einen
Haufungspunkt der Teilmenge X C X. Diejenigen Punkte eines metrischen
Raums, die keine Hiufungspunkte sind, heiflen seine isolierten Punkte.

Ubung 7.2.3. Genau dann ist p Haufungspunkt des metrischen Raums X,
wenn es eine Folge x,, in X \ p gibt mit lim,, . z, = p.

Definition 7.2.4. Seien X und Y metrische Rdume, p € X ein Haufungs-
punkt von X, f: X — Y eine Abbildung und y € Y ein Punkt. Wir sagen,
f(z) strebt gegen den Grenzwert y fiir x — p und schreiben

lim f(z) =y

T—p
genau dann, wenn es fiir jede Umgebung U von y eine Umgebung U’ von p
gibt mit f(U"\ p) C U.

Bemerkung 7.2.5. Da wir p als Haufungspunkt angenommen hatten, ist mit
derselben Argumentation wie in 2.1.19 unser Grenzwert eindeutig, wenn er
existiert. Des weiteren folgt sofort aus den Definitionen, daf gilt lim,_.,, f(x) =
y genau dann, wenn die Fortsetzung von f zu einer Abbildung X — Y durch
die Vorschrift f(p) = y stetig ist bei p. Wie in 3.3.17 folgert man daraus, dafl
das Anwenden stetiger Abbildungen mit Grenzwertbildung vertauscht.

Bemerkung 7.2.6. Ganz genauso wie in 7.2.4 erklart man auch Grenzwerte
fiir Abbildungen zwischen topologischen Rdumen, wobei man allerdings um
die Eindeutigkeit des Grenzwerts zu sichern zusétzlich fordern muf}, daf§ der
Wertebereich Hausdorff ist. Alle drei Grenzwertbegriffe, die wir bisher ken-
nengelernt haben, als da wéren (1) fiir Folgen in den erweiterten reellen Zah-
len oder allgemeiner fiir Abbildungen zwischen Teilmengen der erweiterten
reellen Zahlen, (2) fiir Folgen in metrischen Réumen und (3) fiir Abbildun-
gen zwischen metrischen Réumen erweisen sich dann als Spezialfille dieses
Grenzwertbegriffs.

Ubung 7.2.7. In der Situation der Definition 7.2.4 ist lim, ., f(z) = y gleich-
bedeutend zu lim,_,, d(f(x),y) = 0. Wir hétten uns also im Prinzip auf die
Diskussion von Grenzwerten reellwertiger Abbildungen beschrénken kénnen.
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Ubung 7.2.8 (Quetschlemma). Sei X ein metrischer oder auch ein topolo-
gischer Raum und p € X ein Haufungspunkt einer Teilmenge D C X und
seien f,g,h : D — R Funktionen mit f(z) < g(z) < h(x) Yz € D\ p. So
folgt aus lim,_., f(x) = b = lim,_,,, h(z) schon lim,_,, g(z) = b.

7.3 Ableiten von vektorwertigen Funktionen

Definition 7.3.1. Sei v : I — X eine Abbildung von einer halboffenen
Teilmenge I C R in einen normierten Raum X und sei p € I ein Punkt von 1.
Wir nennen v differenzierbar bei p und bezeichnen einen Richtungsvektor
als die Ableitung von « an der Stelle p und notieren ihn +'(p) € X genau
dann, wenn gilt

() = lim Q) =) _ 7+ 1) —3(p)
q—p q—7p t—0 t

im Sinne von 7.2.4. Stellen wir uns I als ein Zeitintervall vor, so nennen
wir diese Ableitung auch die Geschwindigkeit von v zum Zeitpunkt p und
bezeichnen sie auch mit

7(p)
Ist v differenzierbar an allen Stellen p € I, so nennen wir v differenzierbar
oder genauer differenzierbar auf I.

Bemerkung 7.3.2. Wir legen hier die Begrifflichkeit affiner R&ume im Sinne
von 6.6.2 zugrunde. Der Leser mag sich stattdessen auch Vektorrdume vor-
stellen, aber die gewéhlte Allgemeinheit modelliert meines Erachtens besser
unsere Anschauung bewegter Teilchen etwa im uns umgebenden Raum oder
auf der Tafelebene.

Ubung 7.3.3. Auch fiir Abbildungen halboffener Teilmengen von R in nor-
mierte Rdume folgt aus der Differenzierbarkeit bereits die Stetigkeit.

Lemma 7.3.4. Sei v : I — X eine Abbildung von einer halboffenen Teil-
menge I C R in einen normierten Raum X und sei L : X — Y eine stetige
lineare Abbildung in einen weiteren normierten Raum Y. Ist v differenzierbar
an einer Stelle p € I, so ist auch L o~y differenzierbar bei p und es gilt

(Lov)(p) =L(¥(p))

Bemerkung 7.3.5. Dies Lemma zeigt insbesondere, dal unsere Ableitung sich
nicht d&ndert, wenn wir zu einer anderen aber dquivalenten Norm auf X iiber-
gehen.
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Der Geschwindigkeitsvektor ist stets tangential an die Bahnkurve, seine
Lange hingt jedoch von der Geschwindigkeit der Bewegung ab, die in einem
Bild schwer darzustellen ist.
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Beweis. Dem Leser iiberlassen. Spéter wird sich das Lemma eh als Spezialfall
der Kettenregel in mehreren Verénderlichen 77 erweisen. [

Bemerkung 7.3.6. Im Spezialfall X = R sind unsere Definitionen identisch
zu unseren bisherigen Definitionen fiir reellwertige Funktionen. Was im Fall
X = R™ passiert, zeigt das folgende Lemma.

Lemma 7.3.7 (Komponentenregel). Sei X = X; x...x X,,, ein Produkt
normierter Raume, I C R eine halboffene Teilmenge, v = (71, ., Ym) : L —
X eine Abbildung und p € I ein Punkt. Genau dann ist v differenzierbar bei
p, wenn alle v; differenzierbar sind bei p, und dann gilt

Y () = (1), 7m(P))
Beweis. Dem Leser iiberlassen. O

Definition 7.3.8. Eine Teilmenge eines reellen Raums heifit konvex ge-
nau dann, wenn sie mit je zwei Punkten auch das ganze die beiden Punkte
verbindende Geradensegment enthélt.

Ubung 7.3.9. Genau dann ist eine Teilmenge C' eines reellen Vektorraums
konvex, wenn fiir beliebige reelle s,t > 0 gilt sC +tC = (s +1)C.

Ubung 7.3.10. In einem normierten Raum ist jeder Ball konvex.

Satz 7.3.11 (Mittelwertsatz in mehreren Verédnderlichen). Seien X
ein normierter Raum, a < b reelle Zahlen und 7 : [a,b] — X eine diffe-
renzierbare Abbildung. Ist C' C X eine offene oder abgeschlossene konveze
Teilmenge und gilt ~'(t) € C fir alle t € |a,b], so folgt

7(0) —~(a) € (b —a)C

Bemerkung 7.3.12. Man folgert leicht eine Variante, die auch a > b erlaubt:
Ist I C R ein halboffenes Intervall, v : I — X eine differenzierbare Abbildung
und gilt 7/(¢) € C fur alle t € I, so folgt v(b) —y(a) € (b—a)C Va,be I.

Beispiel 7.3.13. Ist C' eine Kreisscheibe in der Anschauungsebene mit Radius
20km um den Parkplatz eines Geldndewagens, so konnen wir den Inhalt des
Satzes interpretieren wie folgt: Fahren wir mit dem Geldndewagen um 14:00
bei besagtem Parkplatz los und kurven durch die Gegend und der Tacho
zeigt nie mehr als 20km/h an, so sind wir um 17:00 hochstens 60km von
unserem urspriinglichen Parkplatz entfernt. Besteht C' dahingegen aus einem
einzigen Punkt, der sagen wir die Geschwindigkeit von 20km /h in einer festen
Richtung bedeutet, so besagt unser Satz: Fahren wir konstant mit 20km/h
in diese Richtung, so haben wir um 17:00 genau 60km in besagte Richtung
zuriickgelegt.
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Eine nicht konvexe Teilmenge der Ebene
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Bemerkung 7.3.14. Der Satz folgt im Fall X = R leicht aus unserem bisheri-
gen Mittelwertsatz 4.3.5 und er spielt auch allgemeinen eine dhnliche Rolle,
indem er es erlaubt, “den von einem Teilchen in einem Zeitintervall [a, b]
gewonnenen Abstand von seinem Ausgangspunkt aus der Kenntnis seiner
lokalen Geschwindigkeiten abzuschétzen”. Jedoch kann man fiir héherdimen-
sionales X im allgemeinen keinen Zeitpunkt mehr finden, zu dem das Teilchen
“mittlere Geschwindigkeit” hétte, d.h. es gibt fiir hoherdimensionales X im
allgemeinen keinen Zeitpunkt & € [a, b] mit y(b) —v(a) = (b—a)7'(€). Ich bin
deshalb von der allgemein iiblichen Bezeichnung als “Mittelwertsatz” nicht
vollsténdig befriedigt. Der Fall, da} C' ein offener Ball oder auch ein abge-
schlossener Ball um den Ursprung ist, wird manchmal als Schrankensatz
zitiert.

Erster Beweis. Ist C' abgeschlossen, so schreiben wir C' als den Schnitt der
offenen konvexen Mengen C' + B(0,7). Wir diirfen also ohne Beschriankung
der Allgemeinheit C' offen annehmen. Wir betrachten nun

s = sup{q € [a,0] | 7(z) = 7(a) € (x —a)C Yz €a,q]}

und miissen zeigen s = b. Fiir alle p € [a, ] finden wir ja eine offene Umge-
bung U, G [a,b] mit

M € C fiir alle ¢ € Up\p

q—p
Insbesondere folgern wir s > @ und miissen nun noch die Annahme s < b zum
Widerspruch fithren. Aber wire s < b, so finden wir ¢ > 0 mit [s—¢,s+¢| C
U, und die Aussage des Satzes gilte fiir die Einschrankung von v auf die
Intervalle [a,s — €], [s — ¢, s] und [s, s 4 ¢]. Daraus folgte jedoch die Aussage
des Satzes fiir das Intervall [a, s + €] im Widerspruch zur Wahl von s. ]

Zweiter Beweis. Wir beginnen wie beim ersten Beweis und finden Umge-
bungen U, wie dort, die wir sogar als Schnitte mit [a, b] von offenen Billen
B(p, ¢,) annehmen diirfen. Da [a, b] kompakt ist, wird es nach 6.8.3 iiberdeckt
durch endlich viele solcher Umgebungen U,. Seien nun a = py < p1 < p2 <
... < p, = b die Elemente einer kleinstmoglichen Menge von Punkten, die a
und b enthélt und fiir die die zugehorigen Umgebungen [a, b] tiberdecken. Es
ist dann leicht zu sehen, dafi wir Zwischenpunkte ¢; € (p;—1, p;) finden kon-
nen derart, dal auf jedem Teilintervall der so entstehenden Unterteilung von
la,b] in 2r Teilintervalle die Folgerung unseres Mittelwertsatzes gilt. Mithin
gilt sie auch fiir das ganze Intervall [a, b]. O



7. VEKTORWERTIGE FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN209

Ubung 7.3.15. Sei I C R eine Teilmenge und seien A : I — M(n x m, R) und
B : I — M(m x k,R) zwei differenzierbare matrixwertige Funktionen. So ist
auch das Produkt AB : t — A(t)B(t) differenzierbar und die Geschwindigkeit
(AB)" der Produktfunktion AB : I — M(n x k,R) wird gegeben durch die
Formel

(AB) = A'B + AB'

Ubung 7.3.16. Man formuliere und zeige die Summenregel fiir vektorwertige
Funktionen.

7.4 Die Bogenlinge als Integral

Definition 7.4.1. Gegeben ein stetig differenzierbarer Weg in einem nor-
mierten Raum erkldren wir seine absolute Geschwindigkeit zu einem ge-
gebenen Zeitpunkt als die Norm des Geschwindigkeitsvektors.

Satz 7.4.2 (Bogenlinge als Integral). Die Linge eines stetig differenzier-
baren Weges v : |a,b] — X in einem normierten Raum X stimmt tiberein
mit dem Integral tiber seine absolute Geschwindigkeit, in Formeln

b
Liy) = / @l dt

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Da 4 nach 6.5.13 gleichméBig stetig ist auf [a, b],
finden wir ein 6 > 0 mit ||¥(x) — Y(y)|| < e falls |z — y| < . Gegeben eine
Unterteilung a = ag < a1 < ... < a, = b einer Feinheit < ¢ folgern wir aus
dem Mittelwertsatz 7.3.11 dann

v(ai) —y(ai-1) € (a;i — ai—1)(¥(a;) + B(0,¢))

und insbesondere ||7y(a;) — y(a;—1)|| € (a; — a;—1)||F(a)|| + (a; — a;—1)[—¢, €]
Durch Aufsummieren folgt

Z [v(ai) —y(ai-)|| — Z [¥(ai)ll(a; — ai1)| < (b—a)e

fir jede Unterteilung der Feinheit < 4. Das zeigt schon L(7y) < oo. Nach
3.5.11 konnen wir weiter § sogar so klein wihlen, dal in unserer Differenz
die rechte Summe zusétzlich einen Abstand < e hat vom Integral [ |||
fiir jede Unterteilung der Feinheit < 0. Da aber die Lénge approximierender
Polygonziige beim Hinzufiigen von Zwischenpunkten nur grofler werden kann,
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finden wir eine Unterteilung von dieser Feinheit, fiir die die linke Summe von
L(7) einen Abstand < ¢ hat. Zusammen folgt

260 [l < - a2

Da das fiir alle & > 0 gilt, folgt L(v) = [ ||§]| wie gewiinscht. O

Bemerkung 7.4.3. Ein Weg in einem metrischen Raum heifit rektifizierbar
genau dann, wenn er endliche Léange hat. Ein stetig differenzierbarer Weg in
einem normierten Raum ist also stets rektifizierbar.

Ubung 7.4.4. Eine Abbildung von einem halboffenen reellen Intervall in ei-
nem metrischen Raum heiffit nach der Bogenlinge parametrisierend
genau dann, wenn ihre Restriktion auf jedes halboffene kompakte Teilinter-
vall dieselbe Lénge hat wie das Teilintervall selber. Man zeige, dafl eine stetig
differenzierbarere Abbildung in einen normierten Raum genau dann nach der
Bogenlénge parametrisierend ist, wenn die zugehorige absolute Geschwindig-
keit konstant Eins ist.

Ubung 7.4.5. Man zeige, daB sich jede stetig differenzierbare Abbildung von
einem halboffenen reellen Intervall nach R™ mit nirgends verschwindender
Geschwindigkeit “nach der Bogenldnge parametrisieren” 1a3t, dafl es genauer
fiir solch eine Abbildung v : I — X stets eine stetig differenzierbare Bijektion
W J = I gibt derart, dal 7y o ¢ nach der Bogenlinge parametrisierend ist.
(Das gilt auch fiir Wege in beliebigen normierten Vektorrdumen, nur steht
uns in dieser Allgemeinheit die Kettenregel noch nicht zur Verfiigung.)

Ubung 7.4.6. Gegeben ein stetig differenzierbarer Weg « : [a,b] — X in einem
normierten Raum X und eine stetige Funktion f : v([a, b]) — R definiert man
das Kurvenintegral von f lings v als die reelle Zahl

/f:/f@@HW@Ha

Man zeige, dafl das Kurvenintegral unabhéngig ist von der Parametrisierung
und daf} es mit denselben Notationen wie oben geschrieben werden kann als
der Grenzwert der Riemannsummen

SIf) = Z f(v(ai)) llv(ai) = v(aiz)ll

Als Kiir definiere man allgemeiner das Kurvenintegral ldngs eines beliebigen
rektifizierbaren Weges v : [a,b] — X in einem metrischen Raum X.
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Bemerkung 7.4.7 (Anschauung zum Kurvenintegral). Die Linge eines
stetig differenzierbaren Weges ist in dieser Terminologie das Kurvenintegral
der konstanten Funktion 1 lings unseres Weges. Der Schwerpunkt eines durch
eine Abbildung 7 : [a, ] — R? beschriebenen homogenen gebogenen Drahtes
hat als Koordinaten die Integrale der Koordinatenfunktionen z,y, z langs
dividiert durch die Lénge unseres Weges. Stellen wir uns allgemeiner eine Erd-
warmeanlage vor, bei der kaltes Wasser in einem Rohr durch heifles Gestein
gepumpt wird um am Ende immer noch vergleichsweise kalt aber doch etwas
wéarmer herauszukommen, und beschreibt v unser Rohr und f die Warme der
Erde an den jeweiligen Stellen, so wiirde unser Kurvenintegral nach Einfii-
gen der entsprechenden physikalischen Konstanten die Temperaturdifferenz
zwischen eintretendem und austretendem Wasser beschreiben.

Bemerkung 7.4.8. Das hier definierte Kurvenintegral wird oft auch als Weg-
integral bezeichnet. Ich will den Begriff des Wegintegrals jedoch fiir eine
andere Konstruktion reservieren, die in 77 besprochen werden wird.

Ubung 7.4.9. Gegeben eine stetig differenzierbare Funktion f : la,b] — R
wird die Linge ihres Graphen, d.h. die Linge des Weges v : [a,b] — R?

t — (t, f(t)) gegeben durch das Integral L(vy) = fab V1+ f(t)?de.
Bemerkung 7.4.10 (Gestalt einer hingenden Kette). Wir gehen hier da-
von aus, dafl die Gestalt einer hdngenden Kette durch den Graphen einer
stetig differenzierbaren Funktion f : R — R beschrieben wird, und wollen im
Folgenden zeigen, dafl diese Funktion im Wesentlichen der Cosinus hyperbo-
licus sein muf. Auf das Kettensegment iiber einem kompakten Intervall [a, b]
wirken die Zugkraft in der Kette von beiden Seiten sowie die Schwerkraft. Be-
zeichnet L® die Linge des besagten Kettensegments und v, = (1, f'(x)) den
Tangentenvektor an unsere Kurve bei (z, f(x)) mit 1 als erster Komponente,
so bedeutet das Kréftegleichgewicht die vektorielle Gleichung

0= —cqvq + vy — D(0, LY)

fiir geeignete positive Zahlen c,, ¢; und eine positive Konstante D, die von den
physikalischen Konstanten unseres Problems abhéngen. Durch Betrachtung
der ersten Komponenten liefert unsere vektorielle Gleichung fiir das Kréfte-
gleichgewicht erst einmal ¢, = ¢, = ¢ und durch Betrachtung der zweiten
Komponenten dann

cf'(a) — cf'(b) = =DL" = —D/ V1+ fl(z)?da

Folglich erfiillt unsere Funktion eine Differentialgleichung der Gestalt

b
fa) — F'(b) = —k / VIT F@Rde
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[llustration zur héngenden Kette
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fir positives k = D/e¢, mithin gilt f”(x) = k\/1 + f'(x)? woraus wir folgern

/b f//( )dl’ _ b .
a k14 f/(x)?

und mit der Substitution f'(x) =y, f"(x)dx = dy weiter

/f’(b) dy

————=b—a
f@ kyv/1+y?
Dies Integral 16sen wir durch die Substitution y = sinh ¢, dy = cosh ¢ d¢ und
erhalten als Stammfunktion fiir den Integranden % arsinh y. Damit ergibt sich
+arsinh f'(b) = b+m fiir eine weitere Konstante m und so f’(b) = sinh (42)

2
und damit schliefSlich

£(b) = k cosh (HTm) +h

fiir geeignete Konstanten k, m und h. Hier beschreibt k, wie “steil” die Kette
héngt, m ist das Negative der x-Koordinate der Stelle kleinster Hohe und h
beschreibt, wie hoch unsere Kette héngt.

7.5 Definition von Sinus und Cosinus

Satz 7.5.1. Es gibt genau eine stetig differenzierbare Abbildung v : R — R?
mit (Ol = 50 = 1 fiir alle t € R, 74(0) > 0 und 7(0) = (1,0).

Bemerkung 7.5.2. Diese Bedingungen bedeuten anschaulich, dal v = (1, v2)
die Bewegung eines punktférmigen Teilchens in der Ebene R? beschreibt, das
auf dem Einheitskreis {(z,y) € R? | 22 + y? = 1} mit konstanter absoluter
Geschwindigkeit 1 im Gegenuhrzeigersinn umléduft und sich zum Zeitpunkt
t = 0 an der Stelle (1,0) befindet.

Definition 7.5.3. Wir nennen die beiden Komponenten der Abbildung v aus
dem vorhergehenden Satz 7.5.1 den Cosinus und den Sinus und notieren
sie

cos,sin : R — R

In Formeln sind die Funktionen Sinus und Cosinus also definiert durch die
Gleichung v(t) = (cost,sint) mit vy der eindeutig bestimmten Abbildung aus
7.5.1.
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Sinus und Cosinus
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Bemerkung 7.5.4. Auf Taschenrechnern mufli man, um die hier definierten
Funktionen sin und cos zu erhalten, meist noch spezifizieren, daf§ die Eingabe
im Bogenmaf, auf englisch “Radians” oder abgekiirzt “rad”, zu verstehen
sein soll. Auf lateinisch bedeutet Sinus iibrigends “Bodenwelle” und “Busen”,
wortverwandt ist franzosisch “sein”.

Bemerkung 7.5.5. Im Vorgriff auf 10.3 erklédre ich bereits hier fiir v,w € R”
ihr Skalarprodukt (v,w) € R durch (v,w) = vywy + ... + vyw, fir v =
(v1,...,v,) und w = (wy,...,w,). Die anschauliche Bedeutung wird in 10.3
erliutert. Offensichtlich gilt ||v]|? = (v, v) und jedenfalls im R? gilt (v, w) = 0
genau dann, wenn v und w anschaulich aufeinander senkrecht stehen oder
einer der beiden Vektoren Null ist.

Beweis von 7.5.1. Wir zeigen hier nur, daf eine stetig differenzierbare Ab-
bildung v : R — R? die Bedingungen des Satzes erfiillt genau dann, wenn
gilt
7(0) = (1,0), 7 = =72 und 75 = .

Damit folgt unser Satz 7.5.1 dann aus dem allgemeinen Satz 7.5.9, den
wir im Anschlufl beweisen. Zunéchst ist fiir eine differenzierbare Abbildung
7 : R — R" die Lénge ||y(t)|| des Ortsvektors konstant genau dann, wenn
ihr Quadrat (y(t),7(¢)) konstant ist genau dann, wenn dessen Ableitung
2(y(t),4(t)) verschwindet genau dann, wenn zu jedem Zeitpunkt ¢ der Ge-
schwindigkeitsvektor 4(t) senkrecht steht auf dem Ortsvektor v(¢). Die einzi-
gen auf (a,b) € R? senkrechten Vektoren derselben Linge wie (a, b) sind nun
aber (—b,a) und (b, —a). Fiir eine differenzierbare Abbildung v : R — R?
sind also ||y(¢)|| und ||§(¢)|| konstant von derselben Lénge genau dann, wenn
zu jedem Zeitpunkt ¢ gilt 4(¢) = £(—2(t),71(t)), wobei das Vorzeichen im
Prinzip noch von t abhdngen kann. Fordern wir allerdings die Stetigkeit der
Ableitung, so mufl dieses Vorzeichen konstant sein, und unter der zusétzli-
chen Bedingung v(0) = (1,0) ist unser Vorzeichen ein + genau dann, wenn
gilt v5(0) > 0. O

Bemerkung 7.5.6. Man kann die Bedingungen v} = —7, und ~4 = ; zusam-
menfassen zur Matrix-Gleichung

(5)=(V )3

Wir zeigen nun ganz allgemein, wie man Systeme von Differentialgleichun-
gen dieser Art 16st. Genauer bestimmen wir fiir eine gegebene quadratische
Matrix A € M(n x n,R) alle differenzierbaren Abbildungen v : R — R" mit

v (t) = Ay(t) VteR
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Bei dieser Schreibweise fassen wir implizit die Elemente des R™ als Spal-
tenvektoren auf, also v = (7V1,...,7) ", wo der obere Index T unsere Zei-
lenmatrix in eine Spaltenmatrix transponiert. Man nennt so eine Gleichung
auch ein homogenes System von linearen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten. Die Spezifikation “mit konstanten Koeffizien-
ten” grenzt unsere Gleichung ab von dem noch allgemeineren Fall, bei dem
auch die Matrix A noch von t abhéngt. Die Spezifikation “homogen” grenzt
es ab vom allgemeineren Fall einer Gleichung der Gestalt v/(t) = Av(t)+ f(t)
fiir eine zusétzlich gegebene vektorwertige Funktion f, den wir in 9.4.1 disku-
tieren. Anschaulich gesprochen geben wir uns auf dem R" das sehr spezielle
Vektorfeld x — Ax vor und interessieren uns fiir die Bahnen solcher Teilchen,
die bei z € R" jeweils die Geschwindigkeit Az haben.

Bemerkung 7.5.7. Im Fall n = 1 hat A genau einen Eintrag a € R, und wir
hatten schon in 4.3.8 gesehen, dafl alle Losungen der Differentialgleichung
v = ay die Form ~(t) = cexp(at) haben. Im Allgemeinen definieren wir die
Exponentialfunktion auf Matrizen durch die Vorschrift

exp: M(nxn,R) — M(nxn,R)
A = DiouA =TT A A+

Hier bedeutet A° = I nach unserer Konvention 1.3.1.12 die Einheitsmatrix
und unsere unendliche Reihe ist zu verstehen als der Grenzwert der Folge ihrer
Partialsummen. Es ist nur noch zu zeigen, dafl diese Grenzwerte existieren.
Bezeichnen wir dazu fiir eine quadratische Matrix A € M(n x n,R) mit
|A| das Maximum der Absolutbetrige ihrer Eintréige, so gilt offensichtlich
|AB| < n|Al||B|, also |A*| < (n|A|)%, und dann zeigt die Konvergenz der
Exponentialreihe zu (n|A|) schon die absolute Konvergenz aller Reihen von
Matrixeintrédgen in der Exponentialreihe zu A.

Bemerkung 7.5.8. Die Stetigkeit von exp : M(n xn, R) — M(n xn, R) diirfen
Sie in groferer Allgemeinheit als Ubung 7.6.22 selbst beweisen.

Satz 7.5.9 (Lineare Differentialgleichungen). Ist A € M(n x n,R) eine
quadratische Matriz und ¢ € R™ ein Spaltenvektor, so gibt es genau eine
differenzierbare Abbildung vy : R — R™ mit Anfangswert v(0) = ¢ derart, dajs
gilt ~'(t) = Avy(t) fir alle t € R, und diese Abbildung wird gegeben durch die
Vorschrift

V(t) = exp(tA)c

Bemerkung 7.5.10. Es ist durchaus moglich, mithilfe dieses Satzes auch ganz
konkrete Differentialgleichungen ganz konkret zu losen. Wir gehen darauf in
Abschnitt 9 néher ein.
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Beweis. Wir behaupten zunéchst, dafi die Abbildung g : R — M(n x n, R),
t — exp(tA) differenzierbar ist mit der Ableitung ¢'(f) = Aexp(tA). In
der Tat wissen wir nach 5.1.12, dal man Potenzreihen gliedweise differen-
zieren darf, und unsere Formel ergibt sich, wenn wir diese Erkenntnis an-
wenden auf alle Eintrdge unserer Matrix. Nach Lemma 7.3.4 ist nun auch
die Abbildung v : R — R", t — exp(tA)c differenzierbar mit Ableitung
7' (t) = Aexp(tA)c = Av(t), und die Bedingung v(0) = c ist offensichtlich.
Unsere Funktion ist damit eine Losung der Differentialgleichung mit dem
vorgegebenen Anfangswert. Ist umgekehrt v(¢) eine beliebige Losung unserer
Differentialgleichung 7' = A, so berechnen wir die Ableitung der Funktion
t — h(t) = exp(—tA)y(t) mithilfe der matrixwertigen Produktregel 7.3.15
und erhalten

h'(t) = —Aexp(—tA)y(t) + exp(—tA)y'(t) = 0

Die Funktion h(t) = exp(—tA)~y(t) ist also konstant mit Wert ~(0) und mit
dem anschliefenden Lemma 7.5.11 folgt v(t) = exp(tA)~(0). O

Lemma 7.5.11. Die Exponentialabbildung wirft die Null auf die Identitat,
und sind A, B zwei kommutierende quadratische Matrizen, in Formeln AB =
BA, so gilt

exp(A + B) = (exp A)(exp B)

Bemerkung 7.5.12. Insbesondere folgt exp(—A) = (exp A)~!, die Exponen-
tialabbildung ist mithin eine Abbildung von der Menge aller quadratischen
Matrizen in die Menge aller invertierbaren quadratischen Matrizen

exp : M(n x n,R) — GL(n,R)

Fiir den Beweis des Lemmas geben wir zunéchst nur eine Skizze, die dann
im anschliefenden Abschnitt ausgemalt wird.

Beweisskizze. Genau wie bei der Diskussion des Produkts absolut konvergen-
ter Reihen in 2.6.10 zeigt man

AlBJ
(i,j)ENXN
Dann fafit man mithilfe von 7.6.15 die Terme mit ¢ + j = k zusammen

und landet wegen AB = BA wie beim Beweis der Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion bei der Reihe fiir exp(A + B). Um das alles formal zu
rechtfertigen, kann man mit den einzelnen Matrixeintrigen argumentieren
und sich so auf unsere Resultate iiber Reihen reeller Zahlen zuriickziehen.
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Ich will aber stattdessen diese Schwierigkeit als Motivation nutzen und gleich
im néchsten Abschnitt 7.6 eine allgemeine Begrifflichkeit entwickeln, in der
dieser Beweis einfach und natiirlich wird und die auch dariiber hinaus von
Nutzen ist. [

Ubung 7.5.13. Ist A € M(n x n,R) eine quadratische Matrix, so bildet die
Menge aller differenzierbaren Abbildungen v : R — R™ mit /(t) = Av(t) fiir
alle t € R einen Untervektorraum L im Vektorraum Ens(R,RR") aller Abbil-
dungen von R — R", den Losungsraum unserer Differentialgleichung, und
das Auswerten bei t = 0 definiert einen Vektorraumisomorphismus L = R",
v — 7(0), den Anfangswertisomorphismus. Man zeige dariiber hinaus,
daf auch das Auswerten an jeder anderen Stelle einen Isomorphismus L — R®
liefert.

Ubung 7.5.14. Gegeben eine Diagonalmatrix A = diag(as, ..., a,) haben wir
exp(A) = diag(e™,...,e). Analoges gilt allgemeiner auch fiir blockdiago-
nale Matrizen.

7.6 Vollstindigkeit und Exponential von Matrizen

Definition 7.6.1. Eine Folge (x,),en in einem metrischen Raum heifit eine
Cauchy-Folge genau dann, wenn es fiir jedes € > 0 ein N gibt derart, dafl
gilt

n,m>N = d(z,, x,) <e
Ein metrischer Raum X heifit vollstidndig genau dann, wenn jede Cauchy-
Folge in X konvergiert.

Beispiel 7.6.2. Zum Beispiel ist R vollstandig nach 2.2.11. Weiter ist offen-
sichtlich jede abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen Raums vollstén-
dig. Dariiber hinaus ist auch jedes endliche Produkt vollstéandiger metrischer
Raume vollstindig. Insbesondere ist der R™ vollstédndig fiir den Betragsab-
stand im Sinne von 6.2.3. Dahingegen ist X = Q mit dem Betragsabstand
kein vollstdndiger metrischer Raum.

Ubung 7.6.3. Jeder kompakte metrische Raum ist vollsténdig. Jede vollstén-
dige Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen.

Ubung 7.6.4. Gegeben b > 0 kann jede gleichmiflig stetige Abbildung des
Intervalls [0,b) in einen vollsténdigen metrischen Raum stetig auf [0, b] fort-
gesetzt werden.

Definition 7.6.5. Unter einem Banach-Raum oder genauer einem reellen
Banach-Raum versteht man einen vollstdndigen normierten reellen Vek-
torraum. Sobald wir die komplexen Zahlen kennengelernt haben, werden wir
auch und sogar iiberwiegend mit komplexen Banachrdumen arbeiten.
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Lemma 7.6.6. Jeder endlichdimensionale normierte Vektorraum ist voll-
stindig, in anderen Worten also ein Banachraum.

Beweis. Wir wihlen irgendeinen Vektorraumisomorphismus mit dem R”. Die
so induzierte Norm auf dem R" ist dquivalent zur Maximumsnorm und lie-
fert also dieselben Cauchyfolgen und dieselben Grenzwerte von Folgen. Die
Maximumsnorm auf dem R™ hinwiederum fiithrt zum Betragsabstand, und
fiir diese Metrik wissen wir seit 7.6.3, dafl sie den R™ zu einem vollstéandigen
metrischen Raum macht. [

Ubung 7.6.7. Seien V, W normierte Vektorrdume. Ist W vollstiandig, so ist
auch der Raum B(V, W) der stetigen linearen Abbildungen von V' nach W
aus 6.7.26 vollstandig.

Definition 7.6.8. Gegeben ein normierter Vektorraum V und eine Familie
(v;)ier von Vektoren aus V' sagt man, die Familie der v; sei summierbar mit
Summe s € V und schreibt

Z V; = S

iel
als Abkiirzung fiir die Aussage, dafl es fiir jede Umgebung U von s eine
endliche Teilmenge Iy C I gibt derart, dafl fiir jede endliche Obermenge J

von Iy in [ gilt
ZUZ‘ el

icJ

Bemerkung 7.6.9. Man sieht leicht, daf§ die Summe einer summierbaren Fa-
milie stets eindeutig bestimmt ist. Dieselbe Definition trifft man allgemeiner
fiir Hausdorft’sche topologische Vektorrdume oder noch allgemeiner fiir abel-
sche Hausdorft’sche topologische Gruppen.

Ubung 7.6.10. Eine abzihlbare Familie ist summierbar genau dann, wenn
fiir jede Abzdhlung die Folge der Partialsummen konvergiert und fiir je zwei
Abzahlungen die entsprechenden Grenzwerte iibereinstimmen.

Ubung 7.6.11. Gegeben ein normierter Vektorraum V und eine summierba-
re Familie (v;);e; von Vektoren von V und eine stetige lineare Abbildung
L von V in einen weiteren normierten Vektorraum ist auch die Bildfamilie
summierbar und es gilt

Z Lv;) =L (Z vi)

Dasselbe gilt im Ubrigen fiir abelsche Hausdorff’sche topologische Gruppen.
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Definition 7.6.12. Eine Familie (v;);c; von Vektoren in einem normierten
Vektorraum heifit absolut summierbar genau dann, wenn die Familie ihrer
Normen (||v;||)ier summierbar ist.

Lemma 7.6.13. In einem Banachraum ist jede absolut summierbare Familie
summierbar und die Norm der Summe kann nach oben abgeschdtzt werden
durch die Summe der Normen.

Beweis. Nach 2.5.24 sind bei einer absolut summierbaren Familie hochstens
abzahlbar viele Vektoren von Null verschieden, so dafl wir uns auf Familien
beschrianken diirfen, die durch N indiziert sind. Sei also (v )ren unsere Fami-
lie. Die Partialsummen s,, = > _;'_, v, bilden eine Cauchy-Folge, da fiir m > n
ja gilt

m m oo
Isn = smll = || D wel| < D0 ol < Y okl
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1

und das wird fiir hinreichend grofles n beliebig klein. Mithin konvergiert die
Folge der Partialsummen gegen einen Grenzwert s. Den Nachweis, dafl dieser
Grenzwert auch die Summe im Sinne der Definition 7.6.8 sein muf, iiberlasse
ich dem Leser. [

Bemerkung 7.6.14. In 2.5.24 hatten wir gesehen, daf} jede summierbare Fa-
milie reeller Zahlen absolut summierbar ist. Dasselbe gilt fiir summierbare
Familien in endlichdimensionalen normierten Rdumen. In beliebigen normier-
ten Raumen gilt es jedoch nicht mehr, ein typisches Gegenbeispiel ist etwa
10.4.4 oder allgemeiner ?7.

Ubung 7.6.15. Gegeben eine absolut summierbare Familie (v;);c; in einem
Banachraum zeige man, daB fiir eine beliebige Zerlegung I =[], I(k) von
I in eine Vereinigung von paarweise disjunkten Teilmengen I (k) gilt

2= 2w

icl keK \icI(k)

Definition 7.6.16. Ist V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
A 1V — V eine lineare Abbildung, so definieren wir eine weitere lineare
Abbildung exp(A) : V. — V als die Summe

exp(A) = ) | %

keN
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Bemerkung 7.6.17. Wahlen wir eine Norm auf V' und versehen den Raum
End V' aller Endomorphismen von V' mit der Operatornorm, so gilt offen-
sichtlich ||A*|| < || A]|* und unsere Familie ist summierbar nach 7.6.13, da sie
namlich absolut summierbar ist beziiglich dieser und dann beziiglich jeder
Norm. Fiir eine Operatornorm wie eben erhélt man zusétzlich die Abschét-
zung || exp Al < exp [|A]].

Bemerkung 7.6.18. Ist allgemeiner V' ein Banachraum und A : V' — V eine
stetige lineare Abbildung, so kann man in derselben Weise eine stetige lineare
Abbildung exp(A) : V' — V erkldren. Der Grenzwert ist in diesem Fall im Ba-
nachraum B(V) aller stetigen linearen Abbildungen von V' in sich selbst aus
7.6.7 zu bilden. Die im Folgenden bewiesenen Aussagen verallgemeinern sich
ohne Schwierigkeiten auf diesen Fall. Er ist fiir die Quantenmechanik funda-
mental, denn die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems
mit Hamiltonoperator H wird beschrieben durch exp(itH).

Lemma 7.6.19. Die Exponentialabbildung wirft die Null auf die Identitat,
und sind A, B zwei kommutierende Endomorphismen eines endlichdimensio-
nalen reellen Vektorraums, gilt also in Formeln AB = BA, so folgt

exp(A+ B) = (exp A)(exp B)

Bemerkung 7.6.20. Insbesondere folgt exp(—A) = (exp A)~!, die Exponenti-
alabbildung ist mithin eine Abbildung von der Menge der Endomorphismen
in die Menge der Automorphismen

exp: EndV — AutV

Analoges gilt mit demselben Beweis auch allgemeiner fiir stetige Endomor-
phismen von Banachraumen.

Beweis. Genau wie bei der Diskussion des Produkts absolut konvergenter
Reihen in 2.6.10 zeigt man zunéchst

ABJ
(exp A)(exp B) = | Z il
(4,7)ENXN
Dann fafit man mithilfe von 7.6.15 die Terme mit ¢ + j = k zusammen
und landet wegen AB = BA wie beim Beweis der Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion bei der Reihe fiir exp(A + B). O

Bemerkung 7.6.21. Es gilt auch eine koordinatenfreie Variante von 7.5.9. Ist
genauer V' ein Banachraum und A : V' — V eine stetige lineare Abbildung
und ¢ € V ein Vektor, so gibt es genau eine differenzierbare Abbildung ~ :
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R — V mit v(0) = ¢ und ~/(t) = Avy(t) Vt € R, und diese Abbildung wird
gegeben durch die Formel

V() = exp(tA)c

Der Beweis verlduft vollig analog zum Beweis von 7.5.9. Problematisch ist
nur, dal die Produktregel erst in 7?7 in der benétigten Allgemeinheit zur
Verfiigung gestellt wird.

Ubung 7.6.22. Fiir jeden Banachraum V ist exp : B(V) — B(V) stetig.
Hinweis: 6.3.8.

Ubung 7.6.23. Sind A, B stetige Endomorphismen von Banachriumen V, W
und ist P : W — V stetig linear mit AP = PB, so gilt (exp A)P = P(exp B).
Ist insbesondere P invertierbar, so gilt exp(PAP™!) = P(exp A)P~L.

Ubung 7.6.24. Gegeben eine Menge D und ein vollsténdiger metrischer Raum
Y ist auch der Raum Ens®(D,Y") aller beschréinkten Abbildungen von D nach
Y vollstdndig fiir die Metrik der gleichméfigen Konvergenz 6.3.5.

Ubung 7.6.25. Gegeben ein metrischer Raum D und ein vollstéindiger me-
trischer Raum Y ist auch der Raum CP(D,Y) aller stetigen beschrinkten
Abbildungen von D nach Y vollstindig fiir die Metrik der gleichméfligen
Konvergenz 6.3.5. Hinweis: Man verwende 6.3.8.

Ubung 7.6.26. Gegeben ein halboffenes kompaktes Intervall I ¢ R und ein
Banachraum Y ist auch der Raum C!(1,Y") aller einmal stetig differenzierba-
ren Abbildungen von I nach Y vollstiandig fiir die Norm |||y = ||v||+ ||| der
gleichméfligen Konvergenz der Funktionen und ihrer Ableitungen. Hinweis:
Man verallgemeinere 6.3.8.

Ubung 7.6.27. Es gibt eine stetige Surjektion vom Einheitsintervall
[0,1] auf das Einheitsquadrat [0,1]>. Um diese auf den ersten Blick ver-
bliiffende Tatsache einzusehen, unterteile man das Einheitsintervall in neun
gleiche Abschnitte und das Einheitsquadrat in vier gleiche Quadrate und
wiihle irgendeinen Weg [0, 1] — [0,1]?, der den 2i-ten Abschnitt in das i-te
Quadrat abbildet, fiir irgendeine Nummerierung der vier Quadrate. Dann
unterteile man die 2i-ten Abschnitte von eben jeweils in neun gleiche Unter-
abschnitte und die vier Quadrate von eben jeweils in vier gleiche Unterqua-
drate und &ndere den Weg von eben auf den 2i-ten Abschnitten von eben
so ab, daf} sie immer noch im i-ten Quadrat landen und zusétzlich die 2j-
ten Unterabschnitte des 2i-ten Abschnitts im j-ten Unterquadrat des i-ten
Quadrats landen, fiir irgendeine Nummerierung dieser Unterquadrate. Indem
man immer so weitermacht, erhélt man eine gleichméfig konvergente Folge
von Abbildungen. Der Grenzwert dieser Folge ist die gesuchte Surjektion.
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7.7 Eigenschaften von Sinus und Cosinus

Bemerkung 7.7.1. Aus der Definition und der nachfolgenden Diskussion wis-
sen wir bereits, dafl sin und cos differenzierbare Funktionen von R nach R
sind mit sin’ = cos, cos’ = —sin, sin(0) = 0 und cos(0) = 1. Wir wissen
weiter, daf gilt sin® 4 cos? = 1, wo wir (sint)? = sin?¢ und (cost)? = cos’t
abgekiirzt haben. Diese Abkiirzungen sind auch iiblich fiir alle anderen trigo-
nometrischen bzw. hyperbolischen trigonometrischen Funktionen, denn das
spart Klammern und die alternative méogliche Bedeutung sin?t = sin(sin )
etc. kommt nie vor.

Satz 7.7.2 (Reihenentwicklung von Sinus und Cosinus). Unsere Funk-
tionen cos und sin werden dargestellt durch die absolut konvergenten Reihen

0o 2k 2 4
cost = Zk:o(_l)kﬁ = 1-5+5—-...
. 00 2k+1 3 5
sint = Zk:o(_l)k—(;k+1)! = t-L+5—...
und fiir alle t € R gilt cos(—t) = cost sowie sin(—t) = —sint.

Beweis. Die Reihen ergeben sich aus der Darstellung

cost \ 0 —t 1
sint )]~ P\t o 0
und der zweite Punkt folgt aus den Reihendarstellungen. [

Lemma 7.7.3. Fiir allet € R gilt

ox 0 —t\ [ cost —sint
PUtr o ~\ sint cost

Beweis. Wir miissen nur noch die Gleichheit der zweiten Spalten zeigen, also

(o) = () ()

Das folgt aber mit 7.5.9 daraus, daf§ das Paar von Funktionen (—sint, cost)
auch unserem System von Differentialgleichungen 7.5.6 geniigt und dariiber
hinaus den richtigen Anfangswert hat. m

Proposition 7.7.4 (Additionsformeln). Fir alle a,b € R gilt

cos(a+b) = cosacosb — sinasinb
sin(a +b) = cosasinb + sinacosb
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Beweis. Das folgt mit 7.7.3 aus der Matrixgleichung

oty ) (2 ) (3 7)

die wir ihrerseits aus 7.6.19 folgern. O]

Satz 7.7.5 (Nullstellen von Sinus und Cosinus). 1. Die Nullstellen
des Sinus sind genau die ganzzahligen Vielfachen von m, in Formeln
{teR |sint =0} ={nw|neZ}

2. Die Nullstellen des Cosinus sind genau die halbzahligen Vielfachen von
7w, in Formeln {t € R | cost =0} = {§ +nw | n € Z}.

Beweis. Zunichst einmal zeigen wir durch Widerspruch, dal der Cosinus
iiberhaupt positive Nullstellen hat. Sicher gilt cos(0) = 1 > 0. Hétte der
Cosinus keine positive Nullstelle, so miifite cost positiv bleiben fiir alle ¢ > 0.
Dann miifite nach 4.3.6 also der Sinus streng monoton wachsen auf [0, 00)

und damit miite .

sint dt = cos0 — cos x
0

fiir + — oo iber alle Grenzen wachsen. Das ist aber unméglich, denn es
gilt cos? < cos? +sin? = 1. Folglich hat der Cosinus eine kleinste positive
Nullstelle

a =inf{t € R | cost = 0}

und wir zeigen als néchstes, daB gilt a = 7/2. Der Cosinus ist natiirlich
positiv auf (—a, a), folglich ist der Sinus streng monoton auf [—a, a] und aus
cos? +sin® = 1 und sin’(0) > 0 folgt sin(—a) = —1, sin(a) = 1. Der Sinus
definiert also eine Bijektion

sin : [—a,a] = [~1,1]

Da sich die Liange eines Weges nach 7.1.3 unter surjektiver monotoner Um-
parametrisierung nicht dndert, ist nun unser in 2.4.1 definiertes 7 auch die
Lénge des Weges
v [—a,a] — R?
t — (sint, cost)

und wir erhalten

a

W:L(’y):/ Vcos?t + sin? t dt:/ 1dt = 2a

—a

Damit ist in der Tat 7/2 die kleinste positive Nullstelle des Cosinus und wir
erhalten gleichzeitig sin(mw/2) = 1. Mit den Additionstheoremen folgern wir
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sin(z+%) = cosz, cos(x+ %) = — sinx, insbesondere ergibt sich sin(z +7) =
—sinz und cos(x + ) = —cosz und damit sin(nw) = 0 Vn € Z. Hitte
der Sinus noch eine weitere Nullstelle, so finden wir mithilfe der Formel
sin(x + m) = —sina auch eine Nullstelle des Sinus in (0, 7) und damit eine
Nullstelle des Cosinus in (—7/2,7/2). Da gilt cost = cos(—t) hétten wir
dann sogar eine Nullstelle des Cosinus in [0, 7/2), und das ist unmoglich. Also
haben der Sinus und dann auch der Cosinus genau die im Satz behaupteten
Nullstellen. O

Satz 7.7.6. Die Kreiszahl m ist nicht rational, in Formeln © & Q.

Bemerkung 7.7.7. Das wurde bereits 1766 von Johann Heinrich Lambert ge-
zeigt. Der Beweis der Transzendenz von 7 ist schwieriger. Der hier gegebene
Beweis der Irrationalitidt wirkt auf mich wie Zauberei. Ich folge der Darstel-
lung von Stewart | ]

Beweis. Man betrachte fiir reelles a # 0 und natiirliches n das Integral
1
I, =1,(a) = / (1 —2*)" cos(ax)dx
-1

Partielles Integrieren liefert a1, = 2n(2n—1)I,,_; —4n(n—1)I,_ fiir n > 2.
Vollsténdige Induktion zeigt dann

", = n!(P,(a)sina + Q,(a) cos a)

fir P,, @, € Z[X] Polynome vom Grad < 2n. Wire nun 7 = a/b mit a,b € Z
und setzen wir oben o = 7 ein, so ergébe sich, dafl

a2n+1

n! In(m)

fiir alle n € N eine ganze Zahl sein mufl im Widerspruch dazu, daf§ dieser
Ausdruck fiir alle n von Null verschieden ist und fiir n — oo gegen Null
strebt. O

Ubung 7.7.8. Man fiihre die partiellen Integrationen des vorhergehenden Be-
weises aus und priife die Induktionsbasis, als da heifit die Félle n = 0, 1.

Satz 7.7.9 (Fliche des Einheitskreises). Es gilt 7/2 = fjl V1=t dt,
anschaulich gesprochen ist also m die Fliche des Finheitskreises.
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Beweis. Wir substituieren ¢ = sinx, dt = cosx dx und erhalten

w/2

1
/ v1—1t2 dt:/ cos? z dx
-1

—7/2

Mithilfe der Formel cos?z = % + %COS 2z, die ihrerseits aus den Additions-
formel folgt, ergibt sich unser Integral miihelos zu

1 w/2

s
Z Zgin?2 = — O]
2x—|— sin 2x 2

—7/2

Definition 7.7.10. Der Sinus wéchst streng monoton auf [—7/2,7/2] und
definiert folglich eine Bijektion sin : [—7/2,7/2] — [—1, 1], deren Umkehrab-
bildung man auch den Arcussinus nennt und notiert als

arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2]

Bemerkung 7.7.11. Die Bezeichnung “arcussinus” kommt von lateinisch “ar
cus” fiir “Bogen”. In der Tat bedeutet arcsinb fiir b € [0, 1] die Lénge des
Kreisbogens, der vom Punkt (1,0) bis zum Punkt (/1 —b?,b) der Hohe b
auf dem Einheitskreis reicht, wie der Leser zur Ubung nachrechnen mag.
Der Arcussinus ist nach 4.2.9 differenzierbar auf (—1,1) und seine Ableitung
ergibt sich mit unserer Regel fiir die Ableitung einer Umkehrfunktion zu

arcsin’(z) = 1/(cos(arcsinz))
= 1/4/1 — sin®(arcsin z)
YN

Damit ergibt sich die Reihenentwicklung

1~:c3+1~3-:c5+
23 2-4-5

arcsin(z) = x + Vo e (—1,1)

In der Tat gilt arcsin(z) = f;'(1—¢*)~"/? dt, und nach der binomischen Reihe
haben wir

> 1/2 1 1-3
1—¢%)~1/2 =142t
( kz —t?) oot

Definition 7.7.12. Fiir alle x € R mit cos z # 0 definieren wir den Tangens
von z durch
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Der Arcussinus
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Der Tangens
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Bemerkung 7.7.13. Anschaulich bedeutet tan(z) fir z € (0,7/2) die Hohe, in
der der Strahl durch den Nullpunkt und den Punkt des Einheitskreises, der
mit dem Punkt (1,0) ein Kreissegment der Linge = begrenzt, die Tangente an
unseren Einheitskreis im Punkt (1,0) trifft. Man benutzt auch den Cotan-
gens cot(z) = cos(z)/sin(x) und eher selten den Secans sec(z) = 1/ cos(x)
und Cosecans cosec(z) = 1/sin(x).

Bemerkung 7.7.14. Die Ableitung des Tangens ist tan’(z) = % =
1 + tan?(z), insbesondere ist der Tangens streng monoton wachsend auf
(—m/2,m/2). Da er an den Grenzen sogar gegen £oo strebt, liefert der Tan-
gens eine Bijektion tan : (—7/2,7/2) — R, und wir kénnen die Umkehrfunk-
tion Arcustangens

arctan : R — (—m/2,7/2)

betrachten. Die Ableitung von arctan ergibt sich mit 4.2.9 zu

1
142

Damit erhalten wir durch gliedweises Integrieren der geometrischen Reihe fiir
den Arcustangens fiir |[¢| < 1 die Reihenentwicklung

arctan’(t)

Bt
tan(t) =t — — + — — — ...
arctan(t) 3 + F T
und mit dem Abel’schen Grenzwertsatz ergibt sich
T ] 1 N 1 1
4 3 5 77
Auflerdem erhalten wir so auch die bemerkenswerte Formel
o1
lim dt=nx
z—oo | 1+ 12

T

Ubung 7.7.15. Sei S* = {(x,y) € R? | 22 +y?> = 1} der Einheitskreis. Wir
konstruieren eine Bijektion v : R = S\ (=1,0), indem wir jedem Punkt
t € R den Schnittpunkt der Gerade durch (—1,0) und (0,¢) mit S*\ (—1,0)
zuordnen. Man priife, dal diese Abbildung gegeben wird durch

(t) = 11—t 2t
TWE\Tre 1y e

Man priife ||¥(¢)|| = 2/(1 + ¢*) und interpretiere die vorstehende bemerkens-
werte Formel. Der Punkt (cos 7,sin7) fiir 7 € (—m, 7) wird hierbei iibrigends
parametrisiert durch ¢ = tan(7/2), wie man durch Rechnung oder elemen-
targeometrische Uberlegungen priift. Man beachte auch die Ahnlichkeit zur
Parametrisierung der Hyperbel 4.7.6.
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Die Abbildung v aus 7.7.15
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Bemerkung 7.7.16. Die Abbildung v aus der vorstehenden Ubung liefert im
Ubrigen auch eine Bijektion von Q auf die Punkte von S*\(—1,0) mit ratio-
nalen Koordinaten. Diese Bijektion ist &uflerst hilfreich bei der Bestimmung
aller phythagoreischen Zahlentripel, d.h. aller Tripel a, b, ¢ von natiirli-
chen Zahlen mit a® + b*> = ¢2. Die Abbildung + aus der vorstehenden Ubung
liefert allgemeiner sogar fiir jeden Korper k£ einer von Zwei verschiedenen
Charakteristik eine Bijektion von k auf das Komplement des Punktes (—1,0)
in der Losungsmenge der Gleichung 22 + y? = 1 in der Ebene k? = k x k.
In der algebraischen Geometrie kénnen Sie dann lernen, wie man das zu ei-
ner Bijektion von Pk mit der Quadrik Q@ C P?k erweitert, die durch die
homogenisierte Gleichung 2?2 + y? = 2?2 definiert wird.

Ubung 7.7.17. Mithilfe der Relation tan(7/6) = 1/2 berechne man 7 auf drei
sichere Stellen hinter dem Komma. (Es gibt wesentlich effizientere Verfahren
zur Berechnung von 7, vergleiche | 1)

Ubung 7.7.18. Die Funktion f : R — R gegeben durch f(z) = z?sin(z ") fiir
x # 0 und f(0) = 0 ist differenzierbar auf R, aber ihre Ableitung ist nicht
stetig beim Nullpunkt.

Ubung 7.7.19. Man finde Stammfunktionen zu den Kehrwerten quadratischer
Polynome, also zu Funktionen der Gestalt z +— (2? + ax + b)~!. Hinweis:
Hat das fragliche quadratische Polynom zwei verschiedene reelle Nullstellen
A # p, so kann man unsere Funktion in der Gestalt a/(z — \) + 5/(z — )
schreiben. Sonst kann man sie in die Form ((z 4+ a/2)? + d)~! bringen mit
d > 0 und erinnere sich an arctan’(t) = 1/(1 + ¢?).

Ubung 7.7.20. Man finde eine Stammfunktion fiir den Arcustangens. Hinweis:
Man wende auf das Produkt 1 - arctan partielle Integration an.
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Mlustration zu 7.7.18. Der Graph der Funktion ist zwischen zwei
parabolischen Backen eingezwéngt und hat deshalb am Ursprung Null
Grenzwert der Sekantensteigungen, wird aber nah vom Ursprung beliebig
steil.
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8 Komplexe Zahlen mit Anwendungen

Manche Probleme der Analysis werden einfacher, wenn man sie im Rahmen
der komplexen Zahlen behandelt. Die abschreckenden Bezeichnungen “kom-
plexe Zahlen” oder auch “imaginére Zahlen” fiir diesen ebenso einfachen wie
konkreten Koérper haben historische Griinde: Als man in Italien bemerkte,
dal man polynomiale Gleichungen der Ordnungen drei und vier 16sen kann,
wenn man so tut, als ob man aus —1 die Wurzel ziehen konnte, gab es noch
keine Mengenlehre und erst recht nicht den abstrakten Begriff eines Kor-
pers 1.3.3.1. Das Rechnen mit Zahlen, die keine konkreten Interpretationen
als Lange oder Guthaben oder zumindest als Schulden hatten, schien eine
“imagindre” Angelegenheit, ein blofler Trick, um zu reellen Lésungen reel-
ler Gleichungen zu kommen. In diesem Abschnitt werden wir zunéchst die
komplexen Zahlen einfithren und sie dann benutzen, um gebrochen rationale
Funktionen zu integrieren und lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten zu losen. Die zweite Anwendung braucht zusétzliche Hilfsmittel
aus der linearen Algebra, die wir als gegeben hinnehmen werden.

8.1 Der Koérper der komplexen Zahlen
Definition 8.1.1. Bezeichne C die Menge aller reellen 2 x 2-Matrizen der

Gestalt ;
a J—
c={(37)

Das sind genau die Matrizen zu Drehstreckungen der Ebene. Die Addition
und Multiplikation von Matrizen induziert offensichtlich eine Addition und
Multiplikation auf C, man priift miihelos die Kérperaxiome 1.3.3.1 und erhélt
so den Korper C der komplexen Zahlen. Friiher schrieb man “complex”,
deshalb die Bezeichnung C.

a,beR} C M(2 x 2,R)

Bemerkung 8.1.2. Ich hoffe, Sie werden bald merken, dafl viele Fragestel-
lungen sich bei Verwendung dieser sogenannt komplexen Zahlen sehr viel
einfacher 16sen lassen, und daf§ sie auch der Anschauung ebenso zugéinglich
sind wie die reellen Zahlen. Als R-Vektorraum hat C eine Basis bestehend
aus den zwei Vektoren

1 —1
Ic = 0 und i = 0
01 1 0

Die Matrix i ist die Matrix einer Drehung um einen rechten Winkel und man
priift sofort i¥ = —1¢. Unser i ist also eine “Wurzel aus —1”, und weil es so
eine Wurzel in den reellen Zahlen nicht geben kann, notiert man sie i wie
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“imaginér”. Jede komplexe Zahl z € C ldt sich eindeutig schreiben in der
Form z = alc 4+ bimit a,b € R. Wir kiirzen ab zu z = a+ bi und fassen jede
reelle Zahl a € R auf als die komplexe Zahl a = a + 0i. Die Addition und
Multiplikation in C erhalten in dieser Notation die Gestalt

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+(b+d)i
(a+bi)(c+di) = (ac—bd) + (ad + be) i

Natiirlich kann man den Koérper der komplexen Zahlen auch direkt durch
diese Rechenregeln einfithren. So gewinnt man an Unabhéngigkeit von der
linearen Algebra, verliert aber an Anschauung und mufl die Kérperaxiome
ohne Einsicht nachrechnen.

Bemerkung 8.1.3. Es ist iiblich, komplexe Zahlen mit z zu bezeichnen und
als 2z = x + yi zu schreiben mit x,y € R. Man kann sich die komplexe
Zahl z = x + yi vorstellen als den Punkt (x,y) der Ebene R?. Unter dieser
Identifikation von C mit R? bedeutet fiir w € C die Additionsabbildung
(w+) : C — C, z — w + z geometrisch die Verschiebung um den Vektor w,
und die Multiplikationsabbildung (w-) : C — C, z — wz bedeutet diejenige
Drehstreckung, die (1,0) in w iiberfiihrt.

Definition 8.1.4. Fiir eine komplexe Zahl z = x + yi nennt man z ihren
Realteil + = Rez und y ihren Imaginérteil y = Im z. Wir haben damit
zwei Funktionen

Re,Im: C —- R

definiert und es gilt z = Rez +ilm z fiir alle z € C. Man definiert weiter die
Norm |z| einer komplexen Zahl z = x+yi € C durch |z| = /22 + y? € Ry,.

Bemerkung 8.1.5. Offensichtlich gilt
2| =0 2=0

Da in einem Dreieck eine einzelne Seite nicht ldnger sein kann als die beiden
anderen zusammengenommen, gilt weiter die Dreiecksungleichung

|2+ w| < 2] + |w|

Da offensichtlich auch gilt |Az| = |A||z| fiir alle A € R ist unsere Norm
z + |z| im Sinne von 6.7.2 eine Norm auf dem R-Vektorraum C. Die durch
diese Norm definierte Metrik nehmen wir als unsere Standardmetrik auf C.

Bemerkung 8.1.6. Stellen wir uns |z| vor als den Streckfaktor der Drehstre-
ckung (z-), so wird anschaulich klar, daf§ sogar fiir alle z,w € C gelten muf

|2w] = [2]|w]
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Anschauung fiir das Quadrieren komplexer Zahlen
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Besonders bequem rechnet man diese Formel nach, indem man zunéchst fiir
z=x+yi € C die konjugierte komplexe Zahl z = x — yi € C einfiihrt
und die Formeln

Z24+w = Z4w
Z-w = ZzZ-w
12> = 2z

priift. Dann rechnet man einfach
|zw|? = 2wzw = 2Zww = |z|*|w|?

In der Terminologie aus 1.3.3.8 ist z — Z ein Korperisomorphismus C — C
und es gilt offensichtlich z = z.

Bemerkung 8.1.7. Wir konnen den Realteil und den Imaginérteil von z € C
mithilfe der konjugierten komplexen Zahl ausdriicken als

Z4+Zz z—Z
Imz =

Re > —
CFT Ty 21

Weiter gilt offensichtlich z = Z < z € R, und fiir komplexe Zahlen z der Norm
|z| = 1 ist die konjugierte komplexe Zahl genau das Inverse, in Formeln |z| =
1 & z = z~!. Anschaulich kann man das Bilden des Inversen interpretieren
als die “Spiegelung” oder préziser Inversion am Einheitskreis z — z/|z|?
gefolgt von der Spiegelung an der reellen Achse z — Z.

Ubung 8.1.8. Man beschreibe die Abbildung z ~— (az + b)/(cz + d) fiir
a,b,c,d € C anschaulich als Produkt einer Inversion an einem geeigneten
Kreis gefolgt von einer Spiegelung an einer geeigneten Geraden.

Ubung 8.1.9. Wir versehen C mit der Metrik d(z,w) = |z—w|. Man zeige, daB
dann die Addition und die Multiplikation stetige Abbildungen C x C — C
sind und das Bilden des Inversen eine stetige Abbildung C* — C*.

Ubung 8.1.10. Man zeige fiir komplexwertige Funktionen einer reellen Verin-
derlichen die Summenregel (f+g¢g)" = f'+¢, die Produktregel (fg) = f'g+f¢’
und die Regel fiir die Ableitung des Kehrwerts (1/f) = —f’/f* In 8.6.7 und
8.6.13 werden wir das sogar fiir komplexwertige Funktionen einer komplexen
Veranderlichen zeigen.

Ubung 8.1.11. Fiir jedes A € C und m € Z ist die Abbildung R — C bzw.
R\\N — C, t — (t — \)™ differenzierbar mit Ableitung ¢ — m(t — )™ L.
Spéter wird das mit 8.6.10 und 8.6.12 ganz schnell gehen.
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Anschauung fiir das Invertieren komplexer Zahlen
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8.2 Die Exponentialfunktion im Komplexen

Definition 8.2.1. Fiir alle z € C definieren wir eine komplexe Zahl exp(z) €
C durch die Vorschrift

exp z = P&

k=0
In der Tat gilt Re(2*), Im(2*) < |2*| = |2|*, mithin konvergiert diese Reihe
fiir alle z € C absolut in Real- und Imaginérteil und wir erhalten folglich eine
Abbildung exp : C — C, die komplexe Exponentialfunktion.

Bemerkung 8.2.2. Man priift genau wie in 7.6.19 die Funktionalgleichung
exp(z + w) = (exp z)(exp w)

und erhilt insbesondere exp(—z) = (exp z)~'. In der Sprache der Algebra
ausgedriickt ist die Exponentialabbildung also ein Gruppenhomomorphismus
von der additiven Gruppe der komplexen Zahlen in die multiplikative Gruppe
der von Null verschiedenen komplexen Zahlen. Wie im Reellen 3.1.13 zeigt
man auch die Stetigkeit von exp : C — C zunéchst im Nullpunkt {iber die
Reihenentwicklung und dann an jeder Stelle z € C mithilfe der Funktio-
nalgleichung. Zusétzlich folgern wir aus der Vertauschbarkeit der komplexen
Konjugation mit Summe, Produkt und Grenzwertbildung auch noch

exp(Z) = exp(z) VzeC
Fiir den Betrag von exp z erhalten wir

lexpz|* = expzexpz
exXpz expz
exp(z + 2)
= exp(2Rez),

folglich gilt | exp z| = exp(Re z) und speziell |exp(it)| =1 fiir alle t € R.

Bemerkung 8.2.3. Fiir eine reelle Zahl a > 0 und z € C definieren wir wieder
a® = exp(zloga)

und schreiben insbesondere auch exp z = e* fiir z € C. Aus der Beschrei-
bung von sin, cos und exp durch Potenzreihen oder auch aus 7.7.3 folgt die
Euler’sche Formel

et = cost+isint

Anschaulich beschreibt die Abbildung R — C, t +— exp(it) also das Auf-
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Die Bilder ausgewihlter Teile der komplexen Zahlenebene unter der
komplexen Exponentialfunktion
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wickeln der reellen Zahlengerade auf den Einheitskreis {z € C | |z] = 1}.
Insbesondere erfiillen unsere Hauptdarsteller die bemerkenswerte Identitét

e =—1
Aus exp(—it) = exp(it) folgern wir umgekehrt fiir alle ¢t € R die Formeln

cost = ﬂ und sint = elt_—.elt
2 21
Benutzen wir diese Formeln, um den Sinus und Cosinus zu Funktionen C — C
auszudehnen, und dehnen wir ihre hyperbolischen Analoga in derselben Weise
zu Funktionen C — C aus, so kénnen wir die formale Analogie zwischen
diesen Funktionen prézisieren zu den Formeln cosz = coshiz und sinz =
—isinhiz fiir alle z € C.

Bemerkung 8.2.4. Nach 8.2.3 induziert die Exponentialfunktion eine Surjek-
tion der imagindren Geraden iR auf den Einheitskreis {z € C | |z| = 1}.
Dafl die Exponentialfunktion eine Bijektion R = R induziert wissen wir
bereits aus 3.2.10. Da nun jede von Null verschiedene komplexe Zahl w sich
schreiben 1a8t als Produkt w = (w/|w|)|w| mit w/|w| auf dem Einheitskreis
und |w]| positiv, ist die Exponentialfunktion nach der Funktionalgleichung
sogar ein surjektiver Gruppenhomomorphismus exp : C — C*. Der Kern
dieses Gruppenhomomorphismus, als da heifit das Urbild des neutralen Ele-
ments 1 € C* besteht aufgrund unserer Gleichungen |exp z| = exp(Rez)
und e'’ = cost +isint genau aus allen ganzzahligen Vielfachen von 271, in

Formeln
ker(exp) = 2wiZ

Bemerkung 8.2.5. Wir bestimmen mit dieser Erkenntnis die n-ten Einheits-
wurzeln, als da heifit die komplexen Losungen der Gleichung 2™ = 1. Nach
8.2.4 hat jede Losung die Gestalt z = e fiir geeignetes b € C und so ein z
16st unsere Gleichung genau dann, wenn gilt 2" = e™ = 1 alias nb € 27iZ.
Wir erhalten so die Losungen exp(2riv/n) fir v =0,1,...,n— 1 und erken-
nen auch, daf} sie paarweise verschieden sind und es keine anderen Losungen
geben kann. In der komplexen Zahlenebene kann man sich die n-ten Ein-
heitswurzeln veranschaulichen als die Ecken desjenigen in den Einheitskreis
einbeschriebenen regelméfligen n-Ecks, das als eine Ecke die 1 hat.

Bemerkung 8.2.6. Der Satz von Hermite-Lindemann sagt, daf fiir eine von
Null verschiedene im Sinne von 2.4.2 algebraische komplexe Zahl o der Wert
der Exponentialfunktion exp(«) stets transzendent ist. Daraus folgt sowohl,
dafl die Euler’sche Zahl e = exp(1) transzendent ist, als auch, daf§ 27 i und
damit natiirlich auch 7 transzendent sind, da ndmlich exp(27i) = 1 nicht
transzendent ist. Mehr dazu findet man etwa in | ]-
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Ubung 8.2.7. In einem regelméBigen Fiinfeck stehen die Lingen der Diago-
nalen zu den Léngen der Seiten im Verhéltnis des goldenen Schnitts. Man
priife diese elementargeometrisch leicht einzusehende Behauptung durch al-
gebraische Rechnung. (Hinweis: Der goldene Schnitt ist die positive Losung
der Gleichung a/1 = (1 + a)/a alias a*> —a — 1 = 0. Es gilt zu zeigen, daf
fiir ¢ = exp(2mi/5) der Ausdruck a = |1 — ¢?|/|1 — (| = |1 + ¢| die fragliche
Gleichung 16st. Man verwende ¢* = C.)

Ubung 8.2.8. Sei n € N. Fiir jede komplexe Zahl a # 0 besitzt die Gleichung
2™ = a genau n Losungen z € C.

Ubung 8.2.9. Fiir alle A € C hat die Abbildung R — C, t — e die Ableitung
t — AeM . Spiter kann das auch mit 8.6.12 und 8.6.17 sehr schnell erlegigt
werden.

Ubung 8.2.10. Die Nullstellen des komplexen Sinus liegen alle auf der reellen
Achse.

Ubung 8.2.11. Man zeige sin(7/4) = 1/v/2 und sin(7/3) = v/3/2.

Ubung 8.2.12. Man zeige, daB es nicht moglich ist, in stetiger Weise zu jeder
komplexen Zahl eine Wurzel zu wéhlen, dafl es also keine stetigen Abbil-
dungen w : C — C gibt mit w(2)?> = z Vz € C. Hinweis: Man priife, daf}
w(exp(z)) exp(—z/2) einerseits konstant sein miifite, aber andererseits nicht
denselben Wert bei 0 und 27 i annehmen kénnte.

8.3 Der Fundamentalsatz der Algebra

Satz 8.3.1 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante kom-
plexe Polynom besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Bemerkung 8.3.2. Die Nullstellen eines Polynoms nennt man auch seine Wur-
zeln.

Beweis. Sei P unser Polynom. Wir zeigen zunéchst, dafi die Funktion C — R,
z +— |P(2)] an einer Stelle p € C ihr Minimum annimmt. In der Tat, nehmen
wir irgendein u € C her, so gibt es offensichtlich R € R derart, dafl aus
|z| > R folgt |P(z)| > |P(u)|. Als stetige Funktion nimmt aber die Funktion
z — |P(z)| auf der kompakten Kreisscheibe {z | |z| < R} ein Minimum an,
sagen wir an der Stelle p, und das muf dann auch das Minimum von |P(z)|
auf ganz C sein. Wir zeigen nun P(p) = 0 durch Widerspruch und miissen
dazu nachweisen: Ist p € C gegeben mit P(p) # 0, so nimmt die Funktion
z +— |P(z)| bei p nicht ihr Minimum an. Sei dazu erst einmal p € C beliebig.
Entwickeln wir P(p 4+ w) nach Potenzen von w, so erhalten wir

P(p+w) = P(p) + bw™ + w™ " Q(w)



8. KOMPLEXE ZAHLEN MIT ANWENDUNGEN 243

mit b # 0, m > 1 (da P nicht konstant ist) und einem geeigneten Polynom
Q. Nach 8.2.8 finden wir ¢ € C mit P(p) + bg™ = 0 und sind fertig, sobald
wir zeigen konnen, daff unter der Annahme P(p) # 0 fiir hinreichend kleine
t > 0 gilt

|P(p+ tq)| < |P(p)|

Das ist klar unter der Annahme ) = 0 und wir miissen nur noch erkléren,
warum die Terme der Ordung > m diese Ungleichung fiir kleines ¢ nicht
zerstoren konnen. Wir betrachten dazu die Abbildung R — C, ¢t — P(p+tq)
und erhalten i

P(p+tq) = P(p) — t"P(p) +t"'Q(1)

fiir ein geeignetes Polynom @, also
IP(p+tg) < (1—t™)|P(p)] + " [1Q(8)| fir ¢ € [0,1]

Gilt nun P(p) # 0 und wéhlen wir ¢ € (0, 1) hinreichend klein fiir die Unglei-
chung [tQ(t)| < |P(p)|, so folgt |P(p+tq)| < |P(p)| und wir sind fertig. O

Korollar 8.3.3 (Faktorisierung von Polynomen). Jedes komplexe Po-
lynom der Gestalt P(z) = a,2" + ...+ a1z +ag mit n > 0 und a, # 0 besitzt
eine Zerlequng in Linearfaktoren der Gestalt

Pz)=clz—X\)...(2 = \)

mit ¢, A1, ..., Ay, € C, und diese Zerlegung ist eindeutig bis auf die Rethenfolge
der Faktoren (z — \;).

Bemerkung 8.3.4. Natiirlich haben wir ¢ = a,, und die komplexen Nullstellen
von P sind genau die \;, in Formeln {\ € C | P(\) = 0} = {A1,..., A}
Gegeben eine Nullstelle o von P heifit die Zahl der Indizes ¢ mit A\; = p die
Vielfachheit der Nullstelle .

Beweis. Ist P ein konstantes Polynom, so ist nichts zu zeigen. Ist P nicht
konstant, so gibt es nach 8.3.1 eine Nullstelle A\ € C von P. Wir behaupten,
daB es dann genau ein Polynom P gibt mit P(z) = (z — A)P(z). Das ist in
der Tat offensichtlich im Fall A = 0 und mit der Substitution u = z — A dann
auch fiir beliebiges A € C. Das Korollar folgt durch vollstdndige Induktion
iitber den Grad n von P. ]

Bemerkung 8.3.5. In diesem Zusammenhang sollte vielleicht diskutiert wer-
den, warum zwei polynomiale Ausdriicke in einer Verdnderlichen mit Koeffi-
zienten in einem unendlichen Korper £ nur dann dieselbe Abbildung k — k
liefern, wenn sie als formale Ausdriicke iibereinstimmen: Weil némlich ein
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von Null verschiedener polynomialer Ausdruck hochstens so viele Nullstel-
len haben kann, wie sein Grad erlaubt. In ?? wird ausfiihrlicher besprochen,
was mit einem “polynomialen Ausdruck” nun eigentlich ganz genau gemeint
ist, und in ?? diskutieren wir den Zusammenhang zwischen polynomialen
Ausdriicken und Funktionen in voller Allgemeinheit.

Korollar 8.3.6 (Faktorisierung reeller Polynome). Jedes Polynom P
mit reellen Koeffizienten der Gestalt P(x) = apa™ + ...+ a1z +ag mit n >0
und a, # 0 besitzt eine Zerlequng in Faktoren der Gestalt

P(x) =clx — M) ... (x = \) (@ + x + 1) .. (2% + pz + vy)

Mt Cy AL ooy Apy U1y - -+ s [y V1, - - ., Vs € R derart, daff die quadratischen Fak-
toren keine reellen Nullstellen haben. Diese Zerleqgung ist eindeutig bis auf
die Reihenfolge der Faktoren.

Beweis. Da unser Polynom stabil ist unter der komplexen Konjugation, miis-
sen sich seine (mit ihren Vielfachheiten genommenen) komplexen Nullstellen
so durchnummerieren lassen, daf§ Aq,..., A, reell sind und daf} eine gerade
Zahl nicht reeller Nullstellen iibrigbleibt mit \,.o; = S\M%H. Die Produkte
(x — Apyoi)(® — Apyo;y1) haben dann reelle Koeffizienten, da sie ja stabil sind
unter der komplexen Konjugation, haben jedoch keine reellen Nullstellen. [

Ubung 8.3.7. Ein reelles Polynom hat bei A € R eine mehrfache Nullstelle
genau dann, wenn auch seine Ableitung bei A verschwindet.

Ubung 8.3.8. Gegeben ein reelles Polynom, dessen komplexe Nullstellen be-
reits samtlich reell sind, ist jede Nullstelle seiner Ableitung, die keine Null-
stelle der Funktion selbst ist, eine einfache Nullstelle der Ableitung. Hinweis:
Zwischen je zwei Nullstellen unserer Funktion mufl mindestens eine Nullstelle
ihrer Ableitung liegen.

8.4 Integration von vektorwertigen Funktionen

Bemerkung 8.4.1. Die Aufgabe, Funktionen wie zum Beispiel (z+2°) /(2" —1)
zu integrieren, wird uns im anschlieenden Abschnitt in natiirlicher Weise zur
Integration komplexwertiger Funktionen fithren. Anstatt einen solchen Inte-
gralbegriff ad hoc einzufiihren, zimmern wir in diesem Abschnitt gleich einen
groferen begrifflichen Rahmen, der nicht nur das Integrieren komplexwertiger
Funktionen als Spezialfall umfafit, sondern auch in natiirlicher Weise unsere
Uberlegungen zum Differenzieren vektorwertiger Funktionen ergéinzt und der
uns in Zukunft noch in mancherlei Weise die Arbeit erleichtern wird.



8. KOMPLEXE ZAHLEN MIT ANWENDUNGEN 245

Definition 8.4.2. Sei [a,b] C R ein nichtleeres kompaktes Intervall, V' ein
reeller Vektorraum und f : [a,b] — V eine Abbildung. Wir betrachten fir
r > 1 die dquidistante Unterteilung a =ty < t; < ... < t, = b und definieren
die r-te Riemannsumme S”(f) € V durch

r

S () = St — ti) () = (b = ) > st

=1

Satz 8.4.3 (Integration vektorwertiger Funktionen). Sei f : [a,b] — V
eine stetige Abbildung von einem nichtleeren kompakten Intervall in einen
endlichdimensionalen reellen Vektorraum V. So existiert der Grenzwert der
Riemannsummen, wir kénnen das Integral ([ f) € V von f definieren als

diesen Grenzwert
b b
[i=[ 1= s at=1m s

und das so erkldrte Integral hat die folgenden Eigenschaften:

1. Fir alle c € [a,b] gilt [ f=[f+ [ F.
2. Ist f = v konstant mit v € V, so gilt fabf(t) dt = fabv dt = (b—a)v.

3. Ist W ein weiterer endlichdimensionaler Vektorraum und A -V — W
eine lineare Abbildung, so gilt

fusn (/)

4. Ist || || : V — R eine Norm, so gilt || [ fIl < [|If]]-

Bemerkung 8.4.4. Sie mogen in diesem Satz die Regeln [Af = A [ f sowie
J(f+9) = [f+ [g fiir stetige vektorwertige Funktionen f,¢g und A € R
vermiffit haben. Sie folgen jedoch formal aus Teil 3. In der Tat diirfen wir
dort A = (A-) : V' — V nehmen und auch A : V x V' — V die Addition sowie
die beiden Projektionen. So ergibt sich fiir die V' x V-wertige Funktion (f, g)

dann pry [(f,g) = [ f und pry [(f,9) = [ g und damit [(f.g) = ([ f. [ 9)
und durch Anwenden der Addition dann [(f+g)= [f+ [¢.

Beweis. Um die Existenz des Grenzwerts der Riemannsummen zu zeigen,
diirfen wir nach 6.7.20 ohne Beschrinkung der Allgemeinheit V' = R™ anneh-
men. Dann schreiben wir f = (f1,..., f,) und folgern die Existenz ebenso



246 KAPITEL III. FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

wie die erste Eigenschaft sofort aus dem Fall n = 1. Zusétzlich ergibt sich so
fiir V= R"™ auch die Formel

Jr-(fn - fr)ex

Die drei anderen Eigenschaften erhélt man, indem man die analogen Eigen-
schaften fiir die Riemannsummen hinschreibt und zum Grenzwert iibergeht.
Die beiden mittleren Eigenschaften kann man alternativ auch durch Inden-
tifikation der fraglichen Vektorrdume mit irgendwelchen R™ zeigen, bei der
letzten Eigenschaft geht das jedoch nicht mehr. O

Bemerkung 8.4.5. Wie im Fall reellwertiger Funktionen verwenden wir auch
im Fall vektorwertiger Funktionen die Konvention [ f = — f; f und ist
f I — V eine stetige Abbildung von einem reellen Intervall in einen end-
lichdimensionalen reellen Vektorraum, so gilt dann fiir beliebige a,b,c € [
die Formel fff =[f+ fcb f.

Satz 8.4.6 (Vektorwertige Variante des Hauptsatzes). Sei I C R ein
halboffenes Intervall, V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, f : I —
V' stetig und a € I ein Punkt. So ist die Funktion

F: 1 — V
z — [Tf(t)dt
die einzige differenzierbare Funktion F': 1 — V mit F' = f und F(a) = 0.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir V' = R” anneh-
men. Die Behauptung folgt dann sofort aus der komponentenweisen Darstel-
lung des Integrals. O

Korollar 8.4.7 (Integrieren mit Stammfunktionen). Sei V' ein endlich-
dimensionaler reeller Vektorraum und f : [a,b] — V stetig. Ist G : [a,b] — V
eine Stammfunktion von f, d.h. eine differenzierbare Funktion mit Ablei-

tung G'(t) = f(t), so gilt

b
| =6 -6l

Beweis. Das folgt sofort aus dem vorhergehenden Satz 8.4.6. [

Ubung 8.4.8. Man formuliere und beweise eine Variante fiir vektorwertige
Funktionen des Satzes 6.9.1 iiber Integrale mit Parametern.

Ubung 8.4.9. Gegeben ein halboffenes kompaktes Intervall I € R und ein
Banachraum Y ist auch der Raum C'(I,Y") aller stetig differenzierbaren Ab-
bildungen von I nach Y vollstindig fiir die Norm |l¢|ly = [|¢|| + [|¢] der
gleichméfligen Konvergenz der Funktionen und ihrer ersten Ableitung. Hin-
weis: Man verwende 7.6.25 und verallgemeinere 5.1.11.
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8.5 Integration gebrochen rationaler Funktionen

Bemerkung 8.5.1. Sei D C R offen und seien P und @) zwei Polynome mit
Q(x) #0 Vz € D. So kénnen wir eine stetige Funktion

f:D—R

definieren durch die Vorschrift f(x) = P(z)/Q(z). In diesem Abschnitt will
ich erkldren, wie man zu einer derartigen gebrochen rationalen Funktion eine
Stammfunktion finden kann. Nach 8.3.3 besitzt der Nenner () eine Zerlegung
in Linearfaktoren

Qr) = c(x — pa)™ .. (z — )™

mit ¢ € C*, den u; € C paarweise verschieden und m; > 1. Es gibt zwar kei-
ne Formel von der Art, wie wir sie bei quadratischen Polynomen kennen, um
die Nullstellen und damit diese Zerlegung bei Polynomen vom Grad > 5 zu
bestimmen, vergleiche ?7. Nehmen wir aber an, dafl unser Nenner schon zer-
legt sei, so konnen wir stets eine fiir die Bestimmung des Integrals geeignete
Darstellung von f berechnen.

Lemma 8.5.2 (Partialbruchzerlegung). Seien P und ) Polynome mit
komplexen Koeffizienten und es zerfalle Q) in Linearfaktoren wie oben. So
gibt es ein Polynom mit komplezen Koeffizienten A und komplexe Zahlen
cij €C firl <i<r, 1<7<m; derart, daff gilt

P) _ 0. Cij
0w ~ Al HZZJ:—(»T—MV

Bemerkungen 8.5.3. Wir verstehen diese Gleichung als eine Gleichung von
Abbildungen C\{u1,...,u,} — C. Man kann sie auch verstehen in einem
formaleren Sinn, genauer als Gleichung im “Funktionenkorper” von C(X)
von C. Das konnen Sie in der Algebra lernen, vergleiche ?7. Der Beweis zeigt
im iibrigen sogar die Eindeutigkeit von A und den ¢;;, in anderen Worten
bilden also die X™ und die (X — \)™" fir n > 1 und A € C zusammen mit
1 eine C-Basis des Funktionenkorpers C(X). In Biichern zur Analysis findet
man oft eine Variante dieses Satzes, die den Ubergang zu den komplexen
Zahlen vermeidet und die wir in ?7? fiir beliebige Korper ausformulieren. Fiir
explizite Rechnungen ist das vermutlich praktischer, dafiir verlieren aber die
Aussage und der Beweis an Transparenz.

Bemerkung 8.5.4. Will man konkret eine Partialbruchzerlegung bestimmen,
so rate ich dazu, mit einer Polynomdivision zu beginnen und P = AQ + R
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zu schreiben mit Polynomen A und R derart, dal der Grad von R echt klei-
ner ist als der Grad von ). Das ist stets moglich und wird in 77 in grofler
Allgemeinheit diskutiert. Wir erhalten P/QQ = A + R/(Q und in der Partial-
bruchzerlegung von R/@ tritt nun kein polynomialer Summand mehr auf, da
das fiir + — oo gegen Null strebt. Wir zerlegen nun @) in Linearfaktoren und
setzen die ¢;; als Unbestimmte an, fiir die wir dann ein lineares Gleichungs-
system erhalten, das wir mit den iiblichen Verfahren l6sen.

Beweis. Zur Vereinfachung setzen wir py = 1, m; = m und schreiben Q(z) =
(x—p)™Q(z) mit Q(p) # 0. Dann nehmen wir ¢ = P(u)/Q (1) und betrachten

die Funktion ~
P(z) c _ P(z) — cQ(x)

Q) (z—w™ (- pmQ(z)
Aufgrund unserer Wahl von ¢ hat der Zéhler auf der rechten Seite eine Null-
stelle bei & = u, wir konnen im Bruch also (z — p) kiirzen, und eine offensicht-
liche Induktion iiber dem Grad des Polynoms () beendet den Beweis. O]

Bemerkung 8.5.5. Wenn wir nun einen Moment vergessen, dafl wir uns in die
komplexe Zahlenebene vorgewagt haben, so wird das Integrieren gebrochen
rationaler Funktionen sehr einfach: Wir haben ja in der Partialbruchzerlegung
unsere gebrochen rationale Funktion geschrieben als eine Linearkombination
von Funktionen der Gestalt x — (z — )™ mit m € Z, und Stammfunktionen
fiir diese Funktionen sind

1

n 1(33 — )™ fiir m # —1 bzw. log(x — p) fir m = —1 und = > p.
m

Und nun ist es eben so, dal diese Formeln fiir 4 € C ganz genauso gelten,
wenn wir sie nur richtig interpretieren. Unter einer Stammfunktion einer
Abbildung f von einem halboffenen reellen Intervall nach C oder allgemeiner
in einen beliebigen normierten reellen Vektorraum verstehen wir eine diffe-
renzierbare Abbildung F' von demselben Intervall in denselben Vektorraum
mit F' = f. Im Fall m # 1 ist das nun der Inhalt der Ubung 8.1.11 und folgt
auch sofort aus den Resultaten des anschlieSenden Abschnitts 8.6. Im Fall
m = —1 wird es im Folgenden ausgefiihrt.

Bemerkung 8.5.6. Um zu R\ u — C, z +— (x —p)~! fiir beliebiges p € C eine
Stammfunktion anzugeben, iiberlegt man sich zunéchst, daff die komplexe
Exponentialfunktion eine Bijektion

exp: R+ (—m,7]i = C*
definiert. Die Umkehrfunktion

log: C* = R+ (—m,n]i
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wird auf der positiven reellen Achse gegeben durch unseren iiblichen Loga-
rithmus u — log u, auf der oberen bzw. unteren komplexen Halbebene durch

die Vorschrift
log(u +iv) = log Vu? + v? :l:ig ~jarctan —  fiir £v >0
v

und auf der negativen reellen Achse durch u — log(—u) +im/2. Mit diesen
Formeln ist es nun eine elementare Ubung, fiir alle © € C zu priifen, daf die

Funktion
R\py — C

r = log(x — p)

die Ableitung 1/(x — p) hat. Weniger elementar aber dafiir konzeptioneller
folgt es auch aus der komplexen Kettenregel 8.6.12 mitsamt der Regel fiir die
komplexe Ableitung von Zweigen des komplexen Logarithmus 8.6.18 aus dem
anschliefenden Abschnitt. In jedem Fall sehen wir, wie sich im Prinzip die
Stammfunktion einer beliebigen gebrochen rationalen Funktion wieder als
eine gebrochen rationale Funktion mitsamt einigen Ausdriicken im Arcus-
tangens und im (reellen) Logarithmus schreiben 1a8t.

Bemerkung 8.5.7. Setzt man auch im Komplexen a’ = exp(bloga) mit dem

eben definierten komplexen Logarithmus, so ergibt sich i' = exp(—n/2). Ins-
besondere ist in diesem Sinne also i' reell.

Beispiel 8.5.8. Wir bestimmen eine Stammfunktion zu 1/(1 4+ %) mithilfe
unserer Partialbruchzerlegung. Die Nullstellen des Nenners sind i und der
Grad des Zahlers ist echt kleiner als der Grad des Nenners, wir diirfen also
ansetzen

1+22 o+i z-—i
und finden sofort (a + b)z —ia+ib=1,alsoa =b=0und a —b =1 und
damit @ =1 /2 und b = —1i /2. Eine Stammfunktion ist mithin

1 a b
_|_

%log(x +1i) — %log(x — 1)

Um die weitere Rechnung zu vereinfachen beachten wir, dal unsere Stamm-
funktion bis auf eine Konstante eh eine reellwertige Funktion sein muf, wir
diirfen also bereits vor dem Addieren die Realteile nehmen und erhalten als
Stammfunktion sofort

1

T4 < arctan(x) - T tan () tan(z) — -
—— + —arcta — — — —arctan(—z) = arcta — =
4 T garctan(z) — o — Sarctan(—z retan(z) — 5

in Ubereinstimmung mit unseren Ergebnissen aus 7.7.14.
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Beispiel 8.5.9. Wir bestimmen eine Stammfunktion zu (x?+2x?)/(2?+2x+1)
und berechnen zunéchst die Partialbruchzerlegung. Polynomdivision liefert

ot + 222 = 2?(2? + 20+ 1) — 223 + 22
= 222> +2x+1) —2x(2®> + 2z + 1) + 52% + 22
= (#*—2z+5)(z*+2r+1)—8x—5

und unser Bruch vereinfacht sich zu

zt + 227 2 _ oy i5 8z +5
—_ =" — 2 -
2 +2x+1 2+ 2x+1

Jetzt zerlegen wir den Nenner in Linearfaktoren 2% + 2z + 1 = (z + 1)? und
diirfen nach unserem Satz iiber die Partialbruchzerlegung

8r+5 a b

Gr1? 241 (@tlp

ansetzen, woraus sich ergibt 8¢ +5 = axr + a + b und damit a = 8 und
b = —3. Die Partialbruchzerlegung unserer urspriinglichen Funktion hat also
die Gestalt

und als Stammfunktion finden wir damit sofort

45— Sloglr 41— —>
— — X xr — og |\ T —
3 & (x+1)

Bemerkung 8.5.10. Gegeben eine rationale Funktion R = P/ betrachten wir
die Funktion D — R, t +— R(e') mit dem Definitionsbereich D = {t € R |
Q(e') # 0}. Das Integral eines solchen gebrochen rationalen Ausdrucks in e’
kann man auf das Integral einer gebrochen rationalen Funktion zuriickfithren
durch die Substitution z = e, dr = e' dt = x dt. Zum Beispiel berechnen wir

/ de / 2t :/ 2du = 2arctanz = 2arctan(e’)

cosht et—l—elt 2241

Das Integral eines gebrochen rationalen Ausdrucks in /¢ fiir eine natiirliche
Zahl n > 1 kann man dhnlich durch die Substitution /t = x,dt = nz" 'dx
auf das Integral einer gebrochen rationalen Funktion in x zuriickfiithren.
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Bemerkung 8.5.11. Das Integral eines rationalen Ausdrucks im Funktionen-
paar (sin, cos) wie zum Beispiel

sin®(7) + cos(7)

cos(T) + cos?(T)

kann man auffassen als Kurvenintegral im Sinne von 7.4.6 einer rationalen
Funktion in zwei Verdnderlichen, in unserem Beispiel der Funktion

3
Yo+
R(w,y)=x+x2

iiber ein Stiick der Kreislinie und dann mittels der Umparametrisierung aus
7.7.15, d.h. mithilfe der Substitution ¢ = tan(7/2) und folglich sin(r) =
2t/(1 + 1), cos(t) = (1 —t*)/(1 + ?), dr = 2/(1 + t*)dt umwandeln in
ein Integral einer rationalen Funktion einer Verédnderlichen. Integrale {iber
rationale Ausdriicke im Funktionenpaar (v/1 — 22, x) kann man in #hnlicher
Weise als Kurvenintegral auffassen und losen, im Gegensatz zu eben hat
nur  — (v/1 — 22, 2) nicht konstante absolute Geschwindigkeit 1, sondern
vielmehr die absolute Geschwindigkeit 1/4/1 — 2. Formal mag man auch
x = sint, doz = cost dt substituieren und sich so auf den bereits behandelten
Fall eines rationalen Ausdrucks im Funktionenpaar (sin, cos) zuriickziehen.

Bemerkung 8.5.12. Integrale rationaler Ausdriicke in den Funktionenpaaren
(Va2 +1,2) bzw. (vVa? — 1, 2) kann man auf die bereits in 8.5.10 behandel-
ten Integrale gebrochen rationaler Funktionen in e’ zuriickfithren durch die
Substitution z = sinht, dz = coshtdt bzw. x = cosht, dz = sinhtdt. Die
geometrische Bedeutung dieses Tricks wird in 77 erklart.

Ubung 8.5.13. Man finde eine Stammfunktion zu 1/(1 + z%).

8.6 Komplexe Differenzierbarkeit

Definition 8.6.1. Sei U C C eine Teilmenge und p € U ein Punkt. Eine
Funktion f : U — C heifit komplex differenzierbar bei p mit Ableitung
b € C genau dann, wenn p ein Haufungspunkt von U ist und es gilt

i £ 2) = ()

z—p Z—D

=b

Wir kiirzen diese Aussage ab durch f'(p) = b.

Bemerkung 8.6.2. Der Grenzwert ist hier im Sinne von 7.2.4 zu verstehen.
Diese Definition ist identisch zu unserer alten Definition 4.1.2 bis auf das
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Detail, dafl wir iiberall statt reeller Zahlen komplexe Zahlen betrachten und,
wie im Komplexen iiblich, die Variable mit z bezeichnen. Den Definitions-
bereich unserer Funktionen haben wir weiter U statt [ genannt, weil der
meistgebrauchte Fall nicht mehr der eines Intervalls sondern vielmehr der
einer offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene ist. Der Fall U C R
wird jedoch auch oft vorkommen. In diesem Fall stimmt die hier definierte
Ableitung iiberein mit der Geschwindigkeit im Sinne von 7.3.1. Der Rest die-
ses Abschnitts besteht darin, unsere Resultate zur reellen Differenzierbarkeit
mitsamt ihren Beweisen im Komplexen zu wiederholen.

Bemerkung 8.6.3. Ich gebe noch einige alternative Formulierungen an. Ist
U C C eine Teilmenge und p ein Haufungspunkt von U, so ist nach 7.2.5
eine Funktion f : U — C komplex differenzierbar bei p mit Ableitung b € C
genau dann, wenn es eine Funktion ¢ : U — C gibt, die stetig ist bei p mit
Funktionswert ¢(p) = b derart, da8 fiir alle z € U gilt

f(z) = f(p) + (z = p)e(2)

In anderen nochmals anderen Formeln ist unsere Funktion f : U — C kom-
plex differenzierbar bei p mit Ableitung b genau dann, wenn gilt

f(p+h) = f(p) +bh+e(h)h

fiir eine Funktion ¢, die stetig ist bei Null und die dort den Wert Null an-
nimmt. Hier ist zu verstehen, dafl die Funktion ¢ definiert sein soll auf der
Menge aller h mit h + p € U. Diese Formulierung hat den Vorteil, dafl be-
sonders gut zum Ausdruck kommt, inwiefern fiir festes p und kleines h der
Ausdruck f(p) + f'(p)h eine gute Approximation von f(p+ h) ist. Anschau-
lich wirkt f lokal um einen gegebenen Punkt p in erster Approximation wie
eine Drehstreckung mit Zentrum in besagtem Punkt gefolgt von einer Ver-
schiebung um f(p), und f'(p) bedeutet die komplexe Zahl derart, dafl die
Multiplikation damit die fragliche Drehstreckung beschreibt.

Beispiele 8.6.4. Eine konstante Funktion auf einer Menge von komplexen
Zahlen ist an jedem nicht isolierten Punkt besagter Menge komplex differen-
zierbar mit Ableitung Null. Die Funktion id : C — C, z — z hat in jedem
Punkt p die Ableitung id'(p) = 1.

Lemma 8.6.5. Die Funktion z — % ist komplex differenzierbar in jedem

Punkt von C* und ihre Ableitung bei einer Stelle p € C* ist —I%.

1
; i i 2 p _|; -1 _ _ 1
Beweis. Wir rechnen lim,_,), e lim, ., — = ol O
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Lemma 8.6.6. Se: U C C eine Teilmenge. Ist eine Funktion f : U — C
komplez differenzierbar bei p € U, so ist f stetig bei p.

Beweis. Das folgt sofort aus der vorhergehenden Bemerkung 8.6.3. ]

Proposition 8.6.7. Sei U C C eine Teilmenge und seien f,g : U — C
komplex differenzierbar bei einem Punkt p € U. So sind auch die Funktionen
[+ g und fg komplex differenzierbar bei p und es gilt

(f+9)'(p)=1r®+dW®) und (fg)(p)=rf(pglp)+ f®)d )

Beweis. Identisch zum Beweis im Reellen nach 4.2.1. O

Definition 8.6.8. Ist eine Funktion f : U — C definiert auf einer Teilmenge
U C C und differenzierbar an jedem Punkt von U, so nennen wir f komplex
differenzierbar auf U und nennen die Funktion f' : U — C, p — f'(p)
ihre Ableitung. Aus unseren Definitionen folgt natiirlich insbesondere, daf3
dann die Menge U keine isolierten Punkte haben darf.

Bemerkung 8.6.9. Fiir die Ableitungen komplex differenzierbarer Funktionen
mit gemeinsamem Definitionsbereich gelten mithin die Summenregel und
die Produktregel oder Leibniz-Regel

(f+9)=f+g¢ ud (fg)=Ffg+/fd

Korollar 8.6.10 (Ableiten ganzzahliger Potenzen). Fir alle n € Z und
unter der Voraussetzung z # 0 im Fall n < 0 ist die Ableitung der Funktion

2 +— 2" die Funktion z — nz""1.

Beweis. Man zeigt das durch vollstdndige Induktion iiber n separat fiir n > 0
und n < —1. O

Ubung 8.6.11. Ein komplexes Polynom hat bei A € C eine mehrfache Null-
stelle genau dann, wenn auch seine Ableitung bei A\ verschwindet.

Satz 8.6.12 (Kettenregel). Seien U,V C C Teilmengen und f : U — C
und g : V. — C Funktionen und es gelte f(U) C V. Sei f komplex differen-
zierbar in p und g komplex differenzierbar in f(p). So ist go f : U — C
komplex differenzierbar in p mit Ableitung

(go f) () =4 (f(p) - f'(p)
Beweis. Identisch zum Beweis im Reellen nach 4.2.5. O

Proposition 8.6.13 (Quotientenregel). Sei U C C eine Teilmenge, f :
U — C eine Funktion ohne Nullstelle und p € U ein Punkt.
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1. Ist f komplex differenzierbar bei p, so ist auch z — 1/f(z) komplex
differenzierbar bei p und hat dort die Ableitung — f'(p)/ f(p)>.

2. Ist zusdtzlich g - U — C komplex differenzierbar bei p, so ist auch g/ f
komplex differenzierbar bei p mit Ableitung

g\ . g fp) -9 ()
<?> ®) f(p)?

Beweis. 1 folgt sofort aus 8.6.5 mit der Kettenregel 8.6.12. 2 folgt aus 1 mit
der Produktregel 8.6.7. O

Satz 8.6.14 (Ableitung von Umkehrfunktionen). Sei U @ C offen und
sei f: U — C eine stetige Injektion mit offenem Bild und stetiger Umkehrung
7 f(U) — U. Ist dann f komplex differenzierbar im Punkt p € U mit
Ableitung f'(p) # 0, so ist auch die Umkehrfunktion f~': f(U) — C komplex
differenzierbar in g = f(p) mit Ableitung

() =1/ (f 1)

Bemerkung 8.6.15. In 7?7 werden wir zeigen, dafl eine injektive komplex dif-
ferenzierbare Funktion mit offenem Definitionsbereich stets offenes Bild und
eine stetige Umkehrung hat. Ein Teil der Bedingungen an unsere Funktion
sind also eigentlich iiberfliissig und dienen nur dazu, den Beweis zu vereinfa-
chen.

Beweis. Nach unseren Annahmen gibt es eine stetige Funktion ohne Null-
stelle p : U — C mit f(z)— f(p) = (z —p)e(z) und p(p) = f'(p). Setzen wir
hier z = f~!(w), soist ¥ = 1/(po f7') : f(U) — C eine stetige Funktion
mit (w — @)y (w) = f~(w) = f~'(q) und ¥(q) = 1/f'(p). O

Beispiel 8.6.16. Das Quadrieren liefert eine Bijektion zwischen der Halb-
ebene aller komplexen Zahlen mit positivem Realteil und der “geschlitzten
Zahlenebene” C \ R<j. Die Umkehrfunktion zu dieser Bijektion ist also eine
komplex differenzierbare Funktion auf der geschlitzten Zahlenebene, die wir
v/z notieren und die nach 8.6.14 differenzierbar ist mit Ableitung 1/(2+/z).

Lemma 8.6.17. Die komplexe FExponentialfunktion ist komplex differenzier-
bar und stimmt auf der ganzen komplexen Zahlenebene mit ihrer eigenen
Ableitung tiberein.

Beweis. Der Beweis des reellen Analogons 4.2.8 kann wortwortlich iibernom-
men werden. ]
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L.

Anschauliche Bedeutung der Ableitung der komplexen Exponentialfunktion



256 KAPITEL III. FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

Beispiel 8.6.18. Ist U @ C eine offene Teilmenge derart, dafl die Exponen-
tialfunktion eine Injektion mit offenem Bild und stetiger Umkehrfunktion
log : exp(U) — C liefert, so nennt man log einen Zweig des Logarithmus.
Nach 8.6.14 ist jeder solche Zweig des Logarithmus komplex differenzierbar

mit Ableitung
1 1
log'(q) = ——— = -
@ exp(logq) ¢

Bemerkung 8.6.19. Eine komplex differenzierbare komplexwertige Funktion,
die auf einer offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene definiert ist, heifit
eine holomorphe Funktion. Die Theorie der holomorphen Funktionen, die
sogenannte Funktionentheorie, ist grundlegend verschieden von der Theo-
rie der differenzierbaren reellwertigen Funktionen auf einer offenen Teilmenge
der reellen Zahlengerade, die wir in dieser Vorlesung ausfiihrlich studiert ha-
ben. Zum Beispiel ist jede holomorphe Funktion, d.h. jede auf einer offenen
Teilmenge der komplexen Zahlenebene definierte einmal komplex differen-
zierbare Funktion dort bereits beliebig oft komplex differenzierbar.
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9 Lo6sung einiger Schwingungsgleichungen

9.1 Gedampfte Schwingungen

Bemerkung 9.1.1. Wir interessieren uns fiir die Bewegung eines Massepunk-
tes, der an einer Feder aufgehéngt ist und dessen Bewegung durch eine zur
Geschwindigkeit proportionale Reibung gedampft wird. Mifit die Funktion
r : R — R, t — x(t) seine Auslenkung von der Gleichgewichtslage zum
Zeitpunkt ¢, so mufl unsere Funktion aus physikalischen Griinden eine Diffe-
rentialgleichung zweiten Grades der Gestalt

I = —ax — bx

erfiillen, wobei die Konstanten a und b die Stérke der Feder und der Damp-
fung ausdriicken und in physikalisch relevanten Féllen nichtnegativ sind. Wir
l6sen diese Differentialgleichung hier erst einmal ad hoc und erheben danach
in 9.2.2 diesen Zugang zur Methode.

Proposition 9.1.2 (zur Lésung der Schwingungsgleichung). Seien re-
elle Zahlen a,b € R gegeben.

1. Die Menge aller zweimal differenzierbaren Funktionen x : R — R mat
I 4 at + bx = 0 bildet einen Untervektorraum des Raums Ens(R,R)
aller Abbildungen R — R, den Lésungsraum L unserer Differential-
gleichunyg.

2. Die Abbildung x — (x(0),2(0)) definiert einen Vektorraumisomorphis-
mus L = R? dieses Lisungsraums mit dem R?, den Anfangswert-
isomorphismus.

3. Hat das Polynom X? + aX + b zwei verschiedene reelle Nullstellen
und p, so bilden die beiden Funktionen z1(t) = e und xo(t) = e
eine Basis des Losungsraums. Hat es dahingegen eine doppelte reelle
Nullstelle \, so bilden die beiden Funktionen z1(t) = e und xo(t) =
teM eine Basis des Losungsraums.

Bemerkung 9.1.3. Um den Fall, daf§ unser Polynom keine reellen Nullstellen
hat, werden wir uns gleich noch gesondert kiimmern.

Bewers. Teil 1 scheint mir offensichtlich. Um Teil 2 zu zeigen beachten wir,
dafl die Vorschrift x — (x, %) offensichtlich einen Isomorphismus zwischen
unserem Losungsraum L und dem Losungsraum des Systems 41 = 73, Y2 =
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—by1 — a7y, induziert, das in Matrixschreibweise die Gestalt ¥ = Ay annimmt

mit der Matrix
0 1
= (5 )

Teil 2 folgt damit aus 7.5.13. Fiir Teil 3 miissen wir folglich nur priifen, daf
die beiden angegebenen Funktionen in der Tat linear unabhéngige Losungen
sind. Das kann dem Leser iiberlassen bleiben. O

Bemerkung 9.1.4. Statt in Teil 3 mogliche Losungen einfach zu erraten, hét-
ten wir uns auch daran erinnern kénnen, dafl ja nach 7.5.9 jede Losung von
der Form
(t) = 71(t) = pry(exp(tA)c)

sein muB fiir ¢ = (2(0), (0)). Das charakteristische Polynom unserer Matrix
A ist aber nun gerade X2 + aX + b. Hat es zwei verschiedene reelle Null-
stellen A, ;1 und bilden wir eine Matrix P mit Eigenvektoren zu A und p als
Spalten, so gilt A = Pdiag(\, u)P~! und exp(tA) = P diag(e, e*) P~ und
wir erkennen auf Anhieb, dafl jede Losung

z(t) = n(t) = pry(exp(tA)c)

eine Linearkombination der Gestalt x(t) = aeM +Se* sein mufl. Im Fall
einer doppelten reellen Nullstelle finden wir dhnlich ein P mit

_ Al -1
aer (3 )
und 7.6.19 liefert

u t\ u 0 Ot_e“() 1t_e“te“
Pl o) TP 0 o/ Plo o) "o e)\o 1) Lo e

womit sich die allgemeine Losung x(t) = v1(t) = pr;(exp(tA)c) ergibt als
eine Linearkombination der Gestalt ave +3t e .
Bemerkung 9.1.5. Im Fall der geddmpften Schwingung hat unser Polynom
X?% + aX + b die beiden Nullstellen

a a?

2 + 4 b
Bei hinreichend grofier Dampfung a?/4 > b erhalten wir reelle nichtpositi-
ve Losungen und unser Massepunkt kehrt mit hochstens einmaligem Uber-
schwingen zum Ruhezustand zuriick. Im Fall kleiner Ddmpfung a?/4 < b hat
unser Polynom dahingegen keine reellen Nullstellen mehr und stattdessen die
beiden komplexen Nullstellen +iw — a/2 mit w = /b —a?/4 > 0. Um hier
weiterzukommen verallgemeinern wir zunéchst einmal alles bisher Gesagte
ins Komplexe.
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Proposition 9.1.6 (Losung der Schwingungsgleichung). Seien komple-
xe Zahlen a,b € C gegeben.

1. Die Menge aller zweimal differenzierbaren Funktionen x : R — C mut
T+ ax + bx = 0 bildet einen komplexen Untervektorraum des Raums
Ens(R,C) aller Abbildungen R — C, den Losungsraum L unserer
Differentialgleichung.

2. Die Abbildung x — (x(0),x(0)) definiert einen Vektorraumisomorphis-
mus L = C?, den Anfangswertisomorphismus.

3. Hat das Polynom X?*+aX +b zwei verschiedene Nullstellen \ und p, so
bilden die beiden Funktionen x1(t) = e™ und x5(t) = e#* eine Basis des
Lésungsraums L. Hat es eine doppelte Nullstelle A, so bilden die beiden
Funktionen z1(t) = eN und x4(t) = teM eine Basis des Losungsraums.

Beweis. Der Beweis ist identisch zum Beweis der reellen Version 9.1.6, sobald
man die dabei benotigten Hilfsmittel ins Komplexe verallgemeinert hat, was
wir im weiteren Verlauf dieses Abschnitts und insbesondere in 9.1.10 tun
werden. [

Bemerkung 9.1.7. Sind in der Situation aus 9.1.6 die Koeffizienten a, b beide
reell, so bilden die reellwertigen Losungen unseres Systems nach 9.1.2 einen
zweidimensionalen reellen Untervektorraum Lg C Ens(R,R) und seine kom-
plexwertigen Losungen bilden nach 9.1.6 einen zweidimensionalen komplexen
Untervektorraum Le C Ens(R, C), der stabil ist unter dem Ubergang zum
komplex Konjugierten, in Formeln f € Le = f € L. Per definitionem
gilt weiter Lg = L¢ N Ens(R, R). Haben wir nun Erzeuger fi, ..., f,. fiir den
C-Vektorraum der komplexwertigen Losungen gefunden, so erzeugen deren
Realteile zusammen mit ihren Imaginérteilen den R-Vektorraum der reell-
wertigen Losungen: In der Tat schreibt sich ja jede reellwertige Losung f als
f=afi+...+c¢.fr mit ¢, € C, und bilden wir hier auf beiden Seiten den
Realteil, so ergibt sich fiir f die Darstellung

f =Re(c1) Re(f1) — Im(cq) Im(f1) + ... + Re(e,) Re(f) — Im(e,) Im(f,)

Bemerkung 9.1.8. Im Fall der geddampften Schwingungen 9.1.1 mit kleiner
Dampfung und folglich komplexen Nullstellen +iw — a/2 erhalten wir die
komplexen Losungen z4(t) = e*/2e*1%! und die Euler-Formel liefert, daf
die Funktionen

z1(t) = e % coswt  und  25(t) = e sinwt
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den Raum der reellwertigen Losungen aufspannen. Die Grofle w wird in die-
sem Zusammenhang auch als Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Die Ad-
ditionstheoreme zeigen, dafl sich jede reelle Linearkombination « sin(wt) +
B cos(wt) der Funktionen cos(wt) und sin(wt) als Sinuswelle mit Amplitude
k und Phase ¢ in der Form

asin(wt) + B cos(wt) = ksin(wt + @)

schreiben 1483, fiir £ = \/a? 4 42 und ¢ einer Losung des Gleichungssystems
kcos¢ = a und ksin¢ = (. Im Fall kleiner Dadmpfung kann die allgemeine
Losung also geschrieben werden als z(t) = ke~*/2 sin(wt 4 ¢) und beschreibt

eine Schwingung, deren Amplitude bei positiver Dampfung a > 0 exponentiell
abfallt.

Bemerkung 9.1.9. Man kann ohne Schwierigkeiten die Exponentialabbildung
auf quadratischen Matrizen ins Komplexe erweitern zu

exp: M(nxn,C) — M(nxn,C)
A = Do %Ak

Satz 9.1.10 (Lineare Differentialgleichungen). Ist A € M(n x n,C)
eine quadratische Matriz und ¢ € C" ein Spaltenvektor, so gibt es genau eine
differenzierbare Abbildung v : R — C"™ mit Anfangswert v(0) = ¢ derart, dajs
gilt 4(t) = A~(t) fir alle t € R, und diese Abbildung wird gegeben durch die
Vorschrift

V(t) = exp(tA)c

Beweis. Mutatis mutandis, als da heifit nach Verdndern des zu Verdndernden
identisch zum Beweis von 7.5.9. O

Korollar 9.1.11 (Anfangswertisomorphismus). Ist A € M(nxn, C) eine
quadratische Matrix, so bilden die differenzierbaren Abbildungen v : R — C”
mit 4(t) = Ay(t) YVt € R einen komplexen Untervektorraum L C Ens(R,C")
und das Auswerten bei t = 0 definiert einen Isomorphismus L — C™.

Beweis. Dem Leser iiberlassen. Im Reellen war das Ubung 7.5.13. O]

Bemerkung 9.1.12. Die Regel exp(PAP™!) = P(exp A)P~! aus 7.6.23 gilt
genauso fiir komplexe Matrizen. Die Berechnung des Exponentials einer belie-
bigen quadratischen Matrix wird Ihnen auf dieser Grundlage leicht gelingen,
sobald sie in der linearen Algebra die Theorie der “Jordan’schen Normalform”
kennengelernt haben.
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Ubung 9.1.13. Ist A € M(n x n,R) eine reelle Matrix und v : R — C"
eine komplexe Losung der Differentialgleichung 4(t) = A~(t), so sind ihr
koordinatenweise gebildeter Real- und Imaginérteil Rey und Im~y reelle Lo-
sungen. Frzeugt eine Menge C"-wertiger Funktionen den C-Vektorraum der
C"-wertigen Losungen unserer Differentialgleichung, so erzeugen ihre Real-
und Imaginérteile zusammen den R-Vektorraum der R"-wertigen Losungen.

9.2 Differentialgleichungen héheren Grades

Bemerkung 9.2.1. Die Erfahrungen, die wir bei der Behandlung gedédmpfter
Schwingungen gemacht haben, fassen wir nun noch etwas allgemeiner.

Satz 9.2.2. Seien komplexe Zahlen ay, ..., ,a,_1 € C gegeben.

1. Die komplexwertigen n-mal differenzierbaren Funktionen f : R — C
mit f™ +a, 1 fOY + . 4aof =0 bilden einen Untervektorraum im
Raum aller Funktionen R — C, den Losungsraum unserer Differen-
tialgleichung.

2. Die Abbildung f v~ (f(0), f(0),..., f™=1(0)) ist ein Isomorphismus
dieses Losungsraums mit dem C", der Anfangswertisomorphismus.

3. Ist X € C eine Nullstelle des Polynoms X™ + ap_ 1 X" ' 4 ... + ag der
Vielfachheit v, so sind die Funktionen e, teM, . .. t"~'eM Lisungen
unserer Differentialgleichung, und durchliuft X alle Nullstellen unseres
Polynoms, so bilden diese Losungen eine Basis des Losungsraums.

Beweis. 1 ist offensichtlich. Um die in 2 behauptete Existenz und Eindeutig-
keit zu zeigen beachten wir zunéchst, daB unsere Uberlegungen aus 7.5.9 ohne
Anderungen auch im Komplexen giiltig sind. Fiir eine quadratische Matrix
A € M(n x n;C) mit komplexen Eintrdgen haben also die differenzierbaren
Funktionen g : R — C™, die die Differentialgleichung ¢’ = Ag lésen, die Form
g(t) = (exptA)g(0) wo wir den Anfangswert g(0) € C™ frei wihlen diirfen.
Insbesondere definiert die Abbildung g — ¢(0) einen Isomorphismus vom L&-
sungsraum der Differentialgleichung ¢’ = Ag mit dem C”. Jetzt beachten wir,
daB die Vorschrift f +— g = (f, ', f",..., f® )7 eine Bijektion induziert
zwischen der Menge aller n-mal differenzierbaren Funktionen f : R — C, die
die Differentialgleichung aus dem Satz erfiillen, und der Menge aller differen-
zierbaren Funktionen ¢g : R — C", die das System von Differentialgleichungen

96 = 0
9’1 = 02

Jn-1 = Qp_1Gn—1+...a191 + apYo
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l6sen, wo wir etwas ungewohnlich g = (go, . . ., gn_1) indiziert haben der bes-
seren Ubersichtlichkeit halber. Damit ist auch Teil 2 bewiesen.

3. Motiviert durch unsere Erkenntnisse bei der Losung von 9.1.6 beginnen
wir mit dem Ansatz f(t) = e* fiir A € C. Mogliche X sind dann genau die
Nullstellen des Polynoms X" + a,_1 X" ' + ... 4+ a1 X + ag. Ist A\ eine Null-
stelle der Vielfachheit r, so sind sogar, wieder in Verallgemeinerung unserer
Erkenntnisse bei der Losung von 9.1.6, auch te*, ... "' e* noch Losun-
gen unserer Gleichung. Um das einzusehen, betrachten wir den Vektorraum
C>*(R) aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen R — C und fassen das
Ableiten auf als eine lineare Abbildung

D :C*[R) — C*(R)
Zertallt unser Polynom in Linearfaktoren
X" + Cl,nlenil +...+ay= (X - )\1)”1 Ce (X - )\r)nT

so kénnen wir den Operator D" +a,,_1 D" ' 4...+ay : C*(R) — C*>°(R) auch
schreiben als Verkniipfung der Operatoren (D — X;)™, und es reicht folglich
(D — \)rt"~teM = 0 nachzuweisen. Nun gilt aber offensichtlich

und die Behauptung folgt per Induktion. Um zu zeigen, daf8 die #/ e fiir
0 < j < n; eine Basis des Losungsraums bilden, reicht es die lineare Unab-
héngigkeit nachzuweisen. Beherrscht man die zugehorige lineare Algebra, so
erkennt man leicht, daf§ die t™ e* jeweils zum Hauptraum Hau(D; \) gehéren
und muf wegen ?? nur noch die lineare Unabhéngigkeit der ¢™ e* fiir festes
A und variables m zeigen, die hinwiederum sofort aus der linearen Unabhén-
gigkeit der Funktionen t™ folgt.

Beherrscht man die zugehorige lineare Algebra noch nicht, so mufl man mehr
arbeiten. Man setzt dann etwa eine Linearkombination Y c;;t7 e’ = 0 an
und muf zeigen, dafl alle cj; verschwinden. Sonst konnten wir aber nach
eventueller Umnummerierung der Nullstellen ein & finden mit ¢ # 0 aber
c;1 = 0 fiir j > k. Wenden wir dann auf unsere Summe den Differentialopera-
tor (D —X\)¥(D —X)N ... (D —\.)" an fiir hinreichend grosses N, so ergibt
sich ¢1 e = 0 im Widerspruch zu unserer Annahme cj; # 0. O

Ubung 9.2.3. Man bestimme eine Basis des komplexen sowie des reellen Lo-
sungsraums der Differentialgleichung "' = f.
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9.3 Gekoppelte Schwingungen

Beispiel 9.3.1. An gegeniiberliegenden Wénden eines Zimmers ist jeweils ein
Wiégelchen mit einer Feder befestigt und die beiden Wégelchen sind auch
untereinander durch eine Feder verbunden. Bezeichnen z(t) bzw. y(t) die
Position des ersten bzw. zweiten Wégelchens auf einer Skala, auf der x = y =
0 den Gleichgewichtszustand bedeuten und groflere z bzw. y einen groferen
Abstand eines Wagelchens von “seiner” Wand, so geniigt unser System einer
Differentialgleichung

i = —azr—blx+y)

j = —cy—d(y+z)

fiir Konstanten a, b, ¢, d > 0, in die die Stéarke der Federn und die Massen der
Wigelchen eingehen. Erkldren wir v : R — R% ¢ — v(t) = (z(¢),y(t)) und

betrachten die Matrix
_ [(—(a+Db) —b
A= < —d —(c+d)

so konnen wir unser System schreiben als
b(t) = Av(t)

Der Leser mag als Ubung zeigen, daf der Losungsraum vierdimensional sein
muf}. Unsere Matrix A hat, wie man dem charakteristischen Polynom ansieht,
negative reelle Eigenwerte \;, Ao. Also hat bereits der R? eine Basis vy, v, aus
Eigenvektoren von A. Dann sind die vier Funktionen

t—exp(ty/ N )y, miti=1,2

offensichtlich Losungen, und #hnliche Argumente wie im vorhergehenden
Beispiel zeigen, dafl sie sogar eine Basis Losungsraums bilden. Setzen wir
w; = /=X, so erhalten wir eine alternative Basis des Losungsraums durch
die vier Funktionen

cos(tw;)v; und  sin(tw;)v; miti=1,2.

Ist noch spezieller unsere Situation symmetrisch unter der Vertauschung der
beiden Wégelchen, haben sie also dieselbe Masse und sind durch dieselben
Federn mit den Wénden verbunden, so folgt b = d und a = ¢ und wir
erhalten v; = (1,1) mit Ay = —a — 2b sowie vy = (1, —1) mit Ay = —a. Diese
Eigenvektoren entsprechen den zwei Eigenschwingungen des Systems, bei
denen beide Wigelchen zu allen Zeiten in derselben bzw. in entgegengesetzten
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Richtungen fahren. Die Bewegung der einzelnen Wigelchen x(t) = z, (t) und
y(t) = x_(t) wird dann beschrieben durch

Re (01 eiwlt :tCQ eiu}gt) — Re (ei(wl—wg)t/Q (Cl ei(w1+w2)t/2 :]:02 e~ i(wl—wg)t/2))

mit komplexen ¢;. Nimmt man hier zum Beispiel ¢; = ¢ = 1, so ergibt sich
die Losung

z(t) = 2cos((wy — wq)t/2) cos((wy + wa)t/2)
y(t) = 2sin((wy —wq)t/2)sin((wy + we)t/2)

Ist die verbindende Feder schwach im Verhéltnis zu den Federn gegen die
Winde, in Formeln a > b, so liegen die beiden Eigenwerte A, Ay und damit
auch die Winkelgeschwindigkeiten w;,ws verhiltnismifig nah beieinander.
Im Versuch kann man in diesem Fall schén sehen, wie die beiden Wégel-
chen mit der Winkelgeschwindigkeit (w; — wy)/2 ihre Energie untereinander
austauschen.

Bemerkung 9.3.2. Im Ubrigen ist es auch a priori klar, daB in der symmetri-
schen Situation die zweielementige Symmetriegruppe unserer Gleichung, die
der Vertauschung der beiden Wégelchen entspricht, auf dem Losungsraum
operieren muf}, dafl wir also uns schon von Anfang an héitten darauf be-
schranken diirfen, nur die symmetrischen und die antisymmetrischen Losun-
gen zu bestimmen und die allgemeine Losung als Linearkombination solcher
speziellen Losungen zu erhalten.

9.4 Angeregte Schwingungen

Bemerkung 9.4.1. Ist wieder A eine komplexe (n x n)-Matrix und ist zu-
sitzlich eine stetige Funktion f : R — C" vorgegeben und man sucht alle
differenzierbaren v : R — C”, die das “inhomogene” System von Differential-
gleichungen

V(t) = Ay(t) + f(2)

16sen, so rat einem die Methode der Variation der Konstanten zum Ansatz

7(t) = exp(tA)e(t)

Man erkennt leicht, dafl dieser Ansatz eine Losung liefert, wenn ¢ : R — C"
differenzierbar ist und die Gleichung f(t) = exp(tA)c'(t) erfiillt, als da heifit
fiir

c(t) :/ exp(—7A)f(r)dr
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wobei ¢(t) als unbestimmes Integral natiirlich nur bis auf eine additive Kon-
stante aus dem C"™ wohldefiniert ist. Dafl wir mit diesem Verfahren tatsachlich
auch alle Losungen +(t) unseres inhomogenen Systems von Differentialglei-
chungen erhalten ergibt sich daraus, dafl ja ganz offensichtlich die Differenz
von je zwei Losungen unserer inhomogenen Gleichung eine Losung der homo-
genen Gleichung 7 = Av(t) sein muB. In der Sprache der linearen Algebra
bilden die Lésungen der inhomogenen Gleichung also einen affinen Teilraum
des Raums aller Funktionen, dessen Raum von Richtungsvektoren der L&-
sungsraum der homogenen Gleichung ist.

Beispiel 9.4.2 (Angeregte Schwingungen ). Eine Lampe ist mit einer Fe-
der an einer vibrierenden Decke aufgehéngt. Sei h(t) die Auslenkung der
Decke zur Zeit t und z(t) die Hohe der Lampe zur Zeit ¢, beide gemessen
auf einer gegen den Boden festen Skala, auf der h = x = 0 einen Zustand
beschreibt, in dem sich die Federkraft, die die Lampe zur Decke zieht, und
die Schwerkraft der Lampe die Waage halten. So gentigt x(t) einer Differen-
tialgleichung der Gestalt

B(t) = —a(x(t) — h(t))

wobei a positiv ist und von der Masse der Lampe und der Federkonstante
abhéngt. Wie im Beweis von 9.2.2 schreiben wir das um zu einem System
erster Ordnung

N o= m

v = —ay +ah

oder in Matrixschreibweise

v = (_Oa (1)) v (aoh)

Das charakteristische Polynom unserer Matrix A ist X? + a, die Eigenwerte
ergeben sich zu +i7 fiir n = \/a und als zugehorige Eigenvektoren finden wir
(1,£in)". Nehmen wir diese Eigenvektoren als Spalten einer Matrix

1 [in —
P = 1 .1 . sogilt Pl=_— i L
—in in 2in \in 1

und wir haben offensichtlich AP = Pdiag(—in,in) alias A = PBP™! fiir
die Diagonalmatrix B = diag(—in,in) und ¢ = P~!5 erfiillt die Differen-
tialgleichung

() = By(t) + f(t) mit f(t)=P"" (aho(t)) - a2hi(7? (_11>
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Ich betrachte von nun an diese Gleichung, da es mit {ibersichtlicher scheint,
mit exptB anstelle von exptA = P(exptB)P~! zu hantieren. Nach unseren
Uberlegungen lautet die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung

Y(t) = exp(tB)e(t) mit  c(t) :/ exp(—7B)f(r)dr

Nehmen wir zum Beispiel an, dafl unsere Decke vibriert mit h(t) = k sin(wt)
fiir w > 0, so ergibt sich die erste Komponente ¢;(t) von ¢(t) zu

alt) = —fo [t <¥> ar
= Z—:’] ft eiT(n’H’-’) dr — ’Z_:; ft eiT(U—w) dr
ka it(n—w) fall .
. i) © alls 7 # w;
— ka it(ntw) _ 4in(n-w)
= konst + e © {

’i—;t falls n=w.

Ahnlich berechnen wir ¢,(¢) und erkennen, daf in dem Fall, da88 die Eigenfre-
quenz der Lampe nahe an der Frequenz der Decke ist, d.h. fiir | — w| klein
die Schwingung sehr grof§ werden kann und im Fall n = w die Auslenkung
eventuell sogar gegen Unendlich strebt. In der Physik spricht man in diesen
Féillen von Resonanz bzw. von einer Resonanzkatastrophe.
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10 Grundlegendes zu Fourierreihen

10.1 Eindeutigkeit der Fourierreihe

Definition 10.1.1. Sei M eine Menge und p > 0 eine positive reelle Zahl.
Wir sagen, eine Abbildung f : R — M habe die Periode p genau dann,
wenn gilt f(x +p) = f(z) VreR.

Satz 10.1.2 (Entwicklung in eine Fourier-Reihe, reelle Form).
Sei f: R — R eine stetig differenzierbare Funktion mit der Periode 2mw. So
gibt es eindeutig bestimmte a,,b,,c € R derart, daf$ gilt

flz)=c+ Z a, sin(vz) + b, cos(vx)

v=1

in dem Sinne, daff die Folge der Partialsummen gleichmdf$ig gegen unsere
Funktion f konvergiert.

Satz 10.1.3 (Entwicklung in eine Fourier-Reihe, komplexe Form).
Sei [ : R — C eine stetig differenzierbare Funktion mit der Periode 2m. So
gibt es eindeutig bestimmte c, € C derart, daf§ 1m Sinne der gleichmdfsigen
Konvergenz gilt

rv=n

lim c, e’ = f(x

Tim V;n (z)
Bemerkung 10.1.4. Natiirlich kénnen wir in der ersten Formulierung 10.1.2
unseres Satzes auch komplexwertige Funktionen erlauben, wenn wir a,,, b, ¢ €
C zulassen. Die beiden Sétze sind dann dquivalent, da ja nach der Euler’schen

Formel gilt

e — cosvw +isinve
e '"* = cosvx —isinvw

Gegeben eine Darstellung wie in Satz 10.1.3 erhalten wir also eine Darstellung
wie in Satz 10.1.2 mit ¢ = ¢, b, = ¢, +¢c_,, a, = ic_, —ic,, und diese
Gleichungen sind erfiillt genau dann, wenn gilt

1 1
Co=¢, ¢ = 5(1),, —1ia,), und c_, = §(b,, +ia,)

Beweis. Wir zeigen vorerst nur die Eindeutigkeit, der Beweis der Existenz
wird in 10.4.6 nachgeholt. Aus 8.6.17 oder auch aus der Euler’schen Formel
folgt, daB die Ableitung von f(z) = e¢'¥® = cosvx + isinvz gegeben wird
durch f'(z) = —vsinvz +ivcosve = ive”® . Mit 8.2.9 und der vektorwer-
tigen Variante des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung 8.4.7



268 KAPITEL III. FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

erhalten wir f027r e dy = Le" 2" = 0 falls v € Z, v # 0, und fiir v = 0

iv

ergibt sich f027r 1dz = 27. Wir folgern

2T .
ei;wce—iua:dx: 27 V= [
0 0  sonst,

und indem wir die gleichméflige Konvergenz mit dem Integral vertauschen
und uns iiberlegen, dafl das auch fiir komplexwertige Funktionen erlaubt ist,

erhalten wir
27

(z)e """ dx = 27c,
0
Das zeigt die Eindeutigkeit der c,. Der Beweis der Existenz wird in 10.4.6
nachgeholt. O

Satz 10.1.5 (Variante zur Fourier-Reihe). Ist f : R — C eine stetig
differenzierbare Funktion mit der Periode 2w, so gibt es eindeutig bestimmte

¢, € C derart, daf$ beziiglich der Norm der gleichmdfligen Konvergenz auf
Ens"(R, C) im Sinne von 7.6.8 gilt

ZCV eiua: _ f(f)

VEZL

Bemerkung 10.1.6. Natiirlich miissen hier die ¢, dieselben sein wie in der
schwécheren aber einfacher zu formulierenden Version 10.1.3. Der Beweis
ihrer Existenz wird in 10.4.6 gegeben. Ich habe etwas gezogert, auf der rechten
Seite f(x) zu schreiben wo doch schlicht die Funktion f gemeint ist, aber auf
der linken Seite steht ja auch e'** fiir die Funktion x +— e'¥® .

10.2 Der Satz von Stone-Weierstraf3

Definition 10.2.1. Eine Teilmenge eines metrischen Raums heifit dicht ge-
nau dann, wenn ihr Abschlufl der ganze Raum ist.

Definition 10.2.2. Gegeben ein kompakter Raum X bezeichne C(X,R) den
reellen Vektorraum aller stetigen reellwertigen Funktionen auf X mit sei-
ner Supremumsnorm. Ein unter Produkten stabiler Untervektorraum A C
C(X,R) heiit eine Unteralgebra von C(X,R). Enthélt unsere Unteralgebra
dariiber hinaus die Funktion 1, die jedem Punkt aus X den Wert 1 zuord-
net, so nennen wir sie eine unitire Unteralgebra. Schliellich sagen wir, eine
Teilmenge A C C(X,R) trenne die Punkte von X genau dann, wenn es
fir alle z,y € X mit x # y ein a € A gibt mit a(x) # a(y).
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Satz 10.2.3 (Stone-Weierstraf). In der Algebra aller stetigen reellwerti-
gen Funktionen auf einem kompakten Raum liegt jede unitire Unteralgebra,
die die Punkte unseres Raums trennt, bereits dicht in Bezug auf die Metrik
der gleichmdfligen Konvergenz.

Bemerkung 10.2.4. Unter einem kompakten Raum darf man hier und im
folgenden je nach Wissensstand einen kompakten metrischen oder allgemeiner
einen kompakten topologischen Raum verstehen.

Korollar 10.2.5 (Approximationssatz von Weierstraf}). Sei X C R"
eine kompakte Teilmenge und f : X — R eine stetige Funktion. So gibt es
fiir jedes € > 0 eine Polynomfunktion p € Rlxy, ... x,| mit

p(z) — f(x)| <e VeeX
Bewers. Das folgt sofort aus dem Satz von Stone-Weierstrafl 10.2.3. [

Beweis des Satzes von Stone- Weierstraf§. Sei X unser kompakter Raum und
A C C(X,R) unsere unitére Unteralgebra. Wir ziechen uns zunéchst auf den
Fall zurtick, daB8 A in C(X,R) abgeschlossen ist, und zeigen dazu:

Lemma 10.2.6. Sei X kompakt und A C C(X,R) eine Unteralgebra. So ist
auch der Abschlufy A von A eine Unteralgebra.

Beweis. Nach 6.4.15 ist A genau die Menge aller stetigen Funktionen a : X —
R derart, dafl es eine Folge a,, aus A gibt, die gleichmé&fig gegen a konvergiert.
Sei b ein anderes Element von A und b, eine Folge aus A, die gleichmiBig
gegen b konvergiert. Wir behaupten, daf§ dann auch a,, +b,, gleichméflig gegen
a+b konvergiert und a,,b,, gleichméflig gegen ab. Die erste Aussage iiberlassen
wir dem Leser. Fiir die zweite benutze man die Abschétzung

lab = anball < la = an|| [[oa]l + [lall ||b = bal
< e(llol] + 1+ [lal])
falls gilt ||a — a,|| <e, ||b—0b,]| < e und e < 1. O

Erfillt also eine Unteralgebra A C C(X,R) die Bedingungen im Satz, so
auch ihr Abschluf A. Um den Satz von Stone-Weierstrafl zu beweisen reicht
es demnach aus, wenn wir unter der zuséitzlichen Annahme A abgeschlossen
zeigen A = C(X,R). Um weiterzukommen brauchen wir:

Lemma 10.2.7. Fiir beliebiges € > 0 gibt es stets ein Polynom p = p. mit
Ve —p(z)| <e Vrel01].
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FErster Beweis. Sei € > 0 gegeben. Da /z gleichmiflig stetig ist auf [0, 2],
finden wir € (0,1) mit

Wz — o+ <e/2 Vre|o,1]

Da die Taylorreihe von /z um den Entwicklungspunkt 1 nach 5.1.14 auf dem
Intervall [, 1 + 5] gleichméBig gegen /z konvergiert, finden wir weiter ein
Polynom p mit

[V +n—px)| <e/2 Vzel0,1] O

Zweiter Beweis. Bei der folgenden Alternative mufl man etwas mehr denken,
aber nichts wissen iiber die Konvergenz von Taylorreihen. Wir konstruieren
induktiv eine Folge von Polynomen durch po(z) = 0, ppi1(z) = pu(z) +
(1/2)(z — pn(x)?) und behaupten, daf diese Folge auf [0, 1] gleichm#Big gegen
V& konvergiert. In der Tat gilt ja

Pn+1 = Pn + (\/_ - pn)(\/g +pn>/2

und dieser Gleichung sehen wir an, daf§ fiir z € [0, 1] gilt

po<p <...<Vx

denn es folgt induktiv (y/z — p,) > 0 und (v/x + p,)/2 < 1. Andererseits
folgt aus unserer Gleichung auch

(VT = pny1) (VT = pa)(2 = V2 —pn)/2

< (Vi-p)2—va)2

und somit konvergiert unsere Folge p,, auf jedem Intervall [a, 1] mit 0 < a < 1
gleichmissig gegen /x. Dann muf} (mit etwas Nachdenken) unsere Folge aber
auf ganz [0, 1] gleichméssig gegen /z konvergieren. O

Nun zeigen wir den Satz von Stone-Weierstraf} fiir abgeschlossenes A in fiinf
Schritten.

l.a € A= |a| € A. Um das zu zeigen, schreiben wir a = A\b mit A € (0, 00)
und |[b| < 1 und erhalten |a| = Av/b2. Nach Lemma 10.2.7 gibt es eine
Folge p, von Polynomen, die auf [0, 1] gleichmiflig gegen +/z strebt, und
dann strebt Ap, (b?) auf X gleichmiiflig gegen |a|. Da A eine Unteralgebra ist,
liegen alle Ap,,(b%) auch in A, und da A abgeschlossen ist unter gleichméBiger
Konvergenz, folgt |a| € A.

2. a,b € A= sup(a,b) € A, inf(a,b) € A. In der Tat gilt

sup(a,b) = 1/2(a+b+ |a—b|)
inf(a,b) = 1/2(a+0b—|a—10|)
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3. Fiir x # y zwei verschiedene Punkte aus X und «,3 € R gibt esa € A
mit a(x) = a, a(y) = §. In der Tat betrachte man die R-lineare Abbildung

A — R?
a +— (a(z),a(y))

Da A Punkte trennt, gibt es a € A mit a(z) # a(y). Da die Konstanten
zu A gehoren, liegt jedoch auch (1,1) im Bild unserer linearen Abbildung.
Damit enthélt das Bild unserer linearen Abbildung zwei linear unabhéngige
Vektoren und ist folglich ganz R2.

4. Fiir beliebige f € C(X,R), x € X und € > 0 gibt es a, € A mit a,(z) =
f(z) und
az(y) < fy) +¢ Vye X

In der Tat, fir alle y € X finden wir a,, € A mit a,,(z) = f(z) und
az4(y) = f(y). Auf einer geeigneten offenen Umgebung U, von y gilt dann
ay4(2) < f(2) +¢ Vz e U, Da X kompakt ist, gibt es nun £ C X endlich
mit X = UyE 5 Uy. Dann nehmen wir a, = inf,cpa,, und haben unser a,
gefunden.

5. Fiir beliebiges f € C(X,R) und € > 0 gibt es a € A mit |ja — f]| < e. Sei
in der Tat fiir jedes x € X ein a, wie eben gewahlt. Dann hat jeder Punkt
x € X eine offene Umgebung V, mit f(2) — e < a,(2) < f(2) +e Vz €V,
wobei die zweite Ungleichung sogar gilt fiir alle z € X. Da X kompakt ist,
gibt es wieder F' C X endlich mit X = |J,.p V5. Ist X nicht leer, so nehmen
wir nun @ = sup,p a, und haben unser a gefunden. Der Fall X = () ist eh
unproblematisch. O

Definition 10.2.8. Wir betrachten nun den Raum C(X) aller stetigen kom-
plexwertigen Funktionen auf X mit der Supremumsnorm und nennen einen
komplexen Untervektorraum B C C(X), der stabil ist unter Produkten, eine
komplexe Unteralgebra von C(X).

Korollar 10.2.9 (Komplexer Stone-Weierstrafl). Sei X kompakt und
B C C(X) eine unitire kompleze Unteralgebra, die die Punkte von X trennt.
Ist B zusdtzlich stabil unter Konjugation, in Formeln b € B = b € B, so
liegt B dicht in C(X).

Beweis. Man wendet den Stone-Weierstrafl 10.2.3 an auf A = BN C(X,R).
Aus b € B folgt Reb,Imb € A, denn es gilt Reb = (b +b)/2 und Imb =
(b—b)/2i. Also trennt auch unser A die Punkte von X. Fiir f € C(X) finden
wir u,v € A mit |Re f(z) —u(z)| < e/2 und |Im f(x) — v(x)| < /2 fiir alle
z € X, setzen b = u + iv und folgern ||f — 0| < e. O
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Zum Beweis von 10.2.3, Schritt 4
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Definition 10.2.10. Eine Funktion f : R — C der Gestalt t — Y /~" d, e'"*
mit d, € C heif}t ein trigonometrisches Polynom.

Satz 10.2.11 (Dichtheit trigonometrischer Polynome). Sei f : [0, 27] —
C stetig mit f(0) = f(27). So gibt es fir beliebiges € > 0 ein trigonometri-
sches Polynom g = g. mit

|f(z) —g(x)] <e Vaxel0,2n]

Beweis. Sei S' = {z € C | |z| = 1} der Einheitskreis in der komplexen
Ebene. Wir betrachten die Abbildung F : [0,27] — S', ¢ — €', Aus dem
anschliefenden Lemma 10.2.12 folgt, dal das Vorschalten von E eine Bijek-
tion

(0 E): C(S") = {f €C([0,2a]) | £(0) = f(2m)}

liefert. Unter unserer Bijektion entsprechen nun aber die trigonometrischen
Polynome auf [0,27] genau den Funktionen der Form > "_ d,z” auf der
Kreislinie S!. Da gilt z = 27! fiir alle z € S! diirfen wir den Satz von Stone-
Weierstra8 fiir komplexwertige Funktionen 10.2.9 anwenden und folgern, dafl
das C-Erzeugnis der z” dicht liegt in C(S'). Damit folgt der Satz. O

Lemma 10.2.12. Ist f : X — Y eine stetige Surjektion von kompakten
Raumen, so ist eine Abbildung g : Y — Z in einen weiteren metrischen
Raum Z stetig genau dann, wenn g o f stetig ist.

Beweis. Das Problem ist hier, die Stetigkeit von g aus der Stetigkeit von go f
zu folgern. Da f surjektiv ist, gilt fiir jede Teilmenge A C Z offensichtlich

g1 (A) = fgo £)'(A)

Ist A abgeschlossen in Z, so ist (g o f)"'(A) abgeschlossen in X wegen der
Stetigkeit von go f, also kompakt. Dann ist f((go f)~'(A)) kompakt als Bild
einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung, mithin abgeschlos-
sen. Zusammenfassend haben wir also gezeigt, dafi das Urbild g~!(A) einer
abgeschlossenen Teilmenge A C Z abgeschlossen ist in Y, und daraus folgt
mit 6.4.12 die Stetigkeit von g. ]

10.3 Geometrie in euklidischen Vektorriumen

Definition 10.3.1. Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V
ist eine bilineare Abbildung V' x V' — R, (v,w) — (v,w) derart, da8 gilt
(v,w) = (w,v) fir alle v,w € V und (v,v) <0=v=0.
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Bemerkung 10.3.2. Ich stelle mir meist V' = R", eigentlich sogar V = R?
vor mit dem Skalarprodukt (v,w) = vyw; + ... + vyw, fir v = (vy,...,v,)
und w = (wy,...,w,). Anschaulich mift (v, w) im Fall v # 0 das Produkt
der Lange von v mit der Lénge der orthogonalen Projektion von w auf die
Gerade Rv, wobei die Léange dieser Projektion negativ zu rechnen ist, falls die
Projektion ein negatives Vielfaches von v ist. Man priift diese Anschauung
am leichtesten im Fall v = (a,0,...,0). Um sie im allgemeinen einzusehen
beachte man, dafl unser anschaulich erkldrtes Skalarprodukt zunéchst fiir
Vektoren gleicher Lange aber dann durch Reskalieren auch im allgemeinen
gleich bleibt beim Vertauschen der beiden Vektoren, daf es offensichtlich in
der zweiten und dann auch in der ersten Variablen linear sein muf}, und daf
es auf Vektoren der Standardbasis dieselben Werte liefert wie unsere Formel.

Definition 10.3.3. Ein Skalarprodukt auf einem komplexen Vektorraum
V ist eine Abbildung V x V — R, (v,w) — (v,w) derart, dafl fiir alle
v,w, v, w €V und A\, u € C gilt:

1. (v+ v, w) = (v,w) + V', w), (\v,w) = ANv,w).

Ny
2. (v,w+w) = (v,w) + (v,w), (v, pw) = @{v,w).
3. {

v, w) = (w, v), insbesondere (v, v) € R.
4. (v,v) <0=0v=0.

Bemerkung 10.3.4. Nebenbei bemerkt folgt hier 2 schon aus 1 und 3, aber es
kann auch nicht schaden, diese Formeln nochmal explizit hinzuschreiben. Das
Standardbeispiel ist V' = C" mit dem Skalarprodukt (v, w) = vy +. . . v,
fir v = (v1,...,v,) und w = (wy,...,w,). Viele Autoren verwenden auch
die abweichende Konvention, nach der im komplexen Fall ein Skalarprodukt
schieflinear im ersten und linear im zweiten Eintrag sein soll.

Definition 10.3.5. Einen reellen bzw. komplexen Vektorraum mit Skalar-
produkt nennt man auch einen reellen bzw. komplexen euklidischen Vek-
torraum. In einem euklidischen Vektorraum definiert man die Lénge oder
(euklidische) Norm ||v]| € R eines Vektors v durch ||v|| = /(v,v). DaB
das tatséchlich auch im Sinne von 6.7.2 eine Norm ist, werden wir gleich
als 10.3.9 zeigen. Vektoren der Lénge 1 heilen auch normal. Zwei Vekto-
ren v, w heiflen orthogonal und man schreibt v 1 w genau dann, wenn gilt
(v,w) = 0. Man sagt dann auch, v und w stehen senkrecht aufeinander.

Bemerkung 10.3.6. Stehen zwei Vektoren v, w eines euklidischen Vektorraums
senkrecht aufeinander, so gilt der Satz des Pythagoras

lv + wlf* = [[o]|* + [|wl]|*
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In der Tat folgt ja aus v L w schon
(v+w,v+w) = (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w,w) = (v,v) + (W, w)

Definition 10.3.7. Eine Familie (v;);c; von Vektoren eines euklidischen Vek-
torraums heifit ein Orthonormalsystem genau dann, wenn die Vektoren v,
alle die Lange 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen, in For-

meln
)1 i=y;
@“W_{0¢%j

Lemma 10.3.8 (Orthogonale Projektion). Ist V' ein euklidischer Vek-
torraum und (v;);e; ein endliches Orthonormalsystem, so kann man jeden
Vektor v € V' in eindeutiger Weise schreiben als

v=p—+r
mit p in dem von den v; erzeugten Teilraum und r orthogonal zu allen v;.

Beweis. Machen wir den Ansatz p = > \u;, so folgt (v,v;) = (p,v;)) = N
und damit die Eindeutigkeit von p. Andererseits steht aber mit diesen \; der
Vektor = v — Y A\jv; auch tatséchlich senkrecht auf allen v;. O

Bemerkung 10.3.9. Besteht unser Orthonormalsystem aus einem einzigen
Vektor vy, so erhalten wir p = (v,v;)v; und |[v||* = ||p||* + ||I7]]* > ||p||* =
|{v,v1)|? und damit ||v]|||v1|| > |{v,v:1)|. Diese Ungleichung muf aber offen-
sichtlich erhalten bleiben, wenn wir darin v; durch ein Vielfaches ersetzen,
und so erhalten wir fiir beliebige Vektoren v, w eines beliebigen euklidischen
Vektorraums die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

[ollllwll = [{v, w)|
Daraus hinwiederum ergibt sich sofort die Dreiecksungleichung
[+ wl| = lv]| + [Jw]

indem man beide Seiten quadriert und die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung
anwendet. Insbesondere ist unsere euklidische Norm wirklich eine Norm im
Sinne von 6.7.2.

Bemerkung 10.3.10. Die Abbildung v — p heifit die orthogonale Projek-
tion auf den von den v; aufgespannten Teilraum. Man beachte, daf3 die or-
thogonale Projektion von v genau derjenige Punkt p unseres Teilraums ist,
der den kleinsten Abstand zu v hat: Fiir jeden Vektor w # 0 aus unserem
Teilraum gilt ndmlich nach Pythagoras

I(p +w) = vlI* = llp — vl + [[wl]* > [lp — vl
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10.4 Konvergenz der Fourierreihe

Definition 10.4.1. Wir versehen den komplexen Vektorraum V' = C([0, 27])
aller stetigen Funktionen f : [0,27] — C mit dem Skalarprodukt

1 2m
=5 [ 19

Die zugehorige Norm notiert man in diesem Fall mit \/(f, f) = || f||2-

Bemerkung 10.4.2. Unsere Formeln aus dem Beweis von 10.1.3 besagen ge-
nau, daf die e mit v € Z in diesem Raum ein Orthonormalsystem bilden,

1Vx ll,l,$ — )
(e, e) { 0 sonst.

Die Fourier-Koeffizienten schreiben sich nun kiirzer ¢, = (f,e'**) und wir
erhalten allgemeiner eine Abbildung

C([0,27]) — Ens(Z,C)
f = f
indem wir jeder stetigen Funktion f : [0,27] — C die Familie ihrer Fourier-
koeffizienten im Sinne von 10.4.3 zuordnen. Im folgenden werden wir diese

Abbildung erweitern zu einer Bijektion zwischen geeigneten Rdumen quadra-
tintegrierbarer Funktionen.

Satz 10.4.3 (Konvergenz im quadratischen Mittel). Sei f : [0,27] — C
eine stetige Funktion und seien c, = (f, e'"*) ihre Fourierkoeffizienten. So gilt

n
f_ Z Cyeluw

v=—n

=0
2

lim
n—oo

Bemerkung 10.4.4. Gegeben eine Folge f, stetiger Funktionen von einem
kompakten Intervall [a,b] nach C und eine weitere stetige Funktion f sagt
man, die Folge der f, konvergiere im quadratischen Mittel gegen f

genau dann, wenn gilt
b

lim |f_fn|2:O

Unser Satz sagt also in dieser Terminologie, daf die Fourierreihe einer stetigen
Funktion im quadratischen Mittel gegen besagte Funktion konvergiert. Wir
werden den vorhergehenden Satz in 7?7 verallgemeinern von stetigen auf alle
“quadratintegrierbaren” Funktionen. Mit der Terminologie aus 7.6.8 kénnen
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wir im normierten Vektorraum C([0, 27]) aus 10.4.1 die Aussage des Satzes
auch schreiben in der Gestalt

f:cheiyw

Bewers. Fiir alle n konnen wir f nach 10.3.8 zerlegen in seine Projektion auf
den von allen €' mit —n < v < n aufgespannten Teilraum von C([0, 27])
und einen auf diesem Teilraum senkrechten Anteil,

f= Z Cyeiux+ (f_ Z cyeiyac>

v=—n v=—n

Wir nehmen nun zunéchst zusétzlich f(0) = f(27) an. Fiir alle ¢ > 0 finden
wir dann nach dem Korollar 10.2.11 des Satzes von Stone-Weierstrafl ein
trigonometrisches Polynom g = Y0 d, e!** mit

v=—n

[f(z) —g(z)| <e Va

Es folgt sofort ||f — gl < €. Da in einem euklidischen Vektorraum nach
10.3.10 die orthogonale Projektion eines Vektors auf einen endlichdimensio-
nalen Teilraum stets die bestmogliche Approximation durch Vektoren dieses
Teilraums ist, folgt fiir alle m > n erst recht

Hf_ i Cyeiucc

Das zeigt die Behauptung im Fall f(0) = f(2x). Im Fall f(0) # f(27) miissen
wir noch eine extra Verrenkung machen und zunéchst eine stetige Funktion
f finden mit f(0) = f(2x) sowie ||f — f|l» < e. Dann gibt es wieder ein
trigonometrisches Polynom ¢ mit ||f —gll2 < e, also ||f — g|l2 < 2e, und der
Beweis kann wie zuvor zu Ende gefiithrt werden. ]

<e€
2

Korollar 10.4.5. Sei f : [0,27] — C stetig und seien ¢, = (f,e™*) die
Fourierkoeffizienten. So gilt | f||3 = o ___ |cu|?.

V=—00

Beweis. Die Differenz || f]|3 — >.0__ |c,|* ist das Quadrat des Ausdrucks,

v=—n

von dem wir gerade gezeigt haben, dafl er gegen Null strebt. O

Satz 10.4.6 (iiber die gleichméflige Konvergenz der Fourierreihe).
Ist f : R — C stetig differenzierbar mit der Periode 27, so konvergiert die
Fourierrethe von f gleichmdfig gegen f.
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Bemerkung 10.4.7. Der Satz gilt mit fast demselben Beweis auch noch, wenn
wir unsere Funktion stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist in dem
Sinne, dafl es Punkte 0 = ap < a1 < ... < ap = 27 gibt derart, daf§ die
Einschrankung von f auf jedes der Intervalle [a;, a;41] stetig differenzierbar
ist. Die Details mag der Leser zur Ubung ausarbeiten.

Beweis. Die Fourier-Koeffizienten ¢, = (f,e'**) von f ergeben sich fiir v # 0
aus den Fourier-Koeffizienten ¢/, = (f’,e**) von f’ durch partielles Integrie-
ren zu

2m g1 —ive o
c, / f 7ll/Id f( ) dr = 1¢,

27T —1v v

Jetzt gilt jedoch 2|aB| < (|a|* + |B?) fiir beliebige a, 8 € C und es folgt

Z ley| < |col + Z ( + |CV\2> < 00

v#0

ll/$

Also konvergiert die Funktionenfolge >"_ ¢, e'"* gleichmiBig gegen eine
stetige Funktion g. Natiirlich konvergiert unsere Reihe erst recht im quadra-
tischen Mittel gegen diese Funktion g, aus 10.4.3 folgt also ¢ = f und wir

sind fertig. m

Bemerkung 10.4.8. Fassen wir unsere stetig differenzierbare 2m-periodische
Funktion f als eine Funktion auf dem Einheitskreis auf und nehmen sie re-
ellwertig an, so gilt fiir ihre Fourier-Koeffizienten offensichtlich c¢_, = ¢,. Sie
konnen zum Beispiel in 7?7 lernen, warum die Formel

P(z) =cy+ Z I

v=1

diejenige stabile Warmeverteilung auf der Einheitskreisscheibe beschreibt, die
sich bei der vorgegebenen Randverteilung f einstellt. In diesem Zusammen-
hang hat Fourier, von dem erzahlt wird, daf3 er hdufig frostelte, urspriinglich
die heute nach ihm benannten Reihenentwicklungen gefunden.
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