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Teil A

Grundlagen






Kapitel I
Allgemeine Grundlagen

In diesem ersten Kapitel habe ich Notationen und Begriffsbildungen
zusammengefafit, von denen ich mir vorstelle, dafl sie zu Beginn des
Studiums in enger Abstimmung zwischen den beiden Grundvorlesungen
erkldrt werden konnten.
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10 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUNDLAGEN

1 Einstimmung

1.1 Vollstiandige Induktion und binomische Formel

Satz 1.1.1. Fir jede natiirliche Zahln > 1 gilt 1+2+ ...+ n = w

Beweis. Bei diesem Beweis sollen Sie gleichzeitig das Beweisprinzip der voll-
stindigen Induktion lernen. Wir bezeichnen mit A(n) die Aussage, daf3
die Formel im Satz fiir ein gegebenes n gilt, und zeigen

Induktionsbasis: Die Aussage A(1) ist richtig. In der Tat gilt die Formel
1 — 104D

.

Induktionsschritt: Aus A(n) folgt A(n + 1). In der Tat, unter der An-

nahme, dal unsere Formel fiir ein gegebenes n gilt, der sogenannten

Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung, rechnen wir
142+ +n+(n+1) = 2oty 2l

(n+2)(n+1)
2

(n+1)((n+1)+1)
2

und folgern so, dafi die Formel auch fiir n + 1 gilt.

Es ist damit klar, dafl unsere Aussage A(n) richtig ist alias dafl unsere Formel
gilt fiir allen=1,2,3,.... ]

1.1.2. Dieser Beweis stiitzt sich auf unser intuitives Verstdndnis der natiir-
lichen Zahlen. Man kann das Konzept der natiirlichen Zahlen auch formal
einfithren und so die natiirlichen Zahlen in gewisser Weise “besser” verstehen.
Das mogen Sie in der Logik lernen. Das Wort “Induktion” meint eigentlich
“Hervorrufen”, so wie etwa das Betrachten einer Wurst die Ausschiittung von
Spucke induziert alias uns den Mund wéssrig macht. Im Zussammenhang der
vollstéandigen Induktion ist es dahingehend zu verstehen, daf3 die Richtig-
keit unserer Aussage A(0) die Richtigkeit von A(1) induziert, die Richtigkeit
von A(1) hinwiederum die Richtigkeit von A(2), die Richtigkeit von A(2) die
Richtigkeit von A(3), und immer so weiter.

1.1.3. Es herrscht keine Einigkeit in der Frage, ob man die Null eine natiirliche
Zahl nennen soll. In diesem Text ist stets die Null mit gemeint, wenn von
natiirlichen Zahlen die Rede ist. Wollen wir die Null dennoch ausschlieflen,
so sprechen wir wie oben von einer “natiirlichen Zahl n > 17.
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Bemerkung 1.1.4. Ich will kurz begriinden, warum es mir natiirlich scheint,
auch die Null eine natiirliche Zahl zu nennen: Hat bildlich gesprochen jedes
Kind einer Klasse einen Korb mit Apfeln vor sich und soll seine Apfel zéhlen,
so kann es ja durchaus vorkommen, dafl in seinem Korb gar kein Apfel liegt,
weil es zum Beispiel alle seine Apfel bereits gegessen hat. In der Begrifflich-
keit der Mengenlehre ausgedriickt, die wir in 2.1 einfithren werden, mufl man
die leere Menge endlich nennen, damit jede Teilmenge einer endlichen Men-
ge wieder endlich ist. Will man dann erreichen, dafl die Kardinalitit jeder
endlichen Menge eine natiirliche Zahl ist, so darf man die Null nicht aus den
natiirlichen Zahlen herauslassen.

Bemerkung 1.1.5. Man kann sich den Satz anschaulich klar machen als eine
Formel fiir die Fliache eines Querschnitts fiir eine Treppe der Lénge n mit
Stufenabstand und Stufenhohe eins. In der Tat bedeckt ein derartiger Quer-
schnitt ja offensichtlich ein halbes Quadrat der Kantenlédnge n nebst n halben
Quadraten der Kantenlédnge 1. Ein weiterer Beweis geht so:

1+2+...4n = 1/2 + 2/2 +... +n/2
+n/2 +(n—-1)/2 +... +1/2
I R R

= nn+1)/2

Ich will diesen Beweis benutzen, um eine neue Notation einzufiihren.

Definition 1.1.6. Gegeben ay, as, ..., a, schreiben wir

n

Zai =ay+ay+...+a,
i=1

Das Symbol ) ist ein grofles griechisches S und steht fiir “Summe”. Das
Symbol := deutet an, da} die Bedeutung der Symbole auf der doppelpunkt-
behafteten Seite des Gleichheitszeichens durch den Ausdruck auf der anderen
Seite unseres Gleichheitszeichens definiert ist. In diesem und &hnlichen Zu-
sammenhéingen heiflen aq,...,a, die Summanden und i der Laufindex,
weil er eben etwa in unserem Fall von 1 bis n lduft und anzeigt alias “indi-
ziert”, welcher Summand gemeint ist.

1.1.7. Das Wort “Definition” kommt aus dem Lateinischen und bedeutet “Ab-
grenzung”. In Definitionen versuchen wir, die Bedeutungen von Symbolen und
Begriffen so klar wie moglich festzulegen. Sie werden merken, dal man in der
Mathematik die Angwohnheit hat, in Definitionen Worte der Umgangsspra-
che wie Menge, Gruppe, Korper, Unterkorper, Abbildung etc. “umzuwidmen”
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SkriptenBilder/Bild0003.png

Die Gesamtflache dieses Treppenquerschnitts ist offensichtlich
42/24+4/2 =4-5/2
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und ihnen ganz spezielle und nur noch entfernt mit der umgangssprachlichen
Bedeutung verwandte Bedeutungen zu geben. In mathematischen Texten
sind dann durchgehend diese umgewidmeten Bedeutungen gemeint, in dieser
Weise baut die Mathematik also wirklich ihre eigene Sprache auf. Allerdings
wird die Grammatik dann doch noch von den uns geldufigen Sprachen iiber-
nommen.

Beispiel 1.1.8. In der ) -Notation liest sich der in 1.1.5 gegebene Beweis so:

Z?:ﬂ = Z?:l % + Z?:l %
und nach Indexwechsel ¢ = n + 1 — k hinten
; 1k
= Z?:l % + ZL n+2
dann mache k zu 7 in der zweiten Summe
: 1
= Z?:l % + Z?:l %
und nach Zusammenfassen beider Summen
- Z" ntl
= i=1 2
ergibt sich offensichtlich
— (%)
2

Definition 1.1.9. In einer dhnlichen Bedeutung wie > verwendet man auch
das Symbol [], ein grofies griechisches P, fiir “Produkt” und schreibt

n
Hai =a1ay...0ay
i=1

Die aq, ..., a, heiflen in diesem und @hnlichen Zusammenhéngen die Fakto-
ren des Produkts.

Definition 1.1.10. Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 definieren wir die Zahl
n! (sprich: n Fakultét) durch die Formel

n

n!::1-2~...-n:Hi

=1

Wir treffen zusétzlich die Vereinbarung 0! := 1 und haben also 0! = 1, 1! =1,
2 =2, 3! =6, 4! = 24 und so weiter.

1.1.11. Wir werden in Zukunft noch o6fter Produkte mit iiberhaupt keinem
Faktor zu betrachten haben und vereinbaren deshalb gleich hier schon, dafl
Produkten, bei denen die obere Grenze des Laufindex um eins kleiner ist als
seine untere Grenze, der Wert 1 zugewiesen werden soll. Ebenso vereinbaren
wir auch, dafl Summen, bei denen die obere Grenze des Laufindex um Eins
kleiner ist als seine untere Grenze, der Wert 0 zugewiesen werden soll.
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Satz 1.1.12 (Bedeutung der Fakultét). Es gibt genau n! Mdéglichkeiten,
n voneinander verschiedene Objekte in eine Reihenfolge zu bringen.

Beispiel 1.1.13. Es gibt genau 3! = 6 Moglichkeiten, die drei Buchstaben a, b
und c in eine Reihenfolge zu bringen, ndmlich

abc bac cab
acb bea cba

In gewisser Weise stimmt unser Satz sogar fiir n = 0: In der Terminologie,
die wir in ?? einfithren werden, gibt es in der Tat genau eine Anordnung der
leeren Menge.

Beweis. Hat man n voneinander verschiedene Objekte, so hat man n Mdog-
lichkeiten, ein Erstes auszusuchen, dann (n — 1) Mdoglichkeiten, ein Zweites
auszusuchen und so weiter, bis schliellich nur noch eine Moglichkeit bleibt,
ein Letztes auszusuchen. Insgesamt haben wir also in der Tat wie behauptet
n! mogliche Reihenfolgen. m

Definition 1.1.14. Wir definieren fiir beliebiges n und jede natiirliche Zahl
k die Binomialkoeffizienten (}) (sprich: n iiber k) durch die Regeln

k—1 ,
n n—j nn-=-1)... (n—k+1) . .
= _ . .
(k> ':()k_j k(k_l) 1 fiir £k > 1 und 0 1

Der Sonderfall & = 0 wird im Ubrigen auch durch unsere allgemeine Formel
gedeckt, wenn wir unsere Konvention 1.1.11 beherzigen. Im Lichte des fol-
genden Satzes schlage ich vor, die Binomialkoeffizienten (Z) statt “n iber k”
inhaltsreicher “k aus n” zu sprechen.

1.1.15. Die Bezeichnung als Binomialkoeffizienten leitet sich von dem Auf-
treten dieser Zahlen als Koeffizienten in der “binomischen Formel” 3.3.4 ab.

Satz 1.1.16 (Bedeutung der Binomialkoeffizienten). Gegeben natiirliche
Zahlen n und k gibt es genau (Z) Modglichkeiten, aus n voneinander verschie-
denen Objekten k Objekte auszuwdihlen.

Beispiel 1.1.17. Es gibt genau (;1) = % = 6 Moglichkeiten, aus den vier

Buchstaben a, b, ¢, d zwei auszuwéahlen, ndmlich
a,b bc cd
a,c b.d
a,d
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Beweis. Wir haben n Moglichkeiten, ein erstes Objekt auszuwihlen, dann
n — 1 Moglichkeiten, ein zweites Objekt auszuwéhlen, und so weiter, also
insgesamt n(n — 1)...(n — k + 1) Moglichkeiten, k& Objekte der Reihe nach
auszuwahlen. Auf die Reihenfolge, in der wir ausgewéhlt haben, kommt es
uns aber gar nicht an, jeweils genau k! von unseren n(n —1)...(n —k + 1)
Moglichkeiten fithren also nach 1.1.12 zur Auswahl derselben k Objekte. Man
bemerke, dafl unser Satz auch im Extremfall £ = 0 noch stimmt, wenn wir ihn
geeignet interpretieren: In der Terminologie, die wir gleich einfiihren werden,
besitzt in der Tat jede Menge genau eine nullelementige Teilmenge, ndmlich
die leere Menge. N

1.1.18. Offensichtlich gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n > k die Formel

(&) == ()

Das folgt einerseits sofort aus der formalen Definition und ist andererseits
auch klar nach der oben erklarten Bedeutung der Binomialkoeffizienten: Wenn
wir aus n Objekten k Objekte auswéhlen, so bleiben n — k Objekte {ibrig. Es
gibt demnach gleichviele Moglichkeiten, k& Objekte auszuwéhlen, wie es Mog-
lichkeiten gibt, n — k Objekte auszuwihlen. Wir haben weiter (Z) = (70‘) =1
fiir jede natiirliche Zahl n > 0 sowie (’11) = (n’jl) = n fiir jede natiirliche Zahl

n>1.

Definition 1.1.19. Wie in der Schule setzen wir a* := Hle a, in Worten
ist also gemeint “das Produkt von k-mal dem Faktor a”, und verstehen im
Lichte von 1.1.11 insbesondere a°® = 1.

Satz 1.1.20. Flir jede natirliche Zahl n gilt die binomische Formel

(a+0)" = i <Z> ap" "

k=0

Bemerkung 1.1.21. Man beachte, wie wichtig unsere Konvention a® = 1 und
insbesondere auch 0° = 1 fiir die Giiltigkeit dieser Formel ist.

Bemerkung 1.1.22. Die Bezeichung “binomische Formel” leitet sich ab von
der Vorsilbe “bi” fiir Zwei, wie etwa in englisch “bicycle” fiir “Zweirad” ali-
as “Fahrrad”, und dem lateinischen Wort “nomen” fiir “Namen”. Die beiden
Namen meinen hier @ und b. Mehr dazu wird in 77?7 erklért.

Erster Beweis. Beim Ausmultiplizieren erhalten wir so oft a*b" %, wie es
Méoglichkeiten gibt, aus unseren n Faktoren (a + b) die k& Faktoren auszusu-
chen, “in denen wir beim Ausmultiplizieren das b nehmen”. Dieses Argument

werden wir in 2.1.17 noch besser formulieren. O
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Zweiter Beweis. Dieser Beweis ist eine ausgezeichnete Ubung im Umgang
mit unseren Symbolen und mit der vollstdndigen Induktion. Er scheint mir
jedoch auch in einer fiir Beweise durch vollstandige Induktion typischen Weise
undurchsichtig. Zunéchst priifen wir fiir beliebiges n und jede natiirliche Zahl

k > 1 die Formel
n + ny n—+1
k—1 k) k

durch explizites Nachrechnen. Dann geben wir unserer Formel im Satz den
Namen A(n) und priifen die Formel A(0) und zur Sicherheit auch noch A(1)
durch Hinsehen. Schliellich gilt es, den Induktionsschritt durchzufithren als
da heiit A(n + 1) aus A(n) zu folgern. Dazu rechnen wir

(a+b)"™ = (a+b)(a+b)"

und mit der Induktionsvoraussetzung
= (a+b) X, (§)a"t"*

und durch Ausmultiplizieren
= Yoo (at TR 300 () atbr i

und Indexwechsel £ =i — 1 in der ersten Summe
— 2?;1 (iil1>aibn—i+1 + ZZ:O (Z) akpr—rk+1

dann mit k statt ¢ und Absondern von Summanden
— an+lb0 + Zzzl (kﬁl) akbn—k+1+

+S (Z) akpn—kt1 4 qOpntl

und nach Zusammenfassen der mittleren Summen

_ an+lbO + ZZ:l (nzl)akbn_k+l + aObn+1

und Einbeziehen der abgesonderten Summanden
_ n+1 (m+1\ kin+l1—Fk
= Yty ("p)akb

und folgern so tatsdchlich A(n + 1) aus A(n). O
Bemerkung 1.1.23. Die Formel (kﬁl) + (Z) = ("Zl) fir £ > 1 kann man

zur effektiven Berechnung der Binomialkoeffizienten mit dem sogenannten
Pascal’schen Dreieck benutzen: Im Schema
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seien die Einsen an den Réandern vorgegeben und eine Zahl in der Mitte
berechne sich als die Summe ihrer beiden oberen “Nachbarn”. Dann stehen in
der (n—+ 1)-ten Zeile der Reihe nach die Binomialkoeffizienten (7)) =1, () =
n,... bis (nfl) =n, (Z) = 1. Wir haben also zum Beispiel

(a+0b)* = a* + 4a’b + 6a*V? + 4ab® + b*

Ubung 1.1.24. Man finde und beweise eine Formel fiir S, %, Hinweis: Man
suche zunéchst eine Formel fiir Y, ¢* — (¢ — 1)® und beachte i* — (1 — 1)* =
3i2 —3i + 1.

1.2 Fibonacci-Folge und Vektorraumbegriff
Beispiel 1.2.1. Die Fibonacci-Folge

0,1,1,2,3,5,8,13,21, . ..

entsteht, indem man mit fy = 0 und f; = 1 beginnt und dann jedes weitere
Folgenglied als die Summe seiner beiden Vorgénger bildet. Wir suchen nun
fiir die Glieder dieser Folge eine geschlossene Darstellung. Dazu vereinba-
ren wir, da} wir Folgen xg, x1, xo, ... mit der Eigenschaft z, = x,_1 + x,_»
fir n = 2,3,4,... Folgen vom Fibonacci-Typ nennen wollen. Kennen
wir die beiden ersten Glieder einer Folge vom Fibonacci-Typ, so liegt na-
tiirlich bereits die gesamte Folge fest. Nun bemerken wir, daf} fiir jede Folge
Xo, X1, Ta, ... vom Fibonacci-Typ und jedes a auch die Folge axg, axq, axs, . . .
vom Fibonacci-Typ ist, und dafl fiir jede weitere Folge v, y1,¥2,... vom
Fibonacci-Typ auch die gliedweise Summe (z + o), (z1 + y1), (X2 + y2), . . .
eine Folge vom Fibonacci-Typ ist. Der Trick ist dann, danach zu fragen, fiir
welche 3 die Folge x; = ¢ vom Fibonacci-Typ ist. Das ist ja offensichtlich
genau dann der Fall, wenn gilt 3% = 3+ 1, als da heiBt fiir 3+ = %(1 +/5).
Fiir beliebige ¢, d ist mithin die Folge

z; = cf +dpL

vom Fibonacci-Typ, und wenn wir ¢ und d bestimmen mit zyp = 0 und z; = 1,
so ergibt sich eine explizite Darstellung unserer Fibonacci-Folge. Wir suchen
also ¢ und d mit

0 = c+d
1 = c(3(1+V5) +d(3(1 - V5))

und folgern leicht ¢ = —d und 1 = cV/5 alias ¢ = 1/\/5 = —d. Damit
ergibt sich schliefflich fiir unsere urspriingliche Fibonacci-Folge die explizite
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oL 145 i_i 1-V5\'
RV 2 NG 2

Es wiére riickblickend natiirlich ein Leichtes gewesen, diese Formel einfach
zu “raten” um sie dann mit vollstdndiger Induktion zu beweisen. Diese Art
mathematischer Zaubertricks halte ich jedoch fiir unehrenhaft. Ich werde des-
halb stets nach Kréften versuchen, das Tricksen zu vermeiden, auch wenn die
Beweise dadurch manchmal etwas ldnger werden sollten. Eine Moglichkeit,
auch den letzten verbleibenden Trick aus den vorhergehenden Uberlegun-
gen zu eliminieren, zeigt ?77. Die bei unserer Losung auftretende reelle Zahl
(1 + V/5) ist im Ubrigen auch bekannt als “goldener Schnitt” aus Griin-
den, die im nebenstehenden Bild diskutiert werden. In 77 diirfen Sie dann
zur Ubung zeigen, daB der Quotient zweier aufeinanderfolgender Fibonacci-
Zahlen gegen den goldenen Schnitt strebt, daf also genauer und in Formeln
fiir unsere Fibonacci-Folge fo, f1, f2, ... von oben gilt

Darstellung

lim Jiri 1+ V5

imoo fi 2
Ubung 1.2.2. Kann man fiir jede Folge x, 1, ... vom Fibonacci-Typ Zahlen
¢, d finden mit z; = ¢’ +dg" fiir alle i? Finden Sie eine geschlossene Darstel-
lung fiir die Glieder der Folge, die mit 0, 0, 1 beginnt und dem Bildungsgesetz
Tp = 2Tp_1 + Ty_o — 2,3 gehorcht.

Beispiel 1.2.3. Wir betrachten ein “homogenes lineares” Gleichungssystem
alias ein Gleichungssystem der Gestalt

111 + Q92+ ... FTAITym = 0
Q2171 + Qoo+ ... FaonT, = 0
ap11 + Qoo+ ... ‘o, = 0

Wie man zu vorgegebenen a;; fir 1 <7 < nund 1 < j < m die Menge
L aller Losungen (x1, ..., z,,) ermittelt, sollen sie spéter in dieser Vorlesung
lernen. Zwei Dinge aber sind a priori klar:

1. Sind (z1,...,zy) und (24,...,2,,) Losungen, so ist auch ihre kompo-
nentenweise Summe (; + 27, ..., &, + 2),) eine Losung;
2. Ist (z1,...,2,) eine Losung und « eine reelle Zahl, so ist auch das

komponentenweise Produkt (axq, ..., azx,,) eine Losung.
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SkriptenBilder/BildGSc.png

Der goldene Schnitt ist das Verhéltnis, in dem eine Strecke geteilt werden
muf}; damit das Verhéltnis vom grofleren zum kleineren Stiick gleich dem
Verhéltnis des Ganzen zum grofleren Stiick ist, also die positive Losung der

Gleichung a/1 = (14 a)/a alias a®> —a — 1 =0, also a = (1 +v/5)/2.
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Beispiel 1.2.4. Wir betrachten die Menge aller Funktionen f : R — R, die
zweimal differenzierbar sind und der Differentialgleichung

//:_f

geniigen. Losungen sind zum Beispiel die Funktionen sin, cos, die Nullfunk-
tion oder auch die Funktionen f(z) = sin(z + a) fiir konstantes a. Wie man
die Menge L aller Losungen beschreiben kann, sollen Sie nicht hier lernen.
Zwei Dinge aber sind a priori klar:

1. Mit f und g ist auch die Funktion f + g eine Losung;

2. Ist f eine Losung und « eine reelle Zahl, so ist auch af eine Losung.

Beispiel 1.2.5. Wir betrachten die Gesamtheit aller Parallelverschiebungen
der Tafelebene. Graphisch stellen wir solch eine Parallelverschiebung dar
durch einen Pfeil von irgendeinem Punkt zu seinem Bild unter der Verschie-
bung. Im nebenstehenden Bild stellen etwa alle gepunktelten Pfeile dieselbe
Parallelverschiebung dar. Was fiir ein Ding diese Gesamtheit P aller Parallel-
verschiebungen eigentlich ist, scheint mir recht undurchsichtig, aber einiges
ist a priori klar:

1. Sind p und ¢ Parallelverschiebungen, so ist auch ihre “Hintereinander-
ausfithrung” p o ¢, sprich “p nach ¢” eine Parallelverschiebung.

2. Ist a eine reelle Zahl und p eine Parallelverschiebung, so kénnen wir eine
neue Parallelverschiebung ap bilden, das “a-fache von p”. Bei negativen
Vielfachen vereinbaren wir hierzu, dafl eine entsprechende Verschiebung
in die Gegenrichtung gemeint ist.

3. Fiihren wir eine neue Notation ein und schreiben fiir die Hintereinander-
ausfithrung p+ ¢ := pog, so gelten fiir beliebige Parallelverschiebungen
p,q,r der Tafelebene und beliebige reelle Zahlen «, 3 die Formeln

(anq)—i—r = p+(q+r)
p+q = q+p
aBp) = (aB)p
(a+pB)p = (ap)+ (Bp)
alpt+q) = (ap)+ (ag)

Will man sich die Gesamtheit aller Parallelverschiebungen der Tafelebene
anschaulich machen, so tut man im Ubrigen gut daran, einen Punkt als
“Ursprung” auszuzeichnen und jede Parallelverschiebung mit dem Punkt der
Tafelebene zu identifizieren, auf den unsere Parallelverschiebung diesen Ur-
sprung abbildet.
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SkriptenBilder/BildPar.png

Die Hintereinanderausfithrung der beiden Parallelverschiebungen der Tafel-
oder hier vielmehr der Papierebene, die durch die durchgezogenen Pfeile
dargestellt werden, wird die durch die gepunktelten Feile dargestellt.
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Beispiel 1.2.6. Analoges gilt fiir die Gesamtheit der Parallelverschiebung des
Raums und auch fiir die Gesamtheit aller Verschiebungen einer Geraden und,
mit noch mehr Mut, fiir die Gesamtheit aller Zeitspannen.

Bemerkung 1.2.7. Die Formeln unserer kleinen Formelsammlung von 1.2.5.3
gelten ganz genauso auch fiir die Losungsmenge unserer Differentialgleichung
f"=—f, wenn wir f + g := f + g verstehen, fiir die Losungsmenge unseres
linearen Gleichungssystems, wenn wir

(X1, m) F (2,2 )) = (v + 2, e + 7))

als “komponentenweise Addition” verstehen, und fiir die Menge aller Folgen
vom Fibonacci-Typ, wenn wir dhnlich die Summe + zweier Folgen erkldren.
Ein wesentliches Ziel der folgenden Vorlesungen iiber lineare Algebra ist es,
einen abstrakten Formalismus aufzubauen, dem sich alle diese Beispiele un-
terordnen. Dadurch soll zweierlei erreicht werden:

1. Unser abstrakter Formalismus soll uns dazu verhelfen, die uns als Augen-
tieren und Nachkommen von Astehiipfern angeborene riaumliche Anschauung
nutzbar zu machen zum Versténdnis der bis jetzt gegebenen Beispiele und
der vielen weiteren Beispiele von Vektorrdumen, denen Sie im Verlauf Ih-
res Studiums noch begegnen werden. So werden sie etwa lernen, dafl man
sich die Menge aller Folgen vom Fibonacci-Typ durchaus als Ebene vorstel-
len darf und die Menge aller Folgen mit vorgegebenem Folgenglied an einer
vorgegebenen Stelle als eine Gerade in dieser Ebene. Suchen wir also alle
Folgen vom Fibonacci-Typ mit zwei vorgegebenen Folgengliedern, so wer-
den wir im allgemeinen genau eine derartige Losung finden, da sich eben
zwei Geraden in der Ebene im allgemeinen in genau einem Punkt schneiden.
In diesem Licht betrachtet soll der abstrakte Formalismus uns also helfen,
a priori unanschauliche Fragestellungen der Anschauung zugénglich zu ma-
chen. Ich denke, diese Ndhe zur Anschauung ist auch der Grund dafiir, daf3
die lineare Algebra meist an den Anfang des Studiums gestellt wird: Von der
Schwierigkeit des Formalismus her gesehen gehort sie ndmlich keineswegs zu
den einfachsten Gebieten der Mathematik, hier wiirde ich eher an Gruppen-
theorie oder Graphentheorie oder dergleichen denken.

2. Unser abstrakter Formalismus soll so unmiflverstindlich sein und seine
Spielregeln so klar, daf§ Sie in die Lage versetzt werden, alles nachzuvollzie-
hen und mir im Prinzip und vermutlich auch in der Realitdt Fehler nachzu-
weisen. Schwammige Begriffe wie “Tafelebene” oder “Parallelverschiebung des
Raums” haben in einem solchen Formalismus keinen Platz mehr. In diesem
Licht betrachtet verfolgen wir mit dem Aufbau des abstrakten Formalismus
auch das Ziel einer grofien Vereinfachung durch die Reduktion auf die Be-
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schreibung einiger weniger Aspekte der uns umgebenden in ihrer Komplexi-
tat kaum prézise faBBbaren Wirklichkeit.

Die lineare Algebra hat in meinen Augen drei wesentliche Aspekte: Einen
geometrischen Aspekt, wie ihn das Beispiel 1.2.5 der Gesamtheit aller Par-
allelverschiebungen illustriert; einen algorithmischen Aspekt, unter den
ich das Beispiel 1.2.3 der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
und insbesondere explizite Verfahren zur Bestimmung dieser Losungsmenge
einordnen wiirde; und einen abstrakt-algebraischen Aspekt, eine Art ge-
dankliches Skelett, das Algorithmik und Geometrie verbindet und Briicken
zu vielen weiteren Anwendungen schafft, die man dann auch als das Fleisch
auf diesem Gerippe ansehen mag. Ich will im weiteren versuchen, diese drei
Aspekte zu einer Einheit zu fiigen, so dafl Sie in die Lage versetzt werden,
eine Vielzahl von Problemen mit den verbundenen Kréften Ihrer rdumlichen
Anschauung, Threr algorithmischen Rechenfidhigkeiten und Thres abstrakt-
logischen Denkens anzugehen. Als Motivation fiir den weiteren Fortgang der
Vorlesungen iiber lineare Algebra beschreibe ich nun das “Riickgrat unseres
Skeletts” und formuliere ohne Riicksicht auf noch unbekannte Begriffe und
Notationen die abstrakte Definition eines reellen Vektorraums.

Definition 1.2.8. Ein reeller Vektorraum ist ein Tripel bestehend aus
den folgenden drei Dingen:

1. Einer Menge V;

2. Einer Verkniipfung V' xV — V| (v, w) — v4w, die V' zu einer abelschen
Gruppe macht;

3. Einer Abbildung R x V' — V| (a,v) — aw,

derart, daf fiir alle o, € R und alle v,w € V gilt:

a(fuv) = (af)v
(@+B)v = (av)+(Bv)
oz(vl—l— w) = (aw) 4+ (aw)

Hier ist nun viel zu kldren: Was ist eine Menge? Eine Verkniipfung? Eine
abelsche Gruppe? Eine Abbildung? Was bedeuten die Symbole x, —, —, €,
R? Wir beginnen in der nédchsten Vorlesung mit der Kldrung dieser Begriffe
und Notationen.
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2 Naive Mengenlehre und Kombinatorik

2.1 Mengen

2.1.1. Beim Arbeiten mit reellen Zahlen oder rdumlichen Gebilden reicht auf
der Schule ein intuitives Verstdndnis meist aus, und wenn die Intuition in
die Irre fiihrt, ist ein Lehrer zur Stelle. Wenn Sie jedoch selbst unterrichten
oder etwas beweisen wollen, reicht dieses intuitive Verstdndnis nicht mehr
aus. Im folgenden werden deshalb zundchst der Begriff der reellen Zahlen
und der Begriff des Raums zurickgefihrt auf Grundbegriffe der Mengenleh-
re, den Begriff der rationalen Zahlen und elementare Logik. Bei der Arbeit
mit diesen Begriffen fiihrt uns die Intuition nicht so leicht in die Irre, wir
geben uns deshalb mit einem intuitiven Versténdnis zufrieden und verwei-
sen jeden, der es noch genauer wissen will, auf eine Vorlesung iiber Logik.
Wir beginnen mit etwas naiver Mengenlehre, wie sie von Georg Cantor in den
Jahren 1874-1897 begriindet wurde, und von der der beriihmte Mathematiker
David Hilbert einmal sagte: “Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen,
soll uns niemand vertreiben kénnen”. Natiirlich gab es auch vor der Men-
genlehre schon hoch entwickelte Mathematik, bei Carl Friedrich Gaul Tod
1855 gab es diese Theorie noch gar nicht und Fourier fand seine “Fourierent-
wicklung” sogar bereits zu Beginn des 19.-ten Jahrhunderts. Er behauptete
auch gleich in seiner “Théorie analytique de la chaleur”, daf§ sich jede beliebi-
ge (periodische) Funktion durch eine Fouriereihe darstellen lasse, aber diese
Behauptung stiefl bei anderen berithmten Mathematikern seiner Zeit auf Ab-
lehnung und es entstand dariiber ein heftiger Disput. Erst im “Paradies der
Mengenlehre” konnten die Fourier’s Behauptung zugrundeliegenden Begriffe
soweit geklirt werden, daB dieser Disput nun endgiiltig beigelegt ist. Ahnlich
verhélt es sich auch mit vielen anderen Fragestellungen. Da die Mengenlehre
dariiber hinaus auch vom didaktischen Standpunkt aus eine duflerst klare
und durchsichtige Darstellung mathematischer Sachverhalte ermoglicht, hat
sie sich als Grundlage der Mathematik und der Ausbildung von Mathema-
tikern an Universitdten sehr schnell durchgesetzt und ist nun weltweit ein
wesentlicher Teil des “Alphabets der Sprache der Mathematiker”.

2.1.2. Im Wortlaut der ersten Zeilen des Artikels “Beitrdge zur Begriindung
der transfiniten Mengenlehre (Erster Aufsatz)” von Georg Cantor, erschienen
im Jahre 1895, hort sich die Definition einer Menge so an:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objecten m unserer Anschau-
ung oder unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt
werden) zu einem Ganzen.
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Verbinden wir mit einer Menge eine geometrische Vorstellung, so nennen wir
ihre Elemente auch Punkte und die Menge selbst einen Raum. Ein der-
artiges Herumgerede ist natiirlich keine formale Definition und birgt auch
verschiedene Fallstricke, vergleiche 2.1.19, aber das Ziel dieser Vorlesung ist
auch nicht eine formale Begriindung der Mengenlehre, wie Sie sie spéter in
der Logik kennenlernen konnen. Sie sollen vielmehr die Bedeutung dieser
Worte intuitiv erfassen wie ein Kleinkind, das Sprechen lernt: Indem sie mir
und anderen Mathematikern zuhoéren, wie wir mit diesen Worten sinnvol-
le Sétze bilden, uns nachahmen, und beobachten, welchen Effekt Sie damit
hervorrufen. Unter anderem dazu sind die Ubungsgruppen da.

Beispiele 2.1.3. Endliche Mengen gibt man oft durch eine vollstédndige Lis-
te ihrer Elemente in geschweiften Klammern an, zum Beispiel in der Form
X ={zy,x9,...,2,}. Die Elemente diirfen mehrfach genannt werden und es
kommt nicht auf die Reihenfolge an, in der sie genannt werden. So haben wir
also {1,1,2} = {2,1}. Die Aussage “x ist Element von X” wird mit z € X
abgekiirzt, ihre Verneinung “x ist nicht Element von X” mit x ¢ X. Es gibt
auch die sogenannte leere Menge () = { }, die gar kein Element enthélt.
Andere Beispiele sind die Menge der natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,...},
die Menge der ganzen Zahlen Z = {0,1,—1,2,—2,...} und die Menge
der rationalen Zahlen Q = {p/q | p,q € Z,q # 0}. Deren Name kommt
von lateinisch “ratio” fiir “Verhéltnis”. Man beachte, dal wir auch hier Ele-
mente mehrfach genannt haben, es gilt ja p/q¢ = p'/q¢’ genau dann, wenn
pq’ = p'q. Auf deutsch bezeichnet man die rationalen Zahlen manchmal auch
als Bruchzahlen.

Bemerkung 2.1.4. In Texten, in deren Konventionen die Null keine natiirliche
Zahl ist, verwendet man meist die abweichenden Notationen N fiir die Menge
{1,2,...} und Ny fiir die Menge {0,1,2,...}. Die in diesem Text verwendete
Notation N = {0,1,2,...} stimmt mit der internationalen Norm ISO 31-11
iiberein.

Definition 2.1.5. Eine Menge Y heifit Teilmenge einer Menge X genau
dann, wenn jedes Element von Y auch ein Element von X ist. Man schreibt
dafiir Y € X oder X D Y. Zum Beispiel gilt stets ) C X und {z} C X ist
gleichbedeutend zu z € X. Zwei Teilmengen einer gegebenen Menge, die kein
gemeinsames Element haben, heiflen disjunkt.

Bemerkung 2.1.6. Diese Notation weicht ab von der internationalen Norm
I[SO 31-11, die statt unserem C das Symbol C vorschligt. In den Konven-
tionen von ISO 31-11 hat das Symbol C abweichend die Bedeutung einer
echten, d.h. von der ganzen Menge verschiedenen Teilmenge, fiir die wir die
Bezeichnung ; verwenden werden. Meine Motivation fiir diese Abweichung
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ist, da} das Symbol fiir beliebige Teilmengen sehr héufig und das fiir echte
Teilmengen nur sehr selten vorkommt.

Definition 2.1.7. Wir vereinbaren, dafl wir auch die leere Menge endlich
nennen wollen, damit jede Teilmenge einer endlichen Menge auch wieder
endlich ist. Die Zahl der Elemente einer endlichen Menge X nennen wir ihre
Kardinalitit oder Machtigkeit und notieren sie | X | oder card(X). In der
Literatur findet man auch die Notation $X. Ist X unendlich, so schreiben
wir kurz | X| = oo und ignorieren in unserer Notation, dafi auch unendliche
Mengen “verschieden grof3” sein konnen, fiir ein Beispiel siehe 7?7 und fiir eine
genauere Diskussion des Begriffs der Kardinalitéat ??. Fiir endliche Mengen X
ist demnach ihre Kardinalitit stets eine natiirliche Zahl | X| € N und | X| =0
ist gleichbedeutend zu X = 0.

Definition 2.1.8. Oft bildet man neue Mengen als Teilmengen bestehender
Mengen und schreibt Y = {z € X | z hat eine gewisse Eigenschaft}. Zum
Beispiel gilt N = {a € Z | a > 0} oder {0,1} = {a € N | a* = a}. Eine
Variante dieser Notation soll hier nur mit zwei Beispielen erklart werden:
{2a | a € N} bezeichnet die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen, {ab |
a,b € Nya > 2/b > 2} die Menge aller natiirlichen Zahlen, die nicht prim
und auch nicht Null oder Eins sind.

Definition 2.1.9. Es ist auch erlaubt, die “Menge aller Teilmengen” einer
gegebenen Menge X zu bilden. Sie heifit die Potenzmenge von X und wird
mit P(X) bezeichnet.

2.1.10. Ist X eine endliche Menge, so ist auch ihre Potenzmenge endlich und
es gilt |P(X)| = 2| Fiir X = {1,2} besteht zum Beispiel P(X) aus vier
Elementen, genauer gilt P(X) = {0, {1}, {2}, {1,2}}.

Definition 2.1.11. Gegeben zwei Mengen X, Y konnen wir auf verschiedene
Arten neue Mengen bilden:

1. Die Vereinigung X UY = {z | z € X oder z € Y}, zum Beispiel ist
(1,2} U{2,3} = {1,2,3}.

2. Den Schnitt X NY = {2z | 2z € X und z € Y}, zum Beispiel ist
{1,2} n {2,3} = {2}. Zwei Mengen sind also disjunkt genau dann,
wenn ihr Schnitt die leere Menge ist.

3. Die Differenz X\Y = {z € X | z € Y}, zum Beispiel haben wir
{1,2}\{2,3} = {1}. Man schreibt statt X\Y auch X — Y. Ist Y eine
Teilmenge von X, so heifit X\Y das Komplement von Y in X.
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SkriptenBilder/BildMop.png

Eine gute Anschauung fiir die ersten drei Operationen liefern die
sogenannten van-de-Ven-Diagramme wie sie die obenstehenden Bilder
zeigen. Sie sind allerdings nicht zu genau zu hinterfragen, denn ob die
Punkte auf einem Blatt Papier im Sinne von Cantor “bestimmte
wohlunterschiedene Objekte unserer Anschauung” sind, scheint mir sehr
fraglich. Wenn man jedoch jedes der schraffierten Gebiete im Bild auffasst
als die Menge aller darin liegenden Kreuzungspunkte auf einem
dazugedachten Millimeterpapier und keine dieser Kreuzungspunkte auf den
Begrenzungslinien liegen, so konnen sie wohl schon als eine Menge im
Cantor’schen Sinne angesehen werden.
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4. Das kartesische Produkt X x Y := {(z,y) | z € X, y € Y}, als
da heifit die Menge aller geordneten Paare. Es gilt also (z,y) = (2/, /)
genau dann, wenn gilt * = 2’ und y = y'. Zum Beispiel haben wir
{1,2} x{1,2,3} = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3) }. Oft benutzt
man fiir das kartesische Produkt X x X einer Menge X mit sich selbst
die Abkiirzung X x X = X2

2.1.12. Wir werden in unserer naiven Mengenlehre die ersten drei Operatio-
nen nur auf Teilmengen einer gemeinsamen Obermenge anwenden, die uns in
der einen oder anderen Weise bereits zur Verfiigung steht. Die Potenzmenge
und das kartesische Produkt dahingegen benutzen wir, um dariiber hinaus
neue Mengen zu erschaffen. Diese Konstruktionen erlauben es, im Rahmen
der Mengenlehre so etwas wie Abstraktionen zu bilden: Wenn wir uns et-
wa die Menge T aller an mindestens einem Tag der Weltgeschichte lebenden
oder gelebt habenden Tiere als eine Menge im Cantor’schen Sinne denken,
so wiirden wir Konzepte wie “ménnlich” oder “Hund” oder “Fleischfresser”
formal als Teilmengen dieser Menge definieren, d.h. als Elemente von P(T),
und das Konzept “ist Kind von” als eine Teilmenge des kartesischen Produkts
dieser Menge T' mit sich selbst, also als ein Element von P(T x T).

2.1.13. Fiir das Rechnen mit Mengen iiberlegt man sich die folgenden Regeln:

XNniYnz) = (XnY)nZ

XU(Yuz) = (Xuy)uz

Xul¥nz) = (XUuyY)n(Xuz)

XN(YuZz) = (XNnY)u(XnZz)
X\(Yuz) = (X\Y)n(X\2)
X\(Ynz) = (X\Y)U(X\2)
X\(X\Y) = XnY

Eine gute Anschauung fiir diese Regeln liefern die van-de-Ven-Diagramme,
wie sie die nebenstehenden Bilder zeigen.

Ubung 2.1.14. Sind X und Y endliche Mengen, so gilt fiir die Kardinalititen
X xY|=|X|-]Y]und | X UY|=|X\Y|+ | XNY|+ [Y\X].

Satz 2.1.15 (Bedeutung der Binomialkoeffizienten). Gegeben n,k € N
gibt der Binomialkoeffizient (Z) die Zahl der k-elementigen Teilmengen einer
n-elementigen Menge an, in Formeln

| X|=n impliziert |[{Y CX||Y]|=k} =(})
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SkriptenBilder/BildPe.png

Anschauliche Darstellung des Produkts einer Menge mit fiinf und einer
Menge mit drei Elementen. Hier wird ein Paar (z,y) dargestellt durch einen
fetten Punkt, der iiber z und neben y liegt.

SkriptenBilder/BildKar.png

Dies Bild mufl anders interpretiert werden als das Vorherige. Die Mengen X
und Y sind nun zu verstehen als die Mengen der Punkte der vertikalen und
horizontalen Geradensegmente und ein Punkt des Quadrats meint das
Element (z,y) € X x Y, das in derselben Hohe wie y € Y senkrecht iiber
r € X liegt.
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SkriptenBilder/Bild0001.png

XNYUuz)=(XnY)U(XnZ)

SkriptenBilder/Bild0007.png

X\Yn2)=(X\Y)u(X\Z2)
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Beweis. Vollstindige Induktion {iber n. Fiir n = 0 gilt die Aussage, denn eine
nullelementige Menge hat genau eine k-elementige Teilmenge falls £ = 0 und
keine k-elementige Teilmenge falls £ > 1. Nehmen wir nun an, die Aussage
sei fiur ein n schon bewiesen. Eine (n + 1)-elementige Menge X schreiben
wir als X = M U {z}, wo M eine n-elementige Menge ist und = ¢ M. Ist
k = 0, so gibt es genau eine k-elementige Teilmenge von M U {z}, ndmlich
die leere Menge. Ist £ > 1, so gibt es in M U {z} nach Induktionsannahme
genau (Z) k-elementige Teilmengen, die x nicht enthalten. Die k-elementigen
Teilmengen dahingegen, die x enthalten, ergeben sich durch Hinzunehmen
von x aus den (k — 1)-elementigen Teilmengen von M, von denen es gerade
(,",) gibt. Insgesamt hat M U {z} damit also genau (}) + (,",) = ("Zl)
k-elementige Teilmengen.

Bemerkung 2.1.16. Wieder scheint mir dieser Beweis in der fiir vollstdndige
Induktion typischen Weise undurchsichtig. Ich ziehe deshalb den in 1.1.16 ge-
gebenen weniger formellen Beweis vor. Man kann auch diesen Beweis forma-
lisieren und verstehen als Spezialfall der sogenannten “Bahnformel” 111.6.3.2,
vergleiche I11.6.3.3.

Bemerkung 2.1.17. Wir geben nun die versprochene prézise Formulierung
unseres ersten Beweises der binomischen Formel 1.1.20. Wir rechnen dazu

(a+0b)" = Z al¥lpn=W

Yc{1,2,...n}

wo die rechte Seite in Verallgemeinerung der in Abschnitt 1.1 eingefiihrten
Notation bedeuten soll, daf§ wir fiir jede Teilmenge Y von {1,2,...,n} den
angegebenen Ausdruck 6"~ ¥l nehmen und alle diese Ausdriicke aufsum-
mieren. Dann fassen wir gleiche Summanden zusammen und erhalten mit
2.1.15 die binomische Formel.

Ubung 2.1.18. Es gilt >, (}) = 2".

2.1.19. Ich will nicht verschweigen, daf§ der in diesem Abschnitt dargestell-
te naive Zugang zur Mengenlehre durchaus begriffliche Schwierigkeiten mit
sich bringt: Zum Beispiel darf die Gesamtheit M aller Mengen nicht als
Menge angesehen werden, da wir sonst die “Menge aller Mengen, die sich
nicht selbst als Element enthalten”, gegeben durch die formelhafte Beschrei-
bung N = {A € M | A ¢ A}, bilden konnten. Fiir diese Menge kann
aber weder N' € N noch N' & N gelten ... Diese Art von Schwierigkeiten
kann erst ein formalerer Zugang kldren und auflosen, bei dem man unsere
naiven Vorstellungen durch Ketten von Zeichen aus einem wohlbestimm-
ten endlichen Alphabet ersetzt und unsere Vorstellung von Wahrheit durch
die Verifizierbarkeit vermittels rein algebraischer “erlaubter Manipulationen”
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SkriptenBilder/BildPro.png

Aus X = X7 U Xy und Y = Y] UY; folgt noch lange nicht
X xY=(X; xY)U(Xy xY5)
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solcher Zeichenketten, die in “Axiomen” festgelegt werden. Diese Verifikatio-
nen kann man dann durchaus auch einer Rechenmaschine iiberlassen, so daf3
wirklich auf “objektivem” Wege entschieden werden kann, ob ein “Beweis” fiir
die “Richtigkeit” einer unserer Zeichenketten in einem vorgegebenen axioma-
tischen Rahmen stichhaltig ist. Allerdings kann in derartigen Systemen von
einer Zeichenkette algorithmisch nur entschieden werden, ob sie eine “sinnvol-
le Aussage” ist, nicht aber, ob sie “bewiesen” werden kann. Noch viel starker
zeigt der Unvollstandigkeitssatz von Godel, dal es in einem derartigen axio-
matischen Rahmen, sobald er reichhaltig genug ist fiir eine Beschreibung des
Rechnens mit natiirlichen Zahlen, stets sinnvolle Aussagen gibt derart, daf}
entweder sowohl die Aussage als auch ihre Verneinung oder aber weder die
Aussage noch ihre Verneinung bewiesen werden kénnen. Mit diesen und dhn-
lichen Fragestellungen beschéftigt sich die Logik in ihren Grenzbereichen zur
Informatik.

2.1.20. Um mich nicht dem Vorwurf auszusetzen, wihrend des Spiels die
Spielregeln dndern zu wollen, sei bereits hier erwéhnt, dafl in II1.1.2 noch
weitere wichtige Konstruktionen der Mengenlehre eingefiihrt werden, und
dafl wir in 77 einige weniger offensichtliche Folgerungen erldautern, die meines
Erachtens bereits an den Rand dessen gehen, was man in unserem informellen
Rahmen als Argumentation noch vertreten kann.

2.2 Abbildungen

Definition 2.2.1. Seien X,Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y ist eine
Zuordnung, die jedem Element x € X genau ein Element f(z) € Y zuordnet,
das Bild von x unter f, auch genannt der Wert von f an der Stelle x.

2.2.2. Wem das zu vage ist, der mag die alternative Definition vorziehen,
nach der eine Abbildung f : X — Y eine Teilmenge f C X x Y ist derart,
daB es fiir jedes x € X genau ein y € Y gibt mit (z,y) € f. Dies eindeutig
bestimmte y schreiben wir dann f(x) und sind auf einem etwas formaleren
Weg wieder am selben Punkt angelangt. In unseren Konventionen nennen wir
besagte Teilmenge den Graphen von f und notieren sie mit dem Symbol I
(sprich: Gamma), einem grofien griechischen G, und schreiben also

L(f) ={(z, f(z)) |re X} CX XY

Definition 2.2.3. Ist f : X — Y eine Abbildung, so nennen wir X ihren
Definitionsbereich und Y ihren Wertebereich. Zwei Abbildungen nennen
wir gleich genau dann, wenn sie denselben Definitionsbereich X, denselben
Wertebereich Y und dieselbe Abbildungsvorschrift f € X x Y haben. Die
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SkriptenBilder/Bild0002.png

Eine Abbildung einer Menge mit fiinf in eine mit drei Elementen

SkriptenBilder/Bildgr.png

Der Graph der oben angegebenen Abbildung, wobei das X oben mit dem X
hier identifiziert wurde durch “Umkippen nach Rechts”
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Menge aller Abbildungen von X nach Y bezeichnen wir mit Ens(X,Y’) nach
der franzosischen Ubersetzung ensemble des deutschen Begriffs “Menge”.
Ublich ist auch die Notation Y.

Bemerkung 2.2.4. Noch gebrauchlicher ist die Bezeichnung Abb(X,Y") fiir die
Menge aller Abbildungen von X nach Y. Ich will jedoch sehr viel spéter die
“Kategorie aller Mengen” mit Ens bezeichnen und fiir je zwei Objekte X, Y
einer Kategorie C die Menge aller “Morphismen” von X nach Y mit C(X,Y),
und das motiviert dann auch erst eigentlich die hier gewédhlte Bezeichnung
fiir Mengen von Abbildungen.

2.2.5. Wir notieren Abbildungen oft in der Form

f: X - Y
v = f(z)

und in verschiedenen Verkiirzungen dieser Notation. Zum Beispiel sprechen
wir von “einer Abbildung X — Y” oder “der Abbildung n + n?® von der
Menge der natiirlichen Zahlen in sich selber”. Wir benutzen unsere zwei Arten
von Pfeilen auch im allgemeinen in derselben Weise.

Beispiel 2.2.6. Fiir jede Menge X haben wir die identische Abbildung
oder Identitat
id=idx: X — X
r — T

Ein konkreteres Beispiel fiir eine Abbildung ist das Quadrieren

q: 7 — Z
n — n?

Beispiel 2.2.7. Gegeben zwei Mengen X,Y erkliart man die sogenannten
Projektionsabbildungen oder Projektionen pry : X xY — X bzw.
pry : X x Y — Y durch die Vorschrift (z,y) — x bzw. (z,y) — v.

Definition 2.2.8. Ist f : X — Y eine Abbildung und A C X eine Teilmenge,
so definieren wir ihr Bild oder genauer ihre Bildmenge f(A), eine Teilmenge
von Y, durch

f(A) = {f(z) [z € A}

Eine Abbildung, deren Bild aus hochstens einem Element besteht, nennen
wir eine konstante Abbildung. Eine Abbildung, deren Bild aus genau ei-
nem Element besteht, nennen wir eine einwertige Abbildung. In ande-
ren Worten ist eine einwertige Abbildung also eine konstante Abbildung mit
nichtleerem Definitionsbereich.
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Beispiel 2.2.9. Fiir unsere Abbildung ¢ : Z — Z, x — 2 von eben gilt
q(Z)={a*la€Z} CN

2.2.10. Gegeben ein festes ¢ € Y schreiben wir oft auch kurz c fiir die kon-
stante Abbildung X — Y, x +— c fiir alle x € X in der Hoffnung, daf} aus
dem Kontext klar wird, ob die Abbildung ¢ : X — Y oder das Element ¢ € Y
gemeint sind.

Definition 2.2.11. Ist f : X — Y eine Abbildung und B C Y eine Teil-
menge, so definieren wir ihr Urbild f~!(B), eine Teilmenge von X, durch

f7H(B)={reX|f(x) € B}

Besteht B nur aus einem Element, so schreiben wir auch f~(x) statt f~1({z})
und nennen diese Menge die Faser von f iiber x. Die Abbildung ¢ aus 2.2.9
hat etwa die Fasern ¢7'(1) = {1, -1} und ¢~ (1) = 0.

Definition 2.2.12. Sind schliellich drei Mengen XY, 7 gegeben und Ab-
bildungen f : X — Y und g : Y — Z, so definieren wir eine Abbildung
go f : X — Z die Verkniipfung der Abbildungen f und g, durch die
Vorschrift
gof: X — Z
x = g(f(2))

2.2.13. Die Notation g o f, sprich “g nach f” fiir “erst f, dann ¢” ist ge-
wohnungsbediirftig, erklért sich aber durch die Formel (g o f)(x) = g(f(x)).
Betrachten wir zum Beispiel zusétzlich zum Quadrieren g : Z — Z die Abbil-
dungt:Z — Z, x — z+1, so gilt (qot)(z) = (x+1)* aber (toq)(z) = 2*+1.
Natiirlich gilt (go f)(A) = g(f(A)) fiir jede Teilmenge A C X und umgekehrt
auch (go f)~1(C) = f~'(g7*(C)) fiir jede Teilmenge C' C Z.

Definition 2.2.14. Sei f : X — Y eine Abbildung.

1. f heiBt injektiv oder eine Injektion genau dann, wenn aus x #
folgt f(z) # f(a'). Gleichbedeutend ist die Forderung, daf es fiir jedes
y € Y hochstens ein x € X gibt mit f(z) = y. Injektionen schreibt
man oft — .

2. f heifit surjektiv oder eine Surjektion genau dann, wenn es fiir jedes
y € Y mindestens ein x € X gibt mit f(z) = y. Surjektionen schreibt
man manchmal — .
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SkriptenBilder/BildSurv.png

Eine Surjektion

SkriptenBilder/BildInjv.png

Eine Injektion

SkriptenBilder/BildBij.png

Eine Bijektion

37



38 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUNDLAGEN

3. f heifit bijektiv oder eine Bijektion genau dann, wenn f injektiv und
surjektiv ist. Gleichbedeutend ist die Forderung, dafl es fiir jedes y € Y
genau ein x € X gibt mit f(x) = y. Bijektionen schreibt man oft = .

2.2.15. Ist X C Y eine Teilmenge, so ist die Einbettung oder Inklusion
1: X =Y, x— x stets injektiv. Ist g : Y — Z eine Abbildung und X C Y
eine Teilmenge, so nennen wir die Verkniipfung g o von g mit der Inklusion
auch die Einschrinkung von ¢ auf X und notieren sie g oi = g|X =
glx : X — Z. Oft bezeichnen wir eine Einschriankung aber auch einfach mit
demselben Buchstaben g in der Hoffnung, dafl der Leser aus dem Kontext
erschlieffen kann, welche Abbildung genau gemeint ist.

2.2.16. Ist f: X — Y eine Abbildung, so ist die Abbildung f : X — f(X),
x +— f(x) stets surjektiv. Der Leser moge entschuldigen, daf§ wir hier zwei
verschiedene Abbildungen mit demselben Symbol f bezeichnet haben. Das
wird noch 6fter vorkommen.

2.2.17. Gegeben eine Menge X kann eine Abbildung f : X — P(X) nie
surjektiv sein. In der Tat, betrachten wir A = {x € X | z & f(z)}, so kann
es kein y € X geben mit f(y) = A, denn fiir solch ein y hétten wir entweder
y€ Aodery ¢ A, und aus y € A alias y € f(y) folgte y € A, wohingegen
aus y ¢ A alias y € f(y) folgte y € A.

Beispiele 2.2.18. Unsere Abbildung q : Z — Z, n ~— n? ist weder injektiv
noch surjektiv. Die Identitédt id : X — X ist stets bijektiv. Sind X und Y
endliche Mengen, so gibt es genau dann eine Bijektion von X nach Y, wenn
X und Y dieselbe Kardinalitét haben, in Formeln | X| = |Y|.

Satz 2.2.19. Seien f, f1 : X =Y und g,9, : Y — Z Abbildungen.

~

. Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv.

2. Ist g o f injektiv, so ist f injektiv.

3. Sind g und f injektiv, so auch g o f.

4. Sind g und [ surjektiv, so auch go f.

5. Ist [ surjektiv, so folgt aus go f = g1 0 f schon g = ¢;.
6. Ist g injektiv, so folgt aus go f = go f1 schon f = f.

Beweis. Ubung. [
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2.2.20. Ist f : X — Y eine bijektive Abbildung, so ist ofenichtlich die Menge
{(f(x),x) € Y x X | « € X} im Sinne von 2.2.2 eine Abbildung oder,
vielleicht klarer, der Graph einer Abbildung ¥ — X. Diese Abbildung in
die Gegenrichtung heiffit die Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion
auch die inverse Abbildung zu f und wird mit f=! : ¥ — X bezeichnet.
Offensichtlich ist mit f auch f~! eine Bijektion.

Beispiel 2.2.21. Die Umkehrabbildung unserer Bijektiont : Z — Z, x — x+1
ist die Abbildung Z — Z, v +— x — 1.

Ubung 2.2.22. Gegeben eine Bijektion f : X — Y ist ¢ = f~! die einzige
Abbildung g : Y — X mit f o g = idy . Ebenso ist auch h = f~! die einzige
Abbildung h:Y — X mit ho f =idy.

2.2.23. Gegeben drei Mengen X, Y, Z haben wir eine offensichtliche Bijektion
Ens(X x Y,Z) = Ens(X,Ens(Y,7)). Etwas vage formuliert ist also eine
Abbildung X x Y — Z dasselbe wie eine Abbildung, die jedem x € X eine
Abbildung Y — Z zuordnet, und symmetrisch natiirlich auch dasselbe wie
eine Abbildung, die jedem y € Y eine Abbildung X — Z zuordnet. In der

exponentiellen Notation liest sich das ganz suggestiv als kanonische Bijektion
Z(X><Y) -~ (ZX)Y.

Satz 2.2.24 (Bedeutung der Fakultét). Sind X und Y zwei Mengen mit
je n Elementen, so gibt es genau n! bijektive Abbildungen f: X — Y.

Beweis. Sei X = {x1,...,x,}. Wir haben n Moglichkeiten, ein Bild fiir 24
auszusuchen, dann noch (n — 1) Méglichkeiten, ein Bild fiir x5 auszusuchen,
und so weiter, bis schlieflich nur noch 1 Element von Y als mogliches Bild von
x, in Frage kommt. Insgesamt gibt es also n(n — 1) ---1 = n! Méglichkeiten
fiir f. Da wir 0! = 1 gesetzt hatten, stimmt unser Satz auch fir n =0. O

Ubung 2.2.25. Seien X,Y endliche Mengen. So gibt es genau |Y|X Abbil-
dungen von X nach Y, und unter diesen Abbildungen sind genau |Y|(|Y| —
DY —=2)...(]Y] = |X]|+ 1) Injektionen.

Ubung 2.2.26. Sei X eine Menge mit n Elementen, und seien as, ..., a, € N
gegeben mit n = ag + ... + «,. Man zeige: Es gibt genau n!/(aq!- - - a,!) Ab-
bildungen f : X — {1,...,r}, die jedes i genau «;-mal als Wert annehmen,
in Formeln

n!

= card{f | [/ ()| = firi=1,...r}

ayl o

2.2.27. Manche Autoren bezeichnen diese Zahlen auch als Multinomial-
koeffizienten und verwenden die Notation

n! n
Oé1!"'047~! Aq5...5 0
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Mich iiberzeugt diese Notation nicht, da sie im Gegensatz zu unserer Notation
fiir die Binomialkoeffizienten recht eigentlich nichts kiirzer macht.

Ubung 2.2.28. Man zeige die Formel

n!
($1+---+5Cr)n: Z ﬁf?l"‘l}oﬁ
ol o)l
al+...+ar=n
Hier ist zu verstehen, daf§ wir fiir alle aq,...,, E Nmit oy +...+a, =n

den angegebenen Ausdruck nehmen und alle diese Ausdriicke aufsummieren.

Ubung 2.2.29. Eine zyklische Anordnung einer endlichen Menge M ist
eine Abbildung z : M — M derart, dafl wir durch mehrmaliges Anwenden
von z auf ein beliebiges Element x € M jedes Element y € M erhalten
konnen. Man zeige, dafl es auf einer n-elementigen Menge mit n > 1 genau
(n—1)! zyklische Anordnungen gibt. Die Terminologie “zyklische Anordnung”
scheint mir nicht besonders gliicklich, da unsere Struktur nun beim besten
Willen keine Ordnung im Sinne von 77 ist. Andererseits ist das Angeben
einer Anordnung auf einer endlichen Menge M schon auch etwas dhnliches.

Ubung 2.2.30. Sei X eine Menge mit n > 1 Elementen und sei m eine na-
tiirliche Zahl. Man zeige, dafl es genau (";’f{ 1) Abbildungen f : X — N
gibt mit ) _ f(r) = m. Hinweis: Man denke sich X = {1,2,...,n} und
veranschauliche sich dann f als eine Folge auf f(1) Punkten gefolgt von ei-
nem Strich gefolgt von f(2) Punkten gefolgt von einem Strich und so weiter,
insgesamt also eine Folge aus n + m — 1 Symbolen, davon m Punkten und

n — 1 Strichen.

2.2.31. Gegeben eine Menge X mag man sich eine Abbildung X — N veran-
schaulichen als eine “Menge von Elementen von X, in der jedes Element mit
einer wohlbestimmten Vielfachheit vorkommt”. Aufgrund dieser Vorstellung
nennt man eine Abbildung X — N auch eine Multimenge von Elementen
von X. Wir notieren die Gesamtheit aller derartigen Multimengen mit

M(X) = Ens(X,N)

in vager Analogie zur Potenzmenge P(X) von X, die ja in kanonischer Bijek-
tion zu Ens(X, {0, 1}) steht. Unter der Kardinalitét einer Multimenge verste-
hen wir die Summe iiber alle Werte der entsprechenden Abbildung, aufgefafit
als ein Element von N II {oo}. Ich notiere eine Multimenge mit normalen
Mengenklammern, so wére etwa {5,5,5,7,7,1} die hoffentlich offensichtliche
Multimenge von natiirlichen Zahlen der Kardinalitdt 6, und der Leser muf
aus dem Kontext erschliefen, wann eine Multimenge und wann eine normale
Menge gemeint ist.
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SkriptenBilder/BildZyA.png

Versuch der graphischen Darstellung einer zyklischen Anordnung auf der
Menge {1,2,...,7}. Die Pfeile — sollen jeweils den Effekt der Abbildung =z
veranschaulichen.

SkriptenBilder/BildKoKi.png

Eine Abbildung f: {1,2,...,n} — N im Fall n = 6 mit Wertesumme
m = 10 und die Veranschaulichung nach der Vorschrift aus Ubung 2.2.30 als
Folge bestehend aus m Punkten und n — 1 Strichen.
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2.3 Logische Symbole und Konventionen

2.3.1. In der Mathematik meint oder immer, dafl auch beides erlaubt ist.
Wir haben diese Konvention schon benutzt bei der Definition der Vereinigung
wenn wir schreiben X UY = {z | z € X oder z € Y}, zum Beispiel haben
wir {1,2} U{2,3} = {1,2,3}.

2.3.2. Sagt man der Mathematik, es gebe ein Objekt mit diesen und jenen
Eigenschaften, so ist stets gemeint, dafl es mindestens ein derartiges Objekt
geben soll. Hétten wir diese Sprachregelung rechtzeitig vereinbart, so hétten
wir zum Beispiel das Wortchen “mindestens” in Teil 2 von 2.2.14 bereits
weglassen konnen. Sagt ihnen also ein Mathematiker, er habe einen Bruder,
so kann es auch durchaus sein, dafl er noch weitere Briider hat! Will man
in der Mathematik Existenz und Eindeutigkeit gleichzeitig ausdriicken, so
sagt man, es gebe genau ein Objekt mit diesen und jenen Eigenschaften.
Sagt ihnen also ein Mathematiker, er habe genau einen Bruder, so kénnen
sie sicher sein, daf§ er nicht noch weitere Briider hat.

2.3.3. Die folgenden Abkiirzungen erweisen sich als bequem und werden recht
héufig verwendet:

v fiir alle (ein umgedrehtes A wie “alle”)
3 es gibt (ein umgedrehtes E wie “existiert”)
3! es gibt genau ein

o= aus ... folgt - --

o= ... folgt aus - - -

... ist gleichbedeutend zu - - -

Ist zum Beispiel f: X — Y eine Abbildung, so konnen wir unsere Definitio-
nen injektiv, surjektiv, und bijektiv etwas formaler so schreiben:

finjektiv & ((f() = [()) = (2 = 2))

f surjektiv < Vy e Ydre X mit f(x) =y

f bijektiv. < Vye Y3z e X mit f(x) =y
2.3.4. Bei den “fiir alle” und “es gibt” kommt es in der Mathematik sehr auf
die Reihenfolge an, viel mehr als in der weniger prézisen Umgangssprache.
Man betrachte zum Beispiel die beiden folgenden Aussagen:

“Fiir alle n € N gibt es m € N so daf3 gilt m > n”
“Es gibt m € N so daf fiir alle n € N gilt m > n”

Offensichtlich ist die erste richtig, die zweite aber falsch. Weiter mache man
sich klar, dafl die “fiir alle” und “es gibt” bei Verneinung vertauscht werden.
Aquivalent sind zum Beispiel die beiden folgenden Aussagen
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“Es gibt kein n € N mit n? = 27
“Fiir alle n € N gilt nicht n? = 2”

2.3.5. Wollen wir zeigen, dafl aus einer Aussage A eine andere Aussage B
folgt, so konnen wir ebensogut zeigen: Gilt B nicht, so gilt auch A nicht. In
formelhafter Schreibweise haben wir also

(A = B) < ((nicht B) = (nicht A))

Wollen wir zum Beispiel zeigen (g o f surjektiv) = (g surjektiv), so reicht
es, wenn wir uns iiberlegen: Ist g nicht surjektiv, so ist g o f erst recht nicht
surjektiv.



44 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUNDLAGEN

3 Algebraische Grundbegriffe

Auf der Schule versteht man unter einer “reellen Zahl” meist einen unendli-
chen Dezimalbruch, wobei man noch aufpassen muf}, daf§ durchaus verschie-
dene unendliche Dezimalbriiche dieselbe reelle Zahl darstellen kénnen, zum
Beispiel gilt in den reellen Zahlen ja

0,99999... = 1,00000...

Diese reellen Zahlen werden dann addiert, subtrahiert, multipliziert und di-
vidiert ohne tiefes Nachdenken dariiber, wie man denn zum Beispiel mit den
eventuell unendlich vielen Ubertriigen bei der Addition und Subtraktion um-
gehen soll, und warum dann Formeln wie (a +b) — ¢ = a + (b — ¢) wirklich
gelten, zum Beispiel fiir a = b = ¢ = 0,999.... Dieses tiefe Nachdenken
wollen wir im Folgenden vom Rest der Vorlesung abkoppeln und miissen
dazu sehr prézise formulieren, welche Eigenschaften fiir die Addition, Mul-
tiplikation und Anordnung in “unseren” reellen Zahlen gelten sollen: In der
Terminologie, die in den folgenden Abschnitten eingefiihrt wird, werden wir
die reellen Zahlen charakterisieren als einen angeordneten Korper, in dem
jede nichtleere Teilmenge mit einer unteren Schranke sogar eine gréfite un-
tere Schranke besitzt. Von dieser Charakterisierung ausgehend erklaren wir
dann, welche reelle Zahl ein gegebener unendlicher Dezimalbruch darstellt,
und errichten das Gebédude der Analysis. In demselben Begriffsgebdude mo-
dellieren wir auch den Anschauungsraum, vergleiche 1.2.8 oder besser ?77.
Um diese Charakterisierungen und Modellierungen verstandlich zu machen,
fithren wir zunéchst einige grundlegende algebraische Konzepte ein, die [hnen
im weiteren Studium der Mathematik noch oft begegnen werden.

3.1 Mengen mit Verkniipfung

Definition 3.1.1. Eine Verkniipfung T auf einer Menge A ist eine
Abbildung
T: AxA — A
(a,b) +— aTb

die also jedem geordneten Paar (a,b) mit a,b € A ein weiteres Element
(aTb) € A zuordnet.

Beispiele 3.1.2. 1. Die Addition von ganzen Zahlen ist eine Verkniipfung

+: Z X7 — Z
(a,b) — a+0b
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SkriptenBilder/BildVT.png

Man kann Verkniipfungen auf endlichen Mengen darstellen durch ihre
Verkniipfungstabelle. Hier habe ich etwa die Verkniipfungstabelle der
Verkniipfung min auf der Menge {0, 1,2, 3,4} angegeben. Natiirlich muf§
man sich dazu einigen, ob im Késtchen aus Spalte a und Zeile b nun aTh
oder vielmehr bTa stehen soll, aber bei einer kommutativen Verkniipfung

wie min kommt es zum Gliick nicht darauf an.
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. Die Multiplikation von ganzen Zahlen ist eine Verkniipfung

X7 — 7
(a,b) — a-b

. Die Zuordnung min, die jedem Paar von natiirlichen Zahlen die kleinere

zuordnet (wenn sie verschieden sind, man setzt sonst min(a,a) = a),
ist eine Verkniipfung

min: NxN — N
(a,b) + min(a,b)

. Sei X eine Menge. Die Verkniipfung von Abbildungen liefert eine Ver-

kniipfung auf der Menge Ens(X, X) aller Abbildungen von X in sich

selber
o: Ens(X,X)x Ens(X,X) — Ens(X,X)

(f,9) = foyg
Oft kiirzen wir auch Ens(X, X) = Ens(X) ab.

. Die Subtraktion von ganzen Zahlen ist eine Verkniipfung

—: I x7Z — 7
(a,b) — a—2>

. Jede Verkniipfung T auf einer Menge induziert eine Verkniipfung auf

ihrer Potenzmenge vermittels der Vorschrift

UTV ={uTv|uelU, veV}

. Gegeben Mengen mit Verkniipfung (A, T) und (B, L) erhalten wir ei-

ne Verkniipfung auf ihrem Produkt A x B vermittels der Vorschrift
((a,b), (a’, b)) — ((aTd'), (b Lb)). Sie heiit die komponentenweise
Verkniipfung.

Definition 3.1.3. Eine Verkniipfung T auf einer Menge A heifit assoziativ
genau dann, wenn gilt aT(bTc¢) = (aTb)Tc Va,b,c € A. Sie heifit kommu-
tativ genau dann, wenn gilt aTb=0bTa Va,b e A.

Beispiele 3.1.4. Von unseren Beispielen sind die ersten drei assoziativ und
kommutativ, das vierte ist assoziativ aber nicht kommutativ falls X mehr als
ein Element hat, das fiinfte ist weder assoziativ noch kommutativ.
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SkriptenBilder/BildK1Gr.png

Mogliche “Klammerungen” mag man sich graphisch wie oben angedeutet
veranschaulichen. Die Assoziativitdt bedeutet dann graphisch so etwas wie

SkriptenBilder/BildAsGr.png

wobei das Gleichheitszeichen nur meint, daf§ beide Klammerungen stets
dasselbe liefern, wenn wir oben drei Elemente unserer Menge mit
Verkniipfung einfiillen. . .
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Bemerkung 3.1.5. Ist eine Verkniipfung assoziativ, so liefern Ausdriicke der
Form a; Tas ... Ta, wohlbestimmte Elemente von A, das Resultat ist genauer
unabhéngig davon, wie wir die Klammern setzen. Um diese Erkenntnis zu
formalisieren, vereinbaren wir fiir so einen Ausdruck die Interpretation

arTag... Ta,=a1T(aT(...(an1Tay,)...))
und zeigen

Lemma 3.1.6. Gegeben (A, T) eine Menge mit einer assoziativen Verkniip-
fung und aq,...,a,,b1,...,b, € A gilt

(al"l' e Tan)T(blT Ce Tbm) = (llT e TanTblT . Tbm

Beweis. Wir folgern aus dem Assoziativgesetz (a1 T ... Ta,) T(0iT ... Thy,) =
a1 T((aaT ... Ta,)T(byT...Tby)) und sind fertig mit vollsténdiger Indukti-
on iiber n. ]

Bemerkung 3.1.7. Das Wort Lemma, im Plural Lemmata, kommt wohl von
griechisch AaufBaverr “nehmen” und bezeichnet in der Mathematik kleine-
re Resultate oder auch Zwischenschritte von gréfleren Beweisen, denen der
Autor auBlerhalb ihres engeren Kontexts keine grofie Bedeutung zumift.

3.1.8. Die Zahl der Moglichkeiten, einen Ausdruck in n + 1 Faktoren so zu
verklammern, daf in jedem Schritt nur die Verkniipfung von je zwei Elemen-
ten zu berechnen ist, heifit die n-te Catalan-Zahl und wird C,, notiert. Die
ersten Catalan-Zahlen sind Cy = C} = 1, Cy = 2, C5 = 5. Im allgemeinen
zeigen wir in 77 die amiisante Formel

1 2
“o=ii(n)
n+1\n
Definition 3.1.9. Sei (A, T) eine Menge mit Verkniipfung. Ist n € {1,2,...}
eine von Null verschiedene natiirliche Zahl und a € A, so schreiben wir

aTaT...Ta=n"a
—_—

n-mal

3.1.10. Ist m eine zweite von Null verschiedene natiirliche Zahl, so erhalten
wir fiir assoziative Verkniipfungen mithilfe unseres Lemmas 3.1.6 die Regeln
(n+m)'a= (n"a)T(m"a) und (nm)"a =n'(m"a). Ist unsere Verkniipfung
auch noch kommutativ, so gilt zusitzlich n' (aTb) = (n'a)T(n'b).
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3.1.11. Sei (A, T) eine Menge mit Verkniipfung. Eine Teilmenge B C A heif3t
abgeschlossen unter der Verkniipfung genau dann, wenn aus a,b € B
folgt aTb € B. Natiirlich ist in diesem Fall auch (B, T) eine Menge mit
Verkniipfung, man spricht dann von der auf B induzierten Verkniipfung.
Zum Beispiel ist N C Z abgeschlossen unter der Addition, aber Z.y C Qo
ist nicht abgeschlossen unter der durch die Division gegebenen Verkniipfung
(a,b) — a/b.

Definition 3.1.12. Sei (A4, T) eine Menge mit Verkniipfung. Ein Element
e € A heifit neutrales Element von (A, T) genau dann, wenn gilt

ela=ale=a Va€c A

3.1.13. In einer Menge mit Verkniipfung (A, T) kann es hochstens ein neu-
trales Element e geben, denn fiir jedes weitere Element ¢’ mit ¢ Ta = aTe' =
a Ya € A haben wir ¢/ = €' Te = e. Wir diirfen also den bestimmten Artikel
verwenden und in einer Menge mit Verkniipfung von dem neutralen Element
reden.

Definition 3.1.14. Ein Monoid ist eine Menge mit einer assoziativen Ver-
kniipfung, in der es ein neutrales Element gibt. Ist (A4, T) ein Monoid, so
erweitern wir unsere Notation n'a auf alle natiirlichen Zahlen n € N, indem
wir 0" a als das neutrale Element von A verstehen, fiir alle a € A.

Bemerkung 3.1.15. Das Wort “Monoid” ist wohl von griechisch “povog” fiir
“allein” abgeleitet: Ein Monoid besitzt nur eine einzige Verkniipfung.

3.1.16. In Monoiden gelten die Regeln 3.1.10 fiir alle n,m € N. Die na-
tiirlichen Zahlen bilden mit der Addition ein Monoid (N, +) mit neutralem
Element 0. Sie bilden auch unter der Multiplikation ein Monoid (N, -) mit
neutralem Element 1. Fiir jede Menge X ist die Menge Ens(X) der Abbil-
dungen von X in sich selbst ein Monoid. Die leere Menge ist kein Monoid,
ihr fehlt das neutrale Element.

3.2 Gruppen

3.2.1. Ich empfehle, bei der Lektiire dieses Abschnitts die Tabelle auf Seite
54 gleich mitzulesen, die die Bedeutungen der nun folgenden Formalitéten
in den zwei gebrduchlichsten Notationssystemen angibt. In diesen Notations-
systemen sollten alle Formeln aus der Schulzeit vertraut sein. Wir erinnern
uns an die Definition eines Monoids 3.1.14.

Definition 3.2.2. 1. Ist (A, T) ein Monoid und a € A ein Element, so
nennen wir ein weiteres Element a € A invers zu a genau dann, wenn
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gilt aTa =e = aTa fiir e € A das neutrale Element unseres Monoids.
Ein Element, das ein Inverses besitzt, heifit invertierbar.

2. Eine Gruppe ist ein Monoid, in dem jedes Element ein Inverses besitzt.

3. Eine kommutative Gruppe oder abelsche Gruppe ist eine Gruppe,
deren Verkniipfung kommutativ ist.

3.2.3. Der Begriff einer “Gruppe” wurde von Evariste Galois (1811-1832) in
die Mathematik eingefiihrt. Er verwendetet den Begriff “Gruppe von Trans-
formationen” sowohl in der Bedeutung einer “Menge von bijektiven Selbstab-
bildungen einer gegebenen Menge” als auch in der Bedeutung einer “Menge
von bijektiven Selbstabbildungen einer gegebenen Menge, die abgeschlossen
ist unter Verkniipfung und Inversenbildung”, und die damit in der Tat ein
Beispiel fiir eine Gruppe im Sinne der obigen Definition liefert. Die obige
Definition konnte Galois beim besten Willen nicht geben, er starb ein gutes
halbes Jahrhundert, bevor Cantor die Sprache der Mengenlehre entwickel-
te. Die Terminologie “abelsche Gruppe” wurde zu Ehren des norwegischen
Mathematikers Niels Hendrik Abel eingefiihrt.

Lemma 3.2.4. Jedes Element eines Monoids besitzt hochstens ein Inverses.

Beweis. AusaTa=e=aTaund aTb= e = bTa folgt durch Anwenden von
bT auf die erste Gleichung mit dem Assoziativgesetz sofort a = b. m

3.2.5. Wir diirfen also den bestimmten Artikel benutzen und von nun an
von dem Inversen eines Elements einer Gruppe reden. Offensichtlich ist das
Inverse des Inversen stets das urspriingliche Element, in Formeln a = a.

Lemma 3.2.6. Sind a und b Elemente einer Gruppe, so wird das Inverse
von aTb wird gegeben durch die Formel (aTb) = bTa.

Beweis. In der Tat rechnen wir schnell (aTb)T(bTa) = e. Diese Formel ist
auch aus dem téglichen Leben vertraut: Wenn man sich morgends zuerst die
Striimpfe anzieht und dann die Schuhe, so mufl man abends zuerst die Schuhe
ausziehen und dann die Striimpfe. [

Beispiele 3.2.7. Von unseren Beispielen 3.1.2 fiir Verkniipfungen oben ist nur
(Z,+) eine Gruppe, und diese Gruppe ist kommutativ. Ein anderes Beispiel
fiir eine kommutative Gruppe ist die Menge Q\{0} der von Null verschiede-
nen rationalen Zahlen mit der Multiplikation als Verkniipfung.

Ubung 3.2.8. Die invertierbaren Elemente eines Monoids bilden stets eine
Gruppe. Ein Element a eines Monoids A ist invertierbar genau dann, wenn
es b,c € A gibt mit bTa = e = aTc fiir e das neutrale Element.
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SkriptenBilder/BildSy.png

Die Verkniipfungstafel der Gruppe aller Permutationen der Menge {1, 2, 3}.
Eine solche Permutation o habe ich dargestellt durch das geordnete
Zahlentripel o(1)o(2)o(3), und im Késtchen aus der Zeile 7 und der Spalte
o steht 7o 0.
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Definition 3.2.9. Ist (A, T) eine Gruppe, so erweitern wir unsere Notation

n'a auf alle n € Z, indem wir setzen n'a = (—n)"a fir n € {-1,-2,...}.

3.2.10. In einer Gruppe gelten offensichtlich sogar fiir alle ganzen Zahlen
n € Z die Regeln (n+m)"a = (n"a)T(m"a) und (nm)"a = n'"(m"a). Ist
die Gruppe kommutativ, so gilt zusétzlich n™ (aTb) = (n"a)T(n"b) fiir alle
n € Z.

3.2.11. Verkniipfungen werden meist additiv oder multiplikativ geschrieben,
also a+b oder a-b, wobei die additive Schreibweise kommutativen Verkniipfun-
gen vorbehalten ist und die Bruchnotation 1/a und b/a aus nebenstehender
Tabelle kommutativen multiplikativ geschriebenen Verkniipfungen. Bei addi-
tiv geschriebenen Gruppen bezeichnet man das Inverse von a meist als das
Negative von a. Bei nichtkommutativen und multiplikativ notierten Grup-
pen benutzt man fiir das Inverse von a nur die von der allgemeinen Notati-
on a™ abgeleitete Notation a~!. Die Tabelle aus Seite 54 fasst die iiblichen
Notationen fiir unsere abstrakten Begriffsbildungen in diesem Kontext zu-
sammen und gibt unsere allgemeinen Resultate und Konventionen in diesen
Notationen wieder. Diejenigen Formeln und Konventionen, die keine Inver-
sen brauchen, benutzt man auch allgemeiner fiir beliebige Monoide. Fiir die
Gruppe der invertierbaren Elemente eines multiplikativ notierten Monoids A
verwenden wir die Notation A*. Zum Beispiel haben wir Z* = {1, —1}.

Beispiel 3.2.12. Fiir jede Menge X ist die Menge aller Bijektionen von X auf
sich selbst eine Gruppe, mit der Komposition von Abbildungen als Verkniip-
fung. Wir notieren diese Gruppe Ens™(X) in Ubereinstimmung mit unserer
Konvention 3.2.11, schlieBllich handelt es sich um die Gruppe der invertierba-
ren Elemente des Monoids Ens(X). Thre Elemente heiflen die Permutatio-
nen von X. Die Gruppe der Permutationen einer Menge X ist fiir |X| > 2
nicht kommutativ. Das Inverse einer Bijektion ist ihre Umkehrabbildung.

Ubung 3.2.13. Sind a, b, ¢ Elemente einer Gruppe, so folgt aus aTb = aTc
bereits b = c¢. Ebenso folgt auch aus bTa = c¢Ta bereits b = c.

Ubung 3.2.14. Sei A ein Monoid und e sein neutrales Element. Man zeige:
Unser Monoid ist genau dann eine Gruppe, wenn es fiir jedes a € Aeina € A
gibt mit aTa = e, und dies Element a ist dann notwendig das Inverse von a
in A. Noch Mutigere zeigen: Ist A eine Menge mit assoziativer Verkniipfung
und existiert ein e € A mit eTa = a Va € A sowie fiir jedesa € Aeina € A
mit aTa = e, so ist A eine Gruppe.

3.2.15. Gegeben eine Abbildung I — A, ¢ — a; von einer endlichen Menge
in ein kommutatives additiv bzw. multiplikativ notiertes Monoid vereinbaren

wir die Notationen
Z a; bzw. H a;

el i€l
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fiir die “Verkniipfung aller a;”. Ist I die leere Menge, so vereinbaren wir, dafl
dieser Ausdruck das neutrale Element von A bedeuten moge, also 0 bzw. 1.
Wir haben diese Notation bereits verwendet in 2.1.17, und fiir die konstante
Abbildung I — N, i +— 1 hétten wir zum Beispiel

> 1=
el

Unsere Konvention 1.1.11 fiir mit einem Laufindex notierte Summen bzw.
Produkte verwenden wir bei Monoiden analog.
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abstrakt
alb

ala=e
a=a
(-D)Ta=a
(aTh) =bTa

n"(aTh) = (n"a)T(n'b)
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additiv
a+b

na

Ot+ta=a+0=a
a+(—a)=0
—(—a)=a

(—1)a = —a

—(a+b) = (=b) +(=a)

—(a—b)=b—a

n(ma) = (nm)a

(m +n)a = (ma) + (na)
—(na) = (—=n)a

O0a =0

n(a+ b) = (na) + (nb)

multiplikativ

a-b,aob, ab

(ab)™t =b"ta™t,
1/ab = (1/b)(1/a)
1/(a/b) =b/a
@y =
Q) = (@) (@)
(@)t =a

a’ =1

(ab)" = (a")(0")

Tabelle I.1: Konventionen und Formeln in verschiedenen Notationssystemen.
Bereits diese Tabelle mufl mit einigen Hintergedanken gelesen werden, weil
die Symbole +, —, 0,1 darin in zweierlei Bedeutung vorkommen: Manchmal
meinen sie konkrete Operationen und Elemente von Z, manchmal stehen sie
fiir Verkniipfung und Inversenbildung und neutrale Elemente in abstrakten

Monoiden.
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3.3 Korper

Definition 3.3.1. Ein Kérper (K, +,-) (englisch field, franzosisch corps)
ist eine Menge K mit zwei assoziativen und kommutativen Verkniipfungen
+ und - derart, dafl gilt

1. (K,+) ist eine Gruppe, die additive Gruppe des Korpers.

2. Bezeichnet O € K das neutrale Element der Gruppe (K, +), so folgt
aus a # Oxg # b schon a - b # 0g und (K\{Og}, ) ist eine Gruppe, die
multiplikative Gruppe des Korpers.

3. Es gilt das Distributivgesetz

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) Va,bce K

3.3.2. Der Begriff “Korper” ist in diesem Zusammenhang wohl zu verstehen
als “besonders gut unter den verschiedensten Rechenoperationen abgeschlos-
sener Zahlbereich”, in Analogie zu geometrischen Korpern wie Kugeln oder
Zylindern, die man ja auch als “besonders gut in sich geschlossene Teilmengen
des Raums” bezeichnen koénnte.

3.3.3. Wenn wir mit Buchstaben rechnen, werden wir meist a - b = ab ab-
kiirzen. Zusétzlich vereinbaren wir zur Vermeidung von Klammern die Regel
“Punkt vor Strich”, so dafl also zum Beispiel das Distributivgesetz kiirzer
in der Form a(b + ¢) = ab + ac geschrieben werden kann. Die multiplika-
tive Gruppe eines Korpers K notieren wir K* = K\{Ox} in Ubereinstim-
mung mit unserer allgemeinen Notation 3.2.11, schliefllich handelt es sich
um die Menge der invertierbaren Elemente des multiplikativen Monoids K.
Fiir das neutrale Element der Multiplikation vereinbaren wir die Bezeichnung
1 € K*. Wir kiirzen meist Ox ab durch 0 und 15 durch 1 in der Erwartung,
dafl man aus dem Kontext erschlieit, ob mit 0 und 1 natiirliche Zahlen oder
Elemente eines speziellen Korpers gemeint sind. Meist kommt es darauf im
Ubrigen gar nicht an.

3.3.4. Fiir alle a, b in einem Korper und alle n > 0 gilt die binomische Formel

wror =3 (Do

v=0

Um das einzusehen priift man, daf§ wir bei der Herleitung nach 1.1.20 nur
Korperaxiome verwandt haben. Man beachte hierbei unsere Konvention 09 =
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1k aus 3.1.14, angewandt auf das Monoid (K, -) in Verbindung mit der nota-
tionellen Konvention auf Seite 54. Die Multiplikation mit den Binomialkoef-
fizienten ist gemeint als wiederholte Addition im Sinne der Bezeichnungskon-
vention na auf Seite 54, angewandt auf den Spezialfall der additiven Gruppe
unseres Korpers.

Beispiele 3.3.5. Ein Beispiel fiir einen Korper ist der Korper der rationalen
Zahlen (Q, +,-). Ein anderes Beispiel ist der zweielementige Kérper mit den
durch die Axiome erzwungenen Rechenregeln, der fundamental ist in der
Informatik. Die ganzen Zahlen (Z, +, -) bilden keinen Koérper, da (Z\ {0}, -)
keine Gruppe ist, da es ndmlich in Z\ {0} nur fiir 1 und —1 ein multiplikatives
Inverses gibt. Es gibt keinen einelementigen Korper, da das Komplement
seines Nullelements die leere Menge sein miiite: Dies Komplement kann dann
aber unter der Multiplikation keine Gruppe sein, da es eben kein neutrales
Element haben koénnte.
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Lemma 3.3.6 (Folgerungen aus den Koérperaxiomen). Sei K ein Kor-

per. So gilt
1. a0 =0 Vae K.
2.ab=0=a=0 oder b=0.
3. —a=(—1)a Vae€K.
4. (=D(=1) =L
5. (—a)(=b)=ab Va,be€ K.
6. 35 =15 firallea,c€ K und b,d € K*.
7. 55 =1¢ fiirallea € K und b,c € K*.
8. %—l—g:%zbcfdrallea,ceKundb,deKX.
9. m(ab) = (ma)b fir alle m € Z und a,b € K.

Beweis. 1. Man folgert das aus a0 + a0 = a(0 + 0) = a0 durch Hinzuad-

dieren von —(a0) auf beiden Seiten.

. In der Tat folgt aus (¢ # Ound b # 0) schon (ab # 0) nach den

Korperaxiomen.

. In der Tat gilt a + (—1)a = la + (=1)a = (1 + (—=1))a = 0a = 0, und

—a ist ja gerade definiert als das eindeutig bestimmte Element von K
so dafl a + (—a) = 0.

. In der Tat gilt nach dem Vorhergehenden (—1)(—1) = —(—1) = 1.

. Um das nachzuweisen ersetzen wir einfach (—a) = (—1)a und (—b) =

(—1)b und verwenden (—1)(—1) = 1.

. Das ist klar.
. Das ist klar.

. Das wird bewiesen, indem man die Briiche auf einen Hauptnenner

bringt und das Distributivgesetz anwendet.

. Das folgt durch wiederholtes Anwenden des Distributivgesetzes.
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3.3.7. Die Frage, wie das Produkt zweier negativer Zahlen zu bilden sei, war
lange umstritten. Mir scheint der vorhergehende Beweis das iiberzeugendste
Argument fiir “Minus mal Minus gibt Plus”: Es sagt salopp gesprochen, daf3
man diese Regel adoptieren muf}, wenn man beim Rechnen das Ausklammern
ohne alle Einschréankungen erlauben will.

Ubung 3.3.8. Ist K ein Korper derart, daB es kein € K gibt mit 22 = —1,
so kann man die Menge K x K = K? zu einem Kérper machen, indem man
die Addition und Multiplikation definiert durch

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac—bd,ad+ bc)

Die Abbildung K — K?, a — (a,0) ist dann vertriglich mit Addition und
Multiplikation. Kiirzen wir (a, 0) mit a ab und setzen (0, 1) = i, so gilt i* = —1
und (a,b) = a+ bi.

3.3.9. Auf die in der vorhergehenden Ubung 3.3.8 erklirte Weise konnen wir
etwa aus dem Korper K = R der “reellen Zahlen”, sobald wir ihn kennenge-
lernt haben, direkt den Korper C der “komplexen Zahlen” konstruieren. Man
beachte, wie miihelos das in der Sprache der Mengenlehre zu machen ist. Als
die komplexen Zahlen erfunden wurden, gab es noch keine Mengenlehre und
beim Rechnen beschrinkte man sich auf das Rechnen mit “reellen” Zahlen,
ja selbst das Multiplizieren zweier negativer Zahlen wurde als eine fragwiir-
dige Operation angesehen, und das Ziehen einer Quadratwurzel aus einer
negativen Zahl als eine rein imagindre Operation. In gewisser Weise ist es
das ja auch geblieben, aber die Mengenlehre liefert eben unserer Imagination
eine wunderbar prézise Sprache, in der wir uns auch iiber imaginierte Din-
ge unmifiverstandlich austauschen kénnen. Man kann dieselbe Konstruktion
auch allgemeiner durchfithren, wenn man statt —1 irgendein anderes Element
eines Korpers K betrachtet, das kein Quadrat ist. Noch allgemeinere Kon-
struktionen zur “Adjunktion hoherer Wurzeln” oder sogar der “Adjunktion
von Nullstellen polynomialer Gleichungen” kénnen sie in der Algebra lernen,
vergleiche etwa 77.

Definition 3.3.10. Gegeben Mengen mit Verkniipfung (A, T) und (B, 1)
verstehen wir unter einem Homomorphismus von A nach B eine Abbildung
¢ : A — B derart, daBl gilt p(aTd’') = p(a) L ¢(a') fir alle a,a’ € A. Sind
unsere beiden Mengen mit Verkniipfung Gruppen, so sprechen wir von einem
Gruppenhomomorphismus. Einen bijektiven Homomorphismus nennen
wir einen Isomorphismus.

Bemerkung 3.3.11. Die Terminologie kommt von griechisch “uoppn” fiir “Ge-
stalt” oder fiir uns besser “Struktur” und griechisch “opors” fiir “gleich, dhn-
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lich”. Auf deutsch koénnte man statt Homomorphismus auch “strukturerhal-
tende Abbildung” sagen. Das Wort “Isomorphismus” wird analog gebildet mit
griechisch “to0¢” fiir “gleich”.

Ubung 3.3.12. Gegeben Gruppen H und G bezeichne Grp(H,G) die Men-
ge aller Gruppenhomomorphismen von H nach G. Man zeige, daf fiir jede
Gruppe G die Vorschrift ¢ — (1) eine Bijektion Grp(Z,G) — G liefert.
Hinweis: Man erinnere 3.2.10.

3.3.13. Dieselben Definitionen verwenden wir auch bei Mengen mit mehr als
einer Verkniipfung. Zum Beispiel ist ein Kérperhomomorphismus ¢ von
einem Korper K in einen Koérper L eine Abbildung ¢ : K — L derart, dafl
gilt p(a +b) = ¢(a) + p((b) und @(ab) = ¢(a)p(b) fir alle a,b € K, und
ein Korperisomorphismus ist ein bijektiver Kérperhomomorphismus. Ein
Beispiel fiir einen Kérperhomomorphismus ist unsere Abbildung K — K?2
aus 3.3.8.

Ubung 3.3.14. Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H bildet stets das
neutrale Element von G auf das neutrale Element von H ab und vertauscht
mit Inversenbildung, in Formeln ¢(a™!) = (p(a))! Va € G. Ein Kérperho-
momorphismus ist stets injektiv.

3.3.15. Von einem Homomorphismus von Monoiden fordern wir zusétz-
lich zur Vertréglichkeit mit den Verkniipfungen auch noch, daf er das neutrale
Element auf das neutrale Element abbilden soll. Anders als im Gruppenfall
folgt das in dieser Allgemeinheit nicht automatisch, wie die Nullabbildung
(Z,+) — (Z,) zeigt.
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1 Zum Ursprung des Wortes Mathematik

Das Wort “Mathematik” kommt vom griechischen “padnuarikos”; das sich
hinwiederum ableitet von “padnua” fir “der Lerngegenstand, die Wissen-
schaft” nach dem Verb “pnavdavw” fiir “lernen, verstehen”. Das Anhéngen
der Endung “-tkos” oder im Anschlufl an einen Vokal “-7uko¢” hat eine dhn-
liche Bedeutung wie im Deutschen das Anhéngen von “-ig” oder “-lich” bzw.
“-tlich”, etwa wie in Mut +— mutig, Haar +— haarig oder wohnen — wohn-
lich, eigen + eigentlich. In diesem Sinne wiire die wortliche Ubersetzung von
“nanuartikos” also “das Lernige” oder “das Verstdndliche”. Platon verwen-
det den Begriff “7o patdnuatikor” im Sinne von “Forschungsgegenstand” in
Sophista 219¢:2 und Timaeus 88c:1. In der hellenistischen Zeit verengte sich
die Bedeutung ein erstes Mal und bezeichnete etwas, was wir heute eher als
“Mathematik und Naturwissenschaften” bezeichnen wiirden. Erst in neuerer
Zeit, verengte sich die Bedeutung dann weiter auf das, was wir heute unter
Mathematik verstehen.

2 Was ist Mathematik?

Ich denke, die heutige Mathematik mag man in einem ersten Ansatz beschrei-
ben als die Wissenschaft von den einfachsten Begriffen: Wieviel einfacher sind
doch Zahlen und ihre Rechenregeln, Geraden und Ebenen, oder auch Abbil-
dungen zwischen Mengen im Vergleich zu Pflanzen und Menschen, Hass und
Liebe, ja selbst Luft und Wasser! Diese einfachsten Begriffe miissen nun je-
doch mit der grofiten Vorsicht und Prézision gehandhabt werden, damit uns
unsere an den Umgang mit Pflanzen und Menschen, Hass und Liebe, Luft
und Wasser gewohnte Intelligenz nicht in die Irre fiihrt. Die eigentliche Ma-
thematik besteht dann darin, diese einfachsten Begriffe zu gréferen Theorien
zu kombinieren, und die eigentlichen Einsichten entstehen auch erst in die-
ser Gesamtschau. Ich sehe darin eine Affinitét zur Musik, in der man ja auch
von einfachsten Geréduschen, in der Klassik etwa von den Toénen der Tonleiter,
ausgeht und diese einfachsten Grundbausteine zu Kompositionen kombiniert,
deren Sinnhaftigkeit nur in der Gesamtschau erschlossen werden kann. Auf
einen Gegensatz zur Musik will ich im néchsten Absatz noch ausfiihrlicher
zu sprechen kommen: Wahrend auch die schénste Musik meines Erachtens
vom Komponisten nicht entdeckt sondern vielmehr erschaffen wird, scheint es
sich mir bei der Mathematik gerade umgekehrt zu verhalten. Sicher gibt es
sozusagen “komponierte” mathematische Artikel, aber die mathematischen
Inhalte selbst lassen sich von Menschenhand nicht formen und wollen ent-
deckt werden.
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3 Zum Wesen der Mathematik

In diesem Zusammenhang will ich auf eine gerne diskutierte Frage eingehen:
Wird Mathematik eigentlich entdeckt oder entwickelt? Aus meiner eigenen
Erfahrung mit dieser widerspenstigen Materie und auch der Erfahrung beim
Erklaren von Beweisen scheint es mir offensichtlich, dafl mathematische Inhal-
te “objektiv da sind”, also unabhéngig vom menschlichen Subjekt existieren
und entdeckt werden. Was jedoch entwickelt werden muf3 ist eine Sprache,
die es uns ermoglicht, uns iiber diese Inhalte zu verstdandigen und sie zu nut-
zen. Hier kam und kommt es durchaus zu parallelen Entwicklungen, man
denke etwa an die beiden Notationen = und fi—f fiir die Ableitung oder an ver-
schiedene Algorithmen zur Losung linearer Gleichungssysteme oder an die
verschiedenen Notationen fiir die natiirlichen Zahlen.

Bildlich gesprochen scheint mir die Mathematik wie eine weitverzweig-
te Hohle, voller Wunder und wertvoller Mineralien, die wir Mathematiker
einerseits erkunden und andererseits erschlieBen. Die Hohle selbst ist objek-
tiv vorhanden und es gilt, immer weiter in sie vorzudringen und Neues zu
entdecken. Wo und wie dann jedoch Treppen und Wege und Beleuchtung
angebracht werden und eventuell sogar eine kleine Eisenbahn zum Transport
der Mineralien, darin haben wir groflie Freiheit und in diesem Sinne wird
Mathematik auch entwickelt. Natiirlich sind diese beiden Aufgaben eng mit-
einander verwoben und wie weit wir selbst vordringen kénnen héngt ganz
wesentlich davon ab, wie weit unsere Vorlaufer gekommen sind und wie weit
sie die Hohle bereits zuginglich gemacht haben.

Diese Auffassung vom Sinn und Wesen der Mathematik bezeichnet man
wegen ihrer engen Verwandtschaft mit Plato’s Ideenlehre auch als “plato-
nisch”. Barry Mazur fordert in seinem Aufsatz | | die Platonisten auf,
zu erkldaren, warum Beweise denn uns als Mathematikern so wichtig sein soll-
ten, wenn es nur um das Erkennen einer unabhéngig von uns existierenden
Wirklichkeit geht. Dieser Aufforderung will ich gerne nachkommen. Ich fasse
Beweise auf als Beitrage zum groflien Projekt, die Welt der mathematischen
Inhalte dem menschlichen Verstand zugénglich zu machen. Mir scheint es in
diesem Sinne eine wichtige Aufgabe, auch fiir bereits bewiesene Erkenntnisse
moglichst glatte und fiir menschliche Gehirne transparente Beweise zu finden,
aufzuschreiben und offentlich zugénglich zu machen. Was das Beweisen an-
geht, gibt es auch durchaus verschiedene Ansétze: Anschauliche Beweise aus
der Schulgeometrie, etwa fiir den Satz des Pythagoras oder andere elementar-
geometrische Sétze, wiaren um im Bild zu bleiben eher ein Art Wegesystem
fiir FuBlgéinger, wohingegen sich professionelle Mathematiker seit etwa 1900
meist auf einem aus Mengenlehre aufgebauten Schienennetz bewegen, das
zwar grofle anfiangliche Investitionen erfordert, danach aber dem Verstand



64 KAPITEL 1I. GESCHICHTLICHES UND PHILOSOPHISCHES

ein sehr schnelles, sicheres und tiefes Eindringen ermoglicht. Allerdings féllt
es unseren durch die Bequemlichkeit dieses Zugangs verwchnten Studenten
meist bitter schwer, dann an interessanten und noch nicht erschlossenen Stel-
len wieder auszusteigen und sich zu Fufl weiter fortzubewegen oder gar selbst
Schienen zu legen. Rechnergestiitzte Beweise sind fiir mich wie eine Erkun-
dung mit Robotern nicht in derselben Weise befriedigend wie der personliche
Augenschein, aber wenn man an interessante Stellen partout nicht selbst
hingelangen kann, sind doch schone von Robotern geschossene Bilder allemal
besser als gar nichts.

Die Mathematik wird insbesondere von Auflenstehenden oft als eine tote
Wissenschaft erlebt, in der “alles schon seit dreihundert Jahren bekannt sei”.
Dieser Eindruck mag damit zusammenhéngen, dal Mathematik durchaus
“verholzt” in dem Sinne, dafl sie einen festen Stamm an Wissen und kodifi-
zierter Sprache ausbildet. Das aber ermoglicht es unserer Wissenschaft auch
gerade wieder, hoch hinaus zu wachsen.

Beim Erlernen dieser Wissenschaft denke ich, man soll versuchen, sich
aller gedanklichen Kréfte zu bedienen, deren ein Mensch fihig ist. Geeignet
fiir das Durchdringen mathematischer Sachverhalte scheinen mir insbeson-
dere die rdumliche oder noch besser die rdaumlich-zeitliche Anschauung, das
abstrakte logische Denken und das formale Umformen von Zeichenketten auf
Papier. Hilfreich kann auch unsere sprachliche Intelligenz sein: Bereits kleine
Kinder lernen ja das Zéhlen, indem sie zunéchst “Eins-Zwei-Drei-Vier-Fiint”
memorieren wie “Abrakadabra Simsalabim”, und &ltere lernen &hnlich den
Satz des Pythagoras oder die binomischen Formeln.

4 Herkunft einiger Symbole

Ich habe versucht, etwas iiber die Herkunft einiger mathematischer Symbole
in Erfahrung zu bringen, die schon aus der Schule selbstversténdlich sind. Das
Gleichheitszeichen = scheint auf ein 1557 von Robert Recorde publiziertes
Buch zuriickzugehen und soll andeuten, dafl das, was auf der linken und
rechten Seite dieses Zeichens steht, so gleich ist wie die beiden Strichlein, die
das uns heute so selbstverstédndliche Gleichheitszeichen bilden. Davor schrieb
man statt einem Gleichheitszeichen meist ae fiir “4quivalent”. Das Pluszeichen
+ ist wohl ein Auschnitt aus dem Symbol &, das hinwiederum enstanden ist
durch Zusammenziehen der beiden Buchstaben im Wértchen “et”; lateinisch
fiir “und”.

Die Dezimaldarstellung der natiirlichen Zahlen kam Mitte des vorigen
Jahrtausends aus Indien iiber die Araber nach Italien. Bis dahin rechnete
man in Furopa in romischer Notation. Sie miissen nur versuchen, in dieser
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Notation zwei groflere Zahlen zu multiplizieren, um zu ermessen, welchen
wissenschaftlichen und auch wirtschaftlichen Fortschritt der Ubergang zur
Dezimaldarstellung bedeutete. Das Beispiel der Dezimaldarstellung zeigt in
meinen Augen auch, wie entscheidend das sorgfiltige Einbeziehen trivialer
Spezialfille, manchmal als “Theorie der leeren Menge” verspottet, fiir die
Eleganz der Darstellung mathematischer Sachverhalte sein kann: Sie wurde
ja eben dadurch erst erméglicht, dal man ein eigenes Symbol fiir “gar nichts”
erfand! Ich denke, dafl der Aufbau eines effizienten Notationssystems, obwohl
er natiirlich nicht denselben Stellenwert einnehmen kann wie die Entwicklung
mathematischer Inhalte, dennoch in der Lehre ein wichtiges Ziel sein muf. In
diesem Text habe ich mir die gréfite Miihe gegeben, unter den gebrauchlichen
Notationen diejenigen auszuwéhlen, die mir am sinnvollsten schienen, und sie
soweit wie moglich aufzuschliisseln.

Die Herkunft der logischen Symbole 3 und V als umgedrehte E bzw. A
haben wir bereits in 1.2.3.3 erwéhnt, sie wurden von Cantor in seiner Men-
genlehre zuerst verwendet. Die Symbole R, Q,N,Z wurden friither als fette
Buchstaben gedruckt und zunéchst nur beim Tafelanschrieb in dieser Ge-
stalt wiedergegeben, da man fetten Druck an der Tafel nicht gut darstellen
kann..
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1 Gleichungssysteme und Vektorrdume

1.1 Losen linearer Gleichungssysteme

1.1.1. Sei k ein Korper im Sinne von 1.3.3.1. Gegeben seien n Gleichungen in
m Unbekannten in der Form

a1y + appxro+ ... +aimT, = b1
211 + a/22x2+ Ce —i—a2mxm = bg
An1T1 + ApaTot+ ... FApmTm = bn

mit a;;,b; € k fest vorgegeben. Man spricht dann auch von einem linea-
ren Gleichungssystem. Linear heifit es, weil darin keine komplizierteren
Terme wie 22 oder x5 vorkommen. Gleichungssysteme mit Termen dieser
Art studieren wir erst in der algebraischen Geometrie. Sind alle b; Null, so
heiffit unser System homogen, und das lineare Gleichungssystem, das ent-
steht, wenn wir alle b; zu Null setzen, heifit das zugehorige homogenisierte
Gleichungssystem. Gesucht ist eine Beschreibung aller m-Tupel (z1, ..., 2,,)
von Elementen von k derart, dafl alle n Gleichungen gleichzeitig erfiillt sind.
In der Begrifflichkeit und Notation, wie wir sie gleich in 1.2.2 einfiihren, bil-
det die Gesamtheit aller m-Tupel (zi,...,2,,) von Elementen von k eine
neue Menge k™, und wir suchen eine moglichst explizite Beschreibung der
Teilmenge L C k™ aller derjenigen m-Tupel, die alle unsere n Gleichungen
erfiillen, der sogenannten Losungsmenge unseres Gleichungssystems.

1.1.2. Um die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems zu bestimmen,
kann man den Gauf3-Algorithmus anwenden. Er basiert auf der elementa-
ren Erkenntnis, dafl sich die Losungsmenge nicht dndert, wenn wir in einer
der beiden folgenden Weisen zu einem neuen Gleichungssystem iibergehen:

1. Wir ersetzen eine unserer Gleichungen durch ihre Summe mit einem
Vielfachen einer anderen unserer Gleichungen;

2. Wir vertauschen zwei unserer Gleichungen.

Dann gehen wir mithilfe dieser beiden Operationen, also ohne die Losungs-
menge zu dndern, zu einem Gleichungssystem iiber, das Zeilenstufenform
hat in dem Sinne, daff man ein 7 > 0 und Indizes 1 < s(1) < s(2) < ... <
s(r) < m so angeben kann, daf§ in unserem transformierten Gleichungssys-
tem gilt a; 4 # 0 fiir 1 < ¢ <7, und daf} zusétzlich a,, # 0 nur gilt, wenn
es ein i gibt mit ¥ < ¢ und p > s(i). Nebenstehendes Bild mag aufschliisseln,
welche Art von Gleichungssystemen diese Bedingungen beschreiben. Es ist
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SkriptenBilder/BildZstF.png

Ein System in Zeilenstufenform ist ein System der obigen Gestalt, bei dem
im Teil mit den Koeffizienten a;; wie angedeutet unterhalb solch einer
“Treppe mit Stufenhohe Eins aber mit variabler Breite der Stufen” nur
Nullen stehen, vorn an den Stufenabsétzen aber von Null verschiedene

Eintréage. An die durch den senkrechten Strich abgetrennte letzte Spalte mit

den gewiinschten Losungen b; werden hierbei keinerlei Bedingungen gestellt.
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tiblich und erspart viel Schreibarbeit, die Symbole x; sowie die Pluszeichen
bei diesen Rechnungen wegzulassen und stattdessen ein Gleichungssystem
der oben beschriebenen Art abzukiirzen durch seine erweiterte Koeffizi-
entenmatrix

a;pr a2 ... QAim bl
Q21 A22 a2 | b2
Apl An2 - Gpm | bn

Die Sperzifikation “erweitert” weist auf die letzte Spalte der b; hin. Die Fa-
milie der a;; fiir sich genommen heifit die Koeffizientenmatrix unseres
Gleichungssystems.

1.1.3. Der Gauf-Algorithmus funktioniert so: Sind alle Koeffizienten in der
ersten Spalte Null, so ignorieren wir sie und machen mit der so entstehenden
Matrix weiter. Ist ein Koeffizient in der ersten Spalte von Null verschieden, so
bringen wir ihn durch eine Zeilenvertauschung an die oberste Stelle. Ziehen
wir dann geeignete Vielfache der ersten Zeile von den anderen Zeilen ab, so
gelangen wir zu einem System, bei dem wie angedeutet in der ersten Spalte
unterhalb des obersten Eintrags nur Nullen stehen. Fiir das weitere ignorieren
wir dann die erste Zeile und Spalte und machen mit der so entstehenden
Matrix weiter.

1.1.4. Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems in Zeilenstufen-
form ist schnell bestimmt: Ist eine der Zahlen b, 1, ..., b, nicht Null, so be-
sitzt es gar keine Losung. Gilt dahingegen b,41 = ... = b, = 0, kdnnen wir
Zahlen z,, fiir p verschieden von den Spaltenindizes s(1),. .., s(r) der Stufen
beliebig vorgehen und finden fiir jede solche Vorgabe der Reihe nach ein-
deutig bestimmte (), Ts(r—1), - - -, Ts(1) derart, dafl das entstehende m-Tupel
(x1,...,2,) eine Losung unseres Gleichungssystems ist.

1.1.5. Eine Abbildung der Produktmenge {1,...,n} x {1,...,m} in eine
Menge Z bezeichnet man als eine (n x m)-Matrix mit Koeffizienten in
Z. Gegeben solch eine Matrix A schreibt man meist A;; oder a;; statt A(z, j)
und veranschaulicht sich dieses Datum als ein quadratisches Arrangement von
Elementen von Z wie eben im Fall Z = k. Das 7 heif3t hierbei der Zeilenin-
dex, da es angibt alias “indiziert”, in welcher Zeile unser Eintrag a;; steht,
wohingegen man das j den Spaltenindex unseres Matrixeintrags nennt. Die
Menge aller (n x m)-Matrizen mit Koeffizienten in Z notieren wir

M(n x m; Z)
Im Fall n = m sprechen wir von einer quadratischen Matrix. Manchmal

werden wir sogar fiir beliebige Mengen XY, Z eine Abbildung X x Y — Z
als eine (X x Y')-Matrix mit Koeffizienten in Z ansprechen.
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SkriptenBilder/BildBspL.png

Ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten
und seine Losung mit dem Gauf-Algorithmus.
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1.1.6.

Satz 1.1.7. Ist die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems nicht
leer, so erhalten wir alle Losungen, indem wir zu einer speziellen Losung un-
seres Systems eine beliebige Losung des zugehorigen homogenisierten Systems
komponentenweise addieren.

Beweis. Ist ¢ = (¢q,. .., ¢y) eine Losung unseres linearen Gleichungssystems
und d = (dy,...,d,,) eine Losung des homogenisierten Systems, so ist of-
fensichtlich die komponentenweise Summe ¢ + d = (¢; + dy, ..., ¢ + d)
eine Losung des urspriinglichen Systems. Ist andererseits ¢ = (¢,...,c,)
eine weitere Losung unseres linearen Gleichungssystems, so ist offensichtlich
die komponentenweise Differenz d = (¢} — ¢1,...,c, — ¢;,) eine Losung des

homogenisierten Systems, fiir die gilt ¢ = ¢+ d. ]

1.1.8. Die vorstehenden Uberlegungen zeigen, wie man die Losungsmenge
eines linearen Gleichungssystems bestimmen kann, und man erhélt dabei im
Fall einer nichtleeren Losungsmenge sogar eine ausgezeichnete Bijektion von
einem k' mit besagter Losungsmenge, fiir t = m — r, die eben jeder Vorgabe
von z; fiir j # s(1),...,s(r) die durch diese Vorgabe eindeutig bestimmte
Losung zuordnet. Der GauB-Algorithmus gibt uns allerdings nicht vor, welche
Zeilenvertauschungen wir unterwegs verwenden wollen, und damit stellt sich
sofort die Frage, ob wir unabhéngig von diesen Wahlen stets bei derselben
Matrix in Zeilenstufenform ankommen. Das ist nun zwar nicht richtig, aber
dennoch sind die “Breiten der einzelnen Stufen” alias die s(i) unabhéngig
von allen Wahlen, denn sie lassen sich auch direkt beschreiben, indem wir im
zugehorigen homogenisierten Gleichungssystem unsere Variablen von hinten

durchgehen und jeweils fragen: Gibt es fiir jedes (%ji+1,%j12,...,%n), das
zu einer Losung (x1, %o, ..., T,,) ergénzbar ist, nur ein z; derart, daf auch
(j, Tj41,Tjqa, ..., Tm) zu einer Losung (xq, xa, . . ., T.,) ergidnzbar ist? Genau

dann ist die Antwort “ja”, wenn in der j-ten Spalte eine neue Stufe beginnt.

1.1.9. Nun koénnten wir natiirlich vor Anwendung des Gauss-Algorithmus
auch zuerst unsere Variablen umnummerieren alias die Spalten unserer Koef-
fizientenmatrix vertauschen. Wir erhielten wieder eine Bijektion eines £" mit
der Losungsmenge wie eben. Die Frage, der wir uns als néchstes zuwenden
wollen, lautet nun: Gilt stets u = ¢, in anderen Worten, landen wir bei einer
Zeilenstufenform mit derselben Zahl von Stufen, wenn wir zuerst die Spalten
unseres Systems willkiirlich vertauschen, bevor wir den Gauf-Algorithmus
durchfithren? Die Antwort lautet wieder “Ja”, aber hierzu ist mir kein ganz
elementares Argument mehr eingefallen, und dariiber war ich sogar ganz froh:
Diese Frage kann nun nédmlich zur Motivation der Entwicklung der abstrak-
ten Theorie der Vektorrdume dienen, mit der wir an dieser Stelle beginnen.
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SkriptenBilder/BildLFP.png

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Unbekannten,
dessen Losungsmenge nach unser allgemeinen Theorie fiir jedes x3 genau
einen Punkt (z1, 2, z3) enthdlt, und zwar haben wir wegen der zweiten

Gleichung x5 = x3/4 und dann wegen der ersten Gleichung
x1 =1—(3/4)x3, so daB die allgemeine Losung lautet (1 — (3/4)A\, A/4, \)
fiir variables .
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Wir fiithren in diesem Rahmen den auch in vielen anderen Zusammenhén-
gen duferst niitzlichen Begriff der “Dimension” eines “Vektorraums” ein, und
zeigen in 1.5.8, dafl die Stufenzahl in diesem Rahmen unabhéngig von allen
Wahlen beschrieben werden kann als die “Dimension des Losungsraums” des
zugehorigen homogenisierten Gleichungssystems. Zunéchst jedoch fithren wir
weitere Begriffe der Mengenlehre ein, die wir dabei und auch dariiber hinaus
noch oft brauchen werden.

1.2 Erginzungen zur Mengenlehre

1.2.1. Bis jetzt hatten wir nur das kartesische Produkt X x Y von zwei
Mengen X und Y betrachtet. Ebenso kann man jedoch auch fiir Mengen
X1,...,X, das kartesische Produkt

Xy x oo x Xy ={(z1,...,2,) | z; € X; fir 1 <i<n}

einfithren. Die Elemente von so einem Produkt bezeichnet man als n-Tupel.

1.2.2. Gegeben drei Mengen XY, Z kann man sich natiirlich die Frage stel-
len, inwieweit die drei Mengen (X X Y) X Z, X x (Y x Z) und X xY x Z
iibereinstimmen und auch allgemeiner, inwieweit “das kartesische Produkt x
assoziativ ist”. Wir werden derartige Fragen spéter im Rahmen der Kateg-
orientheorie ausfiihrlich diskutieren. Hier sei nur bemerkt, dal zum Beispiel
alle unsere drei Tripelprodukte jedenfalls wohlbestimme Projektionen pry,
pry und pr, auf X,Y und Z haben und dafl es eindeutig bestimmte Bijek-
tionen zwischen ihnen gibt, die mit diesen drei Projektionen vertréglich sind.
Wir werden derartige Bijektionen meist nicht explizit machen. Es ist auch
sinnvoll und allgemeine Konvention, das Produkt von Null Mengen als “die”
einelementige Menge zu verstehen. Das kartesische Produkt von n Kopien
einer Menge X kiirzt man meist mit X" ab, die Elemente von X" sind also
n-Tupel von Elementen aus X und X° besteht aus genau einem Element.

1.2.3. Fiir ein kartesisches Produkt hat man stets die Projektionsabbil-
dungen oder Projektionen

pr; : X1><...><Xn — )(Z

(X1, ..., T) @

Gegeben eine Menge Z und Abbildungen f; : Z7 — X, konnen wir eine
Abbildung f: Z — X; x ... x X,, von Z in das kartesische Produkt der X;
bilden durch die Vorschrift mit z — (f1(2),..., fu(2)), und jede Abbildung
f:7Z — Xy x...x X, ist von dieser Form mit f; = pr,of. Wir schreiben
dann kurz f = (fi,..., fn). In der exponentiellen Schreibweise geschrieben
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haben wir also einen kanonische Bijektion (X; x...x X,,)Z = XZx...x XZ.
Besonders wichtig ist die diagonale Einbettung oder Diagonale

A=(did): X —» XxX

r +— (z,7)

1.2.4. Ist ein weiteres Produkt von der Form Y = Y; x... X Y], gegeben sowie
Abbildungen f; : X; — Y}, so konnen wir auch die Abbildung

Xix...xX, — Yi x...xY,
(SUl,...,In) = (fl(x1>7>fn($n>>

erkldren. Wir notieren diese Abbildung f; x- - - X f,,. Man beachte jedoch, daf3
keineswegs alle Abbildungen X; x ... x X,, — Y] x --- x Y, von dieser Form
sind. Man beachte allgemeiner, dafl eine Abbildung f : X; x ... x X,, = Z
von einem kartesischen Produkt in eine beliebige Menge Z sich keineswegs
in dhnlicher Weise aus Abbildungen X; — Z zusammensetzen la3t, wie wir
das bei Abbildungen von einer beliebigen Menge in ein kartesisches Produkt
gesehen hatten.

Definition 1.2.5. Gegeben eine Menge X erinnere ich an die Menge aller
Teilmengen P(X) = {U | U C X} von X, die sogenannte Potenzmen-
ge von X. Da es mich verwirrt, iiber Mengen von Mengen zu reden, werde
ich Teilmengen von P(X) nach Mdoglichkeit als Systeme von Teilmengen
von X ansprechen. Gegeben ein solches System U C P(X) bildet man zwei
neue Teilmengen von X, den Schnitt und die Vereinigung der Mengen aus
unserem System U, durch die Vorschrift

UvewU = {re€ X | Esgibt U c U mit x € U}
NoewU = {re€X| FiralleU el gilt z € U}

Insbesondere ist der Schnitt iiber das leere System von Teilmengen von X
ganz X und die Vereinigung iiber das leere System von Teilmengen von X
die leere Menge.

1.2.6. Wir wiirden nun gerne zum Beispiel die Erkenntnis, daf§ das Komple-
ment eines derartigen Schnitts die Vereinigung der Komplemente ist, aus-
driicken konnen in der Formel

X\ (ﬂ U> = Jx\v)

Damit in dieser Formel auch die Bedeutung der rechten Seite unmiffverstéind-
lich klar ist, fiihren wir weitere Notationen ein.
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1.2.7. Gegeben Mengen A und I bezeichnet man eine Abbildung I — A ganz
allgemein auch als eine durch [ indizierte Familie von Elementen von
A und benutzt die Notation

(ai)ier
Diese Sprechweise und Notation fiir Abbildungen verwendet man insbeson-
dere dann, wenn man der Menge [ eine untergeordnete Rolle zugedacht hat.
Im Fall I = () spricht man von der leeren Familie von Elementen von A.

Definition 1.2.8. Gegeben eine Familie (X;);c; von Teilmengen einer Menge
X erkldart man ihren Schnitt und ihre Vereinigung durch die Regeln

Nie; Xs = {re€ X |Furalleiec I gt rec X;}
Uic; Xi = {2 € X | Es existiert ein ¢ € I mit z € X;}

Insbesondere ist der Schnitt iiber die leere Familie von Teilmengen von X
ganz X und die Vereinigung iiber die leere Familie von Teilmengen von X
ist die leere Menge.

Ubung 1.2.9. Man verallgemeinere die Formeln aus 1.2.1.13 auf diese Situa-
tion. Genauer schreibe man in Formeln und zeige, dafl der Schnitt einer der-
artigen Vereinigung mit einer weiteren Menge die Vereinigung der Schnitte
ist, die Vereinigung eines derartigen Schnitts mit einer weiteren Menge der
Schnitt der Vereinigungen, das Komplement eines Schnitts die Vereinigung
der Komplemente und das Komplement einer Vereinigung der Schnitt der
Komplemente. Besonders Mutige versuchen, fiir eine durch ein Produkt in-
dizierte Familie (X;;); j)erxs den Schnitt von Vereinigungen ﬂjeJ (Uiel Xij)
als Vereinigung von Schnitten zu schreiben.

1.2.10. In 5.2 diskutieren wir allgemeiner Produkte und zusétzlich “disjunkte
Vereinigungen” beliebiger nicht notwendig endlicher Mengensysteme.

1.3 Vektorridume und Untervektorriume

Definition 1.3.1. Ein Vektorraum V iiber einem Korper £k ist ein Paar
bestehend aus einer abelschen Gruppe V = (V,+) und einer Abbildung

kxV — V
(\T) — X
derart, daf§ fiir alle A\, u € k und v,w € V die folgenden Formeln gelten:
MU+ W) = (W) + (\d)
A+mi = (\0) + (uo)

ANpo) = (v
17 = 7
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1.3.2. Die Elemente eines Vektorraums nennt man meist die Vektoren des
Vektorraums. Die Elemente des Korpers heiflen in diesem Zusammenhang oft
Skalare und die Abbildung (A, ¥) — A - ¥ die Multiplikation mit Skala-
ren und ist nicht zu verwechseln mit dem “Skalarprodukt”, das wir in 3.1.4
einfithren und das aus zwei Vektoren einen Skalar macht. Ich habe oben aus
didaktischen Griinden die Addition von Vektoren + notiert, um sie von der
Addition und Multiplikation von Korperelementen zu unterscheiden, aber das
werde ich nicht lange durchhalten. Mit der auch in diesem Zusammenhang
allgemein iiblichen Konvention “Punkt vor Strich” und der zu + vereinfach-
ten Notation fiir die Addition von Vektoren lauten unsere Vektorraumaxiome
dann etwas iibersichtlicher

AT+1T) = AT+ A\@

A+ p)v = AN+ utv
Apv) = (An)v
17 = U

Ich habe weiter aus didaktischen Griinden bis hierher Vektoren stets mit
einem Pfeil notiert, das halte ich wohl etwas langer durch, aber auf Dauer
werden Sie sich den Pfeil auch selbst dazudenken miissen. Die letzte Bedin-
gung 1v = v schliefit zum Beispiel den Fall aus, dafl wir fiir V' irgendeine von
Null verschiedene abelsche Gruppe nehmen und dann einfach setzen Ao = 0
fiir alle A € k£ und ¢ € V. Das neutrale Element der abelschen Gruppe V
notieren wir 0 und nennen es den Nullvektor.

1.3.3. Die Bezeichnung “Vektor” kommt vom lateinischen “vehere” fiir fahren,
transportieren, und riihrt von unserem Beispiel 1.1.2.5 der Gesamtheit aller
Parallelverschiebungen der Ebene oder des Raums her, deren Elemente ja in
gewisser Weise Punkte transportieren. Die Bezeichnung “Skalare” fiir Elemen-
te des zugrundeliegenden Korpers kommt von dem lateinischen Wort “scala”
fiir “Leiter” und hat sich von dort iiber das Metermaf} zu einer Bezeichnung
fiir das, was man auf einer Mefiskala ablesen kann, als da heifit zu einer Be-
zeichnung fiir reelle Zahlen entwickelt. In der Mathematik werden nun aber
nicht nur reelle Vektorrdume betrachtet, und so iibertrdgt man dann dieses
Wort weiter und verwendet es auch im allgemeinen als Bezeichnung fiir die
Elemente des zugrundeliegenden Korpers.

1.3.4. Gegeben ein Vektorraum V und ein Vektor 7 € V gilt 07 = 0. In der
Tat finden wir mit der zweiten Formel aus der Definition 00 = (0 4+ 0)7 =
07 ++ 07 und Subtraktion von 07 auf beiden Seiten liefert 0 = 07, in Worten
“Null mal ein Vektor ist stets der Nullvektor”.

1.3.5. Gegeben ein Vektorraum V' und ein Vektor v € V gilt (—=1)v = —,
das Negative von v in der abelschen Gruppe V. In der Tat finden wir mit der
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letzten und der zweiten Formel aus der Definition v+ (—1)0 = 19+ (—1)v =
(1+ (=1))7 = 00 = 0 und damit ist (—1)7 in der Tat das additive Inverse
von ¥, in Formeln (—1)7 = —v.

Ubung 1.3.6. Gegeben ein Vektorraum V iiber einem Korper k zeige man fiir
alle \ € k die Identitit A0 = 0. Weiter zeige man, daB aus A7 = 0 folgt A = 0
oder 7 = 0.

Ubung 1.3.7. Eine vorgegebene abelsche Gruppe kann auf hochstens eine
Weise mit der Struktur eines Q-Vektorraums versehen werden.

Beispiele 1.3.8. Einige Beispiele fiir Vektorrdume wurden bereits in 1.1.2 dis-
kutiert. Besonders wichtig ist das Beispiel des Vektorraums

V=EK"
iiber einem vorgegebenen Kérper £ mit den Operationen gegeben durch
U1 w1 U1 + Wy
. _ )
Up, Wy, Uy, + Wy,
U1 AUp
A =
Up, AUy,
fir \,v1,...,0,,w1,...,w, € k. Wir haben unsere n-Tupel hier der Uber-

sichtlichkeit untereinander geschrieben. Die erste dieser Gleichungen definiert
die Summe zweier n-Tupel, also die Addition in unserem Vektorraum V = k",
indem sie diese durch die Addition in k ausdriickt. Die zweite Gleichung leis-
tet dasselbe fiir die Multiplikation mit Skalaren. Ich gebe nun einen Teil
der didaktischen Notation auf und schreibe von hier an + statt +. Gegeben
U € k™ schreibe ich seine Komponenten vy, vs,...,v, und versehe sie nicht
mit Pfeilen, da sie ja Elemente des Grundkorpers sind. Wenn irgendwo einmal
U1, Ua, . .., U, stehen sollte, so sind nicht die n Komponenten eines n-Tupels
v gemeint, sondern vielmehr n Vektoren eines Vektorraums. Sobald ich die
Pfeil-Notation aufgegeben habe, mufl der Leser aus dem Kontext erschlieflen,
was jeweils gemeint ist.

Beispiel 1.3.9. Gegeben ein Korper k£ wird jede einelementige Menge V' ver-
mittels der offensichtlichen Operation zu einem k-Vektorraum. Wir sprechen
dann von einem Nullvektorraum, weil er eben nur aus dem Nullvektor be-
steht, und verwenden oft auch den bestimmten Artikel und sprechen von dem
Nullvektorraum, da er ja im Wesentlichen eindeutig bestimmt ist.
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Ubung 1.3.10. Gegeben ein Korper k und k-Vektorraume V4, ..., V, konnen
wir das kartesische Produkt V; x ... x V,, zu einem k-Vektorraum machen,
indem wir die Addition sowie die Multiplikation mit Skalaren komponenten-
weise definieren. Den so entstehenden Vektorraum notieren wir auch

ie...eV,

und nennen ihn die direkte Summe oder noch genauer die externe direk-
te Summe von Vektorrdumen, wenn wir sie von der in 1.5.17 diskutierten
“internen Summe von Untervektorrdumen” abgrenzen wollen.

Definition 1.3.11. Eine Teilmenge U eines Vektorraums V' heifit ein Un-
tervektorraum oder Teilraum genau dann, wenn U den Nullvektor enthélt
und wenn aus @,v € U und X\ € k folgt @+ v € U sowie \u € U.

1.3.12. Die vom hoheren Standpunkt aus “richtige” Definition eines Unter-
vektorraums lautet eigentlich anders, und zwar so: Sei k ein Koérper. Ei-
ne Teilmenge eines k-Vektorraums heifit ein Untervektorraum genau dann,
wenn sie so mit der Struktur eines k-Vektorraums versehen werden kann,
dafl die Einbettung ein “Homomorphismus k-Vektorrdumen” wird. Ich kann
diese “bessere” Definition hier noch nicht geben, da wir Homomorphismen
von k-Vektorrdumen noch nicht kennengelernt haben. Sie scheint mir des-
halb besser, da man in derselben Weise auch korrekte Definitionen von Un-
termonoiden, Untergruppen, Unterkérpern und Unter-was-nicht-noch-all-fiir-
Strukturen erhélt, die sie erst spéiter kennenlernen werden.

Beispiel 1.3.13. Unter einem homogenen linearen Gleichungssystem iiber ei-
nem gegebenen Korper k versteht man, wie bereits erwdhnt, ein System von
Gleichungen der Gestalt

a11xr, + appxo+ ... +aimT, = 0
211 + A22To+ ... +QonTym = 0
a1 + oo+ ... FapmTm =0

bei dem also rechts nur Nullen stehen. Die Losungsmenge eines solchen homo-
genenen Gleichungssystems ist offensichtlich ein Untervektorraum L C k™.

Beispiel 1.3.14. Wir verlassen fiir dieses Beispiel unser kristallklar aus rei-
ner Mengenlehre aufgebautes mathematisches Paradies und denken uns die
Gesamtheit aller Parallelverschiebungen des Anschauungsraums 1.1.2.6 als
Vektorraum, obwohl mir nicht so klar scheint, ob es sich bei diesen Parallel-
verschiebungen auch wirklich um im Cantor’schen Sinne “wohlunterschiedene
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Objekte unseres Denkens oder unserer Anschauung” handelt. Die Untervek-
torraume dieses Vektorraums konnen wir uns dann denken als (0) die einele-
mentige Teilmenge, die nur aus dem Nullvektor alias der “Verschiebung um
den Abstand Null” besteht, (1) jede Teilmenge, die aus allen Verschiebungen
in einer festen Richtung oder ihre Gegenrichtung besteht, den Nullvektor
eingeschlossen, (2) die Teilmenge aller “horizontalen” Verschiebungen, und
allgemeiner die Teilmenge aller Verschiebungen in Richtungen die auf einem
fest vorgegebenen von Null verschiedenen Vektor senkrecht stehen, sowie (3)
die Menge iiberhaupt aller Parallelverschiebungen des Anschauungsraums.

1.3.15. Jeder Schnitt von Untervektorrdumen eines Vektorraums ist wieder
ein Untervektorraum. Betrachten wir fiir eine Teilmenge 7" eines Vektorraums
V iiber einem Korper k den Schnitt aller Untervektorrdume von V', die T um-
fassen, so erhalten wir offensichtlich den kleinsten Untervektorraum von V|
der T umfasst. Insbesondere existiert stets solch ein kleinster Untervektor-
raum. Wir notieren ihn

() =TV

und bezeichnen ihn als den von T erzeugten Untervektorraum oder den
von T' aufgespannten Untervektorraum von V' oder auch das Erzeugnis
von 1" oder den Spann von 7. Er kann auch beschrieben werden als die
Menge

ag,..., o €k,
<T>: 051?71+...+()ér’l7r 171,...,17T€T,
r>0

wobei die leere Summe mit 7 = 0 den Nullvektor meint. In der Tat ist die
auf der rechten Seite dieser Gleichung beschriebene Menge offensichtlich ein
Untervektorraum von V', und jeder Untervektorraum von V', der T" umfaft,
muB auch die auf der rechten Seite dieser Gleichung beschriebene Menge um-
fassen. Einen Vektor der Gestalt o197 +. . .+, 0, bezeichnen wir auch als eine
Linearkombination der Vektoren i, . . ., %,. Die Elemente von (T') bezeich-
nen wir auch als Linearkombinationen von Vektoren aus 7. Gemeint
sind damit also immer endliche Linearkombinationen, auch wenn die Menge
T selbst unendlich sein sollte.

Definition 1.3.16. Eine Teilmenge eines Vektorraums heifit ein Erzeugen-
densystem unseres Vektorraums genau dann, wenn ihr Erzeugnis der ganze
Vektorraum ist. Ein Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem be-
sitzt, heiffit endlich erzeugt. Manche Autoren verwenden auch gleichbede-
deutend die vielleicht prézisere Terminologie endlich erzeugbar.
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Definition 1.3.17. Sei X eine Menge und k ein Kérper. Die Menge Ens( X, k)
aller Abbildungen f : X — k mit der punktweisen Addition und Multipli-
kation mit Skalaren ist offensichtlich ein k-Vektorraum. Darin bilden alle
Abbildungen, die nur an endlich vielen Stellen von Null verschiedene Werte
annehmen, einen Untervektorraum

kX C Ens(X, k)

Dieser Untervektorraum heifit der freie Vektorraum iiber der Menge
X. Ein Element a € kX fassen wir als “formale Linearkombination von Ele-
menten von X7 auf und notieren es statt (a,).ex suggestiver > azx. Im
Fall der Menge X = {#,b,1} wire ein typisches Element von QX etwa der
Ausdruck

1 7

Ubung 1.3.18. Man zeige, daB fiir eine unendliche Menge X weder der Vektor-
raum Ens(X, k) noch der freie Vektorraum kX iiber X endlich erzeugt sind.
Hinweis: Fiir den Fall Ens(X, k) braucht man die Resultate des folgenden
Abschnitts.

Ubung 1.3.19. Gegeben eine Menge X und ein k-Vektorraum V ist auch die
Menge Ens(X, V) aller Abbildungen von X — V ein k-Vektorraum, wenn
man sie mit der Addition gegeben durch (f + g)(z) = f(x) + g(z) und mit
der Multiplikation mit Skalaren gegeben durch (Af)(z) = A(f(x)) versieht.

Ubung 1.3.20. Eine Teilmenge eines Vektorraums heifit eine Hyperebene
oder genauer lineare Hyperebene genau dann, wenn unsere Teilmenge ein
echter Untervektorraum ist, der zusammen mit einem einzigen weiteren Vek-
tor unseren urspriinglichen Vektorraum erzeugt. Man zeige, dafl eine Hyper-
ebene zusammen mit jedem Vektor auflerhalb besagter Hyperebene unseren
urspriinglichen Vektorraum erzeugt.

1.4 Lineare Unabhingigkeit und Basen

Definition 1.4.1. Eine Teilmenge L eines Vektorraums V' heifit linear un-
abhingig genau dann, wenn fiir beliebige paarweise verschiedene Vektoren
U1, ..., U, € L und beliebige Skalare ay,...,qa, € k aus a1 + ... + a0, = 0
bereits folgt ay = ... = a, = 0.

Definition 1.4.2. Eine Teilmenge L eines Vektorraums V" heifit linear ab-
hingig genau dann, wenn sie nicht linear unabhéngig ist, wenn es also
ausgeschrieben paarweise verschiedene Vektoren v7,...,7, € L und Skala-
re aq,...,q, € k gibt derart, dal nicht alle a; Null sind und dennoch gilt
a1ty + ...+ o, = 0.
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Beispiel 1.4.3. Die leere Menge ist in jedem Vektorraum linear unabhéngig.
Eine einelementige Teilmenge ist linear unabhéngig genau dann, wenn sie
nicht aus dem Nullvektor besteht: Fiir den Nullvektor gilt ndmlich 10 = 0
und nach unseren Annahmen gilt in einem Korper stets 1 # 0.

Ubung 1.4.4. Eine zweielementige Teilmenge eines Vektorraums ist linear
unabhéngig genau dann, wenn keiner ihrer beiden Vektoren ein Vielfaches
des anderen ist.

Definition 1.4.5. Eine Basis eines Vektorraums ist ein linear unabhan-
giges Erzeugendensystem.

Ubung 1.4.6. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und k ein Kérper.
Seien fiir alle x € X Abbildungen f, : X — k gegeben mit f,.(x) # 0
und f,(y) # 0 = y > x. Man zeige, daB dann die Familie (f,),cx linear
unabhéngig ist im Vektorraum Ens(X, k) aller Abbildungen von X nach k.

1.4.7. Manchmal ist es praktisch und fithrt zu einer iibersichtlicheren Darstel-
lung, Varianten unserer Begriffe zu verwenden, die sich statt auf Teilmengen
unseres Vektorraums auf Familien von Vektoren (4;);e; beziehen. Eine der-
artige Familie heifit ein Erzeugendensystem genau dann, wenn die Menge
{¥; | i € I} ein Erzeugendensystem ist. Sie heiit linear unabhingig oder
ganz pedantisch linear unabhingig als Familie genau dann, wenn fiir
beliebige paarweise verschiedene Indizes i, ...,4. € I und beliebige Skalare
a1y, € kaus gl +. ..+, U;, = 0 bereits folgt oy = ... =, = 0. Der
wesentliche Unterschied zur Begrifflichkeit fiir Teilmengen liegt darin, dafl bei
einer Familie ja fiir verschiedene Indizes die zugehorigen Vektoren durchaus
gleich sein konnten, was aber durch die Bedingung der linearen Unabhéngig-
keit dann doch wieder ausgeschlossen wird. Eine Familie von Vektoren, die
nicht linear unabhéngig ist, nennen wir eine linear abhéingige Familie. Ei-
ne erzeugende und linear unabhéngige Familie nennt man wieder eine Basis
oder ausfiihrlicher eine durch ¢ € [ indizierte Basis.

1.4.8. Besonders oft werden wir spéter Basen betrachten, die durch die Menge
{1,...,n} indiziert sind. Hier ist dann der wesentliche Unterschied zu einer
Basis im Sinne von 1.4.5, daf§ wir zusétzlich festlegen, welcher Basisvektor
der erste, welcher der zweite und so weiter sein soll. In der Terminologie aus
7?7 bedeutet das gerade, dafl wir eine Anordnung auf unserer Basis festlegen.
Wollen wir das besonders hervorheben, so sprechen wir von einer angeord-
neten Basis.

Beispiel 1.4.9. Sei k ein Kérper und n € N. Wir betrachten in k™ die Vektoren

& =1(0,...,0,1,0,...,0)
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mit einer Eins an der i-ten Stelle und Nullen sonst. Dann bilden €1, ..., €,
eine angeordnete Basis von k", die sogenannte Standardbasis des k™.

Satz 1.4.10 (iiber Linearkombinationen von Basiselementen). Sei k
ein Korper, V' ein k-Vektorraum und (0;);e; eine Familie von Vektoren aus
unserem Vektorraum V. So sind gleichbedeutend:

1. Die Familie (0;);es ist eine Basis von V' ;

2. Fiir jeden Vektor ¥ € V' gibt es genau eine Familie (a;);e; von Elemen-
ten unseres Korpers k, in der fiir hochstens endlich viele © das a; von
Null verschieden ist und fiir die gilt

U= g a;Uj
el

Beweis. 1 = 2) Ist unsere Familie ein Erzeugendensystem, so gibt es schon
einmal fiir jeden Vektor v € V ein Darstellung als Linearkombination v =
Zie ;a;U; in der fiir hochstens endlich viele ¢ das a; von Null verschieden
ist. Ist unsere Familie linear unabhéngig, so mufl diese Darstellung eindeutig
sein, denn ist ¥ = ), b;; eine weitere derartige Darstellung von , so folgt
0 = > icr(ai — b;)v; und dann wegen der linearen Unabhéngigkeit unserer
Familie a; — b; = 0 fiir alle 7 € 1.

2 = 1) Aus 2 folgt sofort, dafl die (¢ );es ein Erzeugendensystem bilden. Wenn
sich weiter jeder Vektor nur auf genau eine Weise als Linearkombination der
U; schreiben 1483t, so gilt das insbesondere auch fiir den Nullvektor, fiir den
also 0 = > ic; 00; die einzig mégliche Darstellung als Linearkombination der
U; ist. Das zeigt dann die lineare Unabhéngigkeit der ;. O

1.4.11. Mit dem Begriff des freien Vektorraums kX iiber einer Menge X aus
1.3.17 kénnen wir den vorhergehenden Satz 1.4.10 auch wie folgt umformulie-
ren: Gegeben ein k-Vektorraum V ist eine Familie (7;);c; von Vektoren eine
Basis genau dann, wenn das “Auswerten formaler Ausdriicke”

o kI — Vv

(ai)iel = Ziel a;Tj
eine Bijektion ist. Ausfiihrlicher gilt fiir diese Abbildung ® sogar

((¥;)ser ist Erzeugendensystem) <« (& ist eine Surjektion kI — V)
((0;)ies ist linear unabhéngig) < (P ist eine Injektion kI — V)
((¥5)ier ist eine Basis) & (P ist eine Bijektion kI = V)
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Hier folgt die erste Aquivalenz direkt aus den Definitionen. Um bei der zwei-
ten Aquivalenz die Implikation <= einzusehen, mufl man nur bemerken, daf
® den Nullvektor auf Null wirft und folglich kein anderer Vektor aus kI von
® auf Null geworfen werden kann. Um bei der zweiten Aquivalenz die Impli-
kation = einzusehen, argumentiert man wie im Beweis von 1.4.10. Die letzte
Aquivalenz schlieBlich ist eine direkte Konsequenz der ersten beiden. Als Va-
riante bemerken wir, dal wir fiir jede angeordnete Basis B = (v, ..., )
eines k-Vektorraums V eine Bijektion

Op: k" SV
erhalten durch die Abbildungsvorschrift (Ay,...,\,) — A1 + ... + A\ 0,.
Der Beweis ist mutatis mutandis derselbe.

Satz 1.4.12. Jedes minimale alias unverkiirzbare Erzeugendensystem eines
Vektorraums ist eine Basis. Jede maximale alias unverlingerbare linear un-
abhdngige Teilmenge eines Vektorraums ist eine Basis.

1.4.13. Die Begriffe minimal und maximal sind hier zu verstehen im Sinne
von 77?7 in Bezug auf Inklusionen zwischen Teilmengen unseres Vektorraums,
nicht etwa in Bezug auf die Zahl ihrer Elemente.

Beweis. Ist E C V ein Erzeugendensystem und ist £ nicht linear unabhéngig,
so gilt eine Relation A\ + ... 4+ A\, 0, = 0 mit n > 1, den v; € E paarweise
verschieden und allen \; # 0. Nach Multiplikation mit A\, diirfen wir hier
sogar A\; = 1 annehmen. Wir folgern

U = A\ ath — ... = A\, € (B\1h)

und damit ist auch E\#] bereits ein Erzeugendensystem und E war nicht
minimal. Ist umgekehrt eine Teilmenge L C V' linear unabhéngig und kein
Erzeugendensystem, so ist fiir jedes ¢ € V'\ (L) auch LU{¢} linear unabhéngig
und L war nicht maximal. O]

Ubung 1.4.14. Seien L C E eine linear unabhingige Teilmenge in einem
Erzeugendensystem eines Vektorraums. Ist A minimal unter allen Erzeugen-
densystemen unseres Vektorraums mit L C A C F, so ist A eine Basis. Ist A
maximal unter allen linear unabhéngigen Teilmengen unseres Vektorraums
mit L. C A C E, so ist A eine Basis.

1.4.15. Unser Satz 1.4.12 impliziert insbesondere, dafl jeder endlich erzeugte
Vektorraum eine endliche Basis besitzt: Wir lassen einfach aus einem end-
lichen Erzeugendensystem so lange Vektoren weg, bis wir bei einem unver-
kiirzbaren Erzeugendensystem angekommen sind. Mit raffinierteren Metho-
den der Mengenlehre kann man sogar den sogenannten Basisexistenzsatz
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zeigen, nach dem iiberhaupt jeder Vektorraum eine Basis besitzt: Wir disku-
tieren das in 1.4.31 und recht eigentlich erst in ?77.

Satz 1.4.16. Ist V ein Vektorraum, L C V eine linear unabhingige Teul-
menge und E C 'V ein Erzeugendensystem, so gilt

L] < |E]

1.4.17. Wir verwenden hier unsere Konvention, nach der wir fiir alle un-
endlichen Mengen X schlicht | X| = oo setzen. Der Satz gilt aber auch mit
einer feineren Interpretation von |X| als “Kardinalitdt”, genauer folgt aus
dem Zorn’schen Lemma die Existenz einer Injektion L — FE| wie in 1.4.19 in
groflerer Allgemeinheit diskutiert wird.

Erster Beweis. Durch Widerspruch. Nehmen wir an, wir hitten ein Erzeu-

gendensystem E = {u,...,w,} und eine linear unabhéngige Teilmenge
L ={v),...,0,} mit n > m. Dann koénnten wir natiirlich a;; € k finden mit
U = anW + anWh + 0+ Al
Un = alnu_jl + G,ang + -+ amnu_jm

Jetzt betrachten wir das “vertikal geschriebene” homogene lineare Gleichungs-
System

T1G11 T1G21 S T10m1
+ + +
+ + +
TnAin TpQon e LnQmn
0 0 e 0
das in der iiblichen Form geschrieben die Gestalt
anry + - 4+ apxr, = 0
anry + - + agxr, = 0
Gm1T1 + -+ T, = 0

annimmt. Da unser Gleichungssystem weniger Gleichungen hat als Unbe-
kannte, liefert der GauB-Algorithmus dafiir mindestens eine von Null ver-
schiedene Losung. Fiir jede solche Losung gilt aber

v+ -+ 2,0, =0

im Widerspruch zur linearen Unabhéangigkeit der ;. O]
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Zweiter Beweis. Unser Satz folgt auch sofort aus dem Austauschsatz 1.4.18,
den wir im Anschlufl formulieren und beweisen. O]

Satz 1.4.18 (Austauschsatz von Steinitz). Ist V' ein Vektorraum, E C V
ein Erzeugendensystem und L C V eine endliche linear unabhdingige Teil-
menge, so gibt es eine Injektion ¢ : L — E derart, daf$ auch (E\@(L))U L
ein Frzeugendensystem von V ist.

1.4.19. Wir konnen in anderen Worten die Vektoren unserer linear unab-
héngigen Teilmenge so in unser Erzeugendensystem hineintauschen, dafl es
ein Erzeugendensystem bleibt. Mit raffinierteren Methoden der Mengenleh-
re kann unser Austauschsatz auch ohne die Voraussetzung L endlich gezeigt
werden. Der Beweis in dieser Allgemeinheit wird in ?7? skizziert.

Beweis. Sei M C L eine maximale Teilmenge von L, fiir die es eine Injektion
¢ : M — E gibt mit der Eigenschaft, dafl auch (E\¢(M))UM ein Erzeugen-
densystem von V ist. Es gilt zu zeigen M = L. Sei sonst W € L\ M. Schreiben
wir 0 als eine Linearkombination von Vektoren aus (E\@(M))U M, genauer
als

117:)\1171—|—...—i—)\,,17r—|—u11ﬂl—|—...+usu78

mit vy, ...,9, € E\p(M) paarweise verschieden und y,..., W, € M paar-
weise verschieden, so muf3 in dieser Linearkombination mindestens ein Vektor
U; € E\p(M) mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten \; # 0 auf-
treten, da ja L linear unabhéngig war und « auf die andere Seite gebracht
mit dem Koeffizienten (—1) # 0 auftritt. Dann erhélt man jedoch wieder
ein Erzeugendensystem, wenn man zusétzlich diesen Vektor v; durch unser
w austauscht, denn es gilt ja

.
0= AT MT == ATINT = AT A = A A
Uy = =N AU —. o= A AU— = A AU — A Wy —. o — A W+ A W

mit einem Hut iiber dem wegzulassenden Summanden und damit liegt liegt
U; im Erzeugnis von (E\(¢(M) U {v;})) UM U {w}, das folglich immer noch
der ganze Raum ist. Widerspruch zur Maximalitéat von M! [

Korollar 1.4.20 (Kardinalititen von Basen). Jeder endlich erzeugte
Vektorraum besitzt eine endliche Basis, und je zwei seiner Basen haben gleich
viele Elemente.

1.4.21. In ?? wird mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre gezeigt, dafl
es auch im Fall eines nicht notwendig endlich erzeugten Vektorraums fiir je
zwei seiner Basen eine Bijektion zwischen der einen Basis und der anderen
Basis gibt.
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Beweis. Wie bereits in 1.4.15 erwéhnt erhalten wir nach 1.4.12 eine endli-
che Basis, wenn wir ein beliebiges endliches Erzeugendensystem durch das
Streichen von Vektoren zu einem minimalen Erzeugendensystem verkleinern.
Gegeben zwei Basen B und B’ eines Vektorraums haben wir nach 1.4.16
auerdem |B| < |B'| < |B|. O

Definition 1.4.22. Die Kardinalitidt einer und jeder Basis eines endlich er-
zeugten Vektorraums V' heifit die Dimension von V und wird dim V' no-
tiert. Ist k ein Korper und wollen wir betonen, dafl wir die Dimension als
k-Vektorraum meinen, so schreiben wir

dimV = dim; V

Ist der Vektorraum nicht endlich erzeugt, so schreiben wir dim V' = oo und
nennen V' unendlichdimensional ignorieren fiir gewthnlich die durchaus
moglichen feineren Unterscheidungen zwischen verschiedenen Unendlichkei-
ten.

1.4.23. Der Nullraum hat als Basis die leere Menge. Seine Dimension ist
folglich Null. Allgemeiner haben wir nach 1.4.9 offensichtlich

dimy k" =n
Korollar 1.4.24. Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum.

1. Jede linear unabhdingige Teilmenge L C V hat hochstens dim V' Ele-
mente und im Fall |L| = dimV st L bereits eine Basis.

2. Jedes Erzeugendensystem E C 'V hat mindestens dim V' Elemente und
im Fall |E| = dimV ist E bereits eine Basis.

Beweis. Nach 1.4.16 haben wir fiir L eine linear unabhéngige Teilmenge, B
eine Basis und E ein Erzeugendensystem stets

[LI < |B] < [E]|

Gibt es ein endliches Erzeugendensystem, so mufl im Fall |L| = |B| mithin
L eine maximale linear unabhéngige Teilmenge und damit nach 1.4.12 ei-
ne Basis sein. Im Fall |B| = |F| mul F in derselben Weise ein minimales
Erzeugendensystem und damit nach 1.4.12 eine Basis sein. O]

Korollar 1.4.25. Ein echter Untervektorraum eines endlichdimensionalen
Vektorraums hat stets eine echt kleinere Dimension. Ist allgemeiner und
i Formeln U C V' ein Untervektorraum, so gilt dimU < dimV wund aus
dimU = dimV < oo folgt U =V.
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Beweis. Ist V' nicht endlich erzeugt, so ist nichts zu zeigen. Ist V' endlich
erzeugt, so gibt es nach 1.4.24 in U eine maximale linear unabhéngige Teil-
menge, und jede derartige Teilmenge hat hochstens dim V' Elemente. Jede
derartige Teilmenge ist aber nach 1.4.12 notwendig eine Basis von U und das
zeigt dim U < dim V. Gilt hier Gleichheit und ist V' endlichdimensional, so
ist wieder nach 1.4.24 jede Basis von U auch eine Basis von V und das zeigt
U=V O

Satz 1.4.26 (Dimensionssatz). Gegeben ein Vektorraum V' und Teilrdume
U, W CV mit endlichdimensionalem Schnitt gilt

dim(U 4+ W) =dimU + dim W — dim(U N W)

Beweis. Ist U oder W unendlichdimensional, so ist das eh klar. Sonst wéahlen
wir eine Basis s1, ..., sq von UNW und ergénzen sie erst durch uq,...,u, € U
zu einer Basis von U und dann weiter durch wq,...,w; € W zu einer Basis
von U+ W. Wir haben gewonnen, wenn wir zeigen konnen, dafl bei derartigen
Wahlen bereits sq, ..., sq, w1, ..., w; eine Basis von W ist. Dazu reicht es zu
zeigen, daf diese Menge W erzeugt. Sicher konnen wir jedes w € W schreiben
als Linearkombination

w = )\1U1+...+)\rur
+p1S1+ ..+ 1gSq
+rviwr + ..+ Vg

Dabei gilt jedoch offensichtlich A\ju; + ...+ Au, € W N U. Dieser Ausdruck
1483t sich damit auch als Linearkombination der s; schreiben, so dafl w selbst
auch als Linearkombination der s; und der w; geschrieben werden kann, was
zu zeigen war. Im {ibrigen mufl dann auch bei der obigen Darstellung bereits
gelten \y = ... = A, = 0, aber das ist fiir unseren Beweis schon gar nicht
mehr von Belang. ]

Ubung 1.4.27. Eine Gruppe, in der jedes Element sein eigenes Inverses ist,
kann auf genau eine Weise mit der Struktur eines Vektorraums iiber dem
Koérper mit zwei Elementen versehen werden, und ihre Untergruppen sind
dann genau die Untervektorrdume.

Ubung 1.4.28. Gegeben k-Vektorraume V4, ..., V, zeige man fiir die Dimen-
sion ihres kartesischen Produkts im Sinne von 7?7 die Formel

dim(Vi®...®V,) =dim(Vy) + ... + dim(V},)

Satz 1.4.29 (Basiserginzungssatz). Ist in einem endlich erzeugten Vek-
torraum L eine linear unabhdngige Teilmenge und E ein Erzeugendensystem,
so laft sich L durch Hinzunahme von Vektoren aus E zu einer Basis unseres
Vektorraums ergdnzen.
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Beweis. Nach 1.4.14 ist jede linear unabhéngige Teilmenge B unseres Vek-
torraums, die maximal ist unter allen linear unabhéngigen Teilmengen A mit
L Cc A C (LUE), bereits eine Basis. Nach 1.4.16 gibt es auch tatséchlich
maximale Teilmengen B mit dieser Eigenschaft. O]

1.4.30. Der Basisergénzungssatz gilt unverdndert auch fiir nicht notwendig
endlich erzeugte Vektorrdume. Der Beweis in dieser Allgemeinheit wird in
7?7 gegeben. Er verwendet raffiniertere Methoden der Mengenlehre und paf3t
schlecht in eine Grundvorlesung. Um dennoch einige der im folgenden bewie-
senen Sitze durch unnotig einschrinkende Endlichkeitsannahmen zu verkom-
plizieren, werde ich fiir die Zwecke dieser Vorlesung den Basisergénzungssatz
fiir nicht notwendig endlich erzeugte Vektorrdume ohne Beweis hinnehmen.
Damit Sie nicht den Uberlick verlieren, was nun im allgemeinen und was
nur fiir endlich erzeugte Vektorrdaume vollstéandig bewiesen ist, werde ich den
Basisergidnzungssatz in dieser Allgemeinheit sozusagen als Axiom behandeln.
Ich verspreche, dafl es das einzige Axiom dieser Art bleiben soll, so dafl wir
zumindest mit klaren Spielregeln weiterarbeiten. Ich werde auch mein mog-
lichstes tun, an jeder Stelle klarzumachen, welche der im folgenden bewiese-
nen Aussagen im unendlichdimensionalen Fall auf der allgemeinen Form des
Basisergéinzungssatzes beruhen. Ein erstes Beispiel ist der bereits erwihnte
Basisexistenzsatz.

Satz 1.4.31 (Basisexistenzsatz). Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. Die leere Menge ist stets linear unabhéngig, der ganze Vektorraum
ist stets ein Erzeugendensystem. Nun wende man den allgemeinen Basiser-
ganzungssatz 1.4.30 an. O

1.5 Lineare Abbildungen

Definition 1.5.1. Seien V, W Vektorrdume iiber einem Korper k. Eine Ab-
bildung f : V — W heifit linear oder genauer k-linear oder ein Homo-
morphismus von k-Vektorriumen genau dann, wenn fiir alle v, € V
und A € k gilt

f@+@) = f(0)+ f(w)
f0) = Af(?)

Eine bijektive lineare Abbildung heifit ein Isomorphismus von Vektorrau-
men. Gibt es zwischen zwei Vektorrdumen einen Isomorphismus, so heiflen sie
isomorph. Ein Homomorphismus von einem Vektorraum in sich selber heifit
ein Endomorphismus unseres Vektorraums. Ein Isomorphismus von einem
Vektorraum in sich selber heifit ein Automorphismus unseres Vektorraums.
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Beispiel 1.5.2. Die Projektionen auf die Faktoren pr; : £ — k sind linear.
Das Quadrieren k£ — k ist nicht linear, es sei denn, k ist ein Kérper mit zwei
Elementen.

Beispiel 1.5.3. Gegeben Vektorrdume V, W sind die Projektionsabbildungen
pry - (VeW) — Vund pry, : (VeW) — W linear. Dasselbe gilt allgemeiner
fiir die Projektionen pr; : V1 & ... & V,, — V;. Ebenso sind die kanonischen
Injektionen iny : V. — (V& W), v — (v,0) und iny : W — (V& W),
w — (0,w) linear und dasselbe gilt allgemeiner fiir die analog definierten
Injektionen in; : V;, = Vi & ... ®V,.

Ubung 1.5.4. Ist f : V — W ein Vektorraumisomorphismus, so ist auch die
Umkehrabbildung f~! : W — V ein Vektorraumisomorphismus. Insbesonde-
re bilden die Automorphismen eines Vektorraums V' eine Untergruppe seiner
Permutationsgruppe. Sie heiffit die allgemeine lineare Gruppe oder auch
die Automorphismengruppe unseres Vektorraums V' und wird notiert

GL(V) = Aut(V) C Ens* (V)

nach der englischen Bezeichnung general linear group.

Ubung 1.5.5. Jede Verkniipfung von Vektorraumhomomorphismen ist wieder
ein Vektorraumhomomorphismus. Sind also in Formeln f : V — W und
g : U — V Vektorraumhomomorphismen, so ist auch fog : U — W ein
Vektorraumhomomorphismus.

Ubung 1.5.6. Das Bild eines Untervektorraums unter einer linearen Abbil-
dung ist ein Untervektorraum. Das Urbild eines Untervektorraums unter ei-
ner linearen Abbildung ist ein Untervektorraum.

Satz 1.5.7. Ein Vektorraum idiber einem Korper k ist genau dann isomorph
zu k™, wenn er die Dimension n hat.

Bewers. Natiirlich gehen unter einem Vektorraumisomorphismus Erzeugen-
densysteme in Erzeugendensysteme, linear unabhéngige Teilmengen in linear
unabhéngige Teilmengen und Basen in Basen iiber. Sind also zwei Vektor-
rdume isomorph, so haben sie auch dieselbe Dimension. Hat umgekehrt ein

Vektorraum V' eine angeordnete Basis B = (9, ...,9,) aus n Vektoren, so
liefert die Vorschrift (Aq,...,A,) — A0} + ... 4+ A\, ¥, etwa nach 1.4.11 einen
Vektorraumisomorphismus k" — V. O

1.5.8. Nun kénnen wir auch unsere Ausgangsfrage 1.1.9 16sen, ob die “Zahl
der freien Parameter” bei unserer Darstellung der Losungsmenge eines linea-
ren Gleichungssystems eigentlich wohlbestimmt ist oder préziser, ob beim
Anwenden des Gauss-Algorithmus dieselbe Zahl von Stufen entsteht, wenn
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wir zuvor die Variablen umnummerieren alias die Spalten vertauschen. Wenn
wir das fiir homogene Systeme zeigen konnen, folgt es offensichtlich fiir be-
liebige Systeme. Bei homogenen Systemen ist jedoch die Losungsmenge L C
k™ ein Untervektorraum und wir erhalten einen Vektorraumisomorphismus
L = k™" durch “Streichen aller Eintrige, bei denen eine neue Stufe be-
ginnt”, also durch Weglassen von z), Zs2),. .., Zs) aus einem m-Tupel
(x1,...,2p) € L. Damit erhalten wir fiir die Zahl r der Stufen die von al-
len Wahlen unabhéngige Beschreibung als Zahl der Variablen abziiglich der
Dimension des Losungsraums, in Formeln » = m — dimy, L.

1.5.9. Seien VW Vektorrdume iiber einem Koérper k. Die Menge aller Ho-
momorphismen von V' nach W notieren wir

Homy (V, W) = Hom(V, W) C Ens(V, W)

Lemma 1.5.10. Seien V,W Vektorrdume tiber einem Korper k und B C V'
eine Basis. So liefert das Finschrdanken von Abbildungen eine Bijektion

Homy,(V, W) = Ens(B, W)

Jede lineare Abbildung ist also in Worten festgelegt und festlegbar durch ihre
Werte auf einer Basis.

Erster Beweis. Seien f,g:V — W linear. Gilt f(¢)) = g(¥) fiir alle ¥ € B,
so folgt f(MUL + ...+ N0) = g MU + ... + \0,) fiir alle Aq,... A\ € k
und vy,...,7, € B und damit f(v) = ¢(v) fur alle ¥ im Erzeugnis von B
alias fiir alle v € V. Das zeigt die Injektivitdt der im Lemma betrachteten
Einschréankungsabbildung. Ist umgekehrt eine Abbildung von Mengen ¢ :
B — W gegeben, so kdnnen wir sie zu einer linearen Abbildung g: V — W
ausdehnen wie folgt: Jeder Vektor v € V' 1&3t sich ja nach 1.4.10 eindeutig als
Linearkombination der Basisvektoren schreiben, etwa v = \¢} + ... + AU,
mit paarweise verschiedenen v; € B, und wenn wir nun schlicht

9(v) = Ag(¥h) + ... + Arg(r)
setzen, so erhalten wir die gesuchte lineare Ausdehnung von g. O]

Ubung 1.5.11. Man zeige, dal Hom,(V, W) ein Untervektorraum der Menge
aller Abbildungen Ens(V, W) von V nach W mit ihrer Vektorraumstruktur
aus 1.3.17 ist. Man zeige fiir die Dimension von Homy (V, W) unter der Kon-
vention 0 - co = 0o - 0 = 0 die Formel

dim Homy (V, W) = (dim V') (dim W)

Diese Formel ist nur insofern mit Vorsicht zu genielen, da sie bei einer fei-
neren Interpretation der Dimension als Kardinalitédt ihre Giiltigkeit verliert.
Hinweis: 1.5.10.
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1.5.12. Der vorstehende Beweis befriedigt mich nicht vollsténdig, da wir dar-
in doch einiges nicht ganz sauber ausgefiihrt haben: So mufl eigentlich die
Eindeutigkeit der Darstellung als Linearkombination von Basisvektoren sorg-
faltiger formuliert werden, und die Linearitédt unserer Ausdehnung ¢ kénnte
auch noch eine sorgfiltigere Argumentation vertragen. Wir wiederholen des-
halb unsere Argumentation nocheinmal in einer abstrakteren Sprache.

1.5.13. Wir erinnern nun an Begriff des freien k-Vektorraums kI iiber einer
Menge I und erklédren die kanonische Einbettung can : I — kI dadurch,
daB sie jedem Punkt ¢ € I die charakteristische Funktion der einelementigen
Menge {i} zuordnen soll. In anderen Worten ist also can(i) die formale Li-
nearkombination von Elementen von I, in der ¢ selbst mit Koeffizient Eins
auftritt und alle anderen j € I mit Koeffizient Null. Offensichtlich ist das
Bild can(I) von ganz I unter dieser kanonischen Einbettung eine Basis des
freien Vektorraums iiber /.

Satz 1.5.14 (Universelle Eigenschaft freier Vektorrdume). Sei [ eine
Menge und k ein Korper und kI der freie Vektorraum tiber I und can :
I — kI die kanonische Einbettung. So liefert fiir jeden k-Vektorraum W das
Vorschalten von can eine Bijektion

Homy,(kI, W) = Ens(I, W)

Beweis. Stimmen zwei lineare Abbildungen auf einer Teilmenge eines Vek-
torraums iiberein, so auch auf dem von dieser Teilmenge erzeugten Untervek-
torraum. Da nun das Bild von can den ganzen freien Vektorraum kI erzeugt,
folgt fiir lineare Abbildungen f,g : kI — W aus f o can = g o can bereits
f = g und die Injektivitat unserer Bijektion in spe ist gezeigt. Ist andererseits
irgendeine Abbildung ¢ : I — W gegeben, etwa ¢ : i — w;, so kbnnen wir
die lineare Abbildung

o kI — W
(ai)iel = Zaﬂf}i

bilden, fiir die per definitionem gilt ¢ o can = . Das zeigt dann auch die
Surjektivitdt unserer Bijektion in spe. ]

Zweiter Beweis von Lemma 1.5.10. Da B C V eine Basis ist, liefert das
Auswerten formaler Ausdriicke nach 1.4.11 einen Vektorraumisomorphismus
® : kB = V. Per definitionem ist seine Komposition mit can : B — kB
schlicht die Einbettung ¢ : B — V. Wir erhalten nun Bijektionen

od ocan

Homy,(V, W) = Homy(kB,W) = Ens(B,W)

da ® ein Isomorphismus ist und wegen 1.5.14. Das Lemma folgt. ]
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Ubung 1.5.15. Man zeige: Gegeben Vektorrdume Vi, ...,V,,V und lineare
Abbildungen f; : V; — V erhalten wir auch eine lineare Abbildung f :
Vied...eV, — V durch die Vorschrift f(vy,...,v,) = fi(vi) + ...+ fu(vn).
Auf diese Weise ergibt sich sogar einen Isomorphismus

Hom(V}, V)@ ...® Hom(V,,V) = Hom(V; @ ... & V,, V)

Ubung 1.5.16. Man zeige: Gegeben Vektorrdume Vi, ..., V,,V und lineare
Abbildungen ¢g; : V' — V; erhalten wir auch eine lineare Abbildung g : V —
Vi@ ...®V, durch die Vorschrift g(v) = (g1(v),. .., gn(v)). Auf diese Weise
ergibt sich sogar einen Isomorphismus

Hom(V, V1) @ ... ® Hom(V,V,) = Hom(V,V; & ... ® V,,)

Definition 1.5.17. Untervektorrdume U, W eines Vektorraums V' heiflen
komplementir genau dann, wenn die Addition eine Bijektion U x W = V
liefert. Nach 1.5.15 ist diese Abbildung dann unter Verwendung der in 77?7
eingefithrten Notation sogar ein Vektorraumisomorphismus U & W = V.
Man schreibt in diesem Fall auch abkiirzend V' = U @& W, und sagt dann, der
Vektorraum V' sei die direkte Summe oder genauer die innere direkte
Summe der Teilrdume U und W. Ebenso kiirzt man auch fiir Teilrdume
Vi,...,V, € V die Aussage, dafl die Addition einen Isomorphismus V| @
... ®V, = V liefert, ab mit

V=Vie...eV,

und sagt dann, der Vektorraum V sei die direkte Summe oder genauer die
innere direkte Summe der Teilrdume V.

Ubung 1.5.18. Man zeige, dafl es in einem endlichdimensionalen Vektorraum
zu jedem Untervektorraum einen, ja im allgemeinen sogar verschiedene kom-
plementére Untervektorraume gibt. Mutige zeigen es auch fiir nicht notwen-
dig endlichdimensionale Vektorrdume. Das bendtigt jedoch den Basisergin-
zungssatz in seiner vollen Allgemeinheit 1.4.30, in der wir ihn nicht bewiesen,
sondern als Axiom hingenommen haben.

Proposition 1.5.19. 1. Flir jede injektive lineare Abbildung f :V — W
ezistiert ein Linksinverses, als da heifit eine lineare Abbildung g :

W —V mit go f =idy.

2. Fiir jede surjektive lineare Abbildung f :'V — W existiert ein Rechts-
inverses, als da heifit eine lineare Abbildung g : W — V mit fog =
idyy .
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Bemerkung 1.5.20. Einen unabhéngigen Beweis noch allgemeinerer Aussagen
diskutieren wir in 77.

Beweis. Der Beweis beider Aussagen benotigt den Basisergdnzungssatz 1.4.29
bzw. 1.4.30, den wir im unendlichdimensionalen Fall nicht bewiesen, sondern
als Axiom hingenommen haben. Um Teil 1 zu zeigen, wihlen wir mit 1.5.18
ein Komplement U C W von f(V) und definieren g : W — V durch die
Vorschrift g(u + f(v)) =v Vu € U,v € V: Das ist erlaubt, da nach unsern
Annahmen die Abbildung (u,v) +— u + f(v) eine Bijektion U x V. = W
induziert. Um Teil 1 zu zeigen, wéhlen wir mithilfe des Basisexistenzsatzes
1.4.31 eine Basis B € W, finden g : B — V mit f(g(b)) = b fiir alle b € B
und erklaren g : W — V als die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit
g(b) = g(b) Vb € B. Dann folgt f(g(b)) = b Vb € B und damit sofort
flgw)) =w YweW. O

Ubung 1.5.21. Jede lineare Abbildung von einem Untervektorraum U eines
Vektorraums V' in einen weiteren Vektorraum f : U — W 148t sich zu einer
linearen Abbildung f : V — W auf dem ganzen Raum fortsetzen. Hinweis:
1.5.19.

1.5.22. Die folgenden Ubungen sind dazu gedacht, die Diskussion der De-
terminante und allgemeinerer multilinearer Abbildungen vorzubereiten. Sie
stehen nur deshalb an dieser Stelle, da sie eben nicht mehr als die bis hierher
erworbenen Kenntnisse voraussetzen.

Definition 1.5.23. Seien V, X, U Vektorrdume iiber einem Korper k. Eine
Abbildung F' : V x X — U heif}it bilinear genau dann, wenn sie fiir jedes
feste v € V linear ist in x € X und fiir jedes feste x € X linear in v € V| in
Formeln

Flav +bw,z) = aF(v,z)+ bF(w,x)
F(v,cx +dy) = cF(v,z)+dF(v,y)

fiir alle a,b,¢,d € k und v,w € V und x,y € X. Die Menge aller solchen
bilinearen Abbildungen notieren wir

Hom (" (V x X, U) C Ens(V x X,U)

Diese Notation befriedigt mich unter formalen Aspekten nicht vollstandig,
da das Symbol x darin nicht als kartesisches Produkt, sondern vielmehr als
ein Trenner aufzufassen ist. Ich habe sie dennoch gewahlt in der Hoffnung,
daB sie sich leichter merken und lesen 148t als eine formal vielleicht bessere
Notation wie etwa Homff)(V, X;U).
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Ubung 1.5.24. Seien U, V, W Vektorrdume und A C U sowie B C V jeweils
eine Basis. So liefert die Einschrankung eine Bijektion

Hom{” (U x V, W) = Ens(A x B, W)

In Worten ist also eine bilineare Abbildung festgelegt und festlegbar durch
ihre Werte auf Paaren von Basisvektoren. Hinweis: Man orientiere sich am
Beweis von 1.5.10.

Ubung 1.5.25. Man zeige, daB fiir je drei Vektorrdume U, V, W die Verkniip-
fung von linearen Abbildungen Hom (U, V') x Hom(V, W) — Hom(U, W) bili-
near ist. Hier sind unsere Homomorphismenrdume zu verstehen mit ihrer in
1.5.11 erklarten Vektorraumstruktur.

Ubung 1.5.26. Gegeben Vektorrdume U, V, W induziert die kanonische Iden-
tifikation Ens(U x V,W) = Ens(U, Ens(V,W)) aus 1.2.2.23 einen Isomor-
phismus Hom™® (U x V, W) = Hom(U, Hom(V, W)) zwischen dem Raum der
bilinearen Abbildungen U x V' — W und dem Raum der linearen Abbildun-
gen U — Hom(V, W).

1.6 Dimensionsformel

Definition 1.6.1. Das Bild einer linearen Abbildung f : V' — W notiert
man auch

im(f) == f(V)
fiir franzosisch und englisch “image”. Es ist nach 1.5.6 ein Untervektorraum
von W. Das Urbild des Nullvektors unter einer linearen Abbildung f : V — W
notiert man auch

ker(f) :== f1(0) = {ve V| f(v) =0}

und nennt es den Kern der linearen Abbildung f. Dieser Kern ist nach 1.5.6
ein Untervektorraum von V.

Ubung 1.6.2. Der Kern einer von Null verschiedenen linearen Abbildung in
den Grundkorper ist stets eine Hyperebene im Sinne von 1.3.20.

Lemma 1.6.3. Fine lineare Abbildung f : V — W st injektiv genau dann,
wenn thr Kern Null ist.

Beweis. Liegen im Kern aufler dem Nullvektor von V' noch andere Vektoren,
so werden verschieden Vektoren aus V unter f auf den Nullvektor von W
abgebildet und unsere Abbildung ist nicht injektiv. Ist umgekehrt unsere
Abbildung nicht injektiv, so gibt es v # vy in V mit f(v) = f(v1) und es
folgt f(v —wv1) = 0 aber v — v; # 0. Mit v — v; liegt also ein von Null
verschiedener Vektor im Kern, der folglich nicht der Nullraum sein kann. [
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Ubung 1.6.4. Gegeben ein Vektorraum V haben wir eine Bijektion

{fe€EndV | f2=f} = {(I,K)EP(V)2

I und K sind Teilrdume
vonVmitl @ K=V

f — (im f, ker f)

Ein Endomorphismus f eines Vektorraums mit der Eigenschaft f2 = f heifit
auch idempotent. In Worten ausgedriickt entsprechen also die idempotenten
Endomorphismen eines Vektorraums eineindeutig seinen Zerlegungen in eine
direkte Summe von zwei komplementéiren Teilrdiumen. Die Umkehrabbildung
wiirde man in Worten so beschreiben, daf} sie einer Zerlegung V = I & K die
Projektion von V auf I langs K zuordnet.

Ubung 1.6.5. Gegeben eine lineare Abbildung f : V — W gilt fiir alle v € V
die Identitdat f~1(f(v)) = v + ker f von Teilmengen von V.

Definition 1.6.6. Eine Teilmenge 7" eines Vektorraums V' heiflt ein affiner
Teilraum genau dann, wenn es einen Vektor v € V' und einen Untervektor-
raum U C V gibt mit T'=v + U.

1.6.7. Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so ist also fiir alle w € W die
Faser f~!(w) entweder leer oder aber ein affiner Teilraum von V. Wir disku-
tieren in 1.9.1 affine Teilrdume beliebiger “affiner Raume”. Der hier definierte
Begriff wird sich dann als ein Spezialfall erweisen.

Ubung 1.6.8. Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so ist fiir jeden affinen
Teilraum A C W sein Urbild f~'(A) entweder leer oder aber ein affiner
Teilraum von V.

Ubung 1.6.9. Sei p : V — W eine surjektive lineare Abbildung. Genau dann
ist ein Teilraum U C V komplementér zu ker p, wenn p einen Isomorphismus
p: U = W induziert.

Satz 1.6.10. Fir jede lineare Abbildung f :V — W wvon Vektorrdumen gilt
die Dimensionsformel

dim V' = dim(ker f) + dim(im f)

Beweis. Ist V' endlich erzeugt, so ist auch (im f) endlich erzeugt, da ja fiir
jedes Erzeugendensystems E C V sein Bild f(FE) ein Erzeugendensystem
von f(V) = im f ist. Ebenso ist mit V' auch (ker f) endlich erzeugt, nach
dem Korollar 1.4.25 ist ja sogar jeder Untervektorraum eines endlich erzeug-
ten Vektorraums endlich erzeugt. Gilt also umgekehrt dim(ker f) = oo oder
dim(im f) = oo, so folgt dim V' = oo und unser Satz gilt. Wir brauchen ihn
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also nur noch in dem Fall zu zeigen, dafl (ker f) und (im f) beide endlich-
dimensional sind. In diesem Fall folgt er aus dem anschlieenden préziseren
Lemma 1.6.11, das uns sogar sagt, wie wir aus Basen von Kern und Bild eine
Basis von V' gewinnen kénnen. O

Lemma 1.6.11. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Ist A eine Basis ih-
res Kerns, B eine Basis ihres Bildes und g : B — V' eine Wahl von Urbildern
unserer Basis des Bildes, so ist g(B) U A eine Basis von V.

Beweis. Gegeben U € V haben wir f(¥) = A\ + ... + \ad, mit @; € B.
Offensichtlich liegt dann @ — A\ g(w;) — ... — A.g(@,) im Kern von f und so

folgt, daBl g(B)U A ganz V erzeugt. Um die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen
nehmen wir an, es gelte

Mg(Wh) + ...+ Ng(W,) + 0y + ...+ sty =0

mit den 7; € A und w; € B paarweise verschieden. Wenden wir f an, so folgt

MW+ ...+ N\, = 0 und damit \; = ... = A\, = 0 wegen der linearen Unab-
héngigkeit der ;. Setzen wir diese Erkenntnis in die urspriingliche Gleichung
ein, so folgt weiter iy = ... = pus = 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit der
Vektoren ;. O

Ubung 1.6.12. Man zeige: Zwei Untervektorrdaume U, W eines Vektorraums
V sind komplementéir genau dann, wenn gilt V =U + W und UNW = 0.

Ubung 1.6.13. Man zeige: Zwei Untervektorraume U, W eines endlichdimen-

sionalen Vektorraums V' sind komplementir genau dann, wenn gilt V =
U+Wund dimU + dim V' > dim V. Hinweis: 1.4.28.

Definition 1.6.14. Ein Punkt, der unter einer Abbildung auf sich selbst
abgebildet wird, heifit ein Fixpunkt besagter Abbildung. Gegeben eine Ab-
bildung f : X — X notiert man die Menge ihrer Fixpunkte auch

X'={re X | f(z) =2}

Ubung 1.6.15. Gegeben ein Vektorraum V und ein Endomorphismus f €
End V bildet die Menge der von f festgehaltenen Vektoren einen Untervek-
torraum V/ C V.

Ubung 1.6.16. Sei ¢ : V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensiona-
len Vektorraums. Man zeige (ker(¢?) = ker ) < (V = ker p @ im ).
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1.7 Lineare Abbildungen und Matrizen

1.7.1. Wir bezeichnen in diesem Abschnitt unseren Korper mit K statt wie
bisher mit k, weil das kleine k andere Aufgaben iibernehmen soll.

Satz 1.7.2 (Lineare Abbildungen und Matrizen). Gegeben ein Kérper
K wund natiirliche Zahlen m,n € N erhalten wir eine Bijektion zwischen
Homomorphismen und Matrizen

Homg (K™, K") = M(n x m; K)
f = M(f)

indem wir die darstellende Matrix M(f) unserer linearen Abbildung f
erkldren als die Matrix mit den Bildern der Vektoren der Standardbasis des
K™ in den Spalten, in Formeln

M(f) = (fle)lf(e2)] - [ f(em))

Beweis. Das folgt unmittelbar aus unserer Erkenntnis 1.5.10, da8 eine lineare
Abbildung festgelegt und festlegbar ist durch ihre Werte auf den Vektoren
einer Basis. [

1.7.3. In 1.7.9 werden wir sehen, wie auch die Umkehrung unserer Bijektion
f — M(f) explizit beschrieben werden kann, indem wir Vektoren des K"
bzw. K™ als Spaltenvektoren auffassen, als da heifit, als Elemente der
Matrizenraume M(n x 1; K) bzw. M(m x 1; K), und jeder Matrix A die
durch das “Davormultiplizieren von A” im Sinne der Matrixmultiplikation
1.7.5 gegebene lineare Abbildung zuordnen.

Beispiel 1.7.4. Die Matrix der Identitat auf K™ ist die Einheitsmatrix

1 0
M@d)=1=1, =

mit Eintrdgen I;; = J;; in der unter der Bezeichnung Kroneckerdelta be-
kannten und allgemein gebréuchlichen Konvention

_ )1 a=y;
0ij _{ 0 sonst.
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Ist allgemeiner m > n, so ist die Matrix des “Weglassens der iiberzéhligen

Koordinaten” f: (xy,...,2y) — (x1,...,x,) gerade
1 0 0...0

M(p) = |
0 | 1 0...0

Die Matrix des “Vertauschens der Koordinaten” ¢ : K? — K? schliefilich ist

v = (7 o)

Definition 1.7.5. Gegeben ein Korper K und m,n, [l € N definieren wir die
Matrixmultiplikation, eine Abbildung

M(n xm; K) x M(m x ; K) — M(n x[; K)
(A , B) o AB

durch die Formel

j=1

die den Eintrag der Produktmatrix AB in der i-ten Zeile und k-ten Spal-
te durch die Eintrage der Matrizen A und B ausdriickt. In Worten gilt es,
jeweils den j-ten Eintrag der i-ten Zeile von A mit dem j-ten Eintrag der
k-ten Spalte von B zu multiplizieren, und die Summe dieser m Produkte ist
dann der Eintrag der Produktmatrix AB in der i-ten Zeile und k-ten Spalte.
Manchmal schreiben wir die Produktmatrix auch ausfiihrlicher AB = Ao B.
Den Ursprung dieser auf den ersten Blick vielleicht absonderlich anmuten-
den Definition und unserer leicht mit dem Verkniipfen von Abbildungen zu
verwechselnden Notation erklédrt der folgende Satz.

Satz 1.7.6. Gegeben lineare Abbildungen g : K!' — K™ und f : K™ — K"
ist die Matriz ihrer Verkniipfung das Produkt der zugehorigen Matrizen, in
Formeln

M(fog)=M(f)o M(g)

Beweis. Sei (a;;) die Matrix M (f) und (b;;,) die Matrix M (g). Wir notieren
die Standardbasen von K", K™ und K' als u;, v; und @ in der Hoffnung,
daf} die folgende Rechnung dadurch transparenter wird, daf3 wir nicht fiir die
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Standardbasis in allen drei Rdumen die sonst eigentlich iibliche Notation €,
verwenden. In unserer Notation haben wir also

g(W) = (b)) = bl + ...+ bk
fU;) = (as) = a1ty + ...+ anjiy,
und folgern
(fog)(x) = [f(outh+ ...+ byrtin)
= bif(Vh)+ ...+ by f (V)
= > b f(¥))
= Dt bk i aijt;
= 2in <Z;n:1 a,-jbjk> U

Andererseits sind ja die Eintrage (c;) der Matrix M (f o g) gerade definiert
durch die Identitét (f o g)(wWy) = ciptiy + ... + Cprily, und durch einen Ko-
effizientenvergleich folgt fiir die Eintriage c;x von M(f o g) wie gewiinscht

Cik — Z;nzl aijbjk. D
Proposition 1.7.7. Fir die Matrizmultiplikation gelten die folgenden Re-
chenregeln:

(A+ A)B = AB+ A'B
AB+B) = AB+ AB'
IB = B
Al = A
(AB)C = A(BC)
fir beliebige k,l,m,n € N und A, A" € M(n x m;K), B,B' € M(m x ; K),
CeM(l xk;K) und I = I, die (m x m)-Einheitsmatriz.

Erster Beweis. Stures Rechnen, ich fiihre nur zwei Teile beispielhaft aus.
Wir haben (Al);; = > Auly; = > Airdr; = Ai; und das zeigt AI = A. Fiir
die néchste Rechnung verwende ich einmal andere Notationen und nehme
K, A, i, v als Laufindizes. Dann haben wir

(AB)C)uw = S5 1(AB)C
= Yo (Z,Tzl AWBM,\> Cxe
= Z&ijl ApuBinCis
(A(BC»M = 2,7721 Auu(BO)M
= ZZL:1 Avp (Zl,\:1 B;L)\C)\n>
= Z,T,’,\l:l Ay BunCi
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und das zeigt (AB)C = A(BC). O

Zweiter Beweis. Wir kénnen unsere Rechenregeln fiir Matrizen auch mit
1.7.2 und 1.7.6 auf die entsprechenden Regeln fiir lineare Abbildungen zu-
riickfithren. Um zum Beispiel (AB)C = A(BC') zu zeigen, betrachten wir die
linearen Abbildungen a, b, ¢ mit den entsprechenden Matrizen im Sinne von
1.7.2, finden mit 1.7.6 sofort

(ABYC = (M(a)M(b))M(c)

A(BC) = M(a)(M(b)M(c))
— M(a)M(boc)
M(ao (boc))

und die Behauptung ergibt sich aus der fiir die Verkniipfung von Abbildungen
offensichtlichen Identitit (a ob) oc=ao (boc). O

Ubung 1.7.8. Gegeben eine Matrix A € M(n xm; K) definiert man die trans-
ponierte Matrix AT € M(m x n; K) durch die Vorschrift

(AD)ij = Aji

Anschaulich gesprochen entsteht also A" aus A durch “Spiegeln an der Haupt-
diagonalen”. Zum Beispiel ist die Transponierte eines Spaltenvektors alias ei-
ner (n x 1)-Matrix ein Zeilenvektor alias eine (1 x n)-Matrix. Natiirlich gilt
(AT)T = A. Man zeige (AB)T = BTAT.

1.7.9. Mit dem Formalismus der Matrixmultiplikation konnen wir auch die
Umkehrung unserer Bijektion Homg (K™, K™) = M(n x m; K), f — M(f)
aus 1.7.2 elegant beschreiben, indem wir die Elemente von K™ bzw. K"
als Spaltenvektoren auffassen und einer Matrix A € M(n x m; K) die durch
Matrixmultiplikation gegebene Abbildung (Ao) : M(mx1; K) — M(nx1; K)
alias

(Ao) : K™ — K"

zuordnen. Statt Aoz schreibt man dann einfacher auch schlicht Ax. Die Um-
kehrabbildung zu f — M(f) kann mit diesen Konventionen also dargestellt
werden in der Form A — (z — Az) fir z € K™.

1.7.10. An dieser Stelle will ich kurz auf die Frage eingehen, ob denn Elemen-
te eines K™ nun eigentlich Zeilenvektoren oder Spaltenvektoren sein sollen.
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SkriptenBilder/BildTM.png

Die transponierte Matrix erhélt man durch eine “Spiegelung an der
Hauptdiagonalen”.
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A priori sind Elemente eines K™ halt m-Tupel, und wie wir sie schreiben
ist egal. Wenn wir eine Matrix davormultiplizieren wollen, ist es aber wich-
tig, unsere m-Tupel als Spaltenvektoren aufzufassen. Da das oft vorkommt,
pladiere ich dafiir, sich n-Tupel grundsétzlich als Spalten zu denken. Aller-
dings ist es in einen durchlaufenden Text sehr ungeschickt, Spaltenvektoren
als solche zu schreiben. Da fiigen sich Zeilenvektoren einfach viel besser ein,
und wenn ich dennoch auf Spaltenvektoren bestehen will, schreibe ich sie
im Text als “zu transponierende Zeilenvektoren”, als da heifit, in der Form
(z1,...,2,)". Oft schreibe ich aber auch einfach (z1,...,x,,) und der Le-
ser mufl aus dem Kontext erschlieffen, was genau gemeint ist, wenn es denn
darauf iiberhaupt ankommen sollte.

1.7.11. Eine Matrix A heifit invertierbar genau dann, wenn es weitere Ma-
trizen B, C gibt mit BA = [ und AC = I. Das ist nach 1.7.6 gleichbedeutend
dazu, daf} die durch A gegebene lineare Abbildung A : K™ — K" invertierbar
alias ein Isomorphismus ist. Das ist nach 1.5.7 nur moglich fiir n = m, es kon-
nen also nur quadratische Matrizen invertierbar sein. Fiir eine quadratische
Matrix A sind des weiteren gleichbedeutend:

1. Es gibt eine quadratische Matrix B mit BA = I;
2. Es gibt eine quadratische Matrix C' mit AC' = I;
3. Die quadratische Matrix A ist invertierbar.

In der Tat folgt aus (1), dal die durch A gegebene lineare Abbildung injektiv
ist, also ist sie bijektiv nach Dimensionsvergleich. Ebenso folgt aus (2), dafl
die durch A gegebene lineare Abbildung surjektiv ist, also ist sie bijektiv nach
Dimensionsvergleich. Ist A invertierbar und a : K™ = K" der zugehérige
Vektorraumisomorphismus, so ist die Matrix M(a™!) der Umkehrabbildung
die einzige quadratische Matrix B mit AB = I und auch die einzige qua-
dratische Matrix B mit BA = [. Die invertierbaren (n x n)-Matrizen sind
insbesondere genau die invertierbaren Elemente des Monoids der (n X n)-
Matrizen mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung. Im Einklang mit
unseren allgemeinen Konventionen fiir multiplikativ notierte Monoide notie-
ren wir diese Matrix A™! und nennen sie die inverse Matrix zu A. Die
invertierbaren (n x n)-Matrizen mit Eintrdgen in einem Koérper K bilden mit
der Matrixmultiplikation eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe der
(n x n)-Matrizen, die man notiert als

M(n x n; K)* = GL(n; K)

in Anlehnung an die englische Bezeichnung general linear group.
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Ubung 1.7.12. Die Automorphismengruppe eines zweidimensionalen Vektor-
raums iiber einem zweielementigen Korper ist isomorph zur Gruppe der Per-
mutationen von drei Elementen, in Formeln GL(2;Fy) = S;.

1.7.13. Unser lineares Gleichungssystem

a111 + CL12.732+ “e +a1ml’m = b1
a91T1 + AooXo+ ... FA2mTy; = bo
An1X1 + oot ... FCpmZm = bn

konnen wir in unseren neuen Notationen zur Gleichung von Spaltenvektoren
Ar=1b

abkiirzen, wobei links das Produkt der Koeffizientenmatrix mit dem Spalten-
vektor x gemeint ist. Gesucht ist das Urbild von b € K™ unter der linearen
Abbildung (Ao) : K™ — K™. Die Losung des homogenisierten Systems ist
genau der Kern dieser linearen Abbildung, und die Erkenntnis 1.1.7, nach
der die allgemeine Losung eines inhomogenen Systems die Summe einer spe-
ziellen Losung des inhomogenen Systems mit einer allgemeinen Losung des
homogenisierten Systems ist, erweist sich als ein Spezialfall von 1.6.5. Die
Operationen des Gauf-Algorithmus koénnen wir in diesem Rahmen wie folgt

interpretieren: Bezeichnet
E;;

die Basismatrix mit dem Eintrag Eins in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
und Nullen sonst, so kann fiir ¢ # j das Gleichungssystem, das durch Addition
des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile entsteht, in Matrixschreibweise
dargestellt werden als

Wegen (I — AE;;)(I + AE;j) = I hat es offensichtlich dieselbe Losungsmenge
wie das urspriingliche System. Bezeichnet weiter P;; fiir ¢ # j die Matrix
zu der linearen Abbildung K™ = K™, die die i-te Koordinate mit der j-
ten Koordinate vertauscht und sonst alles so ldit wie es ist, so kann das
Gleichungssystem, das durch Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile

entsteht, in Matrixschreibweise dargestellt werden als
PjAx = Py;b

Wegen P;;P;; = I hat es offensichtlich dieselbe Losungsmenge wie das ur-
spriingliche System.
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1.7.14. Unter einer Elementarmatrix verstehen wir eine quadratische Ma-
trix, die sich in hochstens einem Eintrag von der Einheitsmatrix unterschei-
det. Alle Elementarmatrizen mit Eintragen in einem Korper sind invertierbar
mit Ausnahme der Matrizen, die entstehen, wenn man in der Einheitsmatrix
eine Eins durch eine Null ersetzt.

Bemerkung 1.7.15. Es herrscht in der Literatur keine Einigkeit in der Frage,
was genau unter einer Elementarmatrix zu verstehen sein soll. Manche Quel-
len bezeichnen zusétzlich zu unseren Elementarmatrizen auch noch die Per-
mutationsmatrizen F;; als Elementarmatrizen, andere Quellen hinwiederum
lassen nur solche Matrizen zu, die sich von der Einheitsmatrix in héchstens
einem Eintrag auflerhalb der Diagonale unterscheiden.

Satz 1.7.16. Jede quadratische Matriz mit Eintrigen in einem Korper lafit
sich als ein Produkt von Elementarmatrizen darstellen.

Beweis. Zunéchst einmal gilt das fiir die Permutationsmatrizen P;;, die wir
schreiben koénnen als

Pij = dlag(l, ey 1, —1, 1, Ce 1)([ + EZ])<I - Eﬂ)(I—i‘ E1J>

Hier soll die (—1) an der j-ten Stelle stehen und diag(Ay, ..., A,) meint die
Diagonalmatrix mit Eintrégen a,; = 0 fiir 7 # j und a; = ;. Nun beach-
ten wir, dafl das Inverse jeder invertierbaren Elementarmatrix wieder eine
Elementarmatrix ist. Gegeben eine beliebige Matrix A finden wir nun nach
dem GauB-Algorithmus invertierbare Elementarmatrizen S, ..., S, derart,
daB3 S, ...S1A Zeilenstufenform hat. Nun iiberzeugt man sich leicht, daf§ wir
durch Daranmultiplizieren invertierbarer Elementarmatrizen von rechts alle
Spaltenoperationen erhalten konnen, als da heifit, das Addieren des Vielfa-
chen einer Spalte zu einer anderen, das Vertauschen zweier Spalten, sowie
das Multiplizieren einer Spalte mit einem von Null verschiedenen Skalar.
Wir konnen also weiter invertierbare Elementarmatrizen 77, ...,7,, finden
derart, da3 S,, ... S1AT; ... T,, die Gestalt diag(1,...,1,0,...,0) hat. Diese
Matrix schreiben wir leicht als Produkt von nun nicht mehr invertierbaren
diagonalen Elementarmatrizen S,,...S1AT;...T,, = D;...D, und folgern

A=S8...8'Dy...D, T, ... Tt O

1.7.17. Eine Matrix, die nur auf der Diagonalen von Null verschiedene Ein-
trage hat, und zwar erst einige Einsen und danach nur noch Nullen, nennen
wir auch eine Matrix in Smith-Normalform.

Satz 1.7.18. Fir jede Matrix A € M(n x m; K) mit Eintrigen in einem
Korper K gibt es invertierbare Matrizen P,Q derart, daff PAQ eine Matriz
in Smith-Normalform ist.
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Beweis. Wie beim Beweis von 1.7.16 finden wir nach dem Gauf-Algorithmus

erst invertierbare Elementarmatrizen Sy, ..., S, derart, da§ S, ... S; A Zeilen-
stufenform hat, und dann invertierbare Elementarmatrizen 77, . .., T, derart,
da S, ...S ATy ... T,, Smith-Normalform hat. O

Definition 1.7.19. Gegeben eine Matrix A € M(n x m; K') heifit die Dimen-
sion des von ihren Spaltenvektoren aufgespannten Untervektorraums von K™
der Spaltenrang unserer Matrix. Analog heifit die Dimension des von ihren
Zeilenvektoren aufgespannten Untervektorraums von K™ der Zeilenrang
unserer Matrix.

Satz 1.7.20. Fir jede Matrixz stimmen Zeilenrang und Spaltenrang tiberein.

1.7.21. Diese gemeinsame Zahl heifit dann der Rang unserer Matrix und wird
rk A notiert nach der englischen Bezeichnung rank. Ist der Rang einer Matrix
so grofl wie fiir Matrizen derselben Gestalt moglich, sind also entweder die
Spalten oder die Zeilen linear unabhéngig, so sagt man, unsere Matrix habe
vollen Rang.

Beweis. Der Spaltenrang einer Matrix A € M(n x m; K) kann interpretiert
werden als die Dimension des Bildes von

(Ao) : K™ — K"

Diese Interpretation zeigt sofort, dafl PA(Q) denselben Spaltenrang hat wie
A fiir beliebige invertierbare Matrizen P, (). Durch Transponieren erkennen
wir, dal PAQ auch denselben Zeilenrang hat wie A fiir beliebige invertierbare
Matrizen P, (). Nun finden wir jedoch nach 1.7.18 invertierbare Matrizen P, ()
mit PA(Q in Smith-Normalform. Dann stimmen natiirlich Zeilenrang und
Spaltenrang von PA() iiberein, und dasselbe folgt fiir unsere urspriingliche
Matrix A. ]

Definition 1.7.22. Ganz allgemein nennt man die Dimension des Bildes ei-
ner linearen Abbildung auch den Rang unserer linearen Abbildung. Dieser
Rang kann unendlich sein, es gibt aber auch zwischen unendlichdimensio-
nalen Vektorrdumen durchaus von Null verschiedene Abbildungen endlichen
Ranges.

Ubung 1.7.23. Man gebe eine ganzzahlige (3 x 3)-Matrix vom Rang zwei ohne
Eintrag Null an, bei der je zwei Spalten linear unabhéngig sind.

Bemerkung 1.7.24. Um die Inverse einer (n x n)-Matrix A zu berechnen, kann
man wie folgt vorgehen: Man schreibt die Einheitsmatrix I daneben und wen-
det dann auf die (n x 2n)-Matrix (A|l) Zeilenoperationen an, einschlielich
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des Multiplizierens einer Zeile mit einem von Null verschiedenene Skalar, bis
man A erst in Zeilenstufenform und dann sogar zur Einheitsmatrix gemacht
hat. Dann steht in der rechten Hélfte unserer (n x 2n)-Matrix die Inverse
zu A. In der Tat, sind unsere Zeilenumformungen etwa gegeben durch das
Davormultiplizieren der Matrizen Sy, .Ss, ..., .S, so steht nach diesen Umfor-
mungen da

(S ... 881 AlS, ... S5ST)

und wenn dann gilt S;...5951A = I, so folgt S;...S511 = S;...55 =
A~1. Dasselbe Verfahren funktioniert auch, wenn wir statt mit Zeilen- mit
Spaltenumformungen arbeiten. Es ist nur nicht erlaubt, diese zu mischen,
denn aus S;...S51AT;...T, = I folgt noch lange nicht S;...S5/1T1...T, =
AL

1.7.25. Die im folgenden verwandten Notationen g[v] und 4[f]|s habe ich Urs
Hartl abgeschaut. Ahnlich wie die geschickt gewihlten Steckverbindungen,
die man bei Computerzubehor gewohnt ist, sorgen sie auch hier dafiir, daf3
man fast nichts mehr falsch zusammenstopseln kann.

Satz 1.7.26 (Lineare Abbildungen und Matrizen, Variante). Seien
gegeben ein Korper k sowie k-Vektorraume V,W mit angeordneten Basen
A= (0,...,0y,) und B = (w,...,w,). Ordnen wir jeder linearen Abbildung
f V. — W die darstellende Matrix g[f]a4 zu mit Eintrigen a;; gege-
ben durch die Identititen f(U;) = ay;W1 + ... + ay;W,, so erhalten wir eine
Bijektion
Hom,(V,W) = M(n x m;k)
f — slf]a

1.7.27. Wir nennen 3| f] 4 die Matrix der Abbildung f in Bezug auf die Basen
A und B. In Worten ausgedriickt stehen in ihren Spalten die Koordinaten
der Bilder der Basis A des Ausgangsraums in Bezug auf die Basis B des
Zielraums. Beliebt ist statt z[f]4 auch die alternative Notation Mg (f).

Beweis. Wir konnten hier eine Variation unseres Beweises von 1.7.6 noch-
mal ausschreiben, aber stattdessen erinnern wir einfacher unsere Isomor-
phismen ®4 : k™ = V und ®5 : K = W und beachten die Identitit
slfla = M(®5' f®4), so daBl wir unsere Abbildung schreiben kénnen als die
Komposition von Bijektionen

M
Homy(V,W) = Homg(k™ k") = M(n x m;k)
f = Dyl fDy O
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Satz 1.7.28 (Darstellende Matrix einer Verkniipfung). Gegeben ein
Koérper k und endlichdimensionale k-Vektorrdume U, V., W mit angeordneten
Basen A, B,C und lineare Abbildungen f : U — V und g : V — W gilt fir
die darstellenden Matrizen

clgo fla=clglsoslfla

Beweis. Wir kénnen die Behauptung nach Erinnern aller Notationen um-
schreiben zu M (®;'gf® ) = M(®;'gPp) o M(®5z'f® ), und das folgt of-
fensichtlich aus 1.7.6. ]

Definition 1.7.29. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V' mit
einer angeordneten Basis A = (171, .. ., 9,) notieren wir die inverse Abbildung
zu @4 k" =V in der Form o — 4[d].

Satz 1.7.30. Gegeben endlichdimensionale Rdume V,W mit angeordneten
Basen A, B und eine lineare Abbildung f : V. — W gilt fir jeden Vektor
v €V, wenn wir 4[v] und g|f(v)] fir die Zwecke der Matrizmultiplikation als
Spaltenmatrizen auffassen, die Identitdt

slf(v)] = 5lflao alv]

Bewers. Hier wird bei genauerer Betrachtung nur die Gleichheit von Spalten-
vektoren @' (f(v)) = M(®5' f®4)(®,'v) behauptet, die aus 1.7.9 folgt. [

1.7.31. Betrachtet man zu einem beliebigen Vektor v € V die lineare Ab-
bildung (-v) : & — V, A +— Av, und bezeichet mit (1) eben die angeordnete
Basis (1) des k-Vektorraums k, so ergibt sich die Identitdt 4[v] = a[-v]().
Wegen (-f(v)) = f o (-v) kénnen wir damit den vorhergehenden Satz 1.7.30
auffassen als den Spezialfall g[-f(v)]1) = B[f]a © a[-v]a) von Satz 1.7.28 iiber
die darstellende Matrix einer Verkniipfung.

Definition 1.7.32. Gegeben zwei angeordnete Basen A = (vy,...,v,) und
B = (wy,...,w,) eines Vektorraums V' nennt man die Matrix

slidv]4

auch die Basiswechselmatrix. Ihre Eintrége a;; werden per definitionem
festgelegt durch die Gleichungen w; = """ | a;;v;.

1.7.33. Offensichtlich ist 4[id]4 = I die Einheitsmatrix und nach 1.7.28 ist
damit die Basiswechselmatrix 4[id]g invers zur Basiswechselmatrix in der
Gegenrichtung s[id] 4. Haben wir eine lineare Abbildung f : V' — W und
angeordnete Basen A, B von V' und angeordnete Basen C, D von W, so folgt
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aus 1.7.28 die Identitét p[f]s = plidw]coc[f]a o alidyv]s. Sind noch spezieller
A, B zwei angeordnete Basen eines Vektorraums V und f : V — V ein
Endomorphismus von V', so erhalten wir g[f|z = glid]4 o 4[f]4 o 4lid]s alias

N=T"'MT

fir N = g[f]s und M = 4[f]a die darstellenden Matrizen sowie T' = 4[id]z
die Basiswechselmatrix.

Ubung 1.7.34. Gegeben ein K-Vektorraum V mit einer angeordneten Basis
A = (vq,...,v,) liefert die Zuordnung, die jeder weiteren angeordneten Basis
B die Basiswechselmatrix von 4 nach B zuordnet, eine Bijektion

{angeordnete Basen von V} = GL(n; K)
B 4 B[id]A

Definition 1.7.35. Die Spur einer endlichen quadratischen Matrix ist de-
finiert als die Summe ihrer Diagonaleintrage. Auf englisch und franzosisch
sagt man trace und wir werden die Spur einer Matrix A notieren als

tr(A)

Ubung 1.7.36. Man zeige tr(AB) = tr(BA) wann immer A eine (m x n)-
Matrix ist und B eine (n x m)-Matrix. Man folgere tr(BAB™!) = tr(A) wann
immer A eine (n x n)-Matrix ist und B eine invertierbare (n x n)-Matrix. Ins-
besondere kann man jedem Endomorphismus f eines endlichdimensionalen
Vektorraums V' seine Spur

tr(f) = tr(f[V)

zuordnen als die Spur seiner Matrix in Bezug auf eine und jede Basis. Gegeben
endlichdimensionale Vektorrdume V, W und lineare Abbildungen f : V — W
und g : W — V zeige man auch tr(fg) = tr(gf). Eine vielleicht natiirlichere
Definition der Spur wird in 7.3.3 erklart. Im Rahmen der Analysis werden wir
die Spur in ?? als das Differential der Determinante an der Einheitsmatrix
wiedersehen.

Ubung 1.7.37. Ist L ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und A : L — L
eine k-lineare Abbildung, so gilt

tr((Ao)| Endy L) = (dimy, L) tr(A|L)

Definition 1.7.38. Sei f ein Endomorphismus eines Vektorraums V. Ist f
von endlichem Rang, so erkldrt man die Spur tr f = tr(f|V) von f als die
Spur der Verkniipfung im f <— V—im f im Sinne unserer Definition 1.7.36
fiir die Spur eines Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums.
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1.7.39. Aus 1.7.36 folgt unmittelbar, da diese Definition im Fall eines end-
lichdimensionalen Raums V' dieselbe Spur liefert wie unsere urspriingliche
auf den endlichdimensionalen Fall beschrankte Definition 1.7.35.

Ubung 1.7.40. Sind V, W Vektorrdume und f : V — Wund g : W — V
lineare Abbildungen und ist eine unserer Abbildungen von endlichem Rang,
so gilt tr(fg) = tr(gf). Hinweis: Der endlichdimensionale Fall kann nach
1.7.36 vorausgesetzt werden.

Satz 1.7.41 (Smith-Normalform). Gegeben eine lineare Abbildung end-
lichdimensionaler Vektorraume f :V — W existieren stets angeordnete Ba-
sen A von V und B von W derart, daf die darstellende Matriz g[f]a nur
auf der Diagonale von Null verschiedene Fintrdge hat, und zwar erst einige
Finsen und danach nur noch Nullen.

Beweis. Das folgt sofort aus 1.6.11: Wir wahlen zunéchst eine angeordnete
Basis (wy, ..., w,) des Bildes von f, dazu Urbilder vy, ..., v, in V, ergénzen
diese durch eine angeordnete Basis des Kerns von f zu einer angeordneten
Basis A = (vy,...,v,) von V, und erginzen unsere angeordnete Basis des
Bildes zu einer angeordneten Basis B = (wy, ..., w,,) von W. In diesen Basen
hat f offensichtlich die behauptete Gestalt. [

Ubung 1.7.42. Sei f : V — V ein nilpotenter Endomorphismus eines end-
lichdimensionalen Vektorraums, als da heifit, es gebe d € N mit f¢ = 0. Man
zeige, dafl unser Vektorraum eine angeordnete Basis B besitzt derart, daf3
die Matrix s[f]s von f in Bezug auf diese Basis eine obere Dreiecksmatrix
ist mit Nullen auf der Diagonalen. Hinweis: Man betrachte die Teilrdume
ker(f) C ... C ker(f¢1) C ker(f9) = V, beginne mit einer Basis von ker(f)
und ergénze sie sukzessive zu einer Basis von V. Eine stéirkere Aussage in
dieser Richtung werden wir als 5.5.2 zeigen.

1.8 Dualrdume und transponierte Abbildungen

Definition 1.8.1. Gegeben ein Korper K und ein K-Vektorraum V nennt
man eine lineare Abbildung V' — K auch eine Linearform auf V. Die
Menge aller solchen Linearformen bildet nach 1.5.11 einen Untervektorraum
Homg (V, K) C Ens(V, K). Man nennt diesen Vektorraum aller Linearformen
den Dualraum von V. Wir verwenden dafiir die beiden Notationen

V* =V = Homg(V, K)

Ublich ist die Notation V*. Im Zusammenhang mir darstellenden Matrizen
und dergleichen schien mir jedoch die Notation als VT suggestivere Formeln
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zu liefern, weshalb ich in diesem Zusammenhang die sonst eher uniibliche
Notation VT vorziehe.

1.8.2. Die Bezeichnung als “Form” fiir Abbildungen mit Werten im Grund-
korper ist allgemein iiblich: Wir kennen bis jetzt nur Linearformen, spéter
werden noch Bilinearformen und quadratische Formen hinzukommen. Uber
die Herkunft dieser Bezeichnungsweise weifl ich wenig, vermutlich steckt der-
selbe Wortstamm wie bei dem Wort “Formel” dahinter.

Beispiel 1.8.3. Denken wir uns die Gesamtheit aller Zeitspannen als reellen
Vektorraum, so kénnen wir uns den Dualraum dieses Vektorraums denken
als die Gesamtheit aller “Frequenzen” oder vielleicht besser aller méglichen
“Drehgeschwindigkeiten von Drehungen um eine feste Achse”. Zeichnen wir
genauer einen Drehsinn als positiv aus, so entprédche eine Drehgeschwindig-
keit der Linearform, die jeder Zeitspanne die Zahl der in dieser Zeitspanne
erfolgten Umdrehungen zuordnet. Die zur Basis “Minute” der Gesamtheit
aller Zeitspannen “duale Basis”, die wir gleich in allgemeinen Dualrdumen
einfithren werden, bestiinde dann aus dem Vektor “eine Umdrehung pro Mi-
nute in positivem Drehsinn”, den man tiblicherweise U/min notiert.

Beispiel 1.8.4. Denkt man sich den Raum der Richtungsvektoren des An-
schauungsraums als reellen Vektorraum, so liefert jeder von Null verschiedene
Vektor eine Linearform auf diesem Richtungsraum vermittels der Vorschrift
“projeziere jeden weiteren Vektor orthogonal auf die Gerade durch den gege-
benen Vektor und nimm die Zahl, mit der man den den gegebenen Vektor
multiplizieren muf}, um die Projektion zu erhalten”. Diese Entsprechung hat
nur den Nachteil, daf§ der doppelte Vektor die halbe Linearform liefert und
daf iiberhaupt die Addition von Vektoren keineswegs der Addition von Li-
nearformen entspricht. Wihlt man eine feste Lédngeneinheit, so kann man
den Raum der Linearformen auf dem Raum der Richtungsvektoren des An-
schauungsraums identifizieren mit dem Raum der Richtungsvektoren selber,
indem man jedem Vektor als Linearform dieselbe Linearform wie oben zuord-
net, nur noch zusétzlich geteilt durch das Quadrat seiner Léange. In anderen
Worten kann diese Linearform auch beschrieben werden als “beliebigem Vek-
tor ordne zu Lénge der Projektion mal Léange des gegebenen Vektors”. Diese
Identifikation ist dann ein Vektorraumisomorphismus, und es ist vielleicht
die Moglichkeit dieser Identifikation, die es uns erschwert, eine allgemeine
Vorstellung des Dualraums zu bilden. Sie benutzt jedoch die “euklidische
Struktur” des Raums der Richtungsvektoren des Anschauungsraums, die das
Reden iiber orthogonale Projektionen eigentlich erst ermoglicht und die wir
in 3.1 mathematisch modellieren werden. Auf allgemeineren Vektorraumen
stehen uns keine orthogonalen Projektionen zur Verfiigung und der Dual-
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raum kann dann nicht mehr in natiirlicher Weise mit dem Ausgangsraum
identifiziert werden.

1.8.5. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum stimmt seine Dimension
etwa nach 1.5.11 mit der Dimension seines Dualraums iiberein, in Formeln

dimV' =dimV

Im Fall eines unendlichdimensionalen Vektorraums ist wieder nach 1.5.11
auch sein Dualraum unendlichdimensional, aber seine Dimension ist “noch
unendlicher” als die Dimension des Ausgangsraums in einem Sinne, der in ??
préazisiert wird.

Ubung 1.8.6. Sei k ein Korper und V ein k-Vektorraum. Eine endliche Familie
von Linearformen f,..., f, € VT ist linear unabhiingig genau dann, wenn
sie eine Surjektion (fy,..., fn) : V — k™ liefert.

Definition 1.8.7. Gegeben eine K-linare Abbildung f : V' — W erkldaren
wir die duale oder auch transponierte Abbildung

flwh v’

als das “Vorschalten von f”, in Formeln f'(\) = Ao f : V — K fiir jede
Linearform A\ : W — K. Oft wird sie diese Abbildung auch f*: W* — V*

notiert.

1.8.8. Sicher gilt stets id; =idyr : VT — V1. Man priift auch leicht fiir eine
Vekniipfung f o g von linearen Abbildungen die Identitét

(fog) =g of"

In der Tat bedeutet das Vorschalten von f o g nichts anderes, als erst f und
dann g vorzuschalten.

Ubung 1.8.9. Gegeben Vektorrdume V, W liefern die transponierten Abbil-
dungen zu den kanonischen Injektionen nach 1.5.3 auf den Dualrdumen einen
Isomorphismus (in{,, iny,) : (V@& W)T = VT @ WT. Analoges gilt fiir allge-
meinere endliche Summen.

1.8.10. Eine von Null verschiedene Linearform mag man sich veranschauli-
chen, indem man sich den affinen Teilraum vorstellt, auf dem sie den Wert
Eins annimmt. In dieser Anschauung ist insbesondere fiir einen Automor-

phismus f : R? = R? der Effekt des Inversen (f')~! der transponierten
Abbildung auf Linearformen gut versténdlich.
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1.8.11. Gegeben eine Basis B C V erhalten wir im Dualraum V" eine linear
unabhéngige Familie von Linearformen

(5" oen

indem wir b' : V — K erkliiren durch b'(c) = . Ve € B. Die b heiflen
die Koordinatenfunktionen oder kurz Koordinaten zur Basis B. Viel-
fach werden sie auch b* notiert. Ist etwa V = R" und B = (€Y,...,€,) die
Standardbasis, so wird @I : R™ — R die “Projektion auf die i-te Koordinate”

—

€ :(x1,...,2,) — x;, die man oft auch einfach z; : R” — R notiert und die
“i-te Koordinatenfunktion” nennt. Man beachte, dafl die Koordinatenfunkti-
on b' keineswegs nur vom Basisvektor b abhiingt, auch wenn die Notation

das suggerieren mag, sondern vielmehr von der ganzen Basis B.

1.8.12. Fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum V' hat der Dualraum,
wie etwa aus 1.5.11 folgt, dieselbe Dimension wie V selber. Ist also B eine
angeordnete Basis von V, so ist B" = (b" )y als linear unabhiingige Familie
der richtigen Kardinalitit auch eine angeordnete Basis des Dualraums V',
Man nennt dann B die duale Basis zur Basis B.

Proposition 1.8.13 (Matrix der dualen Abbildung). Gegeben eine li-
neare Abbildung f : V. — W won endlichdimensionalen Vektorrdumen mit
angeordneten Basen A bzw. B ist die darstellende Matrix der dualen Abbil-
dung f7 : W' — VT beziiglich der dualen Basen gerade die transponierte
Matriz, in Formeln

Al s = (8f1a) "

1.8.14. Diese Identitét ist auch der Grund dafiir, daf ich hier das Dualisieren
mit einem hochgestellten T notiert habe.

Beweis. Seien etwa A = (vy,...,v,) und B = (wy,...,w,). Die Matrixein-
trédge a;; der darstellenden Matrix g[f]a sind festgelegt durch die Identi-
tat von Vektoren f(v;) = ), a;;w;. Die Matrixeintrége b;; der darstellen-
den Matrix 4v[f"]gr sind festgelegt durch die Identitit von Linearformen
fT(w) = Zj bjiva. Es gilt zu zeigen bj; = a;;. Um das zu sehen, werten wir
diese Identitédt von Linearformen auf den Vektoren v, aus und erhalten

b = 3 by () = (D)0 = T (T (0) = ] (z w) -

was zu zeigen war. O
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1.8.15. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum mit einer angeordneten
Basis A. Gegeben ein Vektor v € V und eine Linearform A € V' kann
man den Wert der Linearform auf dem Vektor auch darstellen als das Ma-
trixprodukt A(v) = 47[A]T o 4[v] der Zeilenmatrix 47[A]T mit der Spalten-

matrix 4[v]. Ist in der Tat A = (vy,...,v,) und v = ayv1 + ... + a,v, und
A= b +...+b,v], so finden wir unmittelbar A\(v) = bya; +. .. +bpa,. Ver-
einbaren wir zusitzlich die Notation 47[A]T = [A]4, so nimmt diese Formel

die besonders einfache Gestalt
A(v) = [Ala o alv]

an. Diese Notation ist auch deshalb verniinftig, weil ja beziiglich der Stan-
dardbasis (1) des Grundkorpers K per definitionem gilt

@Ma=[Na

Erinnern wir dann noch fiir v € V' an die lineare Abbildung (-v) : K — V
mit o« — av und unsere Identitdt 4[-v]1) = a[v], so kann obige Formel
interpretiert werden als der Spezialfall

mAe (v)]ay = mAaoalv]g

der allgemeinen Formel 1.7.28 fiir die Matrix der Verkniipfung zweier linearer
Abbildungen.

1.8.16. Gegeben ein Vektorraumisomorphismus f : V = W ist die duale Ab-
bildung ein Vektorraumisomorphismus f' : WT = VT und ihre Inverse ist
ein Vektorraumisomorphismus (f7)~* : VT = WT. Dieser Isomorphismus
leistet, was man sich anschaulich vielleicht am ehesten unter dem “Transport
einer Linearform” vorstellt: Gegeben v € V und A € V' nimmt (f7)71())
auf f(v) denselben Wert an wie A auf v. Betrachten wir etwa die Sche-
rung f @ R? 5 R?% (z,y) — (z + y,y) mit der Matrix M(f) = (} {)und
f(&) = &, f(6) = € + 6. Offensichtlich bleibt die y-Koordinate eines
Punktes unter solch einer Scherung unveréindert, (f7)~(€, ) = &, und die z-
Koordinate des Urbildpunkts entspricht der Differenz zwischen x-Koordinate
und y-Koordinate des Bildpunkts, (f7)"*(€/) = & — &, . Das entspricht
auch unseren Formeln, nach denen f' beziiglich der Basis (§1T,52T ) darge-
stellt wird durch die transponierte Matrix (} ), was genau die Formel

(f)y':él —é&l —é und (f7)"':& s & beinhaltet.

Definition 1.8.17. Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Der Dual-
raum des Dualraums von V' heifit sein Bidualraum und wird notiert (V)T =
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V' TT oder in der Literatur meist V**. Wir erkliaren die kanonische Einbet-
tung in den Bidualraum

can=cany : V — VT

als die Vorschrift, die jedem Vektor v € V die “durch das Auswerten auf
besagtem Vektor gegebene Linearform auf dem Raum der Linearformen” zu-
ordnet. In Formeln ist can(v) € VT also definiert als die lineare Abbildung

can(v) : VT — K, A A(v).

1.8.18. Die Injektivitit der kanonischen Abbildung V' — V' ' ergibt sich aus
der Erkenntnis, daf es fiir jeden von Null verschiedenen Vektor v # 0 eine
Linearform A € V' gibt mit A(v) # 0. Man kann das etwa zeigen, indem
man den Satz 1.5.21 iiber die Fortsetzbarkeit linearer Abbildungen bemiiht
oder auch, indem man v zu einer Basis B von V erginzt und dann A = v’
wahlt. Im Fall unendlichdimensionaler Rdume brauchen wir jedoch in jedem
Fall den Basiserweiterungssatz in seiner vollen Allgemeinheit 1.4.30, in der
wir ihn nicht bewiesen, sondern als Axiom hingenommen haben. Man kann
ohne die ihm zugrundeliegenden raffinierteren Methoden der Mengenlehre
noch nicht einmal zeigen, daf} es auf einem beliebigen von Null verschiedenen
Vektorraum iiberhaupt irgendeine von Null verschiedene Linearform gibt.

1.8.19. Im Fall eines endlichdimensionalen Vektorraums V' zeigt ein Dimen-
sionsvergleich unmittelbar, dafl die kanonische Einbettung einen Isomorphis-
mus V = VT liefern mufl. Manchmal wird diese Erkenntnis als Gleichung
V = V1T geschrieben, aber das ist dann mit einigen Hintergedanken zu lesen,
denn gleich sind diese beiden Mengen ja keineswegs.

1.8.20. Gegeben eine lineare Abbildung f : V. — W kommutiert das Dia-
gramm

Vﬂ VT

als da heifit, es gilt die Identitit cany of = f'' o cany von Abbildungen
V — WTT. Um das zu sehen, mufl man nur fiir alle v € V die Identitit
fT T (cany (v)) = canw (f(v)) in W'T priifen. Dazu gilt es zu zeigen, daf}
beide Seiten auf allen A € W' denselben Wert annehmen, daf also gilt

(f " (cany (v)))(A) = (canw (f(v)))(A)

alia}il((canv v) o fT)(A\) = A(f(v)) alias (cany v)(Ao f) = A(f(v)), und das
ist klar.
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Ubung 1.8.21. Fiir endlichdimensionale Vektorrdume V ist die kanonische
Einbettung aus Dimensionsgriinden stets ein Isomorphismus V = V7. Ge-
geben ein endlichdimensionaler Vektorraum V' zeige man, dafl unter der ka-
nonischen Identifikation cany : V= VT jede Basis B ihrer Bidualen ent-
spricht, in Formeln

cany(b) = (b")" Vbe B

1.9 Affine Riume

Definition 1.9.1. Ein affiner Raum oder kurz Raum iiber einem Korper
k ist ein Tripel
E=(E,E, a)

bestehend aus einer nichtleeren Menge FE, einer abelschen Gruppe E C
Ens* E von Permutationen von E, von der man fordert, daf fiir alle e € F
das Anwenden auf e eine Bijektion E = F liefert, sowie einer Abbildung
a:kxE—E , die die abelsche Gruppe E zu einem k-Vektorraum macht.
Die Elemente von E heifien die Translationen oder Richtungsvektoren
unseres affinen Raums und den Vektorraum E selbst nennen wir den Rich-
tungsraum unseres affinen Raums F. Die Operation von k auf E mag man
die Reskalierung von Translationen nennen. Unter der Dimension un-
seres affinen Raums verstehen wir die Dimension seines Richtungsraums. Das
Resultat der Operation von @ € E auf e € E notieren wir @ + e := i(e).

1.9.2. Hier entsteht leider ein Konflikt mit der Notation aus 7?7, nach der mit
Pfeilen versehene Mannigfaltigkeiten orientierte Mannigfaltigkeiten andeuten
sollen. Was im Einzelfall jeweils gemeint ist, mufl der Leser aus dem Kontext
erschlieen. Die leere Menge kann in meinen Konventionen nie ein affiner
Raum sein. Es gibt hier jedoch auch andere Konventionen.

1.9.3. Ein affiner Raum hat die Dimension Null genau dann, wenn er aus
einem einzigen Punkt besteht. Affine Rdume der Dimensionen KEins bzw.
Zwei heiflen affine Geraden bzw. affine Ebenen.

1.9.4. Ist F ein affiner Raum, so liefert nach Annahme fiir jedes e € E das
Anwenden der Richtungsvektoren auf besagten Punkt eine Bijektion ESE ,
@i — Gi+eund es gilt (+e = e sowie G+ (T+€) = (@4 0) +e fiir alle @,7 € E
und e € E. Flapsig gesprochen ist also ein affiner Raum ein “Vektorraum, bei
dem man den Ursprung vergessen hat”. Gegeben e, ¢’ € E definieren wir e—e’
als den Richtungsvektor u € E mit e = @ + €. In Schulbiichern verwendet
man auch oft Grolbuchstaben A, B, C, ... fiir die Punkte eines affinen Raums
und notiert AB den Richtungsvektor, der A nach B schiebt und den wir hier
B — A schreiben.



120 KAPITEL 11I. LINEARE ALGEBRA

Beispiel 1.9.5. Jeder Vektorraum ist in offensichtlicher Weise auch ein affi-
ner Raum. Es scheint mir besonders sinnfillig, den uns umgebenden Raum
mathematisch als einen dreidimensionalen reellen affinen Raum

E

zu modellieren. Der Buchstabe E soll an das franzosische Wort “éspace” fiir
“Raum” erinnern. Manche Punkte von dieses Raums konnen wir uns direkt
als Kirchturmspitzen, Zimmerecken und dergleichen denken, die Ubrigen gilt
es sich vorzustellen. Wir ignorieren dabei, dafl die Erde sich um sich selber
dreht und dabei gleichzeitig um die Sonne rast, die sich hinwiederum mit
unvorstellbarer Geschwindigkeit um das Zentrum der MilchstraBle bewegt,
und damit ist es auch noch nicht zu Ende. In diesem Sinne meinen wir mit
dem “Anschauungsraum” den Raum der klassischen Mechanik. Den zu un-
serem Anschauungsraum gehorigen Richtungsraum denkt man sich dann als
die Gesamtheit aller “Parallelverschiebungen des Raums”. In 1.9.28 werden
wir lernen, in welchem Sinne die Bedingung, dafl unsere Sichtlinien gerade
die “affinen Geraden” sein sollen, die Struktur des Anschauungsraums als
reeller affiner Raum bereits eindeutig festlegt. Unser Modell des Anschau-
ungsraums ist allerdings hier noch unvollstéindig und wird erst in 3.1 fertig
werden, wo wir auch das Messen mit Zollstocken mathematisch modellieren,
oder noch genauer in 3.5.12, wo wir den Begriff der Orientierung diskutieren.
Dafl wir hier als Grundkorper den Koérper der reellen Zahlen nehmen, hat
analytische Griinde: Im Kern liegen sie darin, daf§ fiir diesen Korper der Zwi-
schenwertsatz 77 gilt. Deshalb modellieren reelle Vektorrdume, insbesondere
wenn es spater auch um Drehungen, Winkel im Bogenmafl und dergleichen
gehen wird, unsere geometrischen Anschauung besser als etwa Vektorraume
iiber den rationalen Zahlen oder allgemeineren Teilkérpern von R.

Beispiel 1.9.6. In derselben Weise mag man sich auch die Schreibflache einer
sich in jeder Richtung ins Unendliche erstreckenden Tafel als einen zweidi-
mensionalen reellen affinen Raum denken.

Beispiel 1.9.7. Die Menge aller Zeitpunkte der klassischen Mechanik mag
man sich als einen eindimensionalen reellen affinen Raum

T

denken. Der Buchstabe T soll an das lateinische Wort “tempus” fiir “Zeit” er-
innern. Eine mogliche Translation in diesem Raum wére etwa die Vorschrift:
Man warte von einem vorgegebenen Zeitpunkt sieben Ausschlidge eines be-
stimmten Pendels, dann erreicht man den um diese Translation verschobenen
Zeitpunkt. Die Elemente des Richtungsraums T dieses affinen Raums hiitte
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man sich als “Zeitspannen” zu denken, wobei jedoch auch “negative Zeitspan-
nen” zuzulassen waren. Die Flugbahn einer Fliege etwa wiirden wir durch
eine Abbildung T — E oder genauer, da Fliegen ja sterblich sind, durch die
Abbildung einer geeigneten Teilmenge I C T nach E beschreiben.

1.9.8. Vielfach findet man die begriffliche Variante eines affinen Raums
iilber einem vorgegebenen Vektorraum: Darunter versteht man dann
eine Menge E mit einer “freien transitiven Wirkung” des vorgegebenen Vek-
torraums. Ich ziehe die oben gegebene Definition vor, da sie jeden Bezug
auf einen vorgegebenen Vektorraum vermeidet und den Anschauungsraum
meines Erachtens besser modelliert.

Definition 1.9.9. Eine Abbildung ¢ : F — E’ zwischen affinen Rdumen
heifit eine affine Abbildung genau dann, wenn es eine lineare Abbildung
zwischen den zugehorigen Richtungraumen ¢ : E'— E’ gibt mit

p(@+e)= @) +¢le) VieE, ecE

Diese lineare Abbildung ¢ ist dann durch ¢ eindeutig bestimmt und heifit der
lineare Anteil unserer affinen Abbildung. Eine bijektive affine Abbildung
heifit auch ein Isomorphismus von affinen Riumen, ein Isomorphismus
von einem affinen Raum auf sich selbst heifit ein Automorphismus von
besagtem affinen Raum.

Beispiel 1.9.10. Eine Abbildung ¢ : V. — W zwischen Vektorrdumen ist
affine genau dann, wenn es eine lineare Abbildung ¢ : V' — W und einen
Punkt w € W gibt mit ¢(v) = w + F(v) fiir alle v € V.

Ubung 1.9.11. Die Verkniipfung affiner Abbildungen ist affin und der linea-
re Anteil einer Verkniipfung affiner Abbildungen ist die Verkniipfung ihrer
linearen Anteile.

Ubung 1.9.12. Beschreiben Sie in Worten eine affine Abbildung T — E des
affinen Raums der Zeiten in den Anschauungsraum. Natiirlich ist das mathe-
matische Ubung im eigentlichen Sinnel!

1.9.13. Nach der reinen Lehre sollte eine Teilmenge eines affinen Raums ein
“affiner Teilraum” heiflen genau dann, wenn sie so mit der Struktur eines
affinen Raums versehen werden kann, dafl die Einbettung eine affine Abbil-
dung wird. Da diese Definition jedoch fiir Anwendungen erst aufgeschliisselt
werden muf}, nehmen wir als unsere Definition gleich die aufgeschliisselte Fas-
sung und iiberlassen dem Leser den Nachweis der Aquivalenz zur Definition
aus der reinen Lehre als Ubung 1.9.16.



122 KAPITEL 11I. LINEARE ALGEBRA

Definition 1.9.14. Eine Teilmenge F' C F eines affinen Raums heifit ein
affiner Teilraum genau dann, wenn es einen Punkt p € E und einen Un-
tervektorraum W C E gibt mit

F=p+W

Die durch Restriktion gegebene Abbildung W — Ens™ F ist dann eine Injek-
tion und wir erklaren wir auf F' die Struktur eines affinen Raums, indem wir
als F' das Bild von W in Ens* F nehmen und diese abelsche Gruppe mit der-
jenigen Struktur eines k-Vektorraums versehen, fiir die Restriktion W = F
ein Vektorraumisomorphismus ist.

Beispiel 1.9.15. Die affinen Teilriume des R? sind genau: Alle einelementigen
Teilmengen, alle Geraden G = p+Rv mit v # 0, alle Ebenen P = p+Rv+Rw
mit ¥, linear unabhiingig, und der ganze R3.

Ubung 1.9.16. Sei E ein affiner Raum. Genau dann ist eine Teilmenge F C E
ein affiner Teilraum im Sinne von 1.9.14, wenn F' eine Struktur als affiner
Raum (F, F, b) besitzt derart, daf die Einbettung eine affine Abbildung ist.
Diese affine Struktur ist dann eindeutig bestimmt.

1.9.17. Eine Teilmenge eines affinen Raums heifit eine Gerade oder genauer
eine affine Gerade genau dann, wenn sie ein affiner Teilraum der Dimension
Eins ist. Eine Teilmenge eines affinen Raums heifit eine Ebene oder genauer
eine affine Ebene genau dann, wenn sie ein affiner Teilraum der Dimension
Zwei ist.

1.9.18. Eine Teilmenge eines affinen Raums heifit eine Hyperebene oder
genauer eine affine Hyperebene genau dann, wenn sie ein echter affiner
Teilraum ist, dessen Richtungsraum im Sinne von 1.3.20 eine lineare Hyper-
ebene im Richtungsraum unseres urspriinglichen affinen Raums ist.

1.9.19. Gegeben ein affiner Raum FE mit einem affinen Teilraum F' C F
verwenden wir von nun an das Symbol F auch fiir den Untervektorraum von
E, den wir als das Bild des Richtungsraums F von F unter dem linearen
Anteil der Einbettung erhalten.

1.9.20. Ein nichtleerer Schnitt von affinen Teilrdumen eines affinen Raums
ist stets wieder ein affiner Teilraum, und der Richtungsraum des Schnitts ist
der Schnitt der Richtungsrdume, zumindest wenn wir alle diese Rdume wie
in 1.9.19 als Teilmengen des Richtungsraums unseres urspriinglichen Raums
betrachten.

Definition 1.9.21. Zwei affine Teilrdume T',.S C FE eines affinen Raums F
heiflen parallel genau dann, wenn in E gilt 7' C S oder S C T.
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Definition 1.9.22. Gegeben eine nichtleere Teilmenge eines affinen Raums
gibt es nach 1.9.20 einen kleinsten affinen Teilraum, der sie umfafit. Wir be-
zeichnen ihn als den von unserer Teilmenge erzeugten affinen Teilraum.
Ein Erzeugendensystem eines affinen Raums ist eine Teilmenge, die ihn
erzeugt.

Ubung 1.9.23. Durch je zwei verschiedene Punkte eines affinen Raums geht
genau eine Gerade, als da heifit, es gibt genau einen affinen Teilraum der
Dimension Eins, der unsere beiden Punkte enthélt.

Ubung 1.9.24. Durch je drei Punkte eines affinen Raums, die nicht auf einer
Gerade liegen, geht genau eine Ebene.

Ubung 1.9.25. Der von einer nichtleeren endlichen Teilmenge F eines affinen
Raums erzeugte Teilraum hat hochstens die Dimension |E| — 1.

Ubung 1.9.26. Gegeben zwei endlichdimensionale affine Teilriume A, B eines
affinen Raums F gilt fiir die Dimension des affinen Erzeugnisses C' ihrer
Vereinigung die Formel

dimC — dim A + dim B — dim(A N B) falls AN B # 0;
Y=L dim A+ dim B — dim(AN B) + 1 falls AN B = 0.

Hierbei ist der Schnitt in £ zu verstehen.

Satz 1.9.27 (Geometrische Charakterisierung affiner Abbildungen).
Fine injektive Abbildung von einem mindestens zweidimensionalen reellen
affinen Raum in einen weiteren reellen affinen Raum ist affin genau dann,
wenn das Bild jeder Geraden unter unserer Abbildung wieder eine Gerade ist.

1.9.28. Die affinen Geraden des Anschauungsraums denken wir uns als Sicht-
linien. Der vorhergehende Satz 1.9.27 zeigt, dafl im Fall reeller affiner Rdume
ab der Dimension Zwei die Kenntnis aller Geraden auch umgekehrt bereits
die Struktur als reeller affiner Raum festlegt: Haben namlich zwei Struktu-
ren als affiner reeller Raum auf derselben Menge dieselben Geraden und ist
nicht der ganze Raum eine Gerade, so ist nach 1.9.27 die Identitat auf un-
serer Menge ein Morphismus zwischen ihr mit der einen Struktur als affiner
Raum und ihr mit der anderen Struktur als affiner Raum. Dann aber miissen
diese beiden Strukturen bereits {ibereinstimmen. Salopp gesprochen legt also
insbesondere “die Kenntnis der Sichtlinien bereits fest, welche Abbildungen
als Parallelverschiebungen anzusehen sind”. Explizit kann das so formuliert
werden: Zunéchst legt die Kenntnis der Sichtlinien alias Geraden fest, welche
Teilmengen die Bezeichung als “Ebene” verdienen; Dann vereinbart man, zwei
Geraden “parallel” zu nennen, wenn sie in einer Ebene liegen und sich nicht
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schneiden; Und schliefllich kann man dann Parallelverschiebungen charakte-
risieren als solche Abbildungen, die parallele Geraden in parallele Geraden
iiberfithren.

Beweis. Wir zeigen das zunéchst unter der Annahme, dafl sowohl unser Aus-
gangsraum als auch der Raum, in den abgebildet wird, beide die Dimension
Zwei haben. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir dann anneh-
men, dafl es sich bei beiden Rdumen um den R? handelt, und indem wir
unsere Abbildung noch mit einer geeigneten Verschiebung verkniipfen, diir-
fen wir auch annehmen, daf sie den Ursprung festhélt. Diesen Fall behandeln
wir als eigenstdndiges Lemma.

Lemma 1.9.29. Eine injektive Abbildung ® : R? — R? mit ®(0) = 0, unter
der das Bild jeder affinen Geraden wieder eine affine Gerade ist, muf§ linear
sein.

Beweis. Halten wir eine geeignete lineare Abbildung dahinter, so erkennen
wir, dal wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen diirfen, dafl
unser ® die Vektoren e; und ey der Standardbasis festhalt. Unter dieser Zu-
satzannahme gilt es nun zu zeigen, dafl ¢ die Identitét ist. Zunéchst gibt es
sicher Abbildungen )y, : R — R mit ®(ae;) = ¢;(a)e;. Da wir ® injektiv
angenommen haben, miissen unter ® parallele alias sich nicht schneidende
Geraden parallel bleiben. Die Gerade durch ae; und ae, fiir a # 0,1 ist par-
allel zu der durch e; und ey, also ist fiir a # 0,1 auch die Gerade durch
®(ae;) = YPy(a)e; und P(aey) = 19(a)es parallel zu der durch ®(e;) = e;
und ®(ey) = ey Es folgt ¢ (a) = ¥s(a) fiir a # 0,1. Fiir a = 0,1 ist das eh
klar und wir notieren diese Abbildung nun . Natiirlich gilt ¢(0) = 0 und
(1) = 1. Da man die Addition von linear unabhéngigen Vektoren durch
Parallelogramme darstellen kann, gilt ®(v+ w) = ®(v) + ®(w) falls v und w
linear unabhéingig sind. Wir erhalten fiir a € R damit

D(e;+aey) = e +y(a)e;

im Fall a # 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit und im Fall a = 0 wegen
¥ (0) = 0. Daraus folgern wir

Pe;+(a+b)ex) = er+(a+b)ey
O(e; +aey+bey) = e +(a)es+1p(b) ey

indem wir bei der zweiten Gleichung ohne Beschrankung der Allgemeinheit
b # 0 annehmen und erst den letzten Summanden abspalten. Es folgt sofort
Y(a+b) = ¥(a)+(b). Dafirr a,b € Rmit a # 0 und b # 0, 1 die Gerade durch
e; und aey parallel ist zu der durch be; und abe, folgt auch ¥ (ab) = ¥ (a)(b)
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erst fiir alle a,b # 0,1, dann aber wegen #(0) = 0 und (1) = 1 sogar
fiir alle a,b € R. Da nach ??7.7?7 oder besser ?? die Identitdt der einzige
Koérperhomomorphismus 1 : R — R ist, folgt ¢ = id . Da wie bereits erwahnt
gilt (v+w) = ®(v)+ P(w) falls v und w linear unabhéngig sind, folgt sofort
o =id. O

Um nun Satz 1.9.27 zu zeigen, sei ® : £ — F unsere injektive Abbildung
von reellen affinen Rdumen, unter der das Bild jeder Geraden eine Gerade
ist. Sei ein Punkt e € F fest gewéhlt und seien U, @ € E linear unabhéngig.
Die Bilder von e,e + ¢ und e + « konnen nicht auf einer Geraden liegen,
da sonst zwei verschiedene Geraden auf dieselbe Gerade abgebildet wiirden
im Widerspruch zur Injektivitdt von ®. Folglich erzeugen diese Bilder eine
affine Ebene. Die von e, e + ¢, e + o aufgespannte affine Ebene kann be-
schrieben werden als die Vereinigung aller Geraden, die durch einen von e
verschiedenen Punkt der Gerade e + R¥ sowie durch einen Punkt der Ge-
raden e + R laufen. Diese Ebene wird dann von ® bijektiv abgebildet auf
die von ®(e), P(e + W), P(e + w) aufgespannte Ebene, denn diese kann in
derselben Weise beschrieben werden. Mit unserem Lemma 1.9.29 folgt, daf3
® eine affine Abbildung zwischen diesen Ebenen induzieren mufl. Die Ab-
bildung ¥ : E — F gegeben durch ®(e + 7)) = ®(e) + ¥(¥) ist nun linear,
da nach dem Vorhergehenden ihre Restriktion auf jeden zweidimensionalen
Teilraum von F linear ist. Das hinwiederum zeigt, dafl ¢ affin ist. [

1.9.30. Geht man den Beweis von Lemma 1.9.29 nocheinmal durch, so erkennt
man, daf er auch die folgende feinere Aussage zeigt: Sind K, L Korper und
ist @ : K? < L? eine Injektion mit ®(0) = 0, unter der das Bild jeder affinen
Geraden wieder eine affine Gerade ist, so ist ® ein Gruppenhomomorphismus
und es gibt einen Kérperisomorphismus 1 : K = L mit ®(A7) = ¢(\)® ()
fiir alle A € K und ¢ € K?. Salopp gesprochen ist also unsere Abbildung ®
“linear bis auf einen Korperisomorphismus”.

1.9.31. Geht man den Beweis 1.9.27 im Lichte von 1.9.30 nocheinmal durch,
so erkennt man, dafl er auch die folgende feinere Aussage zeigt: Haben zwei
Strukturen (E, E,a) und (E, E', a') auf ein- und derselben Menge E als zwei-
dimensionaler affiner Raum iiber Korpern &k bzw. £’ dieselben Geraden, so
gilt E = E' und es gibt genau einen Korperisomorphismus ¢ : k — k' mit
a(\, T) = d'(¢(N), D) fiir alle A € k und @ € E. Salopp gesprochen kennt also
ein weifles Blatt Papier zusammen mit einem Lineal bereits den Korper R
der reellen Zahlen!

1.9.32. Gegeben ein affiner Raum F iiber einem Koérper k£ und darin Punkte
€1,...,e, € Fund Skalare Ay, ..., \, € kmit A\ +...4+ A, # 0 definiert man
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SkriptenBilder/BildMMG.png

Wie man auf einer Gerade der Papierebene mit zwei verschiedenen als Null
und Eins ausgezeichneten Punkten zwei beliebige Punkte multipliziert,
wenn man nur ein Lineal zur Verfiigung hat, das aber “unendlich lang” ist
in dem Sinne, dafl man durch einen gegebenen Punkt die zu einer
gegebenen Gerade parallele Gerade zeichnen kann.
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SkriptenBilder/BildScP.png

Zwei fette Punkte der Gewichte 3 und 1 und ihr Schwerpunkt s nebst seiner
Bestimmung mithilfe eines beliebigen weiteren Punktes p.
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den Schwerpunkt s der e; mit den Gewichten \; durch die Bedingung
Aler —s)+ ...+ e, — 9) =0

Dafl hochstens ein Punkt s diese Bedingung erfiillen kann folgt daraus, daf
fiir jedes weitere ', das unsere Bedingung erfiillt, gelten muf3

M+ +\)(s—s)=0

Dafl es iiberhaupt ein s gibt, das unsere Bedingung erfiillt, erkennt man,
indem man einen beliebigen Punkt p € E wihlt und A = \; + ...+ A, setzt
und den Punkt

A n
8=p+f(el—p)+---+—(en—p)

betrachtet. Fiir diesen Punkt s € F gilt ja
Als =p) = Mer —p) + ... + Au(en — p)
und daraus folgt dann leicht
0=M(er—8)+...4 Mlen — )

Ubung 1.9.33. Ist E ein n-dimensionaler affiner Raum und ey, ..., e, ein
Erzeugendensystem von FE, so gibt es fiir jeden Punkt s € E genau ein
Tupel von Gewichten (Mg, ..., \,) € k"™ so dafBl gilt \g + ... + A, = 1 und
da} s der Schwerpunkt der e; mit den Gewichten \; ist. Die \; heiflen dann
die baryzentrischen Koordinaten von s in Bezug auf die e¢;, nach
griechisch “Sapus” fiir “schwer”.
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2 Ringe, Polynome, Determinanten

2.1 Ringe

Definition 2.1.1. Ein Ring ist eine Menge mit zwei assoziativen Verkniip-
fungen (R, +,-) derart, dafl gilt

1. (R,+) ist eine kommutative Gruppe;

2. Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir alle a,b,c € R gilt

a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
(a+b)-¢c = (a-¢)+(b-¢)

3. Es gibt ein Element 1 =1z € Rmit l-a=a-1=a Va € R.

Die beiden Verkniipfungen heiflen die Addition und die Multiplikation in
unserem Ring. Wir kénnten gleichbedeutend einen Ring auch definieren als
eine Menge mit zwei Verkniipfungen (R, +, -) derart, dafl (R, +) eine kommu-
tative Gruppe ist, dafl (R, -) ein Monoid ist, und dafi die Distributivgesetze
gelten. Das Element 1 € R aus unserer Definition ist wohlbestimmt als das
neutrale Element des Monoids (R, -), es heifit das Eins-Element oder kurz
die Eins unseres Rings. Ein Ring, dessen Multiplikation kommutativ ist,
heilt ein kommutativer Ring und bei uns in uniiblicher Verkiirzung ein
Kring.

2.1.2. Wir schreiben meist kiirzer a-b = ab und vereinbaren die Regel “Punkt
vor Strich”, so dafl zum Beispiel das erste Distributivgesetz auch in der Form
a(b+ ¢) = ab + ac geschrieben werden kann.

2.1.3. Der Begriff “Ring” soll zum Ausdruck bringen, daf§ diese Struktur nicht
in demselben Mafle “geschlossen” ist wie ein Korper, da wir ndmlich nicht die
Existenz von multiplikativen Inversen fordern. Er wird auch im juristischen
Sinne fiir gewisse Arten von weniger geschlossenen Kérperschaften verwendet,
so gibt es etwa den “Ring deutscher Makler” oder den “Ring deutscher Berg-
ingenieure”. Eine Struktur wie in der vorhergehenden Definition, bei der nur
die Existenz eines Einselements nicht gefordert wird, bezeichnen wir als Rng.
In der Literatur wird jedoch auch diese Struktur oft als “Ring” bezeichnet. Die
Ringe, die eine Eins besitzen, heiflen in dieser Terminologie “unitire Ringe”.

Beispiele 2.1.4. Die einelementige Menge mit der offensichtlichen Addition
und Multiplikation ist ein Ring, der Nullring. Jeder Korper ist ein Ring.
Die ganzen Zahlen Z bilden einen Ring. Ist R ein Ring und X eine Menge,
so ist die Menge Ens(X, R) aller Abbildungen von X nach R ein Ring unter
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punktweiser Multiplikation und Addition. Ist R ein Ring und n € N, so bilden
die (n x n)-Matrizen mit Eintrégen in R einen Ring M(n x n; R) unter der
iiblichen Addition und Multiplikation von Matrizen; im Fall n = 0 erhalten
wir den Nullring, im Fall n = 1 ergibt sich R selbst. Ist A eine abelsche
Gruppe, so bilden die Gruppenhomomorphismen von A in sich selbst, die
sogenannten Endomorphismen von A, einen Ring mit der Verkniipfung von
Abbildungen als Multiplikation und der punktweisen Summe als Addition.
Wir notieren diesen Ring

Ab A

und nennen ihn den Endomorphismenring der abelschen Gruppe A. Viel-
fach notiert man diesen Ring auch End A oder sogar Endy A aus Griinden,
die erst in 77 erklart werden.

Ubung 2.1.5. Auf der abelschen Gruppe Z gibt es genau zwei Verkniipfun-
gen, die als Multiplikation genommen die Addition zu einer Ringstruktur
erganzen.

2.1.6. Allgemeiner als in 1.6.4 erkldrt heifit ein Element a eines beliebigen
Rnges idempotent genau dann, wenn gilt a®> = a. Allgemeiner als in 1.7.42
erklart heifit ein Element a eines beliebigen Rnges nilpotent genau dann,
wenn es d € N gibt mit a? = 0.

Beispiel 2.1.7. Gegeben eine ganze Zahl m € Z konstruieren wir den Rest-
klassenring 7Z/mZ wie folgt: Seine Elemente sind diejenigen Teilmengen T’
von Z, die in der Form T' = a+mZ mit a € Z dargestellt werden kénnen. Die
Teilmenge a + mZ heifit auch die Restklasse von a modulo m, da zumin-
dest im Fall @ > 0 ihre nichtnegativen Elemente genau alle natiirlichen Zahlen
sind, die beim Teilen durch m denselben Rest lassen wie a. Wir notieren die-
se Restklasse auch a. Natiirlich ist @ = b gleichbedeutend zu a — b € mZ.
Gehoren a und b zur selben Restklasse, in Formeln a + mZ = b 4+ mZ, so
nennen wir sie kongruent modulo m und schreiben

a=b (modm)

Offensichtlich gibt es fiir m € N>; genau m Restklassen modulo m, in For-
meln |Z/mZ| = m, und wir haben genauer

Z/mZ ={0,1,...,m — 1}

Fiir alle m € Z bilden die Restklassen ein Mengensystem Z/mZ C P(Z), das
stabil ist unter der von der Addition auf Z im Sinne von [.3.1.2 6 induzierten
Verkniipfung. Mit dieser Verkniipfung gilt a + b = a+b Va,b € Z und
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Z/mZ wird eine abelsche Gruppe. Diese Gruppe wird sogar zu einem Ring
vermittels der Multiplikation

TeoS=T-S+mZ={ab+mr|aecT,beSrecZ}
In der Tat priift man fiir die so erklarte Multiplikation miihelos die Formeln
a®b=ab
und damit folgen die Distributivgesetze fiir Z/mZ unmittelbar aus den Dis-

tributivgesetzen im Ring Z. Wir geben wir die komische Notation ® nun
auch gleich wieder auf und schreiben stattdessen a - b oder noch kiirzer ab.

Beispiel 2.1.8. Modulo m = 2 gibt es genau zwei Restklassen: Die Elemente
der Restklasse von 0 bezeichnet man {iblicherweise als gerade Zahlen, die
Elemente der Restklasse von 1 als ungerade Zahlen. Der Ring Z/27Z mit
diesen beiden Elementen 0 und 1 ist offensichtlich sogar ein Kérper.

Beispiel 2.1.9. Den Ring Z /127 koénnte man als “Ring von Uhrzeiten” anse-
hen. Er hat die zwélf Elemente {0,1,...,11} und wir haben 11+5 =16 = 4
alias “5 Stunden nach 11 Uhr ist es 4 Uhr.” Weiter haben wir in Z /127 etwa
auch 3-8 = 24 = 0. In einem Ring kann es also durchaus passieren, dafl ein
Produkt von zwei von Null verschiedenen Faktoren Null ist.

Proposition 2.1.10 (Teilbarkeitskriterien iiber Quersummen). Fine
natirliche Zahl ist genau dann durch drei bzw. durch neun teilbar, wenn thre
Quersumme durch drei bzw. durch neun teilbar ist.

Beweis. Wir erkldaren das Argument nur an einem Beispiel. Per definitionem
gilt
1258 =1-10°+2-10°+5-10+8

Offensichtlich folgt
1258 =1-10° +2-10* +5-10+8 (mod 3)
Da 10 kongruent ist zu 1 modulo 3 erhalten wir daraus
1258 =1+2+54+8 (mod 3)

Insbesondere ist die rechte Seite durch drei teilbar genau dann, wenn die
linke Seite durch drei teilbar ist. Das Argument fiir neun statt drei geht
genauso. O]

Ubung 2.1.11. Eine natiirliche Zahl ist durch 11 teilbar genau dann, wenn
ihre “alternierende Quersumme” durch 11 teilbar ist.
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2.1.12. In Z/127Z gilt zum Beispiel 3-5 = 3- 1. In allgemeinen Ringen diirfen
wir also nicht kiirzen. Dies Phdnomen werden wir nun begrifflich fassen.

Definition 2.1.13. 1. Gegeben ein Kring R und Elemente a,b € R sagen
wir, a teilt b oder a ist ein Teiler von b und schreiben a|b genau dann,
wenn es d € R gibt mit ad = b.

2. Natiirlich teilt jedes Element eines Krings die Null. Ein Element a eines
Rings R heifit ein Nullteiler von R genau dann, wenn es die Null “in
nicht-trivialer Weise teilt”, wenn es genauer und in Formeln d € R\0
gibt mit ad = 0 oder da = 0.

3. Ein Ring heift nullteilerfrei genau dann, wenn er aufler der Null keine
Nullteiler besitzt, wenn also das Produkt von je zwei von Null verschie-
denen Elementen auch wieder von Null verschieden ist.

4. Ein Ring heifit ein Integrititsbereich genau dann, wenn er nulltei-
lerfrei und ausserdem nicht der Nullring ist.

Bemerkung 2.1.14. Manche Autoren fordern von nullteilerfreien Ringen zu-
sitzlich, dafl sie nicht der Nullring sein diirfen, benutzen also dieses Wort als
Synonym fiir “Integritatsbereich”.

Ubung 2.1.15. Man bestimme alle Nullteiler im Restklassenring Z/127.

2.1.16 (Kiirzen in Ringen). Sei R ein Ring. Ist a € R kein Nullteiler, so
folgt aus ax = ay schon z = y. In der Tat haben wir ndmlich ax = ay =
alr—y)=0=>2x—y=0 = z=y.

Definition 2.1.17. Eine Abbildung ¢ : R — S von einem Ring in einen
weiteren Ring heifit ein Ringhomomorphismus genau dann, wenn gilt
©(1) = 1und p(a+b) = p(a)+¢(b) sowie p(ab) = p(a)p(b) fiir alle a,b € R.
In anderen Worten ist ein Ringhomomorphismus also eine Abbildung, die
sowohl fiir die Addition als auch fiir die Multiplikation ein Monoidhomomor-
phismus ist.

Ubung 2.1.18. Gegeben eine abelsche Gruppe V und ein Kérper k induziert
die kanonische Identifikation Ens(k x V, V) = Ens(k, Ens(V, V) aus 1.2.2.23
eine Bijektion

Strukturen als k-Vektorraum -~ Ringhomomorphismen
auf der abelschen Gruppe V' k— AbV

2.1.19. Von Homomorphismen zwischen Rngen konnen wir natiirlich nicht
fordern, daf sie das Einselement auf das Einselement abbilden. Wir sprechen
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dann von Rnghomomorphismen. In der Terminologie, in der unsere Rnge
als Ringe bezeichnet werden, werden unsere Ringhomomorphismen “unitére
Ringhomomorphismen” genannt.

Ubung 2.1.20. Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus
Z — R.Im Fall R = Z/mZ wird dieser Ringhomomorphismus gegeben durch
die Vorschrift a — a. Hinweis: Man erinnere 1.3.3.12.

Definition 2.1.21. Ein Element a eines Rings R heifit invertierbar oder
auch eine Einheit genau dann, wenn es beziiglich der Multiplikation inver-
tierbar ist im Sinne von [.3.2.2, wenn es also b € R gibt mit ab = ba = 1. Die
Menge der invertierbaren Elemente eines Rings bildet unter der Multiplika-
tion eine Gruppe, die man die Gruppe der Einheiten von R nennt und
geméfl unserer allgemeinen Konventionen 1.3.2.11 mit R* bezeichnet.

2.1.22. A priori meint eine Einheit in der Physik das, was ein Mathematiker
eine Basis eines eindimensionalen Vektorraums nennen wiirde. So wére etwa
die Sekunde s eine Basis des reellen Vektorraums 7' aller Zeitspannen aus ?77.
In Formeln ausgedriickt bedeutet das gerade, dafi das Daranmultiplizieren
von s eine Bijektion R = T liefert. Mit den Einheiten eines kommutativen
Ringes R verhélt es sich nun genauso: Genau dann ist u € R eine Einheit,
wenn das Daranmultiplizieren von u eine Bijektion R — R liefert. Daher
rithrt dann wohl auch die Terminologie.

2.1.23. Ein Korper ist in dieser Terminologie also ein kommutativer Ring,
der nicht der Nullring ist und in dem jedes von Null verschiedene Element
eine Einheit ist.

Ubung 2.1.24. Jeder Ringhomomorphismus macht Einheiten zu Einheiten.
Jeder Ringhomomorphismus von einem Korper in einen von Null verschiede-
nen Ring ist injektiv.

Ubung 2.1.25. Ein Nullteiler kann nur im Nullring eine Einheit sein.

2.2 Untergruppen der ganzen Zahlen

2.2.1. Nach der reinen Lehre sollte eine Teilmenge einer Gruppe eine “Un-
tergruppe” heiflen genau dann, wenn sie so mit der Struktur einer Grup-
pe versehen werden kann, dal die Einbettung ein Gruppenhomomorphismus
wird. Da diese Definition jedoch fiir Anwendungen erst aufgeschliisselt wer-
den muf3, nehmen wir gleich die aufgeschliisselte Fassung als unsere Definition
und iiberlassen den Nachweis der Aquivalenz zur Definition nach der reinen
Lehre dem Leser zur Ubung.
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Definition 2.2.2. Eine Teilmenge einer Gruppe heifit eine Untergruppe
genau dann, wenn sie abgeschlossen ist unter der Verkniipfung und der Inver-
senbildung und wenn sie zusétzlich das neutrale Element enthélt. Ist G eine
multiplikativ geschriebene Gruppe, so ist demnach eine Teilmenge U C G
eine Untergruppe genau dann, wenn in Formeln gilt: a,0 € U = ab € U,
ac€U=a'eUsowie 1 e U.

Beispiele 2.2.3. In jeder Gruppe ist die einelementige Teilmenge, die nur
aus dem neutralen Element besteht, eine Untergruppe. Wir nennen sie die
triviale Untergruppe. Ebenso ist natiirlich die ganze Gruppe stets eine
Untergruppe von sich selber.

Ubung 2.2.4. Eine endliche Teilmenge einer Gruppe, die mit je zwei Elemen-
ten auch ihr Produkt enthilt, ist notwendig bereits eine Untergruppe.

Ubung 2.2.5. Sind H, K C G zwei Untergruppen einer multiplikativ gedach-
ten Gruppe mit H N K = 1, so definiert die Multiplikation eine Injektion
H x K — G.

2.2.6. Der Schnitt {iber eine beliebige Familie von Untergruppen einer gege-
benen Gruppe ist selbst wieder eine Untergruppe. Fiir eine Teilmenge T einer
Gruppe G definieren wir die von T' erzeugte Untergruppe

(T)c G

als die kleinste Untergruppe von G, die T enthélt. Natiirlich gibt es so eine
kleinste Untergruppe, namlich den Schnitt iiber alle Untergruppen von G, die
T enthalten. Fiir T' # () konnen wir (T') konkret beschreiben als die Menge
aller endlichen Produkte von Elementen aus T und deren Inversen. Fiir T' = ()
besteht (T') nur aus dem neutralen Element. Ist 7' durch einen Ausdruck
in Mengenklammern gegeben, so lassen wir diese meist weg und schreiben
also zum Beispiel kiirzer (ai,...,a,) statt ({ai,...,a,}). Ob der Ausdruck
(T') in einem speziellen Fall die von einer Menge T' erzeugte Untergruppe
oder vielmehr die von der einelementigen Menge mit einzigem Element 7'
erzeugte Untergruppe meint, mufl der Leser meist selbst aus dem Kontext
erschlieffen. Schreiben wir (,T'), so ist jedoch stets gemeint, dafl 7" eine Menge
von Erzeugern und nicht einen einzelnen Erzeuger bezeichnet.

2.2.7. Ist V ein k-Vektorraum und 7' C V eine Teilmenge, so mufl der Leser
von nun an aus dem Kontext erschlieen, ob mit (T") die von T" erzeugte Un-
tergruppe oder der von 7' erzeugte Untervektorraum gemeint ist. Zur Unter-
scheidung schreiben wir manchmal (T')7 fiir die von T erzeugte Untergruppe
und (7T'),, fiir den von T erzeugten Untervektorraum.
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Lemma 2.2.8. Das Bild einer Untergruppe unter einem Gruppenhomomor-
phismus st stets eine Untergruppe. Das Urbild einer Untergruppe unter ei-
nem Gruppenhomomorphismus ist stets eine Untergruppe.

Beweis. Dem Leser iiberlassen. O

Definition 2.2.9. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Das Urbild
der trivialen Untergruppe von H heifit der Kern von ¢ und wird bezeichnet
mit

kero ={g € G|p(g) = e}
Definition 2.2.10. Das Bild ¢(G) von ganz G unter ¢ wird nach der eng-
lischen und franzosischen Bezeichnung image bezeichnet mit

imp = {p(g) | g € G}

2.2.11. Nach 2.2.8 sind Kern und Bild eines Gruppenhomomorphismus stets
Untergruppen im Definitionsbereich bzw. Wertebereich unseres Gruppenho-
momorphismus.

Lemma 2.2.12. Fin Gruppenhomomorphismus ist injektiv genau dann, wenn
sein Kern trivial ist.

Beweis. Sei ¢ : G — H unser Gruppenhomomorphismus. Wir argumentieren
durch Widerspruch: Besteht ker ¢ aus mehr als einem Element, so kann ¢
natiirlich nicht injektiv sein. Gibt es umgekehrt = # y mit p(z) = ¢(y), so
liegen 271y # e beide in ker . O

Satz 2.2.13 (Untergruppen von Z). Jede Untergruppe H C 7Z ist von der
Form H = mZ fir genau ein m € N.

Beweis. Im Fall H = {0} ist m = 0 die einzige natiirliche Zahl mit H = mZ.
Gilt H # {0}, so enthélt H echt positive Elemente. Sei dann m € H das
kleinste echt positive Element von H. Wir behaupten H = mZ. Die Inklusion
H D mZ ist hier offensichtlich. Aber gibe es n € H \ mZ, so kénnten wir n
mit Rest teilen durch m und also schreiben n = ms+r fiir geeignete s, r € Z
mit 0 < r < m und hétten r = n —ms € H im Widerspruch zur Minimalitét
von m. O]

Definition 2.2.14. Seien a,b € Z. Wir sagen a teilt b und schreiben alb
genau dann, wenn es d € Z gibt mit ad = b. Sind zwei ganze Zahlen a,b
nicht beide Null, so gibt es eine grofite ganze Zahl ¢, die sie beide teilt. Diese
Zahl heifit der grofite gemeinsame Teiler von a und b. Zwei ganze Zahlen
a und b heilen teilerfremd genau dann, wenn sie nicht beide Null sind und
1 ihr grofiter gemeinsamer Teiler ist.
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Satz 2.2.15 (iiber den grofiten gemeinsamen Teiler). Sind zwei ganze
Zahlen a,b € Z nicht beide Null und ist c ihr gréfiter gemeinsamer Teiler, so
gilt:

1. Es gibt r,s € Z mit ¢ = ra + sb.

2. Teilt d € Z sowohl a als auch b, so teilt d auch den grofiten gemeinsa-
men Teiler von a und b.

2.2.16. Der zweite Teil dieses Satzes ist einigermaflen offensichtlich, wenn
man die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt voraussetzt. Da
wir besagte Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung jedoch erst aus dem zweite
Teil dieses Satzes ableiten werden, ist es wichtig, auch fiir den zweiten Teil
des Satzes einen eigenstdndigen Beweis zu geben.

Beweis. Man betrachte die Teilmenge aZ + bZ C 7. Sie ist offensichtlich eine
von Null verschiedene Untergruppe von Z. Also ist sie nach 2.2.13 von der
Form aZ + bZ = ¢Z fiir genau ein ¢ > 0 und es gilt

i. ¢ teilt a und b; In der Tat haben wir ja a,b € ¢Z;
ii. ¢ =ra+ sb fiir geeignete r, s € Z; In der Tat haben wir ja ¢ € aZ + bZ;
iii. (d teilt @ und b) = (d teilt ¢);

Daraus folgt aber sofort, dafl ¢ der gréfite gemeinsame Teiler von a und b ist,
und damit folgt dann der Satz. [

2.2.17. Gegeben ay,...,a, € Z konnen wir mit der Notation 2.2.6 kiirzer
schreiben

GmZ+ ...+ a,Z = ay,...,a,)

Ublich ist hier auch die Notation (ay, ..., a,), die jedoch oft auch n-Tupel von
ganzen Zahlen bezeichnet, also Elemente von Z", und in der Analysis im Fall
n = 2 meist ein offenes Intervall. Es gilt dann aus dem Kontext zu erschlieflen,
was jeweils gemeint ist. Sind a und b nicht beide Null und ist ¢ ihr grofiter
gemeinsamer Teiler, so haben wir nach dem Vorhergehenden (a, b) = (¢). Wir
benutzen von nun an diese Notation. Uber die Tintenersparnis hinaus hat sie
den Vorteil, auch im Fall « = b = 0 sinnvoll zu bleiben.

Definition 2.2.18. Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl p > 1 derart,
daf} aus p = ab mit a,b € N schon folgt a = 1 oder b = 1.
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2.2.19. Eine Moglichkeit, alle Primzahlen zu finden, ist das sogenannte Sieb
des Eratosthenes: Man beginnt mit der kleinsten Primzahl, der Zwei.
Streicht man alle Vielfachen der Zwei, d.h. alle geraden Zahlen, so ist die
erste Zahl unter den Ubrigen die nichste Primzahl, die Drei. Streicht man
nun auch noch alle Vielfachen der Drei, so ist die erste Zahl unter den Ub-
rigen die néchste Primzahl, die Fiinf, und so weiter. “Der Erste” heifit auf
lateinisch “Primus” und auf griechisch dhnlich und es konnte sein, dafl die
Bezeichnung “Primzahl” daher riihrt.

Satz 2.2.20 (Primfaktorzerlegung). Jede natirliche Zahl n > 2 kann
geschrieben werden als ein Produkt von Primzahlen n = ppsy...p., und diese
Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

Beweis. Die Existenz der Primfaktorzerlegung ist klar mit vollsténdiger In-
duktion. Thre Eindeutigkeit folgt mit vollstdndiger Induktion aus dem an-
schlieBenden Lemma. O

Lemma 2.2.21. Teilt eine Primzahl ein Produkt von ganzen Zahlen, so teilt
sie einen der Faktoren.

2.2.22. Wenn wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt vor-
aussetzen, so ist dies Lemma offensichtlich. Diese Argumentation hilft aber
hier nicht weiter, da sie voraussetzt, was wir gerade erst beweisen wollen. Si-
cher ist Thnen die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung aus der Schule und
ihrer Rechenerfahrung wohlvertraut. Um die Schwierigkeit zu sehen, sollten
Sie vielleicht einmal selbst versuchen, einen Beweis dafiir anzugeben. Im iib-
rigen werden wir in ?? sehen, daf8 etwa im Ring Z[v/—5] das Analogon zur
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung gar nicht mehr richtig ist.

Beweis. Sei p unsere Primzahl und seien a,b € Z gegeben mit p|ab. Teilt
p nicht a, so folgt (p,a) = (1), denn die Primzahl p hat nur die Teiler +1
und £p. Der grofite gemeinsame von p und a kann aber nicht p sein und
muf folglich 1 sein. Nach 2.2.15 gibt es also r,s € Z mit 1 = rp + sa. Es
folgt b = rpb + sab und damit p|b, denn p teilt natiirlich rpb und teilt nach
Annahme auch sab. O

2.2.23. Aus der Existenz der Primfaktorzerlegung folgt insbesondere, daf es
unendlich viele Primzahlen geben muf}: Fiir jede endliche Menge von Prim-
zahlen konnen wir ndmlich ihr Produkt bilden. Zahlen wir zu diesem Produkt
noch 1 hinzu, so kann keine Primzahl aus unserer endlichen Menge ein Prim-
faktor der neu entstandenen Zahl sein. Also ist jeder Primfaktor der neu
entstandenen Zahl eine Primzahl aulerhalb unserer vorgegebenen endlichen
Menge von Primzahlen.
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2.2.24. Noch offen (2009) ist die Frage, ob es auch unendlich viele Prim-
zahlzwillinge gibt, d.h. Paare von Primzahlen mit der Differenz Zwei, wie
zum Beispiel 5,7 oder 11,13 oder 17,19. Ebenso offen ist die Frage, ob jede
gerade Zahl n > 2 die Summe von zwei Primzahlen ist. Diese Vermutung,
daf} das richtig sein sollte, ist bekannt als Goldbach-Vermutung.

2.2.25. Ich erkldre am Beispiel a = 160, b = 625 den sogenannten eukli-
dischen Algorithmus, mit dem man den groéfiten gemeinsamen Teiler ¢
bestimmen kann nebst einer Darstellung ¢ = ra + rb. In der linken Spalte
von Gleichungen wird jeweils geteilt mit Rest, und will man nur den grofiten
gemeinsamen Teiler kennen, so kann man die rechte Spalte ignorieren. Die
oberste Zeile der rechten Spalte unserer Tabelle ist eine Trivialitat, die Zweit-
oberste entsteht in offensichtlicher Weise aus der Zeile links daneben, und jede
weitere Gleichung der rechten Spalte erhélt man als eine Linearkombination
der beiden dariiberstehenden Gleichungen mit Koeffizienten, die sich aus der
Gleichung links daneben ableiten lassen.

0- 625 + 1- 160 = 160

625 =3- 160 + 145 = 1. 625 — 3- 160 = 145

160=1- 145 + 15 = -1 625 + 4 160 = 15

145=9- 15 + 10 = 10- 625 — 39- 160 = 10

5=1 10 + 5 = —11- 625 + 43- 160 = 5
10=2- 5 + 0

Aus der linken Spalte folgt fiir den groiten gemeinsamen Teiler (625, 160) =
(160, 145) = (145,15) = (15,10) = (10,5) = (5,0) = (5) und wir finden
mit der rechten Spalte fiir den gréfiten gemeinsamen Teiler die Darstellung
—11-625 + 43 - 160 = 5.

Ubung 2.2.26. Beim sogenannten “Spirographen”, einem Zeichenspiel fiir Kin-
der, kann man an einem innen mit 105 Z&éhnen versehenen Ring ein Zahnrad
mit 24 Zahnen entlanglaufen lassen. Steckt man dabei einen Stift durch ein
Loch auflerhalb des Zentrums des Zahnrads, so entstehen dabei die kost-
lichsten Figuren. Wie oft mufl man das Zahnrad auf dem inneren Zahnkranz
umlaufen, bevor solch eine Figur fertig gemalt ist?

Proposition 2.2.27 (Endliche Primkdrper). Sei m € N.

1. Genau dann ist der Restklassenring Z/mZ ein Integrititsbereich, wenn
m eine Primzahl ist oder wenn gilt m = 0.

2. Genau dann ist Z/mZ ein Kérper, wenn m eine Primzahl ist.
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SkriptenBilder/BildSpiro.png

Der Spirograph aus Ubung 2.2.26
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2.2.28. Die Korper Z/pZ fir Primzahlen p sowie der Koérper Q sind die
“kleinstmoglichen Koérper” in einem Sinne, der in 7?7 prézisiert wird. Man
nennt diese Korper deshalb auch Primkdorper. Die endlichen Primkorper
werden meist Z/pZ = F, notiert, mit einem F fiir “field” oder “finite”. Die
Notation F, verwendet man allerdings auch allgemeiner mit einer Primzahl-
potenz ¢ im Index als Bezeichnung fiir “den endlichen Kérper mit ¢ Elemen-
ten”, den wir erst in 7?7 kennenlernen werden, und der weder als Ring noch
als abelsche Gruppe isomorph ist zu Z/qZ.

Beweis. 1. Fir m = 0 ist Z/mZ = 7 offensichtlich ein Integritétsbereich.
Fiir m eine Primzahl ist Z/mZ ein Integritétsbereich, da eine Primzahl nach
2.2.21 nur dann ein Produkt teilen kann, wenn sie bereits einen der Faktoren
teilt. Fiir m = 1 ist Z/mZ der Nullring und damit kein Integritéatsbereich.
Fiir m > 1 keine Primzahl faktorisieren wir m = ab mit 1 < a,b < m und
erhalten 0 = ab aber a # 0, b # 0. Mithin hat dann Z/mZ von Null verschie-
dene Nullteiler, und diese kénnen offensichtlich keine Einheiten sein.

2. Es muf nur noch gezeigt werden, da8 fiir jede Primzahl p der Ring Z/pZ
ein Korper ist, daf also jedes von Null verschiedene Element a # 0 ein mul-
tiplikatives Inverses besitzt. Da Z/pZ nullteilerfrei ist, mufl jedoch die Mul-
tiplikation mit jedem Element a # 0 injektiv und damit bijektiv sein, also
gibt es b mit ab = 1. O

Definition 2.2.29. Gegeben ein Ring R gibt es nach 2.1.20 genau einen
Ringhomomorphismus Z — R. Dessen Kern ist nach 2.2.8 eine Untergruppe
von 7Z und hat nach 2.2.13 folglich die Gestalt mZ fiir genau ein m € N.
Diese natiirliche Zahl m nennt man die Charakteristik des Rings R und
notiert sie m = char R. Wir haben also etwa char Q = charR = charC = 0
und char(Z/pZ) = p.

2.2.30. Es ist leicht zu sehen, dafl die Charakteristik eines Korpers, wenn sie
nicht Null ist, stets eine Primzahl sein muf}: Hétten wir sonst einen Korper
der Charakteristik m = ab > 0 mit natiirlichen Zahlen a < m und b < m,
so waren die Bilder von a und b in unserem Korper & von Null verschiedene
Elemente mit Produkt Null. Widerspruch!

Ubung 2.2.31. Sei R ein kommutativer Ring, dessen Charakteristik eine Prim-
zahl p ist, fiir den es also einen Ringhomomorphismus Z/pZ — R gibt. Man
zeige, dafl dann die sogenannte Frobenius-Abbildung F': R — R, a +— a”
ein Ringhomomorphismus von R in sich selber ist. Hinweis: Man verwende,
daf} die binomische Formel 1.3.3.4 offensichtlich auch in jedem kommutativen
Ring gilt, ja sogar fiir je zwei Elemente a, b eines Rings mit ab = ba.



2. RINGE, POLYNOME, DETERMINANTEN 141

Ubung 2.2.32. Sei p eine Primzahl. Eine abelsche Gruppe G kann genau dann
mit der Struktur eines F,-Vektorraums versehen werden, wenn in additiver
Notation gilt pg = 0 fiir alle ¢ € GG, und die fragliche Vektorraumstruktur ist
dann durch die Gruppenstruktur eindeutig bestimmt.

Ubung 2.2.33. Wieviele Untervektorrdume hat ein zweidimensionaler Vektor-
raum iiber einem Korper mit fiinf Elementen? Wieviele angeordnete Basen?

Ubung 2.2.34. Gegeben ein Vektorraum iiber einem endlichen Primkorper
sind seine Untervektorrdume genau die Untergruppen der zugrundeliegenden
abelschen Gruppe.

Ubung 2.2.35. Man zeige: In jedem endlichen Kérper ist das Produkt aller
von Null verschiedenen Elemente (—1). Hinweis: Man zeige zunéchst, daf
nur die Elemente +1 ihre eigenen Inversen sind. Als Spezialfall erhédlt man
(p—1)!' = —1 (mod p) fiir jede Primzahl p. Diese Aussage wird manchmal
auch als Satz von Wilson zitiert.

2.2.36. Sei m > 1 eine natiirliche Zahl. Eine Restklasse modulo m heifit
eine prime Restklasse genau dann, wenn sie aus zu m teilerfremden Zah-
len besteht. Wir zeigen in 77, dafl es in jeder primen Restklasse unendlich
viele Primzahlen gibt. Im Fall m = 10 bedeutet das zum Beispiel, dafl es
jeweils unendlich viele Primzahlen gibt, deren Dezimaldarstellung mit einer
der Ziffern 1,3,7 und 9 endet.

Ubung 2.2.37. Gegeben m > 1 sind die Einheiten des Restklassenrings Z /mZ
genau die Restklassen derjenigen Zahlen a mit 0 < a < m, die zu m teiler-
fremd sind, in anderen Worten die primen Restklassen. In Formeln haben wir
also (Z/mZ)* ={a|0<a<m, (m,a) = (1)}. Hinweis: 2.2.15.

2.3 Polynome

2.3.1. Ist k ein Ring, so bildet die Menge k[X] aller “formalen Ausdriicke” der
Gestalt a, X"+ ...+ a1 X 4+ ag mit a; € k unter der offensichtlichen Addition
und Multiplikation einen Ring, den Polynomring iiber £ in einer Verin-
derlichen X, und wir haben eine offensichtliche Einbettung can : k — k[X].
Die Herkunft der Bezeichnung diskutieren wir in ??7. Unsere Beschreibung
ist hoffentlich verstéandlich, sie ist aber nicht so exakt, wie eine Definition es
sein sollte. Deshalb geben wir auch noch eine exakte Variante.

Definition 2.3.2. Sei k ein Ring. Wir bezeichnen mit k[X] die Menge aller
Abbildungen ¢ : N — £, die nur an endlich vielen Stellen von Null ver-
schiedene Werte annehmen, und definieren auf k[X] eine Addition und eine
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Multiplikation durch die Regeln

(e+¥)(n) = @) +y(n)
(P-9)(n) = 2ipjmn P(DY()

Mit diesen Verkniipfungen wird k[X] ein Ring, und ordnen wir jedem a € k
die Abbildung N — k zu, die bei 0 den Wert a annimmt und sonst den
Wert Null, so erhalten wir eine Einbettung can : k — k[X], die wir schlicht
a — a notieren. Bezeichnen wir mit X die Abbildung N — k, die bei 1 den
Wert 1 annimmt und sonst nur den Wert Null, so kénnen wir jede Abbildung
¢ € k[X] eindeutig schreiben in der Form ¢ = ) ¢(r)X" und sind auf
einem etwas formaleren Weg wieder am selben Punkt angelangt.

2.3.3. Die wichtigste Eigenschaft eines Polynomrings ist, dafl man “fiir die
Variable etwas einsetzen darf”. Das wollen wir nun formal korrekt aufschrei-
ben. Wir sagen, zwei Elemente a und b eines Rings kommutieren genau
dann, wenn gilt ab = ba.

Proposition 2.3.4 (Einsetzen in Polynome). Seien k und B Ringe und
¢ 1 k — B ein Ringhomomorphismus und b € B ein Element, das mit jedem
Element a € (k) kommutiert. So gibt es genau eine Erweiterung ¢ = @y
von @ zu einem Ringhomomorphismus ¢ : k[X| — B mit (X) = b.

Beweis. Diese eindeutig bestimmte Abbildung ¢ ist eben gegeben durch die
Vorschrift ¢(a, X" + ...+ a1 X + ag) = ¢(a,)0" + ...+ p(a1)b+ o(ap). O

2.3.5. Es ist iiblich, das Bild unter ¢, eines Polynoms P € k[X| abzukiirzen
als ¢p(P) = P(b). So schreiben wir im Fall eines kommutativen Rings k zum
Beispiel P(A) fiir die Matrix, die ensteht beim Einsetzen einer quadratischen
Matrix A in das Polynom P. In diesem Fall hitten wir B = M(n x n;k)
und ¢ wire der Ringhomomorphismus, die jedem a € k das a-fache der
Einheitsmatrix zuordnet.

Ubung 2.3.6. Welche Matrix entsteht beim Einsetzen der quadratischen Ma-
trix (9 §) in das Polynom X2+ 1 ?

Definition 2.3.7. Sei k ein Kring und P € k[X] ein Polynom. Ein Element
a € k heifit eine Nullstelle oder auch eine Wurzel von P genau dann, wenn
gilt P(a) = 0.

Definition 2.3.8. Sei k ein Ring. Jedem Polynom P € k[X] ordnen wir
seinen Grad (engl. degree, franz. degré) grad P € NU {—o0} zu durch die
Vorschrift

grad P =n falls P = a, X" + ...+ a¢ mit a, # 0;
grad P = —oo  fiir P das Nullpolynom.
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Fiir ein von Null verschiedenes Polynom P = a, X" + ... 4+ a1 X + ag mit
n = grad P nennt man a, € k\0 seinen Leitkoeffizienten. Den Leitkoeffizi-
enten des Nullpolynoms definieren wir als die Null von £. Ein Polynom heifit
normiert genau dann, wenn sein Leitkoeffizient 1 ist. Das Nullpolynom ist
demnach nur iiber dem Nullring normiert.

Lemma 2.3.9. Ist k ein nullteilerfreier Ring, so ist auch der Polynomring
E[X] nullteilerfrei und es gilt grad(PQ) = grad P + grad Q.

Beweis. Ist k nullteilerfrei, so ist offensichtlich der Leitkoeffizient von PQ
das Produkt der Leitkoeffizienten von P und (). O

Ubung 2.3.10. Ist k ein Integritétsbereich, so induziert die kanonische Ein-

bettung k — k[X]| auf den Einheitengruppen eine Bijektion k* — (k[X])*.
Im Ring Z/4Z[X] ist aber auch 1+ 2X eine Einheit.

Lemma 2.3.11 (Teilen mit Rest in Polynomringen). Sei k ein Ring.
Gegeben Polynome P,Q € k[X] mit Q = X+ ...+ a, X + ag fiir ein d > 0
gibt es Polynome A, R mit P = AQ + R und grad R < d. Ist k nullteilerfrei,
so sind diese Polynome A und R sogar eindeutig bestimmt.

2.3.12. Ein explizites Beispiel wird in ?? ausgearbeitet.

Beweis. Wir suchen A mit grad(P — AQ) kleinstméglich. Gélte dann noch
grad(P — AQ) > d, sagen wir P — AQ = aX" + ... mit a # 0 und r > d, so
hiitte P— (A+aX"%)Q echt kleineren Grad als R, im Widerspruch zur Wahl
von A. Das zeigt die Existenz. Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit gehen wir
aus von einer weiteren Gleichung P = A'Q + R’ mit grad R’ < d. Es folgt
zunédchst (A — A")Q = R’ — R und mit 2.3.9 weiter A — A’ = 0 und dann
auch R — R = 0. O

Korollar 2.3.13 (Abspalten von Linearfaktoren bei Nullstellen). Sei
k ein Kring und P € k[X] ein Polynom. Genau dann ist a € k eine Nullstelle
des Polynoms P, wenn (X — a) das Polynom P teilt.

Beweis. Nach 2.3.11 finden wir ein Polynom A € k[X] und eine Konstante
bekmit P=AX —a)+0. O

Satz 2.3.14 (Zahl der Nullstellen eines Polynoms). Ist k ein Korper
oder allgemeiner ein kommutativer Integrititsbereich, so hat ein von Null
verschiedenes Polynom P € k[X] hdchstens grad P Nullstellen in k.

Beweis. Ist a € k eine Nullstelle, so haben wir P = A(X — a) mit grad A =
grad P — 1. Eine von a verschiedene Nullstelle von P ist fiir k£ nullteilerfrei
notwendig eine Nullstelle von A und der Satz folgt mit Induktion. ]
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2.3.15. Ist k ein Korper oder allgemeiner ein kommutativer Integritétsbereich,
P € Ek[X] ein Polynom und A € k eine Nullstelle von P, so nennen wir
das Supremum iiber alle n € N mit (X — A\)"|P(X) die Vielfachheit der
Nullstelle A\ oder auch ihre Ordnung.. Ganz genauso wie eben zeigt man
auch, dafl die Zahl der mit ihren Vielfachheiten gezéhlten Nullstellen eines
von Null verschiedenen Polynoms beschriankt ist durch seinen Grad.

Definition 2.3.16. Ein Korper £ heifit algebraisch abgeschlossen genau
dann, wenn jedes nichtkonstante Polynom P € k[X]\ k mit Koeffizienten in
unserem Korper auch eine Nullstelle in unserem Korper hat.

Beispiel 2.3.17. Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abge-
schlossen. Das ist die Aussage des sogenannten “Fundamentalsatzes der Al-
gebra”. den wir in der Analysis als 7?7 beweisen.

Satz 2.3.18. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Korper, so hat jedes Po-
lynom P € k[X] eine Zerlegung in Linearfaktoren der Gestalt

PX)=c(X = A) ... (X = \)

mitn > 0 und ¢, \1,..., N\, € k. Ist P nicht das Nullpolynom, so ist diese
Zerlegung eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

2.3.19. Gegeben eine Nullstelle ;1 von P heifit die Zahl der Indizes ¢ mit
A; = p die Vielfachheit der Nullstelle p.

Beweis. Ist P ein konstantes Polynom, so ist nichts zu zeigen. Ist P nicht
konstant, so gibt es nach Annahme eine Nullstelle A € k£ von P und wir
finden genau ein Polynom P mit P(X) = (X —\)P(X). Der Satz folgt durch
vollstandige Induktion {iber den Grad von P. O]

Korollar 2.3.20 (Faktorisierung reeller Polynome). Jedes Polynom P
mit reellen Koeffizienten der Gestalt P(z) = a,z" + ...+ a1x +ag mitn >0
und a, # 0 besitzt eine Zerlequng in Faktoren der Gestalt

P(x) =clx —A\)...(x = X\) (@ + x + 1) ... (2% + psz + vy)

ML Cy AL, ooy Apy U1y - -+ s fsy V1, - - ., Vs € R derart, daff die quadratischen Fak-
toren keine reellen Nullstellen haben. Diese Zerleqgung ist eindeutig bis auf
die Reihenfolge der Faktoren.

Beweis. Da unser Polynom stabil ist unter der komplexen Konjugation, miis-
sen sich seine (mit ihren Vielfachheiten genommenen) komplexen Nullstellen
so durchnummerieren lassen, dafl A\q,..., A, reell sind und dafl eine gerade
Zahl nicht reeller Nullstellen iibrigbleibt mit A, o; = 5\r+2i+1. Die Produkte
(x — Ari2i)(® — Apa2i11) haben dann reelle Koeffizienten, da sie ja stabil sind
unter der komplexen Konjugation, haben jedoch keine reellen Nullstellen. [
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Ubung 2.3.21. Ein reelles Polynom hat bei A € R eine mehrfache Nullstelle
genau dann, wenn auch seine Ableitung bei A verschwindet.

Ubung 2.3.22. Gegeben ein reelles Polynom, dessen komplexe Nullstellen be-
reits samtlich reell sind, ist jede Nullstelle seiner Ableitung, die keine Null-
stelle der Funktion selbst ist, eine einfache Nullstelle der Ableitung. Hinweis:
Zwischen je zwei Nullstellen unserer Funktion mufl mindestens eine Nullstelle
ihrer Ableitung liegen.

Ubung 2.3.23. Man zeige: Die rationalen Nullstellen eines normierten Po-
lynoms mit ganzzahligen Koeffizienten P € Z[X] sind bereits alle ganz, in
Formeln folgt aus P(\) = 0 fiir A € Q also bereits A € Z.

2.3.24. Ahnlich wie den Polynomring in einer Variablen 2.3.2 konstruiert man
auch Polynomringe in mehr Variablen. Ist die Zahl der Variablen endlich, so
kann man induktiv definieren

R[X1,.... X, = (R[X1,..., X0 1 )[X,]

Man kann aber auch fiir eine beliebige Menge I den Polynomring R[X]cr
bilden als die Menge aller “endlichen formalen Linearkombinationen mit Ko-
effizienten aus R von endlichen Monomen in den X;”. Ich verzichte an dieser
Stelle auf eine formale Definition.

Ubung 2.3.25. Gegeben ein Ring k bilden auch die formalen Potenzreihen
mit Koeffizienten in &k der Gestalt > ., a, X" mit a, € k einen Ring,
der meist k[[X]] notiert wird. Man gebe eine exakte Definition dieses Rings
und zeige, dafl seine Einheiten genau diejenigen Potenzreihen sind, deren
konstanter Term eine Einheit in & ist.

Ubung 2.3.26. Gegeben ein Ring & bilden auch die Laurentreihen mit Ko-
effizienten in k der Gestalt ) | . a, X" mit a, € kund N € N einen Ring,
der meist k((X)) notiert wird. Man gebe eine exakte Definition dieses Rings
und zeige, daf} seine Einheiten genau diejenigen Potenzreihen sind, bei de-
nen der Koeffizient der kleinsten mit von Null verschiedenem Koeffizienten
auftauchenden Potenz von X eine Einheit in £ ist. Insbesondere ist im Fall
eines Korpers k auch k((X)) ein Korper.

Lemma 2.3.27 (Interpolation durch Polynome). Seien k ein Korper,
X0, ..., Ty € k paarweise verschiedene “Stiitzstellen” und yo, ..., y, € k belie-
big vorgegeben. So gibt es genau ein Polynom P € k[X] vom Grad < n mit
P(zo) = vo,. .-, P(xn) = yn.

Beweis. Zunéchst ist sicher (X —x;)... (X —x,) = Ay(X) ein Polynom vom
Grad n, das bei x4, . . ., x,, verschwindet und an allen anderen Stellen von Null
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SkriptenBilder/BildInterp.png

Das Polynom P(X) = X3 — 3X + 1 mit reellen Koeffizienten, das die an
den Stiitzstellen —1, 1,2 vorgegebenen Werte 3, —1, 3 interpoliert.
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verschieden ist, insbesondere auch bei z5. Dann ist Lo(X) = Ag(X)/Ao(z0)
ein Polynom vom Grad n, das bei xy den Wert Eins annimmt und bei

x1,...,x, verschwindet. In derselben Weise konstruieren wir auch Polyno-

me Li(X),..., L,(X) und erhalten ein mégliches Interpolationspolynom als
P(X) = yoLo(X) + ...+ yaLn( Z il = 25) j)
H];él )

Das zeigt die Existenz. Ist () eine weitere Losung derselben Interpolations-
aufgabe vom Grad < n, so ist P — @) ein Polynom vom Grad <n mit n + 1
Nullstellen, eben bei den Stiitzstellen xy, ..., x,. Wegen ?? mufl dann P — )
das Nullpolynom sein, und das zeigt die Eindeutigkeit. ]

2.3.28. Um die bisher eingefiihrten algebraischen Konzepte anschaulicher zu
machen, will ich sie in Bezug setzen zu geometrischen Konzepten. Ist £
ein Kring, so kénnen wir jedem Polynom f € k[X3,...,X,] die Funktion
fkm =k, (x1,...,24) — f(z1,...,2,) zuordnen. Wir erhalten so einen
Ringhomomorphismus

k[Xi,...,X,] — Ens(k", k)

Dieser Homomorphismus ist im Allgemeinen weder injektiv noch surjektiv.
Schon fiir n = 1, £ = R lafit sich ja keineswegs jede Abbildung R — R
durch ein Polynom beschreiben, und im Fall eines endlichen Kérpers k& kann
fiir n > 1 unsere k-lineare Auswertungsabbildung vom unendlichdimensiona-
len k-Vektorraum k[X7,...,X,] in den endlichdimensionalen k-Vektorraum
Ens(k™, k) unmoglich injektiv sein. Wir haben jedoch:

Satz 2.3.29. 1. Ist k ein unendlicher Kérper oder allgemeiner ein unend-
licher nullteilerfreier Kring, so ist k[ X, ..., X,] — Ens(k™, k) injektiv.

2. Ist k ein endlicher Korper, so ist k[ Xy, ..., X, — Ens(k", k) surjektiv.
2.3.30. Den Kern der Surjektion in Teil 2 beschreibt Ubung 6.5.8.

Beweis. 1. Durch Induktion iiber n. Der Fall n = 0 ist eh klar. Fiir n = 1
folgt die Behauptung aus der Erkenntnis, das jedes von Null verschiedene
Polynom in k[X] nur endlich viele Nullstellen in & haben kann. Der Kern der
Abbildung

k[X] — Ens(k, k)

besteht also nur aus dem Nullpolynom. Fiir den Induktionsschritt setzen wir
X, =Y und schreiben unser Polynom in der Gestalt

P=a,Y%+ ...+ a1Y + ag
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mit a; € k[X1,...,X,_1]. Halten wir (z1,...,2,1) = @ € k"t fest, so ist
ag(x)Ye+.. . +a;(2)Y +ap(x) € k[Y] das Nullpolynom nach dem Fall n = 1.
Also verschwinden aq(z),...,a1(x),ap(x) fiir alle z € k", mit Induktion
sind somit alle a; schon das Nullpolynom und wir haben P = 0.

2. Das bleibt dem Leser iiberlassen. Man mag sich beim Beweis an 2.3.27
orientieren. Wir folgern in 7?7 eine allgemeinere Aussage aus dem abstrakten
chinesischen Restsatz. O

Ubung 2.3.31. Sei k ein unendlicher Kérper. Verschwindet ein Polynom im
Polynomring in d Variablen iiber k auf einer affinen Hyperebene in k¢, so wird
es von der, bis auf einen Skalar eindeutig bestimmten, linearen Gleichung be-
sagter Hyperebene geteilt. Hinweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
mag man unsere Hyperebene als eine der Koordinatenhyperebenen anneh-
men. Man zeige auch allgemeiner: Verschwindet ein Polynom in d Verén-
derlichen iiber einem unendlichen Korper auf der Vereinigung der paarweise
verschiedenen affinen Hyperebenen Hy, ..., H, C k% so wird es vom Produkt
der linearen Gleichungen unserer Hyperebenen geteilt.

2.4 Aquivalenzrelationen

Definition 2.4.1. Eine Relation R C X x X auf einer Menge X im Sinne
von 7?7 heiflt eine Aquivalenzrelation genau dann, wenn fiir alle x,y, z € X
gilt

1. Transitivitit: (zRy und yRz) = zRz;
2. Symmetrie: zRy & yRx;
3. Reflexivitat: zRx.

2.4.2. Gegeben eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X betrachtet man
fiir x € X die Menge A(z) = {# € X | z ~ x} und nennt sie die Aqui-
valenzklasse von z. Ein Element einer Aquivalenzklasse nennt man auch
einen Reprasentanten der Klasse. Eine Teilmenge Z C X, die aus jeder
Aquivalenzklasse genau ein Element enthilt, heiBt ein Reprisentanten-
system. Aufgrund der Reflexivitit gilt x € A(z), und man sieht leicht, daf
fiir x,y € X die folgenden drei Aussagen gleichbedeutend sind:

1.z ~y;
2. Alx) = Aly):
3. A(z) N A(y) # 0.
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2.4.3. Gegeben eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X bezeichnen wir
die Menge aller Aquivalenzklassen, eine Teilmenge der Potenzmenge P(X),
mit
(X/~) = {A(z) | € X}

und haben eine kanonische Abbildung can : X — (X/~), z +— A(z). Ist
weiter f : X — Z eine Abbildung mit x ~ y = f(z) = f(y), so gibt es
genau eine Abbildung f : (X/~) — Z mit f = f o can. Wir zitieren diese
Eigenschaft manchmal als die universelle Eigenschaft des Raums der
Aquivalenzklassen.

2.4.4. Die kanonische Abbildung can : X — (X/~) ist stets eine Surjektion.
Ist umgekehrt f: X — Z eine Surjektion und betrachten wir auf X die Re-

lation z ~ y < f(x) = f(y), so ist besagte Relation eine Aquwalenzrelatlon
und die kanonische Abbildung f liefert eine Bijektion f : (X/~) =

Bezspzel 2.4.5. Gegeben eine ganze Zahl m € Z ist unser “kongruent modulo
m” aus 2.1.7 eine Aquivalenzrelation ~ auf Z und die zugehérigen Aquivalenz-
klassen sind genau unsere Restklassen von dort, so daf wir also Z/ ~= Z/mZ
erhalten.

2.4.6. Sind R € X xX und S C Y xY Aquivalenzrelationen, so auch das Bild
von (Rx S) C (X x X)x (Y xY) unter der durch Vertauschen der mittleren
Eintriige gegebenen Identifikation (X x X) x (Y xY) = (X xY) x (X xY).
Wir notieren diese Aquivalenzrelation auf dem Produkt kurz R x S.

2.5 Quotientenkorper
Das war in der Vorlesung 2008/09 nicht dran.

Definition 2.5.1. Gegeben ein kommutativer Integritédtsbereich R konstru-
ieren wir seinen Quotientenkoérper

Quot(R)

wie folgt: Wir betrachten die Menge R x (R\0) und definieren darauf eine
Relation ~ durch die Vorschrift

(a,s) ~ (b,t) genau dann, wenn gilt at = bs.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, wir bezeichnen die Menge der
Aquivalenzklassen mit Quot(R) und die Aquivalenzklasse von (a,s) mit ¢
oder a/s. Dann definieren wir auf Quot(R) Verkniipfungen + und - durch
die Regeln

a _at+bs
st

st

und

wl@

@ b_ab
s t
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und iiberlassen dem Leser den Nachweis, dafl diese Verkniipfungen wohlde-
finiert sind und Quot(R) zu einem Koérper machen und daf die Abbildung
can : R — Quot(R), r — r/1 ein Ringhomomorphismus ist. Sie heiit die
kanonische Einbettung unseres Integritatsbereichs in seinen Quotienten-
korper.

2.5.2. Auf Englisch bezeichnet man den Quotientenkorper als fraction field
und auf Franzosisch als corps de fractions. Dort verwendet man folgerichtig
statt unserer Notation Quot(R) die Notation Frac(R).

Beispiel 2.5.3. Der Korper der rationalen Zahlen Q ist formal definiert als
der Quotientenkorper des Rings der ganzen Zahlen, in Formeln Q = Quot Z.
Sicher wére es unter formalen Aspekten betrachtet eigentlich richtig gewesen,
diese Definition schon viel frither zu geben. Es schien mir jedoch didaktisch
ungeschickt, gleich am Anfang derart viel Zeit und Formeln auf die exakte
Konstruktion einer Struktur zu verwenden, die den meisten Studenten bereits
zu Beginn ihres Studiums hinreichend vertraut sein sollte.

Satz 2.5.4 (Universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers). Sei R
ein kommutativer Integrititsbereich. Ist ¢ ©+ R — A ein Ringhomomorphis-
mus, unter dem jedes von Null verschiedene Element von R auf eine Einheit
abgebildet wird, so faktorisiert ¢ eindeutig tiber Quot R, es gibt also in For-
meln genau einen Ringhomomorphismus ¢ : Quot R — A mit o = @ o can.

Beweis. Fiir jedes mogliche ¢ muf gelten @(r/s) = ¢(r)p(s)™!, und das zeigt
bereits die Eindeutigkeit von ¢. Um auch seine Existenz zu zeigen, betrachten
wir die Abbildung ¢ : R x (R\0) — A gegeben durch $(r,s) = o(r)p(s)™
und priifen, daf sie konstant ist auf Aquivalenzklassen. Dann muf sie nach
2.4.3 eine wohlbestimmte Abbildung Quot R — A induzieren, von der der
Leser leicht selbst priifen wird, dafl sie ein Ringhomomorphismus ist. O

2.5.5. Ist k ein Korper, so bezeichnet man den Quotientenkorper des Poly-
nomrings mit Quot k[X] = k(X)) und nennt seine Elemente rationale Funk-
tionen. Ahnlich schreibt man bei mehreren Verénderlichen

Quot k?[Xl, ce ,Xn] = ]{J(Xl, c. ,Xn)

Ist k& unendlich, so kann man sich die Elemente von k(X) als “fast iiberall
definierte k-wertige Funktionen auf £” vorstellen. Etwas formaler betrachten
wir fiir eine beliebige Menge M auf dem Ring Ens(M, k) aller Abbildungen
von M nach k die Aquivalenzrelation ~ gegeben durch f ~ ¢ genau dann,
wenn gilt f(z) = g(x) an allen auBer endlich vielen Stellen z € M. Es ist
hoffentlich klar, wie zwei Aquivalenzklassen zu addieren bzw. zu multipli-
zieren sind, und daf8 die Menge der Aquivalenzklassen Ens(M,k)/ ~ so zu
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einem Ring wird. Wir nennen ihn den Ring der “fast iiberall definierten k-
wertigen Funktionen auf M”. Dann liefert die universelle Eigenschaft 2.5.4
eine Einbettung

k(X) — {fast tiberall definierte k-wertige Funktionen auf k}

Man definiert fiir jede rationale Funktion f € k(X) ihren Definitionsbe-
reich D(f) C k als die Menge aller Punkte a € k derart, dafl f sich schreiben
148t als Quotient von zwei Polynomen f = g/h mit h(a) # 0. Haben wir zwei
solche Darstellungen f = g/h = g/ h mit h(a) # 0 # ﬁ(a), so gilt offensicht-
lich g(a)/h(a) = g(a)/h(a) und wir definieren f(a) als diesen gemeinsamen
Wert. In diesem Sinne liefert also jedes f € k(X)) eine Abbildung

f:D(f) =k

Die endlich vielen Punkte auflerhalb des Definitionsbereichs von f heiflen die
Polstellen von f.

Ubung 2.5.6. Gegeben ein unendlicher Korper & und eine von Null verschie-
dene rationale Funktion f € k(X)* sind die Polstellen von f genau die
Nullstellen von (1/f), als da heiit, die Stellen aus dem Definitionsbereich
von (1/f), an denen diese Funktion den Wert Null annimmt.

Ubung 2.5.7. Gegeben ein Korper k liefert die Einbettung k[X] < k[[X]] —
k((X)) offensichtlich einen Ringhomomorphismus und mithin eine Einbet-
tung k(X) — k((X)). Man bestimme das Bild von (1 + X)~! unter dieser
Einbettung.

2.6 Das Signum einer Permutation

Definition 2.6.1. Die Gruppe aller Permutationen alias bijektiven Selbst-
abbildungen der Menge {1,2,...,n} notieren wir

S, = Ens*{1,2,...,n}

Nach 1.2.2.24 hat diese Gruppe n! Elemente, in Formeln |S,| = n!. Eine
Permutation, die zwei Elemente unserer Menge vertauscht und ansonsten die
Identitét ist, nennt man eine Transposition.

Definition 2.6.2. Ein Fehlstand einer Permutation o € S,, ist ein Paar
(1,7) mit 1 < i < j <n aber o(i) > o(j). Die Zahl der Fehlsténde heifit die
Lénge /(o) unserer Permutation, in Formeln

(o) = {(@j) | i <j aber o(i) > o(j)}|
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Das Signum einer Permutation ist definiert als die Paritédt der Zahl ihrer
Fehlstdnde, in Formeln

sgn(o) = (1)

Eine Permutation mit Signum +1 alias gerader Linge heifit eine gerade
Permutation, eine Permutation mit Signum —1 alias ungerader Lénge eine
ungerade Permutation.

Beispiel 2.6.3. Die Identitdat von S, ist jeweils die einzige Permutation der
Lange Null. Die Transposition, die die Zahlen ¢ und j vertauscht, hat die
Léange 2|t — j| — 1, wie auch nebenstehendes Bild sofort zeigt, und ist also
insbesondere stets ungerade.

Lemma 2.6.4. Fiir jede natirliche Zahl n ist unser Signum ein Gruppen-
homomorphismus sgn : S,, — {1, —1} von der symmetrischen Gruppe S, in
die zweielementige Gruppe der Vorzeichen, in Formeln gilt also

sgn(or) =sgn(o)sgn(r) Vo,7 €S,

Beweis. Wir vereinbaren speziell fiir diesen Beweis fiir das Vorzeichen einer
von Null verschiedenen ganzen Zahl a € Z\0 die Notation [a] € {1,—1}.
Damit konnen wir das Signum einer Permutation ¢ dann auch schreiben als
sgn(o) = [[;;[o(i) — o(j)], und da fiir eine beliebige weitere Permutation
7 auch die {7(i),7(j)} fur ¢ < j genau alle zweielementigen Teilmengen
von {1,...,n} durchlaufen, gilt fiir eine beliebige weitere Permutation 7 die
Formel

1 o) — ot ()
=)= =56 =0

Mit diesen Erkenntnissen reduziert sich dann der Beweis auf die Rechnung

Tlorti) - ori) = [ 22D =TIy - 7y) O

oy o @O =70

i<j

2.6.5. Fiir jedes n bilden die geraden Permutationen als Kern eines Gruppen-
homomorphismus nach 2.2.11 eine Untergruppe von §,,. Diese Gruppe heifit
die alternierende Gruppe und wird A,, notiert.

Ubung 2.6.6. Die Permutation o € S, die i ganz nach vorne schiebt ohne
die Reihenfolge der iibrigen Elemente zu éndern, hat (: — 1) Fehlstdnde und
folglich das Signum sgn(c) = (—1)""1.

Ubung 2.6.7. Jede Permutation einer endlichen angeordneten Menge liBt sich
darstellen als eine Verkniipfung von Transpositionen benachbarter Elemente.
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SkriptenBilder/Bildsgn.png

Diese Bilder illustrieren zwei mogliche Anschauungen fiir die Lénge einer
Permutation, in diesem Fall der Permutation ¢ € Sg mit 1 +— 2, 2 — 4,
3—1,4— 5,5+ 3 und 6 — 6 : Im oberen Bild ist die Lénge ganz
offensichtlich die “Zahl der Kreuzungen von Abbildungspfeilen”, in unserem
Fall haben wir also [(0) = 4. Im unteren Bild habe ich unter jede Zahl n
jeweils o(n) geschrieben und dann gleiche Zahlen verbunden, und hier ist
dhnlich (o) = 4 gerade die “Zahl der Kreuzungen solcher
Verbindungslinien”. Der Leser sei ermutigt, sich auch die Produktformel fiir
das Signum 2.6.4 mithilfe dieser Bilder anschaulich zu machen.

SkriptenBilder/BildFij.png

Die Transposition, die ¢ und j vertauscht, hat genau 2|i — j| — 1 Fehlsténde.
Insbesondere ist jede Transposition ungerade.
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Ubung 2.6.8. Ist T eine endliche Menge, so gibt es genau einen Gruppenho-

momorphismus
sign : Ens™(T') — {1, -1}

derart, daf fiir jede Bijektion 38 : {1,...,n} = T und alle 7 € Ens*(T)
gilt sign(7) = sgn(B~! o 7 0 3). Wir nennen ihn auch in dieser Allgemeinheit
das Signum und kiirzen ihn wieder mit sign = sgn ab. Auch in dieser All-
gemeinheit nennen wir eine Permutation mit Signum +1 gerade, und eine
Permutation mit Signum —1 ungerade. Es ist allerdings nicht mehr sinnvoll,
in dieser Allgemeinheit von der “Lénge” einer Permutation zu reden.

2.7 Die Determinante

Definition 2.7.1. Sei k ein Kring und n € N. Die Determinante ist die
Abbildung det : M(n x n; k) — k von den quadratischen Matrizen mit Ein-
tragen in unserem Kring in besagten Kring selbst, die gegeben wird durch

die Vorschrift

a1 ... QAip
A= : : —  det A= Z SgN(0) A1) - - - Qno(n)
A1 - Qpp TESK
Summiert wird tiber alle Permutationen von n, und der Vorfaktor sgn(o)
meint das Signum der Permutation o. Unsere Formel heifit die Leibniz-
Formel. Fiir den Extremfall n = 0 der “leeren Matrix” ist zu verstehen,
daf ihr die Determinante 1 zugeordnet wird: Formal gibt es genau eine Per-
mutation der leeren Menge, deren Signum ist Eins, und dies Signum wird
multipliziert mit dem leeren Produkt, das nach unseren Konventionen den
Wert Eins hat.

2.7.2. Wie wir in 2.7.16 sehen werden, bestimmt alias determiniert die De-
terminante, ob ein quadratisches lineares Gleichungssystem eindeutig 16sbar
ist. Daher riihrt denn auch die Terminologie.

Beispiele 2.7.3. Wir erhalten etwa

det(a) = a

a b
det <c d> = ad—cb

11 Q12 413
det 921 Q922 Q93 =
a3; azz2 ass

11022033 + G12G23031 + A13021032
—Q31022013 — (32023011 — A33021412
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SkriptenBilder/BildJZF .png

Um die Determinante einer (3 x 3)-Matrix zu berechnen mag man die erste
und zweite Spalte danebenschreiben und dann die Produkte der drei
Dreierdiagonalen nach rechts unten addieren und davon die Produkte der
drei Dreierdiagonalen nach rechts oben abziehen. Diese Eselsbriicke heif3t
auch die “Jagerzaunformel”. Fiir (4 x 4)-Matrizen ist es aber nicht mehr so
einfach!
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Im Fall der (3 x 3)-Matrizen heifit das manchmal die Jigerzaunformel aus
einem Grund, den die nebenstehende Abbildung illustriert. Fiir n > 4 macht
die Berechnung der Determinante anhand der Leibniz-Formel als Summe von
n! > 24 Termen keinen Spafi mehr. Wir besprechen spéter, wie man in diesen
Fillen geschickter vorgehen kann.

Beispiel 2.7.4. Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ist das Produkt
ihrer Diagonaleintrége. In der Tat ist die Identitdt die einzige Permutation
o mit o(i) < ¢ fur alle i, folglich triigt im Fall einer oberen Dreiecksmatrix
nur der Summand mit ¢ = id zur Determinante bei. Dasselbe gilt fiir untere
Dreiecksmatrizen.

Ubung 2.7.5. Die Determinante einer Block-oberen-Dreiecksmatrix ist das
Produkt der Determinanten ihrer Blocke auf der Diagonalen. Hinweis: Man
variiere das Argument fiir 2.7.4.

2.7.6 (Betrag der Determinante und Volumen). Vor der weiteren Ent-
wicklung der Theorie will ich nun zuerst einmal die anschauliche Bedeutung
der Determinante einer Matrix mit reellen Eintragen diskutieren. Ich beginne
mit der anschauliche Bedeutung des Betrags der Determinante und beschrén-
ke mich dazu zunéchst auf den Fall n = 2. Hoffentlich ist anschaulich klar,
daf} jede lineare Abbildung L : R? — R? einen “Volumenverzerrungsfaktor”
haben sollte, daf} es also dazu eine reelle Konstante ¢(L) > 0 geben sollte der-
art, daf “das Bild unter L eines Flachenstiicks U der Fléche vol(U) die Fliache
vol(LU) = ¢(L) vol(U) hat”. Formal zeigt das die Transformationsformel ?7?,
die fiir besagte Konstante auch gleich die Formel

c(L) = |det L]
liefert. Ich will diese Formel im folgenden heuristisch begriinden. Anschaulich

ist hoffentlich klar, daf§ unser ¢ : M(2 x 2;R) — R die folgenden Eigen-
schaften haben sollte:

1. Es sollte “multiplikativ” sein, in Formeln ¢(LM) = ¢(L)c(M);

2. Die Streckung einer Achse sollte die Flache eines Flachenstiicks genau
durch Multiplikation mit dem Betrag des Streckfaktors &ndern, in For-
meln c(diag(a, 1)) = c(diag(1,a)) = |al;

3. Scherungen sollten die Fliche eines Fliachenstiicks nicht éndern, in For-
meln ¢(D) = 1 fiir D eine obere oder untere Dreiecksmatrix mit Einsen
auf der Diagonale.

Da sich nun nach 1.7.16 jede Matrix als Produkt von Elementarmatrizen
darstellen 148t, kann es hochstens eine Abbildung ¢ : M(2 x 2;R) — R ge-
ben, die diese drei Eigenschaften hat. In 2.7.15 werden wir fiir unsere Deter-
minante die “Multiplikationsformel” det(LM) = det(L) det(M) zeigen, und
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zusammen mit unserer Formel 2.7.4 fiir die Determinante einer oberen oder
unteren Dreiecksmatrix wird dann andererseits auch klar, da§ M +— |det M|
eine Abbildung mit unseren drei Eigenschaften ist. Das beendet unsere heuris-
tische Argumentation fiir die Stichhaltigkeit der Anschauung |det L| = ¢(L)
fir den Betrag der Determinante von (2 x 2)-Matrizen. In hoheren Dimen-
sionen liefert dieselbe Argumentation analoge Resultate, insbesondere kann
der Betrag der Determinante einer (3 x 3)-Matrix aufgefat werden als der
Faktor, um den die zugehorige lineare Abbildung Volumina é&ndert. Damit
sollte auch anschaulich klar werden, warum det L # 0 gleichbedeutend ist
zur Invertierbarkeit von L, was wir im allgemeinen als 2.7.16 zeigen.

2.7.7 (Vorzeichen der Determinante und Drehsinn). Das Vorzeichen
der Determinante einer invertierbaren reellen (2 x 2)-Matrix zeigt anschaulich
gesprochen an, “ob die dadurch gegebene lineare Selbstabbildung der Ebene
R? den Drehsinn erhilt oder umkehrt”. Formal ist das vielleicht am ehesten
in 7?7 enthalten, und im Fall allgemeiner angeordneter Koérper wird diese an-
schauliche Erkenntnis ihrerseits unsere Definition 3.5.5 einer “Orientierung”
auf einem Vektorraum iiber einem angeordneten Koérper motivieren. Um die
Beziehung zwischen Drehsinn und Determinante heuristisch zu begriinden,
kéonnen wir dhnlich argumentieren wie zuvor: Zunéchst einmal fithren wir
ganz heuristisch eine angepafite Notation ein und erklaren fiir eine invertier-
bare lineare Abbildung L : R? = R? das Vorzeichen (L) durch die Vorschrift

(L) = 1 L erhilt den Drehsinn;
€ | =1 L kehrt den Drehsinn um.

Vereinbaren wir speziell fiir diesen Beweis die Notation [a] fiir das Vorzeichen
einer von Null verschiedenen reellen Zahl, so kénnen wir unsere Behauptung
schreiben als die Formel

e(L) = [det L]

Ich will diese Formel im folgenden heuristisch begriinden. Anschaulich ist hof-
fentlich klar, daf unser € : GL(2;R) — {1, —1} die folgenden Eigenschaften
haben sollte:

1. Es sollte “multiplikativ” sein, in Formeln e(LM) = e(L)e(M);

2. Die Streckung einer Achse sollte den Drehsinn genau durch die Mul-
tiplikation mit dem Vorzeichen des Streckfaktors éndern, in Formeln
(diag(a, 1)) = e(diag(1, a)) = [a]

3. Scherungen sollten den Drehsinn nicht &ndern, in Formeln (D) = 1 fiir
D eine obere oder untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonale.
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Da sich nun nach 1.7.16 jede Matrix als Produkt von Elementarmatrizen dar-
stellen 1a8t, kann es hochstens eine Abbildung ¢ : GL(2; R) — {1, —1} geben,
die diese drei Eigenschaften hat. In 2.7.15 werden wir fiir unsere Determinan-
te die “Multiplikationsformel” det(LM) = det(L) det(M) zeigen, und zusam-
men mit unserer Formel 2.7.4 fiir die Determinante einer oberen oder unteren
Dreiecksmatrix wird dann andererseits auch klar, da§ M +— [det M| eine Ab-
bildung mit unseren drei Eigenschaften ist. Das beendet unsere heuristische
Argumentation fiir die Stichhaltigkeit der Anschauung [det L] = ¢(L) fiir das
Vorzeichen der Determinante von (2 x 2)-Matrizen. In héheren Dimensionen
liefert dieselbe Argumentation analoge Resultate, etwa zeigt das Vorzeichen
der Determinante einer invertierbaren Abbildung L : R* — R3 an, ob sie
die “Héndigkeit” erhélt oder vielmehr “Rechtsgewinde und Linksgewinde ver-
tauscht”.

Bemerkung 2.7.8. Amiisant ist in diesem Zusammenhang die naive Frage,
warum ein Spiegel “rechts und links vertauscht, aber nicht oben und un-
ten”. Die korrekte Antwort lautet, dafl ein Spiegel ebensowenig rechts und
links vertauscht wie oben und unten, sondern vielmehr vorne und hinten.
Wir versuchen nur unbewuflt, uns so gut wie moglich mit unserem Spiegel-
bild zu identifizieren, indem wir hinter den Spiegel treten, d.h. durch eine
180°-Drehung im Raum um eine geeignete vertikale Achse im Spiegel, und
stellen dann fest, dafl das zwar fast gelingt aber nicht ganz, und dafl genauer
die Verkniipfung der Spiegelung am Spiegel mit dieser Drehung gerade eine
Spiegelung ist, die rechts und links vertauscht.

Definition 2.7.9. Seien V, U Vektorrdume iiber einem Korper k. Eine bi-
lineare Abbildung F' : V x V — U heiffit symmetrisch genau dann, wenn
gilt

Fv,w) = F(w,v) Yo,weV

Im Fall eines Grundkorpers k mit 1 + 1 # 0, alias chark # 2 heifit sie
“alternierend” genau dann, wenn gilt F'(v,w) = —F(w,v) Yv,w € V. Um
auch den Fall eines Grundkorpers der Charakteristik char £ = 2 korrekt ein-
zubinden, miissen wir uns bei unserer Definition allerdings etwas von der
urspriinglichen Bedeutung des Wortes “alternierend” entfernen und nennen
im allgemeinen eine bilineare Abbildung F': V xV — U alternierend genau
dann, wenn gilt

Fv,v)=0 YveV

2.7.10. Gegeben eine bilineare Abbildung F : V xV — U mit der Eigenschaft
F(v,v) =0 Vv €V, die also im Sinne unserer Definition 2.7.9 alternierend
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ist, folgern wir aus

0 = Flv+w,v+w)
= Flv,v4+w)+ F(w,v+w)
= F(v,v)+ F(v,w) + F(w,v) + F(w,v)
= F(v,w)+ F(w,v)

sofort F(v,w) = —F(w,v) Yov,w € V. Gilt umgekehrt F(v,w) = —F(w,v)
Vo,w € V, so folgt F(v,v) = —F(v,v) alias (1 + 1) F(v,v) = 0 fiir alle
v € V,und ist 1y + 1x # Oy, so folgt daraus auch wieder F'(v,v) = 0.

Definition 2.7.11. Sind Vi,...,V,,, W Vektorrdume iiber einem Korper k,
so heifit eine Abbildung F : V; x ... x V,, — W multilinear genau dann,
wenn fiir alle j und alle beliebig aber fest gewéhlten v; € V; fiir ¢ # j die
Abbildung V; — W, v; — F(vy,...,vj,...,v,) linear ist.

Ubung 2.7.12. Gegeben Vektorrdume Vi, Vs, ..., V,, W iiber einem festen
Korper bezeichne Hom(”)(Vl X Vo x ... x Vo, W) die Menge aller multili-
nearen Abbildungen V; x Vo x ... x V,, — W. Man zeige: Ist B; C V; jeweils
eine Basis, so liefert die Restriktion eine Bijektion

Hom™ (V; x ... x V,,, W) = Ens(B; x ... x B,,W)

Jede multilineare Abbildung ist also festgelegt und festlegbar durch die Bilder
aller Tupel von Basisvektoren. Den Spezialfall n = 1 kennen wir bereits aus
1.5.10, den Spezialfall n = 2 aus 1.5.24.

Definition 2.7.13. Seien V, W Vektorraume iiber einem Kérper k. Eine mul-
tilineare Abbildung F': V x ... x V — W heifit alternierend genau dann,
wenn sie auf jedem n-Tupel verschwindet, in dem zwei Eintrége iibereinstim-
men, wenn also in Formeln gilt

(al#jmlt?}z:@]) = F(Ul,...,’UZ‘,...,’Uj,...Un):0

Das impliziert, dafl sich das Vorzeichen von F' dndert, wann immer man zwei
Eintrage vertauscht, in Formeln

F(ug, ... 000,05, 00 0) = —=F(v1, .0, 05,000, 04,000, Up)

und im Fall eines Grundkorpers einer von Zwei verschiedenen Charakteristik
erhélt man in derselben Weise, wie wir es in 2.7.10 fiir bilineare Abbildungen
ausgefithrt haben, auch die umgekehrte Implikation.
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Satz 2.7.14 (Charakterisierung der Determinante). Sei k ein Korper.
Die Determinante

det : M(n x n; k) — k

ist die einzige Abbildung, die (1) multilinear und alternierend ist als Funktion
der n Spaltenvektoren und die (2) der Einheitsmatriz die Fins zuordnet.

Beweis. Dafl unsere in 2.7.1 durch die Leibniz-Formel definierte Determinan-
te multilinear ist und der Einheitsmatrix die Eins zuordnet, scheint mir offen-
sichtlich. Stimmen weiter zwei Spalten einer Matrix iiberein, so verschwindet
ihre Determinante, denn fiir 7 € S,, die Transposition der entsprechenden In-
dizes gilt ai(1) - - - Gnom) = Giro(1) - - - Anro(n) Und sgn(o) = —sgn(70), so dafl
sich in der Leibniz-Formel die entsprechenden Terme gerade wegheben. Un-
sere durch die Leibniz-Formel gegebene Abbildung hat also die geforderten
Eigenschaften, und es gilt nur noch zu zeigen, dafl es keine weiteren Abbil-
dungen d : M(n x n;k) — k mit den besagten Eigenschaften gibt. Nach
2.7.12 kennen wir aber unsere multilineare Abbildung d bereits, wenn wir
ihre Werte

d(eg(1)| Ce |ea(n))
kennen fiir alle Abbildungen o : {1,...,n} — {1,...,n}. Ist d zusétzlich
alternierend, so gilt d(e,(1)|...|esm)) = 0, falls o nicht injektiv ist, und
d(esr)| - - - |eor(n)) = —d(esq)| - . |eom)) fiir jede Transposition 7. Mit 2.6.7
folgt daraus
sgn(o)d(eq]...le,) o € Sy;

d(ea(1)| . |eg(n)) = {

0 sonst,
und erfiillt d dann auch noch unsere Bedingung d(e4|...le,) = 1 fir die
Determinante der Einheitsmatrix, so folgt mit 2.7.12 sofort d = det. [

Satz 2.7.15 (Multiplikativitidt der Determinante). Sei k ein Kring.
Gegeben quadratische Matrizen A, B € M(n x n; k) gilt

det(AB) = (det A)(det B)
Erster Beweis. Wir notieren 7, = Ens({1,...,n}) die Menge aller Abbil-
dungen « : {1,...,n} — {1,...,n} und rechnen
det(AB) = >_,sgn(0) [[;(AB)is()
= > .sen(o) [[; X2 aijbjoq
= 2oes, et S8(0)A1n(1)Dr(1)o(1) - - - Grr) ()
2 e, Mw(1) -+ Gnn(n) 2, SB()br(1)o(1) - - Ostryatn)
= Lnet, G1s(1) - - - nn) A0E(By)
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wo B,; diejenige Matrix bezeichnet, deren Zeilen der Reihe nach die Zeilen mit
den Indizes k(1), ..., k(n) der Matrix B sind. Aus 2.7.14 folgt aber det B,, = 0
falls kK € S,, und (det B,) = sgn(k)(det B) falls k € S,,, und damit erhalten
wir dann det(AB) = (det A)(det B) wie gewiinscht. O

Zweiter Beweis im Korperfall. Die Formel ist klar, wenn eine der beiden Ma-
trizen eine Elementarmatrix ist, also eine Matrix, die sich von der Einheits-
matrix in hochstens einem Eintrag unterscheidet. Sie folgt im allgemeinen,
da nach 1.7.16 jede Matrix ein Produkt von Elementarmatrizen ist. O

Dritter Beweis im Koérperfall. Im Rahmen der Multilinearformen geben wir
einen alternativen Beweis in 77 sowie in 7.4.15. [

Satz 2.7.16 (Determinantenkriterium fiir Invertierbarkeit). Die De-
terminante einer quadratischen Matrix mit Fintrdgen in einem Korper ist
von Null verschieden genau dann, wenn unsere Matrix invertierbar ist.

Beweis. In Formeln behaupten wir fiir einen Kérper K und eine beliebige
Matrix A € M(n x n; K) also

det A#0 < A invertierbar

Ist A invertierbar, so gibt es eine Matrix B = A~! mit AB = I. Mit der
Multiplikationsformel folgt (det A)(det B) = det I = 1 und folglich det A # 0.
Das zeigt die Implikation <. Ist A nicht invertierbar, so hat A nicht vollen
Rang, die Familie der Spaltenvektoren von A ist demnach linear abhéngig.
Wir kénnen also einen Spaltenvektor, ohne Beschriankung der Allgemeinheit
den Ersten, durch die Anderen ausdriicken, etwa a,; = Aoty + ... + A Gun.
Dann folgt jedoch unmittelbar

det A = det(a|asw|. .. |awm)
= Aodet(awe|asnl ... |awm) + ...+ A, det(au|aw] .. . |awm) =0

und damit ist auch die andere Implikation = gezeigt. [
Ubung 2.7.17. Man zeige die Formel fiir die van-der-Monde-Determinante

1 Xo X2 ... X7

o = I &=
1 X, X2 ... X» 0<j<i<n

Hinweis: Man mag von 2.3.31 und dem Fall des Grundkorpers Q ausgehen.



162 KAPITEL 11I. LINEARE ALGEBRA

2.7.18. Aus der Multiplikationsformel folgt sofort det(A™') = (det A)™! fiir
jede invertierbare Matrix A und damit ergibt sich fiir jede weitere quadra-
tische Matrix B die Identitéit det(A~'BA) = det B. Nach 1.7.33 hiingt also
fiir einen Endomorphismus f : V' — V eines endlichdimensionalen Vektor-
raums die Determinante einer darstellenden Matrix nicht von der Wahl der
zur Darstellung gewéhlten angeordneten Basis ab, in Formeln det(z[f]|s) =
det(4[f]a) fur je zwei angeordnete Basen A und B von V. Diesen Skalar
notieren wir

det f

und nennen ihn die Determinante des Endomorphismus f. Dem ein-
zigen Automorphismus des Nullraums ist insbesondere die Determinante 1
zuzuordnen.

Lemma 2.7.19. Die Determinante einer Matrixz andert sich nicht beim
Transponieren, in Formeln

det AT = det A
Erster Beweis. Per definitionem gilt det AT = > es, SE0(0)ao(1)1 - - - Ag(n)n-
Ist nun 7 = o' die inverse Permutation, so haben wir sgn(7) = sgn(o)
und dariiber hinaus air(1)... Gnr(n) = Go(1)1 - - - Ao(n)n, denn diese Produkte

unterscheiden sich nur in der Reihenfolge ihrer Faktoren. Damit ergibt sich
dann wie behauptet

det AT = Z sgn(T)alT(l) <+« Qpr(n) ]
TESn

Zweiter Beweis. Arbeiten wir mit Koeffizienten in einem Korper, so konnen
wir auch davon ausgehen, dafl nach 1.7.16 jede quadratische Matrix A als ein
Produkt von Elementarmatrizen A = S ... .S, geschrieben werden kann. Fiir
Elementarmatrizen S priift man die Identitéit det ST = det S leicht explizit,
und dann liefert die Multiplikationsformel

det AT =det(S]...S) =det(ST)...det(S]) = det(S,)...det(S))
det A = det(Sy...S,) =det(5)...det(S,)
und diese Produkte sind offensichtlich gleich. ]

Satz 2.7.20 (Laplace’scher Entwicklungssatz). Gegeben eine (n x n)-
Matrizv A = (a;j) bezeichne A(i,j) die Streichmatrix, die aus A durch
Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. So gilt fiir jedes feste i
die Entwicklung der Determinante nach der i-ten Zeile

det A = Z(—l)i+jaij det A(i, 7)
=1
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und fiir jedes feste 7 die Entwicklung nach der j-ten Spalte
det A= (—1)"ay; det Ali, j)
i=1

2.7.21. Der folgende Beweis verwendet zwar die Sprache der Vektorrdume,
das Argument funktioniert jedoch ganz genauso statt fiir Matrizen mit Ein-
tragen in einem Koérper auch fiir Matrizen mit Eintrdgen in einem Kring.

Beweis. Wegen det A = det A" reicht es, die erste unserer beiden Formeln
zu zeigen. Wir wissen bereits, dafl sich die Determinante einer quadratischen
Matrix nur um den Faktor (—1)’~! &ndert, wenn wir die j-te Spalte nach vor-
ne schieben, ohne die Reihenfolge der iibrigen Spalten zu éndern. Es reicht
also, unsere Formel fiir die Entwicklung nach der ersten Spalte zu zeigen,
was im folgenden Beweis insbesondere die Notation vereinfacht. Wir schrei-
ben unsere Matrix als Folge von Spaltenvektoren A = (a.1|ase| ... |aswm) und
schreiben den ersten Spaltenvektor als Linearkombination der Standardba-
sisvektoren

Ay = a11€1 + ...+ ap1€y
Die Multilinearitdt der Determinante liefert sofort

det A =) "ay det(ejla| .. |am) =Y an(—1)""" det A(i, 1)
i=1 i=1
wo wir im zweiten Schritt die i-te Zeile der Matrix (e;|ass|. .. aw) ganz
nach oben geschoben haben, ohne die Reihenfolge der iibrigen Zeilen zu
andern, um dann die Formel 2.7.5 fiir die Determinante von Block-oberen-
Dreiecksmatrizen anzuwenden. [

Satz 2.7.22. Bildet man zu einer quadratischen Matriz A die sogenannte
adjungierte Matrix A* mit den Eintrigen Agj = (=1)" det A(j,1) fiir
A(j,1) die entsprechende Streichmatriz nach 2.7.20, so gilt

A A = (det A) - T
Beweis. Es gilt zu zeigen

S (— 1) ay det A(j, i) = 5 (det A)
Im Fall £ = j folgt das direkt aus unserer Entwicklung der Determinante
nach der j-ten Zeile, im Fall k # j steht die Formel fiir die Entwicklung nach
der j-ten Zeile der Determinante der Matrix A da, die aus A entsteht beim
Ersetzen der j-ten Zeile durch die k-te Zeile. Da diese Matrix jedoch zwei

gleiche Zeilen und damit Determinante Null hat, gilt unsere Formel auch in
diesem Fall. W
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Korollar 2.7.23. Eine quadratische Matriz mit Fintrdgen in einem Kring
besitzt genau dann eine Inverse mit Fintrdgen in besagtem Kring, wenn thre
Determinante in unserem Kring eine Einheit ist.

2.7.24. Eine quadratische Matrix mit ganzzahligen Eintrégen besitzt insbe-
sondere genau dann eine Inverse mit ganzzahligen Eintrdgen, wenn ihre De-
terminante 1 oder —1 ist.

Beweis. Sei k unser Kring. Gegeben Matrizen A, B € M(nxn; k) mit AB = [
gilt natiirlich (det A)(det B) = det I = 1 und damit ist det A eine Einheit
in k. Ist umgekehrt det A eine Einheit in k, so liefert nach der Cramer’schen
Regel 2.7.22 die Formel B = (det A)~'A* eine Matrix B € M(n x n;k)
mit AB = [I. Indem wir dasselbe Argument auf die transponierte Matrix
anwenden und das Resultat wieder transponieren, finden wir auch C' € M(n x
n; k) mit CA = I. Daraus folgt sofort B = C' und folglich ist A invertierbar
in M(n x n; k). O

Ubung 2.7.25. Es seien n? obere Dreiecksmatrizen Ai1, .. ., A, mit m Zeilen
und Spalten gegeben. Wir bilden die (mn x mn)-Matrix

All c Aln
B=| : :
A oo A

Man zeige, daf} gilt

det B = det (Z Sgn(U)Alo(l) ce Ano(n))

O'ESn

Hinweis: Wir betrachten diejenige Abbildung

AL ... omn} = {1,...,m}

die vertriglich ist mit der Restklassenabbildung beider Mengen auf Z/mZ,
und beachten, daB fiir eine Permutation o € S, mit f(o(i)) < f(i) Vi
notwendig Gleichheit gilt fiir alle 2. Man zeige dieselbe Formel bei Koeffi-
zienten in einem Korper auch fiir den Fall, dafl die Matrizen A;; paarweise
kommutieren.

Ubung 2.7.26. Man zeige dieselbe Formel auch fiir den Fall, daf die Matrizen
A;; paarweise kommutieren, ohne Koeffizienten in einem Korper vorauszu-
setzen. Vergleiche [Lorentz, LAII, S183, Aufgabe 63]. Hinweis: Ist Aj; die
Einheitsmatrix, so folgt die Behauptung durch Nullen der ersten Blockspal-
te und Induktion. Ist det A;; ein Nichtnullteiler unseres Rings R, so folgt
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die Aussage durch Multiplizieren beider Seiten mit diag(A%,, E, ..., E) fiir
Aﬁl die Komplementarmatrix zu A;;. Im allgemeinen kann man eine weitere
Variable X einfithren und A;; durch die Matrix A;; + X E ersetzen, deren
Determinante ein normiertes Polynom in R[X] und deshalb kein Nullteiler
ist. Nachher setze man dann X = 0.

2.8 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 2.8.1. Sei f : V' — V ein Endomorphismus eines Vektorraums
iiber einem Koérper k. Ein Skalar A € k heifit ein Eigenwert von f genau
dann, wenn es einen von Null verschiedenen Vektor v # 0 aus V gibt mit
f(v) = Av. Jeder derartige Vektor heiit dann ein Eigenvektor von [ zum
Eigenwert \.

Beispiel 2.8.2. Die Drehung des Richtungsraums der Papierebene um den
rechten Winkel im Uhrzeigersinn besitzt keinen Eigenwert. Fiir das Ablei-
ten, aufgefafit als Endomorphismus des Raums aller reellen polynomialen
Funktionen, ist der einzige Eigenwert Null und die zugehérigen Eigenvekto-
ren sind genau die von Null verschiedenen konstanten Polynome. Der lineare
Anteil einer Drehung im Anschauungsraum besitzt stets Eigenvektoren zum
Eigenwert Eins, ndmlich alle Richtungsvektoren der Drehachse. Was aber
iitberhaupt eine Drehung in der Sprache der Mengenlehre sein soll, werden
wir noch diskutieren miissen.

Satz 2.8.3 (Existenz von Eigenwerten). Jeder Endomorphismus eines
von Null verschiedenen endlichdimensionalen Vektorraums tiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Kdrper besitzt einen Eigenwert.

2.8.4. Auf dem C-Vektorraum C[X] der Polynome besitzt der Endomorphi-
mus “Multipliziere mit X” keine Eigenwerte. Die Annahme endlicher Dimen-
sion ist also fiir die Giiltigkeit des vorhergehenden Satzes wesentlich.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, unser
Vektorraum sei der £"™ und unser Endomorphismus sei gegeben durch die
Multiplikation mit einer quadratischen Matrix A € M(n x n; k). Bezeichnet
I € M(n x n; k) die Einheitsmatrix, so haben wir fiir A € k die Aquivalenzen

(A ist Eigenwert von A) < Jv # 0 mit Av = v

Jv # 0 mit (A—AN)v=0
ker(A— M) #0
det(A—AI) =0

Tt ¢
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Nun ist aber det(A — A\I) nach der Leibnizformel ein Polynom in A mit dem
Leitterm (—\)™ und besitzt folglich fiir n > 1 stets mindestens eine Nullstelle
in unserem algebraisch abgeschlossenen Korper k. O

2.8.5. Sei k ein Korper und A € M(n X n; k) eine quadratische Matrix mit
Koeffizienten in k. Das Polynom det(A— AI') aus dem Polynomring k[A] heifit
das charakteristische Polynom der Matrix A. Es wird auch notiert

det(A — AI) = ya(\)

Die Eigenwerte von A sind nach dem vorhergehenden Beweis genau die Null-
stellen des charakteristischen Polynoms.

Ubung 2.8.6. Sei k ein Korper und A € M(n x n; k) eine quadratische Matrix
mit Koeffizienten in k. Man zeige, dal das charakteristische Polynom von A
die Gestalt

XaA) = (=A)" + tr(A)(=N)""1 + ..+ det(A)

hat, also in Worten den Leitkoeffizienten (—1)", als nichsten Koeffizienten bis
auf ein Vorzeichen die Spur von A, und als konstanten Term die Determinante
von A.

Ubung 2.8.7. Jeder Endomorphismus eines endlichdimensionalen reellen Vek-
torraums ungerader Dimension besitzt einen reellen Eigenwert. Ist die Deter-
minante unseres Endomorphismus positiv, so besitzt er sogar einen positiven
reellen Eigenwert.

2.8.8. Sei k ein Korper und f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen k-Vektorraums. Mit demselben Argument wie in 2.7.18 sehen
wir, dafl beziiglich jeder angeordneten Basis von V' die darstellende Matrix
von f dasselbe charakteristische Polynom hat, in Formeln det(z[f]z—Aid) =
det(4[f]a—Aid) fur je zwei angeordnete Basen A und B von V. Dies Polynom
notieren wir dann

Xr = xs(A)
und nennen es das charakteristische Polynom des Endomorphismus f. Die

Eigenwerte von f sind nach dem vorhergehenden Beweis genau die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms x; von f.

2.8.9. Das charakteristische Polynom einer Block-oberen-Dreiecksmatrix ist
nach 2.7.5 das Produkt der charakteristischen Polynome ihrer Blocke auf der
Diagonalen.

Proposition 2.8.10. Eine Matriz ist nilpotent genau dann, wenn ihr cha-
rakteristisches Polynom nur aus dem Leitterm besteht. In Formeln ist also

n

A € M(n x n; k) nilpotent genau dann, wenn gilt xa(\) = (—=)™.
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Beweis. Ist unsere Matrix nilpotent, so ist sie nach 1.7.42 konjugiert zu ei-
ner oberen Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen und unsere Be-
hauptung folgt aus 2.8.9. Besteht umgekehrt das charakteristische Polynom
nur aus dem Leitterm, so ist unsere Matrix nilpotent nach dem gleich an-
schlieBenden Satz von Cayley-Hamilton. Ein alternatives Argument fiir die
Riickrichtung liefert der Satz iiber die Hauptraumzerlegung 5.3.14. [

Satz 2.8.11 (Cayley-Hamilton). Setzt man eine quadratische Matriz in
ihr eigenes charakteristisches Polynom ein, so erhdlt man die Nullmatriz.

Beweis. Gegeben eine quadratische Matrix A mit Koeffizienten in einem
Kring gibt es nach 2.7.22 eine weitere Matrix A* mit Koeffizienten in dem-
selben Kring derart, dafl im Ring der quadratischen Matrizen mit Eintrédgen
in unserem Kring gilt

APA = (det A) - E

fir F die Einheitsmatrix. Nehmen wir speziell den Kring k[t] und die Matrix
A = F —tF fiir eine vorgegebene Matrix F' € M(n x n; k), so erhalten wir in
M(n x n; k[t]) die Gleichung

AYF —tE) = Pp(t)- E

Bezeichne nun f : k™ — k™ die durch Multiplikation eines Spaltenvektors
mit der Matrix F' gegebene lineare Abbildung. Wenden wir auf beide Seiten
unserer Gleichung von Matrizen den Ringhomomorphismus k[t] — Endy k"
mit ¢ — f an, so erhalten wir in M(n x n; Endy, k") alias M(n? x n?; k) die
Gleichung

ANF — fE) = Pp(f)- E

Betrachten wir nun die Standardbasis ey, ...,e, aus Spaltenvektoren des k"
und wenden beide Seiten dieser Gleichung an auf den Vektor (e/,...,el )T,

aufgefaBt als Spaltenvektor in k", so ergibt auf der linken Seite schon die
Multiplikation mit (F' — fFE) den Nullvektor, denn bei

(F — fE)(elT, . ,eT)T

n

steht im i-ten Block von k™’ genau Fyie;+...+ Fy e, —f(e;) = 0. Also wird
die rechte Seite auch Null und es folgt Pr(f)e; = ... = Pp(f)e, = 0. O

Definition 2.8.12. Ein Endomorphismus eines Vektorraums heifit diago-
nalisierbar genau dann, wenn unser Vektorraum von Eigenvektoren des be-
sagten Endomorphismus erzeugt wird. Im Fall eines endlichdimensionalen
Vektorraums ist das gleichbedeutend dazu, dafl unser Vektorraum V' eine
angeordnete Basis B = (vy,...,v,) besitzt derart, dal die Matrix unserer
Abbildung f : V' — V beziiglich dieser Basis Diagonalgestalt hat, in Formeln
slfls = diag(A1, ..., Ay). In der Tat bedeutet das ja gerade f(v;) = Av;.
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SkriptenBilder/BildHaCa.png

(F— fE)(e/,...,e!)T =0 am Beispiel einer Matrix F' mit drei Zeilen und

rYn

Spalten. Alle nicht ausgeschriebenen Eintriage der obigen Matrizen sind als
Null zu verstehen.
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Lemma 2.8.13. Die Restriktion eines diagonalisierbaren Endomorphismus
auf einen unter besagtem Endomorphismus stabilen Teilraum ist wieder dia-
gonalisierbar.

Beweis. Sei f:V — V unser Endomorphismus. Gegeben v € W haben wir
nach Annahme eine Darstellung v = vy + ... + v, mit v; € V Eigenvektoren
zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten Aq,...,\, € k. Dann gilt aber

(f = Aaid) ... (f = Anid)o = (M = Xa) o o. (A — A)oy € W

und folglich v; € W. Ebenso zeigt man auch v,,...,v, € W, folglich wird
auch W von Eigenvektoren erzeugt. [

Definition 2.8.14. Eine quadratische Matrix A € M(n x n; k) heifit dia-
gonalisierbar genau dann, wenn der durch Multiplikation mit A gegebene
Endomorphismus des £™ diagonalisierbar ist. Das hinwiederum ist gleichbe-
deutend zur Existenz einer invertierbaren Matrix S € GL(n; k) mit S71AS =
diag(Ay, ..., A,) diagonal alias AS = Sdiag(Ay,...,A,): In den Spalten von
S stehen dann die Vektoren einer Basis von k" aus Eigenvektoren von A zu
den Eigenwerten A, ..., \,.

Beispiel 2.8.15. Eine nilpotente Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn
sie die Nullmatrix ist. Das folgende Lemma zeigt insbesondere, dafl jede
(n x n)-Matrix, deren charakteristisches Polynom n paarweise verschiedene
Nullstellen hat, diagonalisierbar sein muf3.

Lemma 2.8.16. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums und
seien vy, . .., v, Figenvektoren von f zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
A,y Ap. So sind unsere Eigenvektoren linear unabhdngig.

Beweis. Der Endomorphismus (f — Ayid) ... (f — A\, id) macht v, ..., v, zu
Null, aber nicht v,. Gegeben x1,...,x, € k mit x1v; + ... + z,v, = 0 folgt
demnach durch Anwenden unseres Endomorphismus x; = 0. Ebenso zeigt
man s =...=x, =0. O]

Ubung 2.8.17 (Jordan’sche Normalform fiir (2 x 2)-Matrizen). Sei k
ein algebraisch abgeschlossener Korper. Man zeige, dafl es fiir jede Matrix
A € M(2 x 2;k) eine invertierbare Matrix P € GL(2;k) gibt derart, da8
P71AP eine der beiden Gestalten

A0 Al
(0 H) oder (O >\> hat.
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3 Euklidische Vektorriaume

3.1 Modellierung des Anschauungsraums

3.1.1. Unter einem Automorphismus eines affinen Raums verstehen wir wie in
1.9.9 eine bijektive affine Abbildung unseres affinen Raums auf sich selbst. Es
ist leicht zu sehen, dafl die Umkehrabbildung jedes Automorphismus wieder
ein Automorphismus ist. Folglich bilden die Automorphismen eines affinen
Raums eine Untergruppe der Gruppe aller Bijektionen unseres affinen Raums
auf sich selbst.

Definition 3.1.2. Eine Bewegungsgruppe eines dreidimensionalen reellen
affinen Raums F ist eine alle Translationen umfassende Untergruppe

B C AutF

seiner Automorphismengruppe derart, dafl es fiir je zwei Paare (H, L) von
Teilmengen von E bestehend aus einer Halbebene und einer Halbgerade auf
ihrem Rand genau einen Automorphismus aus B gibt, der sie ineinander
tiberfithrt. In Formeln meinen wir hier Paare (H, L) von Teilmengen L C
H C E, die in der Gestalt L = p+Rso0 und H = p+ R+ R (W geschrieben
werden konnen, mit p € E einem Punkt und o, w € E linear unabhéngigen
Richtungsvektoren. Die Elemente einer ausgezeichneten Bewegungsgruppe B
nennen wir Bewegungen.

3.1.3. Den uns umgebenden Raum modellieren wir mathematisch als einen
dreidimensionalen reellen affinen Raum

E

mit einer ausgezeichneten Bewegungsgruppe B C AutE. Ich finde, dafi es
diese Struktur ist, die eigentlich die Bezeichnung als “euklidischer Raum” am
ehesten verdient hétte, aber diese Bezeichnung ist leider schon anderweitig
vergeben. Die Elemente von E denken wir uns als “alle moglichen Orte im
Raum”. Manche dieser Orte konnen direkt als Kirchturmspitzen, Zimmere-
cken und dergleichen angegeben werden, die Ubrigen gilt es sich vorzustellen.
Affine Geraden in E denken wir uns als Sichtlinien, wie in 1.9.5 und 1.9.28
besprochen. Bei Bewegungen denken wir an, nun, eben Bewegungen. Kippen
wir etwa einen Stuhl um, so werden die Enden der Stuhlbeine, die Ecken der
Sitzflache, ja iiberhaupt alle seine Punkte jeweils in andere Punkte des An-
schauungsraums tiberfiihrt, und diese Abbildung 148t sich zu einer Abbildung
E — E fortsetzen, die Sichtlinien in Sichtlinien iiberfiihrt und die nach 1.9.27
folglich affin sein muf. Unsere ausgezeichnete Bewegungsgruppe B modelliert
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die Menge aller derartigen Selbstabbildungen des Anschauungsraums. Unse-
re Bedingung an eine Bewegungsgruppe bedeutet anschaulich, dafl man etwa
jedes Messer aus einer festen Position heraus durch genau eine Bewegung in
eine Position bringen kann, in der der Ubergang vom Griff zur Klinge an einer
vorgegebenen Stelle stattfindet, die Messerspitze in eine vorgegebene Rich-
tung zeigt und der Schnitt den Raum entlang einer vorgegebenen Halbebene
teilen wiirde.

Definition 3.1.4. Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V
ist eine bilineare Abbildung V x V. — R, (¥,@) — (U,4) derart, dafl gilt
(0,%) = (@,7) fiir alle ¥, € V und (#,7) < 0 = ¢ = 0. Allgemeiner
vereinbaren wir dieselbe Definition im Fall eines Vektorraums iiber einem

beliebigen angeordneten Korper.

Satz 3.1.5 (Bewegungsgruppen und Skalarprodukte). Sei E ein drei-
dimensionaler reeller affiner Raum mit einer ausgezeichneten Bewegungs-
gruppe B und einem ausgezeichneten von Null verschiedenen Richtungsvektor
m € E. So gzbt es auf dem Richtungsraum E von E genau ein Skalarprodukt
(,): E x E — R mit den beiden folgenden Eigenschaften:

1. Die linearen Anteile aller unserer Bewegungen lassen besagtes Skalar-
produkt invariant, in Formeln

(B(D), §(0)) = (7,4) V5,4 € E und ¢ € B;

2. Fir unseren ausgezeichneten Richtungsvektor m € E gilt (m,m) = 1.

Unsere Bewegungsgruppe kann dann umgekehrt beschrieben werden als die
Gruppe aller Automorphismen ¢ des affinen Raums E, deren lineare Anteile
@ besagtes Skalarprodukt invariant lassen.

3.1.6. Als Richtungsvektor m mag man sich diejenige Parallelverschiebung
denken, die das eine Ende des Urmeters in Paris auf sein anderes Ende
schiebt. Der vorhergehende Satz 3.1.5 soll eine Briicke bilden zwischen der
meines Erachtens intuitiv besonders gut zugénglichen Modellierung des An-
schauungsraums als dreidimensionaler reeller affiner Raum mit einer aus-
gezeichneten Bewegungsgruppe und seiner algebraisch besonders eleganten
wenn auch mit der Wahl eines ausgezeichneten Richtungsvektors belasteten
Modellierung als dreidimensionaler reeller affiner Raum mit einem ausge-
zeichneten Skalarprodukt auf seinem Richtungsraum.

Beweis. Wir zeigen hier nur, daf§ es zu einer ausgezeichneten Bewegungs-
gruppe nicht mehr als ein Skalarprodukt mit den behaupteten Eigenschaften
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geben kann. Die restlichen Aussagen des Satzes und insbesondere die Exis-
tenz eines Skalarprodukts mit den behaupteten Eigenschaften zeigen wir erst
in 6.9.3. Die linearen Anteile von Bewegungen ¢ € B bilden sicher eine Unter-
gruppe D C GL(E), deren Elemente wir Drehungen im Richtungsraum
oder kurz Drehungen nennen. Gegeben v € E gibt es nach unseren Annah-
men stets eine Drehung d € D und ein A € R mit dv' = Am, und dann haben
wir notwendig
(U, 0) = (dv, dT) = (A, Mn) = \?

Fiir U, linear abhéngig legen unsere Bedingung also (U, ) bereits fest.
Sonst gibt es nach unseren Annahmen genau eine Drehung d, die die Halb-
gerade R (v auf sich selber abbildet und die Halbebene Rv' + Rs¢w auf die
“gegeniiberliegende” Halbebene R¢ + Rso(—w). Da dann d* sowohl unsere
Halbgerade als auch unsere Halbebene auf sich selber abbilden muf, folgt
wieder aus unseren Annahmen d*> = id und damit d(7) = o. Weiter gilt
d(W) = v+ P mit § < 0 und folglich 7 := d(w) — @ # 0. Wir haben sicher
d(7) = =7 und ¥ und 7 sind linear unabhéngig. Aus

<1777—J> = <d(77)7 d(F» = <Uv —7_‘> = _<17’F>

folgt sofort (v, 7) = 0. Damit gilt notwendig (v, W) = (v, v) fur die eindeutig
bestimmte Zahl ~ mit @ = U + 7. Das zeigt, dal es nicht mehr als ein
Skalarprodukt mit den geforderten Eigenschaften geben kann. m

3.1.7. Unser Beweis enthilt insbesondere die folgende Anleitung zur Kon-
struktion des Skalarprodukts, ausgehend von einem dreidimensionalen reel-
len Raum FE mit einer ausgezeichneten Bewegungsgruppe B C Aut E und
und einem ausgezeichneten von Null verschiedenen Richtungsvektor m € E:
Zunichst erkliare man die Drehnorm eines beliebigen Richtungsvektors o
als diejenige nichtnegative reelle Zahl ||¢]| = A, fiir die es eine Drehung d gibt
mit d(¥') = Ani. Ich vermeide, hier den Begriff “Lange” zu benutzen, da unse-
re Drehnorm schlicht reelle Zahlen als Werte annimmt. Natiirlich mufl noch
gezeigt werden, dafl es nicht mehr als ein solches A geben kann, das geschieht
beim Beweis unseres Satzes in 6.9.11. Dann vereinbare man fiir Richtungs-
vektoren v, 7 € E die Sprechweise, 7 sei drehsenkrecht zu ¢ genau dann,
wenn es eine Drehung d gibt mit d(¢) = ¢ und d(r) = —7. Gegeben Rich-
tungsvektoren ¥, w suche man schliellich eine Darstellung W = ~v' 4+ 67 mit
7 drehsenkrecht zu ¥ und setze
(@, @) = ||7]*

Anschaulich mag man sich ¢ als die orthogonale Projektion von w auf die
Gerade Rv denken und den Betrag des Skalarprodukts als das Produkt der
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Drehnorm der orthogonalen Projektion von @ auf R¢' mit der Drehnorm von
U, in Formeln |(7, W)| = |9 - ||7]|. Damit scheint mir anschaulich klar, dafl
(U, ) bei festem ¢/ linear in w0 ist. Andererseits ist in dieser Anschauung auch
die Identitét (U, @) = (W, ¥) zunéchst fiir Vektoren gleicher Drehnorm aber
dann auch fiir beliebige Vielfache derselben alias fiir beliebige Vektoren un-
mittelbar einleuchtend. Einen formal vollstdndigen Beweis geben wir jedoch
erst in 6.9.11.

3.1.8. Fiir das solchermaflen aus einer Bewegungsgruppe nebst einem ausge-
zeichneten von Null verschiedenen Richtungsvektor konstruierte Skalarpro-
dukt erkennt man unmittelbar, dafl gegeben zwei Richtungsvektoren 7 und
v der Vektor 7 drehsenkrecht ist zu ¢ genau dann, wenn 7 skalarprodukt-
senkrecht zu ¢ ist in dem Sinne, daf gilt (¥,7) = 0. Weiter erkennt man
unmittelbar, daf fiir jeden Richtungsvektor ¢’ seine Drehnorm iibereinstimmt
mit seiner Skalarproduktnorm +/(7, ). In Zukunft kénnen wir uns also
diese begrifflichen Feinheiten sparen und einfach nur von aufeinander senk-
recht stehenden Vektoren und von der Norm eines Vektors reden.

3.1.9. Das zweidimensionale Analogon von 3.1.5 gilt nur unter der zusatzli-
chen Annahme, dafl unsere Bewegungsgruppe im Sinne der Topologie “abge-
schlossen” sein soll in der Gruppe aller affinen Automorphismen. Die Geome-
trie des Raums ist also unter dem Aspekt der Symmetrie leichter zu modellie-
ren. Ich denke aber auch, dafl unsere intuitive Vorstellung des Senkrechtste-
hens von Geraden, selbst wenn sie auf ein Papier gezeichnet sind, eigentlich
raumlich ist und in etwa dem Konzept entspricht, das ich im vorhergehenden
Beweis unter der Bezeichnung “drehsenkrecht” formalisiert habe.

Ubung 3.1.10. Man zeige in einem beliebigen Vektorraum mit Skalarprodukt
die Parallelogrammregel, nach der die Summe der Quadrate der vier Seiten
eines Parallelogramms gleich der Summe der Quadrate der beiden Diagonalen
ist, in Formeln

2[jv)l* + 2lwl* = |lv — wl* + v + w]*

3.2 Geometrie in euklidischen Vektorraumen

3.2.1. Gegeben ein Korper k£ und ein k-Vektorraum V heifit eine bilineare
Abbildung b : V x V' — k auch eine Bilinearform auf V. Wie in 2.7.9 heifit
eine Bilinearform symmetrisch genau dann, wenn gilt b(¥, W) = b(w, ¥). Ist
k ein angeordneter Korper, so heifit eine Bilinearform positiv definit genau
dann, wenn gilt b(7,7) < 0 = ¢ = 0. Mit diesen ganzen Begriffsbildun-
gen kann man dann ein Skalarprodukt auch definieren als eine symmetrische
positiv definite Bilinearform.
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SkriptenBilder/BildSkP.png

Wiéhlen wir die durch die Kantenldngen unserer Késtchen gegebene
Léangeneinheit, so ist das zugehorige anschauliche Skalarprodukt der beiden
als Pfeile eingezeichneten Vektoren (v, W) = ((4,0), (=2, 3)) = —8 sowohl
nach unserer Formel als auch nach der in 3.1.7 erklarten anschaulichen
Interpretation, fiir die Sie sich allerdings noch eine dritte Koordinate
hinzudenken miissen.
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Beispiel 3.2.2. Auf V' = R” erhélt man ein Skalarprodukt durch die Vor-
schrift (0, W) = viwy + ... + vyw, fir ¥ = (v1,...,v,) und @ = (wy, ..., w,).
Es heifit das Standardskalarprodukt. Man findet fiir das Standardskalar-
produkt oft auch die alternative Notation v - . Mit dem Formalismus der
Matrixmultiplikation kénnen wir es auch schreiben als Produkt eines Zeilen-
vektors mit einem Spaltenvektor (7, w) = @' o, wo wir die offensichtliche

Identifikation M(1 x 1;R) = R verwenden.

3.2.3. Sei FE ein dreidimensionaler reeller affiner Raum mit einer ausgezeich-
neten Bewegungsgruppe B. Wir wihlen einen ausgezeichneten von Null ver-
schiedenen Richtungsvektor m € E und betrachten das zugehorige Skalarpro—
dukt auf seinem Richtungsraum E nach 3.1.5. Wihlen wir weiter in E eine
Basis v, U2, U3 von paarweise aufeinander drehsenkrecht stehenden Vektoren
der Drehnorm Eins und identifizieren den Richtungsraum vermittels dieser
Basis mit dem R3, so entspricht unser Skalarprodukt aus 3.1.5 genau dem
Standardskalarprodukt des R3. In der Tat folgt mit der Bilinearitit unseres
Skalarprodukts aus 3.1.5 unmittelbar

(xT) + YUy + 203, 2’01 + YUy + 2'U3) =z’ + yy' + 22/

Definition 3.2.4. Ein Skalarprodukt auf einem komplexen Vektorraum
V' ist eine Abbildung V x V — C, (¥,4) +— (¥,w) derart, dafl fiir alle
v, W, v, w; € V und \, u € C gilt:

L <277117+ U_j1> = <’l7, U_j> + <177 U71>a <277 /\w> = /\<U’w>7

2. (T4 T, ) = (5.0 + (W, ), (a0, 10) = ju(7, 0);

— . —

3. (U,wW) = (W, v), insbesondere also (¥, V) € R;
4. (0,7) <0=17=0.

3.2.5. Nebenbei bemerkt folgt hier 2 schon aus 1 und 3, aber es kann auch
nicht schaden, diese Formeln nochmal explizit hinzuschreiben. Eine Abbil-
dung V x V — C, die 1 und 2 erfiillt, nennt man eine Sesquilinearform.
Gilt zusatzlich 3, so heifit die Sesquilinearform hermitesch nach dem fran-
zosischen Mathematiker Hermite. Das Standardbeispiel ist V' = C" mit
dem Skalarprodukt (v,4) = vyw; + ... + vw, fir ¥ = (vy,...,v,) und
W = (wy, ..., w,). Mithilfe der Matrixmultiplikation kann dies Skalarprodukt
auch geschrieben werden als

(U, W) —7 oW
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wobei der Strich iiber einer Matrix mit komplexen Eintrédgen das komplexe
Konjugieren aller Eintrage meint. Viele Autoren verwenden auch die abwei-
chende Konvention, nach der im komplexen Fall ein Skalarprodukt linear
im ersten und schieflinear im zweiten Eintrag sein soll. Ich ziehe die hier
gegebene Konvention vor, da dann bei der Interpretation von (¥, ) als “0
auf W angewendet” dieses Anwenden von ¢ linear ist. Eine Anschauung fiir
den komplexen Fall kann ich nicht anbieten, dafiir wird er sich aber bei der
weiteren Entwicklung der Theorie als auflerordentlich niitzlich erweisen.

Definition 3.2.6. Einen reellen bzw. komplexen Vektorraum mit Skalar-
produkt nennt man auch einen reellen bzw. komplexen euklidischen Vek-
torraum. In einem euklidischen Vektorraum definiert man die Lange oder
euklidische Norm oder kurz Norm ||7]| € R eines Vektors ¢ durch [|9]| =
\/ (U, ). Daf} das tatséchlich im Sinne von ?? eine Norm ist, werden wir gleich
als 3.2.14 zeigen. Vektoren der Léange 1 heiflen auch normal. Zwei Vektoren
U, W heiBen orthogonal und man schreibt

U LW

genau dann, wenn gilt (¢, @) = 0. Man sagt dann auch, ¢ und @ stehen
senkrecht aufeinander. Manchmal verwendet man das Symbol L auch fiir
allgemeinere Teilmengen S, 7T eines euklidischen Raums und schreibt S 1L T
als Abkiirzung firv L w Vv € S,w e T.

3.2.7. Viele Autoren reservieren die Bezeichnung als euklidischer Vektorraum
fiir reelle Vektorrdaume mit Skalarprodukt oder sogar fiir endlichdimensionale
reelle Vektorrdume mit Skalarprodukt. Ich verwende sie auch im Komple-
xen in der Hoffnung, durch die Verwendung dieses Begriffes die Ubertragung
unserer Anschauung ins Komplexe zu fordern. Ublich ist die Bezeichnung ei-
nes komplexen Vektorraums mit Skalarprodukt als unitdrer Raum und im
endlichdimensionalen Fall als Hilbertraum im Kontext der Definition von
allgemeinen Hilbertraumen die Bezeichnung als Pra-Hilbertraum.

Ubung 3.2.8. In einem euklidischen Vektorraum gilt ||A7]| = |A|||@]| fiir alle
Vektoren ¥ und alle Skalare A € R bzw. A € C.

3.2.9. Stehen zwei Vektoren v, eines euklidischen Vektorraums senkrecht
aufeinander, so gilt der Satz des Pythagoras

|17+ @]* = [|9])* + |||
In der Tat folgt ja aus v L w schon

(U+ W, 0+ i) = (U,0) + (0, W) + (W, ¥) + (W, W) = (¥, V) + (0, W)
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Definition 3.2.10. Eine Familie (7;);c; von Vektoren eines euklidischen Vek-
torraums heifit ein Orthonormalsystem genau dann, wenn die Vektoren vj;
alle die Lange 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen, wenn
also mit dem Kroneckerdelta aus 1.7.4 in Formeln gilt

(0, ;) = 045
Ein Orthonormalsystem, das eine Basis ist, heiffit eine Orthonormalbasis.

Lemma 3.2.11 (Orthogonale Projektion). Ist V' ein euklidischer Vek-
torraum und vy, . . ., U, ein endliches Orthonormalsystem, so kann man jeden
Vektor v € V in eindeutiger Weise schreiben als

v=p+7
mit p in dem von den vU; erzeugten Teilraum und 7 orthogonal zu allen v;.

3.2.12. Die Abbildung ¢ +— p heifit die orthogonale Projektion auf den
von den #; aufgespannten Teilraum. Sie ist in der Terminologie von 1.6.4
die Projektion lings des Teilraums der auf allen v; senkrechten Vektoren.
Man beachte, dafl die orthogonale Projektion von ¢ genau derjenige Punkt p’
unseres Teilraums ist, der den kleinsten Abstand zu v hat: Fiir jeden Vektor
W # 0 aus unserem Teilraum gilt némlich nach Pythagoras

—

17+ @) — ol|* = ||lp'— ol* + [[&]]* > [|p'— o]|”
Beweis. Machen wir den Ansatz p' = >\, so folgt (0;,7) = (4;,p) = N

und damit die Eindeutigkeit von p. Andererseits steht aber mit diesen \; der
Vektor 7= v— > \;v; auch tatsdchlich senkrecht auf allen ¢, denn wir finden

(@, 7) = (T, 0) = > X\l B) = (0, 0) = A; = 0 O

3.2.13. Ist V ein euklidischer Vektorraum und (%;);e; eine Orthonormalbasis
und ¥ = > \;0; die Darstellung eines Vektors ¢ € V| so erhalten wir durch
Davormultiplizieren von v; sofort \; = (v}, ¥).

Satz 3.2.14. 1. Fir beliebige Vektoren U, eines euklidischen Vektor-
raums gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

(0, )| < [|5]|]

mit Gleichheit genau dann, wenn U und w linear abhdngig sind.
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[lustration zum Beweis der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung. Wir haben
darin 7 = (1,0), @ = (9,6), (v,@) =9, p = (9,0), 7= (0,6).



3. EUKLIDISCHE VEKTORRAUME 179

2. Fiir beliebige Vektoren U, w eines euklidischen Vektorraums gilt die Drei-
ecksungleichung
17+ wif| < [[7]] + [

mit Gleichheit genau dann, wenn einer unserer Vektoren ein nichine-
gatives Vielfaches des anderen ist, wenn also in Formeln gilt v € R>ogw
oder W € R>(v.

Beweis. Um Teil 1 zu zeigen, nehmen wir zunéchst ||¢]| = 1 an. Die orthogo-
nale Projektion eines weiteren Vektors w auf die Gerade Rv wird dann nach
3.2.11 gegeben durch die Formel p' = (¢, w)v und mit Pythagoras erhalten
wir ||| = [|p]]*+ |71* = [|p]]* = [(¥, @)|* und folglich | (7, uf)| < ||| &[] mit
Gleichheit genau dann, wenn gilt 7 = 0 alias wenn « ein Vielfaches von v ist.
Diese Ungleichung mufl aber offensichtlich erhalten bleiben, wenn wir darin v
durch ein Vielfaches ersetzen, und so erhalten wir dann fiir beliebige Vekto-
ren v, w eines beliebigen euklidischen Vektorraums die Cauchy-Schwarz’sche
Ungleichung |(7, )| < ||7||||@] mit Gleichheit genau dann, wenn ¢ und o
linear abhéngig sind. Daraus hinwiederum ergibt sich sofort die Dreiecksun-
gleichung |7 + || < ||¢]] + ||@]], indem man beide Seiten quadriert und die
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung anwendet. Insbesondere ist unsere eukli-
dische Norm auch eine Norm im Sinne der in der Analysis in 77 gegebenen
Definition. Der Beweis der letzten Aussage von Teil 2 sei dem Leser zur
Ubung iiberlassen. ]

3.2.15. Ist V ein euklidischer Vektorraum und 7, . . ., v, ein endliches Ortho-
normalsystem, so ist fiir jeden Vektor v € V' seine orthogonale Projektion p’
auf den von unserem Orthonormalsystem erzeugten Teilraum hochstens so
lang wie der Vektor selbst, in Formeln ||7]| > ||p]| alias ||7]|* > ||p]|*. Setzen
wir hier unsere Darstellung von p'= > (4, ¥)v; aus dem Beweis von 3.2.11
ein, so ergibt sich die sogenannte Bessel’sche Ungleichung

n
19> > > (@, o)
i=1

Proposition 3.2.16. Jeder endlichdimensionale reelle oder komplexe eukli-
dische Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Ist unser Raum der Nullraum, so tut es die leere Menge. Sonst finden
wir einen von Null verschiedenen Vektor und erhalten, indem wir ihn mit dem
Kehrwert seiner Lange multiplizieren, sogar einen Vektor v; der Lénge Eins.
Die lineare Abbildung (¥, ) hat als Kern einen Untervektorraum einer um
eins kleineren Dimension. Eine offensichtliche Induktion beendet den Beweis.

O
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3.2.17. Gegeben ein euklidischer Vektorraum V' und eine Teilmenge T' C V/
setzen wir
T-={veV|vltVteT}

und nennen diese Menge den Orthogonalraum von 7" in V. Offensichtlich
ist er stets ein Untervektorraum.

Proposition 3.2.18. Gegeben ein euklidischer Vektorraum V und ein end-
lichdimensionaler Teilraum U C 'V ist der Orthogonalraum von U in 'V auch
ein Vektorraumkomplement, in Formeln

V=UasU"

Beweis. Nach 3.2.16 besitzt U eine Orthonormalbasis, die dann natiirlich
auch ein endliches Orthonormalsystem in V' ist. Die Proposition folgt so aus
unserem Lemma 3.2.11 iiber orthogonale Projektionen. O

3.2.19. Gegeben ein euklidischer Vektorraum V und darin zwei Teilrdume
U, W C V heifit W das orthogonale Komplement von U in V genau
dann, wenn W sowohl ein Vektorraumkomplement als auch der Orthogonal-
raum zu U ist. Sagen wir von zwei Teilrdumen eines euklidischen Raums, sie
stiinden aufeinander orthogonal, so ist gemeint, dafl jeder Vektor des einen
Teilraums auf jedem Vektor des anderen Teilraums senkrecht steht.

Ubung 3.2.20. Gegeben ein euklidischer Vektorraum V und ein endlichdi-
mensionaler Teilraum U C V gilt U = (U+1)*.

Ubung 3.2.21. Man zeige, daB die Menge L% (N) C Ens(N,R) aller reellen
Folgen ag, ay, ... mit > a? < oo einen Untervektorraum bildet und daf§ wir
darauf durch die Vorschrift ((a;), (b;)) = > a;b; ein Skalarprodukt einfithren
kénnen. Dann betrachte man in Lg(N) den Untervektorraum U aller Fol-
gen mit hochstens endlich vielen von Null verschiedenen Folgengliedern und
zeige U+ = 0. Insbesondere ist in diesem Fall U~ kein orthogonales Kom-
plement zu U. Proposition 77 gilt also im allgemeinen nicht mehr, wenn wir
unendlichdimensionale Teilrdiume U betrachten. Sie gilt jedoch wieder und
sogar genau dann, wenn besagte Teilrdume U zusétzlich “vollstandig” sind,
vergleiche ?77?.

3.3 Orthogonale und unitire Abbildungen

Definition 3.3.1. Eine lineare Abbildung f : V' — W von euklidischen Vek-
torrdumen heifit orthogonal im Reellen bzw. unitér im Komplexen genau
dann, wenn sie das Skalarprodukt erhélt, in Formeln

(f(v), f(w)) = (v,w) Yv,weV
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Lemma 3.3.2. Fine lineare Abbildung von euklidischen Vektorrdumen ist
orthogonal bzw. unitdr genau dann, wenn sie die Ldngen aller Vektoren er-
hdlt, in Formeln

[f @) =lvll voeV

Beweis. Im Reellen folgt das aus der sogenannten Polarisierungsidentitét
(v,w) = $(Jlv + w|* = [|[v]|* = [|w]|?). Im Komplexen folgt aus der Variante
Re(v,w) = 3(||v + w||* = ||v||* = |w]*) der Polarisierungsidentitéit zunéchst
einmal, dafl f mit der Liange auch die Realteile aller Skalarprodukte erhal-
ten mufl. Wegen Im(v,w) = —Re(v,iw) erhélt f dann natiirlich auch die
Imaginérteile aller Skalarprodukte. [

Proposition 3.3.3. Gegeben reelle euklidische Vektorrdume V,W ist eine
Abbildung f : V. — W orthogonal genau dann, wenn sie den Ursprung auf
den Ursprung abbildet und alle Abstinde erhdlt, in Formeln

1f(w) = f()l| = [lv —w]| Vo,w eV

3.3.4. Man beachte, daf§ wir hier die Linearitit von f nicht voraussetzen,
sondern sie vielmehr aus schwécheren Voraussetzungen folgern.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir V' endlichdimen-
sional annehmen. Dann hat V' nach 3.2.16 eine endliche Orthonormalbasis
v1, ..., U,. Gegeben Vektoren v,w € V mit ||v|| = ||w| = 1 und |jv—w| = V2
liefert die Polarisierungsidentitét sofort (v, w) = 0. Folglich bilden die Bilder
f(v1),..., f(v,) unserer Orthonormalbasis von V' ein Orthonormalsystem in
W. Gegeben ein Vektor v = x1v; + ... 4+ x,v, konnen wir sein Bild nach
3.2.11 schreiben in der Form f(v) = y1 f(v1)+ ...+ ynf(vn) +r mit r L f(v;)
fiir alle 4. Die Identitat ||v|| = || f(v)]|| liefert dann die Gleichung

o ik /-1 SR o T ol |l
und die Identitét ||[v — vi|| = ||f(v) — f(v1)|| liefert zusétzlich die Gleichung
(w1 =1 +a23+. o= - D)+ + .y + Il

Die Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert x; = y;. Analog erhalten
wir z; = y; fiir alle 4 und damit » = 0 und damit die Linearitdt sowie nach
3.3.5 auch die Orthogonalitdt von f. ]

Lemma 3.3.5. Seien V,W euklidische Rdume und B C V eine Orthonor-
malbasis. Eine lineare Abbildung f : V — W ist orthogonal bzw. unitdr genau
dann, wenn sie die Orthonormalbasis B in ein Orthonormalsystem diberfihrt,
wenn also genauer die Familie (f(v)),ep ein Orthonormalsystem in W ist.
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Beweis. Es gilt zu zeigen (f(v), f(w)) = (v,w) Vov,w € V. Wir wissen nach
Annahme bereits, daf§ das gilt fiir alle v,w € B. Da beide Seiten bilinear
bzw. sesquilinear sind als Abbildungen V x V' — R bzw. V x V — C, folgt
es dann leicht fiir alle v, w € V. O

Satz 3.3.6 (Endlichdimensionale euklidische Vektorrdume). Zwischen
je zwet euklidischen reellen bzw. kompleren Vektorrdumen derselben endli-
chen Dimension gibt es einen orthogonalen bzw. unitdren Isomorphismus.

Beweis. Wir wéhlen mit 3.2.16 in beiden Raumen jeweils eine Orthonor-
malbasis und erkldren unseren Isomorphismus durch die Vorschrift, daf er
von einer beliebig gewéhlten Bijektion zwischen den entsprechenden Basen
herkommen soll. O]

Definition 3.3.7. Gegeben ein reeller bzw. komplexer euklidischer Vektor-
raum V bilden die orthogonalen bzw. unitdren Automorphismen von V' je-
weils eine Untergruppe der GL(V'), die wir O(V') bzw. U(V') notieren.

Satz 3.3.8 (Matrizen orthogonaler und unitirer Endomorphismen).

1. Eine Matriz A € M(n x n;R) beschreibt einen orthogonalen Endomor-
phismus des R™ mit dem Standardskalarpodukt genau dann, wenn gilt
ATA =T alias AT = A~', wenn also in Worten ihre Transponierte ihre
Inverse 1ist.

2. Eine Matric A € M(n x n;C) beschreibt einen unitiren Endomor-
phismus des C" mit dem Standardskalarpodukt genau dann, wenn gilt
ATA =T alias AT = A™Y, wenn also in Worten die Konjugierte ihrer
Transponierten ihre Inverse ist.

Beweis. Wir zeigen gleich den komplexen Fall. Die Identitat (Av, Aw) =
(v, w) ist nach unserer Interpretation des Skalarprodukts in Termen der Ma-
trixmultiplikation gleichbedeutend zu (Av) T (Aw) = v"Tw aliaszu o' AT Aw =
o'w. Gilt ATA = I, so stimmt das natiirlich fiir alle v,w € C". Stimmt es
umgekehrt fiir alle v,w € C", so insbesondere auch fiir die Vektoren der

Standardbasis e;, e;. Damit erhalten wir von der Mitte ausgehend die Glei-
chungskette (ATA);; =e] ATAe; =e] e; = §;; alias ATA=1. O

Definition 3.3.9. Eine Matrix A € M(n x n;R) heifit orthogonal genau
dann, wenn gilt AT A = I. Eine Matrix A € M(n x n; C) heifit unitir genau
dann, wenn gilt ATA = I. Der vorhergehende Satz 1 oder auch direkte Rech-
nung zeigt, dafl diese Matrizen Untergruppen von GL(n;R) bzw. GL(n;C)
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bilden. Sie heiflen die orthogonale Gruppe bzw. die unitire Gruppe und
werden notiert

O(n) ={A e GL(m;R) | ATA=1}

Un)={A € GL(n;C) | ATA =1}

Beispiel 3.3.10. Die einzigen orthogonalen Endomorphismen von R sind die
Identitét und die Multiplikation mit (—1), in Formeln O(1) = {1, —1}. Die
einzigen orthogonalen Endomorphismen der Ebene R? sind die Drehungen
um den Ursprung und die Spiegelungen an Geraden durch den Ursprung,

cost —sinv cost sinv
0(2) = {(Sinﬂ cos ¥ ) ’ (Sinﬁ —cosﬁ) ' 0=v< 2”}

In der Tat muB fiir A orthogonal die erste Spalte Ae; die Léange Eins haben,
also auf dem Einheitskreis liegen, also hat sie die Gestalt (cos®,sind)" fiir
wohlbestimmtes ¢ € [0, 27). Die zweite Spalte A e; mufl auch die Liange Eins
haben und auf der ersten Spalte senkrecht stehen, und damit verbleiben nur
noch die beiden beschriebenen Moglichkeiten. Die erste dieser Moglichkeiten
beschreibt anschaulich gesprochen eine Drehung um den Winkel ¢ im Gegen-
uhrzeigersinn. Die Zweite beschreibt die Spiegelung an der Gerade, die mit
der positiven z-Achse in der oberen Halbebene den Winkel 9//2 einschlieft.
Diese Spiegelung hat im {ibrigen die Eigenwerte 1 und —1.

3.3.11. Die Determinante einer unitéren oder orthogonalen Matrix hat stets
den Betrag Eins. In der Tat folgt aus ATA = I sofort 1 = det(ATA) =
det(AT) det(A) = det(A) det(A) = det(A) det(A).

3.3.12. Jeder Eigenwert eines unitédren oder orthogonalen Endomorphismus
eines euklidischen Vektorraums hat den Betrag Eins, da derartige Abbildun-
gen die Lénge von Vektoren erhalten.

Ubung 3.3.13. Sei V ein reeller euklidischer Vektorraum. Man zeige:

1. Eine endliche Familie vy,...,v, von Vektoren von V ist orthonormal
genau dann, wenn die zugehorige Abbildung ® : R® — V orthogonal
ist fiir das Standard-Skalarprodukt auf R™.

2. Gegeben endliche angeordnete Basen A, B von V' mit 4 orthonormal
ist B orthonormal genau dann, wenn die Basiswechselmatrix g[id] 4 or-
thogonal ist. Hinweis: Man betrachte das kommutative Diagramm

|,

Rn B[ }A Rn
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Man formuliere und zeige auch die analogen Aussagen im Komplexen.

Definition 3.3.14. Die Elemente der orthogonalen bzw. unitdren Gruppen
mit Determinante Eins bilden jeweils Untergruppen. Sie heiflen die die spezi-
elle orthogonale Gruppe bzw. die spezielle unitire Gruppe und werden
notiert als

SO(n) ={A € O(n) |det A =1}

SU(n) ={A € U(n) | det A =1}

Ahnlich bezeichnen wir fiir einen endlichdimensionalen reellen bzw. komple-
xen Vektorraum V' mit SO(V') bzw. SU(V) die Untergruppen von GL(V)

aller orthogonalen bzw. unitdren Automorphismen mit Determinante Eins.

Beispiele 3.3.15. Die Gruppe SO(2) besteht gerade aus allen Drehungen der
Ebene um den Ursprung, in Formeln

S0(2) = {(COS"& _Smﬂ)‘o <¥< 27r}

sin? cosd

Die Gruppe SO(3) besteht aus allen Drehungen des Raums, wir diskutieren
sie gleich noch ausfiihrlicher.

3.3.16. Im Rahmen der Definition von Sinus und Cosinus zeigen wir in 77
folgende unter anderem auch, daf§ die Abbildung R — SO(2) gegeben durch
9 Ry = <cosz9 —sm19>

sin? cosd

ein Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe der reellen Zahlen
in die Gruppe SO(2) ist. Diese Aussage ist im iibrigen gleichbedeutend zu
den Additionstheoremen fiir Sinus und Cosinus. Aus ?? folgt sogar, daf§ jeder
stetige Gruppenhomomorphismus R — SO(2) von der Form ¥ — R,y ist fiir
genau ein a € R.

Satz 3.3.17 (Satz vom Fuf3ball). Jede orthogonale Selbstabbildung mit De-
terminante Eins eines dreidimensionalen reellen euklidischen Vektorraums V'
hat einen Fixvektor. Anschaulich gesprochen ist unsere Abbildung also eine
Drehung um eine Drehachse, eben um die von einem Fizvektor erzeugte Ge-
rade, und formal hat jedes D € SO(V) in einer geeigneten Orthonormalbasis
eine Matrix der Gestalt

1 0 0
0 cos?d —sin?
0 sin?¥ cosd
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3.3.18. Wird bei einem Fufiballspiel der Ball also vor dem Anpfiff zur zweiten
Halbzeit wieder in die Mitte gelegt, so befinden sich zwei gegeniiberliegende

Punkte auf dem Ball an derselben Stelle wie vor dem Anpfiff zur ersten
Halbzeit.

Erster Beweis. Sei D : V — V unsere Abbildung. Das charakteristische Po-
lynom von D hat den Grad 3 und damit nach ?? mindestens eine reelle
Nullstelle. Alle komplexen Eigenwerte unserer Abbildung haben den Abso-
lutbetrag 1 und ihr Produkt ist det D = 1, wenn wir jeden Eigenwert mit
seiner Vielfachheit als Nullstelle des charakteristischen Polynoms in unser
Produkt eingehen lassen. Hat also unser Polynom mit Vielfachheiten gezéhlt
drei reelle Nullstellen, so sind diese notwendig 1,1,1 oder 1, —1, —1. Gibt es
dahingegen mit Vielfachheiten gezdhlt nur eine reelle Nullstelle, so miissen
auBerdem noch zwei echt komplexe Nullstellen der Gestalt A, A vorliegen,
und als reelle Nullstelle kommt in diesem Fall nur die 1 in Betracht. In jedem
Fall hat D einen Fixvektor. Auf der zu diesem Fixvektor orthogonalen Ebene
induziert unsere orthogonale Abbildung wieder eine orthogonale Abbildung,
die nach Ubung 2.7.5 zur Determinante Block-diagonaler Matrizen wieder
Determinante Eins hat. Wahlen wir also als Orthonormalbasis einen Fixvek-
tor der Lénge Eins nebst den beiden Vektoren einer Orthonormalbasis seines
orthogonalen Komplements, so hat die Matrix unserer Abbildung in Bezug
auf diese Basis nach 3.3.15 die behauptete Gestalt. [

Zweiter Beweis. Nach 2.8.7 hat unsere Abbildung einen positiven reellen Ei-
genwert und nach 3.3.12 muf} der Eins sein. Folglich hat unsere Abbildung
einen Fixvektor. Der Rest des Beweises kann wie zuvor laufen. [

Ubung 3.3.19. Jede orthogonale Selbstabbildung mit Determinante (—1) des
dreidimensionalen reellen Raums ist die Verkniipfung einer Drehung um eine
Achse mit einer Spiegelung an der zu dieser Achse senkrechten Hyperebene.

Ubung 3.3.20. Jede beziiglich Inklusion maximale kommutative Untergruppe
der Drehgruppe SO(3) ist entweder die Gruppe aller Drehungen um eine
Achse oder konjugiert zur Gruppe aller Diagonalmatrizen aus SO(3).

Satz 3.3.21 (Spektralsatz fiir unitire Endomorphismen). Gegeben
ein unitdrer Endomorphismus eines endlichdimensionalen komplexen euklidi-
schen Vektorraums gibt es stets eine Orthonormalbasis unseres Vektorraums,
die aus Figenvektoren unseres Endomorphismus besteht.

Beweis. Ist unser Raum der Nullraum, so tut es die leere Menge. Sonst fin-
den wir nach 2.8.3 einen Eigenvektor und durch Renormieren natiirlich auch
einen Eigenvektor der Linge Eins. Da unser Endomorphismus unitér ist,
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erhélt er auch den Orthogonalraum dieses Eigenvektors und induziert auf
diesem Orthogonalraum eine unitédre Abbildung. Mit Induktion iiber die Di-
mension finden wir in unserem Orthogonalraum eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren, und durch Hinzunehmen unseres urspriinglichen Eigenvek-
tors der Lénge Eins erhalten wir daraus die gesuchte Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren des ganzen Raums. [

Ubung 3.3.22. Ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen komplexen
euklidischen Vektorraums ist genau dann unitir, wenn unser Vektorraum eine
Orthonormalbasis besitzt, die aus Eigenvektoren unseres Endomorphismus
besteht, und wenn zusétzlich alle Eigenwerte Betrag Eins haben.

Korollar 3.3.23. Fir jede unitire Matrix A € U(n) gibt es eine weitere
unitire Matriz B € U(n) mit B"'AB = diag(z1,...,2,) fir zz € St c C
komplexe Zahlen der Linge Fins.

Beweis. Man findet solch eine Matrix B, indem man eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren von A : C*" — C", die es nach 3.3.21 ja geben muf,
als Spaltenvektoren hintereinanderschreibt: Dann gilt ja ganz offensichtlich
AB = diag(z1, ..., 2,)B und die Matrix B ist unitér nach Lemma 3.3.5. [

Satz 3.3.24 (Normalform fiir orthogonale Matrizen). Die Matriz ei-
ner orthogonalen Abbildung D von einem endlichdimensionalen reellen eu-
klidischen Vektorraum V in sich selber hat stets beziiglich einer geeigneten
angeordneten Orthonormalbasis eine blockdiagonale Gestalt der Form

diag (1. 1,—1,. . —1, (¢ —simd) - fcose —sing
sind  cosv sinyp  cosp

mit Winkeln 0 < ¥ < ... < ¢ < 7, und unter den angegebenen FEinschrdn-
kungen an die Winkel wird umgekehrt besagte blockdiagonale Matrixz durch
unsere orthogonale Abbildung D bereits eindeutig festgelegt.

3.3.25. Daraus folgt auch unmittelbar der Satz vom Fufiball 3.3.17.

Beweis. Der Drehblock zu einem Winkel ¥ hat die komplexen Eigenwerte
cos¥ + isin? = etV und das zeigt bereits die behauptete Eindeutigkeit.
Die Existenz ist klar im Fall dimg V' < 3 wegen 3.3.10. Zu beachten ist
hierbei, daf jede ebene Spiegelung in einer geeigneten Orthonormalbasis die
darstellende Matrix diag(1,—1) hat und jede ebene Drehung in einer ge-
eigneten Orthonormalbasis als darstellende Matrix entweder diag(1,1) oder
diag(—1, —1) oder einen Drehblock mit einem Winkel ¥ mit 0 < J < 7 :
Bei einer Drehung um einen Winkel ¢ mit 7 < ¥ < 27 nehmen wir dazu
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als Orthonormalbasis des R? die Standardbasis mit der umgekehrten Anord-
nung. Die Existenz folgt mit Induktion im allgemeinen, sobald wir zeigen,
dafl es unter der Voraussetzung dimg V' > 3 in V stets einen echten von
Null verschiedenen unter D invarianten Teilraum gibt, indem wir nédmlich
die Induktionsannahme auf diesen Teilraum und sein orthogonales Komple-
ment anwenden. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit diirfen wir V = R"
annehmen. Nun hat D schon unter der Annahme n > 1 stets einen Eigen-
vektor v = (vy,...,v,)" € C", sagen wir Dv = \v mit A\ € C. Dann folgt fiir
v = (vy,...,0,)" sofort Dv = Ao und das komplexe Erzeugnis (v, ?)c die-
ser beiden Vektoren ist ein echter D-stabiler Teilraum von C”. Der Schnitt
(v, v)c NR™ ist also ein echter D-stabiler Teilraum von R”, und dieser Schnitt
ist auch nicht Null, denn er enthélt sowohl v + o als auch i(v — ©), die wegen
v # 0 nicht beide verschwinden kénnen. [

Ubung 3.3.26. Bezeichne R € SO(3) die Drehung um die -Achse Re; mit
dem Winkel ¢, in Formeln

10 0
R, =10 cosp —singp
0 siny cosyp

Bezeichne I?, € SO(3) die Drehung um die 2-Achse R ez mit dem Winkel o,
in Formeln
cosp —singp 0
R, = |sinp cosp 0
0 0 1

Man zeige: Jede Drehung im Raum D € SO(3) 148t sich darstellen als
D = RZ Ry R

mit ¢ € [0, 7] und ¢, ¥ € [0,27). Gilt e3 # £D(e3), so ist diese Darstellung
sogar eindeutig. Die fraglichen Winkel heiflen dann die Euler’schen Winkel
unserer Drehung D. Hinweis: Aus der Anschauung, deren Formalisierung
Thnen iiberlassen bleiben moge, finden wir ¢ € [0,7] und ¢ € [0,27) mit

R Rj(e3) = D(es). Es folgt D™'RZ R}, = R, fiir geeignetes ¢ € [0, 27).

Satz 3.3.27 (Gram-Schmidt). Seien vy,..., v linear unabhingige Vek-
toren eines euklidischen Vektorraums. So existiert in unserem Vektorraum
genau ein Orthonormalsystem wy, ..., wy mit

w; € Rogv; + (v, ...,v1) Vi
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Beweis. Nach 77 konnen wir v; eindeutig zerlegen als v; = p; + r; mit p;
der orthogonalen Projektion von v; auf (v;_1,...v;) und r; im orthogona-
len Komplement dieses Teilraums. Die Vektoren w; = r;/||r;|| bilden dann
ein Orthonormalsystem mit den geforderten Eigenschaften. Dafl es auch das
einzige ist, mag sich der Leser zur Ubung selber iiberlegen. O]

3.3.28. Fiir unsere Basen gilt sicher (w;_1,...,w;) C (v;_1,...,v1) und Di-
mensionsvergleich liefert sogar die Gleichheit dieser Erzeugnisse. Nach der
Formel fiir othogonale Projektion aus dem Beweis von 3.2.11 koénnen wir also
die w; induktiv bestimmen durch die Formeln

D = M

wr = 7“1/||7“1H

o = Uz‘_Zi;11<wmvi>wy
wi = rif|ri

Dieses Vorgehen ist bekannt als das Gram-Schmidt’sche Orthogonali-
sierungsverfahren.

Korollar 3.3.29 (Iwasawa-Zerlegung fiir GL(n;R)). Bezeichne A C
GL(n;R) die Diagonalmatrizen mit positiven Eintrigen auf der Diagonale
und N C GL(n;R) die oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Diago-
nale. So definiert die Multiplikation eine Bijektion

O(n) x Ax N = GL(n;R)

Beweis. Sicher gilt AN N = {[}, folglich definiert die Multiplikation eine
Injektion
A x N — GL(n;R)

Deren Bild AN ist nun offensichtlich eine Untergruppe, genauer die Grup-
pe der oberen Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonaleintrigen, und we-
gen O(n) N AN = {I} definiert die Multiplikation schon mal eine Injektion
O(n) x AN — GL(n;R). Es bleibt, deren Surjektivitit zu zeigen. Dazu be-
trachten wir in R™ die Standardbasis S, eine beliebige angeordnete Basis B
und die im Gram-Schmidt-Verfahren daraus entstehende angeordnete Basis
A. Unser Satz liefert fiir die zugehorige Basiswechselmatrix obere Dreiecks-
gestalt mit positiven Diagonaleintrigen, in Formeln

B[id]A € AN
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Aus g[id] 4 0 4[id]s = plid]s folgt dann die Surjektivitéat der Multiplikation
AN x O(n) — GL(n;R), und Invertieren liefert den Rest. O

Korollar 3.3.30 (Iwasawa-Zerlegung fiir GL(n;C)). Bezeichne A C
GL(n;C) die Diagonalmatrizen mit reellen positiven Fintragen auf der Dia-
gonale und N C GL(n;C) die oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der
Diagonale. So definiert die Multiplikation eine Bijektion

U(n) x Ax N = GL(n;C)

Beweis. Der Beweis geht analog wie im Reellen. ]

3.4 Isometrien euklidischer affiner Riaume

Definition 3.4.1. Ein euklidischer reeller affiner Raum ist ein Paar be-
stehend aus einem reellen affinen Raum und einem Skalarprodukt auf seinem
Richtungsraum. Gegeben zwei Punkte p, g eines euklidischen reellen affinen
Raums definieren wir ihren Abstand als die Lange des durch dieses Paar
von Punkten erklérten Richtungsvektors, in Formeln

d(p,q) = |lp —ql|

Eine Abbildung f : F — E’ zwischen reellen euklidischen affinen Raumen,
die alle Absténde erhélt, nennt man auch eine Isometrie. In Formeln fordern
wir von einer Isometrie also

d(f(p), f(q)) = d(p,q) Vp,q€E

Dieselbe Begriffsbildung verwendet man auch allgemeiner fiir Abbildungen
zwischen sogenannten “metrischen Raumen”; wie sie etwa in 7?7 erklért wer-
den. Ist eine Isometrie bijektiv, so spricht man von einem isometrischen
Isomorphismus. Sprechen wir von einer Isometrie eines Raums, so mei-
nen wir eine Abbildung dieses Raums in sich selber, die eine Isometrie ist.

Ubung 3.4.2. Zwischen je zwei euklidischen reellen affinen Riumen derselben
endlichen Dimension gibt es einen affinen isometrischen Isomorphismus.

Proposition 3.4.3. Eine Abbildung zwischen euklidischen reellen affinen
Rdaumen ist eine Isometrie genau dann, wenn sie affin ist mit orthogonalem
linearen Anteil.

Bewets. Sei ¢ : E'— I' unsere Abbildung und sei p € E beliebig gewéhlt.
Erkldren wir die Abbildung J : E — F durch die Vorschrift ¢(p + v) =
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o(p) + @(0), so bildet @ : E — F offensichtlich den Ursprung auf den Ur-
sprung ab und erhélt alle Abstdnde. Nach 3.3.3 ist folglich ¢ linear und
orthogonal und damit ¢ affin mit orthogonalem linearem Anteil. Der Beweis
der Gegenrichtung kann dem Leser iiberlassen bleiben. O]

Satz 3.4.4 (Isometrien affiner euklidischer Rdume). Gegeben eine Iso-
metrie @ eines endlichdimensionalen reellen affinen euklidischen Raums gibt
es genau ein Paar (d,w) bestehend aus einer Isometrie d mit mindestens
einem Fizpunkt und einem Richtungsvektor w derart, dafs gilt

—

¢ = (+wW)od und d(W)=ud

3.4.5. In Worten 148t sich also jede Isometrie ¢ eines endlichdimensionalen
reellen affinen euklidischen Raums eindeutig darstellen als Verkniipfung von
einer Isometrie d mit Fixpunkt gefolgt von einer Verschiebung um einen unter
dieser Isometrie invarianten Richtungsvektor. Natiirlich haben dann d und ¢
denselben linearen Anteil, in Formeln d = 4, und unsere Isometrie kann
dargestellt werden durch eine Abbildungsvorschrift der Gestalt ¢(z + u) =
x + (@) + W mit W einem Fixvektor von @. Als z kann man dazu einen
beliebigen Fixpunkt von d wihlen.

Beweis. Gegeben ein orthogonaler Automorphismus f eines endlichdimen-
sionalen euklidischen Vektorraums V ist ker(f —id) = V7 das orthogonale
Komplement von im(f — id) in V, in Formeln

VI =im(f —id)*

In der Tat zeigt die Dimensionsformel 1.6.10 in Verbindung mit 77, daf§ es
ausreicht, die Inklusion V/ C im(f — id)* zu zeigen. Aus f() = @ folgt
aber offensichtlich (@, f(v) — ) = (f(w@), f(¥)) — (W, v) = 0 fur alle v € V.
Nun kann man ja fiir einen beliebigen Punkt p € E stets einen Vektor v € E
finden mit p(p+ @) = p+ (@) + ¥. Genau dann besitzt dann (—w) o ¢ einen
Fixpunkt, wenn es @ € E gibt mit

p+iu=p+Ju)+7—u
alias @ — @(@) + W = . Wegen der Zerlegung E = im(@ — id) & E¢ vom
Beginn des Beweises gibt es also genau ein @ € E? derart, da8 (—) o ¢
einen Fixpunkt hat. O

Beispiel 3.4.6 (Isometrien der Gerade). Jede abstandshaltende Selbstab-
bildung der reellen Zahlengeraden ist entweder eine Verschiebung x — = + a
oder eine Spiegelung x +— b — x: In der Tat, ist der lineare Anteil unserer
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Selbstabbildung die Identitdt, so handelt es sich nach 3.4.5 um eine Ver-
schiebung; ist ihr linearer Anteil dahingegen das Negative der Identitét, so
muf} in der Darstellung nach 3.4.5 der Vektor « der Nullvektor sein und wir
haben eine Abbildung der Gestalt © + @ +— x — @ vor uns, die man wohl
elementargeometrisch eine “Spiegelung am Punkt z” nennen wiirde.

Beispiel 3.4.7 (Isometrien der Ebene). Jede abstandserhaltende Selbstab-
bildung einer reellen euklidischen Ebene ist entweder (1) eine Verschiebung
oder (2) eine Drehung um einen Punkt oder (3) eine Gleitspiegelung, d.h.
eine Spiegelung an einer Gerade gefolgt von einer Verschiebung in Richtung
eben dieser Gerade. In der Tat erhalten wir nach 3.4.5 Fall (1) fir die Iso-
metrien mit der Identitdt als linearem Anteil; Fall (2) fir die Isometrien mit
einer von der Identitéit verschiedenen Drehung als linearem Anteil; und Fall
(3) fiir die Isometrien mit einer Spiegelung als linearem Anteil.

Beispiel 3.4.8 (Isometrien des Raums). Jede abstandserhaltende Selbst-
abbildung eines reellen dreidimensionalen euklidischen Raums ist entweder
(1) eine “Verschraubung” alias eine Drehung um eine Achse gefolgt von einer
Verschiebung in Richtung eben dieser Achse, oder (2) eine Drehung um ei-
ne Achse gefolgt von einer Spiegelung an einer Ebene senkrecht zu besagter
Achse, oder (3) eine Verschiebung gefolgt von einer Spiegelung an einer unter
besagter Verschiebung invarianten Ebene. In der Tat erhalten wir nach 3.4.5
Fall (1) fiir die Isometrien mit einer Drehung als linearem Anteil; Fall (2) fiir
die Isometrien mit linearem Anteil bestehend im Sinne von 3.3.24 aus einem
Drehblock und einem Eintrag (—1) auf der Diagonalen; und Fall (3) fiir die
[sometrien mit einer Spiegelung an einer Ebene als linearem Anteil.

3.5 Winkel, Orientierung, Kreuzprodukt

Definition 3.5.1. Seien ¢, von Null verschiedene Vektoren eines reellen
euklidischen Vektorraums. So ist der von ¥ und w eingeschlossene Winkel
¥ € [0, 7] erklart durch die Vorschrift

~

(0,0
[l

cost = —
[

Nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung 3.2.14 liegt der Quotient auf der
rechten Seite dieser Gleichung stets im Intervall [—1, 1] und nach ?? existiert
stets genau ein Winkel ¥ € [0, 7] zu jedem in [—1, 1] vorgegebenen Wert von
cos . Man notiert diesen Winkel auch

Y = Z(V, W) = arccos <M)
faliil
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Ich verstehe stets cos im Sinne von 7?7 als die Abbildung cos : R — R, die
von einem “Winkel im Bogenmafi” ausgeht, so da8 etwa gilt cos(7/2) = 0.
Ich will im folgenden und insbesondere in 3.5.21 diskutieren, inwiefern diese
Definition die “Richtige” ist.

Bemerkung 3.5.2. Gegeben A, u > 0 gilt Z(¥, W) = Z(A\V, pd). Zwei von Null
verschiedene Vektoren stehen aufeinander senkrecht genau dann, wenn sie
den Winkel 7/2 einschlieBen.

Beispiel 3.5.3. Die drei Vektoren der Standardbasis des R? bilden ja wohl
ein gleichseitiges Dreieck und der Winkel an jeder Ecke sollte folglich 7/3
sein. In der Tat finden wir fiir ¥ = €3 — €] und W = é; — €] als Skalarprodukt
(v,) = 1 und wegen ||7|| = ||@|| = v/2 ergibt sich fiir den Winkel cos) = 1/2
alias ¥ = /3.

Ubung 3.5.4. Gegeben zwei vom selben Punkt p ausgehende Halbgeraden
L, R in einem euklidischen affinen Raum definiert man ihren Winkel Z(L, R)
als Z(l — p,r — p) fiir beliebige | € L\p, r € R\p. Gegeben zwei Paare
(L, R) und (L', R") von jeweils vom selben Punkt ausgehenden Halbgeraden
in einem endlichdimensioanlen euklidischen affinen Raum zeige man, dafl es
genau dann eine Isometrie b von unserem Raum auf sich selber gibt mit
b(L) = L' und b(R) = R, wenn gilt Z(L,R) = Z(L', R).

Definition 3.5.5. Eine Orientierung eines endlichdimensionalen Vektor-
raums V iiber einem angeordneten Korper ist eine Vorschrift e, die jeder
angeordneten Basis B unseres Vektorraums ein Vorzeichen ¢(B) € {+1, —1}
zuordnet und zwar so, daf fiir je zwei angeordnete Basen B, B’ die Determi-
nante der Basiswechselmatrix das Vorzeichen ¢(B)e(B’) hat. Das Vorzeichen
£(B) nennen wir dann die Orientierung der angeordneten Basis B unseres
orientierten Vektorraums. Eine angeordnete Basis der Orientierung +1 nen-
nen wir eine orientierte Basis. Sprechen wir von der durch eine ange-
ordnete Basis gegebene Orientierung, so meinen wir diejenige Orientie-
rung, die besagter Basis das Vorzeichen +1 zuordnet. Ein Isomorphismus von
orientierten endlichdimensionalen Vektorrdumen heifit orientierungserhal-
tend genau dann, wenn er die Orientierung von angeordneten Basen erhélt.
Andernfalls heifit er orientierungsumkehrend. Gegeben ein angeordneter
Korper k bezeichnen wir diejenige Orientierung des k™ als die Standardori-
entierung, die der Standardbasis das Vorzeichen +1 zuordnet. Unter einer
Orientierung eines endlichdimensionalen affinen Raums iiber einem
angeordneten Korper verstehen wir eine Orientierung seines Richtungsraums.

3.5.6. In der Literatur findet man vielfach eine Variation der Definition der
Orientierung, bei der eine Orientierung eines reellen Vektorraums als eine
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Aquivalenzklasse von Basen unter einer geeigneten Aquivalenzrelation er-
klart wird. Diese Definition liefert dasselbe in allen Féllen mit Ausnahme
des Nullraums, und in diesem Fall scheint mir die hier gegebene Definition
das sinnvollere Konzept zu liefern: Es erlaubt namlich, den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung auch formal als Spezialfall des Satzes von
Stokes anzusehen, vergleiche ?77.

3.5.7. Mit dieser Terminologie kann man etwa SO(n) auch als die Gruppe al-
ler orientierungserhaltenden orthogonalen Automorphismen von R™ beschrei-
ben.

3.5.8. Jeder endlichdimensionale Raum iiber einem angeordneten Kérper be-
sitzt genau zwei Orientierungen. Das gilt insbesondere auch fiir jeden ein-
punktigen Raum: Hier verwenden wir die Konvention, nach der der einzige
Endomorphismus des Nullvektorraums die Determinante 1 hat. Der Nullvek-
torraum hat eine einzige angeordnete Basis, ndmlich die leere Menge mit ihrer
einzigen Anordnung, und eine Orientierung des Nullvektorraums zu wéhlen
bedeutet schlicht, das Vorzeichen auszusuchen, das dieser Basis zugeordnet
werden soll.

Beispiel 3.5.9. Eine Orientierung einer reellen Gerade anzugeben bedeutet
anschaulich, auf dieser Gerade eine “Richtung” auszuwéhlen, eben die Rich-
tung, in die diejenigen Vektoren zeigen, die positiv orientierte Basen ihres
Richtungsraums bilden. Wir nennen diese Vektoren dann auch kurzerhand
positiv orientierte Vektoren oder noch kiirzer positive Vektoren und
denken uns unsere Gerade mit der Anordnung versehen, fiir die die Addition
positiver Vektoren Elemente vergroflert. Mit diesen Konventionen kénnen wir
fiir einen orientierten eindimensionalen Vektorraum L die Menge der positi-
ven Vektoren mit L, bezeichnen. Analog vereinbaren wir fiir die Elemente
von L.y die Bezeichnung negative Vektoren und nennen folgerichtig die
Elemente von L>( die nichtnegativen Vektoren.

Beispiel 3.5.10. Denken wir uns die Tafelebene als einen zweidimensionalen
reellen affinen Raum, so diirfen wir uns eine Orientierung der Tafelebene als
die Auszeichnung eines Drehsinns denken, ndmlich den Drehsinn derart, dafl
bei Drehung in diesem Drehsinn der erste Vektor einer positiv orientierten
angeordneten Basis ihres Richtungsraums zuerst in ein positives Vielfaches
des zweiten Vektors gedreht wird und erst dann in ein negatives Vielfaches.
Wenn, wie etwa bei der Tafelebene oder bei einem vor uns liegenden Blatt
Papier, zusatzlich festlegt ist, “von welcher Seite man auf eine Ebene gu-
cken soll”; so mag man diese beiden Orientierungen als “im Uhrzeigersinn”
und “im Gegenuhrzeigersinn” ansprechen. Ist unsere Ebene dahingegen eine
Glasscheibe und die Betrachter stehen auf beiden Seiten, so legt man eine
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Orientierung besser fest, indem man einen Drehsinn mit einem Wachsstift
einzeichnet.

Beispiel 3.5.11. Den eindimensionalen affinen Raum T aller Zeiten aus 1.9.7
denken wir uns stets mit der Orientierung versehen, fiir die jeder Richtungs-
vektor, der einen Zeitpunkt auf einen “spateren” Zeitpunkt schiebt, eine po-
sitiv orientierte Basis bildet. Den Richtungsraum T bezeichnen wir als den
Raum aller Zeitspannen, seine positiv orientierten Vektoren nennen wir
Zeiteinheiten. Wir wihlen fiir das folgende eine feste Zeiteinheit und nen-
nen sie die Sekunde s € T. Die Einteilung eines Tages in vierundzwanzig
Stunden und die Einteilung dieser Stunden in je sechzig Minuten geht wohl
auf die Babylonier zuriick, die angeblich mit ihren Hénden bis 60 z&hlten,
indem sie mit jedem der 5 Finger der rechten Hand der Reihe nach die 12
Fingerglieder der linken Hand an den Fingern mit Ausnahme des Daumens
beriihrten. Die Einteilung jeder Minute in wiederum 60 Sekunden bot sich
dann als natiirliche Verfeinerung an.

Beispiel 3.5.12. Auf unserem dreidimensionalen Anschauungsraum E kénnen
wir uns die “rechte-Hand-Orientierung” denken, in der die durch die Abfolge
“Daumen-Zeigefinger-Mittelfinger” mit der rechten Hand angedeuteten ange-
ordneten Basen positiv orientiert sind, und analog die davon verschiedene
“linke-Hand-Orientierung”.

3.5.13. Zwei angeordnete Basen eines endlichdimensionalen reellen Vektor-
raums liefern dieselbe Orientierung genau dann, wenn sie sich “stetig ineinan-
der deformieren lassen” alias in derselben “Zusammenhangskomponente” des
Raums aller angeordneten Basen liegen. Man kann sich davon etwa mithil-
fe der Iwasawa-Zerlegung 3.3.29 iiberzeugen. Auch die prézise Formulierung
und der formale Beweis wird Thnen davon ausgehend leicht gelingen, sobald
Sie in der Analysis die Grundtatsachen iiber Stetigkeit in mehreren Veran-
derlichen kennengelernt haben. Eine dquivalente Aussage diirfen Sie in der
Analysis als Ubung ?? zeigen.

Definition 3.5.14. Gegeben ein orientierter zweidimensioaler reeller eukli-
discher Vektorraum V' und ein Winkel 9 bezeichne Ry : V' — V diejenige
lineare Abbildung, die in einer und jeder orientierten Orthonormalbasis von
V' die dargestellt wird durch die Matrix

costy —sinv
sinv  cosv
3.5.15. Denken wir uns V' als eine unendliche Tafel mit einem ausgezeichne-

ten Ursprung und der Orientierung, fiir die “erst ein Pfeil nach rechts, dann
ein Pfeil nach oben” eine orientierte Basis ist, so miissen wir uns Ry denken
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SkriptenBilder/Bildor.png

Angeordnete Basen des Raums der Richtungsvektoren der Papierebene mit
den Vorzeichen, die der Orientierung “im Gegenuhrzeigersinn” entsprechen
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als die “Drehung mit Zentrum im Ursprung um den Winkel ¥ im Gegenuhr-
zeigersinn”.

Definition 3.5.16. Gegeben ein orientierter zweidimensionaler reeller eukli-
discher Vektorraum und zwei von Null ausgehende Halbgeraden G, H defi-
nieren wir ihren orientierten Winkel

V=4L(G,H) e (—n, 7]

als das eindeutig bestimmte ¥ € (—7, 7] mit Ry(G) = H. Gegeben zwei von
Null verschiedene Vektoren v, w definieren wir ihren orientierten Winkel dann
als K(U, U}) = A(Rzo’l}, R20w>.

Ubung 3.5.17. Gegeben ein von Null verschiedener Vektor v # 0 eines ori-
entierten zweidimensionalen reellen euklidischen Vektorraums gilt fiir seinen
orientierten Winkel mit seinem Negativen stets £ (v, —v) = 7.

3.5.18. Gegeben von Null ausgehende Halbgeraden F, G, H in einem orien-
tierten zweidimensionalen reellen euklidischen Vektorraum gilt stets die Ad-
ditivitidt der orientierten Winkel

L(F,H) € L(F,G)+ £L(G,H) + 2nZ
In der Tat gilt nach 3.3.16 ja RyR, = Ry, und Ry, = id ist eh klar.

Ubung 3.5.19. Gegeben von Null verschiedene Vektoren v, w in einem orien-
tierten zweidimensionalen reellen euklidischen Vektorraum haben wir stets
L(v,w) + L(w, —v) = £m.

Ubung 3.5.20. Der nichtorientierte Winkel kann aus dem orientierten Winkel
berechnet werden vermittels der Beziehung

Z(G,H) = |£(G, H)|

3.5.21. Der eigentliche Grund fiir unsere Winkeldefinition 3.5.1 liegt in sei-
nem engen Zusammenhang mit dem orientierten Winkel, dessen Definition
hinwiederum durch die Additivitdt 3.5.18 motiviert ist. Natiirlich kénnten
wir diese Additivitdat auch durch die Verwendung eines anderen Gruppenho-
momorphismus R — SO(2) erreichen, und in der Tat sind hier auch viele
andere Wahlen verbreitet. Die meisten sind von der Gestalt ¥ +— Ry fiir
a > 0.

1. Auf der Schule wird der Gruppenhomomorphismus meist so gewéhlt,
daf3 360 die kleinste positive Zahl ist, die auf die Identitéit abgebildet
wird: Das hat den Vorteil, daBl die Winkel vieler einfacher geometri-
scher Figuren ganzen Zahlen entsprechen. Man deutet es bei der Win-
keldarstellung durch ein hochgestelltes © an, wenn man mit dieser Wahl
arbeitet, und spricht von “Grad”.
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2. Bei Vermessungsarbeiten wird der Gruppenhomomorphismus meist so
gewahlt, dafl 400 die kleinste positive Zahl ist, die auf die Identitét
abgebildet wird: Das hat den Vorteil, dafl rechte Winkel der Zahl 100
entsprechen, und ist dem Arbeiten mit computergesteuerten Geréten,
die ja mit ihrem Bedienungspersonal iiblicherweise im Zehnersystem
kommunizieren, besonders gut angepafit. Man deutet es bei der Win-
keldarstellung durch ein nachgestelltes gon an, wenn man mit dieser
Wahl arbeitet, und spricht von “Neugrad” oder “Gon”.

3. Mathematisch-abstrakt schiene es mir am natiirlichsten, unsere orien-
tierten Winkel schlicht als Elemente der Gruppe SO(2) aufzufassen,
aber das wére fiir die Anwender unpraktisch.

4. Die in diesem Text getroffene Wahl ist bei rechtem Licht betrachtet
eigentlich die Wahl a = 7: Wir driicken ja unsere Winkel in Wirklich-
keit als Vielfache von 7 aus und kommen nicht ernsthaft auf die Idee,
hier wirklich m = 3,1415... einzusetzen, auszumultiplizieren und die
entstehende reelle Zahl mit einigen Nachkommastellen hinzuschreiben!
Schreibt man diese reelle Zahl doch aus, so sollte man rad als Ab-
kiirzung fiir “Radian”, zu deutsch “Bogenmaf}”, dahinterschreiben, um
klarzumachen, welcher Winkel gemeint ist.

In gewisser Weise spielt das Symbol 7 bei unserer Winkelbezeichnung also
eine &hnliche Rolle wie das hochgestellte ° bei der auf der Schule {iblichen
Bezeichnungsweise. Ich halte es nicht fiir besonders gliicklich, daf3 hier 7= nur
fiir den halben und nicht fiir den ganzen Vollkreis steht, aber so ist die Nota-
tion nun einmal geschichtlich gewachsen, und die nachtrégliche Einfithrung
eines zusétzlichen eigenen Symbols fiir den Umfang eines Kreises mit Radius
Eins will ich nun auch wieder nicht propagieren.

3.5.22. Wir zeigen nun auch in diesem Rahmen, daf§ die Winkelsumme im
Dreieck 180° alias 7 ist. Ich will nicht behaupten, dafl der anschlieende
Beweis klarer sei als der anschauliche Beweis, wie Sie Ihn vermutlich in der
Schule kennengelernt haben. Ich will jedoch zeigen, wie dieser anschauliche
Beweis in das “Paradies der Mengenlehre” hiniibergerettet werden kann, in
dem wir uns ja mittlerweile bewegen. Die ungeheure Eleganz und Effizienz
der Sprache der Mengenlehre kommt in diesem Beispiel schlecht zur Geltung,
in dem man eher den Eindruck gewinnen mag, mit Kanonen auf Spatzen
zu schieffen. Es handelt sich eben auch nicht um einen Ernstfall, sondern
vielmehr um eine Kanonenprobe.

Proposition 3.5.23 (Winkelsumme im Dreieck). Fir drei Punkte p,q,r
einer affinen euklidischen Fbene E, die nicht auf einer Geraden liegen, gilt
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SkriptenBilder/BildWSD.png

Der auf der Schule iibliche Beweis dafiir, daff die Winkelsumme im Dreieck
180° ist
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stets
Llg—pr—p)+ZLp—rq—1r)+Llr—qp—q =7

Beweis. Zunéchst wihlen wir eine Orientierung auf E und beachten, daf3
aufgrund unserer Definitionen fiir v, @ € E linear unabhéingig gilt
I (U
£ = '
) = { o0
Jetzt kiirzen wir die “Kantenvektoren” ab zu v; = ¢ — p,0h = p — r, U3 =
r —q, so daB gilt ¥; + v, + 3 = 0. Daraus folgt, dal (v, 0y), (¢, U3) und
(U3, 71 ) alle drei gleich orientierte Basen sind, da némlich die entsprechenden

Basiswechselmatrizen alle positive Determinante haben. Fiir die orientierten
Winkel wissen wir wegen der Additivitdt 3.5.18 bereits

w) falls (U, ) eine orientierte Basis von F ist;
w)  sonst.

4(171, ’172) —|— 4(172,?73) —|— K(U‘g,, 171) € 27TZ

Weiter gilt fiir 7, @ # 0 nach 3.5.19 stets (7, @)+ £ (@, —7) = £ und damit
folgt
4(171, —172) + 4(’[72, —173) + 4(773, —171) em+ 217

Wir wissen aber bereits, dafl diese drei orientierten Winkel alle positiv oder
alle negativ sind und genauer, daf sie alle in (0,7) oder (—m,0) liegen. In
beiden Fillen folgt unmittelbar

4(171,—172) +4(2727—173) +4(772,—’171) =T ]

Definition 3.5.24. Als Kreuzprodukt bezeichnet man die bilineare Ab-
bildung R? x R?® — R?, die gegeben wird durch die Vorschrift

1 w1 VW3 — V3W2
V2 |, | W2 = Vw1 — V1ws
V3 wWs V1Wo — VW1

Man notiert diese Abbildung mit einem Kreuz in der Form (v, W) — ¥ X 0,
daher die Bezeichnung als Kreuzprodukt.

3.5.25. Das Kreuzprodukt hat in Anbetracht der Jégerzaunformel 2.7.3 die
Eigenschaft

(U, U x W) = det(u|v]|w)
und diese Eigenschaft fiir alle @ € R3, ja sogar schon fiir @ = €}, &, & cha-

rakterisiert auch bereits den Vektor ¢ x . Fiir den Ausdruck (u, v x ) =
det(u|v|w) findet man manchmal auch die Bezeichnung als Spatprodukt, die
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darauf anspielt, dafl diese Determinante ja nach 2.7.6 bis auf ein Vorzeichen
gerade das Volumen des durch die fraglichen drei Vektoren gegebenen Paral-
lelpipeds angibt. Die Kristalle des Feldspats haben aber nun oft die Gestalt
eines Parallelpipeds, weswegen derartige Korper auch als Spate bezeichnet
werden.

3.5.26. Die Charakterisierung 3.5.25 des Kreuzprodukts mithilfe der Deter-
minante liefert unmittelbar eine Vielzahl von Eigenschaften.

1. Es gilt ¥ x @ = — x ¥, denn Vertauschen zweier Spalten einer Matrix
dndert das Vorzeichen der Determinante. Alternativ kann man das der
definierenden Formel auch direkt ansehen.

2. v x w steht senkrecht auf ¥ und w, denn die Determinante jeder Matrix
mit zwei gleichen Spalten ist Null.

3. Genau dann gilt @ x @ = 0, wenn (7, @) ein linear abhiingiges Paar
von Vektoren ist. In der Tat, die Determinante jeder Matrix mit linear
abhéngigen Spalten ist Null, und je zwei linear unabhéngige Vektoren
U, des R? lassen sich andererseits auch durch einen dritten Vektor @
zu einer Basis ergénzen.

4. Ist (¥, W) ein linear unabhéngiges Paar von Vektoren, so mufl das Tripel
(Ux W, v, ) in dieser Anordnung eine orientierte Basis des R? mit seiner
Standardorientierung sein, denn die Determinante der Basiswechselma-
trix von der Standardbasis ist ja dann das Langenquadrat des von Null
verschiedenen Vektors ¢ X .

3.5.27. Nehmen wir im Fall eines linear unabhéngigen Paares (¥, &) in obiger
Formel 4 = (Ux ) /||Ux |, so erkennen wir aus der anschaulichen Bedeutung
2.7.6 der Determinante als Volumen, dafl wir uns die Lénge von @' x @ gerade
als das Volumen des von , v, w aufgespannten Spats alias die Fldche des von
U, w aufgespannten Parallelograms denken diirfen.

3.5.28. Die Bedeutung des Kreuzprodukts liegt nun darin, dafl es einerseits
algebraisch leicht zu berechnen ist und andererseits die im Vorhergehenden
erklarte einfache geometrische Interpretation hat, die ich hier nocheinmal
zusammenfassen will: Fiir @, linear abhingig gilt @ x @ = 0; Sonst ist 7 x
der Vektor, der senkrecht steht auf ¢ und w, dessen Lange der Fldche des
von ¢ und w aufgespannten Parallelogramms entspricht, und dessen Richtung
dadurch festgelegt wird, dal (v x ), ¢, @) dieselbe Orientierung hat wie die
Standardbasis des R3.
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3.5.29. Unsere geometrische Interpretation legt es nahe, daf fiir alle Drehun-
gen A € SO(3) gelten sollte

(A7) x (AW) = A(¥ x )

In der Tat, da fiir alle A € SO(3) gilt (Aud, A(V x W) = (4,7 x W) =
det(u|v]|w) = det A(u|0|W) = det(Au|Av|AW) = (Ad, (AV) x (Aw)), ergibt
sich ohne Schwierigkeiten A(v' x @) = (A¥) x (Aw) fiir alle A € SO(3).

3.5.30. Allgemeiner kann man fiir einen beliebigen orientierten dreidimensio-
nalen reellen euklidischen Vektorraum V' das Kreuzprodukt

VxV — Vv
(U, W) +— Uxd

dadurch erklidren, dafl es unter einem und jedem orientierungserhaltenden
orthogonalen Isomorphismus V' = R3 dem eben definierten Kreuzprodukt
entsprechen soll. Wir werden das nicht weiter vertiefen.

3.6 Spektralsatz und Hauptachsentransformationen

Satz 3.6.1 (Hauptachsentransformation). Gegeben eine quadratische
Form alias eine Funktion q : R® — R der Gestalt q(x1, ..., x,) = Zigj Cij i
gibt es stets eine Drehung D € SO(n) des R™ und Skalare M1, ..., A\, € R mit

(qo D)(wy,...,2,) = Mt + ...+ A\22

3.6.2. Man kann sich die Bedeutung dieses Satzes auf zwei Weisen veran-
schaulichen: Entweder “aktiv” in dem Sinne, dafl der Graph unserer Funkti-
on ¢ unter der Drehung D~! oder priziser der Abbildung D~! x id in den
Graphen unserer Linearkombination von Quadraten iibergeht; Oder “pas-
siv’ in dem Sinne, daf§ unsere Funktion beim Einfiihren neuer Koordina-
ten mit Koordinatenachsen in Richtung der Spaltenvektoren von D in den
neuen Koordinaten ausgedriickt die fragliche Form annimmt, in Formeln
a0 + -+ Yalh) = Mys + ...+ A2 fiir 0 die Spalten von D, also
fir D = (04]...|¢,). Die von den Spalten der Matrix D erzeugten Geraden
bilden dann ein System von “Hauptachsen” fiir unsere quadratische Form gq.

3.6.3. In der Analysis, etwa in 77, konnen Sie lernen, wie man eine hin-
reichend differenzierbare Funktion R™ — R etwa um den Ursprung bis zu
zweiter Ordnung approximieren kann durch eine polynomiale Funktion vom
Totalgrad hochstens Zwei alias eine Summe von einer Konstanten, einer Line-
arform und einer quadratischen Form. Ist die fragliche Linearform Null alias
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SkriptenBilder/BildHAT.png

Dieses Bild zeigt die Ellipse, auf der die positiv definite quadratische Form

172% — 122y + 8y? bei einer geeigneten Wahl des Mafistabs den Wert Eins

annimmt. Gestrichelt sind die Hauptachsen eingetragen, die in diesem Fall
die Richtungsvektoren (2,1) und (—1,2) haben.
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hat der Graph unserer Funktion am Ursprung eine horizontale Tangential-
ebene alias hat unsere Funktion am Ursprung eine “kritische Stelle”, so wird
sie dort bis zur Ordnung Zwei approximiert durch die fragliche quadratische
Form plus die Konstante. So fithrt dann das Studium der Minima und Maxi-
ma von Funktionen mehrerer Verénderlichen auf das Studium quadratischer
Formen.

Beweis. Eine Matrix A heiffit symmetrisch genau dann, wenn sie mit ihrer
eigenen Transponierten iibereinstimmt, in Formeln AT = A. Wir finden eine
symmetrische Matrix A € M(n x n;R) mit

q(z) = 2" Ax

fiir den Spaltenvektor z = (x1,...,2,)", indem wir als diagonale Matrixein-
trige a; = ¢; nehmen und auflerhalb der Diagonalen a;; = aj; = ¢;;/2 setzen.
Nach 3.6.5 gibt es dann eine Drehung D € SO(n) mit D™*AD = DT AD =
diag(A1, ..., A,) fiir geeignete Aq,..., A\, € R, ndmlich die Eigenwerte von A
mit ihren Vielfachheiten. Es folgt

q¢(Dz) =2 "D"ADx = \2? + ...+ \,2? O

Ubung 3.6.4. Man zeige: Gegeben eine Polynomfunktion vom Grad hochstens
zwei mit reellen Koeffizienten, also eine Abbildung ¢ : R" — R der Gestalt

q(z1,. .., x,) = Z a;;TiT; + Z bix; + ¢
i<j i
gibt es eine abstandserhaltende Selbstabbildung D : R” — R"™ mit

(qo D)(x1,...,2n) = Mx} + ... + MNeTp + M1 Tt + -+ + A + Ao

fiir geeignetes k£ und geeignete reelle \;. Man sagt dann, “unter unserer Be-
wegung D gehe unsere Quadrik in ihre Standardform tiber”.

Proposition 3.6.5. Gegeben eine symmetrische Matriz A € M(n x n;R)
gibt es eine orthogonale Matriz mit Determinante Fins D € SO(n) derart,
dafl DT AD = D~'AD diagonal ist.

Beweis. Das folgt sofort aus dem Spektralsatz fiir “selbstadjungierte” Abbil-
dungen 3.6.10, indem wir als Spalten von D die Vektoren einer Orthonor-
malbasis von R” aus Eigenvektoren von A : R" — R” nehmen, und notfalls
noch eine Spalte mit (—1) multiplizieren, um det D = 1 zu erreichen. O



204 KAPITEL 11I. LINEARE ALGEBRA

SkriptenBilder/BildGaE.png

Wie Gértner Ellipsen zeichnen.
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Definition 3.6.6. Seien V, W euklidische Vektorrdume und A : V' — W und
B : W — V lineare Abbildungen. Unsere Abbildungen heiflen zueinander
adjungiert genau dann, wenn gilt

(Av,w) = (v, Bw) Yv e ViweW

Jede lineare Abbildung A wie oben hat hochstens eine Adjungierte, denn
sind B,C beide adjungiert zu A, so folgt (v, Bw — Cw) = 0 Vv, w und
damit Bw = Cw Vw. Versehen wir R" R™ jeweils mit dem Standard-
skalarprodukt, so wird fiir A € M(m x n;R) die adjungierte Abbildung zu
A R" — R™ gegeben durch die transponierte Matrix als AT : R™ — R".
Ebenso ist im Komplexen AT : C™ — C" adjungiert zu A : C* — C™. In der
Tat finden wir miihelos

(Az,y) = (Az) Ty =7"ATy = (z,ATy)

fiir alle x € C™, y € C". Wir folgern mit 3.3.6, daf jede lineare Abbildung
von endlichdimensionalen reellen oder komplexen euklidischen Vektorrdumen
genau eine Adjungierte hat.

3.6.7. Im folgenden geben wir noch eine abstrakte Konstruktion der adjun-
gierten Abbildung im endlichdimensionalen Fall. Zu jedem komplexen Vek-
torraum V' bilden wir zundchst den komplex konjugierten Vektorraum
V, indem wir dieselbe unterliegende additive Gruppe nehmen, die Operation
von a € C auf v € V jedoch abédndern zu einer Operation a - v, die mit
der urspriinglichen Operation av verkniipft ist durch die Formel a - v = aw.
Fiir jede C-lineare Abbildung f : V — W von komplexen Vektorrdumen ist
dieselbe Abbildung auch eine C-lineare Abbildung V — W. Wir bezeichnen
diese Abbildung dennoch mit dem neuen Symbol f : V' — W und nennen sie
die konjugierte Abbildung, weil ihre Matrix anders aussieht: Sind genauer
A und B angeordnete Basen von V und W, so hat die konjugierte Abbildung
die konjugierte Matrix, in Formeln

slf]a = 58lf]a

Ich kann leider fiir das Konzept der adjungierten Abbildung keinerlei An-
schauung anbieten. Eine koordinatenfreie Konstruktion der adjungierten Ab-
bildung erhdlt man wie folgt: Jedes Skalarprodukt g = (, ) auf V' liefert eine
injektive lineare Abbildung

can =cang: V — VT
v —

(v, )
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in den Dualraum von V. Lineare Abbildungen A, B zwischen komplexen eukli-
dischen Vektorrdumen sind nun adjungiert genau dann, wenn das Diagramm

V can V—l—

al |s7

W can WT

kommutiert, mit BT : VT — W der “transponierten” alias “dualen” Abbil-
dung zu B : W — V. Im endlichdimensionalen Fall sind unsere kanonischen
Abbildungen can in den Horizontalen nach Dimensionsvergleich Isomorphis-
men, in diesem Fall liefert also das obige kommutative Diagramm auch einen
alternativen Beweis fiir die Existenz und Eindeutigkeit adjungierter Abbil-
dungen.

Definition 3.6.8. Ein Endomorphismus eines reellen oder komplexen eukli-
dischen Vektorraums heifit selbstadjungiert genau dann, wenn er zu sich
selbst adjungiert ist.

Beispiel 3.6.9. Eine reelle (n x n)-Matrix A beschreibt eine selbstadjungierte
Abbildung A : R® — R" genau dann, wenn sie symmetrisch ist, in Formeln
A = AT. Eine komplexe (n x n)-Matrix A beschreibt eine selbstadjungierte
Abbildung A : C* — C" genau dann, wenn sie die Identitit A = AT erfiillt.
Solche Matrizen heiflen auch hermitesch.

Satz 3.6.10 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen). Fir
jeden selbstadjungierten Endomorphismus eines endlichdimensionalen eukli-
dischen Vektorraums besitzt unser Vektorraum eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren, und auch im komplexen Fall sind alle Figenwerte unseres Fn-
domorphismus reell.

Erster Beweis. Sei V unser euklidischer Vektorraum und A : V' — V selbst-
adjungiert. Gegeben 0 # v € V und A € C mit Av = Av folgern wir von der
Mitte ausgehend die Gleichungskette

Mo, v) = (v,v) = (Av,v) = (v, Av) = (v, Av) = A\ (v, v)

und daraus folgt bereits A € R. Weiter ist das orthogonale Komplement v+
eines Eigenvektors v stabil unter A, denn aus (v,w) = 0 folgt (v, Aw) =
(Av,w) = Av,w) = 0. Bis hierher brauchen wir nicht einmal V als end-
lichdimensional vorraussetzen. Nun koénnen wir den Beweis im Komplexen
mit Induktion beenden. Im Fall V' = 0 ist der Satz klar. Sonst finden wir
einen Figenvektor vy, den wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nor-
miert annehmen diirfen. Dann wenden wir auf die auf seinem orthogonalen
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Komplement induzierte Abbildung A : v{ — vi die Induktionsvoraussetzung
an und finden darin eine Orthonormalbasis v, ..., v, aus Eigenvektoren von
A. Damit ist vy,...,v, die gesuchte Orthonormalbasis von V' aus Eigenvek-
toren von A. Das erledigt den komplexen Fall. Im reellen Fall iiberlegen wir
uns zunéchst, dafl die darstellende Matrix von A in Bezug auf eine Orthonor-
malbasis von V' symmetrisch sein muf. Diese Matrix hat im Fall dimg V' > 0
in C mindestens einen Eigenwert, der dann aber nach unseren Uberlegungen
zu Beginn des Beweises sogar reell sein mufl. Dazu finden wir dann wieder
einen Eigenvektor aus V, und der Beweis lduft von hier an wie im komplexen
Fall. O

Zweiter Beweis im Reellen. Man betrachte auf V\0 die Funktion

(Av, v)
(v,v)

Sie heifit der Raleigh-Quotient, deshalb der Buchstabe R. Schrinken wir
diese Funktion ein auf die Einheitssphére {v | ||v|| = 1}, so nimmt sie dort
nach Heine-Borel ?? und 7?7 ihr Maximum an, etwa an einer Stelle v, . Da
unsere Funktion konstant ist auf jeder Geraden durch den Nullpunkt, muf sie
an derselben Stelle auch als Funktion V\0 — R ihr Maximum annehmen. Wir
betrachten wir nun fiir w € V die fiir hinreichend kleines t € R wohldefinierte
Funktion t — R, (t) = R(vy + tw), ausgeschrieben

v— R(v) =

(A(vy + tw), vy + tw)

R,(t) =
®) (vy + tw, vy + tw)

Sie ist offensichtlich differenzierbar, folglich mufl ihre Ableitung bei ¢ = 0
verschwinden. Dann verschwindet also auch der Zihler, wenn wir diese Ab-
leitung R! (0) mithilfe der Quotientenregel berechnen, und wir folgern

((Aw, vy) + (Avy, w)) (v, vi) — 2{Avy, v4) (v4, w) =0

fiir alle w € V. Mithilfe der Selbstadjungiertheit von A folgern wir insbeson-
dere
wlv, = wl Avy

Das liefert offensichtlich Av, € Rov; und wir haben einen Eigenvektor ge-
funden. Der Rest des Arguments lduft von da an wie beim ersten Beweis.
Dies Argument vermeidet den Fundamentalsatz der Algebra, benutzt jedoch
einen Teil der Resultate der reellen Analysis, aus denen wir in ?? den Fun-
damentalsatz der Algebra herleiten werden. ]
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3.6.11. Anschaulich ist die in diesem Beweis versteckte Erkenntnis auch recht
klar: Durch den Punkt der Ellipse, der am néchsten am Ursprung liegt, geht in
der Tat eine Hauptachse. Dasselbe gilt natiirlich fiir den Punkt, der dem Ur-
sprung am fernsten liegt, als da heif3t, der kleinstmogliche Wert des Raleigh-
Quotienten ist auch ein Eigenwert und jede Stelle, an der er angenommen
wird, ist ein Eigenvektor unseres selbstadjungierten Operators zu diesem Ei-
genwert.

Ubung 3.6.12. Man zeige: Ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen
euklidischen Vektorraums ist genau dann selbstadjungiert, wenn es dazu eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren gibt und alle Eigenwerte reell sind.



4. BILINEARFORMEN 209

4 Bilinearformen

4.1 Fundamentalmatrix

Definition 4.1.1. Gegeben ein Kérper £ und ein k-Vektorraum V' erinnern
wir daran, daf§ wir in 3.2 bilineare Abbildungen b : V' x V — k auch Biline-
arformen auf V' genannt hatten. Die Menge aller Bilinearformen auf einem
k-Vektorraum V notiere ich

Bil, (V) = Bil(V)

Sie bilden einen Untervektorraum im Vektorraum Ens(V x V, k) aller Abbil-
dungen von V' x V nach k.

Satz 4.1.2 (Fundamentalmatrix einer Bilinearform auf k). Gegeben
ein Korper k und eine natirliche Zahl n € N erhalten wir eine Bijektion

Bil(k") = M(n x n; k)
b — F(b)

indem wir die Fundamentalmatrix F(b) unserer Bilinearform erkliren
duch die Vorschrift F'(b);; = b(e;, e;). Die Umkehrabbildung kann beschrieben
werden durch die Abbildungsvorschrift F +— bp mit bp(x,y) = x' Fy.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Ubung 1.5.24, nach der eine
bilineare Abbildung festgelegt und festlegbar ist durch ihre Werte auf Paaren
von Basisvektoren. Um zu priifen, daf§ unsere Beschreibung der Umkehrab-
bildung korrekt ist, reicht es aus, fiir jede Matrix F' zu zeigen F(bp) = F
alias bp(e;,e;) = Fi; Vi, j. Das hinwiederum folgt jedoch unmittelbar aus
br(ei,e;) = e/ Fe;. O

Satz 4.1.3 (Fundamentalmatrix einer Bilinearform, Variante). Ge-
geben ein Korper k und ein k-Vektorraum V' liefert jede angeordnete Basis
B = (vi,...,v,) von V eine Bijektion

Bil(V) = M(n x n;k)
b~ Fs(b)

indem wir die Fundamentalmatrix F' = Fy(b) unserer Bilinearform b be-
ziiglich unserer Basis B erkliren durch die Vorschrift F;; = b(v;,v;). Die
Umbkehrabbildung kann in diesem Fall beschrieben werden durch die Abbil-
dungsvorschrift F +— bp mit

br(v,w) = g[v]" o F o g[w]
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Beweis. Die erste Aussage folgt wieder unmittelbar aus der Erkenntnis 1.5.24,
daf eine bilineare Abbildung festgelegt und festlegbar ist durch ihre Werte
auf Paaren von Basisvektoren. Fiir die zweite Aussage zeigen wir nun zur
Abwechslung einmal bpp) = b alias bpg) (v, w) = b(v, w) fiir alle v,w. Dazu
miissen wir ja nur zeigen bp) (v;, v;) = b(vs,v;) fiir alle ¢, j alias

sloi] " o Fi(b) 0 o] = (Fi(b))y
Das ist jedoch klar wegen g[v;] = e;. O

4.1.4. Eine Bilinearform ist symmetrisch genau dann, wenn ihre Fundamen-
talmatrix beziiglich einer gegebenen Basis symmetrisch ist. Ist also in Formeln
V' ein k-Vektorraum und B eine angeordnete Basis von V und b: V xV — k
eine Bilinearform, so gilt

b symmetrisch < Fp(b) symmetrisch

In der Tat, ist (vy, .. ., v,) unsere angeordnete Basis, so gilt fiir symmetrisches
b ja b(v;,v;) = b(v;,v;) und damit die Identitat F;; = Fj; fiir die Eintrége
F;; = b(v;, vj) der Fundamentalmatrix ' = Fp(b). Bezeichnet ganz allgemein
7:V xV 5V xV das Vertauschen 7 : (v,w) +— (w,v), so haben wir fiir
jede Bilinearform b offensichtlich die Identitit Fg(bo7) = Fi(b)T. Ist also die
Fundamentalmatrix symmetrisch, in Formeln Fg(b)" = Fp(b), so folgt mit
4.1.3 sofort b o7 = b alias b symmetrisch.

Proposition 4.1.5 (Fundamentalmatrix und Basiswechsel). Gegeben
ein Korper k und ein endlichdimensionaler k-Vektorraum V' mit zwei ange-
ordneten Basen A, B gilt zwischen den Fundamentalmatrizen einer Bilinear-
form b in Bezug auf unsere beiden Basen die Beziehung

alid] g 0 Fa(b) o 4fid]s = F(b)

4.1.6. Man berechnet also die Fundamentalmatrix einer Bilinearform beziig-
lich einer Basis aus ihrer Fundamentalmatrix beziiglich einer anderen Basis,
indem man von rechts die Basiswechselmatrix dranmultipliziert und von links
ihre Transponierte.

Erster Beweis. Gegeben v, w € V gilt eben
b(v,w) = go]" o Fi(b) o slu]
b(v,w) = 4[v]" o Fa(b) o aluw]

= (alid]s o 5[v]) " 0 Fa(b) o alid]s o 5]

= slo]" o alidls © Fu(b) o alid]s o s[u]
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Gilt fiir Matrizen F, G € M(n x m; k) jedoch x" Fyy = T Gy fiir alle Spalten-
vektoren xz € k", y € k™, so folgt F' = (G. Damit liefern unsere Gleichungen
die gewiinschte Identitdt 4[id]} o Fa(b) o 4[id]s = Fp(b). O

4.2 Definitheitseigenschaften

Definition 4.2.1. Sei k ein angeordneter Korper. Eine symmetrische qua-
dratische Matrix A € M(n x n; k) heifit

1. positiv definit genau dann, wenn gilt z' Az <0 = = = 0;
2. positiv semidefinit genau dann, wenn gilt " Az >0 Vz € k™;
3. negativ definit genau dann, wenn gilt " Az > 0 = z = 0;
4. negativ semidefinit genau dann, wenn gilt " Az < 0 Vz € k™

5. indefinit genau dann, wenn es x,y € k™ gibt mit 2" Az > 0 und
y' Ay <0;

Proposition 4.2.2 (Definitheits-Kriterien mit Eigenwerten).

1. FEine reelle symmetrische Matriz ist positiv definit genau dann, wenn
alle ihre Eigenwerte positiv sind.

2. Fine reelle symmetrische Matrix ist positiv semidefinit genau dann,
wenn alle ihre Eigenwerte nichtnegativ sind.

3. Fine reelle symmetrische Matriz ist negativ definit genau dann, wenn
alle thre Eigenwerte negativ sind.

4. FEine reelle symmetrische Matriz ist negativ semidefinit genau dann,
wenn alle ihre Eigenwerte nichtpositiv sind.

5. Fine reelle symmetrische Matrixz ist indefinit genau dann, wenn sie
positive und negative Figenwerte hat.

Beweis. Sei A € M(n x n;R) unsere reelle symmetrische Matrix. Gegeben
B € GL(n;R) hat natiirlich B" AB dieselbe Definitheit wie A. Nach dem
Satz iiber Hauptachsentransformationen gibt es D € SO(n) mit DTAD =
D 'AD = diag(\y,...,\,). Diese Diagonalmatrix hat folglich sowohl die-
selbe Definitheit als auch dieselben Eigenwerte wie A. Die Proposition folgt
unmittelbar. O
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Satz 4.2.3 (Hurwitz-Kriterium). Fine reelle symmetrische (nxn)-Matrix
st positiv definit genau dann, wenn fir alle k < n die quadratische Unter-
matrix, die man durch Wegstreichen der letzten k Spalten und der untersten
k Zeilen erhdlt, eine positive Determinante hat.

Beweis. Ist eine reelle symmetrische quadratische Matrix nicht positiv de-
finit und hat dennoch eine positive Determinante, so muf} sie zwei negative
Eigenwerte oder einen negativen Eigenwert einer Vielfachheit grofler Eins ha-
ben. Damit finden wir leicht einen zweidimensionalen Teilraum, auf dem die
durch unsere Matrix definierte symmetrische Bilinearform negativ definit ist.
Damit kann sie aber auf keiner Hyperebene positiv definit sein, da eben eine
Hyperebene mit einem zweidimensionalen Teilraum mehr als nur den Null-
vektor gemeinsam haben mufl. Eine offensichtliche Induktion beendet den
Beweis. O

Ubung 4.2.4. Gegeben zwei verschiedene Punkte der Ebene p,¢ € R? und
eine positive Zahl b < ||p — ¢|| zeige man, daf die Punkte r € R? mit ||r —
pl| = ||r — ¢|| = b einen Hyperbelast bilden, als da heifit, dafl die Menge dieser
Punkte unter einer geeigneten Bewegung in die Menge der Losungen mit
positiver z-Koordinate eines Gleichungssystems der Gestalt 22 — puy? = ¢ mit
i, ¢ positiv iibergeht. Gegeben zwei verschiedene Punkte der Ebene p, ¢ € R?
und eine positive Zahl a > ||p — ¢|| zeige man weiter, daf die Punkte r € R?
mit ||r — p|| + ||r — ¢|| = a eine Ellipse bilden, als da heifit, dal die Menge
dieser Punkte unter einer geeigneten Bewegung in die Menge der Lésungen
eines Gleichungssystems der Gestalt 22 + py? = ¢ mit p, ¢ positiv iibergeht.
So erstellen iibrigends Gértner elliptische Beete: Sie rammen zwei Pfiocke
ein, legen um diese eine Seilschlaufe und fahren mit einem dritten Pflock in
der Schlaufe um diese beiden Pflocke herum, soweit auflen wie moglich.

Satz 4.2.5 (Satz iiber Hauptachsentransformationen, Variante). Sei
V' ein reeller Vektorraum mit zwei symmetrischen Bilinearformen s und b,
von denen die erste ein Skalarprodukt ist. So besitzt V' eine angeordnete Basis
(V1, ..., vy) mit s(v;,v5) = 6;; und b(v;,v;) =0 fiiri # j.

4.2.6. Gegeben eine Bilinearform b auf einem Vektorraum V' verstehen wir
unter einer Orthogonalbasis fiir b eine Basis (v;);e; mit b(v;, v;) = 0 falls
1 # 7. In dieser Terminologie sagt der vorhergehende Satz also, dafl es eine
Orthonormalbasis fiir s gibt, die gleichzeitig eine Orthogonalbasis fiir b ist.

Beweis. Wir wihlen eine Orthonormalbasis B in Bezug auf s. Die Funda-
mentalmatrix A = F(b) ist symmetrisch, nach dem Spektralsatz finden wir
folglich D € SO(n) mit DTAD = diag(\y, ..., \,). Jetzt kénnen wir aber
eine Basis A in V finden derart, da§ D = plid] 4 die Basiswechselmatrix von
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A nach B ist, und mit B ist nach 3.3.13 dann auch A eine Orthonormalbasis
von V' in Bezug auf s. Es folgt

Fa(b) = DT Fs(b)D = diag(Ay, ..., A\n)

und wir haben in A unsere Basis gefunden, die fiir s orthonormal und fiir b
orthogonal ist. n

Satz 4.2.7 (Satz iiber Hauptachsentransformationen, Variante). Sei
V' ein komplexer Vektorraum mit zwei hermiteschen Bilinearformen s und
b, von denen die erste ein Skalarprodukt ist. So besitzt V eine angeordnete
Basis (vy, ..., v,) mit s(v;,vj) = 6;; und b(v;,v;) =0 firi # j.

Beweis. Analog wie im Reellen. ]

Satz 4.2.8 (Polar-Zerlegung in GL(n;R)). Jede Matriz A € GL(n;R) hat
eine eindeutige Darstellung als Produkt A = DP mit D € O(n) orthogonal
und P symmetrisch positiv definit.

Beispiel 4.2.9. Im Fall GL(1;R) ist das die vielleicht noch nicht sehr aufre-
gende Zerlegung a = (a/|al) - |a| einer von Null verschiedenen reellen Zahl als
das Produkt von einem Vorzeichen mit einer positiven reellen Zahl.

Beweis. Wir beginnen mit dem Nachweis der Eindeutigkeit. Gegeben eine
Zerlegung A = DP wie oben haben wir sicher ATA= P'D"DP =P'P =
P? und folglich mufl P die Matrix sein, die auf den Eigenrdumen von AT A
zum Eigenwert A\ jeweils operiert durch den Eigenwert v/A. Das zeigt die
Eindeutigkeit unserer Zerlegung. Andererseits folgt aus AT Av = v sofort

v AT Av = \||[v]|> = ||Av]|? und somit A > 0, so dafl wir P symmetrisch
und positiv definit finden kénnen mit P> = AT A. Fiir D = AP~ folgt dann
D™D = P~ 'AT AP = I und folglich ist D orthogonal. O

Bemerkung 4.2.10. Jede Matrix A € M(n x n;R) hat eine Darstellung als
Produkt A = DP mit D € O(n) orthogonal und P symmetrisch positiv
semidefinit. Allerdings ist D dann nicht mehr eindeutig bestimmt. Wie zeigt
man das?

Definition 4.2.11. Eine hermitesche Matrix A € M(n x n; C) heifit positiv
definit genau dann, wenn gilt 2" Az < 0= z = 0.

Satz 4.2.12 (Polar-Zerlegung in GL(n;C)). Jede Matriz A € GL(n;C)
hat eine eindeutige Darstellung als Produkt A = DP mit D € U(n) unitdr
und P hermitesch positiv definit.
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Beispiel 4.2.13. Im Fall GL(1;R) ist das die Zerlegung a = (a/|a|) - |a| einer
von Null verschiedenen komplexen Zahl in eine Zahl der Lange Eins und eine
positive reelle Zahl.

Beweis. Analog wie im Reellen. O

Beispiel 4.2.14. ITm Fall GL(1; C) ist das die Zerlegung a = (a/|al) - |al.

4.3 Klassifikation symmetrischer Bilinearformen

4.3.1 (Physikalische Motivation). In der speziellen Relativitétstheorie mo-
delliert man die Welt, in der wir leben, als als einen vierdimensionalen reellen
affinen Raum X aller “Raum-Zeit-Punkte” alias “Ereignisse”. Wihlen wir ein
raumliches Koordinatensystem und einen Beginn der Zeitrechnung und eine
Zeiteinheit, so konnen wir X mit dem R* identifizieren und jedes Ereignis
wird spezifiziert durch eine Zeitkoordinate und drei Raumkoordinaten, also
ein Viertupel von reellen Zahlen (¢, x,y, z). Das Licht breitet sich mit Licht-
geschwindigkeit aus, genau dann wird also eine Explosion am Raumzeitpunkt
p=(t,x,y,z) gesehen bei p = (t',2',y/,2"), wenn gilt

' >tund A —t)? — (@' -2 = (y —y)? - (¥ —2)*=0

fiir ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Betrachten wir auf R* die sogenannte Lorentz-
Metrik alias die symmetrische Bilinearform [ mit der Fundamentalmatrix

diag(c?, —1, -1, —1)

so kann die zweite unserer Bedingungen auch umgeschrieben werden zur Be-
dingung [(v,7) = 0 fur v = p’ — p. Wenn Sie bereits die Definition einer
Metrik kennen, seien Sie gewarnt, dafl diese Lorentz-Metrik im Sinne der in
der Mathematik iiblichen Terminologie keine Metrik ist. Nun vergessen wir
wieder unsere Koordinaten und modellieren die Welt, in der wir leben, als
einen vierdimensionalen reellen affinen Raum X mitsamt einer symmetri-
schen Bilinearform
I: X xX >R

auf seinem Richtungsraum. Wir fordern, dal deren Fundamentalmatrix be-
ziiglich mindestens einer Basis die oben angegebene Gestalt hat und dafl
sie die Ausbreitung des Lichts in der Weise beschreibt, da§ I(¥,7) = 0
gleichbedeutend ist dazu, dal eine Explosion am Raumzeitpunkt p € X
entweder bei p + ¥ oder bei p — U gesehen werden kann. Wir werden spéter
zeigen, daf} jede weitere symmetrische Bilinearform !’ mit der Eigenschaft
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I'(0,7) =0 < I(¥,0) = 0 bereits ein Vielfaches von [ sein muf}. Die Wahl ei-
nes moglichen [ bedeutet die Wahl einer Liangeneinheit oder gleichbedeutend
einer Zeiteinheit in der speziellen Relativitédtstheorie. Das ist jedoch nicht,
was an dieser Stelle diskutiert werden soll. Wir stellen uns die viel einfachere
Frage, ob unsere Bilinearform nicht etwa beziiglich einer anderen Basis auch
diag(1,1,—1,—1) als Fundamentalmatrix haben kénnte. Das geht nun zwar
nicht, aber wir wollen eben unter anderem verstehen, warum es nicht geht,
und entwickeln dazu die Anfinge der allgemeinen Theorie der symmetrischen
Bilinearformen.

4.3.2 (Mathematische Motivation). Gegeben ein Kérper k interessiert
man sich fiir die Klassifikation der symmetrischen Bilinearformen
iiber k. Damit ist gemeint, dafl wir eine Familie (V},b;);e; von endlichdi-
mensionalen k-Vektorrdumen mit symmetrischer Bilinearform suchen mit der
Eigenschaft, daB fiir jedes Paar (V,b) bestehend aus einem endlichdimensio-
nalen k-Vektorraum V mit einer symmetrischen Bilinearform b genau ein
i € I existiert derart, da8 es einen Isomorphismus V = V; gibt, unter dem
unser b dem vorgegebenen b; entspricht. Eine derartige Klassifikation ist eng
mit der Struktur des Korpers verkniipft und im allgemeinen sehr schwierig
zu erreichen. Wir geben zumindest im Fall eines algebraisch abgeschlossenen
Korpers einer Charakteristik ungleich Zwei in 4.3.4 sowie im Fall £ = R in
4.3.13 Klassifikationen an.

Satz 4.3.3 (Existenz einer Orthogonalbasis). Sei V' ein endlichdimen-
sitonaler Vektorraum tber einem Korper k mit char k # 2. So gibt es fir jede
symmetrische Bilinearform b auf V' eine Orthogonalbasis alias eine Basis
B = (vi,...,v,) von V mit

’L?éj = b(vi,vj) =0

Beweis. Gilt fiir jeden Vektor v € V' bereits b(v,v) = 0, so folgt 2b(v, w) =
b(b+ w,v + w) — b(v,v) — blw,w) = 0 fiir alle v,w und wegen 2 # 0 in k
folgt b = 0 und die Aussage des Satzes ist evident. Sonst gibt es einen Vektor
vy € V mit b(vy,v;) # 0. Dann ist

p: V. — k
w = b(v,w)

eine lineare Abbildung mit v; ¢ ker ¢ und aus Dimensionsgriinden gilt kv, &
ker p = V. Mit Induktion {iber die Dimension diirfen wir annehmen, dafl
ker ¢ eine Orthogonalbasis (vy, ..., v,) besitzt. Dann ist aber (vy,vq, ..., vy,)
eine Orthogonalbasis von V. [
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4.3.4. Ist chark # 2 und k algebraisch abgeschlossen oder allgemeiner das
Quadrieren eine Surjektion & — k, x +— 22, so kénnen wir die im Satz
gefundene Basis sogar so abéndern, daf die Fundamentalmatrix die Gestalt
diag(1,...,1,0,...,0) hat. Die Zahl der Einsen ist hierbei wohldefiniert, denn
der Rang der der Fundamentalmatrix einer Bilinearform héngt von der ge-
wéahlten Basis nach 4.1.5 iiberhaupt nicht ab.

Definition 4.3.5. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und b eine
Bilinearform auf V, so erkldren wir den Rang von b als den Rang einer
Fundamentalmatrix

rk(b) = rk F(b)

in Bezug auf eine und jede angeordnete Basis B von V. Nach 4.1.5 hingt
diese Zahl in der Tat nicht von der Basis B ab.

Definition 4.3.6. Eine Bilinearform auf einem Vektorraum V oder allge-
meiner eine bilineare Paarung alias eine bilineare Abbildung

b: VW —k

vom Produkt zweier Vektorrdume in den Grundkorper heifit nichtausgear-
tet genau dann, wenn es fiir jedes v € V\0 ein w € W gibt mit b(v,w) # 0
und umgekehrt auch fiir jedes w € W\0 ein v € V mit b(v, w) # 0. Andern-
falls heifit unsere Bilinearform oder allgemeiner unsere Paarung ausgeartet.

Definition 4.3.7. Gegeben ein Korper k£ und ein k-Vektorraum V' und eine
Bilinearform b : V' x V' — k erklidren wir den Ausartungsraum alias das
Radikal von V als den Untervektorraum

radb={v eV |bw,v)=0 YweV}

Wir werden dieses Konzept im Wesentlichen nur fiir symmetrische oder alter-
nierende Bilinearformen verwenden und verzichten deshalb darauf, unseren
Ausartungsraum feiner “Rechtsausartungsraum” zu nennen und zusétzlich
noch einen “Linksausartungsraum” einzufiihren.

Satz 4.3.8 (Rang und Radikal). Der Rang und das Radikal einer Bili-
nearform b auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V sind verkniipft
durch die Beziehung

rk(b) + dim(rad(b)) = dim V'

4.3.9. Eine Bilinearform auf einem endlichdimensionalen Vektorraum ist also
insbesondere genau dann nichtausgeartet, wenn sie maximalen Rang hat.
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Beweis. Ist B eine angeordnete Basis von V, so konnen wir Fj(b) auch ver-
stehen als die Transponierte der Matrix der Abbildung b:V — VT, die

jedem w € V die Linearform “paare mit w unter b” alias (b(w))(v) = b(w, v)
zuordnet, genauer und in Formeln haben wir

57[bls = F(b)"

In der Tat, setzen wir B = (v1,...,v,) und machen den Ansatz b(v;) =
ayv; + ...+ amvl , so liefert das Auswerten der Linearformen auf beiden
Seiten dieser Gleichung auf dem Basisvektor v; die Identitét b(v;,v;) =
(b(v;))(v;) = a;; und damit die Gleichheit aller Eintréige unserer beiden Ma-
trizen. Insbesondere gilt rk(b) = rk(b) = dim(imb). Wegen rad(b) = ker(b)

folgt unsere Identitdt damit aus der Dimensionsformel 1.6.10. O]

4.3.10. Die Identitit gr[b]z = F(b)T aus dem vorhergehenden Beweis liefert
auch einen zweiten Zugang zu unserer Formel 4.1.5 iiber das Verhalten der
Fundamentalmatrix unter Basiswechsel: Wir rechnen einfach

Fg(b)" = pr[bls = pr[id]ar 0 ar[bla o alid]s = (alid]s)" 0 Fa(b)" o 4lid]s
unter Verwendung unserer Formel 1.8.13 fiir die Matrix der transponierten
Abbildung. Transponieren liefert dann ein weiteres Mal unsere Formel 4.1.5.

4.3.11. Ubung 1.5.26 liefert uns fiir jeden Vektorraum V einen kanonischen
Isomorphismus
Bil(V) = Hom(V,VT)
b — b

zwischen dem Raum der Bilinearformen auf V' und dem Raum der linearen
Abbildungen von V in seinen Dualraum V', gegeben durch die Abbildungs-
vorschrift b — b mit b: v — b(v, ) alias (b(v))(w) = b(v, w). In ?? verwende
ich die alternative Notation b = canj und betrachte zusitzlich auch noch
can? : V — VT gegeben durch v — b( ,v).

Ubung 4.3.12. Gegeben zwei endlichdimensionale Vektorrdume V, W mit ei-
ner nichtausgearteten Paarung b : V' x W — k und ein Untervektorraum
UcCWseiUt ={veV]|bvu) =0 VYue U}. Man zeige die Formel
dim U 4+ dim U+ = dim V.

Satz 4.3.13 (Sylvester’scher Trigheitssatz). Gegeben ein endlichdimen-
stonaler reeller Vektorraum V' mit einer symmetrischen Bilinearform gibt es
stets eine Basis B = (vy,...,v,), in der die Fundamentalmatriz die Gestalt

diag(1,...,1,—1,...,-1,0,...,0)

hat. Die Zahl der Finsen, Minus-FEinsen und Nullen wird hierbeir durch be-
sagte Bilinearform bereits eindeutig festgelegt.
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4.3.14. Die Differenz zwischen der Zahl der Minus-Einsen und der Zahl der
Einsen heiflt in diesem Kontext die Signatur unserer symmetrischen Biline-
arform.

Beweis. Die Existenz einer Basis mit den geforderten Eigenschaften folgt un-
mittelbar aus der Existenz einer Orthogonalbasis 4.3.3, indem wir deren Vek-
toren mit geeigneten Skalaren multiplizieren. Die Zahl der Nullen ist wohl-
bestimmt als die Dimension des Radikals V{. Ich behaupte, dafl die Zahl der
Einsen bzw. Minus-Einsen beschrieben werden kann als die jeweils maximal
mogliche Dimension fiir einen Teilraum, auf dem unsere Bilinearform posi-
tiv definit bzw. negativ definit ist. Sind in der Tat V., € V und V. C V
Teilrdume der maximal moéglichen Dimension mit dieser Eigenschaft, ja so-
gar irgendwelche Teilrdume mit dieser Eigenschaft, so folgt V_ NV = 0 und
Vin (Vo @ V) =0 und damit

dimVy +dimV_ +dimVy < dim V'

Fiir jede Orthogonalbasis B bezeichne nun B, B_ und By die Basisvektoren,
deren Paarung mit sich selber eine positive Zahl bzw. eine negative Zahl bzw.
Null ergibt. So haben wir natiirlich

|By| + |B_| +|Bo| = dimV

Da aber wegen der Maximalitdt von Vi offensichtlich gilt |By| < dim Vi,
und da |By| < dim Vj eh klar ist, muB iiberall Gleichheit gelten. O

Definition 4.3.15. Gegeben ein Korper £ und ein k-Vektorraum V' versteht
man unter einer quadratischen Form auf V' eine Abbildung

q:V —k

die sich darstellen 148t in der Gestalt ¢(v) = f1(v)g1(v) +. ..+ fr-(v)g-(v) mit
fi,g; € VT Linearformen auf V.
4.3.16. Man erhalt fiir jeden Korper k eine Bijektion

{ obere (n x n)-Dreiecksmatrizen

mit Eintrigen aus k } —  {Quadratische Formen auf k"}

(bij) = ZiZj bijzix;
Fiir jeden Korper einer Charakteristik char k # 2 erhélt man dariiberhinaus
auch eine Bijektion

symmetrische (n x n)-Matrizen
mit Eintrdgen in k

} = {Quadratische Formen auf k"}

(aij) — Z(ZUZL’Z'.CEJ‘
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und koordinatenfrei formuliert ergibt sich fiir jeden endlichdimensionalen
Vektorraum V iiber einem Korper einer Charakteristik char k # 2 eine Bi-
jektion

symmetrische Bilinearformen ~ Quadratische Formen
—
auf V auf V

b — (v b(v,v))

Ich erwidhne das hier im Wesentlichen deshalb, weil in der Literatur das bei
uns als Frage nach der “Klassifikation der symmetrischen Bilinearformen”
formulierte Ziel meist als die Frage nach der “Klassifikation der quadratischen
Formen” formuliert wird. Wenn man vom Fall der Charakteristik Zwei einmal
absieht, sind diese beiden Fragen also dquivalent.

Ubung 4.3.17. Sei k ein Kérper und V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum.
Eine Abbildung ¢ : V' — k ist eine quadratische Form auf V' genau dann,
wenn gilt ¢(av) = a?q(v) Va € k, v € V und wenn aulerdem die Abbildung
VxV =k (v,w)— qv+w)—qv) — q(w) bilinear ist.

4.4 Alternierende Bilinearformen

4.4.1. Wir erinnern daran, dafl nach 2.7.9 eine Bilinearform alternierend
heiffit genau dann, wenn Null herauskommt, sobald wir an beiden Stellen
denselben Vektor einsetzen. Ich kann fiir dieses Konzept leider keinerlei An-
schauung anbieten.

Satz 4.4.2 (Klassifikation alternierender Bilinearformen). Gegeben
ewn endlichdimensionaler Vektorraum V' dber einem Korper k und eine al-
ternierende Bilinearform w : V XV — k besitzt V' stets eine Basis, beziiglich
derer w eine Fundamentalmatriz hat der Gestalt

—1
1 0

0

und die Zahl der Zweierblocke hingt nicht von der Wahl der Basis ab.
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Beweis. Ist unsere Form nicht Null, so finden wir v, w € V mit w(v,w) # 0.
Durch Multiplikation von v mit einem Skalar erreichen wir sogar w(v, w) =1
und damit w(w,v) = —1. Die Vektoren v, w kénnen wir schon einmal als die
ersten beiden Vektoren unserer Basis in spe festhalten. Wir betrachten nun
die Linearformen w(v, ) : V — k und w(w, ) : V — k. Sie sind beide nicht
Null und ihre Kerne sind verschieden, genauer liegt v im Kern der ersten,
nicht aber der zweiten Abbildung und w im Kern der zweiten, nicht aber der
ersten. Fiir den Schnitt

S={ueV]wlu =0=ww,u)}

haben wir also dim S = dim V' — 2 und (kv & kw) N S = 0. Aus Dimensions-
griinden folgt
V=(kvdkw)dS

und eine offensichtliche Induktion iiber die Dimension beendet den Beweis
der Existenz. Die Zahl der Nullen nach den Zweierkéstchen kann beschrieben
werden als die Dimension des Radikals unserer Bilinearform und ist deshalb
ebenso wie die Zahl der Zweierkéstchen von der Wahl der Basis unabhéngig.

O

4.4.3. Eine alternierende Bilinearform auf einem Vektorraum heifit nicht
ausgeartet genau dann, wenn ihr Radikal Null ist. Eine nichtausgearte-
te alternierende Bilinearform heifit auch eine symplektische Form, und
ein mit einer symplektischen Form versehener Vektorraum heifit ein sym-
plektischer Vektorraum. Symplektische Vektorrdume spielen in der Ha-
milton’schen Mechanik eine wichtige Rolle. Nach 1.4.20 ist die Dimension
eines endlichdimensionalen symplektischen Vektorraums stets gerade.
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5 Jordan’sche Normalform

5.1 Motivation durch Differentialgleichungen

5.1.1. Wie etwa in 7?7 erklart wird, kann man die Exponentialabbildung auf
komplexen quadratischen Matrizen erkldren durch die Exponentialreihe

exp: M(nxn;C) — M(n xn;C)
A = Do %Ak

Wie etwa in 77 erklart wird, spielt diese Abbildung eine zentrale Rolle bei der
Losung von Systemen linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten. Ist genauer A € M(n xn; C) eine quadratische Matrix und ¢ € C" ein
Spaltenvektor, so gibt es genau eine differenzierbare Abbildung v : R — C”
mit Anfangswert v(0) = ¢ derart, daB gilt 4(t) = A~(t) fiir alle t € R, und
zwar die Abbildung

V() = exp(tA)c

Diese Erkenntnis soll dazu motivieren, nach einem moglichst guten Ver-
stéindnis von exp A zu suchen. Die Formal exp(PAP™') = P(exp A)P~!
fiir P invertierbar folgt ziemlich direkt aus der Definition, wie Sie in der
Analysis als Ubung ?? ausfithren diirfen. Des weiteren erkléren wir in 7?2,
warum fiir kommutierende quadratische Matrizen A, B stets gilt exp(A +
B) = (exp A)(exp B). In 5.4.1 werden wir im folgenden unter der Uberschrift
“Jordan-Zerlegung” zeigen, dafl sich jede komplexe quadratische Matrix A
auf genau eine Weise zerlegen 14t als eine Summe A = D + N mit D dia-
gonalisierbar und N nilpotent und DN = N D. Ist dann noch P invertierbar
mit PDP~! = diag(\y, ..., \,), so folgt

expA = expD expN
= P lexp(diag(A1,...,\n))P exp N
= P~ ldiag(eM,...,eM)P exp N

exptA = P~ ldiag(e™,... e )P exptN
Hierbei bricht die Reihe fiir expt/N ab und wir erhalten so ein recht befriedi-

gendes qualitatives Bild und mit etwas mehr Rechnen auch eine sehr explizite
Beschreibung der Losungen.

Ubung 5.1.2. Die Exponentialabbildung von Matrizen liefert eine Bijektion

exp : {symmetrische Matrizen} = {positiv definite symmetrische Matrizen}
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5.2 Summen und Produkte von Vektorriumen

5.2.1. Allgemeiner als in 1.2.2.17 diskutiert kann man auch fiir eine beliebige
Familie von Mengen (X;);c; eine neue Menge, ihr Produkt, bilden als die
Menge aller Tupel (z;);cr mit x; € X; fir alle ¢ € I. Dieses Produkt notiert

man
1~

iel
und die Projektionsabbildungen werden mit pr; : (HZE I Xi) — X oder dhn-
lich bezeichnet. Wieder konnen wir fiir beliebige Abbildungen f; : Z7 — X;
eine Abbildung f = (fi)ier 1+ Z — [;c; Xi definieren durch die Vorschrift
f(z) = (fi(2))ier und jede Abbildung von einer Menge Z in ein Produkt
ist von dieser Form mit f; = pr;of. In Formeln ausgedriickt definiert das
Bilden der Kompositionen mit den Projektionen also fiir jede Menge Z eine
Bijektion
Ens (Z,[L,c; Xi) = Ilic;Ens(Z, X;)
f = (pr;of)

5.2.2. Dual kann man fiir eine beliebige Familie (X;);c; von Mengen auch
ihre disjunkte Vereinigung

[Tx=U &< i

i€l i€l

bilden. Das Anhéngen der Indizes auf der rechten Seite ist hier eine Vor-
sichtsmafinahme fiir den Fall, dal unsere Mengen nicht disjunkt gewesen sein
sollten. Jede derartige disjunkte Vereinigung ist versehen mit Inklusionsabbil-
dungen in; : X; — (Hle 7 Xl-) . Weiter kénnen wir fiir beliebige Abbildungen
fi + Xi — Z in eine Menge Z die Abbildung f : [],.; X; — Z bilden durch
die Vorschrift f(z) = fi(z) fir z € X, und jede Abbildung der disjunkten
Vereinigung in eine Menge Z ist von dieser Form mit f; = foin;. In Formeln
ausgedriickt definiert das Bilden der Kompositionen mit den Projektionen
also fiir jede Menge Z eine Bijektion

Ens ([Le; X Z) = [Le, Ens(X,, 2)
f — (fOlIlz)

Definition 5.2.3. Gegeben eine Familie (V;);c; von Vektorrdumen iiber ei-
nem Korper k bilden wir zwei neue k-Vektorrdume, ihr Produkt [[V; und
ihre direkte Summe oder kurz Summe @ V; durch die Regeln

[Lic;Vi = {(viier [ vi € Vi}
DB,c;Vi = {(vi)ier | vi € V; und nur endlich viele v; sind nicht null}
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mit der offensichtlichen komponentenweisen Addition und Multiplikation mit
Skalaren aus k. Dieselben Konstruktionen sind auch im Fall vonm Gruppen
sinnvoll, wenn wir “null” als das jeweilige neutrale Element verstehen, und
wir werden beide Konstruktionen auch in diesem Kontext verwenden.

5.2.4. Fiir eine endliche Familie von Gruppen oder Vektorrdumen Vi, ... V;
stimmen die direkte Summe und das Produkt {iberein. Wir benutzen dann
alternativ die Notationen

Vie..eVs=V x...xVj

Beispiel 5.2.5. Im Fall der konstanten Familie (k),cx erhalten wir einen Iso-
morphismus des freien Vektorraums iiber X im Sinne von 1.3.17 mit unserer

direkten Summe
kX = @ k

rzeX

vermittels der Abbildungsvorschrift ) _ @, +— (as)zex. Auch im Fall einer
allgemeineren konstanten Familie (V'),cx erhalten wir einen Isomorphismus

Ens(X,V) = H Vv
zeX
vermittels der Abbildungsvorschrift f — (f(2))zex-

5.2.6. Das Produkt bzw. die Summe haben im Fall von Vektorrdumen oder
allgemeiner von abelschen Gruppen die folgenden Eigenschaften: Die offen-
sichtlichen Einbettungen und Projektionen sind Homomorphismen

ini:%%@‘/} bzw. pri:HVi—»Vi

iel el

und ist V' ein weiterer k-Modul, so induzieren die durch Vorschalten der
in; bzw. Nachschalten der pr; gegebenen Abbildungen Bijektionen, ja sogar
[somorphismen

Homy, (®iel Vi, V) - Hie[ Homk(Vi, V)
f = (f oing)ier
il V;) = Hie[ Homy,(V, V;)
f = (pr; of )ier
Im Fall nichtabelscher Gruppen ist nur die zweite dieser Abbildungen ei-

ne Bijektion. Ich gebe zu, dafl das Symbol in; nun in zweierlei Bedeutung
verwendet wird: Einmal bei Mengen fiir die Einbettung in eine disjunkte

Homy, (V, I
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Vereinigung und ein andermal bei Vektorrdumen fiir die Einbettung in eine
direkte Summe. Was jeweils gemeint ist, mufl aus dem Kontext erschlossen
werden. Betrachten wir im Fall des ersten Isomorphismus speziell den Fall
V' =k, so erhalten wir einen Isomorphismus zwischen dem Dualraum einer
direkten Summe und dem Produkt der Dualrdume der Summanden.

5.2.7. Gegeben eine Familie (V;);c; von Untervektorrdumen eines Vektor-
raums V' bezeichnet man den von ihrer Vereinigung erzeugten Untervektor-
raum auch als ihre Summe und notiert ihn )., Vi. Diese Summe kann
auch interpretiert werden als das Bild des natiirlichen Homomorphismus
@B,.; Vi — V von der direkten Summe nach V. Ist dieser Homomorphis-

mus injektiv, so sagen wir, die Summe der Untervektorrdume V; sei
direkt und schreiben statt ), , V; auch @,.; V;
Lemma 5.2.8. Gegeben eine Familie (V;);cr von Untervektorrdumen eines
Vektorraums V ist der natiirliche Homomorphismus @,., V; — V eine Injek-
tion genau dann, wenn fir jede endliche Teilmenge J C I und jedes i € I\ J

qilt
Viny V=0

jeJ

Beweis. Ist der natiirliche Homomorphismus eine Injektion, so folgt aus i €
I\ J offensichtlich V;N> . ses Vi = 0, und das sogar fiir beliebiges J C I. Ist der
natiirliche Homomorphlsmus keine Injektion, so liegt ein von Null verschie-
dener Vektor v = (v;);e; # 0 der direkten Summe in seinem Kern. Dieser hat
nur in endlich vielen Summanden eine von Null verschiedene Komponente,
die Menge K = {i | v; # 0} ist also endlich und nicht leer. Per definitionem
gilt nun ), . vx = 0. Wéhlen wir ¢ € K und nehmen J = K\i, so folgt
0# —v; =3 ;v und damit V; N3, V; # 0. O
Ubung 5.2.9. Ist (Vi)ies eine Familie von Vektorrdumen und B; C V; jeweils
eine Basis, so ist die Vereinigung |J,.;in;(B;) der Bilder ihrer Basen eine
Basis der direkten Summe @,.; V;. Diese Basis ist auch in offensichtlicher

Bijektion zur disjunkten Verelmgung von Basen [[,.; B

5.3 Hauptraumzerlegung

Definition 5.3.1. Gegeben eine Abbildung f : X — X von einer Menge in
sich selber nennen wir eine Teilmenge Y C X stabil unter f genau dann,
wenn gilt x € Y = f(z) € Y.
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Definition 5.3.2. Gegeben ein Vektorraum V' und dazu ein Endomorphis-
mus f : V — V und ein Skalar A aus dem Grundkorper erklaren wir den
Eigenraum von f zum Eigenwert )\ durch

Eig(f;\) = Eig(f|V; \) = ker(f — \id)
und den Hauptraum von f zum Eigenwert \ durch

Hau(f; A\) = Hau(f|V;\) = U ker(f — Aid)"

n>0

Der Eigenraum zum Eigenwert A\ besteht also genau aus allen Eigenvektoren
zum Figenwert A und dem Nullvektor. Die von Null verschiedenen Elemente
des Hauptraums zum Eigenwert A\ heiflen die Hauptvektoren zum Eigen-
wert .

5.3.3. Diese Rdume sind beide Untervektorrdume unseres urspriinglichen Vek-
torraums V. Sie sind auch offensichtlich stabil unter unserem Endomorphis-
mus f, ja sogar unter jedem Endomorphismus ¢ : V' — V, der mit f kommu-
tiert, in Formeln impliziert gf = fg also

g9(Eig(f;A)) C Eig(f; )~ und  g(Hau(f;A)) C Hau(f;A).
Eine noch allgemeinere Aussage formuliert Ubung 5.3.5.

Beispiel 5.3.4. Der Eigenraum zum Eigenwert Null einer linearen Abbildung
f V. — Vst gerade ihr Kern Eig(f|V;0) = ker f. Der Eigenraum zum
Eigenwert Eins einer linearen Abbildung f : V — V besteht genau aus
allen Fixpunkten unserer Abbildung, in Formeln Eig(f|V;1) = V/. Der
Hauptraum zum Eigenwert Null des durch Ableiten gegebenen Endomor-
phismus des Raums der Polynomfunktionen 0 : R[z] — R]z] ist der ganzen
Raum, in Formeln Hau(0;0) = R[z]. Allgemeiner hat ein Endomorphismus
f:V — V eines Vektorraums die Eigenschaft Hau(f;0) = V' genau dann,
wenn es fiir jeden Vektor v € V ein N € N gibt mit f~(v) = 0. Man sagt
dann auch, f sei lokal nilpotent.

Ubung 5.3.5. Gegeben ein kommutatives Diagramm von Vektorrdumen der
Gestalt

Vv L ow
x| Ly
v 4w

alias Vektorrdume V, W und lineare Abbildungen g : V — Wund z : V — V
und y : W — W mit gr = yg bildet g Eigenrdume in Eigenrdume und
Hauptraume in Hauptridume ab, in Formeln gilt also fiir alle A aus dem jewei-
ligen Grundkorper g(Eig(z; A)) C Eig(y; A) und g(Hau(x; \)) C Hau(y; A).
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5.3.6. Ist der Hauptraum zu einem Eigenwert A nicht Null, so ist auch der
zugehorige Eigenraum nicht Null: Ist in der Tat ein Vektor v # 0 gegeben mit
(f—Aid)"v = 0 fiir ein n € N, so gibt es auch ein kleinstmogliches derartiges
n > 1, und dann ist (f — Aid)" v ein Eigenvektor zum Eigenwert .

5.3.7. Ist U C V ein unter einer linearen Abbildung f : V — V stabiler
Untervektorraum, so gilt fiir die Einschrankung von f auf U offensichtlich

Eig(f|U;A) = Eig(f;A)NU
Hau(f|U;\) = Hau(f;\)NU

5.3.8. Ist V.= U & W die direkte Summe zweier unter f stabiler Untervek-
torrdume, so gilt offensichtlich

Big(f:\) — Big(f[U;\) @ Big(f|W;\)
Hau(f;\) = Hau(f|U;\) & Hau(f|W;\)

Ubung 5.3.9. Gegeben eine Menge von paarweise kommutierenden Endo-
morphismen eines von Null verschiedenen endlichdimensionalen Vektorraums
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper gibt es stets einen simultanen
Eigenvektor. Hinweis: 5.3.3

Ubung 5.3.10. Sei V ein Vektorraum und 7' C End V ein endlichdimensiona-
ler Untervektorraum seines Endomorphismenraums, der aus diagonalisierba-
ren und paarweise kommutierenden Abbildungen besteht. So besitzt V' unter
T eine “simultane Eigenraumzerlegung”

vz@vA

AET™*

in die “simultanen Eigenrdume” V\, = {v € V | zv = Az)v Yz € T}.
Hinweis: Sei xy, . .., x, eine Basis von T'. Da xy diagonalisierbar ist, zerfallt V'
in Eigenrdume unter xy. Da die z; fiir ¢ > 1 mit 2y kommutieren, stabilisieren
sie dessen Eigenrdume. Eine Induktion unter Verwendung von 2.8.13 beendet
den Beweis.

Ubung 5.3.11. Ein Endomorphismus eines euklidischen Vektorraums heifit
normal genau dann, wenn er mit seinem Adjungierten kommutiert. Man
zeige: Kin Endomorphismus eines endlichdimensionalen euklidischen Vektor-
raums ist genau dann normal, wenn es dazu eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren gibt. Hinweis: Kommutierende Endomorphismen stabilisieren die
Eigenrdume aller beteiligten Endomorphismen. Ist A* adjungiert zu A, so
sind A + A* und i(A — A*) selbstadjungiert.
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Proposition 5.3.12. Die Summe der Hauptrdume ist stets direkt, d.h. fir
jeden Endomorphismus eines k-Vektorraums f : V. — V liefern die Einbet-
tungen der Hauptrdume eine Injektion

@Hau(f;)\) —V

ek

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl der Schnitt von je zwei Hauptrdumen zu
verschiedenen Eigenwerten der Nullraum ist. Sonst miifite es nédmlich nach
5.3.3, 5.3.6 und 5.3.7 in einem Hauptraum Hau(f;\) auch einen Eigenvek-
tor v # 0 zu einem Eigenwert p # A geben, und fiir diesen Vektor gélte
(f = Aid)"™w = (p — A)™v # 0 fiir alle n > 0 im Widerspruch zu unserer An-
nahme v € Hau(f; \). Also ist der Schnitt von je zwei Hauptrdumen zu ver-
schiedenen Eigenwerten der Nullraum. Wére nun die Summe der Hauptraume
nicht direkt, so gébe es nach 5.2.8 eine endliche direkte Summe

H=H®...®H,

von Hauptraumen, deren Bild in V' von einem weiteren Hauptraum Hau(f; u)
nichttrivial geschnitten wird. Da aber alle H; stabil sind unter f, gilt nach
5.3.8

Hau(f; p) N H = Hau(f|H; p) = Hau(f|Hy; p) © ... & Hau(f|Hy; )

und diese Summanden sind alle Null als Schnitte von Hauptrdumen zu ver-
schiedenen Eigenwerten. Also ist der fragliche Schnitt doch Null und die
Summe der Hauptraume mufl direkt sein. ]

Beispiel 5.3.13. Wir zeigen, dafl im R-Vektorraum C*(R,R) aller beliebig
oft differenzierbaren Funktionen R — R die Funktionen ¢ s t"e* eine linear
unabhéngige Familie (t"e”)(nA)eNxR bilden. In der Tat, betrachten wir den
durch das Ableiten gegebenen Endomorphismus D : C*°(R,R) — C*(R, R),
so liegen alle t"e* fiir festes A im A-Hauptraum Hau(D;\). Wegen 5.3.12
reicht es also, fiir jedes feste \ die lineare Unabhingigkeit der t"e* zu zeigen,
und die folgt unmittelbar aus unserer Erkenntnis 2.3.14, dafl ein reelles Po-
lynom nur dann iiberall den Wert Null annimmt, wenn es das Nullpolynom
ist. In derselben Weise zeigt man auch, daf§ im C-Vektorraum C*(R) aller
beliebig oft differenzierbaren Funktionen R — C die Funktionen t — t"eM
eine linear unabhéngige Familie (t"e”)(n’ yenxc bilden, vergleiche ?77.

Satz 5.3.14 (Hauptraumzerlegung). Fin endlichdimensionaler Vektor-
raum tuber einem algebraisch abgeschlossenen Korper zerfdllt unter jedem
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Endomorphismus in die direkte Summe seiner Hauptrdume. In Formeln folgt
tber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k aus dimy V' < oo also

@ Hau(f;\) =V

Aek
5.3.15. Der Satz gilt mit demselben Beweis auch, wenn wir statt der al-
gebraischen Abgeschlossenheit des Grundkorpers nur voraussetzen, dafl das
charakteristische Polynom unseres Endomorphismus iiber unserem Kérper
vollsténdig in Linearfaktoren zerfallt.

Erster Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl der Hauptraum zum Eigenwert Null
stets ein unter unserem Endomorphismus stabiles Komplement besitzt. Be-
zeichnet f : V — V unseren Endomorphismus, so behaupten wir genauer
sogar, dafl fiir hinreichend grofles n > 0 unser Vektorraum V in die direkte
Summe

V = (ker f*) @& (im ")

zerféllt. Die Bilder der f* bilden in der Tat fiir wachsendes v eine mono-
ton fallende Folge von Untervektorrdumen. Da V nach Annahme endliche
Dimension hat, gibt es eine Stelle n, ab der diese Folge konstant wird. Fiir
dieses n muf die Surjektion f™ : im f* —» im f?" aus Dimensionsgriinden
ein Isomorphismus sein, also haben wir (ker f”) N (im f™) = 0 und nochma-
liger Dimensionsvergleich mit der Dimensionsformel 1.6.10 zeigt {iber 1.6.13
die behauptete Zerlegung, die man auch als Fitting-Zerlegung bezeichnet.
Die Hauptraumzerlegung ergibt sich nun leicht mit vollstdndiger Induktion
iiber die Dimension: Ist unser Vektorraum Null, so ist eh nichts zu zeigen.
Sonst gibt es einen Eigenwert A. Die Fitting-Zerlegung von V' zum Endo-
morphismus (f — Aid) liefert dann zum A-Hauptraum von f ein f-stabiles
Komplement, und dieses Komplement kénnen wir nach Induktionsannahme
bereits in die Summe seiner Hauptriaume zerlegen. O]

Zweiter Beweis. Das folgt mit 5.3.12 und Dimensionsvergleich auch unmit-
telbar aus der anschlieBenden Proposition 5.3.17, nach der die Dimension
der Hauptriume mit den Vielfachheiten der entsprechenden Eigenwerte als
Nullstellen des charakteristischen Polynoms zusammenfallen. Man beachte
jedoch, daf3 der hier gegebene Beweis dieser Proposition 5.3.17 auch auf der
Fitting-Zerlegung beruht. [

Ubung 5.3.16. Ein Vektorraum iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kor-
per zerfallt unter einem Endomorphismus in die direkte Summe seiner Haupt-
rdume genau dann, wenn unser Endomorphismus lokal endlich ist, als da
heifit, jeder Vektor liegt in einem endlichdimensionalen unter unserem Endo-
morphismus stabilen Teilraum.
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Proposition 5.3.17. Gegeben ein Endomorphismus eines endlichdimensio-
nalen Vektorraums stimmt die Dimension jedes Hauptraums tiberein mit der
Vielfachheit des entsprechenden Eigenwerts als Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms.

Beweis. Sei f: V — V unser Endomorphismus und A ein Skalar. Die Fitting-
Zerlegung zu (f — Aid) zerlegt V in die direkte Summe des A-Hauptraums
und eines f-stabilen Komplements

V =Hau(f;\) @ W

derart, daB A kein Eigenwert von f : W — W ist. Auf dem Hauptraum
ist (f — Aid) nilpotent, nach 1.7.42 finden wir also darin eine Basis, beziig-
lich derer die Matrix von (f — Aid) obere Dreiecksgestalt hat mit Nullen
auf der Diagonalen. Beziiglich derselben Basis hat die Matrix von f obe-
re Dreiecksgestalt mit lauter Eintrdgen A auf der Diagonalen. Ergénzen wir
diese Basis durch eine Basis von W zu einer Basis von V, so ist die zu-
gehorige Matrix von f : V' — V blockdiagonal und unsere Formel 2.8.9
liefert x(T) = (A — T)%xpyw(T) fiir d = dim Hau(f;\) die Dimension des
A-Hauptraums und xw(7") ohne Nullstelle bei A. O

Bemerkung 5.3.18. Betrachten wir Vektorrdume unendlicher Dimension, so
besitzt der Hauptraum zum Eigenwert Null eines Endomorphismus im all-
gemeinen kein unter besagtem Endomorphismus stabiles Komplement mehr.
Betrachten wir zum Beispiel den Vektorraum V aller Abbildungen von der
Menge {(i,7) € N? | i > j} in unseren Grundkérper und den Endomorphis-
mus, der “jede Zeile eins nach unten riickt und die unterste Zeile zu Null
mach”. Der Hauptraum H zum Eigenwert Null besteht aus allen Funktionen,
die nur auf endlich vielen Zeilen von Null verschieden sind. Betrachten wir
den Vektor v € V' mit . '

i) ={ g o

0 sonst,

so ist sein Bild v € V/H ein von Null verschiedener Vektor, der im Bild
jeder Potenz unseres Endomorphismus liegt. In V' selbst gibt es jedoch keinen
derartigen von Null verschiedenen Vektor, folglich kann H C V kein unter
unserem Endomorphismus stabiles Komplement besitzen.

5.4 Jordan-Zerlegung

Satz 5.4.1 (Jordan-Zerlegung). Sei V' ein endlichdimensionaler Vektor-
raum tber einem algebraisch abgeschlossenen Korper und x € EndV ein
Endomorphismus von V. So gibt es genau eine Zerlequng x = x5 + x, mit xs
diagonalisierbar, x, nilpotent und rsx, = T,2;.
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5.4.2. Der untere Index s bei z, steht fiir “semisimple”, die deutsche Uberset-
zung dafiir ist “halbeinfach”. Ein Endomorphismus a eines Vektorraums V'
iiber einem Korper k£ heifit ganz allgemein halbeinfach genau dann, wenn er
iiber einem algebraischen Abschlufl von k£ diagonalisierbar ist. In der Situa-
tion des Lemmas heiflen x4 bzw. z, der halbeinfache bzw. der nilpotente
Anteil von z.

Beweis. Gegeben ein Endomorphismus x eines endlichdimensionalen Vektor-
raums iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper erklédren wir einen En-
domorphismus zg durch die Vorschrift, dafl er auf dem Hauptraum Hau(z; \)
von x zum Eigenwert A jeweils durch die Multiplikation mit A\ operieren soll.
Dann ist x4 diagonalisierbar, und setzen wir x, = x — x4, so ist x, nilpotent
und zg kommutiert mit £ und dann auch mit x,. Das zeigt die Existenz un-
serer Zerlegung. Ist x = s + n eine weitere Zerlegung mit s diagonalisierbar,
n nilpotent und sn = ns, so folgt zunédchst sz = xs und dann, da s die
Hauptraume von z stabilisieren muf3, auch sxs = x¢s. So erkennen wir, dafl
x, s, n, xrs und x, paarweise kommutieren. Natiirlich ist dann x,, —n nilpotent.
Da s die Hauptraume von x stabilisiert und da nach 2.8.13 auch die Restrikti-
on von s auf besagte Hauptraume diagonalisierbar ist, folgt aus der Definition
von x4, dafl auch x4 — s diagonalisierbar sein muf. Aus x, —n = s — z, folgt
dann aber sofort, dal beide Seiten Null sind. Das zeigt die Eindeutigkeit
unserer Zerlegung. O

Bemerkung 5.4.3. Hier lassen sich z; und z, sogar als Polynome in x ohne
konstanten Term ausdriicken, d.h. es gibt P,@Q € TC|T] mit x5 = P(x) und
T, = Q(z). In der Tat, falls N so grof ist, daf8 gilt Hau(z; \) = ker(z — \)V
fiir alle A, so erhélt man ein mogliches P aus dem chinesischen Restsatz 77
als simultane Losung der Kongruenzen P = A (mod (7'—\)%) fiir alle Eigen-
werte A von x und fiir A = 0, und ein mogliches @ ist dann 7'— P(7'). Ich mag
die in der Literatur weit verbreitete Argumentation mit diesen Polynomen
jedoch nicht besonders.

Satz 5.4.4 (Funktorialitit der Jordan-Zerlegung). Sei gegeben ein kom-
mutatives Diagramm endlichdimensionaler komplexer Vektorriume der Ge-
stalt

v o ow
x| Ly
v L

Sind v = xg + x, und y = ys + yn die Jordan-Zerlegungen von x und y, so
kommutieren auch die Diagramme
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v o ow v L oow
Ts | L ys Ty | L Un
v o ow v o Low

Beweis. Aus fx = yf folgt wegen f(Hau(z; A)) C Hau(y; \) nach der im vor-
hergehenden Beweis von 5.4.1 gegebenen Beschreibung der Jordan-Zerlegung
unmittelbar erst fas = ysf und dann fz, = y, f. ]

5.4.5. Stabilisiert speziell ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen
Vektorraums einen vorgegebenen Teilraum, so stabilisieren nach 5.4.4 auch
sein halbeinfacher und sein nilpotenter Anteil besagten Teilraum.

5.4.6. Beide Sétze 5.4.1 und 5.4.4 gelten weiter und mit demselben Beweis
auch noch, wenn man statt der Endlichdimensionalitdt der darin auftauchen-
den Vektorrdume nur fordert, dafl die fraglichen Endomorphismen x und y im
Sinne von 5.3.16 lokal endlich sein sollen, und von x, schwécher nur fordert,
daf3 es lokal nilpotent sein soll.

Ubung 5.4.7. Gegeben ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum V
und ein Endomorphismus z : V' — V haben wir stets

imz D im x,

Hinweis: Das Bild von xg ist genau die Summe der Hauptrdume zu von Null
verschiedenen Eigenwerten und das Bild von x umfafit offensichtlich diese
Summe. Alternativ erkennt man imz O im(zY) fiir hinreichend grofes N

durch Entwicklung von 2V = (x — z,)™ nach der binomischen Formel und
N

S

Ausklammern von z, und die Behauptung folgt wegen im z, = im z.".
Ubung 5.4.8. Jeder Endomorphismus der Ordnung zwei eines Vektorraums
iiber einem Korper einer von zwei verschiedenen Charakteristik ist diago-
nalisierbar. Hinweis: Spater zeigen wir das als ?7. Jeder Endomorphismus
der Ordnung vier eines komplexen Vektorraums ist diagonalisierbar. Hinweis:
Man zerlege zunéchst in Eigenrdume unter dem Quadrat unseres Endomor-
phismus. Allgemeiner werden Sie in 5.4.9 zeigen, daf jeder Endomorphismus

endlicher Ordnung eines komplexen Vektorraums diagonalisierbar ist.

Ubung 5.4.9. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik
Null. Sei V' ein k-Vektorraum und ¢ : V' — V ein Endomorphismus “end-
licher Ordnung”, als da heiflt, es gebe n > 1 mit ¢" = id. So ist V die
direkte Summe der Eigenrdume von . Hinweis: Man behandle zunéchst den
endlichdimensionalen Fall mithilfe der Jordan-Zerlegung und beachte dabei,
dafl hohere Potenzen eines nilpotenten Endomorphismus stets gréfiere Ker-
ne haben miissen, solange nicht beide fraglichen Potenzen bereits Null sind.
Fortgeschrittene erkennen einen Spezialfall des Satzes von Maschke 77.
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Definition 5.4.10. Ein Endomorphismus f eines Vektorraums heifit uni-
potent genau dann, wenn (f — id) nilpotent ist.

Ubung 5.4.11. Ein unipotenter Endomorphismus endlicher Ordnung eines
Vektorraums iiber einem Korper der Charakteristik Null ist bereits die Iden-
titat.

Ubung 5.4.12. Gegeben ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vek-
torraums iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper besteht der Haupt-
raum des transponierten Endomorphismus des Dualraums genau aus den
Linearformen, die auf allen Hauptrdumen zu anderen Eigenwerten des ur-
spriinglichen Endomorphismus verschwinden.

5.5 Jordan’sche Normalform

Definition 5.5.1. Gegeben r > 1 definieren wir eine (r x r)-Matrix J(r),
genannt der nilpotente Jordan-Block der Gréfle r, durch die Vorschrift
J(r); = 1fir j =i+ 1und J(r);; = 0 sonst. Insbesondere ist also J(1) die
(1 x 1)-Matrix mit dem einzigem Eintrag Null.

Satz 5.5.2 (Normalform nilpotenter Endomorphismen). Gegeben ein
nilpotenter Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums gibt
es stets eine Basis derart, daf$ die Matriz unseres Endomorphismus in dieser
Basis blockdiagonal ist mit nilpotenten Jordanblicken auf der Diagonalen,
also von der Gestalt

diag(J(r1),...,J(rn))

Die positiven natirlichen Zahlen rq,...,r, sind hierbei durch unseren nilpo-
tenten Endomorphismus eindeutig bestimmt bis auf Rethenfolge.

Beweis von 5.5.2. Wir beginnen mit dem Beweis der Eindeutigkeit und be-
ginnen diesen mit einer Definition.

Definition 5.5.3. Unter einem Youngdiagramm verstehen wir eine endli-
che Teilmenge T" C N x N mit der Eigenschaft

((i,j) eTund @' <iund j' < j) = (i',j) €T

Die Elemente von T nennen wir die “Késtchen” unseres Youngdiagramms und
stellen uns ein Paar (7, j) vor als das Késtchen auf einem Rechenpapier, bei
dem die Koordinaten der linken unteren Ecke gerade (i, j) sind. Zum Beispiel
stellt das Bild
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SkriptenBilder/BildNJB.png

Der nilpotente Jordan-Block J(r) der GroBe r. Steht auf der Diagonalen
statt der Nullen ein Skalar A\, so nennen wir die entsprechende Matrix einen
Jordan-Block der Grofie » zum Eigenwert A\ und notieren diese Matrix

J(r;\) = J(r) + A\,



234 KAPITEL 11I. LINEARE ALGEBRA

das Youngdiagramm dar, das formal zu beschreiben wére durch die Menge
{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(2,0),(3,0)}. In der Praxis denkt man bei
Youngdiagrammen meist an Bilder dieser Art.

Zu jedem Young-Diagramm 7' bilden wir ein Paar (V, Nr) bestehend aus
einem Vektorraum mit einem nilpotentem Endomorphismus, indem wir die
Kaéstchen von T als Basis von Vr nehmen und denjenigen Endomorphis-
mus Np von Vp betrachten, der jedes Késtchen um eins nach rechts schiebt
bzw. es anulliert, falls es beim “Um-eins-nach-rechts-schieben aus dem Young-
Diagramm herausrutscht”. In Formeln ist also Vi = kT der freie k-Vektorraum
iiber T, und bezeichnen wir mit v; ; den zu (4, j) € T gehérenden Basisvektor,
so wird Nt : kT — kT beschrieben durch die Vorschrift

N Vit1,j falls (Z + 1,]) eT;

Nr(vig) = { 0 sonst.

Gegeben zwei Paare (V, A) und (W, B) bestehend aus einem k-Vektorraum
mit einem Endomorphismus schreiben wir

(V,A) = (W, B)

und nennen unsere Paare isomorph genau dann, wenn es einen Isomorphis-
mus ¢ : V 5 W gibt mit B o ¢ = po A. In dieser Sprache ausgedriickt sagt
unser Satz 5.5.2, daB fiir jedes Paar (V, N) bestehend aus einem endlichdi-
mensionalen Vektorraum mit einem nilpotenten Endomorphismus genau ein
Young-Diagramm 7" existiert mit (V, N) = (Vp, Ny). Um hier die Eindeutig-
keit zu zeigen, miissen wir nur die Implikation

(Vo,Np) = (Vp,Npr) = T=T

nachweisen. Offensichtlich besteht jedoch eine mogliche Basis von (im N7t) aus
allen Késtchen von 7', die in der (n+1)-ten Spalte unseres Young-Diagramms
oder noch weiter rechts stehen, in Formeln aus allen v; ; mit (¢, j) € T und i >
n. Folglich ist dim(im N/ im N7™') gerade die Hohe der (n -+ 1)-ten Spalte
des Young-Diagramms 7', fiir alle n > 0, und das zeigt die Eindeutigkeit.
Die Existenz folgt unmittelbar aus Lemma 5.5.4, das wir gleich im Anschlufl
beweisen. ]

Lemma 5.5.4. Ist N : V — V ein nilpotenter Endomorphismus eines end-
lichdimensionalen Vektorraums V, so gibt es eine Basis B von V derart, dafs
B U {0} stabil ist unter N und dafl jedes Element von B unter N hdchstens
ein Urbild in B hat.
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SkriptenBilder/Bild0030.png

Zum Beweis von 5.5.2



236 KAPITEL 11I. LINEARE ALGEBRA

Bemerkung 5.5.5. Dieses Lemma gilt sogar ohne die Voraussetzung, daf§ V'
endlichdimensional ist. Um das zu zeigen, miissen wir nur die Induktion statt
iiber die Dimension von V iiber die Nilpotenzordnung von N laufen las-
sen und 1.4.30 verwenden. Fiir einen lokal nilpotenten Endomorphismus N
findet man jedoch im Allgemeinen keine “Jordan-Basis” wie in 5.5.4 mehr.
Wir betrachten zum Beispiel den Raum V' aller Abbildungen von der Menge
{(i,j) € N* | i > j} nach R, die nur in endlich vielen Zeilen nicht identisch
Null sind, und den Endomorphismus N : V' — V', der “jede Zeile um eins
nach unten driickt und die nullte Zeile annulliert”. Sicher hat V/NV eine ab-
zédhlbare Basis, so daf es nur abzéhlbar viele “Jordan-Ketten” geben kénnte.
Die Existenz einer “Jordan-Basis” stiinde also im Widerspruch dazu, da3 V
keine abzéhlbare Basis besitzt.

Beweis. Wir betrachten die Sequenz

ker N —-V - im N

Mit Induktion iiber die Dimension von V' diirfen wir annehmen, dafl wir fiir
das Bild von N eine derartige Basis bereits gefunden haben, sagen wir die
Basis A. Jetzt ergénzen wir {a € A | N(a) = 0} durch irgendwelche by, ..., by
zu einer Basis des Kerns von N und wéahlen Urbilder ¢q,...,¢, € V fiir die
Elemente von A\N(A) und behaupten, daf

B:AU{bl,...,bs}U{Cl,...,Cr}

eine Basis von V ist mit den geforderten Eigenschaften. Nach Konstruktion
ist B U {0} stabil unter N und jedes Element von B hat unter N hochstens
ein Urbild in B. Wir miissen also nur noch zeigen, dafl B eine Basis von V
ist. Dazu schreiben wir B als die Vereinigung der beiden Mengen

{a € A| N(a) #0} U {c1,...,¢}
{a € A| N(a) =0} U {by,...,bs}

und bemerken, daf§ die erste ein System von Urbildern unter N fiir unsere
Basis A von (im N) ist, wohingegen die zweite eine Basis von (ker N) ist.
Damit ist unsere grofle Vereinigung eine Basis von V nach 1.6.11. 0

Korollar 5.5.6 (Jordan’sche Normalform). Gegeben ein Endomorphis-
mus eines endlichdimensionalen Vektorraums tiber einem algebraisch abge-
schlossenen Kdrper gibt es eine Basis unseres Vektorraums derart, dafS die
Matrix unseres Endomorphismus beziiglich dieser Basis blockdiagonal ist von
der Gestalt

diag(J(r1; M)« ooy J(re; Ar))
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SkriptenBilder/Bild0031.png

Zum Beweis von 5.5.4. Die fetten Punkte stellen die Elemente der Basis A
des Bildes im N dar. Die ¢; zusammen mit den a € A mit N(a) # 0 bilden
ein System von Urbildern unter N der Elemente von A.

SkriptenBilder/BildJNF.png

Ein Matrix in Jordan’scher Normalform mit drei Jordanblocken.
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Die Jordan-Blécke sind hierber durch unseren Endomorphismus wohlbestimmdt

bis auf Rethenfolge.

Bemerkung 5.5.7. Das Korollar gilt mit demselben Beweis auch, wenn wir
statt der algebraischen Abgeschlossenheit des Grundkérpers nur vorausset-
zen, dafl das charakteristische Polynom unseres Endomorphismus iiber unse-
rem Korper vollstéandig in Linearfaktoren zerfillt.

Beweis. Sei f unser Endomorphismus. Der Satz iiber die Hauptraumzerle-
gung 5.3.14 zeigt, dal wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen
diirfen, daB es einen Skalar A gibt derart, daf8 (f — Aid) nilpotent ist. Der
Satz iiber die Normalform nilpotenter Endomorphismen 5.5.2 beendet dann
den Beweis. O
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6 Algebra und Symmetrie

6.1 Gruppenwirkungen

Definition 6.1.1. Eine Operation oder Wirkung einer Gruppe G auf einer
Menge X ist eine Abbildung

GxX — X
(9.7) +— gz

derart, dal gilt g(hx) = (gh)z fir alle g,h € G, v € X und ex = x fiir
das neutrale Element e € G und alle x € X. Ich ziehe die Bezeichnung als
Operation vor, da der Begriff der “Wirkung” in der Physik in einer anderen
Bedeutung verwendet wird. Eine Menge mit einer Operation einer Gruppe
G nennt man eine G-Menge. Die Aussage “X ist eine G-Menge” schreiben
wir in Formeln

G X

Bemerkung 6.1.2. In derselben Weise erkldrt man allgemeiner auch den Be-
griff der Operation eines Monoids auf einer Menge. Allerdings ist der Begriff
in dieser Allgemeinheit wesentlich weniger niitzlich, da viele der im folgenden
bewiesenen Aussagen wie die Zerlegung in Bahnen 6.1.10 oder die Darstel-
lung von Bahnen als Quotienten 6.3.1 in dieser Allgemeinheit nicht mehr
gelten.

Beispiele 6.1.3. 1. Ist X ein G-Menge, so ist auch die Potenzmenge P(X)
eine G-Menge in natiirlicher Weise.

2. Das Anwenden eines Isomorphismus definiert fiir jeden Vektorraum V'
eine Operation GL(V) x V' — V von GL(V) auf V.

3. Jede Gruppe operiert vermittels ihrer Verkniipfung G x G — G auf
sich selbst.

4. Die symmetrische Gruppe S, operiert in offensichtlicher Weise auf der
Menge {1,2,...,n}.

5. Jede Gruppe G operiert auf jeder Menge X vermittels der trivialen
Operation gr = x Vg € G,z € X.

6. Ist G eine Gruppe und X eine G-Menge und H C G eine Untergruppe,
so ist X auch eine H-Menge in offensichtlicher Weise. Ist allgemeiner X
eine G-Menge und H — G ein Gruppenhomomorphismus, so kann X
in offensichtlicher Weise mit einer Operation von H versehen werden.
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SkriptenBilder/BahnenS.png

Einige Bahnen von S* auf C

SkriptenBilder/BildBaQ.png

Einige Bahnen der Symmetriegruppe eines Quadrats
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Ubung 6.1.4. Gegeben ein Monoid G und eine Menge X induziert unsere
Bijektion Ens(G x X, X) = Ens(G,Ens(X, X)) aus 1.2.2.23 eine Bijektion

Operationen des Monoids G -~ Monoidhomomorphismen
auf der Menge X G — Ens(X)

Ist G eine Gruppe, so erhalten wir insbesondere eine Bijektion

Operationen der Gruppe G ~, Gruppenhomomorphismen
auf der Menge X G — Ens™(X)

In gewisser Weise ist also eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X
“dasselbe” wie ein Gruppenhomomorphismus G — Ens™ (X).

6.1.5. Ist ganz allgemein X X Y — Z eine Abbildung, etwa (z,y) — =Ty,
und sind A C X und B C Y Teilmengen, so notieren wir (ATB) C Z die
Teilmenge

(ATB)={zTy |z € A, y € B}

Wir haben derartige Notationen auch bereits oft verwendet, zum Beispiel,
wenn wir das Erzeugnis eines Vektors in einem reellen Vektorraum als (v) =
Rov schreiben, oder wenn wir das Erzeugnis von zwei Teilrdumen U, W eines
Vektorraums V' als U + W schreiben.

Definition 6.1.6. Sei X eine Menge mit einer Operation einer Gruppe G,
also eine G-Menge.

1. Die Menge aller Fixpunkte von GG notiert man
XC={recX|gr=2VgecG}
In vielen Situationen nennt man die Fixpunkte auch Invarianten.

2. Die Standgruppe oder Isotropiegruppe oder auch der Fixator oder
Stabilisator eines Punktes x € X ist die Menge

Go={9€G|gr=u}

Sie ist eine Untergruppe von G. Ist allgemeiner A C X eine Teilmenge,
so unterscheiden wir zwischen dem Stabilisator {g € G | gA = A}
und dem Fixator {g € G | gx = x Vo € A}. Beide sind Untergruppen
von G.

3. Eine G-Menge X heif3t frei genau dann, wenn die Standgruppen aller
ihrer Punkte trivial sind, in Formeln (gz = z fiir ein x € X) = (g = e).
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4. Fir A € X, H C G schreiben wir kurz HA fiir die Menge HA =
{ha | h € H,a € A}. Fiir jede Teilmenge A C X ist GA eine G-
Menge in offensichtlicher Weise. Eine Teilmenge Y C X heifit G-stabil
genau dann, wenn gilt GY =Y, wenn also Y € P(X) fiir die auf der
Potenzmenge induzierte Wirkung ein Fixpunkt ist.

5. Sei x € X. Die Menge
Gr={gr|geG}CX
heiBt die Bahn (englisch und franzosisch orbit) von z.

6. Eine Operation heifit transitiv und X heiffit ein homogener Raum
fiir G genau dann, wenn es ein x € X gibt mit X = Gx.

7. Eine Menge X mit einer freien transitiven Operation einer Gruppe G
heift ein prinzipaler homogener Raum fiir die Gruppe G oder auch
kiirzer ein G-Torsor.

Beispiele 6.1.7. In jedem eindimensionalen Vektorraum iiber einem Korper
k bilden die von Null verschiedenen Vektoren einen Torsor iiber der multipli-
kativen Gruppe k* unseres Korpers. Jeder affine Raum ist ein Torsor iiber
seinem Richtungsraum. Jede Menge mit genau zwei Elementen ist in natiirli-
cher Weise ein (Z/27)-Torsor. Jede Gruppe G kann in offensichtlicher Weise
aufgefalt werden als ein GG-Torsor.

Bemerkung 6.1.8. Die Wirkung einer Gruppe auf der leeren Menge ist in
unseren Konventionen nicht transitiv. Hier sind jedoch auch andere Konven-
tionen gebréauchlich, zum Beispiel nennt Bourbaki die Wirkung einer Gruppe
auf der leeren Menge durchaus transitiv. Noch mehr Terminologie zu Mengen
mit Gruppenwirkung fithren wir in 77 ein.

6.1.9. Eine Partition einer Menge X ist ein System & C P(X) von paar-
weise disjunkten nichtleeren Teilmengen, deren Vereinigung ganz X ist.

Lemma 6.1.10 (Zerlegung in Bahnen). Gegeben eine Menge mit Grup-
penoperation bilden die Bahnen eine Partition unserer Menge.

Beweis. Sei G & X unsere Menge mit Gruppenoperation. Natiirlich liegt
jedes x € X in einer GG-Bahn, ndmlich in der G-Bahn Gx. Andererseits folgt
aus GrNGy # 0 schon Gz = Gy : In der Tat liefert gz = hy wegen Gg = G ja
Gz = Ggr = Ghy = Gy. Die Bahnen sind also auch paarweise disjunkt. [J
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SkriptenBilder/BildPt.png

Eine Partition einer Menge mit dreizehn Elementen durch vier Teilmengen.
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Definition 6.1.11. Gegeben eine Menge mit Gruppenoperation bezeichnet
man das Mengensystem der Bahnen auch als den Bahnenraum. Ist G & X
unsere Menge mit Gruppenoperation, so ist der Bahnenraum also die Teil-
menge {Gz | © € X} C P(X) der Potenzmenge von X. Man notiert den
Bahnenraum meist G\ X oder auch X/G. Wir haben eine kanonische Sur-
jektion can : X — G\X, x — Gz, die jedem Element von X seine Bahn
zuordnet.

Beispiel 6.1.12. Wir betrachten die Menge X = C der komplexen Zahlen mit
der Operation von G = S' = {z € C | |z| = 1} durch Multiplikation. Die
Standgruppen sind G, = 1 falls  # 0 und Gy = S!. Die Bahnen sind genau
alle Kreise um den Nullpunkt mit Radius » > 0. Die Einbettung R>y — C
induziert eine Bijektion mit dem Bahnenraum Rs¢ — (S'\C).

6.1.13 (Universelle Eigenschaft des Bahnenraums). Gegeben eine Men-
ge mit Gruppenoperation G & X und eine Abbildung in eine weitere Menge
¢ : X — Y mit der Eigenschaft p(gx) = p(z) fir alle g € G,z € X existiert
genau eine Abbildung ¢ : G\X — Y mit ¢ o can = ¢, im Diagramm

X can G\X
NG

v

In der Tat konnen und miissen wir ¢(Gx) als das einzige Element der Menge
¢(Gz) definieren. Man mag das auch als einen Spezialfall der universellen
Eigenschaft des Raums der Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation im
Sinne von 2.4.3 verstehen.

Definition 6.1.14. Sei X eine Menge und G eine Gruppe. Eine Rechts-
operation von G auf X ist eine Abbildung

XxG —- X
(z,9) +— xg

derart, dal z(gh) = (zg)h fiir alle g,h € G, z € X, und daf} gilt xe = x
fiir das neutrale Element e € G und alle x € X. Eine Menge mit einer
Rechtsoperation einer Gruppe G nennt man auch eine G-Rechtsmenge.
Eine freie und transitive G-Rechtsmenge nennt man einen GG-Rechtstorsor
oder auch kurz ein G-Torsor in der Hoffnung, daf3 der Leser aus dem Kontext
erschlieffen kann, ob im jeweils vorliegenden Fall eine Menge mit freier und
transitiver Rechts- oder mit freier und transitiver Linksoperation gemeint ist.
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Bemerkung 6.1.15. Jede G-Rechtsmenge X wird zu einer G-Menge durch die
Operation gr = zg~!, die Begriffsbildung einer G-Rechtsmenge ist also in
gewisser Weise obsolet. Sie dient im wesentlichen dem Zweck, in manchen
Situationen suggestivere Notationen zu ermoglichen.

6.1.16. Gegeben zwei Gruppen G und H konnen wir auch ihr kartesisches
Produkt G x H zu einer Gruppe machen, indem wir darauf die komponen-
tenweise Verkniipfung (g, h)(¢’, h') = (g4’, hh') betrachten. Analog versehen
wir das Produkt einer beliebigen Familie von Gruppen mit der Struktur einer
Gruppe.

Ubung 6.1.17. Sei k ein Korper. Man zeige, da wir eine Operation der Grup-
pe GL(n; k) x GL(m; k) auf der Menge M(n x m; k) erhalten durch die Vor-
schrift (A, BYM = AM B~!. Man zeige weiter, daf§ die Bahnen unserer Ope-
ration genau die nichtleeren Fasern der durch den Rang gegebenen Abbildung
rk : M(n x m; k) — N sind. Hinweis: Smith-Normalform 1.7.41.

Ubung 6.1.18. Sei k ein Korper. Man zeige, dal wir eine Operation der
Gruppe GL(n;k) auf der Menge M(n X n;k) erhalten durch die Vorschrift
A.M = AM A~ Man zeige, wie fiir einen algebraisch abgeschlossenen Koérper
k die Theorie der Jordan’schen Normalform eine Bijektion liefert zwischen
dem Bahnenraum zu dieser “Operation durch Konjugation” und der Menge
aller endlichen Multimengen von Paaren aus N>; x k, deren erste Kompo-
nenten sich zu n aufaddieren.

6.2 Restklassen

6.2.1. Ist (G, L) eine Menge mit Verkniipfung und sind A, B C G Teilmengen,
so schreiben wir A L B ={a L b|a€ A b€ B} C G und erhalten
auf diese Weise eine Verkniipfung auf der Menge aller Teilmengen von G,
der sogenannten Potenzmenge P(G). Ist unsere urspriingliche Verkniipfung
assoziativ, so auch die induzierte Verkniipfung auf der Potenzmenge. Wir
kiirzen in diesem Zusammenhang oft die einelementige Menge {a} mit a ab,
so dafl also zum Beispiel a L B als {a} L B zu verstehen ist.

Definition 6.2.2. Ist G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und g € GG
ein Element, so nennen wir die Menge gH die Linksnebenklasse von g
unter H und die Menge Hg die Rechtsnebenklasse von g unter H.
Diese Nebenklassen sind also Teilmengen von G. Ein Element einer Neben-
klasse nennt man einen Reprasentanten der besagten Nebenklasse. Weiter
betrachten wir in G die beiden Mengensysteme

G/H = {gH|geG}
H\G = {Hg|geG}
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SkriptenBilder/BildNEK1.png

Die drei Nebenklassen der Gruppe der vierten Einheitswurzeln in der
Gruppe der zwoélften Einheitswurzeln. Da diese Gruppe kommutativ ist,
fallen hier Rechtsnebenklassen und Linksnebenklassen zusammen.
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aller Links- bzw. Rechtsnebenklassen von H in G. Die Elemente von G/H
und von H\G sind also Teilmengen von G und G/H sowie H\G selbst sind
dementsprechend Teilmengen der Potenzmenge P(G) von G.

6.2.3. Per definitionem sind die Rechtsnebenklassen von H in G genau die
Bahnen der durch Multiplikation gegebenen Operation von H auf G. Insbe-
sondere bilden sie also eine Partition von GG. Analoges gilt fiir die Linksne-
benklassen.

6.2.4. Ist G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, so ist die Menge der
Linksnebenklassen X = G/H eine G-Menge in offensichtlicher Weise.

Beispiel 6.2.5. Im Fall G = Z D H = mZ haben wir die Menge der Neben-
klassen Z/mZ bereits in 2.1.7 diskutiert und sogar selbst mit der Struktur
einer Gruppe, ja sogar mit der Struktur eines Rings versehen. Im allgemeinen
tragt G/H nur dann eine natiirliche Gruppenstruktur, wenn wir an unsere
Untergruppe H zusétzliche Forderungen stellen, vergleiche 6.4.

Satz 6.2.6 (Lagrange). Gegeben eine endliche Gruppe teilt die Kardinalitit
jeder Untergruppe die Kardinalitit der ganzen Gruppe. Ist G unsere endliche
Gruppe und H C G eine Untergruppe, so gilt genauer

|G| = |H[-[G/H| = |H]| - [H\G]|

Beweis. Jedes Element von G gehort zu genau einer Links- bzw. Rechtsne-
benklasse unter H, und jede dieser Nebenklassen hat genau |H| Elemente. [J

Definition 6.2.7. Gegeben eine Gruppe G mit einer Untergruppe H heifit
die Zahl |G/H| der Restklassen der Index von H in G.

Ubung 6.2.8. Seien G O H eine Gruppe und eine Untergruppe. Man zeige,
daf} es eine Bijektion zwischen G/H und H \ G gibt.

Ubung 6.2.9. Haben zwei endliche Untergruppen einer Gruppe teilerfremde
Kardinalitdten, so besteht ihr Schnitt nur aus dem neutralen Element.

6.3 Bahnformel

Lemma 6.3.1 (Bahnen als Quotienten). Sei G eine Gruppe, X eine G-
Menge und x € X ein Punkt. So induziert die Abbildung G — X, g — gx
eine Biektion

GG, = Gz



248 KAPITEL 11I. LINEARE ALGEBRA

SkriptenBilder/BildSyQ.png

Die acht Symmetrien des Quadrats. Eine Rechtsnebenklasse der von der
Spiegelung an der Nordost-Diagonalen erzeugten Untergruppe besteht aus
den beiden Symmetrien des Quadrats, die die obere rechte Ecke in eine
vorgegebene weitere Ecke iiberfithren. Eine Linksnebenklasse besteht
dahingegen aus den beiden Symmetrien des Quadrats, bei denen die obere
rechte Ecke von einer vorgegebenen weiteren Ecke herkommt.
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Beweis. Fiir jede G,-Nebenklasse N C G im Sinne von 6.2.2 besteht die Men-
ge Nz nur aus einem Punkt, fiir N = gG, haben wir genaver Nz = ¢gG,x =
{gx}. Die Abbildung im Lemma wird nun definiert durch die Bedingung,
daf sie jeder Nebenklasse N € GG/G, das einzige Element von Nz zuordnet.
Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv. Sie ist aber auch injektiv, denn
aus gG.x = hG.x folgt gr = hz, also h™1g € G, also ¢G, = hG,. O

6.3.2. Ist G eine endliche Gruppe und X eine G-Menge, so folgt mit dem
vorhergehenden Lemma 6.3.1 aus 6.2.6 fiir alle x € X insbesondere die soge-
nannte Bahnformel

|G| = [Ga - |G|

Die Kardinalitdt jeder Bahn teilt also die Kardinalitdt der ganzen Gruppe,
und die Kardinalitdat der Isotropiegruppen ist konstant auf den Bahnen. Ge-
nauer priift man fiir beliebiges G die Formel Gy, = gG,¢ 7' fiir g € G, z € X.

Beispiel 6.3.3. Seien k < n natiirliche Zahlen. Auf der Menge X aller k-
elementigen Teilmengen der Menge {1,2,...,n} operiert die symmetrische
Gruppe S8, transitiv. Die Isotropiegruppe des Punktes x € X, der durch die
k-elementige Teilmenge {1, 2, ..., k} gegeben wird, ist isomorph zu Sy X S, .
Die Bahnformel liefert folglich |X| = n!/(k!(n—k)!) in Ubereinstimmung mit
unseren Erkenntnissen aus 1.1.1.16. Ahnlich kann man auch die in 1.2.2.26
diskutierten Formeln fiir die Multinomialkoeffizienten herleiten.

Beispiel 6.3.4. Wir kéonnen unsere Bahnformel auch umgekehrt anwenden,
wenn wir zum Beispiel die Drehungen zéhlen wollen, die einen Wiirfel in sich
iiberfithren. Die Gruppe G dieser Drehungen operiert sicher transitiv auf der
Menge E der acht Ecken des Wiirfels und die Isotropiegruppe jeder Ecke p
hat drei Elemente. Wir folgern |G| = |G| - |E| = 3-8 = 24.

Ubung 6.3.5. Sind @, H Untergruppen einer Gruppe G, so induziert die Ein-
bettung ) — G eine Bijektion Q/Q N H = QH/H.

6.4 Normalteiler

Definition 6.4.1. Eine Untergruppe einer gegebenen Gruppe heif3t ein Nor-
malteiler genau dann, wenn die Rechtsnebenklassen unserer Untergruppe
mit ihren Linksnebenklassen iibereinstimmen. Ist G unsere Gruppe, so heifit
also in Formeln eine Untergruppe H C G ein Normalteiler genau dann, wenn
gilt gH = Hg Vg€ G.

Beispiele 6.4.2. In einer kommutativen Gruppe ist jede Untergruppe ein Nor-
malteiler. In der Gruppe S5 der Permutationen von 3 Elementen ist die Un-
tergruppe Sy C Sz aller Permutationen, die die dritte Stelle festhalten, kein
Normalteiler.
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Ubung 6.4.3. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ist stets ein Normal-
teiler. Allgemeiner ist das Urbild eines Normalteilers unter einem Gruppen-
homomorphismus stets ein Normalteiler, und das Bild eines Normalteilers
unter einem surjektiven Gruppenhomomorphismus ist wieder ein Normaltei-
ler. Jede Untergruppe vom Index zwei ist ein Normalteiler.

Ubung 6.4.4. Genau dann stimmen also fiir einen gegebenen homogenen
Raum alle Isotropiegruppen iiberein, wenn er isomorph ist zum Quotienten
der Gruppe nach einem Normalteiler. Wir sagen dann auch, der homogene
Raum sei normal. Hinweis: 6.3.2.

Satz 6.4.5 (Konstruktion der Restklassengruppe). Ist H C G ein Nor-
malteiler, so ist G/H abgeschlossen unter der induzierten Verknipfung auf
der Potenzmenge P(G) von G und wird damit eine Gruppe, genannt die
Restklassengruppe oder der Quotient von G nach H.

Beweis. Es gilt (¢H)(g1H) = g91HH = gg1H, also ist unsere Menge stabil
unter der Verkniipfung. Das Assoziativgesetz gilt eh, das neutrale Element
ist H, und das Inverse zu gH ist g~ ' H. O

Beispiel 6.4.6. Die Restklassengruppe Z/mZ kennen wir bereits aus 2.1.7,
wo wir darauf sogar noch eine Multiplikation erklart hatten, die sie zu einem
Ring macht. Sie hat genau m Elemente.

Satz 6.4.7 (Universelle Eigenschaft der Restklassengruppe). Sei G
eine Gruppe und H C G ein Normalteiler.

1. Die Abbildung can : G — G/H, g — gH ist ein Gruppenhomomorphis-
mus mit Kern H.

2. Ist ¢ : G — G ein Gruppenhomomorphismus mit p(H) = {1}, so
gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G/H — G' mit p =
Y ocan.

6.4.8. Der Ubersichtlichkeit halber stelle ich die in diesem Satz auftauchenden
Gruppen und Morphismen auch nocheinmal in einem Diagramm dar:

G can G/H
[

PN Y7
G/

Man sagt auch, ¢ faktorisiert iiber die kanonische Abbildung can in den
Quotienten.
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Beispiel 6.4.9. Wir haben etwa
7= 7./157
|

PN P
7,)107

oder in Worten: Die Abbildung ¢ = 2can : Z — Z/10Z, n — (2n + 10Z)
faktorisiert iiber Z/15Z und induziert so einen Gruppenhomomorphismus
ZJ157Z — Z/10Z.

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Fiir die zweite Aussage beachten wir, dafl
unter der Annahme p(H) = {1} das Bild einer H-Nebenklasse p(gH) =
o(g)p(H) = {®(g)} nur aus einem einzigen Element besteht. Dies Element
nennen wir @(gH), so daB also gilt ¢(gH) = ¢(g) und ¢(gH) = {p(gH)}.
Auf diese Weise erhalten wir das gesuchte ¢. ]

Satz 6.4.10 (Isomorphiesatz). Jeder Homomorphismus ¢ : G — H wvon
Gruppen induziert einen Isomorphismus @ : G/ ker o — im .

Beweis. Sicher ist unser ¢ surjektiv. Es ist nach 2.2.12 aber auch injektiv,
denn sein Kern besteht nur aus dem neutralen Element der Restklassengrup-
pe. O

Korollar 6.4.11 (Noether’scher Isomorphiesatz). Ist G eine Gruppe
und sind K C H C G zwei Normalteiler von G, so induziert die Kompo-
sition von kanonischen Abbildungen G — (G/K) — (G/K)/(H/K) einen
Isomorphismus

G/H = (G/K)/(H/K)

Beweis. Sicher ist unsere Komposition surjektiv. Unsere Aussage folgt also
aus dem Isomorphiesatz 6.4.10, sobald wir zeigen, dafl H der Kern unserer
Komposition ist. Sicher ist H eine Teilmenge dieses Kerns. Liegt umgekehrt
g € G im Kern unserer Komposition G — (G/K)/(H/K), so liegt die Ne-
benklasse gK im Kern von (G/K) — (G/K)/(H/K), als da heifit, es gibt
h € H mit gK = hK, und daraus folgt sofort g € H. ]

6.4.12. Beim Arbeiten mit Restklassengruppen erméglicht oft der Formalis-
mus der “exakten Sequenzen” besonders transparente Formulierungen. Wir
fithren ihn deshalb im folgenden kurz ein.

Definition 6.4.13. 1. Eine Sequenz von Gruppen und Gruppenhomo-
morphismen A’ 5 A % A” heiBt exakt bei A genau dann, wenn das
Bild der ersten Abbildung zusammenféllt mit dem Kern der zweiten
Abbildung, in Formeln im x = kery.
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2. Eine Sequenz von Gruppen ... — A;,; — A; — A;_1 — ... heifit
exakt genau dann, wenn sie exakt ist an jeder Stelle A;.

Beispiel 6.4.14. Eine Sequenz der Gestalt A — B = 1 ist exakt genau dann,
wenn r surjektiv ist. Eine Sequenz der Gestalt 1 — B = C' ist exakt genau
dann, wenn s injektiv ist.

Beispiel 6.4.15. Fiir jeden Homomorphismus z : M — N von abelschen
Gruppen ist die Sequenz
1— (kerz) = M — N — (N/imz) — 1

exakt. Man nennt wegen dieser Symmetrie in dieser Situation den Quoti-
enten nach dem Bild auch den Kokern unseres Morphismus von abelschen
Gruppen und notiert ihn cok x := (N/imx).

Ubung 6.4.16. Gegeben ein kommutatives Diagramm von abelschen Gruppen
mit exakten Zeilen

M’ M M” 0

NN
Y

N’ N N" 0

ohne den gestrichelten Pfeil existiert genau ein Gruppenhomomorphismus
¢ wie durch den gestrichelten Pfeil angedeutet, der das mittlere Quadrat
unseres Diagramms zum Kommutieren bringt. Sind a und b Isomorphismen,
so auch c. Hinweis: Man beginne mit dem Fall N' = M’ N = M, a = id,
b=1id und M" = cok x fir z : M' — M.

Ubung 6.4.17. Gegeben Sequenzen von Gruppen A — B % C und A’ LN
B' % (" ist ihr Produkt

(Ax A) 5 (B x B') 25 (0 x )

exakt genau dann, wenn die beiden Ausgangssequenzen exakt sind. Analoges
gilt sowohl fiir das Produkt als auch fiir die direkte Summe einer beliebigen
Familie von Sequenzen. Diese Aussage enthélt im Lichte von 6.4.16 insbeson-
dere eine Prézisierung der Erwartung, dafl das “Bilden von Produkten mit
dem Bilden von Quotienten kommutieren sollte”.

6.5 Zyklische Gruppen

Definition 6.5.1. Eine Gruppe heifit zyklisch genau dann, wenn sie von
einem einzigen Element erzeugt wird.
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6.5.2. Zum Beispiel ist eine Gruppe G, deren Kardinalitéit eine Primzahl ist,
notwendig zyklisch, da sie nach 6.2.6 aufler H = GG und H = 1 keine weiteren
Untergruppen haben kann. Fiir jede Gruppe G konnen wir die von einem
Element g € G erzeugte Untergruppe beschreiben als

{9) ={9" |n e Z}
Definition 6.5.3. Sei g ein Element einer Gruppe GG. Die Ordnung
ord g

von g ist die kleinste natiirliche Zahl n > 1 mit ¢" = 1. Gibt es kein solches
n, so setzen wir ord g = oo und sagen, g habe unendliche Ordnung. Ele-
mente der Ordnung 2 heiflen auch Involutionen. Elemente, die ihre eigenen
Inversen sind, nenne ich selbstinvers. Die Selbstinversen sind also genau die
Involutionen mitsamt dem neutralen Element.

Lemma 6.5.4 (Struktur zyklischer Gruppen). Ist G eine Gruppe und
g € G ein Element, so stimmt die Ordnung von g tiberein mit der Kardinalitdt
der von g erzeugten Untergruppe, in Formeln ord g = |(g)|. Genauer gilt:

1. Hat g unendliche Ordnung, so ist die Abbildung v — ¢” ein Isomor-
phismus 7 = (g).

2. Hat g endliche Ordnung ord g = n, so induziert v — g einen Isomor-
phismus Z/nZ = (g).

Beweis. Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus ¢ : Z — G, v +— g".
Nach 6.4.10 haben wir einen Isomorphismus Z/ker ¢ — im¢ = (g). Nach
2.2.13 ist ker ¢ von der Form ker p = nZ fiir ein n € Z, n > 0, und dann
gilt notwendig n = ord g fiir g von endlicher Ordnung bzw. n = 0 fiir g von
unendlicher Ordnung. O]

6.5.5. Motiviert durch dies Lemma nennt man die Kardinalitiat einer Gruppe
auch oft die Ordnung der Gruppe. Wir haben mit unserem Lemma im

Ubrigen auch bewiesen, daB jede Gruppe mit genau 5 Elementen isomorph
ist zu Z/57Z.

Korollar 6.5.6. Bei einer endlichen Gruppe G teilt die Ordnung jedes Ele-
ments g € G die Ordnung der ganzen Gruppe, in Formeln

glGI -1

Beweis. Man wende den Satz von Lagrange 6.2.6 an auf die von unserem
Element erzeugte Untergruppe. [
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Korollar 6.5.7 (Kleiner Fermat). Ist p eine Primzahl, so gilt fir alle
ganzen Zahlen a € Z die Kongruenz

a’? =a (mod p)

Beweis. Die multiplikative Gruppe (Z/pZ)* des Korpers Z/pZ hat genau
p — 1 Elemente, nach 6.5.6 gilt also »»~! = 1 fiir alle b € (Z/pZ)*. Es folgt
bP = b fiir alle b # 0, und fiir b = 0 gilt diese Gleichung eh. Mit b = a + pZ
ergibt sich dann die Behauptung. O

Ubung 6.5.8. Sei k ein endlicher Korper mit |k| = ¢ Elementen. Man zeige
a? = q fiir alle a € k. Man zeige weiter, dal der Kern unserer Surjektion
k[Xi,...,X,] — Ens(k", k) aus 2.3.29 genau aus denjenigen Polynomen be-
steht, die sich als Summe Py (X{—X;)+...4+ P,(X?— X,,) der Produkte von
irgendwelchen Polynomen P; € k[X7, ..., X,,] mit den Polynomen (X! — X;)
schreiben lassen. Hinweis: Unsere Summen von Produkten bilden einen Un-
tervektorraum, zu dem der Untervektorraum aller Polynome, in denen kein
X, in der Potenz g oder héher vorkommt, komplementér ist.

Ubung 6.5.9. Man zeige: Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zy-
klisch. Genauer haben wir fiir beliebiges m € N eine Bijektion

{Teiler d € N von m} = {Untergruppen von Z/mZ}
d +— dZ/mZ

Man folgere, dafl jede von der ganzen Gruppe verschiedene Untergruppe einer
zyklischen Gruppe von Primzahlpotenzordnung Z/p"Z in der Untergruppe
pZ/p"Z C Z/p"Z enthalten sein muf. Hinweis: 2.2.13.

Ubung 6.5.10. Man zeige, daB jede Untergruppe einer endlich erzeugten abel-
schen Gruppe endlich erzeugt ist, und dafl man fiir die Untergruppe hochstens
soviele Erzeuger benotigt wie fiir die ganze Gruppe. Hinweis: Induktion iber
die Zahl der Erzeuger. Als Basis mag man 6.5.9 nehmen. Dann bilde man
geeignete Restklassengruppen. Vom hoheren Standpunkt aus wird das in 77
nocheinmal bewiesen.

Ubung 6.5.11. Sei m eine von Null verschiedene natiirliche Zahl. Man zeige,
daf3 die Vorschrift ¢ +— ¢(1) fiir eine beliebige Gruppe G eine Bijektion liefert
Grp(Z/mZ,G) = {g € G | Die Ordnung von g ist endlich und teilt m}

Ubung 6.5.12. Jede endlich erzeugte Untergruppe von Q ist zyklisch.

Ubung 6.5.13. Man zeige, daB die additive Gruppe aller Gruppenhomomor-
phismen Grp(Z/nZ,Q/Z) unter punktweiser Addition isomorph ist zu Z/nZ,
fir alle n > 1.
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6.5.14. Gibt es natiirliche Zahlen n € N, die

bei Division durch 6 Rest 4 lassen,
bei Division durch 13 Rest 2, und
bei Division durch 11 Rest 97

Da (6,13) = (13,11) = (6,11) = (1) lautet die Antwort ja, wie man aus dem
anschlieenden Korollar 6.5.17 folgert.

Satz 6.5.15. Ist m = ab ein Produkt von zwei zueinander teilerfremden
Faktoren, so liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

Z/mZ = T)aZ x ZJbZ

6.5.16. Ubung 6.6.13 zeigt, daB diese Gruppen im Fall nicht teilerfremder
Faktoren auch nicht isomorph sind.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung

v: Z — ZJaZ x 7/VZ
n — (n+aZ,n+ bZ)

Ihr Kern besteht aus allen n € 7Z, die durch a und b teilbar sind, also aus allen
Vielfachen von m. Der Isomorphiesatz liefert mithin einen Isomorphismus
Z/mZ = imp, und daraus folgt hinwiederum imy = Z/aZ x Z/bZ, da
unsere Untergruppe im¢p selbst auch schon m = ab Elemente hat. [

Korollar 6.5.17 (Chinesischer Restsatz). Ist m = ¢ ...qs ein Produkt
von paarweise teilerfremden ganzen Zahlen, so liefert die offensichtliche Ab-
bildung einen Isomorphismus

ZImZ = T)nZ x ... x L]qsZ.

Beweis. Ubung. [

Ubung 6.5.18. Man gebe alle Zahlen an, die bei bei Division durch 6 Rest
4 lassen, bei Division durch 13 Rest 2, und bei Division durch 11 Rest 9.
Hinweis: Der euklidische Algorithmus liefert schon mal Lésungen, wenn ein
Rest 1 ist und die anderen Null.

Ubung 6.5.19. Gegeben x,y zwei Elemente endlicher Ordnung in einer kom-
mutativen Gruppe teilt die Ordnung ihres Produkts das Produkt ihrer Ord-
nungen, in Formeln ord(zy)|(ord z)(ordy). Sind hier die Ordnungen von x
und y teilerfremd, so gilt sogar ord(zy) = (ordz)(ordy). Hinweis: 6.5.15,
6.2.9, 2.2.5.
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Ubung 6.5.20. In jeder endlichen kommutativen Gruppe wird die maximal
von einem Gruppenelement erreichte Ordnung geteilt von den Ordnungen
aller Gruppenelemente. Hinweis: Bezeichnet M C N die Menge aller Ord-
nungen von Elementen unserer Gruppe, so enthédlt M mit jeder Zahl auch
alle ihre Teiler. Weiter enthélt M nach 6.5.19 mit je zwei teilerfremden Zahlen
auch ihr Produkt.

Definition 6.5.21. Gegeben eine Gruppe G heifit die kleinste Zahl e > 1
mit g¢ = 1 Vg € G der Exponent unserer Gruppe. Gibt es kein solches e,
so sagen wir, die Gruppe habe unendlichen Exponenten.

6.6 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

6.6.1. Unter einer Primzahlpotenz verstehen wir im folgenden eine natiir-
liche Zahl der Gestalt ¢ = p" fiir p prim und r > 1. Gegeben eine Primzahl
p verstehen wir unter einer p-Potenz dahingegen eine natiirliche Zahl der
Gestalt ¢ = p" fiir p prim und r > 0. Man moge mir nachsehen, dafl in
dieser Terminologie nicht alle p-Potenzen Primzahlpotenzen sind. Die bei-
den folgenden Sétze geben zwei Klassifikationen der endlich erzeugten
abelschen Gruppen.

Satz 6.6.2. Gegeben eine endlich erzeugte abelsche Gruppe G gibt es genau
eine endliche Folge von von 1 verschiedenen natirlichen Zahlen aq, ... as €
{0,2,3,...} mit a;la;1q1 fir 1 <i <s derart, daff gilt

G=Z/aZ x ... X L]asZ

Satz 6.6.3. Gegeben eine endlich erzeugte abelsche Gruppe G gibt es Prim-
zahlpotenzen q1, . ..,q und eine natirliche Zahl r € N mit

GEZLZ/QZ % ... xXL/GZ XL’

Die Zahl r wird durch G eindeutig festgelegt und heifst der Rang von G. Die
Primzahlpotenzen q, sind eindeutig bis auf Reihenfolge.

Korollar 6.6.4. Jede endliche abelsche Gruppe ist ein Produkt von zyklischen
Gruppen von Primzahlpotenzordnung.

6.6.5. Man beachte in beiden Séatzen, dafl die Faktoren keineswegs eindeutig
sind “als Untergruppen unserer abelschen Gruppe”. Der Beweis der beiden
Satze wird uns bis zum Ende des Abschnitts beschéftigen. Eine erste wesent-
liche Zutat ist der gleich folgende Elementarteilersatz 6.6.8.



6. ALGEBRA UND SYMMETRIE 257

6.6.6. Ein Element endlicher Ordnung in einer Gruppe heifit ein Torsions-
element. Eine Gruppe, in der alle Elemente aufler dem neutralen Element
unendliche Ordnung haben, heifit torsionsfrei. Zum Beispiel sind die abel-
schen Gruppen 7Z, Q und R torsionsfrei. Jede endlich erzeugte torsionsfreie
abelsche Gruppe ist nach unserer Klassifikation isomorph zu Z" fiir geeignetes
reN.

6.6.7. Die Menge aller Torsionselemente ist in jeder abelschen Gruppe eine
Untergruppe. Das Produkt aller endlichen Faktoren in jeder unserer beiden
Darstellungen ist also eine wohldefinierte Untergruppe. Genauer ist sogar das
Produkt aller Faktoren in der zweiten Zerlegung, deren Ordnungen Poten-
zen einer festen Primzahl p sind, eine wohlbestimmte Untergruppe unserer
endlich erzeugten abelschen Gruppe, ndmlich die Untergruppe aller Elemente
von p-Potenzordnung.

Satz 6.6.8 (Elementarteilersatz). 1. Gegeben eine nicht notwendig qua-
dratische Matriz A mit ganzzahligen Eintrdgen gibt es stets quadrati-
sche ganzzahlig invertierbare Matrizen mit ganzzahligen FEintrigen P
und Q derart, daff B = PAQ eine Matriz mit Nullen auferhalb der
Diagonalen ist, in der die Diagonaleintrdge weiter vorn jeweils die Dia-
gonaleintrdge weiter hinten teilen, in Formeln i # j = B;; = 0 und
By i| Bit1,it1 Vi

2. Wir konnen durch geeignete Wahl von P und @) sogar zusdtzlich er-
reichen, daf$ alle Diagonaleintrdge nichtnegativ sind, und unter dieser
Zusatzannahme werden besagte Diagonaleintrdge durch die Matriz A
bereits eindeutig festgelegt.

6.6.9. Den Beweis der analogen Aussage fiir Polynomringe diirfen Sie selbst
als Ubung 6.6.18 ausarbeiten, eine gemeinsame Verallgemeinerung fiir soge-
nannte “Hauptidealringe” wird in 77 dargestellt.

Beweis. Wir beginnen mit dem Nachweis der Existenz. Ist A die Nullma-
trix, so ist nichts mehr zu zeigen. Sonst finden wir P, () invertierbar derart,
daBl PAQ oben links einen positiven Eintrag hat, und zwar den kleinstmogli-
chen unter allen PA(Q mit positivem Eintrag dort. Dann teilt dieser Eintrag
notwendig alle anderen Eintrdge der ersten Spalte, da wir sonst durch Zei-
lenoperationen, genauer durch Subtraktion eines Vielfachen der ersten Zeile
von einer anderen Zeile, Multiplikation einer Zeile mit —1 und Vertauschung
zweier Zeilen einen noch kleineren positiven Eintrag oben links erzeugen
konnten. Ebenso teilt unser Eintrag auch alle anderen Eintrége in der ersten
Zeile. Durch entsprechende Zeilen- und Spaltenoperationen kénnen wir also
zusitzlich die erste Zeile und Spalte bis auf den ersten Eintrag als genullt
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annehmen. Teilt nun unser positiver Eintrag oben links nicht alle anderen
Eintrdge unserer Matrix, sagen wir nicht a, ; fiir ¢ # 1 # j, so kénnten wir
durch Addieren der ersten Zeile zur i-ten Zeile gefolgt von einer Subtraktion
eines Vielfachen der ersten Spalte von von der j-ten Spalte einen noch Kklei-
neren positiven Eintrag an der Stelle (7, j) erzeugen, und ihn durch Zeilen-
und Spaltenvertauschung in die linke obere Ecke bringen im Widerspruch zu
unserer Annahme. Also teilt unser positiver Eintrag oben links alle anderen
Eintrdge unserer Matrix und eine offensichtliche Induktion beendet den Be-
weis der Existenz. Um die Eindeutigkeit zu zeigen bemerken wir, daf} sich fiir
gegebenes r > 1 der grofite gemeinsame Teiler G, aller (r x r)-Minoren unter
Zeilen- und Spaltenoperationen nicht édndert. Folglich sind die G, = d; .. .d,
wohlbestimmt durch A, und dasselbe gilt dann auch fiir die d;. O]

Beweis von 6.6.2. Wir notieren in diesem Beweis unsere abelsche Gruppe G
additiv. Gegeben ein Erzeugendensystem g¢i,...,g, von G erklidren wir in
offensichtlicher Weise einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

7" — G

mit (ai,...,a,) — a1g1+. ..+ a,g,. Dessen Kern ist nach 6.5.10 eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe K, fiir die wir wieder einen surjektiven Gruppen-
homomorphismus Z™ — K finden. Mit der Komposition Z™ — K — Z" als
erster Abbildung entsteht so eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen

7" —=7" -G —=0

im Sinne von 6.4.13. Genau wie bei Vektorrdumen iiberlegt man sich, daf die
Gruppenhomomorphismen Z™ — 7Z" genau die Multiplikationen von links
mit ganzzahligen (n x m)-Matrizen sind, falls Elemente aus Z™ bzw. Z" als
Spaltenvektoren aufgefasst werden. Weiter iiberlegt man sich, daf§ auch in
dieser Situation die Verkniipfung von Homomorphismen der Multiplikation
von Matrizen entspricht. Bezeichnet nun A die Matrix unserer Abbildung
7™ — 7" und wihlen wir P und @) wie im Elementarteilersatz, so ergibt sich
ein kommutatives Diagramm von abelschen Gruppen

7m AO} T

QOTZ Poi?
7 AZ"

fiir eine nicht notwendig quadratische Diagonalmatrix D mit nichtnegativen
Eintragen d;|ds]...|d, fir r = min(m,n). Bilden wir nun andererseits das

Produkt der exakten Sequenzen Z 47> 7/d;Z — 0 mit m — r Kopien
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der exakten Sequenzen Z — 0 — 0 — 0 im Fall m > n bzw. n — r Kopien
der exakten Sequenzen 0 — Z 47 5 0im Fall n > m, so erhalten wir mit
6.4.17 die untere Horizontale in einem kommutativen Diagramm mit exakten
Zeilen

Ao

zm z G

KN i

zm Lo gn —~ (T T x .. x T)d, T x T —

6.4.16 liefert damit einen Isomorphismus G = Z/d\Z x ... X Z/d,Z X Z"".
Lassen wir von unserer Folge d;|ds| . .. |d, alle Einsen vorne weg und ergénzen
am Ende (n — r) Nullen, so erhalten wir eine Folge a4]...|as; wie im Satz
6.6.2 gefordert, und die Existenz ist gezeigt. Um die Eindeutigkeit zu zeigen
bemerken wir, dafl fiir jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G und jede
Primzahl p und alle n € N der Quotient p"G/p" ™G nach 2.2.32 und 6.5.10
in eindeutiger Weise ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber F, ist. Wir
notieren seine Dimension

D} (G) eN

Alternativ mag man D} (G) auch als die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl
D € N mit [p"G/p" G| = pP charakterisieren. Aus 6.4.17 folgert man un-
mittelbar DJ(G'x H) = D} (G)+ Dy (H) fiir je zwei endlich erzeugte abelsche
Gruppen G und H. Fiir zyklische Gruppen G = Z/aZ behaupten wir weiter

1 pn+1|a;
0 sonst.

D(Z/aZ) = {

In der Tat ist das klar fiir a = p™, mit 2.2.37 erkennen wir es fiir a teilerfremd
zu p, und mit 6.5.15 folgt es im allgemeinen. Gegeben eine endliche abelsche
Gruppe G und eine Primzahl p bilden wir nun ein Youngdiagramm Y,(G)
im Sinne von 5.5.3, indem wir jeweils DJ(G) Késtchen in der (n + 1)-ten
Spalte iibereinander tiirmen. Ist G' nun isomorph zu Z/a1Z X ... X Z/asZ
mit a; > 2 und aqlag]...|as, so sind die Zeilenldngen unseres Diagramms
von unten angefangen das grofite z mit p® teilt ag, das grofite z mit p® teilt
as_1, und so weiter. Wenden wir diese Erkenntnis an auf alle Primzahlen p,
so folgt bereits die im Satz behauptete Eindeutigkeit fiir endliche abelsche
Gruppen. Ist unsere abelsche Gruppe nur endlich erzeugt, so kénnen wir das
vorstehende Argument dahingehend modifizieren, dafl wir unseren Diagram-
men auch unendliche Zeilen erlauben. Dann ist eben die Lange der untersten
Zeile das Supremum iiber alle v € N mit p”|as und so weiter, als da heifit, es
gibt fiir eine und jede Primzahl ebensoviele unendliche Zeilen, wie Nullen in
der Kette aq|as| ... |as, wie Faktoren Z. O
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SkriptenBilder/BildYDe.png

Das Youngdiagramm Y,(G) der abelschen p-Gruppe
G = (Z/pZ) x (Z/p’L)* x (Z/p°Z) x (Z/p°Z).
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Beweis von 6.6.3. Die Existenz folgt aus 6.6.2 mit dem Chinesischen Rest-
satz 6.5.17. Die Eindeutigkeit erkennt man, indem man sich {iberlegt, dafl
verschiedene Folgen ajlas|...|as auch zu verschiedenen Produkten wie in
6.6.3 fithren. Genauer kann man a; beschreiben als das Produkt der jeweils
hochsten Primzahlpotenzen fiir alle vorkommenden Primzahlen, as als das
Produkt der jeweils zweithéchsten und so weiter, bis am Ende die Zahl der
Nullen gerade die Zahl der Faktoren Z in der Zerlegung 6.6.3 sein mufl. [

Ubung 6.6.10. Sind a,b € Z teilerfremd, in Formeln (a, b) = (1), so léft sich
das Element (a,b) € Z? ergiinzen zu einem Erzeugendensystem von Z?. Man
formuliere und zeige auch die analoge Aussage fiir Z".

Ubung 6.6.11. Der Rang ist einer endlich erzeugten abelschen Gruppe kann
beschrieben werden als die Dimension des Q-Vektorraums Grp(G, Q) aller
Gruppenhomomorphismen von G nach Q.

Ubung 6.6.12. Man gebe ein dreielementiges beziiglich Inklusion minimales
Erzeugendensystem der Gruppe Z an.

Ubung 6.6.13. Gegeben a,b € N >1 gibt es einen Gruppenisomorphismus
Z]abZ = 7.]aZ x Z]bZ genau dann, wenn a und b teilerfremd sind.

Ubung 6.6.14. Man zeige, daB es fiir jede zyklische Gruppe G gerader Ord-
nung genau ein Element der Ordnung zwei und genau einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus in die zweielementige Gruppe gibt.

Ubung 6.6.15. Man berechne die Elementarteiler der Matrix

2 3 45
6 789
5 5 5 O

Beispiel 6.6.16. Gegeben eine abelsche Gruppe M bilden die Elemente endli-
cher Ordnung stets eine Untergruppe Mo, C M und der Quotient M /M, ist
torsionsfrei. Allerdings gibt es im Gegensatz zum Fall endlich erzeugter abel-
scher Gruppen im allgemeinen keinen Gruppenisomorphismus zwischen M
und Mo, X (M/Mier). Betrachten wir etwa in der Gruppe M = [[)" Z/p"Z
das Element v = (9,0, p!,0,p2,0,...), so ist T € M /M, nicht Null und fiir
alle i > 0 gibt es w = w; € M /M, mit p'w = v. Das einzige Element von M,
das in dieser Weise “durch alle p-Potenzen teilbar ist”, ist jedoch die Null, folg-
lich existiert kein Gruppenisomorphismus zwischen M und Mo, X (M /Mo, ).
Dies Beispiel ist im {ibrigen eine Variation von 5.3.18.

Ubung 6.6.17. Man finde ein Représentantensystem fiir die Bahnen unter der
offensichtlichen Wirkung von GL(n; Z) x GL(m; Z) auf M(n xm; Q). Hinweis:
6.6.8.



262 KAPITEL 11I. LINEARE ALGEBRA

SkriptenBilder/BildEZZ.png

Ein Erzeugendensystem von Z2
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Ubung 6.6.18 (Smith-Zerlegung). Gegeben eine nicht notwendig quadra-
tische Matrix A mit Eintrigen in einem Polynomring k[X] zeige man: (1)
Es gibt quadratische im Matrizenring tiber k[X] invertierbare Matrizen mit
polynomialen Eintrigen P und @ derart, dafl B = PAQ eine Matrix mit
Nullen auflerhalb der Diagonalen ist, in der die Diagonaleintréige weiter vorn
jeweils die Diagonaleintrdge weiter hinten teilen, in Formeln ¢ # j = B; ; =0
und B, ;| Bit1,i+1 Vi; (2) Wir konnen durch geeignete Wahl von P und @ so-
gar zuséatzlich erreichen, dafl alle von Null verschiedenen Diagonaleintriage
normiert sind, und unter dieser Zusatzannahme werden besagte Diagonal-
eintrage durch die Matrix A bereits eindeutig festgelegt. Hinweis: Vielleicht
wiére es eine gute Idee, gleich hier den Zusammenhang mit der Jordan’schen
Normalform aufzuzeigen. Eigentlich sollte diese Ubung die Polynomdivision
mit Rest abwarten.

6.7 Konjugationsklassen

Definition 6.7.1. Ist G eine Gruppe und x € G ein Element, so ist die
Abbildung
(intz): G — G

g = xg$_1

ein Isomorphismus der Gruppe G mit sich selber. Er heifit die Konjugation
mit z. Ganz allgemein nennt man einen Isomorphismus einer Gruppe mit
sich selber auch einen Automorphismus der Gruppe. Die Automorphis-
men einer Gruppe G bilden selber eine Gruppe mit der Verkniipfung von
Abbildungen als Verkniipfung. Sie heifit die Automorphismengruppe von
G und wir notieren sie Grp*(G). Diejenigen Automorphismen einer Grup-
pe, die sich als Konjugation mit einem geeigneten Gruppenelement schreiben
lassen, heiflen innere Automorphismen und auf englisch interior auto-
morphisms, daher die Notation int. Sicher gilt (intz) o (inty) = int(zy),
folglich ist x + int z ein Gruppenhomomorphismus int : G — Grp*(G) und
insbesondere eine Operation der Gruppe G auf der Menge GG, die Operation
durch Konjugation

G x G
(z,y)

G

H
— (inta)(y) = zya~!

Die Bahnen unter dieser Operation heiflen die Konjugationsklassen unse-
rer Gruppe.

Beispiele 6.7.2. Die Konjugationsklassen in einer kommutativen Gruppe sind
einelementig. Die Theorie der Jordan’schen Normalform beschreibt die Kon-
jugationsklassen in GL(n;C), vergleichen 6.1.18.
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Ubung 6.7.3. Sei A eine zyklische Gruppe der Ordnung n € N. So gibt es
genau einen Ringisomorphismus Z/nZ — End A, und dieser Ringisomorphis-
mus induziert einen Isomorphismus zwischen der Einheitengruppe (Z/nZ)*
und der Automorphismengruppe von A.

Ubung 6.7.4. Man gebe jeweils ein Reprisentantensystem an fiir die Kon-
jugationsklassen der Gruppe der Isometrien der affinen euklidischen Ebene

R? und der Untergruppe ihrer orientierungserhaltenden Isometrien. Hinweis:
3.4.7.

6.8 Endliche Untergruppen der Drehgruppe

Definition 6.8.1. Sei A C R? eine Teilmenge. Unter einer Symmetrie von
A verstehen wir ein Element der orthogonalen Gruppe g € O(3) mit gA = A.
Unter einer Drehsymmetrie von A verstehen wir eine Drehung g € SO(3)
mit gA = A.

Satz 6.8.2 (Klassifikation der endlichen Drehgruppen). Jede endliche
Untergruppe der Gruppe SO(3) aller Drehungen des Raums ist genau eine
der folgenden Gruppen:

1. Eine zyklische Gruppe C} mit k > 1 Elementen, bestehend aus allen
Drehungen zu einer festen Drehachse um Winkel der Gestalt 2mn/k.
Der Fall k =1 deckt hier den Fall der trivialen Gruppe ab, die nur aus
der Identitdt besteht.

2. FEine Diedergruppe D, mit 2k Elementen fir k > 2. Im Fall k > 2
st das die Gruppe aller Drehsymmetrien eines ebenen gleichseitigen k-
Ecks, aufgefaf$t als raumliche Figur. Im Fall k = 2 ist es die Gruppe
aller derjenigen Drehungen, die von einem Paar orthogonaler Geraden
jede in sich tberfiihren.

3. Fine Tetraedergruppe T aller 12 Drehsymmetrien eines Tetraeders.
4. Fine Wiirfelgruppe W aller 24 Drehsymmetrien eines Wiirfels.
5. Eine Ikosaedergruppe [ aller 60 Drehsymmetrien eines Ikosaeders.

6.8.3. Will man diesen Satz einem Laien erklédren, der mit dem Gruppenbe-
griff nicht vertraut ist, so mag man nach 2.2.4 auch einfacher von endlichen
Mengen von Drehungen reden, die mit je zwei Drehungen stets auch deren
Hintereinanderausfithrung enthalten. Vom mathematischen Standpunkt aus
mag man das Resultat als eine Klassifikation aller Konjugationsklassen von
endlichen Untergruppen der Drehgruppe ansehen.
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6.8.4. Das Evozieren der platonischen Korper stellt insofern einen Stilbruch
dar, als wir uns zumindest implizit darauf verstdndigt hatten, alle unsere
Uberlegungen ausschlieBlich im Rahmen der Mengenlehre durchzufithren. Ein
moglicher Wiirfel ist schnell beschrieben, man mag als Ecken die acht Vek-
toren (+1,£1,£1) nehmen. Die Ecken eines Tetraeders erhélt man, wenn
man nur die vier Ecken dieses Wiirfels nimmt, bei denen das Produkt der Ko-
ordinaten Eins ist. Den Ikosaeder besprechen wir in 6.8.13 noch ausfiihrlich.
Zau den fiinf sogenannten “platonischen Koérpern” rechnet man aufler diesen
dreien noch den Oktaeder und den Dodekaeder. Die Eckenmenge eines
Oktaeders bilden etwa die drei Vektoren der Standardbasis des R? mitsamt
ihren Negativen. Die Eckenmenge eines Dodekaeders mag man anschaulich
als die Menge der “Flachenmitten eines Ikosaeders” beschreiben und formal
als die Menge der “Pole der Polordnung drei” im Sinne des gleich folgenden
Beweises im Fall der Symmetriegruppe eines Ikosaeders. Die Bezeichnungen
Tetraeder, Oktaeder, Dodekaeder und ITkosaeder fiir die platonischen Kérper
aufler dem Wiirfel kommen von den griechischen Worten fiir die Anzahlen 4,
8, 12 und 20 ihrer Flachen her. Man findet fiir den Wiirfel wegen seiner 6
Flachen manchmal auch die Bezeichnung “Hexaeder”.

6.8.5. Unser Satz 6.8.2 ist ein moglicher Ausgangspunkt der Kristallographie:
Unter einem n-dimensionalen Kristall verstehen wir hier eine Teilmen-
ge K eines n-dimensionalen affinen reellen euklidischen Raums FE, etwa die
Menge der Orte der Atome eines Kristallgitters, mit der Eigenschaft, dafl (1)
die Translationen aus ihrer Symmetriegruppe den Richtungsraum aufspan-
nen und daf es (2) eine positive untere Schranke gibt fiir die Léngen aller
von Null verschiedenen Translationen aus besagter Symmetriegruppe. Die
zweite Eigenschaft schliefit etwa den Fall aus, dafl unsere Teilmenge einfach
der ganze besagte euklidische Raum ist. Unter der Punktgruppe P eines
Kristalls verstehen wir die Untergruppe P C O(E) aller linearen Anteile
von Symmetrien unseres Kristalls, unter seiner Drehgruppe D C SO(E)
die Menge aller orientierungserhaltenden Elemente der Punktgruppe. Man
zeigt, dafl die Punktgruppe eines Kristalls stets endlich sein muf3, und dafl
als Drehgruppen von raumlichen, als da heiflit dreidimensionalen Kristallen
nur die Gruppen Cy und Dy mit k& € {1,2,3,4,6} sowie die Tetraedergrup-
pe und die Wiirfelgruppe auftreten konnen. Die Einteilung nach Drehgrup-
pen entspricht in etwa, aber leider nicht ganz, der in der Kristallographie
gebrauchlichen Einteilung in die sieben Kristallsysteme. Genauer entspre-
chen dem “kubischen System” die Wiirfelgruppe und die Tetraedergruppe,
dem “tetragonalen System” die Drehgruppen Cy und D,, dem “hexagonalen
System” die Drehgruppen Cg und Dg, dem “trigonalen System” die Dreh-

bRENAA

gruppen C3 und Dj, aber das “orthorhombische”, “monokline” und “trikline
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System” lassen sich erst anhand ihrer Punktgruppen unterscheiden. Auch in
den iibrigen Féllen liefert die Punktgruppe eine feinere Klassifikation, fiir sie
gibt es 32 Moglichkeiten, nach denen die Kristalle in die sogenannten Kris-
tallklassen eingeteilt werden. Die eigentliche Klassifikation beschreibt alle
als Symmetriegruppen von rdumlichen Kristallen moglichen Bewegungsgrup-
pen des Anschauungsraums bis auf Konjugation mit affinen, nicht notwendig
euklidischen Automorphismen. Es gibt hierfiir 230 Moglichkeiten. Das acht-
zehnte Hilbert’sche Problem fragte unter anderem danach, ob es analog
in jeder Dimension nur endlich viele Méglichkeiten fiir wesentlich verschiede-
ne Kristalle gibt. Bieberbach konnte dafiir einen Beweis geben.

Ubung 6.8.6 (Das Kristallgitter des Diamants). Seien v;, ..., v, Rich-
tungsvektoren des dreidimensionalen Anschauungsraums, die vom Schwer-
punkt eines Tetraeders zu seinen vier Ecken zeigen. Wir betrachten alle Li-
nearkombinationen >3 | ny; mit 32+ n; € {0,1} und behaupten, daf die-
se Linearkombinationen gerade die Punkte beschreiben, an denen in einem
Diamant die Kohlenstoff-Atome sitzen. In der Tat sind unsere Linearkombi-
nationen paarweise verschieden, die einzige Relation vy + vo + v3 + v4 = 0
unserer Vektoren fiihrt aufgrund unserer Einschrénkungen nicht zu Mehr-
deutigkeiten, und sie lassen sich auch beschreiben als die Elemente des von
den Richtungsvektoren v; — vy, v; — v3 und vy — vy erzeugten Gitters mitsamt
dem um vy verschobenen Gitter. Jeder Punkt hat vier nédchste Nachbarn, der
Nullpunkt etwa vy, ..., vs, und zu diesen ist er gebunden im Diamantkristall.
Anschaulich mag man sich eine Lage von parallelen horizontalen Zick-Zack-
Linien denken, die Zick-Zacks darin nach oben und unten, dann eine weitere
horizontale Lage senkrecht dazu, bei denen die Tiefpunkte immer gerade die
Hochpunkte der Lage darunter beriihren, und so weiter, und schlieflich an
jedem dieser Beriihrungspunkte ein Kohlenstoffatom.

6.8.7. Eine Wiirfelgruppe kann auch als die Gruppe aller Drehsymmetrien
desjenigen Oktaeders aufgefafit werden, dessen Ecken die Mittelpunkte der
Flichen des Wiirfels sind. Ahnlich kann eine Ikosaedergruppe auch als Grup-
pe aller Drehsymmetrien eines Dodekaeders aufgefafit werden. Die Kanten-
mitten eines Tetraeders bilden die Ecken eines Oktaeders, so erhélt man eine
Einbettung der Tetraedergruppe in die Wiirfelgruppe.

6.8.8. Die Diedergruppe D ist offensichtlich isomorph zur Klein’schen Vie-
rergruppe Z /27 x Z/2Z. Sie kann vielleicht iibersichtlicher auch beschrieben
werden als die Gruppe aller Drehungen, die von einem Tripel paarweise ortho-
gonaler Geraden jede in sich iiberfiihren. Neben der Identitit liegen darin also
die Drehungen um 180° um jede dieser drei Geraden. Die Tetraedergruppe
kann man in die symmetrische Gruppe S, einbetten vermittels ihrer Opera-
tion auf den Ecken des Tetraeders. Wir erhalten so einen Isomorphismus der
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SkriptenBilder/BildDia.png

Versuch einer graphischen Darstellung der raumlichen Struktur des
Diamantkristalls. Die durchgezogenen und gestrichelten Linien sind nur der
Transparenz halber verschiedenartig gezeichnet und bedeuten die
Bindungen zwischen den Kohlenstoffatomen, die jeweils an den Ecken der
Zick-Zack-Linien sitzen. Die hier gezeichnete Struktur gilt es nun
iibereinanderzuschichten, so daf sich jeweils die Ecken treffen.
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Tetraedergruppe mit der alternierenden Gruppe A4 aller geraden Permuta-
tionen von vier Elementen. Die Wiirfelgruppe operiert auf der Menge der vier
rdumlichen Diagonalen des Wiirfels und wir erhalten so einen Isomorphismus
W = S,. Die Ikosaedergruppe operiert auf der Menge der fiinf eingeschrie-
benen Wiirfel eines Dodekaeders, von denen einer in nebenstehendem Bild
schematisch dargestellt ist. Mit etwas Geduld kann man direkt einsehen, daf§
diese Operation einen Isomorphismus der Tkosaedergruppe I mit der alter-
nierenden Gruppe Aj aller geraden Permutationen von 5 Elementen liefert.
In ?? werden wir erklédren, wie man das auch mit weniger Geduld aber mehr
Gruppentheorie einsehen kann, und in ?? werden wir zusétzlich einen Iso-
morphismus dieser Gruppe mit der Gruppe SL(2;F5)/{4id} herleiten.

Ubung 6.8.9. Man konstruiere einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
Sy — 83. Hinweis: Geometrisch mag man sich die S; nach 6.8.8 als die
Gruppe der Drehsymmetrien eines Wiirfels denken und den fraglichen Grup-
penhomomorphismus konstruieren vermittels der Operation dieser Gruppe
auf der Menge der drei Mittelsenkrechten auf den Fliachen des Wiirfels.

Beweis von Satz 6.8.2. Sei G C SO(3) eine endliche Untergruppe. Fiir jedes
vom neutralen Element verschiedene Element g € G\1 unserer Gruppe defi-
nieren wir seine “Pole” als die beiden Schnittpunkte seiner Drehachse mit der
Einheitssphére. Sei P die Menge aller Pole von Elementen aus G\ 1. Natiirlich
ist P eine endliche Menge und G operiert auf P. Wir zidhlen nun die Menge
M aller Paare (g,p) mit ¢ € G\1 und p einem Pol von g auf zwei Weisen:
Einmal gehort jedes von 1 verschiedene Gruppenelement g € G\1 zu genau
zwei Polen, also haben wir |M| = 2(|G| — 1). Andererseits gehort jeder Pol
p € P zu genau |G,| — 1 von 1 verschiedenen Gruppenelementen, also haben
wir |[M| =) _p(|Gp| —1). Zusammen erhalten wir

2G| = 1) =) (1Gy| 1)

peP

peP

Sei nun P = P U ...U P, die Bahnzerlegung von P und seien p; € P; fest
gewdhlt. Die Isotropiegruppe von p; habe sagen wir n; > 2 Elemente. Die
zugehorige Bahn hat dann |P;| = |G|/n; Elemente und alle Isotropiegruppen
zu Polen aus P; haben n; Elemente. Die Kardinalitdt der Isotropiegruppe
eines Pols nennen wir auch kiirzer die Polordnung. In dieser Terminologie
ist also n; die Polordnung des Pols p;. Fassen wir also die Pole jeder Bahn in
unserer Summe zu einem Summanden zusammen, so konnen wir in unserer
Gleichung die rechte Seite umformen zu )., (|G|/n;)(n; — 1) und es ergibt

sich die Gleichung
2 - 1
2— — = 1——

i=1
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SkriptenBilder/BildIW.png

Einer der fiinf eingeschriebenen Wiirfel eines Dodekaeders, mit gestrichelt
eingezeichneten Kanten.
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SkriptenBilder/BildPo.png

Die “von vorne sichtbaren” Pole der Wiirfelgruppe mit den Kardinalitédten
der jeweiligen Isotropiegruppen
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Jeder Summand auf der rechten Seite ist mindestens 1/2, der Ausdruck links
ist aber kleiner als 2. Es kommen also nur bis zu drei Bahnen von Polen
in Betracht. Wir machen nun eine Fallunterscheidung nach der Zahl r der
Bahnen von Polen.

Fall 0: Es gibt iiberhaupt keine Pole. In diesem Fall besteht G nur aus dem
neutralen Element, und wir haben die Gruppe C; vor uns.

Fall 1: Ganz P ist eine Bahn. Das ist unmdoglich, denn es muf} gelten |G| > 2
wenn es iiberhaupt Pole geben soll, und damit hatten wir 2 — ﬁ >1>1— nil
im Widerspruch zu unserer Gleichung.

Fall 2: Es gibt genau zwei Bahnen P; und P in P. Wir haben dann

2 1 1
‘Gl s N9

Da n; und ny Teiler sind von |G|, haben wir n; < |G| und damit notwendig
ny = ng = |G|. Alle Pole werden also von der Gruppe festgehalten, es gibt
folglich nur zwei Pole, die sich notwendig gegeniiberliegen miissen. Damit
sind wir im Fall der zyklischen Gruppen Cj mit k£ > 1.

Fall 3: Es gibt genau drei Bahnen P, P, und P3 in P, wir haben also

2 1 N 1 n 1 ]

G| n1 ne  ng
Wir diirfen annehmen n; < ng < ng. Sicher gilt dann n; = 2, sonst wére die
rechte Seite < 0. Haben wir auch ny = 2, so kann n3 beliebige Werte anneh-
men und wir haben |G| = 2n3. Die Bahn P; besteht dann aus zwei Polen,
die sich notwendig gegeniiberliegen, und die von den Gruppenelementen zu
den anderen Polen vertauscht werden. Die Gruppe wird damit eine Dieder-
gruppe. Sicher sind (2,4,4) und (2, 3,6) unmoglich fiir (ny, ng, n3), da ja gilt
%+ }l + i —1=0= %+ % + %, also bleiben nur die Félle (2, 3,3),(2,3,4) und
(2,3,5), und man berechnet leicht die zugehorigen Gruppenordnungen zu
12,24, und 60. Den Stand unseres Beweises bis hierher kénnen wir so zusam-
menfassen: Wir haben eine Abbildung konstruiert—man mag sie die Bahn-
polordnungsabbildung nennen—die jeder endlichen Untergruppe der Dreh-
gruppe eine endliche Multimenge natiirlicher Zahlen zuordnet, und haben
gezeigt, dal in ihrem Bild hochstens die folgenden Multimengen liegen:

(Z), {]{Z, k}kEQ’ {2, 2, k}k227 {2, 3, 3}, {2, 3, 4} und {2, 3, 5}

Wir miissen nun noch zeigen, daf§ (1) die angegebenen Multimengen genau
das Bild unserer Bahnpolordnungsabbildung bilden, und dafl (2) je zwei Dreh-
gruppen aus derselben Faser zueinander konjugiert sind. Wenn wir das alles
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gezeigt haben, so folgt, daf§ die Bahnpolordungsabbildung eine Bijektion

~

der Drehgruppe SO(3), ; —

endliche Untergruppen {
bis auf Konjugation

®7 {k’ k}k227 {27 27 k}kZQa
{2,3,3},{2,3,4},{2,3,5}

definiert, und zusammen mit der beim Beweis erzeugten Anschauung zeigt
das unseren Satz. Die Existenz endlicher Untergruppen der Drehgruppe mit
derartigen Polbahnen und Polordnungen scheint mir anschaulich klar. Zum
Beispiel hat die Wiirfelgruppe drei Polbahnen, als da sind: Eine Bahn aus
den 8 Ecken zur Polordnung 3; eine Bahn aus den auf Lénge Eins normier-
ten 12 Mittelpunkten der Kanten, zur Polordnung 2; und eine Bahn aus den
auf Lénge Eins normierten 6 Mittelpunkten der Fliachen, zur Polordnung 4.
Diese Anschauung 148t sich auch leicht zu einem formalen Beweis prézisie-
ren in allen Féllen mit Ausnahme des Ikosaeder-Falls (2, 3,5). In diesem Fall
folgt die Existenz formal korrekt aus 6.8.13. Dafl je zwei zyklische Gruppen
derselben endlichen Ordnung und je zwei Diedergruppen derselben endlichen
Ordnung in der Drehgruppe zueinander konjugiert sind, scheint mir offen-
sichtlich. Die folgenden beiden Lemmata 6.8.10 und 6.8.11 zeigen, dafl auch
je zwei Gruppen zu gegebenem Typ (2,3,n) in der Drehgruppe zueinander
konjugiert sind. Damit vervollstindigen sie den Beweis unseres Satzes. [

Lemma 6.8.10. 1. Jede endliche Untergruppe einer Drehgruppe von ei-
nem der beiden Typen (2,3,4) oder (2,3,5) ist maximal unter allen
endlichen Untergruppen der Drehgruppe.

2. Fine endliche Drehgruppe von einem der Typen (2,3,3), (2,3,4) oder
(2,3,5) kann beschrieben werden als die Symmetriegruppe jeder ihrer
beiden kleineren Bahnen von Polen.

Beweis. Nach unseren bisherigen Erkenntnissen kommen bei endlichen Dreh-
gruppen fiir die Paare (Ordnung eines Pols, Kardinalitét seiner Bahn) nur
die Paare (n,1), (n,2), (2,n), (3,4), (3,8), (3,20), (4,6) und (5,12) in Fra-
ge. Fiir jeden Pol miissen sich bei Ubergang zu einer echt groBeren Gruppe
nach der Bahnformel entweder seine Polordnung oder die Kardinalitét seiner
Bahn oder beide vervielfachen. Das ist aber bei (4,6) und (5,12) unmog-
lich und wir erhalten die erste Behauptung. In den drei Féllen der zweiten
Behauptung enthélt weiter jede Bahn von Polen mindestens drei Punkte, al-
so auch zwei verschiedene nicht gegeniiberliegende Punkte. Folglich operiert
sogar die Symmetriegruppe der Bahn P; treu auf P, und ist insbesondere
endlich. Nun muss P; auch unter der fraglichen Symmetriegruppe eine Bahn
von Polen sein. Wenn diese Symmetriegruppe grofier sein will, muss sie also
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an diesen Polen groflere Polordnungen haben. Wieder ist das unmoglich bei
(374)7 (37 8)7 (Sa 20)7 (47 6) und (57 12) u

Lemma 6.8.11. Sind zwei endliche Drehgruppen vom selben Typ (2,3,n)
mit 3 < n < 5 gegeben und sind Py und P3 jeweils zugehdrige Polbahnen
kleinstmoglicher Kardinalitdt, so gibt es eine Drehung, die Ps in P3 tiberfihrt.

Beweis. Gegeben eine Bahn von Polen P; betrachten wir ganz allgemein die
Operation von G auf P; X P; und beachten, dafl aus geometrischen Griinden
die Isotropiegruppe eines Paars (p, ¢) mit p # +¢ trivial sein muf}. Nach die-
ser Voriiberlegung betrachten wir die drei Fille der Reihe nach.

Im Fall (2,3,3) haben wir |P3| = 4 und |P; x P3| = 16. Folglich gibt es in
P3; x Pj ein Paar mit trivialer Isotropiegruppe, das also eine 12-elementige
Bahn hat, die notwendig aus allen (p,q) mit p # ¢ bestehen muf}. Je zwei
verschiedene Punkte aus P; haben also denselben Abstand. Ich hoffe, dafl
damit sowohl die Aussage des Lemmas im Fall n = 3 klar wird als auch, dafl
die Punkte aus P; die Ecken eines Tetraeders bilden.

Im Fall (2,3,4) haben wir |P3] = 6 und |P3 x P3| = 36. Folglich gibt es in
P3; x Pj ein Paar mit trivialer Isotropiegruppe, das also eine 24-elementige
Bahn hat, die notwendig aus allen (p, ¢) mit p # +¢ bestehen mufl. Die ande-
ren Bahnen miissen aus Paaren mit nichttrivialer Isotropiegruppe bestehen,
und da die Bahn der sechs Paare der Gestalt (p, p) noch nicht genug Elemente
liefert, mufl auch noch eine Bahn von der Gestalt (p, —p) vorkommen. Wir
sehen so einerseits, dafl P3 stabil ist unter Punktspiegelung am Ursprung,
und andererseits, dafl je zwei voneinander verschiedene Pole aus Pj, die sich
nicht gegeniiberliegen, denselben Abstand haben. So erkennen wir hoffentlich
sowohl die Aussage des Lemmas im Fall n = 4 als auch, daf} die Elemente
von Ps die Ecken eines Oktaeders bilden miissen.

Im Fall (2,3,5) haben wir | P3| = 12 und |P; x P3| = 144. Wieder haben wir
an Bahnen in |P; x Ps| die zwolfelementige Bahn aller Paare (p, p), mogli-
cherweise eine eine zwolfelementige Bahn aller Paare (p, —p), und daneben
nur Bahnen mit 60 Elementen. Es folgt, dafl P; x P3 in vier Bahnen zerfallt,
und zwar die Bahn der Paare gleicher Pole, die Bahn der Paare von sich
gegeniiberliegenden Polen, und zwei weitere Bahnen von Polpaaren. Nehmen
wir irgendeinen Pol p € Pj, so bilden die Bilder von jedem Pol ¢ € P; mit
q # +p unter den Drehungen aus unserer Gruppe mit Fixpunkt p ein regel-
méfiges Fiinfeck, und fiir zwei verschiedene Ecken eines Fiinfecks gibt es zwei
Moglichkeiten fiir ihren Abstand, deren Verhéltnis {ibrigends nach 7?7 oder
elementargeometrischen Uberlegungen gerade der goldene Schnitt ist. Unse-
re beiden 60-elementigen Bahnen miissen sich also im Abstand zwischen den
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Polen eines Paars unterscheiden. Zu jedem Pol aus P; gibt es damit aufler
dem Pol selbst und dem gegeniiberliegenden Pol noch 5 “nahe” Pole und 5
“weite” Pole. Nun bilden zwei sich gegeniiberliegende Pole aus P3; mit jedem
weiteren Pol ein Dreieck, das nach dem Satz des Thales bei diesem weite-
ren Pol einen rechten Winkel hat, wobei dieser Pol notwendig zu einem von
unseren beiden sich gegeniiberliegenden Polen nah sein mufl und zum ande-
ren weit, da ja zu jedem unserer sich gegeniiberliegenden Pole von den zehn
verbleibenden Polen fiinf nah und fiinf weit sein miissen. Da unser Dreieck
eine Hypothenuse der Liange 2 hat, wird dadurch der Abstand zwischen na-
hen Polen und der zwischen weiten Polen bereits vollsténdig beschrieben und
héngt insbesondere nicht von unserer Gruppe ab. Damit erkennen wir, dafl
im Fall (2,3,5) die Bahn P3 bestehen mufl aus (1) zwei gegeniiberliegenden
Punkten N und S = —N sowie (2) zwei regelméfigen Fiinfecken der fiinf zu
N nahen Pole und der fiinf zu S nahen Pole mit jeweils von der speziellen
Gruppe unabhéngigem Abstand der Ecken dieser Fiinfecke zu den jeweiligen
Polen. Jede Ecke des “nérdlichen” Fiinfecks mufl aber auch einer Ecke des
“siidlichen” Fiinfecks gegeniiberliegen. Unser Lemma folgt unmittelbar. [

Der Rest dieses Abschnitts war es in der Vorlesung 2008/09 nicht dran.

U bung 6.8.12. Die Multiplikation definiert einen Isomorphismus zwischen der
Gruppe aller Symmetrien aus O(3) eines Ikosaeders und dem Produkt der
Gruppe seiner Drehsymmetrien mit der zweielementigen Gruppe, die von der
Punktspiegelung am Ursprung erzeugt wird. Insbesondere ist die “nichtori-
entierte Tkosaedergruppe” keineswegs isomorph zur symmetrischen Gruppe

Ss.

Lemma 6.8.13 (Existenz des Ikosaeders). Es gibt in der Einheitssphdre
eine zwolfelementige Teilmenge, die stabil ist unter den Drehungen mit den
Winkeln +27 /5 um die Ursprungsgeraden durch alle ihre Punkte, und je zwei
derartige Teilmengen lassen sich durch eine Drehung ineinander tiberfihren.

6.8.14. Anschaulich mag man sich eine derartige Teilmenge der Einheits-
sphére als die Menge der Ecken eines Isosaeders denken, was hoffentlich im
gleich folgenden Beweis noch deutlicher werden wird.

Beweis. Wir betrachten die Menge D C P(S?) aller gleichseitigen Dreiecke
mit Ecken auf der Einheitssphére, die nicht in einer Ebene mit dem Ursprung
liegen, also formal

a,b,c e R3,

lall = [Ib]l =[] = 1,
la—bll = [Ib— || = lc —al.
{a,b,c)p = R3.

D =< {a,b,c}
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Gegeben ein Dreieck A € D und eine Ecke a € A definieren wir das um-
geklappte Dreieck A® € D als das eindeutig bestimmte Dreieck A* € D
mit AN A® = {b,c}. Haben wir A* = {a, b, ¢}, so gilt dann natiirlich auch
umgekehrt (A%)® = A. Definieren wir zu einem Dreieck A € D die Menge
D(A) als die kleinste Teilmenge D(A) C D, die A enthélt und die stabil ist
unter dem Umklappen von Dreiecken, so gilt offensichtlich D(A) = D(A’)
fir alle A" € D(A). Ist r € O(3) orthogonal, so gilt offensichtlich

{ra,rb,rc}™ =r({a,b,c}*)

fir jedes Dreieck {a,b,c} € D und insbesondere r(D(A)) = D(rA). Ha-
ben wir nun zusatzlich [(rA) N A| > 2, so folgt rA € D(A) und damit
D(rA) = D(A). Haben wir genauer A = {a,b,c} und rANA = {b,c}, so
folgt unmittelbar rA = A“.

Nach diesen Voriiberlegungen gehen wir nun aus von einem regelméfligen
Fiinfeck, dessen Ecken wir der Reihe nach mit [1], [3], [5], [7], [9] bezeichnen,
bilden darauf die Pyramide mit Spitze N und aufsteigenden Kanten von
derselben Lénge wie die Kanten des Fiinfecks, und schrumpfen oder stre-
cken diese Pyramide so, dafl wir sie als “Polkappe” in die Einheitssphére
legen konnen. Dann gehen die fiinf gleichseitigen Dreiecke dieser Polkappe
durch Umklappen auseinander hervor, genauer haben wir {[n], [n+2], N} =
{In +4],[n+ 2], N} fir n € Z/10Z ungerade, wie der innerste Teil des ne-
benstehenden Bildes verdeutlicht. Bezeichne D* C D die kleinste unter Um-
klappen stabile Menge von Dreiecken, die diese fiinf Dreiecke umfafit. Wir
zeigen im folgenden, dafl D* endlich ist und dafl die Menge aller Ecken von
Dreiecken aus D* genau zwolf Elemente hat. Das ist dann offensichtlich eine
zwolfelementige Teilmenge der Einheitssphére von der im Lemma gesuchten
Art. An die Arbeit! Zunichst definieren wir Ecken [n] € S? fiir n € Z/10Z
gerade durch

{N7 [n - 1]7 [77, + 1]}N = {[n]v [77, - 1]a [77, + 1]}
oder bildlich gesprochen durch das “vom Nordpol weg nach unten Klappen”
unserer fiinf Dreiecke mit Ecke bei N. Dann zeigen wir, daf fiir n € Z/10Z
gerade gilt

{In], [n = 1], [0+ 1} = {n, [0 + 1], [n + 2]}

oder bildlich gesprochen: Wenn wir zwei benachbarte Dreiecke unserer Ur-
sprungspyramide nach unten klappen, so haben die beiden Bilder des Nord-
pols genau die Kantenlidnge aller unserer Dreiecke als Abstand. Ist {V, a, b}
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ein Dreieck unserer Ausgangspyramide, so gibt es ja genau eine Drehung
r € SO(3) mit 7(N) = N und 7(a) = b und r° = id. Natiirlich gilt dann auch

r{N,a,b} = {N,a,b}",

denn die linke Seite ist ein von {N,a, b} verschiedenes Dreieck, das {V, a, b}
in {N,b} trifft. Wir folgern, da8 es fiir jedes Dreieck A = {p,a,b} € D*
genau ein 7 € SO(3) gibt mit 7(p) = p und r(a) = b und r° = id, und daB
fir dieses r gilt r{p,a,b} = {p, a,b}*. Wir betrachten nun diese Drehung r
fur A = {[1],[3], N}, also r € SO(3) mit r : [1] — [1],[3] — N. Ich behaupte

{], 121, B} ——A{[1], 3], N} ——{[1], N, [9]} ——{[1], [9], [0]}

I I
{1, 8,21} {1, 0], a}

mit a priori unbekannten «, 8 € S2. In der Tat ist jedes Anwenden der Dre-
hung 7 ein Umklappen an einer Kante, die [1] enthilt, und r? kann keines
unserer Dreiecke auf sich selber werfen. Aus r° folgt nun aber 3 = [0] und
[a] = 2 und {[1],[0],[2]} € D*. Analog konnen wir statt fiir [1] auch fir
die anderen ungeraden Ecken [n] argumentieren und erhalten so alle im Bild
dargestellten Dreiecke mit den ebenfalls dort dargestellten Umklappbezie-
hungen, mit Ausnahme der Dreiecke mit der als S bezeichneten Ecke. Dazu
betrachten wir nun die Drehung r» € SO(3) mit r : [2] — [2],[4] — [3] und
r® = id und folgern

{DLTLBHFTQ{@LBLUHFré{DL%LWH
{[2], 5, 4]} 7 {[2], [0, o}

mit a priori unbestimmten a, 3 € S?, von denen dann aber folgt, dafl o = 3
gelten mufl und daB fiir diese Ecke S € S? gilt

{12, 0], o™ = {121, 5. [0}
{12, B8], 4} = {[2),5.[4]}

Arbeiten wir statt mit [2] mit den anderen “geraden” Ecken, so erkennen wir
{ln =1, [n], [n + 1} = {[n = 1], 8, [n + 1]}

fiir alle geraden n € Z/10Z. Damit haben wir genau die im Bild dargestellten
Dreiecke von D* mitsamt ihren in ebendiesem Bild dargestellten Umklapp-
beziehungen erhalten. Da diese 20 Dreiecke ein unter Umklappen stabiles
System bilden, haben wir bereits ganz D* gefunden und insbesondere gilt
|D*| =20 < . O
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6.8.15. Die obigen Uberlegungen kann man dahingehend zusammenfassen,
daBl gegeben ein gleichseitiges Dreieck A = {a, b, ¢}, fiir das es eine Drehung
r um die Ursprungsgerade durch a gibt mit r° = id und r : b — ¢, die Menge
D(A) der daraus durch Umklappen entstehenden Dreiecke endlich ist. Die
hier geforderte Eigenschaft hat sicher jedes Dreieck, das anschaulich gespro-
chen “Fléache eines [kosaeders” ist. Es gibt aber auch noch andere gleichseitige
Dreiecke mit dieser Eigenschaft, ndmlich diejenigen gleichseitigen Dreiecke,
die anschaulich gesprochen die “Diagonale unseres Ausgangsfiinfecks” als Sei-
tenldnge haben.

Bemerkung 6.8.16. Mit welchen platonischen Korpern kann man den Raum
fiillen? Ich vermute, das geht nur mit Wiirfeln: Die anderen sollten als Winkel
zwischen an einer Kante angrenzenden Fliachen nie einen Winkel der Gestalt
27 /n haben.

Bemerkung 6.8.17. Vielleicht ist es verniinftig, platonische Korper zu defi-
nieren iiber die Mengen ihrer Ecken, die man wohl wie folgt charakterisieren
kann: Man definiere fiir eine endliche Teilmenge E des Raums ihre Abstéan-
dezahl A(F) als die Zahl der moglichen von Null verschiedenen verschiede-
nen Abstédnde zwischen ihren Elementen. Eine endliche Teilmenge E einer
Sphére heifit nun Tetraeder bei |E| = 4, A(E) = 1, Wiirfel bei |E| = 8,
A(E) = 3, Oktaeder bei |E| = 6, A(F) = 2, Ikosaeder bei |E| = 12,
A(E) = 3, Dodekaeder bei |E| = 20, A(F) = 4. Stimmt das eigentlich?
Moglicherweise sollte man bei allen aufler dem Tetraeder noch fordern, dafl
E stabil ist unter Punktspiegelung am Ursprung.

6.9 Skalarprodukte zu Drehgruppen

Das war in der Vorlesung 2008/09 nicht dran.

6.9.1. In diesem Abschnitt holen wir den Rest des Beweises von Satz 3.1.5
iiber den Zusammenhang zwischen Bewegungsgruppen und Skalarprodukten
nach. Ich erinnere daran, dafl wir in 3.1.2 eine Bewegungsgruppe eines drei-
dimensionalen reellen affinen Raums FE definiert hatten als eine alle Trans-
lationen umfassende Untergruppe B C Aut E der Automorphismengruppe
unseres affinen Raums derart, daf es fiir je zwei Paare (H, L) von Teilmen-
gen von E bestehend aus einer Halbebene und einer Halbgerade auf ihrem
Rand genau einen Automorphismus aus B gibt, der sie ineinander {iberfiihrt.
Die Elemente der Isotropiegruppe B, C B eines Punktes p € E nennen wir
Drehungen um den Punkt p. Da unsere Bewegungsgruppe nach Annah-
me alle Translationen enthélt, liefert das Bilden des linearen Anteils einen
Isomorphismus der Isotropiegruppe B, jedes Punktes p € E mit derselben
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Gruppe D C GL(E) von Automorphismen des Richtungsraums. Die Ele-
mente von D nennen wir Drehungen im Richtungsraum. Nach unseren
Annahmen bilden die linearen Anteile der Elemente einer Bewegungsgruppe
im Sinne der gleich folgenden Definition eine Drehgruppe.

Definition 6.9.2. Unter einem Strahl L in einem reellen Vektorraum V'
verstehen wir eine Teilmenge L C V mit der Eigenschaft, dal es in V' einen
Vektor v # 0 gibt mit L = R>gv. Unter einer Drehgruppe in einem dreidi-
mensionalen reellen Vektorraum verstehen wir eine Untergruppe seiner Auto-
morphismengruppe mit der Eigenschaft, daf es fiir je zwei Paare von Teilmen-
gen unseres Vektorraums bestehend aus einer linearen Halbebene und einem
Strahl auf ihrem Rand genau ein Element unserer Untergruppe gibt, die das
eine Paar in das andere iiberfiihrt. Die Elemente einer solchen Drehgruppe
bezeichnen wir dann auch als Drehungen.

Satz 6.9.3 (Drehgruppen und Skalarprodukte). Gegeben ein dreidi-
mensionaler reeller Vektorraum V und ein ausgezeichneter Vektor m € V\0
liefert die Abbildung b — SO(V';b) eine Bijektion

{Skalarprodukte b auf V mit b(m,m) =1} = {Drehgruppen D C GL(V)}

6.9.4. Aus diesem Satz folgen unmittelbar die noch unbewiesenen Behaup-
tungen von Satz 3.1.5 iiber den Zusammenhang zwischen Bewegungsgruppen
und Skalarprodukten.

Beweis. Den Nachweis, daf3 fiir jedes Skalarprodukt b auf V die Gruppe
SO(V;b) = {d € GL(V) | b(dv,dw) = b(v,w) Yv,w € V und detd = 1}
in der Tat eine Drehgruppe ist, {iberlasse ich dem Leser und beginne gleich
mit der Konstruktion der Umkehrabbildung. Sei also V' ein dreidimensiona-
ler reeller Vektorraum und D C GL(V) eine Drehgruppe im Sinne unserer
Definition 6.9.2. Gegeben v, w € V vereinbaren wir die Sprechweise, w stehe
drehsenkrecht auf v und schreiben

w kv

genau dann, wenn es eine Drehung r € D gibt mit r(w) = —w und r(v) = v.
Aus w F v folgt leicht dw F dv fiir jede Drehung d und Aw F po fir alle
i, A € R. Des weiteren steht nur der Nullvektor drehsenkrecht auf sich selbst.
Gegeben linear unabhéngige Vektoren v, w € V vereinbaren wir nun fiir das
dadurch bestimmt Paar aus einer Halbebene nebst einem Strahl auf ihrem
Rand speziell fiir diesen Beweis die Notation

[v,w] = (Rv + Rsow, R>gv)
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Unsere Definition einer Drehgruppe besagt in dieser Notation, daf§ es fiir je
zwei Paare (v, w) und (v’,w’) von linear unabhéngigen Vektoren genau ein
Element r unserer Drehgruppe gibt mit r : [v,w] — [/, w']. Als néchstes
zeigen wir die Symmetrie der Relation des Drehsenkrechtstehens.

Lemma 6.9.5. Es gilt wk-v = v w.

Beweis. Zunéchst zeigen wir das fiir v, w linear unabhéngig. Gilt w F v, so
gibt es ja per definitionem eine Drehung r mit rw = —w und rv = v. Das
muf natiirlich die Drehung r sein mit r : [v,w] — [v, —w]. Betrachten wir
zusiitzlich die Drehung s mit s : [v, w] — [—v, w], so folgt s* = id und weiter
sr = rs, da beide Abbildungen die Eigenschaft [v, w] — [—v, —w] haben.
Daraus folgt erst sv = —ov und dann sw = w durch explizite Rechnung
oder konzeptioneller, da s die Eigenrdume von r im Erzeugnis Rv + Rw
stabilisiert. Das liefert dann v F+ w wie behauptet. Gilt w F v fiir linear
abhéngige Vektoren, so mufl mindestens einer der Nullvektor sein. Im Fall
v = 0 ist 0 F w offensichtlich, bereits die Identitit hélt dann w fest und
bildet v auf sein Negatives ab. Es reicht also, wenn wir v - 0 zeigen fiir alle
v # 0. Unter dieser Annahme gibt es jedoch fiir u ¢ Rv eine Drehung s mit
s [v,ul — [—v,u]. Wegen s? : [v,u] — [v,u] gilt s> = id und daraus folgt
s(v) = —v und damit haben wir in der Tat v F 0. O

Lemma 6.9.6. 1. Die auf allen Vektoren einer Ebene drehsenkrecht ste-
henden Vektoren bilden eine Gerade.

2. Die auf allen Vektoren einer Gerade drehsenkrecht stehenden Vektoren
bilden eine Ebene.

3. Fir jeden von Null verschiedenen Vektor m # 0 gibt es genau eine
Drehung r,, mit r,n =n undubkn < r,u= —u.

Beweis. Gegeben G C P C V eine Gerade in einer Ebene gibt es genau eine
Drehung, die die Gerade G punktweise festhélt und die beiden zugehorigen
Halbebenen von P vertauscht: Schreiben wir etwa G = Rv und P = Rv+Rw,
so kann unsere Drehung charakterisiert werden durch [v, w] — [v, —w]. Es
folgt, dafl die Menge der auf allen Vektoren aus G drehsenkrecht stehen-
den Vektoren von P eine Gerade G’ ist, eben der (—1)-Eigenraum dieser
Drehung in P, und nach 6.9.5 ist die Menge der auf allen Vektoren aus G
drehsenkrecht stehenden Vektoren von P dann wieder unsere urspriingliche
Gerade . Gegeben linear unabhéingige Vektoren v, w mit v F w hat die
Drehung d mit d : [v,w] — [w, —v] folglich die Eigenschaft d(w) € Rv und
es ergibt sich sofort d : [w, —v] — [—v, —w], also d* = id. Wir erkennen
d*>v = —v, d’>w = —w und folglich d?>u = —u fiir alle u € P. Andererseits



6. ALGEBRA UND SYMMETRIE 281

haben wir d?> # —id, etwa da die Determinante eines Quadrats nie negativ
sein kann, folglich hat d? einen von Null verschiedenen Fixvektor n und es
folgt P ={u €V | nt u}. Wir erkennen so, daf} die auf einer vorgegebenen
Ebene drehsenkrechten Vektoren stets eine Gerade bilden, und daf} es zu ei-
nem von Null verschiedenen Vektor n # 0 stets genau eine Drehung r,, gibt

mit 7,(n) = n und v - n = r,(u) = —u. Dafl die auf allen Vektoren einer
Gerade drehsenkrecht stehenden Vektoren eine Ebene bilden, folgt daraus
dann unmittelbar. [

Ubung 6.9.7. Gegeben ein Vektor n # 0 gilt fiir jede Drehung d die Identitét
Tan = dor, od~! und fiir jeden von Null verschiedenen Skalar A € R* haben
WIr 7'y, = Ty

Lemma 6.9.8. Gegeben zwei linear unabhdingige Vektoren v,w gilt fir die
Drehung r mit v : [v,w] — [w,v] die Identitit r* = id und es gibt A > 0 mat
rv = Aw und rAw = v.

Beweis. Die Restriktion von r auf die Ebene Rv + Rw hat negative Deter-
minante, da ihre Matrix in der Basis v, w oben links eine Null hat und in der
Nebendiagonalen positive Eintrdge. Damit hat unsere Matrix zwei verschie-
dene reelle Eigenwerte und 72 hat zwei positive reelle Eigenwerte, etwa mit
Eigenvektoren n und m, und wegen 2 : [n,m] — [n,m] folgt > = id. Der
Rest des Lemmas folgt leicht. ]

Lemma 6.9.9. Bildet eine Drehung einen Strahl bijektiv auf sich selber ab,
so hdlt sie ihn bereits punktweise fest.

6.9.10. Dies Lemma formalisiert die Erfahrungstatsache, dafl eine Achse beim
Drehen ihre Lénge nicht &ndert, und es mag ldcherlich wirken, das beweisen
zu wollen. In der Tat hdtten wir diese Aussage auch als zusétzliche Bedingung
zu unserer Definition des Anschauungsraums und zur Definition des Begriffs
einer Drehgruppe hinzunehmen kénnen. Daf ich das nicht getan habe, hat
rein #sthetische Griinde: Wir kénnen so eine groflere Wegstrecke mit reiner
Logik zuriicklegen.

Beweis. Es gilt fiir u # 0 und jede Drehung d € D zu zeigen
d(Rzou) = RZOU = du=u

Dazu withlen wir v # 0 mit v F u. Gilt dv € Ru, so folgt d*>v € Rogv und
damit d? : [u,v] +— [u,v] und so d*> = id und dann du = u. Sonst spannen
v und dv die zu u drehsenkrechte Ebene auf. Nach 6.9.8 gibt es A > 0 und
eine Drehung r, die Av mit dv vertauscht. Deren Quadrat ist die Identitét,
woraus leicht folgt ru = —u. Fiir die Verkniipfung rr, gilt dann v +— dv
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und u +— u, woraus folgt rr, : [u,v] — [u, dv], also rr, = d und damit dann
du = u wie gewiinscht. O]

Lemma 6.9.11. Jede Bahn einer Drehgruppe trifft jeden Strahl in genau
einem Punkt.

Beweis. Dafl jede Bahn jeden Strahl in hochstens einem Punkt trifft, folgt
sofort aus 6.9.9. Daf jede Bahn jeden Strahl in mindestens einem Punkt trifft,
folgt unmittelbar aus unserer Definition einer Drehgruppe. O]

6.9.12. Wie in 3.1.7 erkldren wir die Drehnorm eines Vektors v als diejenige
nichtnegative reelle Zahl ||v|| = A, fiir die es eine Drehung d gibt mit d(v) =
Am. Das vorhergehende Lemma 6.9.11 zeigt, dal es genau ein A > 0 mit
dieser Eigenschaft gibt.

Nach diesen Vorbereitungen konstruieren wir nun unser Skalarprodukt. Ge-
geben v # 0 und w ¢ Ro gilt fiir unser r, aus 6.9.6.1 sicher r,w = av — yw
mit v > 0. Wegen r2w = av — ayv + y*w = w folgt v = 1. Es gibt folglich
fiir alle w € V' genau eine reelle Zahl a,,(w) mit der Eigenschaft

ryw + w = a,(w)v

Man erkennt unschwer, dafl «, eine Linearform auf V ist. Wir koénnen a,
auch charakterisieren als die eindeutig bestimmte Linearform, die auf v den
Wert Zwei annimmt und auf allen zu v drehsenkrechten Vektoren den Wert
Null. Unsere Definitionen liefern fiir jede weitere Drehung d die Identitét
Qgy 0 d = o alias ag, = a, o d~' und fiir jeden von Null verschiedenen
Skalar A € R* die Identitit a, = A~ 'a,. Werden zwei von Null verschiedene
Vektoren v, w durch eine Drehung untereinander vertauscht, so gilt fiir unsere
Ausdriicke weiter die Identitét a,(w) = a,,(v). In der Tat, aus rv = w und
rw = v folgt rr, = r,,r und aus der von der Mitte ausgehend zu entwickelnden
Gleichungskette

(V)W — v =1y,(V) = rprw = rryw = (o (w)v — w) = o, (w)w —v

ergibt sich die Behauptung. Nun wahlen wir die durch unseren ausgezeich-
neten Vektor m gegebene Drehnorm und erkldaren die Abbildung b = b, :
V x V — R durch die Vorschrift

[l (w) /2 v #0;
o, w) = { 0 v=0.

Offensichtlich gilt ||v||* = b(v,v) und w — b(v, w) ist linear fiir alle v. Schlief-
lich beachten wir, da8 fiir je zwei von Null verschiedene Vektoren v, w € V die
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SkriptenBilder/Bildavw.png

Diese Abbildung illustriert die Definition von «,(w). Im hier dargestellten
Fall hétten wir etwa o, (w) = 3 und fur das Skalarprodukt b, mit v €
hétten wir b;(v, w) = 3/2.

SkriptenBilder/Bildarv.png

Hlustration der Identitét «,(w) = a,(v) unter der Annahme, dafl es eine
Drehung r gibt, die v und w vertauscht.
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Vektoren |[v]|~'v und ||w|| " w durch eine Drehung untereinander vertauscht

werden. Nach dem Vorhergehenden folgt ||v||||w| ™ oy, (w) = [Jw]|||v|| o (v)
alias ||v]|%a, (w) = ||w||?cw(v) und damit b(v, w) = b(w,v) erst fiir je zwei
von Null verschiedene Vektoren, aber dann auch sofort fiir alle v,w € V. In
der Terminologie aus 3.1.4 ist also b ein Skalarprodukt auf V' und wir haben
wie versprochen eine Abbildung in die Gegenrichtung konstruiert. Dafl unsere
beiden Abbildungen in der Tat zueinander invers sind, mag der Leser selbst
priifen. O
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7 Universelle Konstruktionen

7.1 Quotientenvektorraume

Satz 7.1.1 (Quotientenvektorraum). Sei k ein Kiorper. Gegeben V- DO U
ein k-Vektorraum mit einem Teilraum existiert auf der Restklassengruppe
V/U genau eine Struktur als k-Vektorraum k x V/U — V/U derart, dafl die
kanonische Projektion

can:V — V/U

eine k-lineare Abbildung wird. Mit dieser Vektorraumstruktur heifit V /U der
Quotient von V nach U.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung

kxPV) — P(V)
A, A = AA=M+U

Fir A = v+ U finden wir AA + U = Av + U, so dafl unsere Abbildung eine
Abbildung k x V/U — V/U induziert, die die Eigenschaft \v = .o hat fiir
alle A € k, v € V. Damit folgt sofort, dafl unsere Abbildung k x V/U — V/U
auf der abelschen Gruppe V/U eine Struktur als k-Vektorraum definiert, und
daB die Projektion V' — V/U fiir diese Struktur k-linear ist. Umgekehrt ist
auch klar, dal das die einzige Struktur als k-Vektorraum auf der abelschen
Gruppe V/U ist, fiir die die Projektion V' — V/U eine k-lineare Abbildung

sein kann. O

Satz 7.1.2 (Universelle Eigenschaft des Quotientenvektorraums).
Sei k ein Korper. Seien V.2 U ein k-Vektorraum mit einem Untervektor-
raum und sei can : V. — V/U die kanonische Projektion. So haben wir
ker(can) = U und fiir jeden weiteren Vektorraum W liefert das Vorschalten
der kanonischen Projektion eine Bijektion

o can

Homy, (V/U, W) — {¢ € Homy(V,W) | ¢(U) = 0}
7.1.3. Mit dem Diagramm

vV can V/U
¥ V¢
w

kénnen wir die Aussage des Satzes auch dahingehend formulieren, daf jede
lineare Abbildung ¢ : V- — W mit p(U) = 0 auf genau eine Weise k-linear
“liber die kanonische Projektion can : V' — V/U faktorisiert”. Genau genom-
men hat also gar nicht der Quotientenvektorraum die universelle Eigenschaft,
sondern der Homomorphismus can in den Quotientenvektorraum.
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Beweis. Es mufl nur gezeigt werden, dafl der nach der universellen Eigen-
schaft der Restklassengruppe 6.4.7 wohldefinierte Gruppenhomomorphismus
@ in unserer Situation auch k-linear ist. Das folgt jedoch aus ¢(A\v) = ¢(A\v) =

(M) = Ap(v) = Ap(). 0

7.1.4. Jeder Vektorraumhomomorphismus f : V' — W induziert einen Vek-
torraumisomorphismus V/ker f = im f: Das folgt unmittelbar aus der ent-
sprechenden Aussage fiir Gruppen 6.4.10. Gegeben Vektorrdume V O W D
U induziert die Komposition von kanonischen Abbildungen V' — V/U —
(V/U)/(W/U) einen Vektorraumisomorphismus V/W = (V/U)/(W/U): Das
folgt unmittelbar aus dem Noether’schen Isomorphiesatz 6.4.11.

Definition 7.1.5. Gegeben V C U ein Vektorraum mit einem Untervektor-
raum heifit dim(V/U) auch die Kodimension von U in V.

7.1.6. Ist V endlichdimensional, so haben wir nach 7.1.2 und der Dimensions-
formel 1.6.10 die Identitat dim(V/U) = dim(V') — dim(U), aber es gibt auch
in unendlichdimensionalen Rdumen durchaus Teilrdume endlicher Kodimen-
sion. Eine Teilmenge eines Vektorraums ist eine lineare Hyperebene im Sinne
von 1.3.20 genau dann, wenn sie ein Untervektorraum der Kodimension Eins
ist.

Ubung 7.1.7. Gegeben eine bilineare Abbildung b: V x W — L und Unter-
vektorrdume A C V und B C W mit b(Ax W) = 0 = b(V x B) gibt es genau
eine bilineare Abbildung b : (V/A) x (W/B) — L derart, da§ das folgende

Diagramm kommutiert:

Vx W —2

can X cani

L

V/Ax W/B—t>T

Bemerkung 7.1.8. Um die Beziehung des Quotientenraums zu anderen Kon-
struktionen wie etwa dem Dualraum zu diskutieren, ist die Sprache der exak-
ten Sequenzen aus 6.4.13 und besonders der kurzen exakten Sequenzen, wie
wir sie gleich einfiithren werden, gut geeignet.

Definition 7.1.9. Eine Sequenz von Gruppen A* — A — A” heifit eine
kurze exakte Sequenz genau dann, wenn sie exakt ist in der Mitte und
auBerdem die erste Abbildung injektiv ist und die zweite surjektiv. Gleich-
bedeutend ist die Forderung, daf§ die in trivialer Weise erweiterte Sequenz
1—- A — A— A" — 1 an jeder Stelle exakt ist. Wir notieren kurze exakte
Sequenzen meist A — A — A”.
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Beispiel 7.1.10. Fiir jeden Normalteiler N C G ist N — G — G/N eine
kurze exakte Sequenz von Gruppen. Fiir jeden Untervektorraum U C V ist
speziell U < V' — V/U eine kurze exakte Sequenz von Vektorrdumen.

Beispiel 7.1.11. Fiir jeden surjektiven Gruppenhomomorphismus z : G - G”
ist kerx — G — G” eine kurze exakte Sequenz von Gruppen. Fiir jede
surjektive lineare Abbildung U C V — W ist speziell kerx <— V' — W eine
kurze exakte Sequenz von Vektorrdumen.

7.1.12. Die Dimensionsformel kann in dieser Terminologie auch dahingehend
formuliert werden, daf§ fiir jede kurze exakte Sequenz V' — V — V" von
Vektorraumen gilt

dimV = dim V' + dim V"

Definition 7.1.13. Gegeben Sequenzen A = B % C und A’ “op s o
verstehen wir unter einem Homomophismus von Sequenzen ein Tripel
(f,9,h) von Homomophismen derart, dafl das folgende Diagramm kommu-
tiert:

A S5 B 35 C

Lf lg Lh

A5 B S o
Solch ein Morphismus heiffit ein Isomorphismus von Sequenzen genau
dann, wenn alle drei vertikalen Abbildungen f, g und h Isomorphismen sind.

7.1.14. Offensichtlich ist mit einer exakten Sequenz auch jede dazu isomorphe
Sequenz exakt. Fiir jede kurze exakte Sequenz von Gruppen A" — A —»
A" ist das Bild N € A von A’ ein Normalteiler und wir erhalten einen
[somorphismus von kurzen exakten Sequenzen

N — A — A/N

Us | Un
Al SN A s A/l

indem wir fiir f die Inverse der von der Einbettung A’ <— A induzierten
Bijektion A’ = N nehmen und fiir A die von der universellen Eigenschaft
des Quotienten 6.4.7 induzierte Abbildung. Arbeiten wir speziell mit Vektor-
rdumen, so finden wir mit 1.5.18 in A einen zu N komplementéren Teilraum
U und nach 1.6.9 induziert die kanonische Abbildung einen Isomorphismus
U = A/N. In diesem Fall erhalten wir also zusiitzlich einen Isomorphismus
von kurzen exakten Sequenzen

N — NoU —» U

| Vg Un
N — A — A/N
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wobei implizit zu verstehen ist, dal die Morphismen der oberen Horizonta-
le schlicht die kanonische Injektion und Projektion sein sollen. Im Fall von
Gruppen, selbst im Fall von abelschen Gruppen, liegen die Verhéltnisse kom-
plizierter, wie etwa der Fall der kurzen exakten Sequenz Z «— Z — Z/27
zeigt, mit der Multiplikation mit Zwei als erster Abbildung.

7.1.15. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von Vektorrdumen ist auch die
duale Sequenz eine kurze exakte Sequenz. Das ist in der Tat offensichtlich im
Fall einer kurzen exakten Sequenz der Gestalt N <— N @& U — U und folgt
dann mit 7.1.14 im allgemeinen. Speziell ist die Transponierte einer Injektion
eine Surjektion und die Transponierte einer Surjektion eine Injektion. Wir
verallgemeinern diese Argumente nun noch auf den Fall beliebiger exakter
Sequenzen von Vektorrdumen.

Proposition 7.1.16. Jede exakte drei-Term-Sequenz von Vektorrdumen ist
isomorph zu einer direkten Summe von vier exakten Sequenzen der folgenden

vier Typen:
U

0

0
w
X

Ll lal
o= < o
el ]

co <<

Beweis. Sei A= B - C unsere Sequenz. Nach 1.5.18 besitzt (imr) = (ker s)
ein Komplement W C B, und nach 1.6.9 induziert s einen Isomorphismus
W = (ims). Nach 1.5.18 besitzt auch (kerr) ein Komplement V' C A und
nach 1.6.9 induziert r einen Isomorphismus V' = (imr). Withlen wir nun noch
ein Komplement X C C von (im s), so induziert die Einbettung folglich einen
[somorphismus zwischen unserer urspriinglichen Sequenz und der direkten
Summe der vier Sequenzen

(kerr) — 0 — 0
vV 5 (imr) — 0
0 — W 5 (ims)
0 — 0 - X
Die Proposition folgt unmittelbar. ]

Korollar 7.1.17. Gegeben eine exakte Sequenz U — V. = W wvon Vek-
torrdumen erhalten wir fir jeden weiteren Vektorraum L exakte induzierte
Sequenzen

Hom(W,L) = Hom(V,L) = Hom(U,L)
Hom(L,U) = Hom(L,V) = Hom(L, W)
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Beweis. Das folgt unmittelbar aus der vorhergehenden Proposition 7.1.16
zusammen mit der Erkenntnis, daf3 das Bilden des Homomorphismenraums
“mit endlichen direkten Summen vertauscht”. O

Bemerkung 7.1.18. Nehmen wir in diesem Korollar als L den Grundkérper,
so folgt insbesondere, dafl jede exakte drei-Term-Sequenz beim Dualisieren
wieder eine exakte Sequenz liefert.

Ubung 7.1.19 (Additivitit der Spur). Gegeben ein kommutatives Dia-
gramm von endlichdimensionalen Vektorrdumen mit zweimal derselben kur-
zen exakten Zeile

L L &
/1 fl /"l
A N &

gilt fiir die Spuren der Vertikalen die Identitdt tr(f) = tr(f’) + tr(f”). All-
gemeiner hat im Fall beliebiger Vektorrdume der Homomorphismus f end-
lichen Rang genau dann, wenn f’ und f” endlichen Rang haben, und un-
ter dieser Voraussetzung gilt fiir die Spuren der Vertikalen wieder tr(f) =

tr(f') + tr(f").
7.2 Tensorprodukte von Vektorraumen

7.2.1. Gegeben eine Menge X und ein Korper £ hatten wir in 1.3.17 den
freien Vektorraum kX iiber X eingefiihrt durch die Vorschrift

= {f Xk x € X einen Wert ungleich Null an

f nimmt nur an endlich vielen Stellen }

Wir hatten weiter in 1.5.13 die kanonische Abbildung can : X — kX einge-
fithrt, die jedem x € X die Funktion zuordnet, die Eins ist an der Stelle x und
Null sonst. Oft kiirzen wir im folgenden can(x) schlicht mit x ab. Schliefllich
hatten wir in 1.5.14 die universelle Eigenschaft freier Vektorrdume diskutiert,
nach der es fiir jeden k-Vektorraum V' und jede Abbildung f : X — V genau
eine k-lineare Abbildung f : kX — V gibt mit f o can = f. In anderen Wor-
ten liefert also fiir jeden k-Vektorraum V und jede Menge X das Vorschalten
der kanonischen Einbettung eine Bijektion

o can

Homy (kX,V) — Ens(X,V)

Definition 7.2.2. Sind V und W zwei Vektorrdume iiber einem Korper
k, so definieren wir einen weiteren k-Vektorraum V @ W = V ®, W, das
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Tensorprodukt von V' und W, mitsamt einer k-bilinearen Abbildung

T: VW — VoW

(v,w) — VW

wie folgt: Wir betrachten die Menge V' x W, dariiber den freien k-Vektorraum
kE(V x W), und darin den Untervektorraum U C k(V x W), der erzeugt wird
von allen Ausdriicken

can(v + v', w) — can(v, w) — can(v’, w)
can(Av, w) — A can(v, w)
can(v, w + w') — can(v, w) — can(v, w')
can(v, A\w) — A can(v, w)

fir v,0" € V, w,w’ € W und X\ € k. Dann definieren wir unser Tensorprodukt
als den Quotientenvektorraum

VoW =kV xW)/U

und erkléren v ® w als die Nebenklasse von can(v,w). Die Bilinearitét von
(v,w) — v @ w folgt sofort aus der Definition des herausgeteilten Untervek-
torraums U.

Satz 7.2.3 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts). Gegeben
ein Korper k, Vektorraume V, W, L tber k und eine k-bilineare Abbildung
b:V xW — L existiert genau eine k-lineare Abbildung b: VoW — L
mit b(v,w) = b(v@w) Yv € V,w € W. In anderen Worten liefert also das
Vorschalten der kanonischen Abbildung eine Bijektion

OT

Hom(V @ W, L) — Homk (V xW,L)
Beweis. Wir arbeiten mit dem Diagramm

VXW—=k(VxW)—=V oW

~0

L

Fiir jede Abbildung b : V' x W — L gibt es nach 7.2.1 genau eine k-lineare
Abbildung b: k(VxW) — L mit bocan = b. Ist b bilinear, so gilt offensichtlich
b(U) =0, also gibt es b:V®W — L linear mit b(v ® w) = b(v, w). Diese
Abbildung b ist eindeutig bestimmt durch b, da die v®w ja das Tensorprodukt
als Vektorraum erzeugen. O]
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7.2.4. Das Tensorprodukt wird durch seine universelle Eigenschaft bereits bis
auf eindeutigen Isomorphismus festgelegt. Seien genauer gegeben ein Kérper
k, Vektorrdaume V, W iiber k und eine k-bilineare Abbildung ¢ : VxW — T in
einen weiteren k-Vektorraum 7" mit der Eigenschaft, dafl fiir jede k-bilineare
Abbildung b : V x W — L in einen k-Vektorraum L genau eine k-lineare
Abbildung b : T — L existiert mit b(v,w) = b(c(v,w)) Yv € V,w € W. So
ist die Abbildung ¢ ein Isomorphismus

VW ST

Um das einzusehen, betrachten wir das nebenstehende Diagramm. Notieren
wir etwa 7 : V xW — V@W unsere kanonische bilineare Abbildung (v, w) +
v ® w, so ist 7 invers zu ¢. In der Tat gilt Toco7T = 7oc¢ = 7 und aus
der universellen Eigenschaft von 7 folgt, dafi es nur eine lineare Abbildung
f=7: VW — VW geben darf mit f o7 = 7. Da nun die Identitédt auf
dem Tensorprodukt eine mogliche derartige lineare Abbildung ist, folgt schon
einmal id = 7 o ¢. Weiter gilt ¢o7oc = ¢o71 = ¢ und aus der universellen
Eigenschaft von ¢ folgt, daf§ es nur eine lineare Abbildung g =¢: T — T
geben darf mit g o ¢ = ¢. Da nun die Identitat auf T eine mogliche derartige
lineare Abbildung ist, folgt auch ¢ =id = ¢o 7.

7.2.5. Da es uns eigentlich nur auf die universelle Eigenschaft ankommt,
kann man natiirlich auch andere Konstruktionen versuchen. Ist V' endlich-
dimensional, so hat auch der Raum 77 = Homy(V*, W) mit der bilinea-
ren Abbildung ¢, : V x W — T3, (v,w) — (f — f(v)w) die geforderte
universelle Eigenschaft, und ist dariiber hinaus auch W endlichdimensional,
so gilt dasselbe fiir das Paar (T, c) mit Ty = Hom®(V* x W*, k) und
eyt (v,w) — ((f,g9) — f(v)g(w)). In vielen Quellen wihlt man diese Kon-
struktion zur Definition des Tensorprodukts, vermutlich mit dem Ziel, Quoti-
entenvektorrdume zu vermeiden. Das geschieht dann aber doch um den Preis
einer eingeschrankten Allgemeinheit. Dafl es durchaus sinnvoll und niitzlich
sein kann, auch zwei unendlichdimensionale Vektorrdume tensorieren zu kon-
nen, mogen die Ubungen 7.2.15 und 7.2.16 illustrieren.

7.2.6. Ein in der Literatur auch oft beschrittener Zugang, der sogar Tensor-
produkte unendlichdimensionaler Raume liefert, geht so: Man wéahlt Basen
A CVund B C W, setzt T3 = k(A x B) und erklirt die kanonische bilineare
Abbildung c3 : V x W — Tj3 als die eindeutig bestimmte bilineare Abbildung
mit (a,b) — (a,b) fir alle a € A, b € B.Im zweiten Beweis von 7.2.9 fithren
wir aus, warum auch diese Konstruktion eine bilineare Abbildung mit der das
Tensorprodukt charakterisierenden universellen Eigenschaft liefert. Ich mag
diesen Zugang nicht aus den folgenden zwei Griinden: Erstens hiangt sie von
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SkriptenBilder/BildUTe.png

[lustration zum Beweis der Festlegbarkeit des Tensorprodukts bis auf
eindeutigen Isomorphismus durch seine universelle Eigenschaft.
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den gewihlten Basen ab, so dafl wir nicht eigentlich einen Vektorraum son-
dern vielmehr eine durch die moglichen Wahlen von Basen indizierte Familie
von paarweise in kanonischer und vertraglicher Weise isomorphen Vektorrau-
men erhalten. Und zweitens 1dt sich diese Konstruktion im Gegensatz zu
der hier in diesem Text gewéhlten Konstruktion nicht unmittelbar zu einer
Konstruktion von Tensorprodukten iiber Ringen 7?7 verallgemeinern.

7.2.7. Keineswegs jedes Element eines Tensorprodukts ist von der Form v®w,
die Elemente dieser Gestalt erzeugen jedoch das Tensorprodukt als Vektor-
raum und sogar als abelsche Gruppe. Besitzt weiter ein Element eines Ten-
sorprodukts eine Darstellung in der Gestalt v ® w, so besitzt es meist sogar
viele verschiedene Darstellungen dieser Gestalt. Geben wir eine Abbildung
von einem Tensorprodukt in einen Vektorraum L an durch eine Vorschrift
der Gestalt v ® w +— b(v,w), so ist der Leser implizit gefordert, die Bilinea-
ritdt der Abbildung b : V x W — L zu priifen, und gemeint ist die durch die
universelle Eigenschaft definierte Abbildung b: VoW — L.

Definition 7.2.8. Sind f: V — V' und g : W — W' lineare Abbildungen,
so definieren wir eine lineare Abbildung f®g: VW — V' ® W' durch die
Vorschrift (f ® g)(v @ w) = f(v) ® g(w).

Lemma 7.2.9 (Basen von Tensorprodukten). Ist vy,...,v, eine Basis
von V und wy, ... w,, eine Basis von W, so bilden die v; ® w; eine Basis von
V @ W. Insbesondere gilt im endlichdimensionalen Fall

7.2.10. Dieselbe Aussage gilt mit demselben Beweis auch fiir nicht notwendig
endliche Basen.

7.2.11. Ein Spezialfall von Tensorprodukten ist im Ubrigen das “Rechnen
mit Einheiten”: Ist zum Beispiel L der eindimensionale “R-Vektorraum aller
Léngen”, so kann L ® L interpretiert werden als der eindimensionale “R-
Vektorraum aller Flidchen”, und ist m eine Basis von L, so ist m ® m diejenige
Basis von L ® L, die man iiblicherweise m? notiert.

Erster Beweis. Nur die lineare Unabhénigkeit der v; ®w; ist nicht auf Anhieb
klar. Aber sind v, ...,v: € V*und wy,...,w’, € W* die Vektoren der dualen
Basen und betrachten wir die bilinearen Abbildungen

bijl VxW — k

(v,w) = i ()wj(w)

o ist l;ij : V®W — k eine lineare Abbildung, die v; ® w; auf 1 abbildet und
alle anderen v, ® w,, auf Null. O
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Zweiter Beweis. Wir fithren den zweiten Beweis gleich fiir den Fall beliebiger
Dimension. Sind A C V und B C W Basen, so liefern nach 1.5.24 und
7.2.1 die Einschrankung bzw. das Vorschalten der kanonischen Einbettung
Bijektionen

Hom” (V x W, L) = Ens(A x B, L) & Homy(k(A x B), L)

Bezeichnet ¢ : V- x W — k(A x B) die bilineare Abbildung, die unter diesen
Isomorphismen der Identitdt auf k(A x B) entspricht, so kann man unschwer
einsehen, dafl ¢ auch die von einem Tensorprodukt geforderte universelle Ei-
genschaft hat. Dann mufl jedoch nach 7.2.4 die durch diese universelle Ei-
genschaft gegebene Abbildung einen Isomorphismus 7 : k(A x B) >V @ W
liefern, und man priift leicht, daf dieser Isomorphismus (a, b) € k(A x B) auf
a®beV ®W abbildet. Aus 1.4.11 folgt dann unmittelbar, dafl die a ® b
eine Basis von V' @ W bilden. O

7.2.12. Gegeben Vektorraume V, W mit angeordneten Basen A = (vq,...v,)
und B = (wy,...,w,) bilden wir in V' ® W die angeordnete Basis

ARB = (V1 @ wy, v @ Wa, ..., V] @ Wy,
Vg Q@ W1,V2 @ Wa, ...,V &Q Wy,
Vp @ W1, Uy @ W, . .., Uy @ W)

Gegeben zusétzlich weitere Vektorraume V', W' mit angeordneten Basen
A= (vy,...,v,) und B = (w},...,w,,) und lineare Abbildungen f : V —
V' und g : W — W’ kénnen wir die Matrix qgp|[f ® glags von f ® g in
den Basen A ® B und A’ ® B’ wie folgt durch die Matrizen A = 4/[f]4 und
B = p/|g]p ausdriicken: Haben wir etwa A = (a;;), so wird

CLHB Ce CblnB

wep|f ® glags = : :
anle an/nB

Auf der rechten Seite ist hier die Matrix geblockt geschrieben, es handelt sich
ja eigentlich um eine (n'm’ x nm)-Matrix. Sie heifit auch das Kronecker-
Produkt der Matrizen A und B und wird A ® B notiert, so dafl wir unsere
Identitdat oben also auch schreiben kénnen in der Form

weBf ® glass = 4[fla® Bl9)B

Um diese Identitét zu priifen beginnen wir mit

flu) = Zaﬁv; und  g(wy) = Z b w;
J !
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und folgern
(f ®g)(w; @ wy) = Z ajibivy ® wy
4l
Die Eintrage der Matrix von f ® g sind also alle Produkte von einem Eintrag
der Matrix von f mit einem Eintrag der Matrix von g. Daf} diese Eintrage
dann auch noch an den oben beschriebenen Stellen der Matrix von f ® g
stehen, mag sich der Leser am einfachsten selbst iiberlegen.

Proposition 7.2.13. Gegeben Vektorrdume U, V, W erhalten wir einen Iso-
morphismus

Hom (U, Hom(V, W)) = Hom(U @ V, W)
durch die Vorschrift f — f mit f(u®v) = (f(u))(v).

Beweis. Beide Seiten sind in offensichtlicher und mit der angegebenen Ab-
bildung vertréglicher Weise in Bijektion zur Menge Hom(2)(U x V,W) aller
bilinearen Abbildungen U x V — W. O

Ubung 7.2.14. Fiir jeden k-Vektorraum V definiert das Auswerten oder latei-
nisierend “Evaluieren” eine lineare Abbildung ev : V* @V — k, E®@v — £(v).
Man zeige, daf} sie unter dem Isomorphismus aus 7.2.13 der Identitat auf V*
entspricht.

Ubung 7.2.15. Gegeben ein Kérper k induziert die Multiplikation einen Iso-
morphismus k[X] ®y, k[Y] = k[X,Y].

Ubung 7.2.16. Die Multiplikation induziert einen Isomorphismus von reellen
Vektorrdumen R ®g Q[X] = R[X]. Analoges gilt, wenn man R D Q ersetzt
durch ein beliebiges Paar K D k bestehend aus einem Koérper mit einem
Teilkorper.

Definition 7.2.17. Induktiv bilden wir auch ldngere Tensorprodukte durch
die Vorschrift V1 ® ... @V, 1@V, = (V1 ®...® V,_1) ® V, und definieren
darin die Vektoren 11 ® ... Q@ v, = (11 ® ... @ Vp_1) ® Uy,.

Proposition 7.2.18. 1. Gegeben Vektorrdume Vi, ...V, erhalten wir durch
das Tensorieren von Vektoren eine multilineare Abbildung

Vix...xV, = Vi®...V,
(V1,00 0) = V1 ®...Q U,

2. Ist L ein weiterer k-Vektorraum und F' : Vi x ... x V,, — L eine
beliebige multilineare Abbildung, so gibt es genau eine lineare Abbildung

F:Vi®...@V, = L mit F(vy,...,v,) = F(vy ® ... ®v,) fir alle
v € Vi,..., 0, € V,.
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7.2.19. Damit diese Proposition auch im Fall n = 0 gilt, vereinbaren wir
fiir das Tensorprodukt mit iiberhaupt keinem Faktor, dafl damit schlicht der
Grundkorper gemeint sein soll, und als multilineare Abbildung des karte-
sischen Produkts von Vektorrdumen mit iiberhaupt keinem Faktor, das ja
nach unseren Konventionen “die” einpunktige Menge ist, in sein Tensorpro-
dukt vereinbaren wir die Abbildung, die diesen einzigen Punkt auf 1 € k
wirft.

Beweis. Mit Induktion {iber n. Wir argumentieren mit dem Diagramm

X/lx...anH(‘/l@...@Vn,l)anH%@..@Vn

L

mit hoffentlich offensichtlichen horizontalen Morphismen. Wir zeigen nur die
Existenz von F' und iiberlassen den Nachweis der anderen Behauptungen
dem Leser. Fiir jedes feste v, € V,, ist die Abbildung (vq,...,v,-1) +—
F(vq,...,v,) multilinear und induziert so nach Induktionsannahme eine li-
neare Abbildung Vi ®...®V,,_; — L. Das liefert die mittlere Vertikale. Man
iiberzeugt sich nun leicht, da3 die mittlere Vertikale auch in v, € V,, linear
sein muB. Als bilineare Abbildung faktorisiert sie also tiber Vi ®...®@V,. O

Proposition 7.2.20. 1. Sind V,W Vektorridume, so ist die lineare Abbil-
dung VW — W&V gegeben durch v@w +— w®uv ein Isomorphismus.

2. Sind Vi, ..., Vy, Vo, ..., Vi, Vektorrdume, so ist die lineare Abbildung
Vi®.. V)@V ®...0V,) > Vi®..eV,eV, 1 ®...0V,
mit (V1 ®...0U,) ® (V1 ®...0U,) PV ®...0 U, QUpt1 ® ...,
ewn Isomorphismus.

3. Die Abbildung A ® v +— v liefert einen Isomorphismus
koV =V

vom Tensorprodukt des Grundkorpers mit einem Vektorraum in besag-
ten Vektorraum selber. Analoges gilt fir den zweiten Tensorfaktor.

4. Gegeben Vektorraume W, V. V' liefert w® (v,v") — (w@v,w®v') einen
Isomorphismus

WeoWVaeV)SWeV)e(Wae V)

Analoges gilt auch fir den ersten Tensorfaktor.
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Bewers. Man kann in allen diesen Féllen leicht einsehen, dafl die betrachteten
Abbildungen eine geeignete Basis des Ausgangsraums bijektiv mit einer Basis
des Zielraums identifizieren. Die Details seien dem Leser iiberlassen. O

7.2.21. In gewisser Weise liefert das die Kommutativitit, Assoziativitdt und
das neutrale Element fiir das Tensorprodukt, nebst der Distributivitdt mit
direkten Summen. In gréflerer Abstraktion formalisiert das der Formalismus
der “Tensorkategorie”, wie er in 7?7 diskutiert wird.

Ubung 7.2.22. Gegeben ein Vektorraum V und eine Familie von Vektorriu-
men (W;);e; und liefert die kanonische Abbildung stets einen Isomorphismus

ve (@w) > @vew)
Analoges gilt fiir den anderen Tensorfaktor.
Ubung 7.2.23. Gegeben Vektorraume U, V, W kommutiert das Diagramm
U@V @ V*®@ W Hom(U,V) ® Hom(V, W)

| |

U@ W¢C Hom(U, W)

mit den von den kanonischen Injektionen 7.3.1 induzierten Horizontalen, dem
Verkniipfen von linearen Abbildungen als rechter Vertikale, und in der linken
Vertikalen der Verkniipfung

U'@VeaV oW -U'QkW S U QW

der vom Auswerten id ® ev ® id induzierten Abbildung gefolgt vom Isomor-
phismus U*@k@W = U*@W, f@AQ@w — A(f®w). Die obige Verkniipfung
bezeichnet man in dieser und dhnlichen Situationen auch als die Verjiingung
von Tensoren.

Ubung 7.2.24. Gegeben Korper k € K und ein k-Vektorraum V wird Vi =
K ®,V in offensichtlicher Weise ein K-Vektorraum. Man sagt, er entstehe aus
V' durch Erweiterung der Skalare. Die “kanonische” k-lineare Abbildung
can : V — Vi, v — 1 ® v hat dann die universelle Eigenschaft, daf} fiir jeden
K-Vektorraum W das Vorschalten von can eine Bijektion

HOIHK(VK, W) = Homk(V, W)

liefert. Weiter ist das Bild unter can jeder k-Basis von V' eine K-Basis von Vi,
und gegeben ein weiterer k-Vektorraum W induziert die k-lineare Abbildung
Vg W — Vg ®g Wk, v®w+— can(v) ® can(w) einen Isomorphismus

(V Xk W)K =5 Vi @k Wi
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Ist V oder K endlichdimensional iiber k, so liefert auch die k-lineare Ab-
bildung Homy(V, W) — Homg (Vk, Wk) gegeben durch f +— id®f einen
[somorphismus

(Homk(V, W))K :> HOHIK(VK, WK)

und insbesondere “vertauscht unter dieser Endlichkeitsannahme das Erwei-
tern der Skalare mit dem Bilden des Dualraums”. Im Spezialfall R ¢ C
bezeichnet man V¢ als die Komplexifizierung von V. Ein alternativer vom
Tensorprodukt unabhéngiger Zugang zur Komplexifizierung wird in 77 er-
klart.

7.3 Kanonische Injektionen bei Tensorprodukten

Satz 7.3.1. Fir beliebig vorgegebene k-Vektorrdume V, W liefert die Vor-
schrift f @ w— (v f(v)w) eine Injektion

can: V* @ W — Hom(V, W)

Sind V' oder W endlichdimensional, so ist diese Injektion ein Isomorphismus.
Im allgemeinen besteht thr Bild genau aus allen Homomorphismen endlichen
Ranges.

7.3.2. Ist vy, ..., v, eine Basis von V und v, ...,v; € V* die duale Basis von
V*, so kénnen wir im Satz die inverse Abbildung angeben durch die Vorschrift
f=v® flu)+ ...+ v ® f(v,). Ist zusétzlich wy, ..., w,, eine Basis von
W, so wird v} ® w; abgebildet auf diejenige lineare Abbildung, deren Matrix
in Bezug auf die gegebenen Basen die Basismatrix £j; aus 1.7.13 ist. Im Fall
endlichdimensionaler Rdume kann der Satz also leicht mit Basen iiberpriift
werden. Der Beweis gilt den unendlichdimensionalen Féllen.

Beweis. Dal das Bild unserer kanonischen Abbildung enthalten ist in der
Menge aller Abbildungen endlichen Ranges scheint mir offensichtlich. Den
Nachweis, dafl auch jede Abbildung endlichen Ranges im Bild liegt, iiberlasse
ich dem Leser und zeige nur die Injektivitéit. Es reicht zu zeigen, daf fiir
fi,oo s fn € Viund wy,...,w, € W jeweils linear unabhéngig die Bilder
der f; ® w; eine linear unabhéngige Familie in Hom(V, W) bilden. Um das
zu zeigen suche man vy,...,v, € V mit fi(v;) = d;;, etwa mithilfe von
1.8.6, und ¢1,...,9m € W* mit g,(ws) = d;s. Gegeben eine verschwindende
Linearkombination im Hom-Raum 0 = ) ¢;s can(f; ® wy) folgt dann

0=g; ((Z cis can( f; ® ws)> (vj)> =c; Vit O
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Ubung 7.3.3. Gegeben ein endlichdimensionaler k-Vektorraum V' kommutiert
das Diagramm

ev

Z?:lvi®vf e VeV — &k

l 12 |
id € EndV 5 k
wo v1,...,0, eine beliebige Basis von V' bedeuten moge und vj,..., v} die

duale Basis von V* meint und die mittlere Vertikale die in 7.3.1 erklérte
Injektion und ev das Auswerten im Sinne von 7.2.14. Hat V' unendliche Di-
mension, so kommutiert das rechte Quadrat immer noch, wenn wir unten
links nur Endomorphismen endlichen Ranges betrachten und ihre Spur wie in
1.7.38 nehmen. Allerdings ist dann unser Tensorausdruck nicht mehr sinnvoll
definiert und die Identitdat gehort auch nicht mehr zu den Endomorphismen
endlichen Ranges.

Korollar 7.3.4 (Tensorprodukt und Dualitét). Gegeben Vektorrdiume
V, W liefert die Abbildung f ® g — (v @ w +— f(v)g(w)) eine Injektion

VW — (Ve W)

vom Tensorprodukt der Dualrdume in den Dualraum des Tensorprodukts.
Sie ist ein Isomorphismus genau dann, wenn einer unserer beiden Rdume
endlichdimensional ist.

Bemerkung 7.3.5. Im Fall endlichdimensionaler Rd&ume kann das leicht mit
Basen iiberpriift werden. Der Beweis gilt den unendlichdimensionalen Féllen.

Bewers. Wir argumentieren mit dem Diagramm

(VeoWw)*

Hom(V @ W, k)

I

Hom(V, Hom (W, k))

V* @ W*—— Hom(V, W*)

Der vertikale Isomorphismus kommt aus 7.2.13, die horizontale Injektion aus
7.3.1. Daf§ deren Komposition genau die im Korollar beschriebene Abbildung
ist, mag der Leser selbst priifen. O

Ubung 7.3.6. (Hinweis: 7.3.4.) Gegeben Mengen X, Y und ein beliebiger Kor-
per k liefert die offensichtliche Abbildung eine Injektion

Ens(X, k) ® Ens(Y, k) — Ens(X x Y, k)
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Ubung 7.3.7. Gegeben ein Vektorraum V und eine Familie von Vektorrdumen
(W3)ier und liefert die kanonische Abbildung stets eine Injektion

V®GIm)%IBV®m)

die jedoch im allgemeinen kein Isomorphismus ist. Genauer ist sie nur ein
Isomorphismus, falls entweder V' endlichdimensional ist oder nur fiir endlich
viele ¢ der zugehorige Vektorraum W; von Null verschieden ist. Hinweis: Man
folgere aus 7.3.1 die Injektivitdt der Komposition V@ W — V* @ W —
Hom(V*, W) und bette beide Seiten vertriglich ein in [][ Hom(V* W;) =
Hom(V* T W3).

Ubung 7.3.8. Gegeben Vektorrdume V, V', W, W’ liefert das Tensorieren von
Abbildungen eine Injektion

Hom(V, V') @ Hom(W, W’) — Hom(V @ W, V' @ W’)

Hinweis: Man mag V und W als direkte Summe eindimensionaler Rdume
schreiben und 7.3.7 anwenden. Alternative: Man mag ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dafl unsere Vektorrdume frei sind iiber den
Mengen X, X' Y, Y’ und kann dann unter Verwendung von 7.3.6 beide Seiten
in vertriglicher Weise einbetten in den Raum Ens(X x X' x Y x Y’ k) aller
Abbildungen von besagtem Produkt in den Grundkorper k.

7.4 Alternierende Tensoren und Determinante

7.4.1. Gegeben ein Korper k£ und ein k-Vektorraum V und eine natiirliche
Zahl r € N vereinbaren wir

VT =V®..QV
—_————

r Faktoren

und verstehen V®° = k im Sinne der vorhergehenden Bemerkung 7.2.19.
Gegeben eine lineare Abbildung f : V' — W verwenden wir weiter die Ab-
kiirzung (f @ ... ® f) = f@ : V¥ — W®". Gegeben v € V schreiben wir
kurz (v ® ... ®v) = v®" fir das Bild von (v,...,v) unter der kanonischen
multilinearen Abbildung V" — V® und verstehen insbesondere v®° = 1.

7.4.2. Ich erinnere daran, daf§ wir in 2.7.14 die Determinante
det : M(n x n; k) — k

charakterisiert hatten als die eindeutig bestimmte multilineare alternieren-
de Funktion der Spaltenvektoren, die der Einheitsmatrix die Eins zuordnet.
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Gegeben ein beliebiger k-Vektorraum V' und r > 0 setzen wir nun

A" (V) ={f:V x...xV — k| f ist multilinear und alternierend}

r Faktoren

Im Spezialfall » = 0 ist das leere Produkt als einpunktige Menge zu verstehen
und Alt°(V) als die Menge aller Abbildungen von dieser einpunktigen Menge
nach k, so daB das Auswerten einen kanonischen Isomorphismus Alt’(V) = k
definiert. Wir fassen diesen Isomorphismus in unserer Notation hinfort als
Gleichheit Alt’(V') = k auf. Bezeichnet J, C V" das Erzeugnis aller Tenso-
ren mit zwei gleichen Eintrigen, so liefert das Vorschalten der Verkniipfung
Vx...xV — Ve — V®/]J der kanonischen multilinearen Abbildung
mit der kanonischen Abbildung auf den Quotienten aufgrund universellen
Eigenschaften Isomorphismen

Alt"(V) < {g € Hom(V®" k) | g(J,) = 0} < Hom(V®"/J,. k)

Der Quotient V" /J. heifit die r-te dulere Potenz von V und wird fiir
gewohnlich

,
Verfn, = \V
notiert. Mit dieser Notation haben wir also einen kanonischen Isomorphismus

(A" V)* = Alt"(V) erhalten. Im Extremfall » = 0 verstehen wir hier wieder
V0 = A’V = k und unsere Aussage behilt ihre Giiltigkeit.

Ubung 7.4.3. Das Erzeugnis J, C V®" aller Tensoren mit zwei gleichen Ein-
triagen féllt zusammen mit dem Erzeugnis J! C V®" aller Tensoren mit zwei
benachbarten gleichen Eintrigen.

Ubung 7.4.4. Gegeben ein Vektorraum V definiert jede Permutation o € S,
einen Endomorphismus [o] : V& = V®" durch das “Permutieren der Ten-
sorfaktoren”, in Formeln [o] : v ® ... ® v, = Vo) @ ... ® Uy(). Man zei-
ge, dafl diese Endomorphismen eine Rechtsoperation definieren, in Formeln
[0] o [r] = [T 0 g]. Unter alternierenden Tensoren versteht man diejeni-
gen Elemente von V®", die beim Vertauschen von zwei Tensorfaktoren ihr
Vorzeichen wechseln, in Formeln die Elemente des Teilraums

(Ve = [t € VO | [0](t) = (sgno)t Vo € S,}

Man zeige, dafl im Fall eines Grundkorpers der Charakteristik Null die ka-
nonische Projektion V& — A"V einen Isomorphismus (V&) = A"V
induziert. Man zeige weiter, daf§ im Fall eines Grundkorpers der Charakte-
ristik Null der Alternator alt : V& — (V®")%8" gegeben durch

te S san(o)fol(1)

O'GST
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eine Projektion im Sinne von 1.6.4 ist.

7.4.5. Gegeben r,s > 0 gibt es genau eine Abbildung

r S r+s
AVxAV - AV

derart, daff mit dem Zusammentensorieren von Tensoren in der oberen Ho-
rizontale und besagter Abbildung in der unteren Horizontale das Diagramm

Ver « V®s - V®(r+s)

i |

/\'r’vx/\sv /\'r—l-SV

kommutiert. Man folgert das unschwer aus Ubung 7.1.7, da die obere Horizon-
tale unseres Diagramms sowohl J, x V5 als auch V" x J, auf Teilmengen von
J, . abbildet. Unsere so konstruierte Abbildung A"V x A°V — A"V ist
offensichtlich bilinear. Sie wird notiert als (w, n) — wAn und heifit das Dach-
produkt, englisch wedge-product, franzosisch produit extérieur. Aus
der Konstruktion ergibt sich unmittelbar seine Assoziativitit, in A"V
gilt also

(WA AE=wA(NAS)
fiir alle w € A"V, ne A°V und € € A'V. Die direkte Summe

AV =BV

r>0

wird mit dem komponentenweisen Dachprodukt insbesondere ein Ring mit
Eins-Element 1 € k= A" V.

7.4.6. Ganz allgemein bezeichnet man einen k-Vektorraum A mit einer bili-
nearen Verkniipfung Ax A — A als eine k-Algebra und versteht unter einem
Algebrenhomomorphismus in eine weitere k-Algebra eine k-lineare Abbil-
dung, die mit den jeweiligen Verkniipfungen vertréglich ist. Ist die Verkniip-
fung einer Algebra assoziativ, so spricht man von einer assoziativen Alge-
bra. Gibt es fiir diese Verkniipfung ein neutrales Element, so spricht man
von einer unitidren Algebra. Eine Algebra ist also genau dann assoziativ
und unitér, wenn die zugrundeliegende Menge mit der Vektorraum-Addition
als Addition und der bilinearen Verkniipfung als Multiplikation ein Ring ist.
Ich schlage deshalb vor, derartige Algebren Ringalgebren zu nennen. Unter
einem Homomorphismus von Ringalgebren verstehen wir dann einen
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Algebrenhomomorphismus, der auch ein Ringhomomorphismus ist. Wir koén-
nen diese Abbildungen sowohl charakterisieren als Algebrenhomomorphis-
men, die das neutrale Element auf das neutrale Element werfen, als auch als
iitber dem Grundkorper lineare Ringhomomorphismen. Wir vereinbaren fiir
die Menge der Ringalgebrenhomomorphismen von einer k-Ringalgebra A in
eine k-Ringalgebra B die Notation Ralg, (A, B).

7.4.7. In dieser Terminologie ist /\ V' eine Ringalgebra. Sie heifit die &uflere
Algebra des Vektorraums V. Die offensichtliche Identifikation V' = A'V
notieren wir kurzerhand v — v und behandeln sie auch sprachlich als Gleich-
heit. Gegeben v € V' gilt in /\2 V wegen v ® v € Jy natiirlich v Av = 0, und
mit 2.7.10 folgt

vAw=—-wAv YoweV

Definition 7.4.8. Sei k ein Korper, V' ein k-Vektorraum, (v;);c; eine Basis
von V und < eine Anordnung von I. Gegeben J C I mit [J| = r < oo
erkliren wir dann ein Element vy € A"V als das Dachprodukt

UJ:Ui1/\"'/\Ui7-

fiir i1 < 19 < ... < 1, die der Grofle nach geordneten Elemente von J. Im
Extremfall » = 0 vereinbaren wir vp =1 € k = /\0 V.

Proposition 7.4.9 (Basen der dufleren Potenzen). Sei k ein Korper,
V' ein k-Vektorraum und (v;);e; eine Basis von V. Sei eine Anordnung auf I
gewdhlt. Gegeben r > 0 bilden dann die vy mit J C I und |J| =r eine Basis
der r-ten duferen Potenz \" V.

Beweis. Alle Tensoren v;, ® ...®v;, fir iy,...,1. € I beliebig erzeugen nach
7.2.9 die r-te Tensorpotenz V®". Alle Dachprodukte v;, A ... A v; erzeugen
folglich die r-te duBere Potenz /" V. Beim Umordnen derartiger Dachpro-
dukte &ndert sich hochstens das Vorzeichen, und kommt ein Vektor doppelt
vor, ist das fragliche Dachprodukt eh null. Folglich erzeugen die Dachpro-
dukte v;, A ... Awv;, mit i1 < ... < 7, unsere r-te duflere Potenz, und es
bleibt nur, ihre lineare Unabhéngigkeit nachzuweisen. Dazu betrachten wir
fiir fi,..., f. € V* beliebig die lineare Abbildung

alt(fi,..., fr): yer — k
w @ ... Qw, — det(fi(w;))

Sie verschwindet offensichtlich auf J, und induziert folglich eine lineare Ab-
bildung A"V — k. Betrachten wir nun die Koordinatenfunktionen v} € V*
zu unserer Basis (v;);e; und bezeichnen fiir jedes r-elementige J C I be-
stehend aus den der Grofle nach geordneten Elementen i; < ... < 4, mit
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alt(vy,,...,v5) =v5 : A"V — k die zu v, ..., v; gehorige Linearform, so

folgt aus den Eigenschaften der Determinante fiir je zwei r-elementige Teil-
mengen J, K C I unmittelbar

1 J=K;

0 sonst;

s = {

Das impliziert die lineare Unabhéngikeit der v. ]

Proposition 7.4.10 (AuBlere Potenzen und Dualisieren). Sei k ein
Korper, V' ein k-Vektorraum und r > 0. So existiert genau eine bilineare

Abbildung
AV x ANV =k

mit ((fi Ao A fr), (wr ALoo Awy)) = det(fi(w;)), und im Fall dim' V' < oo
induziert diese Abbildung einen Isomorphismus

AV S ( A v)
7.4.11. Im Zweifelsfall interpretieren wir A" V* im folgenden als A\"(V*).

Beweis. Das wurde im wesentlichen bereits im Laufe des Beweises der vor-
hergehenden Proposition 7.4.9 gezeigt. Die Details bleiben dem Leser iiber-
lassen. O

7.4.12. Man beachte, dafl sich im Fall eines endlichdimensionalen Vektor-
raums V mithilfe dieser Proposition unser Isomorphismus (A" V)* = Alt" (V)
aus 7.4.2 zu einem Isomorphismus A"(V*) = Alt"(V) verldngern 148t. Mit
den durch diese [somorphismen gegebenen Vertikalen und dem Dachprodukt
in der oberen Horizontalen und dem Dachprodukt, wie wir es im Rahmen
des Stokes’schen Satzes in 77 direkt einfiithren, in der unteren Horizontalen
kommutiert dann das Diagramm

/\7" V* x /\S vV /\T+8 V*

[

AL (V) x AL (V) —— AL (V)

Die hier gegebene Konstruktion des Dachprodukts benotigt zwar den grofie-
ren begrifflichen Aufwand, scheint mir aber sehr viel durchsichtiger als die
im Rahmen des Beweises von 77 gegebene direkte Konstruktion.
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7.4.13. Aus 7.4.9 folgt fiir einen Vektorraum V' endlicher Dimension dim V' =

d < oo sofort
A d
dlm/\ V = <T>

und insbesondere dim A*V =1 und A"V = 0 fiir r > d. Man kiirzt deshalb
im endlichdimensionalen Fall oft A™™" V = A™V ab.

Beispiel 7.4.14. Eine Basis von /\2 R* besteht etwa aus den sechs Vektoren
e N\ €2, €1 N €3, €1 A €4, €2 A €3, €2 N ey und €3 N ey.

7.4.15 (Maximale duflere Potenz und Determinante). Jede lineare Ab-
bildung f : V — W induziert lineare Abbildungen f®" : V" — W®" und
durch Ubergang zu den Quotienten lineare Abbildungen A" f : A"V —
/" W, die in ihrer Gesamtheit einen Ringhomomorphismus

ArAY = AW

liefern. Natiirlich gilt auch A(fog) = (A f)o(A g) und A(id) = id. Ist speziell
f 'V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums, so
ist A" f: A"V = A"V ein Endomorphismus eines eindimensionalen
Vektorraums alias ein Skalar. Wir zeigen nun, dafl dieser Skalar genau die
Determinante von f ist, in Formeln

max

N\ f=detf

Sei dazu vy, ..., v, eine Basis von V. Dann ist v; A ... A v, nach 7.4.9 eine
Basis von A" V. Haben wir f(v;) =" aj;v;, so folgt

(ANf)(or Ao Av,) = flor) Ao A f(og)
= O ajnv) A A amwr)

77777

= D es, SE0(0) o)1 - - - Ao(nynV1 A - .. AUy

= (det fluyy A... Ay,

Die Multiplikationsregel fiir Determinanten folgt mit diesen Erkenntnissen
unmittelbar aus der Relation A"*(f o g) = (A™ f) o (A" g). Daf} die
Determinante eines Endomorphismus f : V' — V verschwindet, falls die-
ser nicht vollen Rang hat, kann man in diesem Formalismus auch wie folgt
einsehen: Man schreibt f als Verkniipfung V' — im f — V, und unter der
Annahme d = dimV > dim(im f) folgt A*(im f) = 0, womit dann auch die
Komposition AV — A%(im f) — A"V die Nullabbildung sein mus§.
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Ubung 7.4.16. Gegeben eine (n x m)-Matrix A und eine (m x n)-Matrix B
kann man die Determinante der (n x n)-Matrix AB bestimmen wie folgt:
Fiir jede n-elementige Teilmenge I C {1,...m} mit Elementen i; < ... < i,
moge A; gerade aus den Spalten von A der Indizes i4,...,%, bestehen und
BT aus den Zeilen von B der Indizes iy, . ..,14,. So gilt

det(AB) = ) _ (det A;)(det B")

[I|l=n

7.4.17. Fiir einen k-Vektorraum V endlicher Dimension dim V' = n liefert
das Dachprodukt nichtausgeartete Paarungen AV x A"V — A"V, denn
wir haben v; Avy; = v A ... A v, falls I das Komplement von J ist und
Null sonst. Jeder Isomorphismus A"V = k definiert also insbesondere einen
Isomorphismus A"~V = V*,

Ubung 7.4.18. Ist V! < V — V" eine kurze exakte Sequenz endlichdimen-
sionaler Vektorrdume, so induziert mit der Notation d = dim V" das Dach-
produkt A™ V' @ A*V S A™V einen Isomorphismus, den sogenannten
kanonischen Isomorphismus

max max max

/\V/@/\V//:> /\V

7.5 Das kanonische Skalarprodukt
Das kam in der Vorlesung 2008/2009 nicht vor.

Definition 7.5.1. Sei V' ein reeller Vektorraum und L ein eindimensionaler
orientierter reeller Vektorraum. Unter einem Skalarprodukt auf V mit
Einheiten L verstehen wir eine symmetrische bilineare Abbildung

s: VXV — L[®?

mit v # 0 = s(v,v) > 0 fiir diejenige Orientierung auf L®?, die charakteri-
siert wird durch die Eigenschaft a®a € Lg’g fir alle @ € L\0. Die Orientierung
auf L setzen wir hier nur deshalb voraus, damit wir eine Wurzelabbildung
V' i L22 — L erkliren kénnen als das Inverse des Quadrierens Lsg — LZ2,

a— a® a, so da} wir die Lange eines Vektors erkliaren kénnen als

[o]ls = V/s(v,v) € Lo

7.5.2. Gegeben ein dreidimensionaler reeller Vektorraum mit ausgezeichne-
ter Drehgruppe im Sinne von 6.9.2 will ich nun in vollstdndiger kanonischer
Weise ein Skalarprodukt mit Einheiten konstruieren. Dazu miissen wir aus
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diesen Daten zuerst einmal einen orientierten eindimensionalen Vektorraum
konstruieren, den wir den “Vektorraum der L&ngen” nennen werden. Das
braucht bereits einige Vorbereitungen.

Definition 7.5.3. Gegeben eine Gruppe G, eine G-Menge X und eine G-
Rechtsmenge Y definieren wir ihr balanciertes Produkt

YXGX

als den Quotienten des kartesischen Produkts Y x X nach der Aquivalenz-
relation (yg,x) ~ (y,gx) Yy € Y,z € X und g € G, alias den Bahnenraum
von Y x X unter der durch die Vorschrift g.(y,z) = (yg~', gz) gegebenen
G-Operation. Die Aquivalenzklasse alias Bahn von (y,z) € Y x X notieren
wir [y, z] € Y xg X.

Ubung 7.5.4. Seien k ein Kérper, V ein k-Vektorraum und G eine Gruppe.
Seien weiter p : G — GL(V') ein Gruppenhomomorphismus und Y ein G-
Torsor. So gibt es auf dem balancierten Produkt

Y Xg V=YX,V

genau eine Struktur als k-Vektorraum derart, daf§ fiir alle y € Y die Abbil-
dung v — [y, v] einen Vektorraumisomorphismus V =Y x ¢ V liefert.

Definition 7.5.5. Sei V' ein dreidimensionaler reeller Vektorraum V mit
einer ausgezeichneten Drehgruppe D C GL(V') im Sinne von 6.9.2. Eine
Bahn [ C V\0 unserer Drehgruppe D nennen wir eine positive Liinge. Diese
positiven Langen bilden in natiirlicher Weise einen R y-Torsor im Sinne von
6.1.6.7. Den zugehorigen orientierten eindimensionalen Vektorraum der
Langen erklidren wir als das balancierte Produkt

LD :L=L>0 XR>0R

versehen mit derjenigen Orientierung, fir die alle Vektoren [[, ] mit [ €
L~y und o« > 0 positiv orientierte Basen sind. Die Injektion L.y — L,
[ — [l,1] notieren wir nicht extra, sondern fassen sie im weiteren als die
Einbettung einer Teilmenge auf, deren Bild im iibrigen genau die positiven
Vektoren unseres orientierten eindimensionalen Vektorraums sind, so daf§ wir
mit dieser Notation keine Zweideutigkeiten erzeugen. Wir nennen Lp die
Langengerade unserer Drehgruppe.

7.5.6. Gegeben ein dreidimensionaler reeller Vektorraum V' mit ausgezeich-
neter Drehgruppe D C GL(V) gibt es genau ein Skalarprodukt auf V' mit
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Einheiten in der zugehorigen Langengerade L, in Formeln genau eine posi-
tiv definite symmetrische bilineare Abbildung s : V x V — L®? derart, da83
gilt s(v,v) = Dv ® Dv fur alle v # 0, wo Dv € Lyy C L die Bahn von v
unter der Drehgruppe D meint. Hier folgt die Eindeutigkeit von s aus der
Polarisierungsidentitét und die Existenz erhilt man, indem man das Ende
des Beweises von 6.9.3 geeignet variiert. Ich schlage vor, diese Abbildung

s:VxV — L%

das kanonische Skalarprodukt unserer Drehgruppe zu nennen, da sie ein
Skalarprodukt mit Einheiten im Sinne unserer Definition 7.5.1 ist, das nur von
der ausgezeichneten Drehgruppe und sonst von keinerlei Wahlen abhéngt.

7.5.7. Ich fasse nun nocheinmal unser mathematisches Modell des Anschau-
ungsraums zusammen: Wir modellieren den Anschauungsraum, wie in 1.9.5
erklart, als einen dreidimensionalen reellen affinen Raum

E

zusammen mit einer ausgezeichneten Bewegungsgruppe im Sinne von 3.1.2.
Die Geraden entsprechen unseren Sichtlinien. Die ausgezeichneten Bewegun-
gen entsprechen den anschaulichen Bewegungen, wie in 3.1.3 ausgefiihrt wird.
Im Richtungsraum des Anschaungsraums erhalten wir dann eine ausgezeich-
nete Drehgruppe im Sinne von 6.9.2; die hinwiederum wie in 7.5.5 und 7.5.6
erklédrt eine ausgezeichnete Langengerade liefert, die wir in diesem Fall mit

L

bezeichnen, nebst einem Skalarprodukt (, ) mit Einheiten in dieser Langen-
gerade. Zumindest in Europa wird diese Léngengerade meist vermittels des
in der franzosischen Revolution gewihlten Meters m € L.y mit R identi-
fiziert. Das kanonische Skalarprodukt auf dem Richtungsraum des Anschau-
ungsraums nimmt also Werte in einem eindimensionalen reellen Vektorraum
an, in dem das “Quadratmeter” eine Basis ist. Man notiert es meist abkiir-
zend m? statt m®?, wie es eigentlich unserer Vereinbarung 7.4.1 entsprechen
wiirde.

Ubung 7.5.8. Wir erinnern 7.5.4. Sei k ein Korper. Wir betrachten fiir alle
r € 7Z den Gruppenhomomorphismus k£* — GL(k) = k* gegeben durch
A — A\, So erhalten wir im Fall > 0 fiir jeden eindimensionalen Vektorraum
V' einen Isomorphismus

(V\O) s k5 VO
[v, Al = A(v®)
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und im Fall » < 0 fiir jeden eindimensionalen Vektorraum V' einen Isomor-
phismus
(V\O) X x k ; (V*)@(—r)
Al = AW)E)

mit v* definiert durch v*(v) = 1. In diesem Sinne werden wir von nun an
negative Tensorpotenzen eines eindimensionalen Vektorraums als die ent-
sprechenden positiven Potenzen des Dualraums interpretieren.

Ubung 7.5.9. Wir erinnern 7.5.4. Seien V, W zwei k-Vektorrdume derselben
Dimension. Wir betrachten die Gruppe G = GL(W) und den Gruppenhomo-
morphismus G — GL(A" W) gegeben durch g — A" g. Sei Y = Hom™ (W, V)
der G-Torsor aller Isomorphismen W = V. So erhalten wir einen Isomorphis-
mus
Y Xa /\r W = /\T Vv
o wl = (A )W)
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Lineare Algebra

. Was ist ein Korper? Wie leitet man die Regel fiir das Addieren von

Briichen aus den Korperaxiomen ab?

. Was ist eine Basis eines Vektorraums? Koénnte es passieren, dafl ich in

demselben Vektorraum eine Basis mit 13 Elementen und eine mit 17
Elementen finde? Was ist die Dimension eines Vektorraums? Hat jeder
Vektorraum eine Basis? Was ist iiberhaupt ein Vektorraum? Wie leitet
man 0v = 0 aus den Vektorraumaxiomen ab?

. Warum ist jedes unverkiirzbare Erzeugendensystem eine Basis? Warum

ist jede unverldngerbare linear unabhéngige Teilmenge eine Basis?

. Wie versieht man die Menge der Homomorphismen von einem Vek-

torraum zu einem anderen mit der Struktur eines Vektorraums? Wie
berechnet man die Dimension eines derartigen Raums von Homomor-
phismen?

. Was ist die Matrix einer ebenen Drehung um 45°7 Was ist ihre Deter-

minante? Thre Eigenwerte?

Geben Sie eine (3 x 3)-Matrix vom Rang ... ohne Nullen an. Was
ist deren Determinante? Was ist die Losungsmenge des zugehérigen
Gleichungssystems? Was sind die Eigenwerte?

. Was ist die Determinante einer Matrix? Wie rechnet man sie aus?

Warum hat die transponierte Matrix dieselbe Determinante? Warum
ist jede Matrix mit von Null verschiedener Determinante invertierbar?

Besitzt jede Matrix einen Eigenwert? Ist jede Matrix diagonalisierbar?
Beispiel? Gegenbeispiel? Ist jede relle symmetrische Matrix diagonali-
sierbar? Beweis?

. Was ist ein Eigenwert einer linearen Abbildung? Welche Eigenwerte hat

das Ableiten, aufgefafit als lineare Abbildung vom Raum der beliebig
oft differenzierbaren reellen Funktionen auf der reellen Zahlengeraden
C(R) in sich selbst? Welche Eigenwerte hat das Ableiten aufgefafit
als lineare Abildung vom Raum der Polynome in sich selbst? Was sind
die Eigenrdume? Und wenn man Koeffizienten in einem Korper der
Charakteristik ... nimmt?

Wieviele Untervektorraume hat ein . . .-dimensionaler Vektorraum tiber
dem Koérper mit ... Elementen?
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11.

12.

13.

14.

15.

Wieviele angeordnete Basen hat ein . . .-dimensionaler Vektorraum iiber
dem Korper mit ... Elementen?

Nimmt die quadratische Form ... positive und negative Werte an? Wie
findet man so etwas im allgemeinen heraus?

Berechnen Sie die inverse Matrix zu . ..

Was versteht man unter dem Rang einer Matrix? Warum stimmen Zei-
lenrang und Spaltenrang stets {iberein?

Wie héngen die Eigenwerte einer invertierbaren Matrix zusammen mit
den Eigenwerten ihrer Inversen? Wie héingt die Jordan’sche Normal-
form einer invertierbaren Matrix zusammen mit der Jordan’schen Nor-
malform ihrer Inversen?

Algebra

. Gibt es eine Gruppe mit ... Elementen? Gibt es eine abelsche Gruppe

mit ... Elementen? Wie konstruiert man iiberhaupt so eine Restklas-
sengruppe? Was ist das Inverse zu ... in Z/aZ? Wieviele paarweise
nicht isomorphe abelsche Gruppen gibt es mit ... Elementen? Welche?

. Wieviele Gruppenhomomorphismen gibt es von Z/4Z nach Z/6Z?

. Wieviele Elemente hat GL(3;F7)? Wie grof ist die 7-Sylow darin? Kén-

nen Sie eine 7-Sylow angeben?

. Hat jedes Polynom eine Nullstelle? Kann man den Grundkérper so

vergroflern, daf} es eine kriegt? Wie geht das?

. Ist das Polynom ... irreduzibel? Was ist ein irreduzibles Polynom? In-

wieweit ist die Zerlegung eines Polynoms in irreduzible Faktoren ein-
deutig? Warum?

. Wieviele Nullstellen kann das Polynom ... héchstens haben? Warum?

Gibt es zu vorgegebenen Nullstellen stets ein Polynom, das genau diese
Nullstellen hat? Warum-warum nicht?

Gibt es einen Korper mit . .. Elementen? Wie zeigt man das? Wann ist
Z/aZ ein Korper? Warum ist Z/10Z kein Kérper? Wie rechnet man
in diesem Ring? Besitzt ... darin ein multiplikatives Inverses? Und
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zwar welches? Welche abelsche Gruppe erhélt man als Einheitengrup-
pe? Welche abelsche Gruppe ist die multiplikative Gruppe des Kor-
pers mit ... Elementen? Welche Kardinalitdt kann ein endlicher Kor-
per haben? Warum? Sind je zwei Korper mit ... Elementen isomorph?
Warum?

. Was ist die Automorphismengruppe des Korpers mit ... Elementen?

Wie zeigt man das?

Ist das regelméfBige . . .-Eck konstruierbar mit Zirkel und Lineal? Warum
oder warum nicht? Welche regelméfligen n-Ecke sind eigentlich konstru-
ierbar? Warum-warum nicht?

Analysis

. Wie bestimmt man die Ableitung des Arcustangens? Was ist {iberhaupt

die Ableitung? Was bedeutet darin das Symbol lim? Wie entwickelt
man arctg in eine Potenzreihe? Warum ist diese Rechnung erlaubt?...

. Was ist lim,_. ~2t—? Was bedeutet lim,_, g(z) = b? Wie ist die

log z+e*
Exponentialfunktion definiert? Kennen Sie andere Funktionen, die ihre

eigene Ableitung sind? Sind das alle? Warum?

Berechnen Sie den Schwerpunkt eines Kuchenstiicks: Stellen Sie es auf
die Spitze und integrieren die Hohe y iiber das entsprechende Gebiet.
Wie lautet allgemein die Formel zur Transformation von Mehrfach-
integralen auf krummlinige Koordinaten? Was ist die Beziehung zur
Substitutionsregel?

Finden Sie eine Stammfunktion fiir den Arcustangens, [ arctan; wie ist
iiberhaupt das Integral definiert? Warum kann es mittels Stammfunk-
tionen berechnet werden?

. Was bedeutet lim,, ., a, = a? Schreiben Sie es mit den zugehétrigen

Hfir alle” und ,es gibt“ einmal auf. Wie folgt lim,, .., 1/n = 07

. Wie ist die Exponentialfunktion definiert? Warum konvergiert diese

Reihe? Wie zeigt man das Quotientenkriterium? Das Majorantenkrite-
rium?

(Falls es dran war) Kennen Sie eine Funktion, die ihre eigene dritte
Ableitung ist, f” = f7 Konnen Sie alle derartigen Funktionen f: R —
C angeben? Konnen Sie alle derartigen Funktionen f: R — R angeben?
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8. Wie ist das Integral f: f(z)dx fiir f: [a,b] — R stetig definiert? Welche
Probleme konnen fiir f unstetig auftreten? Was bedeutet gleichméaflig
stetig?

9. Wie ist der Logarithmus definiert? Warum wird jede positive reelle Zahl
als Wert der Exponentialfunktion angenommen? Was ist die Ableitung
des Logarithmus? Seine Potenzreihenentwicklung? Das Integral? Die
Potenzreihenentwicklung um den Punkt p = 57 Der Konvergenzradius
daselbst?

10. Was ist das hoherdimensionale Analogon der Ableitung? Wie héngt
das totale Differential mit den partiellen Ableitungen zusammen? Wie
lautet in dieser Allgemeinheit die Kettenregel? Wie zeigt man sie?

11. Was ist das Lebesgue-Maf3? Wie ist das Lebesgue-Integral definiert?
Wias ist seine Beziehung zu absoluter Konvergenz?
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selbstinvers, 253
Sequenz
kurze exakte, 286
Sesquilinearform, 175
Sieb des Eratosthenes, 137
Signatur, 218
Signum, 154
Signum einer Permutation, 152
Skalar, 80
Skalarprodukt
auf komplexem Vektorraum, 175
auf reellem Vektorraum, 171
kanonisches, 308
Skalarprodukt auf V' mit Einheiten L,
306
skalarproduktsenkrecht, 173
Smith-Normalform, 108, 113
Smith-Zerlegung, 263
SO(V') spezielle orthogonale Automor-
phismen, 184
SO(n) spezielle orthogonale Matrizen,
184
Spaltenindex, 73
Spaltenrang, 109
Spaltenvektor, 101
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Spann, 83
Spat, 200
Spatprodukt, 199
Spur
einer Matrix, 112
eines Endomorphismus
von endlichdimensionalem Raum,
112
von endlichem Rang, 112
stabil
Teilmenge unter Abbildung, 224
unter Gruppe, 242
Stabilisator, 241
Standardbasis, 86
Standardorientierung, 192
Standardskalarprodukt, 175
Standgruppe, 241
Strahl, 279
Streichmatrix, 162
SU(V') spezielle unitidre Automorphis-
men, 184
SU(n) spezielle unitare Matrizen, 184
Summanden, 11
Summe
von Untervektorrdumen, 224
von Vektorrdumen, 222
Surjektion, 36
surjektiv
Abbildung, 36
Sylvester
Trégheitssatz, 217
Symmetrie, 264
fiir Relation, 148
symmetrisch
bilineare Abbildung, 158
Bilinearform, 173
Matrix, 203
symplektische Form, 220
symplektischer Vektorraum, 220
System von Teilmengen, 78



328

T, 120

Teilen in Polynomringen, 143

Teiler, 132
teilerfremd, 135
Teilmenge, 25

echte, 25
Teilraum, 82
teilt, 132, 135
Tensorprodukt

iiber Korper, 290
Tetraeder, 265
Tetraedergruppe, 264
torsionsfrei

Gruppe, 257
Torsor

von links, 242

von rechts, 244
tr Spur alias “trace”, 112
trace

einer Matrix, 112
Trégheitssatz

Sylvester’scher, 217
transitiv

Gruppenwirkung, 242
Translation, 119
transponiert

Matrix, 104
transponierte, 115
trivial

Operation, 239
Tupel, 77

U(n) unitédre Matrizen, 183
umgeklappte Dreieck, 275
Umkehrfunktion, 39
ungerade
Permutation, 152, 154
Zahl, 131
unipotent, 232
unitar, 180
Matrix, 182
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unitdarer Raum, 176
Universelle Eigenschaft
des Quotientenraums, 285
des Raums der Aquivalenzklassen,
149
Untergruppe, 134
erzeugt von Teilmenge, 134
triviale, 134
Untervektorraum, 82
Urbild
von Menge, 36

van-de-Ven-Diagramme, 27
van-der-Monde-Determinante, 161
Vektor

Element eines Vektorraums, 80
Vektorraum, 79

komplex konjugierter, 205
Vereinigung, 26

von Mengenfamilie, 79

von Mengensystem, 78
Verjiingung von Tensoren, 297
Verkniipfung

auf einer Menge, 44

von Abbildungen, 36
Verkniipfungstabelle, 45
Vielfachheit

einer Nullstelle, 144
voll

Rang, 109

wedge-product, 302
Wert, 33
Wertebereich, 33
Wilson

Satz von, 141
Winkel, 191
Wirkung

einer Gruppe, 239
Wiirfel, 265
Wiirfelgruppe, 264
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Wurzel
von Polynom, 142

kartesisches Produkt, 28
Young-Diagramm, 232

Z. ganze Zahlen, 25

Zahl
ganze, 25
gerade, 131

natiirliche, 25
rationale, 25
ungerade, 131
Zeilenindex, 73
Zeilenrang, 109
Zeilenstufenform, 71
Zeilenvektor, 104
Zeiteinheit
nichtrelativistische, 194
Zeitpunkt, 120
Zeitspanne, 194
Zerlegung in Linearfaktoren, 144
zyklisch
Anordnung, 40
Gruppe, 252
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