Ubungblitter zur Algebra und Zahlentheorie bei Soergel
im WS 2024/25

Allgemeine Hinweise:

* Bei der Bearbeitung der Uungen und spiter der Klausuraufgaben ist kei-
ne iibertriebene Ausfiihrlichkeit gefordert. Einfach zu schreiben, es sei klar,
reicht nicht, aber eine schliissige Kette von richtigen Argumenten in der
nichsten Stufe der Ausfiihrlichkeit reicht aus. Allerdings soll die Argumen-
tationskette auch fiir Sie selbst schliissig sein. Sie miissen sie im Tutorat
erkldaren konnen und in der Lage sein, auf Nachfragen Schritte Threr Ar-
gumentation genauer auszufithren. In der Vorlesung bewiesene Aussagen
miissen dabei aber keinesfalls nochmals bewiesen werden, da reicht ein Zi-
tat.

* Es gibt jede Woche vier Aufgaben und fiir jede Aufgabe gibt es vier Punkte,
obwohl der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben durchaus sehr unterschiedlich
sein wird. Ergiinzende Ubungen sind meist schwieriger, sind fiir die Klausur
nicht relevant und geben bis zu vier Bonuspunkte.

+ Die Ubungen werden Dienstags ausgegeben und miissen die Woche danach
am Dienstag vor der Vorlesung abgegeben werden. Sie seien ermutigt, die
Aufgaben mit Thren Kommilitonen zu besprechen und zu zweit abzugeben.
Mehr als zwei Namen auf einem Zettel gilt aber nicht.

+ Die Ubungen werden auf den folgenden Seiten dieses Textes ins Netz ge-
stellt, der jede Woche um das Ubungsblatt der jeweiligen Woche erginzt
werden wird.



Anwesenheitsaufgaben zweite Vorlesungswoche
Algebra und Zahlentheorie

Diese Ubungen miissen nicht abgegeben werden, sondern sollen im Laufe der
zweiten Vorlesungswoche in den Tutoraten bearbeitet werden. Zu diesem Zeit-
punkt liegen ja noch keine korrigierten Hausaufgaben vor, die zu besprechen
waren.

Ubung 0.1. Seien M ein Monoid und e sein neutrales Element. Man zeige: Unser
Monoid ist genau dann eine Gruppe, wenn es fiir jedes a € M ein a € M gibt mit
a T a = e, und dies Element a ist dann notwendig das Inverse von a in M.

Ubung 0.2. Ein endliches Monoid (M, T), in dem fiir jedes Element a € M die
Multiplikationsabbildung eine Injektion (aT) : M < M ist, muf} bereits eine
Gruppe sein.

Ubung 0.3 (Koinduzierte Verkniipfung). Sei (X, T) eine Menge mit Verkniip-
fung. Gegeben eine Surjektion X — () gibt es hochstens eine Verkniipfung auf
@ derart, dal unsere Surjektion ein Homomorphismus von Magmas ist. Wenn es
solch eine Verkniipfung gibt, heilit unsere Surjektion an die Verkniipfung ange-
paBt und die fragliche Verkniipfung auf () die auf () koinduzierte Verkniipfung.
Zum Beispiel ist die Surjektion N — {0, 1,...,9}, die jeder Zahl die letzte Ziffer
ihrer Dezimaldarstellung zuordnet, angepal3t sowohl an die Addition als auch an
die Multiplikation.

Ubung 0.4 (Eigenschaften einer koinduzierten Verkniipfung). Die Eigenschaf-
ten der Assoziativitit und Kommutativitidt iibertragen sich auf die koinduzierte
Verkniipfung. Das Bild des Einselements ist ein Einselement fiir die koinduzierte
Verkniipfung, das Bild des Inversen ein Inverses. Jede koinduzierte Verkniipfung
zu einer angepalten Surjektion von einer Gruppe auf eine Menge macht besagte
Menge zu einer Gruppe.

Ubung 0.5. Ist M eine Menge mit assoziativer Verkniipfung und existiert ein ¢ €
M miteTa = a Va € M sowie fiir jedesa € M eina € M mitaTa = e, so ist
M eine Gruppe. Hinweis: Man zeige, daB3 a T bijektiv ist.



Ubungen Algebra und Zahlentheorie
Abgabe bis Dienstag, den 22.10 um 10:15

Ubung 1.1. Eine endliche nichtleere Teilmenge einer Gruppe, die mit je zwei Ele-
menten auch die Verkniipfung der beiden enthilt, ist notwendig bereits eine Un-
tergruppe.

Ubung 1.2. Wieviele Untergruppen hat die additive Gruppe eines zweidimensio-
nalen Vektorraums tiber dem Korper mit zwei Elementen? Wieviele Untergruppen
hat die additive Gruppe eines n-dimensionalen Vektorraums iiber dem Korper mit
zwei Elementen?

Ubung 1.3. Man berechne den groBten gemeinsamen Teiler von 3456 und 436
und eine Darstellung desselben als ganzzahlige Linearkombination unserer beiden
Zahlen.

Ubung 1.4. Gegeben zwei von Null verschiedene natiirliche Zahlen a, b nennt
man die kleinste von Null verschiedene natiirliche Zahl, die sowohl ein Vielfa-
ches von a als auch ein Vielfaches von b ist, das kleinste gemeinsame Vielfache
von a und b und notiert sie kgV(a,b). Man zeige in dieser Notation die Formel
kgV(a,b) ggT(a,b) = ab.



Ubungen Algebra und Zahlentheorie
Abgabe bis Dienstag, den 29.10 um 10:15

Ubung 2.1. Haben zwei endliche Untergruppen einer Gruppe teilerfremde Kardi-
nalitdten, so besteht ithr Schnitt nur aus dem neutralen Element.

Ubung 2.2. Man zeige, daB in der symmetrischen Gruppe S, die Doppeltransposi-
tionen zusammen mit dem neutralen Element einen Normalteiler D C S, bilden,
und konstruiere einen Isomorphismus Sy/D = S;.
Ubung 2.3. Gegeben ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G und
ein Normalteiler N C G mit Urbild ¢~'(N) = N C G induziert ¢ einen Grup-
penisomorphismus

0:G/N > G/N

Ubung 2.4. Sei G D H eine Gruppe mit einer Untergruppe. Ist G/H endich, so
zeige man, daf8 H einen Normalteiler N von G umfafit mit G /N endlich.



Ubungen Algebra und Zahlentheorie
Abgabe bis Dienstag, den 5.11 um 10:15

Ubung 3.1. Man fiihre die Induktion zum Beweis des Chinesischen Restsatzes
aus und zeige: Ist m = ¢q; ... gs ein Produkt von paarweise teilerfremden ganzen
Zahlen, so liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

Z/mZL = L)l X ... x L]qZ
Ubung 3.2. Gegeben Primzahlen p, .. ., p, und eine Zahl e mit
e=1 (mod (p;—1)) Vi

zeige man fiir alle a € Z die Kongruenz a° = a (mod (p; ...p;)).

Ubung 3.3. Gibt es ein Vielfaches von 17, dessen letzte Ziffern 39 lauten? Wie
rechnen Sie sowas aus?

Ubung 3.4. Wieviele Moglichkeiten gibt es, fiir eine Schatzsuche eine Klasse mit
21 Schiilern in drei Mannschaften zu je sieben Schiilern aufzuteilen? Wie hilft die
Bahnformel?



Ubungen Algebra und Zahlentheorie
Abgabe bis Dienstag, den 12.11 um 10:15

Ubung 4.1. Man gebe eine Kompositionsreihe der symmetrischen Gruppe Sy an.
Ubung 4.2. Man zeige: Jede Untergruppe einer nilpotenten Gruppe ist nilpotent.

Ubung 4.3. Man zeige: Fiir jede Primzahl p gibt es bis auf Isomorphismus genau
zwei Gruppen der Ordnung 2p, eine zyklische Gruppe und eine Diedergruppe.
Hinweis: Man erinnere die Argumentation im Fall p = 3 und interessiere sich fiir

die Anzahl der 2-Sylows.
Ubung 4.4. Wieviele p-Sylows hat die Gruppe GL(2;F,)?



Ubungen Algebra und Zahlentheorie
Abgabe bis Dienstag, den 19.11 um 10:15

Ubung 5.1. Gegeben eine endliche Menge X und eine Abbildung f : X — X
zeige man, daB es natiirliche Zahlen m, n gibt mit n > 1 und f™ = f™*",

Ubung 5.2. Man zeige, daB das Bild eines Ideals unter einem surjektiven Ringho-
momorphismus stets wieder ein Ideal ist.

Ubung 5.3. Man zeige, daB es fiir jeden Ring R genau einen Ringhomomorphis-
mus Z — R gibt.

Ubung 5.4. Man finde das multiplikative Inverse der Nebenklasse von 22 im
Korper F3;. Hinweis: Euklidischer Algorithmus.



Ubungen Algebra und Zahlentheorie
Abgabe bis Dienstag, den 26.11 um 10:15

Ubung 6.1. Man zeige: Eine natiirliche Zahl, die kongruent zu sieben ist modulo
acht, kann nicht eine Summe von drei Quadraten sein. Nebenbei bemerkt ist auch
jede natiirliche Zahl, die nicht kongruent zu sieben ist modulo acht, eine Summe
von drei Quadraten. Das aber ist keine Ubungsaufgabe mehr, sondern braucht
solide Grundlagen in Zahlentheorie.

Ubung 6.2. Man finde ein Nichtquadrat « im Korper F5 und zeige, da der Rest-
klassenring F5[X]/(X? — a) ein Korper mit 25 Elementen ist.

Ubung 6.3. Man zeige, daB Z[ X | kein Hauptidealring ist.

Ubung 6.4. Sei k ein Korper. Man zeige: (1) Alle Polynome vom Grad 1 sind
irreduzibel in k[X]. (2) Ist P € k[X] irreduzibel und grad P > 1, so hat P keine
Nullstelle in k. (3) Ist P € k[X] \ k£ vom Grad grad P < 3 und hat P keine
Nullstelle in &, so ist P irreduzibel in k[X]. (4) Ist k algebraisch abgeschlossen,
so sind die irreduziblen Polynome in k[ X] genau die Polynome vom Grad 1. Man
gebe auch (5) ein Polynom positiven Grades in R[X | an, das keine Nullstelle hat,
aber dennoch nicht irreduzibel ist.



