
Übungblätter zur Algebra und Zahlentheorie bei Soergel
im WS 2025/26

Allgemeine Hinweise:

• Bei der Bearbeitung der Üungen und später der Klausuraufgaben ist kei-
ne übertriebene Ausführlichkeit gefordert. Einfach zu schreiben, es sei klar,
reicht nicht, aber eine schlüssige Kette von richtigen Argumenten in der
nächsten Stufe der Ausführlichkeit reicht aus. Allerdings soll die Argumen-
tationskette auch für Sie selbst schlüssig sein. Sie müssen sie im Tutorat
erklären können und in der Lage sein, auf Nachfragen Schritte Ihrer Ar-
gumentation genauer auszuführen. In der Vorlesung bewiesene Aussagen
müssen dabei aber keinesfalls nochmals bewiesen werden, da reicht ein Zi-
tat.

• Es gibt jede Woche vier Aufgaben und für jede Aufgabe gibt es vier Punkte,
obwohl der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben durchaus sehr unterschiedlich
sein wird. Ergänzende Übungen sind meist schwieriger, sind für die Klausur
nicht relevant und geben bis zu vier Bonuspunkte.

• Die Übungen werden Dienstags ausgegeben und müssen die Woche danach
am Dienstag vor der Vorlesung abgegeben werden. Sie seien ermutigt, die
Aufgaben mit Ihren Kommilitonen zu besprechen und zu zweit abzugeben.
Mehr als zwei Namen auf einem Zettel gilt aber nicht.

• Die Übungen werden auf den folgenden Seiten dieses Textes ins Netz ge-
stellt, der jede Woche um das Übungsblatt der jeweiligen Woche ergänzt
werden wird.
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Anwesenheitsaufgaben zweite Vorlesungswoche
Algebra und Zahlentheorie

Diese Übungen müssen nicht abgegeben werden, sondern sollen im Laufe der
zweiten Vorlesungswoche in den Tutoraten bearbeitet werden. Zu diesem Zeit-
punkt liegen ja noch keine korrigierten Hausaufgaben vor, die zu besprechen
wären.

Übung 0.1. Man führe in einem Beispiel den euklidischen Algorithmus aus und
finde eine Darstellung des ggT als Linearkombination der beiden Ausgangszahlen.

Übung 0.2. Man gebe ein unverkürzbares Erzeugendensystem der Gruppe Z2 an,
das aus drei Elementen besteht.

Übung 0.3. Seien M ein Monoid und e sein neutrales Element. Man zeige: Unser
Monoid ist genau dann eine Gruppe, wenn es für jedes a ∈ M ein ā ∈ M gibt mit
ā⊤a = e, und dies Element ā ist dann notwendig das Inverse von a in M .

Übung 0.4. Man zeige: Ein endliches Monoid (M,⊤), in dem für jedes Element
a ∈ M die Multiplikationsabbildung eine Injektion (a⊤) : M ↪→ M ist, muß
bereits eine Gruppe sein.
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Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 21.10 um 10:15

Übung 1.1. Ein Element a eines Monoids M ist invertierbar genau dann, wenn es
b, c ∈ M gibt mit b⊤a = e = a⊤c für e das neutrale Element.

Übung 1.2. Wieviele Untergruppen hat die additive Gruppe eines dreidimensio-
nalen Vektorraums über dem Körper mit drei Elementen?

Übung 1.3. Man bestimme alle Untergruppen von Z/20Z.

Übung 1.4. Sind H,K ⊂ G zwei Untergruppen einer endlichen Gruppe mit |H|
teilfremd zu |K| und |H| · |K| = |G|, so induziert die Verknüpfung eine Bijektion
H ×K → G.
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Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 28.10 um 10:15

Übung 2.1. Gegeben x, y zwei Elemente endlicher Ordnung in einer abelschen
Gruppe G teilt die Ordnung ihres Produkts das kleinste gemeinsame Vielfache
ihrer Ordnungen. Sind die Ordnungen von x und y teilerfremd, so gilt sogar
ord(xy) = (ord x)(ord y).

Übung 2.2. Man gebe alle Zahlen an, die bei Division durch 8 Rest 4 lassen,
bei Division durch 13 Rest 2, und bei Division durch 11 Rest 9. Hinweis: Der
euklidische Algorithmus liefert schon mal Lösungen, wenn ein Rest 1 ist und die
anderen Null.

Übung 2.3. Wieviele Gruppenhomomorphismen gibt es von Z/8Z zur symmetri-
schen Gruppe S4?

Übung 2.4. Man zeige: Gegeben ein surjektiver Gruppenhomomorphismus φ :
G ↠ Ḡ und ein Normalteiler N̄ ⊂ Ḡ mit Urbild φ−1(N̄) = N ⊂ G induziert φ
einen Gruppenisomorphismus

φ : G/N
∼→ Ḡ/N̄
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Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 4.11 um 10:15

Übung 3.1 (Verallgemeinerte Fermat’sche Kongruenz). Gegeben paarweise ver-
schiedene Primzahlen p1, . . . , pr und eine Zahl e mit e ≡ 1 (mod (pi − 1)) ∀i
zeige man für alle a ∈ Z die Kongruenz ae ≡ a (mod (p1 . . . pr)). Hinweis: Man
erinnere die Argumentation für die RSA-Verschlüsselung.

Übung 3.2 (Untergruppen zyklischer Gruppen). Man zeige: Jede Untergruppe
einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Genauer haben wir für beliebiges m ∈ N
eine Bijektion

{Teiler d ∈ N von m} ∼→ {Untergruppen von Z/mZ}
d 7→ dZ/mZ

Übung 3.3. Wieviele Erzeuger hat die multiplikative Gruppe eines Körpers mit elf
Elementen? Geben Sie einen Erzeuger an. Wieviele Elemente eines Körpers mit
elf Elementen sind Quadrate? Wieviele Elemente eines Körpers mit elf Elementen
sind dritte Potenzen?

Übung 3.4. Gibt es ein Vielfaches von 23, dessen letzte Ziffern 45 lauten? Gibt es
eine Potenz von 23, deren letzte Ziffern 45 lauten?
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Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 11.11 um 10:15

Übung 4.1. Seien H ⊃ N eine Gruppe mit einem Normalteiler und X eine Menge
mit H-Operation. Man zeige, daß es auf dem Bahnenraum X/N genau eine Ope-
ration der Quotientengruppe H/N gibt mit der Eigenschaft (hN)(Nx) = Nhx.

Übung 4.2. Man zeige: Gegeben p, q ∈ N mit q ≥ 1 gibt es genau (pq)!/p!(q!)p

Partitionen einer Menge mit pq Elementen in p Teilmengen mit jeweils q Elemen-
ten.

Übung 4.3. Man gebe ein Repräsentantensystem an für die Konjugationsklassen
der Gruppe aller Isometrien der euklidischen Ebene alias des affinen Skalarpro-
duktraums R2.

Übung 4.4. Man bestimme alle Kompositionsreihen der Würfelgruppe aller 24
Drehsymmetrien eines Würfels.
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Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 18.11 um 10:15

Übung 5.1. Seien G ⊃ N eine endliche Gruppe mit einem Normalteiler und sei p
prim. Man zeige: Genau dann ist eine Untergruppe P ⊂ G eine p-Sylow von G,
wenn P ∩ N eine p-Sylow von N ist und das Bild von P in G/N eine p-Sylow
von G/N .

Übung 5.2. Für jede Primzahl p gibt es bis auf Isomorphismus genau zwei Grup-
pen der Ordnung 2p, eine zyklische Gruppe und eine Diedergruppe. Hinweis: Man
erinnere die Argumentation im Fall p = 3 und interessiere sich für die Anzahl der
2-Sylows.

Übung 5.3. Sind p > q Primzahlen und ist q kein Teiler von p − 1, so ist jede
Gruppe der Ordnung pq zyklisch. Hinweis: Man gucke sich den Beweis an, daß
jede Gruppe mit 15 Elementen zyklisch ist.

Übung 5.4. Man zeige, daß in jedem Ring R gilt 0a = 0 ∀a ∈ R; −a =
(−1)a ∀a ∈ R; (−1)(−1) = 1; (−a)(−b) = ab ∀a, b ∈ R.
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Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 25.11 um 10:15

Übung 6.5. Man finde das multiplikative Inverse der Nebenklasse von 21 im
Körper F31. Hinweis: Euklidischer Algorithmus.

Übung 6.6. Man zeige: Eine natürliche Zahl, die kongruent zu sieben ist modulo
acht, kann nicht eine Summe von drei Quadraten sein.

Übung 6.7. Man konstruiere einen Körper mit 169 = 132 Elementen.

Übung 6.8. Man zeige: Jeder Ringhomomorphismus macht Einheiten zu Einhei-
ten. Jeder Ringhomomorphismus von einem Körper zu einem vom Nullring ver-
schiedenen Ring ist injektiv.
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Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 2.12 um 10:15

Übung 7.9. Man zeige, daß Z[X] kein Hauptidealring ist.

Übung 7.10. Im Quotientenring eines faktoriellen Rings R nach dem Hauptideal
zu einem Element a ̸= 0 ist das Bild von b ∈ R genau dann kürzbar, wenn a und
b teilerfremd sind.

Übung 7.11. Sei k ein Körper. (1) Alle Polynome vom Grad 1 sind offensichtlich
irreduzibel in k[X]. Man zeige: (2) Ist P ∈ k[X] irreduzibel und gradP > 1,
so hat P keine Nullstelle in k. (3) Ist P ∈ k[X] \ k vom Grad gradP ≤ 3 und
hat P keine Nullstelle in k, so ist P irreduzibel in k[X]. (4) Ist k algebraisch
abgeschlossen, so sind die irreduziblen Polynome in k[X] genau die Polynome
vom Grad 1. Man gebe auch (5) ein Polynom positiven Grades in R[X] an, das
keine Nullstelle hat, aber dennoch nicht irreduzibel ist.

Übung 7.12. Man schreibe 130 als Produkt von Gaußprimzahlen.
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Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 9.12 um 10:15

Übung 8.13. Ich erinnere an die Konstruktion des Bruchkörpers FracR eines In-
tegritätskrings R. Man schreibe aus, warum die Summe zweier Brüche wohldefi-
niert ist.

Übung 8.14 (Satz über rationale Nullstellen). Man zeige: Gegeben ein Polynom

anT
n + . . .+ a1T + a0

mit ganzzahligen Koeffizienten und eine rationale Wurzel p/q mit p, q teilerfrem-
den ganzen Zahlen ist p ein Teiler von a0 und q ein Teiler von an.

Übung 8.15. Ist R ein faktorieller Ring mit Bruchkörper K und sind P,Q ∈ K[X]
normierte Polynome mit PQ ∈ R[X], so folgt bereits P,Q ∈ R[X].

Übung 8.16 (Kreisteilungspolynome zu Primzahlpotenzen). Man zeige die For-
mel Φ9(X) = X6 + X3 + 1 für das neunte Kreisteilungspolynom. Man zeige
allgemeiner Φpr(X) = Φp(X

pr−1
) für p prim und r ≥ 1.
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Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 16.12 um 10:15

Übung 9.17. Man zeige, daß X7 − 9 ein irreduzibles Polynom in Z[X] ist. Hin-
weis: Man betrachte die Einbettung Z[X] ↪→ Z[Y ] mit X 7→ Y 2.

Übung 9.18. Man zerlege (Xn + Y n) in C[X, Y ] in ein Produkt irreduzibler Fak-
toren.

Übung 9.19. Was ist die Summe der λ3
1 + λ3

2 + λ3
3 + λ3

4 dritten Potenzen der vier
komplexen Nullstellen λ1, . . . , λ4 des Polynoms X4 + 3X3 − 5X2 +X + 13?

Übung 9.20. Gegeben a, b ∈ Q× zeige man, daß gilt Q(
√
a) = Q(

√
b) genau

dann, wenn a/b in Q ein Quadrat ist. Gegeben allgemeiner Körper K ⊂ L einer
von zwei verschiedenen Charakteristik und α, β ∈ L× mit α2, β2 ∈ K zeige man,
daß gilt K(α) = K(β) genau dann, wenn α/β ∈ K.

11



Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Mittwoch, den 7.1 um 10:15

Übung 10.21. Alle Elemente von Q( 3
√
2) lassen sich eindeutig schreiben in der

Form a+ b 3
√
2 + c( 3

√
2)2 mit a, b, c ∈ Q. Man schreibe das Inverse von 7 + 3

√
2 in

dieser Form.

Übung 10.22. Man bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 3+i über
R.

Übung 10.23. Seien R ⊃ K ein Kring mit einem Teilring, der sogar ein Körper ist.
Man zeige: Ist R endlichdimensional als K-Vektorraum und ein Integritätsring, so
ist R auch selbst bereits ein Körper.

Übung 10.24. Ist
√
2 +

√
3 algebraisch über Q? Wenn ja, was ist sein Minimal-

polynom über Q? Liegt
√
2 in Q(

√
2 +

√
3)?
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Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 13.1 um 10:15

Übung 11.25. Man zeige, daß es im Polynomring über einem endlichen Körper
irreduzible Polynome von jedem positiven Grad gibt.

Übung 11.26. Geben Sie Verknüpfungstafeln für die Addition und die Multipli-
kation eines Körpers mit vier Elementen an.

Übung 11.27 (Teilen mit Rest). Sei (N, s) die Menge der natürlichen Zahlen mit
Nachfolgerabbildung und Addition, Multiplikation und Anordnung wie in in der
Vorlesung erklärt. Man zeige: Gegeben a, b ∈ N mit b ̸= 0 gibt es eindeutig
bestimmte c, d ∈ N mit a = bc + d und d < b. Man mag dabei alles verwenden,
was von der formalen Definition der natürlichen Zahlen bis dahin im Skript bereits
bewiesen wurde.

Übung 11.28. Geben Sie einen Körperisomorphismus F7(
√
3)

∼→ F7(
√
5) an als

F7-lineare Abbildung in Bezug auf die Basen 1,
√
3 links und 1,

√
5 rechts.
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Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 20.1 um 10:15

Übung 12.1. Gegeben eine endliche Körpererweiterung K ⊂ L zeige man, daß
jedes Polynom aus dem Polynomring L[X] Teiler eines Polynoms aus dem Poly-
nomring K[X] ist.

Übung 12.2. Man zeige: Gegeben eine Primzahl p und zwei primitive p-te Ein-
heitswurzeln ζ, ξ ∈ C gilt Q(ζ) = Q(ξ) und es gibt genau einen Körperhomo-
morphismus Q(ζ) → Q(ζ) mit ζ 7→ ξ. Hinweis: Irreduzibilität des p-ten Kreis-
teilungspolynoms.

Übung 12.3. Es seien M/L und L/K endliche oder allgemeiner algebraische Kör-
pererweiterungen. Man zeige: Ist M/K normal, so ist auch M/L normal. Sind L1

und L2 normale Körpererweiterungen von K und L1, L2 ⊂ M , so ist L1 ∩ L2

normal über K. Bonus: Geben Sie ein Beispiel für Körper M ⊃ L ⊃ K an, bei
dem M/L und L/K jeweils normal sind, M/K jedoch nicht normal ist.

Übung 12.4. Es sei K ein Körper, P ∈ K[X] ein Polynom vom Grad n und
L/K der Zerfällungskörper von P . Zeigen Sie die Abschätzung [L:K] ≤ n!.
Mutige zeigen stärker [L:K]|n!. Hinweise: Induktion über den Grad n von P .
Man beachte n!m!|(n+m)! nach der Formel für die Binomialkoeffizienten im Fall
eines nicht irreduziblen Polynoms. Im Fall eines irreduziblen Polynoms entsteht
durch Adjunktion einer Nullstelle eine Körpererweiterung vom Grad n.

14



Übungen Algebra und Zahlentheorie

Abgabe bis Dienstag, den 27.1 um 10:15

Übung 13.1. Finden Sie alle komplexen mehrfachen Nullstellen des Polynoms
X4 − 4X3 + 5X2 − 4X + 4.

Übung 13.2. Man zeige nocheinmal mit Sonderbetrachtungen in kleiner Charak-
teristik, daß gegeben ein Körper k und p, q ∈ k das Polynom X3 + pX + q genau
dann nicht separabel ist, wenn gilt 27q2 + 4p3 = 0.

Übung 13.3. Man zeige: Seien M ⊃ L ⊃ K Körper. Ist M/L separabel und
L/K separabel, so ist M/K separabel. Hinweis: Man ziehe sich zunächst auf
den Fall endlicher Erweiterungen zurück und verwende dann die Charakterisie-
rung enlicher separabler Körpererweiterungen durch Zählen gewisser Körperho-
momorphismen, im Skript derzeit 3.9.28.

Übung 13.4. Seien k ein Körper und a ∈ k× und n ≥ 1. Man zeige, daß im Zer-
fällungskörper des Polynoms Xn − a auch das Polynom Xn − 1 stets in Linear-
faktoren zerfällt, daß aber umgekehrt im Zerfällungskörper des Polynoms Xn− 1
ein Polynom Xn − a nicht notwendig in Linearfaktoren zerfallen muß.
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