Ubungblitter zur Elementargeometrie
bei Soergel im SS 2026

Allgemeine Hinweise:

* Bei der Bearbeitung der Uungen und spiter der Klausuraufgaben ist kei-
ne iibertriebene Ausfiihrlichkeit gefordert. Einfach zu schreiben, es sei klar,
reicht nicht, aber eine schliissige Kette von richtigen Argumenten in der
nichsten Stufe der Ausfiihrlichkeit reicht aus. Allerdings soll die Argumen-
tationskette auch fiir Sie selbst schliissig sein. Sie miissen sie im Tutorat
erkldaren konnen und in der Lage sein, auf Nachfragen Schritte Threr Ar-
gumentation genauer auszufithren. In der Vorlesung bewiesene Aussagen
miissen dabei aber keinesfalls nochmals bewiesen werden, da reicht ein Zi-
tat.

* Es gibt jede Woche vier Aufgaben und fiir jede Aufgabe gibt es vier Punkte,
obwohl der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben durchaus sehr unterschiedlich
sein wird. Ergiinzende Ubungen sind meist schwieriger, sind fiir die Klausur
nicht relevant und geben bis zu vier Bonuspunkte.

+ Die Ubungen werden Freitags ausgegeben und miissen die Woche danach
am Freitag vor der Vorlesung abgegeben werden. Sie seien ermutigt, die
Aufgaben mit Thren Kommilitonen zu besprechen und zu zweit abzugeben.
Mehr als zwei Namen auf einem Zettel gilt aber nicht.

+ Die Ubungen werden auf den folgenden Seiten dieses Textes ins Netz ge-
stellt, der jede Woche um das Ubungsblatt der jeweiligen Woche erginzt
werden wird.



Anwesenheitsaufgaben zweite Vorlesungswoche

Ubung 0.1. Man zeige: Gegeben (Z,s) ein zweidimensionaler reeller Vektor-
raum mit Skalarprodukt ist seine orthogonale Gruppe O(Z, s) := {g € GL(V) |
s(gv, gw) = s(v,w) Yv,w € Z} eine Drehspiegelgruppe.

Ubung 0.2. Man schreibe alle Matrizen auf, die Elemente der orthogonalen Grup-
pe O(2) = O(R?, s) sind fiir s das Standardskalarprodukt.

Ubung 0.3. Man zeige: Gegeben (Z, D) ein zweidimensionaler reeller Vektor-
raum mit ausgezeichneter Drehspiegelgruppe fiir jede Spiegelung r» € D und je-
de Nichtspiegelung d € D die Identitit rdr = d~'. Man folgere, daB in jeder
Drehspiegelgruppe die Elemente, die keine Spiegelungen sind, eine kommutative
Untergruppe bilden.

Ubung 0.4. Man zeige: Durch je zwei verschiedene Punkte eines zweidimensio-
nalen Vektorraums Z geht nur genau eine affine Gerade. Gegeben eine affine Ge-
rade g C Z und ein Punkt p € Z\ g gibt es genau eine affine Gerade h durch p mit
hng=0.



Ubungen Elementargeometrie
Abgabe bis Montag, den 4.5 (am 29.4 geédndert).

Ubung 1.1. Man zeige: Die Gruppe D C GLg(C) alles R-linearen Automorphis-
men von C der Gestalt w — z - w oder w — z - w fir z € C mit |z| = 1 ist
eine Drehspiegelgruppe. Man gebe dafiir ein invariantes Skalarprodukt auf dem
R-Vektorraum C an.

Losung. Gegeben Strahlen A, B C C finden wir eindeutig bestimmte a,b € S! =
{z € C||z]| =1} mit A = Rspa und B = R5b. Dann gibt es genau ein z € S’
mit (z2-) : A+ B, ndmlich z = b/a. Bezeichnet weiter - die komplexe Konjuga-
tion, so gibt es auch nur genau ein z € S! mit (z+)y : A — B, ndmlich z = b/a.
Also gibt es genau zwei Elemente d € D mitd : A — B und D ist eine Dreh-
spiegelgruppe im Sinne der Vorlesung.

Ein invariantes Skalarprodukt ist etwa C x C — R gegeben durch (v, w) =
Re(vw). In der Tat ist diese Abbildung offensichtlich R-bilinear und positiv defi-
nit. Um die D-Invarianz zu zeigen, miissen wir priifen (dv, dw) = (v, w) Vd € D.
Fiir d = (2+) mit z € S* folgt das aus 2z = ||z||* = 1. Fird = (2-) oy mit z € S*!
folgt das aus

(dv, dw) = (20, zw) = Re(20zw) = Re(vw) = Re(vw) = (v,w) O

Ubung 1.2. Man zeige: Gegeben (Z, D) ein zweidimensionaler reeller Vektor-
raum mit ausgezeichneter Drehspiegelgruppe wird die Drehspiegelgruppe D von
ihren Spiegelungen erzeugt.

Losung. Gegeben d € D und ein Strahl A C Z und s die Spiegelung, die A
festhélt, miissen d und ds die beiden einzigen Elemente von D sein mit A >
d(A). Aus der Vorlesung wissen wir jedoch, dal je zwei Strahlen A, B von Z
durch eine Spiegelung ¢t € D vertauscht werden. Es gibt also auch eine Spiegelung
t € Dmitt(A) = d(A) und wir finden {d, ds} = {t,ts}. Also ist jedes Element
d € D entweder eine Spiegelung oder ein Produkt von zwei Spiegelungen. U

Ubung 1.3. Man bestimme alle endlichen Untergruppen von O(2).

Lésung. Die Gruppe SO(2) ist isomorph zur Gruppe S! aller komplexen Zahlen
der Linge 1. Eine Untergruppe G' C S! mit n Elementen besteht nach dem Satz
von Lagrange aus n-ten Einheitswurzeln. Andererseits bilden die n-ten Einheits-
wurzeln auch eine Untergruppe p,, C S* mit n Elementen. Fiir allen € N : > 1
gibt es also genau eine endliche Untergruppe G' := y, von S! alias SO(2) mit
n Elementen. Im Fall SO(2) ist es die Gruppe R, aller Drehungen um Winkel



2y /nmit1l <v <n.

Fiir eine Untergruppe G C O(2), die nicht in SO(2) enthalten ist, gibt es ein n
mit R, = G N SO(2). Andererseits mufl G eine Spiegelung s enthalten. Bezeich-
net Gt C G die Teilmengen der Elemente mit Determinante +1, so haben wir
G = R, und die Multiplikation mit s induziert eine Bijektion (s-) : R,, = G~.
Unsere Untergruppe hat also die Gestalt

G =R,UsR,

fiir eine und jede Spiegelung s € G. Es ist klar, daB diese Menge auch fiir jede
Spiegelung s € O(2) eine Untergruppe ist. Damit bleibt nur noch die Frage zu
kldren, wann fiir zwei Spiegelungen s, ¢ gilt R, LIsR,, = R, UtR,,. Offensichtlich
gilt das genau dann, wenn wir haben st € R,,, wenn also anschaulich gesagt das
Doppelte des von den Spiegeln von s und ¢ eingeschlossenen Winkels die Form
27v/n hat. O

Ubung 1.4. Seien (Z, s,¢) und (U, t,n) zweidimensionale reelle Vektorrdume mit
Skalarprodukt und Orientierung. Fiir einen orthogonalen Isomorphismus ¢ : Z =
U erklédren wir

int ) : SO(Z,s) = SO(U, t)

durch k + v o k o ¢p~1. Man zeige, daB fiir je zwei orthogonale orientierungser-
haltende Abbildungen ¢, : Z = U gilt int 1) = int ¢.

Losung. Es gilt, unter den obigen Annahmen zu zeigen yokot) ™! = oko¢~! alias
¢~ Mpokorpl¢ =k fiiralle k € SO(Z, s). Da aber ¢, ¢ orientierungserhaltend
angenommen waren, ist auch ¢~ !¢ orientierungserhaltend und damit gilt 1) ~1¢ €
SO(Z, s). Da nun SO(Z, s) kommutativ ist, gilt k o ¢p"'¢ = 1)7'¢ o k und die
Behauptung folgt. 0



Elementargeometrie Woche 11.5 bis 15.5

Hier einige Ideen, was man in den Ubungsgruppen machen kénnte, wenn nicht eh
schon genug Fragen aufkommen.

Ubung 0.1. Man iiberlege sich, daB alle bisher gegebenen Argumente genauso
funktionieren, wenn man statt iiber den reellen Zahlen iiber einem Teilkorper ) C
R arbeitet, der mit jedem positiven ¢ € () auch seine Quadratwurzel /g enthlt.

Ergiinzung: Ich weif nicht, ob es eine ,,Drehspiegelgruppe auf Q2“ im Sinne un-
serer Definition iiberhaupt gibt.

Ubung 0.2. Man wiederhole Dinge zu alternierenden Multilinearformen. Warum
hat Alt?>(Z) Dimension Eins fiir Z zweidimensional? Warum gilt w(gv, gw) =
det(g)w(v,w) fiir alle ¢ € GL(Z)? Konnen sie beweisen, daB es fir Z = R?
eine Konstante ¢ € R gibt so, daB gilt w(v,w) = £ecA([0, 1]Jv + [0, 1]w) fiir A das
Lebesgue-MaB auf R? oder irgendein anderer Flichenbegriff aus der Erweiterung
der Analysis?

Ubung 0.3. Man bespreche die Punkte 1-3 vom folgenden Ubungsblatt.



Ubungen Elementargeometrie
Abgabe bis Freitag, den 15.5 um 8:15.

Ubung 2.1. Man zeige, da3 die orthogonale Gruppe von Q? mit seinem Standard-
skalarprodukt keine Drehspiegelgruppe ist.

Losung. Wir zeigen, dal kein Element von O(2,Q) den Strahl Qx((1,0) in den
Strahl Q>¢(1, 1) tiberfithren kann. In der Tat miiite es andernfalls ja ein Element
dieses Strahls der Linge Eins geben, also ein A mit 1 = [[(\, \)]|? = 2)2. Be-
kanntlich gibt es jedoch in Q eine Quadratwurzel aus 2 und ebensowenig eine
Quadratwurzel aus 1/2. O

Ubung 2.2. Gegeben ein dreidimensionaler reeller Vektorraum FE erkliren wir
eine Halbraumfahne (A, H) als ein Paar von Teilmengen A C H C F, das
in der Gestalt A = R>ov und H = Rv + R>ow geschrieben werden kann mit
v, w € F linear unabhiingigen Vektoren. Wir erkldren eine Rotationsgruppe auf
E als eine Untergruppe R C GL(F) derart, da} es zu je zwei Halbraumfahnen
genau ein Element » € R gibt, das die eine in die andere liberfithrt. Man zeige
drei der Teile 4 — 8. Der vierte Teil gilt dann als Bonus. Die ersten Teile 1 — 3
diirfen vorausgesetzt werden.

1. Die Gruppe SO(3; R) ist eine Rotationsgruppe auf R3;

2. Gegeben v, w linear unabhingig und » € R mit r : ([v),Rv + [w)) =
([v), Rv — [w)) gilt 7? = id und E” = Rov und dim £~ = 2. Dies Element
hiangt nur von v ab und heifle ab jetzt a, wie ,,Achsenspiegelung*®.

3. Jedes t € GL(F) hat einen reellen Eigenwert. Ist v ein zugehoriger Eigen-
vektor, so gilt a,t = ta, und damit stabilisiert ¢ die Ebene 27 = E~%.

4. Gegeben ein zweidimensionaler Teilraum Z C F und Ry = {r € R |
r(Z) = Z} ist die Einschrinkung R; — GL(Z) ein injektiver Gruppenho-
momorphismus und dessen Bild ist eine Drehspiegelgruppe D, auf Z;

5. Es gibt hochstens ein R-invariantes Skalarprodukt auf FE, bis auf Multipli-
kation mit Skalaren;

6. Jeder reelle Eigenwert eines Elements von R ist £-1;
7. Es gibt ein R-invariantes Skalarprodukt s auf £
8. Esgilt R = SO(E, s).



Ubungen Elementargeometrie
Abgabe bis Freitag, den 22.5 um 8:15.

Ubung 3.1. Man zeige: Gegeben ein drehspiegelvertriiglicher Isomorphismus von
Vektorrdumen mit Drehspiegelgruppe ¢ : (Z, D) = (Y, (') gibt es genau ei-
ne lineare Abbildung der Langengeraden L, : L; — Ly mit der Eigenschaft
lvv|ly = Ly(]|v]|z) Vo € Z und dann gilt auch

(Y, Yw)y = L%((v, w)z)
Hier verwenden wir, da} es gegeben lineare Abbildungen eindimensionaler Vek-
torrdume f : L — L'und g : M — M’ genau eine lineare Abbildung f ® g :
L®M — L'® M gibt mitl ® m — f(1) ® g(m). Das scheint mir evident, es
mag vorausgesetzt werden.
Ubung 3.2 (Lage von Strahlen und Winkel). Gegeben Strahlenpaare (A, B) und
(A’, B') in Vektorrdumen mit Drehspiegelgruppe Z, Z’ gibt es genau dann einen
drehspiegelvertriglichen Isomorphismus ¢ : Z = Z' mit¢(A) = A'und ¢(B) =
B’, wenn gilt

Z(A,B)= /(A" B

Ubung 3.3. Man berechne den Arcuscosinus des Winkels, den zwei Fldchen eines
Tetraeders ldngs einer Kante einschlieen. Der Winkel von Fldchen ist dabei wie
in der Schule erklért als der kleinstmogliche absolute Winkel zwischen darauf
senkrechten Strahlen.

Ubung 3.4. Man zeige: Gegeben vier von Null verschiedene Vektoren in einem
dreidimensionalen Skalarproduktraum, von denen je zwei einen Winkel > 90°
einschliefen, sind je drei linear unabhéngig.

Losung. Durch Widerspruch. Sei sonst A\jv; + Ayvs + A3v3 = 0 eine lineare Ab-
hiangigkeit. Durch Umnummerieren diirfen wir annehmen A\; < Ay < A3. Haben
alle drei Koeffizienten dasselbe Vorzeichen, so folgt aus

<)\11)1 + /\QUQ + )\31)3, U4> =0

bereits A\; = Ay = A3 = 0 im Widerspruch zu unseren Annahmen. Andernfalls
diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit \; < 0 < Ay < A3 annehmen
und erhalten —\;v; = A2v9 + Asv3. Nennen wir diesen Vektor w, so erhalten wir
(w,w) < 0 als Skalarprodukt der rechten mit der linken Seite unserer Gleichung
und so w = 0. Daraus folgt hinwiederum (w, v4) = 0 und so

—A1{v1,v4) = 0 = Aa(v2, v4) + A3(U3, v4)

Hier steht auf beiden Seiten eine Summe von nichtpositiven Zahlen. Auf beiden
Seiten miissen deshalb alle Summanden Null sein. Es folgt wieder \; = Ay =
A3 = 0 im Widerspruch zu unseren Annahmen. [



Ubungen Elementargeometrie
Abgabe bis Freitag, den 5.6. um 8:15 (Abgabedatum nach Vorlesung geidndert).

Ubung 4.1. Man zeige den Cosinus-Satz a> + b* — 2ab cos v = ¢ fiir jedes Drei-
eck einer Kongruenzebene mit positiven Seitenldngen a, b, c und jeweils den ent-
sprechenden Seiten gegeniiberliegenden Winkeln «, 3, v. Man zeige in denselben
Notationen auch den Sinus-Satz

sina  sinf8  sinvy

a b c

Hinweis: Man wihle eine Seite als horizontale Seite aus und berechne die Hohe
unseres Dreiecks auf verschiedene Weisen.

Ubung 4.2. Man zeige: Je zwei angeordnete Dreiecke (A, B,C) und (A, B',C")
einer Kongruenzebene mit zwei gleichen Seitenlingen a = a’ sowie b = b und
gleichem eingeschlossenen Winkel v = 4/ sind angeordnet kongruent. Gilt statt
~v = v/ eine der Gleichheiten « = o/ oder = f#/, so brauchen unsere angeordne-
ten Dreiecke nicht kongruent zu sein.

Ubung 4.3 (Winkelsumme in konvexen Vielecken). Man zeige: Seien in einer
Kongruenzebene E paarweise verschiedene Punkte py,...,p, mit n > 3 und
in Z/nZ verstandenen Indizes gegeben derart, dal die halboffenen Segmente
[pi—1, p;) paarweise disjunkt sind und (p;+1 — p;, pi_1 — p;) fiir alle 4 linear un-
abhingig sind und als angeordnete Basen alle zu derselben Orientierung von E
gehoren. So gilt in der Uberlagerung W der Winkelgruppe

Z 4(Pz‘+1 — Pi, Pi—1 — pi) =(n— 2)1800
i=1

Man zeige durch ein Beispiel, da3 die Orientierungsbedingung notwendig ist.

Ubung 4.4. Man zeige die Formel fiir den Flidcheninhalt eines Dreiecks einer Kon-
gruenzebene in der Gestalt

sin(a)be = £F(B — A,C — A)

mit unserem orientierten Flacheninhalt auf der rechten Seite. Korrigiert, cos war
falsch. Korrigiert, 2 war falsch.



Ubungen Elementargeometrie
Abgabe bis Freitag, den 12.6. um 8:15

Ubung 5.1. Man betrachte die komplexe Zahlenebene als euklidische Ebene und
betrachte die Drehung d mit Fixpunkt p € C gegen den Uhrzeigersinn um den
rechten Winkel, in Formeln gegeben durch d : p + 2 + p + iz. Man schreibe fiir
einen beliebigen Richtungsvektor w € C die Verkniipfung (w+) o d wieder als
eine Drehung. Was ist der Fixpunkt dieser neuen Drehung?

Ubung 5.2 (Ahnlichkeiten). Ein Isomorphismus von einer Kongruenzebene mit
sich selbst heifit eine Ahnlichkeitsabbildung oder Ahnlichkeit. Es ist klar, daB
C eine Kongruenzebene wird, wenn wir als Kongruenzen alle Abbildungen neh-
men, die eine der beiden Gestalten 2z — az + b oder z — az + b haben mit
a,b € C und |a] = 1. Man zeige, daB die Ahnlichkeiten der Kongruenzebene
C genau alle Abbildungen sind, die eine der beiden Gestalten z — az + b oder
2+ aZ + b haben mit a,b € C und a # 0. Man folgere, daB alle Ahnlichkeiten
einer Kongruenzebene, die keine Kongruenzen sind, genau einen Fixpunkt haben
miissen, und argumentiere heuristisch, dal sie entweder ,,Drehstreckungen* oder
»piegelstreckungen® sein miissen.

Ubung 5.3 (Dreispiegelungssatz). Man zeige, daB sich jedes Element der Kon-
gruenzgruppe einer euklidischen Ebene als Verkniipfung von einer, zwei oder drei
Spiegelungen darstellen 146t.

Ubung 5.4. Man zeige, daB wir aus jeder Kongruenzebene (E, K) eine fasteu-
klidische Geometrie mit Parallelenaxiom erhalten, indem wir als unsere Geraden
g € G C P(F) alle affinen Geraden nehmen und als Zwischenrelation Z die
Menge aller kollinearen Tripel (z,y, z) mit R>o(x —y) "NR>o(z —y) = {0} in E.



Ubungen Elementargeometrie
Abgabe bis Freitag, den 19.6. um 8:15

Ubung 6.1. Man betrachte in der komplexen Zahlenebene die Kreisspiegelung am
Kreis mit Radius 2 und Zentrum in i. Was ist das Bild von 2?7 Was ist das Bild des
Einheitskreises?

Lisung. Bezeichne s unsere Kreisspiegelung. Wir haben 2 = i + (2 — i) und
folglich
s(2) = i+ @2-)Y/)2-1P)

= i+ (2-1)(4/5)
— 8/5+ (1 —4/5)i
= 8/5+(1/5)i

Bezeichne nun K den spiegelnden Kreis und S* den Einheitskreis. Das Bild s(S*)
muf} eine erweiterte Gerade sein, da der Einheitskreis durch das Zentrum i des
spiegelnden Kreises geht. Fiir diese erweiterte Gerade muB gelten s(S') N K =
SN K Nun gilt aber S'N K = {—i} und es gibt nur eine Gerade, die K in diesem
einzigen Punkt schneidet, nimlich die Tangente ¢ := (R — i). So folgt

s(8Y) = §=(R—1)U {o0} O

Ubung 6.2. Man betrachte einen dreidimensionalen reellen affinen Raum R mit
Skalarprodukt auf seinem Richtungsraum R und seine Erweiterung durch einen

weiteren Punkt co zu R
R:= RU{oco}

Man erklére verallgemeinerte Sphéren L C Rals Teilmengen, die entweder echte
Sphéren in R sind, also von der Gestalt

L=K(¢;r):=={z eR|||lx—c¢|=r}

fir c € Rund r € R+, oder eine affine Ebene £/ C R disjunkt vereinigt mit der
einpunktigen Menge {oc}. Im ersten Fall sprechen wir von einer echten Sphiire.
Im zweiten Fall sprechen wir von einer erweiterten Ebene und verwenden dafiir
die Notation L = E := E U {oc0}. Man definiert fiir jede verallgemeinerte Sphére
L die Inversion
ST, - R = R

durch dieselbe Formel wie im Fall einer Kreisspiegelung. Man zeige nun: Das Bild
unter sy, einer verallgemeinerten Sphére ist wieder eine verallgemeinerte Sphére.
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Losung. Es reicht, es fir R = R? und die Kreispiegelung an der Einheitssphire
zu zeigen. Eine Sphire in R3 mit Zentrum ¢ und Radius 7 > 0 ist die Menge

K(c;r)={z| {(x —c,x —c) =r?}

alias (v, z) —2(z, ¢} +(c, c) —r? = 0. Sie wird also gegeben durch eine Gleichung
der Gestalt
p(!)ﬁ', $> - 2<$a U> +4q

fiir v € R? und p, ¢ € R mit (v, v) > pq, ndmlichv = ¢,p = 1und ¢ = (¢, c) —r%.
Umgekehrt beschreibt offensichtlich jede Gleichung dieser Gestalt mit p # 0 eine
Sphére und jede Gleichung dieser Gestalt mit p = 0 eine affine Ebene. Zusitzlich
gilt ¢ = 0 genau dann, wenn der Ursprung eine mogliche Losung x ist. Gegeben
x # 0 gilt fir die Spiegelung s : R\0 = R\0 an der Einheitssphire nun 3(z) =
x/{x,x). Fir y := z/(x, z) erhalten wir nun nach kurzer Rechnung

plz,z) —2(x,v) +q=0 & ¢y, y) —2y,v) +p=0

Als das Bild §(K) einer echten Sphire K mit 0 ¢ K, also im Fall p # 0,q # 0
erhalten wir also wieder eine echte Sphire und dasselbe gilt fiir s(K) = $(K).
Fiir eine echten Sphire K, die den Ursprung trifft, also im Fall p # 0,q¢ = 0 ist
dahingegen $(K\0) eine affine Ebene und, wenn wir s(0) := oo ergénzen, s(K)
eine erweiterte affine Ebene. Das Bild einer Ebene £ mit 0 ¢ F, also im Fall
p = 0,q # 0 ist dahingegen 5(F) = K\O fiir eine Sphire K, die den Urspung
trifft, und wenn wir s(co) = 0 ergiinzen, finden wir s(E) = K. Fiir eine Ebene
E mit 0 € E, also im Fall p = 0, ¢ = 0 finden wir schlie8lich eine Ebene F' mit
5(FE\0) = F\Ound so s(E) = F. O
Ubung 6.3. Wir betrachten den Einheitskreis S! in der Ebene R? und stellen dar-
auf bei p := (0, 1) eine Lampe. Wir betrachten die Gerade H in R? mit der Glei-
chung y = —1 und die Abbildung S : S*'\p — H, die jedem Punkt seinen Schat-
ten auf // zuordnet. Zeigen Sie, daB} diese Abbildung die Einschriankung einer

Kreisspiegelung ist.

Lisung. Wir betrachten die Kreisspiegelung s;, am Kreis L mit Zentrum in (0, 1)
und Radius 2. Der Kreis L beriihrt den Einheitskreis in (0, —1). Wie in Aufgabe 1
folgt

st SN0, D)} = {(zy) [y = -1}

Fiir jeden Punkt p € R?\{(0, 1)} liegen jedoch p, s1,(p) und (0, 1) auf einer Gera-
den. Das bedeutet, daB fiir p € S*\{(0,1)} sein Bild s;,(p) unter der Kreisspiege-
lung gerade sein Schatten auf der Gerade mit der Gleichung y = —1 ist. 0

11



Ubung 6.4. Zeigen Sie, daB die Abbildung S : S*\p — H aus der vorherigen
Ubung eine Bijektion zwischen Punkten mit rationalen Koordinaten auf S'\p und
auf A induziert.

Losung. Genau dann sind (z,y) € S'\{(0,1)} und (0,1) und (z, —1) kollinear,
wenn gilt z/2 = x/(1 — y) alias (1 — y)z/2 = z. Sind also z und y rational, so
auch z.

Umgekehrt erhalten wir (x, y) aus (z, —1) durch eine Kreisspiegelung und in For-
meln

(z,y) = (0,1)+2*/[((z,—1) = (0, 1))[*)((,—1) — (0, 1))
= (0,1)+ (4/(z2 +4))(z,-2)
= ((42/(2>+4),1—-8/(2*+4))

und damit sind fiir z rational offensichtlich auch x und y rational. 0
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Ubungen Elementargeometrie
Abgabe bis Freitag, den 26.6. um 8:15

Ubung 7.1 (Mobiustransformationen, die den Punkt oo festhalten). Sei £ eine
euklidische Ebene. Man zeige: Die Mobiustransformationen von E , die den Punkt
oo festhalten, sind genau alle Fortsetzungen durch oo ~ oo von Ahnlichkeiten
von L. Hinweis: Beweis der Charakterisierung von Mobiustransformationen.

Losung. Im Beweis der Charakterisierung von Mdobiustransformationen als Bi-
jektionen ¢ : E 2 E, die verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte Kreise
abbilden, hatten wir gezeigt, dal jede Mdobiustransformation, die oo festhilt, eine
affine Abbildung £/ = E sein muB, fortgesetzt durch co — oo zu E. Andererseits
hatten wir gezeigt, daB jede Ahnlichkeit von F Einschriinkung einer Mobiustrans-
formation ist. Wir haben also

Aut(E) C Mébo(E) C AfF*(E)

mit der Notation Aut(E) fiir die Gruppe der Ahnlichkeiten von E und der Kon-
vention, daf3 wir in der Mitte genau genommen die Einschrinkungen zu Selbst-
abbildungen von E der Mobiustransformationen meinen, die oo festhalten. Nun
hatten wir fiir alle ¢ € Mébw(E) auch gezeigt, dafl es eine Translation 7" und
eine Streckung S gibt mit ST ¢ : F = F eine Kongruenzabbildung von E und a
forteriori ST'p € Aut(E). Wegen ST € Aut(F) folgt ¢ € Aut(FE). O

Ubung 7.2. Gegeben ein verallgemeinerter Kreis M und zwei Punkte p, g gibt
es stets einen verallgemeinerten Kreis L, der durch unsere beiden Punkte geht
und auf M senkrecht steht. Unter der Annahme p ¢ {q, sy(q)} ist L eindeutig
bestimmt.

Losung. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist M/ = g eine erweiterte Gera-
de. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt p # ¢ und p # oo. Gilt auerdem
q # o0, so betrachten wir die Mittelsenkrechte h auf der Strecke [p, g|. Wenn
sie nicht parallel ist oder gleich zu g, so gibt es einen Schnittpunkt ¢ mit g und
der Kreis L durch p mit Zentrum in ¢ geht auch durch ¢ und steht senkrecht auf
g. Jetzt miissen wir die Sonderfille betrachten. Gilt ¢ = oo oder ist unsere Mit-
telsenkrechte parallel oder gleich zu g, so nehmen wir als L die zu g senkrechte
Gerade durch ¢ erweitert zu einem verallgemeinerten Kreis. Die Eindeutigkeit ist
ebenso klar, auBler im Sonderfall, da3 gilt ¢ # oo und dal} die Mittelsenkrechte
auf [p, ¢] mit g zusammenfillt, also p = s;(¢). In diesem Fall stehen aufler der
erweiterten Gerade durch p, ¢ auch noch alle echten Kreise durch p mit Zentrum
in g senkrecht auf g und und gehen durch q. DaB es im Fall p = ¢ unendlich viele
Losungen gibt, ist eh klar. [
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Ubung 7.3. Gegeben eine euklidische Ebene E und eine offene Halbebene H C E
ist die Einschrinkung von Mobiustransformationen eine Injektion

~

Méby (E) < Ens*(H)

Losung. Sei H eine Halbebene zur Gerade g. Wir wissen aus ??, daf3 alle Elemen-
te von Mob H(E ) mit s; kommutieren, da diese Gruppe von Spiegelungen an zu
g senkrechten verallgemeinerten Kreisen erzeugt wird. Jede Mobiustransformati-
onp € MébH(E), die H punktweise festhilt, muf also mit z € H auch s;(x)
festhalten und mufl damit das Komplement E\g der erweiterten Gerade g punkt-
weise festhalten. Andererseits muf} sie aber auch die Gerade g selbst punktweise
festhalten, denn zu jedem Punkt p € g gibt es einen verallgemeinerten Kreis, der
mit Ausnahme dieses einen Punktes in / liegt und der wieder auf einen verallge-

meinerten Kreis abgebildet werden muf3, der denselben Schnitt mit /A hat. O]

Ubung 7.4. Gegeben eine euklidische Ebene F und eine Gerade ¢ C £ und dazu
eine offene Halbebene /I C FE ist die Einschrinkung von Mdbiustransformatio-
nen eine Injektion

A

Méby (E) < Ens™(g)
Losung. Durch je zwei verschiedene Punkte von g geht genau ein verallgemei-
nerter Kreis L mit L. | g. Liegt keiner der beiden Punkte im Unendlichen, so ist
L der echte Kreis durch p, ¢ mit Zentrum in der Mitte zwischen p und ¢q. Im Fall
p = oo dahingegen haben wir L. = h mit h der in q auf g senkrechten Gerade.
Hilt ¢ € Mob H(E) alle Punkte von g fest, so bildet ¢ folglich alle Geraden der
Inzidenzgeometrie der Halbebene /' von Poincaré auf sich selber ab. Jeder Punkt
dieser Inzidenzgeometrie ist jedoch der Schnittpunkt zweier verschiedener Gera-
den und muf folglich auch festgehalten werden. So folgt die Behauptung aus der
vorhergehenden Ubung. O
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Ubungen Elementargeometrie

Abgabe bis Freitag, den 3.7 um 8:15

Die projektive Ebene P?F, iiber
dem Korper mit zwei Elementen hat
sieben Punkte und sieben Geraden.
Jede Gerade hat drei Punkte und
jeder Punkt liegt auf genau drei
Geraden.

Ubung 8.1. Man schreibe an jeden Punkt die Koordinaten eines Punktes von [F3,
der die zugehorige Gerade erzeugt. Wieviele verschiedene Losungen hat diese
Aufgabe?

Losung. Man schreibt etwa die drei Vektoren der Standardbasis an die drei Au-
Benecken und dadurch wird der Rest festgelegt, denn jede Gerade hat nur drei
Punkte.

Statt der Standardbasis kann man irgendeine angeordnete Basis an die drei Auf3en-
ecken schreiben. Wieviele angeordnete Basen aber gibt es? Fiir den ersten Vektor
konnen wir jeden Vektor £ 0 nehmen und haben also 7 Moglichkeiten. Der zwei-
te Vektor muf} davon linear unabhingig alias verschieden und ungleich Null sein,
macht 6 Moglichkeiten bei fest gewihltem ersten Basisvektor. Der dritte darf nicht
im Spann der beiden ersten liegen, macht 4 Moglichkeiten bei fest gewéhltem ers-
ten und zweiten, also insgesamt 7 X 6 x 4 = 168 Moglichkeiten. 0

Ubung 8.2 (Erginzung von Dobble). Kann man das Kartenspiel Dobble aus ??,
ohne neue Symbole hinzuzunehmen, noch um weitere Karten mit acht Symbolen
ergidnzen, so dal immer noch je zwei Karten genau ein Symbol gemeinsam haben?
Kann man ein verbessertes Dobble konstruieren mit denselben Symbolen, aber
mehr Karten und denselben Eigenschaften (acht Symbole auf jeder Karte, je zwei
Karten haben genau ein Symbol gemeinsam)?
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Losung. Nein, das ist unmoglich, denn durch je zwei Punkte geht nur genau eine
Gerade. Jede weitere Karte muf3 also mit mindestens einer bereits gegebenen Kar-
te mindestens zwel Symbole gemeinsam haben.

Nein, ein verbessertes Dobble ist auch unmoéglich. Um das zu sehen, halten wir ein
Symbol fest. Die Karten, auf denen dieses Symbol ist, haben daneben paarweise
verschiedene Symbole. Gibt es K (z) Karten durch x, so gilt mithin 7K (x) + 1 <
57 alias K (x) < 8. Bezeichnet M die Menge aus allen Paaren (g, x) mit einer
Karte g und einem Symbol x auf der Karte g, so haben die Fasern der Abbildung
auf die Menge S der Symbole M — S mit (g, z) — x jeweils hochstens 8 Ele-
mente. Es folgt | M| < 8|S| und wegen |M| = 8| K| fiir K die Menge der Karten
erhalten wir |K| < |S]. O

Ubung 8.3. Welche Abbildung ist die Zentralprojektion mit Zentrum in (0,0, 1) €
R? auf die xy-Ebene in Koordinaten?

Lésung. InKoordinaten ist das die Abbildung (x,y, z) — (z/(1—2),y/(1—=2),0)
und eben nur auf der Menge aller (x,y, z) mit z # 1 definiert. In der Tat liegen
(0,0,1) und (x,y,2) und (x/(1 — 2),y/(1 — 2),0) stets auf einer Geraden, denn
(z,y,2—1)und (z/(1 — 2),y/(1 — z), —1) sind Vielfache voneinander. O

Ubung 8.4. Man zeige, daB die Zentralprojektion mit Zentrum in (0, 0, 1) auf die
xy-Ebene Kreise auf der Einheitssphire, die (0,0, 1) nicht enthalten, zu Kreisen
in der zy-Ebene macht. Hinweis: Mobiustransformationen im R3.

Losung. Eingeschrinkt auf die Einheitssphire féllt unsere Zentralprojektion mit
einer riumlichen Mobiustransformation zusammen, ndmlich der Spiegelung an
der Sphire mit Zentrum in (0,0, 1), die die zy-Ebene im Einheitskreis trifft. So
eine rdumliche Mobiustransformation macht aber verallgemeinerte Sphiren zu
verallgemeinerten Sphiren und echte Sphéren, die (0,0, 1) nicht treffen, zu ech-
ten Sphiren. Ein Kreis auf der Einheitssphire, der (0, 0, 1) nicht trifft, kann nun
geschrieben werden als der Schnitt der Einheitssphére mit einer weiteren echten
Sphire, die (0,0, 1) nicht trifft. Dieser Schnitt wird also unter unserer Zentral-
projektion abgebildet auf den Schnitt einer echten Sphére mit der xy-Ebene, der
mindestens zwei Punkte hat. So ein Schnitt muf} aber ein echter Kreis in der xy-
Ebene sein. ]
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Ubungen Elementargeometrie
Abgabe bis Freitag, den 10.7. um 8:15

Ubung 9.1. Sei E eine reelle affine Ebene. Man finde alle Kollineationen VE =
VE, die die unendlich ferne Gerade punktweise festhalten. Man begriinde, warum
es keine anderen geben kann.

Losung. Jede solche Kollineation von V E restringiert zu einer Kollineation von &
selber und wir wissen bereits, dafl diese Kollineationen genau die Affinitdten von
E sind. Wir miissen also herausfinden, welche Affinitdten jede affine Gerade in
eine dazu parallele oder gleiche affine Gerade iiberfiihren. Sicher leisten das alle
Translationen alias die Elemente des Richtungsraums E. Nun bestimmen wir alle
Affinititen ¢ mit Fixpunkt p € F, die die fragliche Eigenschaft haben. Sie sind
von der Gestalt ¢(p+9) = p+ J(¥) und ¢ muB jeden eindimensionalen Teilraum
von E stabilisieren. Dann mu8 aber @ ein skalares Vielfaches der Identitit sein,
etwa nach einer anderen Ubung auf diesem Blatt, und zusammen erhalten wir
genau alle Affinitidten mit einem Vielfachen der Identitit als linearem Anteil. []

Ubung 9.2 (Projektive Vervollstindigung als Projektivisierung). Man zeige:
Gegeben eine affine Ebene £ und eine affine Einbettung a : £ — V in einen
Vektorraum als eine den Ursprung vermeidende affine Hyperebene erhalten wir

durch die Abbildungsvorschrift e — (a(e)) und (¢) — (@(¥)) eine Kollineation
alias einen Isomorphismus von Inzidenzgeometrien

a:VE = PV

Losung. Ich hatte vergessen: Wir sollten auch zeigen, dafl unsere Abbildung eine
Bijektion ist. Jeder eindimensionale Teilraum 7' C V' trifft nun entweder £ oder

ist parallel zu £ alias T C d(E). In beiden Fillen ist er das Bild genau eines
Punktes von VE.

Jede P-Gerade in PE wird unter unserer Abbildung offensichtlich zu einer P-
Gerade in PV. Gegeben eine affine Gerade g C F ist ihr Vektorraumerzeugnis
(a(g)) C V ein zweidimensionaler Teilraum und P({a(g))) ist genau das Bild
von g LI {G}. Folglich wird jede V-Gerade in VE zu einer P-Gerade in PV.

Ist umgekehrt i = Ph eine P-Gerade in PV, so liegt h entweder in P(G(E))
oder es liegt nicht darin. Im ersten Fall ist es offensichtlich Bild einer V-Gerade
von VFE, die ganz in PE liegt. Im zweiten Fall ist h nicht enthalten im Teilraum
@(E) c V der Kodimension Eins. Es folgt & + @(E) = V und dim(h N @(E)) =

1. Wir setzen ¢ := h N d(E). Fiir jeden eindimensionalen Teilraum d C h mit
¢ ® d = h muf dann gelten d N a(E) # 0 und a fortiori h N a(E) # 0 . Folglich
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ist dieser Schnitt eindimensional mit Richtungraum ¢. Wir finden also eine affine
Gerade g C E mit a(g) = h N a(E) und dann wird die V-Gerade Vg unter ¢ auf
h abgebildet. O

Ubung 9.3. Gegeben ein Vektorraum V' und im projektiven Raum PV zwei pro-
jektive Hyperebenen U, H C PV sowie ein Punkt ¢ € PV \(H U U) im Komple-
ment ihrer Vereinigung induziert unsere Projektion eine Bijektion

Cq,H:U%H

Losung. Jede P-Gerade, die nicht in einer vorgegebenen projektiven Hyperebene
liegt, schneidet diese in genau einem Punkt. Jede P-Gerade durch ¢ schneidet also
sowohl H als auch U in genau einem Punkt. Damit sind (57 : U — H und
Cqu : H — U zueinander invers. [

Ubung 9.4. Sei K ein Korper. Die Gruppe GL(2; K') operiert auf K2 und iiber-
fiihrt Teilrdume in Teilraume derselben Dimension und operiert folglich auch auf
P! K. Man zeige, daB es fiir je zwei Tripel (¢1, g2, ¢3) und (py, pa, p3) aus drei paar-
weise verschiedenen Punkten g € GL(2; K) gibt mit g¢; = p; furi € {1,2,3}.
Man zeige, daB fiir jede weitere mogliche Wahl g von g gilt g~ 1g € K.

Losung. Unsere Punkte entsprechen eindimensionalen Teilriumen ¢;, p; C K2
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen ¢, = ((1,0)), 2 =
((0,1)) und g3 = {(1,1)). Natiirlich finden wir h € GL(2; K) mit h((1,0)) € py
und ~((0,1)) € py und diirfen deshalb ohne Beschriankung der Allgemeinheit
¢G1 = pp und Go = po annehmen. Sei Gz = ((a, b)) und ohne Beschriankung der
Allgemeinheit G; = ((1,b)) mit b # 0. Dann hat g = diag(1, b) die gewiinschte
Eigenschaft. Um die behauptete Eindeutigkeit zu zeigen, reicht es zu zeigen, dal3
nur Vielfache der Einheitsmatrix die beiden Koordinatenachsen sowie die Diago-
nale ((1, 1)) stabilisieren. Die Matrizen, die die beiden Koordinatenachsen stabili-
sieren, sind jedoch genau alle invertierbaren Diagonalmatrizen. Diagonalmatrizen
hinwiederum stabilisieren nur dann die Diagonale, wenn ihre beiden Diagonalein-
trige libereinstimmen. [
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Ubungen Elementargeometrie
Abgabe bis Freitag, den 17.7. um 8:15

Ubung 10.1. Welche Matrizen von GL(2; C) liefern Automorphismen von P'C,
die den unendlich fernen Punkt alias die Gerade durch (1, 0) festhalten?

Losung. Alle invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen (g Z), denn das sind genau
die invertierbaren Matrizen, die (1, 0) auf ein Element des eindimensionalen Teil-
raums C(1,0) abbilden. O

Ubung 10.2. Welche Matrizen von SL(2;R) liefern eine Kongruenz der oberen
Halbebene, die die Halbgerade {3 + iy | y > 4} auf die Halbgerade {iy | y > 1}
abbildet?

Losung. Die Matrix (t 7? ) wirkt als Verschiebung und bildet folglich die Halbge-

rade {3+iy | y > 4} auf die Halbgerade {iy | y > 4} ab. Die Matrix (t/ 2 J) wirkt
als Streckung mit dem Streckfaktor 4~! und bildet die Halbgerade {iy | y > 4}
auf die Halbgerade {iy | y > 1} ab. Zusammen wird unser Problem also geldst

von der Matrix

(")) = (573 .

Ubung 10.3. Welche Matrizen von SL(2; R) liefern Kongruenzen der oberen Halb-
ebene, die Gerade {z | |z| = 1,Im(z) > 0} stabilisieren?

Losung. Wir wissen, dal} die Mobiustransformationen, die die obere Halbebene
stabilisieren und den Punkt oo festhalten, genau alle Ahnlichkeiten sind, die die
obere Halbebene stabilisieren. Wenn sie aulerdem unsere obere imaginidre Achse
stabilisieren, miissen es Streckungen mit Zentrum im Ursprung sein, also Matri-
zen der Gestalt (g . /2) mit ¢ # 0. Nun konnte aber eine Mobiustransformation,
die die obere imaginire Achse stabilisiert, auch die Punkte 0 und —oo vertau-
schen. Eine Matrix, die das leistet, ist ((1) *é). Die gesuchten Matrizen sind also

alle Matrizen der Gestalt ({ | /2) oder (01 Ja ) mita # 0. O

Ubung 10.4. Was ist die Bahn des Punktes 2i € H unter der Gruppe aller Kongru-
enzen der oberen Halbebene, die den Punkt i festhalten?

Losung. Wir wissen, da3 wir die obere Halbebene durch eine Mébiustransforma-
tion mit der Einheitskreisscheibe identifizieren kdnnen und daB sich darunter die
Kongruenzen entsprechen. Wir wissen, dafl die Kongruenzen der Einheitskreis-
scheibe, die das Zentrum festhalten, genau die Drehungen um dieses Zentrum
und die Spiegelungen an Geraden durch dieses Zentrum sind. Die Bahn eines be-
liebigen Punktes, der nicht das Zentrum ist, unter dieser Gruppe ist also ein Kreis.
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Die Bahn in der Ubung muB also auch ein Kreis sein. Dieser Kreis muB stabil sein
unter z — —1/Z und muB also auch durch i/2 gehen. Es ist also ein euklidischer
Kreis mit Zentrum in (5/4)i und Radius (3/4). H

20



