
Übungblätter zur Elementargeometrie
bei Soergel im SS 2026

Allgemeine Hinweise:

• Bei der Bearbeitung der Üungen und später der Klausuraufgaben ist kei-
ne übertriebene Ausführlichkeit gefordert. Einfach zu schreiben, es sei klar,
reicht nicht, aber eine schlüssige Kette von richtigen Argumenten in der
nächsten Stufe der Ausführlichkeit reicht aus. Allerdings soll die Argumen-
tationskette auch für Sie selbst schlüssig sein. Sie müssen sie im Tutorat
erklären können und in der Lage sein, auf Nachfragen Schritte Ihrer Ar-
gumentation genauer auszuführen. In der Vorlesung bewiesene Aussagen
müssen dabei aber keinesfalls nochmals bewiesen werden, da reicht ein Zi-
tat.

• Es gibt jede Woche vier Aufgaben und für jede Aufgabe gibt es vier Punkte,
obwohl der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben durchaus sehr unterschiedlich
sein wird. Ergänzende Übungen sind meist schwieriger, sind für die Klausur
nicht relevant und geben bis zu vier Bonuspunkte.

• Die Übungen werden Freitags ausgegeben und müssen die Woche danach
am Freitag vor der Vorlesung abgegeben werden. Sie seien ermutigt, die
Aufgaben mit Ihren Kommilitonen zu besprechen und zu zweit abzugeben.
Mehr als zwei Namen auf einem Zettel gilt aber nicht.

• Die Übungen werden auf den folgenden Seiten dieses Textes ins Netz ge-
stellt, der jede Woche um das Übungsblatt der jeweiligen Woche ergänzt
werden wird.
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Anwesenheitsaufgaben zweite Vorlesungswoche

Übung 0.1. Man zeige: Gegeben (Z, s) ein zweidimensionaler reeller Vektor-
raum mit Skalarprodukt ist seine orthogonale Gruppe O(Z, s) := {g ∈ GL(V ) |
s(gv, gw) = s(v, w) ∀v, w ∈ Z} eine Drehspiegelgruppe.

Übung 0.2. Man schreibe alle Matrizen auf, die Elemente der orthogonalen Grup-
pe O(2) = O(R2, s) sind für s das Standardskalarprodukt.

Übung 0.3. Man zeige: Gegeben (Z,D) ein zweidimensionaler reeller Vektor-
raum mit ausgezeichneter Drehspiegelgruppe für jede Spiegelung r ∈ D und je-
de Nichtspiegelung d ∈ D die Identität rdr = d−1. Man folgere, daß in jeder
Drehspiegelgruppe die Elemente, die keine Spiegelungen sind, eine kommutative
Untergruppe bilden.

Übung 0.4. Man zeige: Durch je zwei verschiedene Punkte eines zweidimensio-
nalen Vektorraums Z geht nur genau eine affine Gerade. Gegeben eine affine Ge-
rade g ⊂ Z und ein Punkt p ∈ Z\g gibt es genau eine affine Gerade h durch p mit
h ∩ g = ∅.
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Übungen Elementargeometrie

Abgabe bis Montag, den 4.5 (am 29.4 geändert).

Übung 1.1. Man zeige: Die Gruppe D ⊂ GLR(C) alles R-linearen Automorphis-
men von C der Gestalt w 7→ z · w oder w 7→ z · w̄ für z ∈ C mit |z| = 1 ist
eine Drehspiegelgruppe. Man gebe dafür ein invariantes Skalarprodukt auf dem
R-Vektorraum C an.

Lösung. Gegeben StrahlenA,B ⊂ C finden wir eindeutig bestimmte a, b ∈ S1 =
{z ∈ C | ∥z∥ = 1} mit A = R≥0a und B = R≥0b. Dann gibt es genau ein z ∈ S1

mit (z·) : A 7→ B, nämlich z = b/a. Bezeichnet weiter γ die komplexe Konjuga-
tion, so gibt es auch nur genau ein z ∈ S1 mit (z·)γ : A 7→ B, nämlich z = b/ā.
Also gibt es genau zwei Elemente d ∈ D mit d : A 7→ B und D ist eine Dreh-
spiegelgruppe im Sinne der Vorlesung.

Ein invariantes Skalarprodukt ist etwa C × C → R gegeben durch ⟨v, w⟩ =
Re(vw̄). In der Tat ist diese Abbildung offensichtlich R-bilinear und positiv defi-
nit. Um dieD-Invarianz zu zeigen, müssen wir prüfen ⟨dv, dw⟩ = ⟨v, w⟩ ∀d ∈ D.
Für d = (z·) mit z ∈ S1 folgt das aus zz̄ = ∥z∥2 = 1. Für d = (z·) ◦ γ mit z ∈ S1

folgt das aus

⟨dv, dw⟩ = ⟨zv̄, zw̄⟩ = Re(zv̄z̄w) = Re(v̄w) = Re(vw̄) = ⟨v, w⟩

Übung 1.2. Man zeige: Gegeben (Z,D) ein zweidimensionaler reeller Vektor-
raum mit ausgezeichneter Drehspiegelgruppe wird die Drehspiegelgruppe D von
ihren Spiegelungen erzeugt.

Lösung. Gegeben d ∈ D und ein Strahl A ⊂ Z und s die Spiegelung, die A
festhält, müssen d und ds die beiden einzigen Elemente von D sein mit A 7→
d(A). Aus der Vorlesung wissen wir jedoch, daß je zwei Strahlen A,B von Z
durch eine Spiegelung t ∈ D vertauscht werden. Es gibt also auch eine Spiegelung
t ∈ D mit t(A) = d(A) und wir finden {d, ds} = {t, ts}. Also ist jedes Element
d ∈ D entweder eine Spiegelung oder ein Produkt von zwei Spiegelungen.

Übung 1.3. Man bestimme alle endlichen Untergruppen von O(2).

Lösung. Die Gruppe SO(2) ist isomorph zur Gruppe S1 aller komplexen Zahlen
der Länge 1. Eine Untergruppe G ⊂ S1 mit n Elementen besteht nach dem Satz
von Lagrange aus n-ten Einheitswurzeln. Andererseits bilden die n-ten Einheits-
wurzeln auch eine Untergruppe µn ⊂ S1 mit n Elementen. Für alle n ∈ N : ≥ 1
gibt es also genau eine endliche Untergruppe G := µn von S1 alias SO(2) mit
n Elementen. Im Fall SO(2) ist es die Gruppe Rn aller Drehungen um Winkel
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2πν/n mit 1 ≤ ν ≤ n.

Für eine Untergruppe G ⊂ O(2), die nicht in SO(2) enthalten ist, gibt es ein n
mit Rn = G ∩ SO(2). Andererseits muß G eine Spiegelung s enthalten. Bezeich-
net G± ⊂ G die Teilmengen der Elemente mit Determinante ±1, so haben wir
G+ = Rn und die Multiplikation mit s induziert eine Bijektion (s·) : Rn

∼→ G−.
Unsere Untergruppe hat also die Gestalt

G = Rn ⊔ sRn

für eine und jede Spiegelung s ∈ G. Es ist klar, daß diese Menge auch für jede
Spiegelung s ∈ O(2) eine Untergruppe ist. Damit bleibt nur noch die Frage zu
klären, wann für zwei Spiegelungen s, t gilt Rn⊔sRn = Rn⊔ tRn. Offensichtlich
gilt das genau dann, wenn wir haben st ∈ Rn, wenn also anschaulich gesagt das
Doppelte des von den Spiegeln von s und t eingeschlossenen Winkels die Form
2πν/n hat.

Übung 1.4. Seien (Z, s, ε) und (U, t, η) zweidimensionale reelle Vektorräume mit
Skalarprodukt und Orientierung. Für einen orthogonalen Isomorphismus ψ : Z

∼→
U erklären wir

intψ : SO(Z, s)
∼→ SO(U, t)

durch k 7→ ψ ◦ k ◦ ψ−1. Man zeige, daß für je zwei orthogonale orientierungser-
haltende Abbildungen ϕ, ψ : Z

∼→ U gilt intψ = intϕ.

Lösung. Es gilt, unter den obigen Annahmen zu zeigen ψ◦k◦ψ−1 = ◦k◦ϕ−1 alias
ϕ−1ψ ◦ k ◦ ψ−1ϕ = k für alle k ∈ SO(Z, s). Da aber ϕ, ψ orientierungserhaltend
angenommen waren, ist auch ψ−1ϕ orientierungserhaltend und damit gilt ψ−1ϕ ∈
SO(Z, s). Da nun SO(Z, s) kommutativ ist, gilt k ◦ ψ−1ϕ = ψ−1ϕ ◦ k und die
Behauptung folgt.
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Elementargeometrie Woche 11.5 bis 15.5

Hier einige Ideen, was man in den Übungsgruppen machen könnte, wenn nicht eh
schon genug Fragen aufkommen.

Übung 0.1. Man überlege sich, daß alle bisher gegebenen Argumente genauso
funktionieren, wenn man statt über den reellen Zahlen über einem TeilkörperQ ⊂
R arbeitet, der mit jedem positiven q ∈ Q auch seine Quadratwurzel

√
q enthält.

Ergänzung: Ich weiß nicht, ob es eine „Drehspiegelgruppe auf Q2“ im Sinne un-
serer Definition überhaupt gibt.

Übung 0.2. Man wiederhole Dinge zu alternierenden Multilinearformen. Warum
hat Alt2(Z) Dimension Eins für Z zweidimensional? Warum gilt ω(gv, gw) =
det(g)ω(v, w) für alle g ∈ GL(Z)? Können sie beweisen, daß es für Z = R2

eine Konstante c ∈ R gibt so, daß gilt ω(v, w) = ±cλ([0, 1]v + [0, 1]w) für λ das
Lebesgue-Maß auf R2 oder irgendein anderer Flächenbegriff aus der Erweiterung
der Analysis?

Übung 0.3. Man bespreche die Punkte 1-3 vom folgenden Übungsblatt.
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Übungen Elementargeometrie

Abgabe bis Freitag, den 15.5 um 8:15.

Übung 2.1. Man zeige, daß die orthogonale Gruppe von Q2 mit seinem Standard-
skalarprodukt keine Drehspiegelgruppe ist.

Lösung. Wir zeigen, daß kein Element von O(2,Q) den Strahl Q≥0(1, 0) in den
Strahl Q≥0(1, 1) überführen kann. In der Tat müßte es andernfalls ja ein Element
dieses Strahls der Länge Eins geben, also ein λ mit 1 = ∥(λ, λ)∥2 = 2λ2. Be-
kanntlich gibt es jedoch in Q eine Quadratwurzel aus 2 und ebensowenig eine
Quadratwurzel aus 1/2.

Übung 2.2. Gegeben ein dreidimensionaler reeller Vektorraum E erklären wir
eine Halbraumfahne (A,H) als ein Paar von Teilmengen A ⊂ H ⊂ E, das
in der Gestalt A = R≥0v und H = Rv + R≥0w geschrieben werden kann mit
v, w ∈ E linear unabhängigen Vektoren. Wir erklären eine Rotationsgruppe auf
E als eine Untergruppe R ⊂ GL(E) derart, daß es zu je zwei Halbraumfahnen
genau ein Element r ∈ R gibt, das die eine in die andere überführt. Man zeige
drei der Teile 4 – 8. Der vierte Teil gilt dann als Bonus. Die ersten Teile 1 – 3
dürfen vorausgesetzt werden.

1. Die Gruppe SO(3;R) ist eine Rotationsgruppe auf R3;

2. Gegeben v, w linear unabhängig und r ∈ R mit r : ([v⟩,Rv + [w⟩) =
([v⟩,Rv − [w⟩) gilt r2 = id und Er = Rv und dimE−r = 2. Dies Element
hängt nur von v ab und heiße ab jetzt av wie „Achsenspiegelung“.

3. Jedes t ∈ GL(E) hat einen reellen Eigenwert. Ist v ein zugehöriger Eigen-
vektor, so gilt avt = tav und damit stabilisiert t die Ebene Z = E−av .

4. Gegeben ein zweidimensionaler Teilraum Z ⊂ E und RZ := {r ∈ R |
r(Z) = Z} ist die Einschränkung RZ → GL(Z) ein injektiver Gruppenho-
momorphismus und dessen Bild ist eine Drehspiegelgruppe DZ auf Z;

5. Es gibt höchstens ein R-invariantes Skalarprodukt auf E, bis auf Multipli-
kation mit Skalaren;

6. Jeder reelle Eigenwert eines Elements von R ist ±1;

7. Es gibt ein R-invariantes Skalarprodukt s auf E;

8. Es gilt R = SO(E, s).
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Übungen Elementargeometrie
Abgabe bis Freitag, den 22.5 um 8:15.

Übung 3.1. Man zeige: Gegeben ein drehspiegelverträglicher Isomorphismus von
Vektorräumen mit Drehspiegelgruppe ψ : (Z,D)

∼→ (Y,C) gibt es genau ei-
ne lineare Abbildung der Längengeraden Lψ : LZ

∼→ LY mit der Eigenschaft
∥ψv∥Y = Lψ(∥v∥Z) ∀v ∈ Z und dann gilt auch

⟨ψv, ψw⟩Y = L⊗2
ψ

(
⟨v, w⟩Z

)
Hier verwenden wir, daß es gegeben lineare Abbildungen eindimensionaler Vek-
torräume f : L → L′ und g : M → M ′ genau eine lineare Abbildung f ⊗ g :
L ⊗M → L′ ⊗M ′ gibt mit l ⊗m 7→ f(l) ⊗ g(m). Das scheint mir evident, es
mag vorausgesetzt werden.
Übung 3.2 (Lage von Strahlen und Winkel). Gegeben Strahlenpaare (A,B) und
(A′, B′) in Vektorräumen mit Drehspiegelgruppe Z,Z ′ gibt es genau dann einen
drehspiegelverträglichen Isomorphismus ψ : Z

∼→ Z ′ mit ψ(A) = A′ und ψ(B) =
B′, wenn gilt

∠(A,B) = ∠(A′, B′)

Übung 3.3. Man berechne den Arcuscosinus des Winkels, den zwei Flächen eines
Tetraeders längs einer Kante einschließen. Der Winkel von Flächen ist dabei wie
in der Schule erklärt als der kleinstmögliche absolute Winkel zwischen darauf
senkrechten Strahlen.
Übung 3.4. Man zeige: Gegeben vier von Null verschiedene Vektoren in einem
dreidimensionalen Skalarproduktraum, von denen je zwei einen Winkel > 90◦

einschließen, sind je drei linear unabhängig.

Lösung. Durch Widerspruch. Sei sonst λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0 eine lineare Ab-
hängigkeit. Durch Umnummerieren dürfen wir annehmen λ1 ≤ λ2 ≤ λ3. Haben
alle drei Koeffizienten dasselbe Vorzeichen, so folgt aus

⟨λ1v1 + λ2v2 + λ3v3, v4⟩ = 0

bereits λ1 = λ2 = λ3 = 0 im Widerspruch zu unseren Annahmen. Andernfalls
dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit λ1 ≤ 0 ≤ λ2 ≤ λ3 annehmen
und erhalten −λ1v1 = λ2v2 + λ3v3. Nennen wir diesen Vektor w, so erhalten wir
⟨w,w⟩ ≤ 0 als Skalarprodukt der rechten mit der linken Seite unserer Gleichung
und so w = 0. Daraus folgt hinwiederum ⟨w, v4⟩ = 0 und so

−λ1⟨v1, v4⟩ = 0 = λ2⟨v2, v4⟩+ λ3⟨v3, v4⟩
Hier steht auf beiden Seiten eine Summe von nichtpositiven Zahlen. Auf beiden
Seiten müssen deshalb alle Summanden Null sein. Es folgt wieder λ1 = λ2 =
λ3 = 0 im Widerspruch zu unseren Annahmen.
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Übungen Elementargeometrie

Abgabe bis Freitag, den 5.6. um 8:15 (Abgabedatum nach Vorlesung geändert).

Übung 4.1. Man zeige den Cosinus-Satz a2 + b2 − 2ab cos γ = c2 für jedes Drei-
eck einer Kongruenzebene mit positiven Seitenlängen a, b, c und jeweils den ent-
sprechenden Seiten gegenüberliegenden Winkeln α, β, γ. Man zeige in denselben
Notationen auch den Sinus-Satz

sinα

a
=

sin β

b
=

sin γ

c

Hinweis: Man wähle eine Seite als horizontale Seite aus und berechne die Höhe
unseres Dreiecks auf verschiedene Weisen.

Übung 4.2. Man zeige: Je zwei angeordnete Dreiecke (A,B,C) und (A′, B′, C ′)
einer Kongruenzebene mit zwei gleichen Seitenlängen a = a′ sowie b = b′ und
gleichem eingeschlossenen Winkel γ = γ′ sind angeordnet kongruent. Gilt statt
γ = γ′ eine der Gleichheiten α = α′ oder β = β′, so brauchen unsere angeordne-
ten Dreiecke nicht kongruent zu sein.

Übung 4.3 (Winkelsumme in konvexen Vielecken). Man zeige: Seien in einer
Kongruenzebene E paarweise verschiedene Punkte p1, . . . , pn mit n ≥ 3 und
in Z/nZ verstandenen Indizes gegeben derart, daß die halboffenen Segmente
[pi−1, pi) paarweise disjunkt sind und (pi+1 − pi, pi−1 − pi) für alle i linear un-
abhängig sind und als angeordnete Basen alle zu derselben Orientierung von E⃗
gehören. So gilt in der Überlagerung W̃ der Winkelgruppe

n∑
i=1

∠(pi+1 − pi, pi−1 − pi) = (n− 2)180◦

Man zeige durch ein Beispiel, daß die Orientierungsbedingung notwendig ist.

Übung 4.4. Man zeige die Formel für den Flächeninhalt eines Dreiecks einer Kon-
gruenzebene in der Gestalt

sin(α)bc = ±F (B − A,C − A)

mit unserem orientierten Flächeninhalt auf der rechten Seite. Korrigiert, cos war
falsch. Korrigiert, 2 war falsch.
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Übungen Elementargeometrie

Abgabe bis Freitag, den 12.6. um 8:15

Übung 5.1. Man betrachte die komplexe Zahlenebene als euklidische Ebene und
betrachte die Drehung d mit Fixpunkt p ∈ C gegen den Uhrzeigersinn um den
rechten Winkel, in Formeln gegeben durch d : p + z 7→ p + iz. Man schreibe für
einen beliebigen Richtungsvektor w ∈ C die Verknüpfung (w+) ◦ d wieder als
eine Drehung. Was ist der Fixpunkt dieser neuen Drehung?

Übung 5.2 (Ähnlichkeiten). Ein Isomorphismus von einer Kongruenzebene mit
sich selbst heißt eine Ähnlichkeitsabbildung oder Ähnlichkeit. Es ist klar, daß
C eine Kongruenzebene wird, wenn wir als Kongruenzen alle Abbildungen neh-
men, die eine der beiden Gestalten z 7→ az + b oder z 7→ az̄ + b haben mit
a, b ∈ C und |a| = 1. Man zeige, daß die Ähnlichkeiten der Kongruenzebene
C genau alle Abbildungen sind, die eine der beiden Gestalten z 7→ az + b oder
z 7→ az̄ + b haben mit a, b ∈ C und a ̸= 0. Man folgere, daß alle Ähnlichkeiten
einer Kongruenzebene, die keine Kongruenzen sind, genau einen Fixpunkt haben
müssen, und argumentiere heuristisch, daß sie entweder „Drehstreckungen“ oder
„Spiegelstreckungen“ sein müssen.

Übung 5.3 (Dreispiegelungssatz). Man zeige, daß sich jedes Element der Kon-
gruenzgruppe einer euklidischen Ebene als Verknüpfung von einer, zwei oder drei
Spiegelungen darstellen läßt.

Übung 5.4. Man zeige, daß wir aus jeder Kongruenzebene (E,K) eine fasteu-
klidische Geometrie mit Parallelenaxiom erhalten, indem wir als unsere Geraden
g ∈ G ⊂ P(E) alle affinen Geraden nehmen und als Zwischenrelation Z die
Menge aller kollinearen Tripel (x, y, z) mit R≥0(x− y)∩R≥0(z− y) = {0} in E⃗.
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Übungen Elementargeometrie

Abgabe bis Freitag, den 19.6. um 8:15

Übung 6.1. Man betrachte in der komplexen Zahlenebene die Kreisspiegelung am
Kreis mit Radius 2 und Zentrum in i. Was ist das Bild von 2? Was ist das Bild des
Einheitskreises?

Lösung. Bezeichne s unsere Kreisspiegelung. Wir haben 2 = i + (2 − i) und
folglich

s(2) = i + (2− i)(22/|2− i|2)
= i + (2− i)(4/5)

= 8/5 + (1− 4/5)i

= 8/5 + (1/5)i

Bezeichne nunK den spiegelnden Kreis und S1 den Einheitskreis. Das Bild s(S1)
muß eine erweiterte Gerade sein, da der Einheitskreis durch das Zentrum i des
spiegelnden Kreises geht. Für diese erweiterte Gerade muß gelten s(S1) ∩ K =
S1∩K Nun gilt aber S1∩K = {−i} und es gibt nur eine Gerade, dieK in diesem
einzigen Punkt schneidet, nämlich die Tangente g := (R− i). So folgt

s(S1) = ĝ = (R− i) ⊔ {∞}

Übung 6.2. Man betrachte einen dreidimensionalen reellen affinen Raum R mit
Skalarprodukt auf seinem Richtungsraum R⃗ und seine Erweiterung durch einen
weiteren Punkt ∞ zu

R̂ := R ⊔ {∞}

Man erkläre verallgemeinerte Sphären L ⊂ R̂ als Teilmengen, die entweder echte
Sphären in R sind, also von der Gestalt

L = K(c; r) := {x ∈ R | ∥x− c∥ = r}

für c ∈ R und r ∈ R>0, oder eine affine Ebene E ⊂ R disjunkt vereinigt mit der
einpunktigen Menge {∞}. Im ersten Fall sprechen wir von einer echten Sphäre.
Im zweiten Fall sprechen wir von einer erweiterten Ebene und verwenden dafür
die Notation L = Ê := E ⊔{∞}. Man definiert für jede verallgemeinerte Sphäre
L die Inversion

sL : R̂
∼→ R̂

durch dieselbe Formel wie im Fall einer Kreisspiegelung. Man zeige nun: Das Bild
unter sL einer verallgemeinerten Sphäre ist wieder eine verallgemeinerte Sphäre.

10



Lösung. Es reicht, es für R = R3 und die Kreispiegelung an der Einheitssphäre
zu zeigen. Eine Sphäre in R3 mit Zentrum c und Radius r > 0 ist die Menge

K(c; r) = {x | ⟨x− c, x− c⟩ = r2}

alias ⟨x, x⟩−2⟨x, c⟩+⟨c, c⟩−r2 = 0. Sie wird also gegeben durch eine Gleichung
der Gestalt

p⟨x, x⟩ − 2⟨x, v⟩+ q

für v ∈ R2 und p, q ∈ R mit ⟨v, v⟩ > pq, nämlich v = c, p = 1 und q = ⟨c, c⟩−r2.
Umgekehrt beschreibt offensichtlich jede Gleichung dieser Gestalt mit p ̸= 0 eine
Sphäre und jede Gleichung dieser Gestalt mit p = 0 eine affine Ebene. Zusätzlich
gilt q = 0 genau dann, wenn der Ursprung eine mögliche Lösung x ist. Gegeben
x ̸= 0 gilt für die Spiegelung š : R\0 ∼→ R\0 an der Einheitssphäre nun š(x) =
x/⟨x, x⟩. Für y := x/⟨x, x⟩ erhalten wir nun nach kurzer Rechnung

p⟨x, x⟩ − 2⟨x, v⟩+ q = 0 ⇔ q⟨y, y⟩ − 2⟨y, v⟩+ p = 0

Als das Bild š(K) einer echten Sphäre K mit 0 ̸∈ K, also im Fall p ̸= 0, q ̸= 0
erhalten wir also wieder eine echte Sphäre und dasselbe gilt für s(K) = š(K).
Für eine echten Sphäre K, die den Ursprung trifft, also im Fall p ̸= 0, q = 0 ist
dahingegen š(K\0) eine affine Ebene und, wenn wir s(0) := ∞ ergänzen, s(K)
eine erweiterte affine Ebene. Das Bild einer Ebene E mit 0 ̸∈ E, also im Fall
p = 0, q ̸= 0 ist dahingegen š(E) = K\0 für eine Sphäre K, die den Urspung
trifft, und wenn wir s(∞) = 0 ergänzen, finden wir s(Ê) = K. Für eine Ebene
E mit 0 ∈ E, also im Fall p = 0, q = 0 finden wir schließlich eine Ebene F mit
š(E\0) = F\0 und so s(Ê) = F̂ .

Übung 6.3. Wir betrachten den Einheitskreis S1 in der Ebene R2 und stellen dar-
auf bei p := (0, 1) eine Lampe. Wir betrachten die Gerade H in R2 mit der Glei-
chung y = −1 und die Abbildung S : S1\p → H , die jedem Punkt seinen Schat-
ten auf H zuordnet. Zeigen Sie, daß diese Abbildung die Einschränkung einer
Kreisspiegelung ist.

Lösung. Wir betrachten die Kreisspiegelung sL am Kreis L mit Zentrum in (0, 1)
und Radius 2. Der Kreis L berührt den Einheitskreis in (0,−1). Wie in Aufgabe 1
folgt

sL : S1\{(0, 1)} ∼→ {(x, y) | y = −1}

Für jeden Punkt p ∈ R2\{(0, 1)} liegen jedoch p, sL(p) und (0, 1) auf einer Gera-
den. Das bedeutet, daß für p ∈ S1\{(0, 1)} sein Bild sL(p) unter der Kreisspiege-
lung gerade sein Schatten auf der Gerade mit der Gleichung y = −1 ist.
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Übung 6.4. Zeigen Sie, daß die Abbildung S : S1\p → H aus der vorherigen
Übung eine Bijektion zwischen Punkten mit rationalen Koordinaten auf S1\p und
auf H induziert.

Lösung. Genau dann sind (x, y) ∈ S1\{(0, 1)} und (0, 1) und (z,−1) kollinear,
wenn gilt z/2 = x/(1 − y) alias (1 − y)z/2 = x. Sind also x und y rational, so
auch z.

Umgekehrt erhalten wir (x, y) aus (z,−1) durch eine Kreisspiegelung und in For-
meln

(x, y) = (0, 1) + (22/∥((z,−1)− (0, 1))∥2)((z,−1)− (0, 1))

= (0, 1) + (4/(z2 + 4))(z,−2)

= ((4z/(z2 + 4), 1− 8/(z2 + 4))

und damit sind für z rational offensichtlich auch x und y rational.
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Übungen Elementargeometrie
Abgabe bis Freitag, den 26.6. um 8:15

Übung 7.1 (Möbiustransformationen, die den Punkt ∞ festhalten). Sei E eine
euklidische Ebene. Man zeige: Die Möbiustransformationen von Ê, die den Punkt
∞ festhalten, sind genau alle Fortsetzungen durch ∞ 7→ ∞ von Ähnlichkeiten
von E. Hinweis: Beweis der Charakterisierung von Möbiustransformationen.

Lösung. Im Beweis der Charakterisierung von Möbiustransformationen als Bi-
jektionen φ : Ê

∼→ Ê, die verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte Kreise
abbilden, hatten wir gezeigt, daß jede Möbiustransformation, die ∞ festhält, eine
affine AbbildungE ∼→ E sein muß, fortgesetzt durch ∞ 7→ ∞ zu Ê. Andererseits
hatten wir gezeigt, daß jede Ähnlichkeit vonE Einschränkung einer Möbiustrans-
formation ist. Wir haben also

Aut(E) ⊂ Möb∞(Ê) ⊂ Aff×(E)

mit der Notation Aut(E) für die Gruppe der Ähnlichkeiten von E und der Kon-
vention, daß wir in der Mitte genau genommen die Einschränkungen zu Selbst-
abbildungen von E der Möbiustransformationen meinen, die ∞ festhalten. Nun
hatten wir für alle φ ∈ Möb∞(Ê) auch gezeigt, daß es eine Translation T und
eine Streckung S gibt mit STφ : E

∼→ E eine Kongruenzabbildung von E und a
forteriori STφ ∈ Aut(E). Wegen ST ∈ Aut(E) folgt φ ∈ Aut(E).

Übung 7.2. Gegeben ein verallgemeinerter Kreis M und zwei Punkte p, q gibt
es stets einen verallgemeinerten Kreis L, der durch unsere beiden Punkte geht
und auf M senkrecht steht. Unter der Annahme p ̸∈ {q, sM(q)} ist L eindeutig
bestimmt.

Lösung. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit ist M = ĝ eine erweiterte Gera-
de. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit gilt p ̸= q und p ̸= ∞. Gilt außerdem
q ̸= ∞, so betrachten wir die Mittelsenkrechte h auf der Strecke [p, q]. Wenn
sie nicht parallel ist oder gleich zu g, so gibt es einen Schnittpunkt c mit g und
der Kreis L durch p mit Zentrum in c geht auch durch q und steht senkrecht auf
g. Jetzt müssen wir die Sonderfälle betrachten. Gilt q = ∞ oder ist unsere Mit-
telsenkrechte parallel oder gleich zu g, so nehmen wir als L die zu g senkrechte
Gerade durch q erweitert zu einem verallgemeinerten Kreis. Die Eindeutigkeit ist
ebenso klar, außer im Sonderfall, daß gilt q ̸= ∞ und daß die Mittelsenkrechte
auf [p, q] mit g zusammenfällt, also p = sĝ(q). In diesem Fall stehen außer der
erweiterten Gerade durch p, q auch noch alle echten Kreise durch p mit Zentrum
in g senkrecht auf g und und gehen durch q. Daß es im Fall p = q unendlich viele
Lösungen gibt, ist eh klar.
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Übung 7.3. Gegeben eine euklidische EbeneE und eine offene HalbebeneH ⊂ E
ist die Einschränkung von Möbiustransformationen eine Injektion

MöbH(Ê) ↪→ Ens×(H)

Lösung. SeiH eine Halbebene zur Gerade g. Wir wissen aus ??, daß alle Elemen-
te von MöbH(Ê) mit sĝ kommutieren, da diese Gruppe von Spiegelungen an zu
ĝ senkrechten verallgemeinerten Kreisen erzeugt wird. Jede Möbiustransformati-
on φ ∈ MöbH(Ê), die H punktweise festhält, muß also mit x ∈ H auch sĝ(x)
festhalten und muß damit das Komplement Ê\ĝ der erweiterten Gerade ĝ punkt-
weise festhalten. Andererseits muß sie aber auch die Gerade ĝ selbst punktweise
festhalten, denn zu jedem Punkt p ∈ ĝ gibt es einen verallgemeinerten Kreis, der
mit Ausnahme dieses einen Punktes in H liegt und der wieder auf einen verallge-
meinerten Kreis abgebildet werden muß, der denselben Schnitt mit H hat.

Übung 7.4. Gegeben eine euklidische Ebene E und eine Gerade g ⊂ E und dazu
eine offene Halbebene H ⊂ E ist die Einschränkung von Möbiustransformatio-
nen eine Injektion

MöbH(Ê) ↪→ Ens×(ĝ)

Lösung. Durch je zwei verschiedene Punkte von ĝ geht genau ein verallgemei-
nerter Kreis L mit L ⊥ ĝ. Liegt keiner der beiden Punkte im Unendlichen, so ist
L der echte Kreis durch p, q mit Zentrum in der Mitte zwischen p und q. Im Fall
p = ∞ dahingegen haben wir L = ĥ mit h der in q auf g senkrechten Gerade.
Hält φ ∈ MöbH(Ê) alle Punkte von ĝ fest, so bildet φ folglich alle Geraden der
Inzidenzgeometrie der Halbebene H von Poincaré auf sich selber ab. Jeder Punkt
dieser Inzidenzgeometrie ist jedoch der Schnittpunkt zweier verschiedener Gera-
den und muß folglich auch festgehalten werden. So folgt die Behauptung aus der
vorhergehenden Übung.
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Übungen Elementargeometrie

Abgabe bis Freitag, den 3.7 um 8:15

Die projektive Ebene P2F2 über
dem Körper mit zwei Elementen hat
sieben Punkte und sieben Geraden.

Jede Gerade hat drei Punkte und
jeder Punkt liegt auf genau drei

Geraden.

Übung 8.1. Man schreibe an jeden Punkt die Koordinaten eines Punktes von F3
2,

der die zugehörige Gerade erzeugt. Wieviele verschiedene Lösungen hat diese
Aufgabe?

Lösung. Man schreibt etwa die drei Vektoren der Standardbasis an die drei Au-
ßenecken und dadurch wird der Rest festgelegt, denn jede Gerade hat nur drei
Punkte.

Statt der Standardbasis kann man irgendeine angeordnete Basis an die drei Außen-
ecken schreiben. Wieviele angeordnete Basen aber gibt es? Für den ersten Vektor
können wir jeden Vektor ̸= 0 nehmen und haben also 7 Möglichkeiten. Der zwei-
te Vektor muß davon linear unabhängig alias verschieden und ungleich Null sein,
macht 6 Möglichkeiten bei fest gewähltem ersten Basisvektor. Der dritte darf nicht
im Spann der beiden ersten liegen, macht 4 Möglichkeiten bei fest gewähltem ers-
ten und zweiten, also insgesamt 7× 6× 4 = 168 Möglichkeiten.

Übung 8.2 (Ergänzung von Dobble). Kann man das Kartenspiel Dobble aus ??,
ohne neue Symbole hinzuzunehmen, noch um weitere Karten mit acht Symbolen
ergänzen, so daß immer noch je zwei Karten genau ein Symbol gemeinsam haben?
Kann man ein verbessertes Dobble konstruieren mit denselben Symbolen, aber
mehr Karten und denselben Eigenschaften (acht Symbole auf jeder Karte, je zwei
Karten haben genau ein Symbol gemeinsam)?
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Lösung. Nein, das ist unmöglich, denn durch je zwei Punkte geht nur genau eine
Gerade. Jede weitere Karte muß also mit mindestens einer bereits gegebenen Kar-
te mindestens zwei Symbole gemeinsam haben.

Nein, ein verbessertes Dobble ist auch unmöglich. Um das zu sehen, halten wir ein
Symbol fest. Die Karten, auf denen dieses Symbol ist, haben daneben paarweise
verschiedene Symbole. Gibt es K(x) Karten durch x, so gilt mithin 7K(x) + 1 ≤
57 alias K(x) ≤ 8. Bezeichnet M die Menge aus allen Paaren (g, x) mit einer
Karte g und einem Symbol x auf der Karte g, so haben die Fasern der Abbildung
auf die Menge S der Symbole M → S mit (g, x) 7→ x jeweils höchstens 8 Ele-
mente. Es folgt |M | ≤ 8|S| und wegen |M | = 8|K| für K die Menge der Karten
erhalten wir |K| ≤ |S|.

Übung 8.3. Welche Abbildung ist die Zentralprojektion mit Zentrum in (0, 0, 1) ∈
R3 auf die xy-Ebene in Koordinaten?

Lösung. In Koordinaten ist das die Abbildung (x, y, z) 7→ (x/(1−z), y/(1−z), 0)
und eben nur auf der Menge aller (x, y, z) mit z ̸= 1 definiert. In der Tat liegen
(0, 0, 1) und (x, y, z) und (x/(1− z), y/(1− z), 0) stets auf einer Geraden, denn
(x, y, z − 1) und (x/(1− z), y/(1− z),−1) sind Vielfache voneinander.

Übung 8.4. Man zeige, daß die Zentralprojektion mit Zentrum in (0, 0, 1) auf die
xy-Ebene Kreise auf der Einheitssphäre, die (0, 0, 1) nicht enthalten, zu Kreisen
in der xy-Ebene macht. Hinweis: Möbiustransformationen im R3.

Lösung. Eingeschränkt auf die Einheitssphäre fällt unsere Zentralprojektion mit
einer räumlichen Möbiustransformation zusammen, nämlich der Spiegelung an
der Sphäre mit Zentrum in (0, 0, 1), die die xy-Ebene im Einheitskreis trifft. So
eine räumliche Möbiustransformation macht aber verallgemeinerte Sphären zu
verallgemeinerten Sphären und echte Sphären, die (0, 0, 1) nicht treffen, zu ech-
ten Sphären. Ein Kreis auf der Einheitssphäre, der (0, 0, 1) nicht trifft, kann nun
geschrieben werden als der Schnitt der Einheitssphäre mit einer weiteren echten
Sphäre, die (0, 0, 1) nicht trifft. Dieser Schnitt wird also unter unserer Zentral-
projektion abgebildet auf den Schnitt einer echten Sphäre mit der xy-Ebene, der
mindestens zwei Punkte hat. So ein Schnitt muß aber ein echter Kreis in der xy-
Ebene sein.
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Übungen Elementargeometrie

Abgabe bis Freitag, den 10.7. um 8:15

Übung 9.1. Sei E eine reelle affine Ebene. Man finde alle Kollineationen VE ∼→
VE, die die unendlich ferne Gerade punktweise festhalten. Man begründe, warum
es keine anderen geben kann.

Lösung. Jede solche Kollineation von VE restringiert zu einer Kollineation vonE
selber und wir wissen bereits, daß diese Kollineationen genau die Affinitäten von
E sind. Wir müssen also herausfinden, welche Affinitäten jede affine Gerade in
eine dazu parallele oder gleiche affine Gerade überführen. Sicher leisten das alle
Translationen alias die Elemente des Richtungsraums E⃗. Nun bestimmen wir alle
Affinitäten φ mit Fixpunkt p ∈ E, die die fragliche Eigenschaft haben. Sie sind
von der Gestalt φ(p+ v⃗) = p+ φ⃗(v⃗) und φ⃗ muß jeden eindimensionalen Teilraum
von E⃗ stabilisieren. Dann muß aber φ⃗ ein skalares Vielfaches der Identität sein,
etwa nach einer anderen Übung auf diesem Blatt, und zusammen erhalten wir
genau alle Affinitäten mit einem Vielfachen der Identität als linearem Anteil.

Übung 9.2 (Projektive Vervollständigung als Projektivisierung). Man zeige:
Gegeben eine affine Ebene E und eine affine Einbettung a : E ↪→ V in einen
Vektorraum als eine den Ursprung vermeidende affine Hyperebene erhalten wir
durch die Abbildungsvorschrift e 7→ ⟨a(e)⟩ und ⟨v⃗⟩ 7→ ⟨⃗a(v⃗)⟩ eine Kollineation
alias einen Isomorphismus von Inzidenzgeometrien

â : VE ∼→ PV

Lösung. Ich hatte vergessen: Wir sollten auch zeigen, daß unsere Abbildung eine
Bijektion ist. Jeder eindimensionale Teilraum T ⊂ V trifft nun entweder E oder
ist parallel zu E alias T ⊂ a⃗(E⃗). In beiden Fällen ist er das Bild genau eines
Punktes von VE.

Jede P-Gerade in PE⃗ wird unter unserer Abbildung offensichtlich zu einer P-
Gerade in PV . Gegeben eine affine Gerade g ⊂ E ist ihr Vektorraumerzeugnis
⟨a(g)⟩ ⊂ V ein zweidimensionaler Teilraum und P(⟨a(g)⟩) ist genau das Bild
von g ⊔ {g⃗}. Folglich wird jede V-Gerade in VE zu einer P-Gerade in PV .

Ist umgekehrt h = Ph̃ eine P-Gerade in PV , so liegt h entweder in P(⃗a(E⃗))
oder es liegt nicht darin. Im ersten Fall ist es offensichtlich Bild einer V-Gerade
von VE, die ganz in PE⃗ liegt. Im zweiten Fall ist h̃ nicht enthalten im Teilraum
a⃗(E⃗) ⊂ V der Kodimension Eins. Es folgt h̃+ a⃗(E⃗) = V und dim(h̃ ∩ a⃗(E⃗)) =
1. Wir setzen c̃ := h̃ ∩ a⃗(E⃗). Für jeden eindimensionalen Teilraum d̃ ⊂ h̃ mit
c̃ ⊕ d̃ = h̃ muß dann gelten d̃ ∩ a(E) ̸= ∅ und a fortiori h̃ ∩ a(E) ̸= ∅ . Folglich
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ist dieser Schnitt eindimensional mit Richtungraum c̃. Wir finden also eine affine
Gerade g ⊂ E mit a(g) = h̃ ∩ a(E) und dann wird die V-Gerade Vg unter â auf
h abgebildet.

Übung 9.3. Gegeben ein Vektorraum V und im projektiven Raum PV zwei pro-
jektive Hyperebenen U,H ⊂ PV sowie ein Punkt q ∈ PV \(H ∪ U) im Komple-
ment ihrer Vereinigung induziert unsere Projektion eine Bijektion

ζq,H : U
∼→ H

Lösung. Jede P-Gerade, die nicht in einer vorgegebenen projektiven Hyperebene
liegt, schneidet diese in genau einem Punkt. Jede P-Gerade durch q schneidet also
sowohl H als auch U in genau einem Punkt. Damit sind ζq,H : U → H und
ζq,U : H → U zueinander invers.

Übung 9.4. Sei K ein Körper. Die Gruppe GL(2;K) operiert auf K2 und über-
führt Teilräume in Teilräume derselben Dimension und operiert folglich auch auf
P1K. Man zeige, daß es für je zwei Tripel (q1, q2, q3) und (p1, p2, p3) aus drei paar-
weise verschiedenen Punkten g ∈ GL(2;K) gibt mit gqi = pi für i ∈ {1, 2, 3}.
Man zeige, daß für jede weitere mögliche Wahl ĝ von g gilt g−1ĝ ∈ K×I.

Lösung. Unsere Punkte entsprechen eindimensionalen Teilräumen q̃i, p̃i ⊂ K2.
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen q̃1 = ⟨(1, 0)⟩, q̃2 =
⟨(0, 1)⟩ und q̃3 = ⟨(1, 1)⟩. Natürlich finden wir h ∈ GL(2;K) mit h((1, 0)) ∈ p̃1
und h((0, 1)) ∈ p̃2 und dürfen deshalb ohne Beschränkung der Allgemeinheit
q̃1 = p̃1 und q̃2 = p̃2 annehmen. Sei q̃3 = ⟨(a, b)⟩ und ohne Beschränkung der
Allgemeinheit q̃3 = ⟨(1, b)⟩ mit b ̸= 0. Dann hat g = diag(1, b) die gewünschte
Eigenschaft. Um die behauptete Eindeutigkeit zu zeigen, reicht es zu zeigen, daß
nur Vielfache der Einheitsmatrix die beiden Koordinatenachsen sowie die Diago-
nale ⟨(1, 1)⟩ stabilisieren. Die Matrizen, die die beiden Koordinatenachsen stabili-
sieren, sind jedoch genau alle invertierbaren Diagonalmatrizen. Diagonalmatrizen
hinwiederum stabilisieren nur dann die Diagonale, wenn ihre beiden Diagonalein-
träge übereinstimmen.
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Übungen Elementargeometrie

Abgabe bis Freitag, den 17.7. um 8:15

Übung 10.1. Welche Matrizen von GL(2;C) liefern Automorphismen von P1C,
die den unendlich fernen Punkt alias die Gerade durch (1, 0) festhalten?

Lösung. Alle invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen
(
a b
0 d

)
, denn das sind genau

die invertierbaren Matrizen, die (1, 0) auf ein Element des eindimensionalen Teil-
raums C(1, 0) abbilden.

Übung 10.2. Welche Matrizen von SL(2;R) liefern eine Kongruenz der oberen
Halbebene, die die Halbgerade {3 + iy | y ≥ 4} auf die Halbgerade {iy | y ≥ 1}
abbildet?

Lösung. Die Matrix
(
1 −3
0 1

)
wirkt als Verschiebung und bildet folglich die Halbge-

rade {3+iy | y ≥ 4} auf die Halbgerade {iy | y ≥ 4} ab. Die Matrix
(
1/2 0
0 2

)
wirkt

als Streckung mit dem Streckfaktor 4−1 und bildet die Halbgerade {iy | y ≥ 4}
auf die Halbgerade {iy | y ≥ 1} ab. Zusammen wird unser Problem also gelöst
von der Matrix (

1/2 0
0 2

)(
1 −3
0 1

)
=

(
1/2 −3/2
0 2

)
Übung 10.3. Welche Matrizen von SL(2;R) liefern Kongruenzen der oberen Halb-
ebene, die Gerade {z | |z| = 1, Im(z) > 0} stabilisieren?

Lösung. Wir wissen, daß die Möbiustransformationen, die die obere Halbebene
stabilisieren und den Punkt ∞ festhalten, genau alle Ähnlichkeiten sind, die die
obere Halbebene stabilisieren. Wenn sie außerdem unsere obere imaginäre Achse
stabilisieren, müssen es Streckungen mit Zentrum im Ursprung sein, also Matri-
zen der Gestalt

(
a 0
0 1/a

)
mit a ̸= 0. Nun könnte aber eine Möbiustransformation,

die die obere imaginäre Achse stabilisiert, auch die Punkte 0 und −∞ vertau-
schen. Eine Matrix, die das leistet, ist

(
0 −1
1 0

)
. Die gesuchten Matrizen sind also

alle Matrizen der Gestalt
(
a 0
0 1/a

)
oder

(
0 −a
1/a 0

)
mit a ̸= 0.

Übung 10.4. Was ist die Bahn des Punktes 2i ∈ H unter der Gruppe aller Kongru-
enzen der oberen Halbebene, die den Punkt i festhalten?

Lösung. Wir wissen, daß wir die obere Halbebene durch eine Möbiustransforma-
tion mit der Einheitskreisscheibe identifizieren können und daß sich darunter die
Kongruenzen entsprechen. Wir wissen, daß die Kongruenzen der Einheitskreis-
scheibe, die das Zentrum festhalten, genau die Drehungen um dieses Zentrum
und die Spiegelungen an Geraden durch dieses Zentrum sind. Die Bahn eines be-
liebigen Punktes, der nicht das Zentrum ist, unter dieser Gruppe ist also ein Kreis.
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Die Bahn in der Übung muß also auch ein Kreis sein. Dieser Kreis muß stabil sein
unter z 7→ −1/z̄ und muß also auch durch i/2 gehen. Es ist also ein euklidischer
Kreis mit Zentrum in (5/4)i und Radius (3/4).
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