Ubungblitter zur Kommutativen Algebra und
Einfiihrung in die Algebraische Geometrie bei Soergel
im SS 2025

Allgemeine Hinweise:

* Bei der Bearbeitung der Uungen ist keine iibertriebene Ausfiihrlichkeit ge-
fordert. Einfach zu schreiben, es sei klar, reicht nicht, aber eine schliissi-
ge Kette von richtigen Argumenten in der nichsten Stufe der Ausfiihrlich-
keit reicht aus. Allerdings soll die Argumentationskette auch fiir Sie selbst
schliissig sein. Sie miissen sie im Tutorat erklidren konnen und in der Lage
sein, auf Nachfragen Schritte Ihrer Argumentation genauer auszufiihren. In
der Vorlesung bewiesene Aussagen miissen dabei aber keinesfalls nochmals
bewiesen werden, da reicht ein Zitat.

* Es gibt jede Woche vier Aufgaben und fiir jede Aufgabe gibt es vier Punkte,
obwohl der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben durchaus sehr unterschiedlich
sein wird.

+ Die Ubungen werden Dienstags ausgegeben und miissen die Woche danach
am Dienstag vor der Vorlesung abgegeben werden. Sie seien ermutigt, die
Aufgaben mit Thren Kommilitonen zu besprechen und zu zweit abzugeben.
Mehr als zwei Namen auf einem Zettel gilt aber nicht.

+ Die Ubungen werden auf den folgenden Seiten dieses Textes ins Netz ge-
stellt, der jede Woche um das Ubungsblatt der jeweiligen Woche erginzt
werden wird.



Anwesenheitsaufgaben zweite Vorlesungswoche

Diese Ubungen miissen nicht abgegeben werden, sondern sollen im Laufe der
zweiten Vorlesungswoche in den Tutoraten bearbeitet werden. Zu diesem Zeit-
punkt liegen ja noch keine korrigierten Hausaufgaben vor, die zu besprechen
waéren.

Ubung 0.1. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heift dicht, wenn ihr
AbschluBl der ganze Raum ist. Sei £ ein kommutativer Integrititsbereich. Man
zeige: Jede unendliche Teilmenge von k ist Zariski-dicht. Sind A C k™ und
B C k™ Zariski-dicht, so gilt dasselbe fiir A x B C k™%, (Korrektur: Ab hier
muf} k£ unendlich angenommen werden.) Jede offene nichtleere Teilmenge von k"
ist Zariski-dicht. Je zwei offene nichtleere Teilmengen von £" haben nichtleeren
Schnitt.

Ubung 0.2. Man zeige: Verschwindet ein Polynom P € R|[x, y] auf der Kreislinie
{(z,y) € R? | 22 + y? = 1}, so wird es von 22 + y* — 1 geteilt.

Ubung 0.3. Gegeben eine endlichdimensionale Ringalgebra iiber einem Korper
bilden die Einheiten stets eine Zariski-offene Teilmenge. Korrektur: Diese Ubung
war miBverstindlich. Ich hitte schreiben sollen: Gegeben eine k-bilineare Mul-
tiplikation auf A := k", die A zu einem Ring macht, bilden die Einheiten eine
Zariski-offene Teilmenge A* © A.

Ubung 0.4. Ist k ein Korper, ja ein beliebiger Kring, und = € k™ ein Punkt, so ist
das Verschwindungsideal dieser einelementigen Menge das Ideal Z(z) = (1} —
1, ..., Ty —xy) Ck[Th, ..., Ty).

Ubung 0.5. Sei k ein Korper. Man zeige, dal die von ganz k verschiedenen alge-
braischen Teilmengen von k genau die endlichen Teilmengen sind. Man zeige, dal
die algebraischen Teilmengen von k? genau die endlichen Teilmengen, die Verei-
nigungen der Nullstellenmengen einzelner Polynome mit endlichen Teilmengen,
sowie ganz k? sind. Hinweis: Zwei teilerfremde Polynome in zwei Verinderlichen
haben hochstens endlich viele gemeinsame Nullstellen.



Ubungen zur Kommutativen Algebra und Einfiihrung in
die Algebraische Geometrie

Abgabe bis Dienstag, den 29.4 um 8:15

Ergiinzende Ubung 1.1. Man zeige, daB in einem endlich erzeugten Modul jedes
Erzeugendensystem ein endliches Erzeugendensystem umfaft.

Ubung 1.2. Sei k ein Korper. Man zeige fiir jedes Ideal a C k[Ty,...,T,] die
Abschitzung | Z(a)| < dimy k[T, ...,T,]/a. Insbesondere kann ein Ideal end-
licher Kodimension nur hochstens endlich viele simultane Nullstellen besitzen.
Hinweis: Interpolation in mehreren Variablen.

Ubung 1.3. Man zeige: Jeder surjektive Endomorphismus eines noetherschen Mo-
duls ist ein Isomorphismus.

Ubung 1.4. Man zeige, daB C[z, y]/(y? —x3) ein Integrititsbereich ist, und daR die
iiber diesem Ring ganzen Elemente seines Quotientenkorpers selbst einen Ring
bilden, der isomorph ist zum Polynomring in einer Veridnderlichen.



Ubungen zur Kommutativen Algebra und Einfiihrung in
die Algebraische Geometrie

Abgabe bis Dienstag, den 6.5 in der Vorlesung

Ubung 2.1. (k = k). Man zeige: Gegeben nilpotentfreie k-Kringe A, B ist auch
ihr Tensorprodukt A ®, B nilpotentfrei. Hinweis: Identifizieren mit reguldren
Funktionen. Man beachte das Beispiel K (1) @k (p»y K (T) fiir einen Korper K po-
sitiver Charakteristik p > 0, in dem das Tensorprodukt zweier Korpererweiterun-
gen desselben Grundkorpers K (77) nilpotente Elemente hat. Aber k := K(T7)
ist auch nicht algebraisch abgeschlossen.

Ubung 2.2 (Disjunktes Verkleben polynomialer Funktionen). (k = k). Seien
disjunkte und Zariski-abgeschlossene Teilmengen X, Y @& k" gegeben sowie po-
lynomiale Funktionen f : X — kund g : Y — k. Man zeige, daf} die Abbildung

h: XUY =k

mit h|x = f und h|y = g dann auch polynomial ist. Hinweis: Nach dem Null-
stellensatz ist die Summe der Verschwindungsideale der ganze Polynomring. Nun
verwende man den abstrakten chinesischen Restsatz.

Ubung 2.3 (Kein abgeschlossenes Verkleben polynomialer Funktionen). Ge-
geben ein algebraisch abgeschlossener Korper & = k und algebraische Teilmen-
gen X, Y @& k™ sowie polynomiale Funktionen f : X — kund g : ¥ — k mit
flxny = g|xny muB die Abbildung

h: XUY =k

mit h|x = f und h|y = ¢ keineswegs polynomial sein. Als Beispiel untersu-
che man den k? mit X dem Achsenkreuz und Y einer weiteren Ursprungsgera-
den. Mutige zeigen, dal das Verkleben im allgemeinen genau dann gelingt, wenn
Z(X) + Z(Y) ein Radikalideal ist.

Ubung 2.4 (Stetigkeit polynomialer Abbildungen). Ich erinnere daran, da eine
Abbildung zwischen topologischen Riumen stetig heillit, wenn das Urbild jeder
offenen Menge wieder offen ist. Man zeige: Gegeben ein Korper & sind polyno-
miale Abbildungen X — Y mit X @ k" und Y @& k™ stetig fiir die von der
Zariskitopologie auf unseren Teilmengen induzierte Topologie.



Ubungen zur Kommutativen Algebra und Einfiihrung in
die Algebraische Geometrie

Abgabe bis Dienstag, den 13.5 in der Vorlesung

Ubung 3.1. Seien X und Y affine Varietiten. Man zeige, daB ein Morphismus
¢ : X — Y dichtes Bild hat genau dann, wenn der zugehorige Komorphismus
eine Injektion ¢ : O(Y) — O(X) induziert.

Ubung 3.2. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von affinen Varietiten. Gegeben eine
Teilmenge J C O(Y) ist das Urbild ihrer Nullstellenmenge die Nullstellenmenge
ihres Bildes, in Formeln

Ubung 3.3 (Produkt mit k™). Gegeben eine affine Varietit X zeige man, daB
wir einen Isomorphismus O(X)[11,...,T,] = O(X x k") erhalten, wenn wir
den Kringhomomorphismus betrachten, der auf O(.X') durch das Zuriickholen ge-
geben ist und unter dem der Variablen 7; die Projektion auf £" gefolgt von der
Projektion auf den i-ten Eintrag zugeordnet wird.

Ubung 3.4. Ein Block eines Krings kann charakterisiert werden als ein unzerleg-
barer direkter Summand unseres Krings, betrachtet als Modul iiber sich selber.
Man konstruiere eine Bijektion zwischen der Menge der Zusammenhangskom-
ponenten einer affinen Varietit X und der Menge der Blocke ihres Rings von
strukturierenden Funktionen O(X).



Ubungen zur Kommutativen Algebra und Einfiihrung in
die Algebraische Geometrie

Abgabe bis Dienstag, den 20.5 in der Vorlesung

Ubung 4.1. Man zeige: Das Bild eines irreduziblen Raums unter einer stetigen
Abbildung ist stets irreduzibel.

Ubung 4.2. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Man zeige, daB die
irreduziblen algebraischen Teilmengen von k% genau die einpunktigen Teilmen-
gen, die Nullstellenmengen einzelner irreduzibler Polynome sowie ganz k? sind.
Hinweis: Man erinnere aus der Algebra, dal} zwei teilerfremde Polynome in zwei
Variablen nur endliche viele gemeinsame Nullstellen haben konnen.

Ubung 4.3. Man zeige, daB fiir jede affine Varietit X mit einem faktoriellen Ring
O(X) von reguldren Funktionen das Bilden der Nullstellenmenge eine Bijektion

O(X), bis auf Einheiten Hyperfliachen in X
[/] Z(f)

zwischen quadratfreien Elementen von O( X)), bis auf Einheiten, und Hyperfldchen
in X liefert.

{Quadratfreie Elemente VOH} ~ { Abgeschlossene }
H

Ubung 4.4. Man zeige: Gegeben Ideale ay, . . ., a, und Primideale p, . . ., p, eines
Krings R mita; ¢ p; fiir alle ¢, j gibtes stets f € Rmit f € a; Vi aber [ & p,; Vj.



Ubungen zur Kommutativen Algebra und Einfiihrung in
die Algebraische Geometrie

Abgabe bis Dienstag, den 27.5 in der Vorlesung

Ubung 5.1. Sei k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Man zeige, daf
k die Krulldimension Eins hat und k? die Krulldimension Zwei. Hinweis: Die
irreduziblen algebraischen Teilmengen wurden in diesen Fillen im letzten Blatt
bestimmt.

Ubung 5.2 (Irreduzibilitit der Gruppe SL,,). (k = k). Man zeige, daB die spe-
zielle lineare Gruppe SL(n; k) stets irreduzibel ist. Hinweis: Ahnlich wie in [?]
?? erkennt man, daB es fiir jedes n ein IV gibt derart, daB sich jede (n x n)-Matrix
der Determinante Eins darstellen 148t als Produkt von /N Faktoren, die jeweils Dia-
gonalmatrizen der Determinante Eins oder Elementarmatrizen der Determinante
Eins sind. Man folgere, da} auch 1 — det fiir n > 1 ein irreduzibles Polynom ist.
Hinweis: Man argumentiere wie in ??.

Ubung 5.3. Ein Primideal eines Krings muB alle nilpotenten Elemente des besag-
ten Krings enthalten.

Ubung 5.4 (Irreduzibilitit von Produkten). Seien k ein Koérper und X C k" und
Y C k™ irreduzibel fiir die Zariskitopologie. Man zeige, dal dann auch X xY C
k™™ jrreduzibel ist fiir die Zariskitopologie. Man zeige, daB das Tensorprodukt
von zwei Integritdtskringen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper £ =
k stets wieder ein Integrititskring ist.



Ubungen zur Kommutativen Algebra und Einfiihrung in
die Algebraische Geometrie

Abgabe bis Dienstag, den 3.6 in der Vorlesung

Ubung 6.1. Seien R ein Kring und S C R eine Teilmenge. Gegeben ein R-Modul
M mit Untermoduln K, L C M zeige man die Identitit

STHKNL)=(ST'K)n(S™'L)

von Untermoduln von S~ M. Hinweis: Exaktheit der Lokalisierung.

Ubung 6.2. Gegeben ein Integrititsbereich A zeige man in Quot A die Identitiit

A:ﬂAm

meMax A

Hinweis: Gegeben f € (QuotA)\A kann das Ideal I = {g € A | gf € A} nie
ganz A sein.

Ubung 6.3. Ist speziell f die Variable f = t in einem Polynomring R[t] iiber
einem Kring R, so schreibt man kurz R[t], = R[t][t"'] = R[t,t"'] und nennt
diesen Ring den Ring der Laurentpolynome iiber /2. Man zeige, daf sich jedes
Element von R[t,t™'] eindeutig darstellen 148t als eine endliche Linearkombina-
tion ZieZ a,;t' mit Koeffizienten a; € R, daB also die ¢* eine Basis des R-Moduls
R[t,t™'] bilden.

Ubung 6.4 (Lokalisierung vertauscht mit Restklassenbildung). Gegeben ein
Kring R und ein Ideal / C R und eine Teilmenge S C R ist die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus

STIR/STIT % §7Y(R/I)

fir S C R/I das Bild von S unter der Quotientenabbildung. Hinweis: Exaktheit
der Lokalisierung und Vertriaglichkeit mit der Restriktion der Skalare.



Ubungen zur Kommutativen Algebra und Einfiihrung in
die Algebraische Geometrie

Abgabe bis Dienstag, den 17.6 in der Vorlesung

Ubung 7.1. Seien X eine affine Varietit und x € X ein Punkt. Man zeige, daf3
die lokale Krulldimension von X bei z iibereinstimmt mit der Krulldimension des
lokalen Ringes, in Formeln kdim, X = kdim Ox,.

Ubung 7.2. Man zeige: Gegeben ein endlich erzeugter freier Modul M iiber einem
lokalen Kring (A, m) bilden Elemente vy, ..., v, € M eine A-Basis von M genau
dann, wenn ihre Bilder vy, . .., v, € M /mM eine Basis des Quotienten iiber A/m
bilden.

Ubung 7.3. Man zeige, daB der ganze AbschluB von C[X, Y]/(X3—Y?) in seinem
Quotientenkorper isomorph ist zum Polynomring C[T7].

Ubung 7.4 (Eigenschaften von Morphismen mit ganzen Komorphismen). Sei
¢ : X — Y ein Morphismus von affinen Varietéten. Ist der Komorphismus ganz,
so ist ¢ abgeschlossen mit endlichen Fasern und fiir jede irreduzible abgeschlos-
sene Teilmenge Z @& X gilt

kdim Z = kdim ¢(Z2)



Ubungen zur Kommutativen Algebra und Einfiihrung in
die Algebraische Geometrie

Abgabe bis Dienstag, den 24.6 in der Vorlesung

Ubung 8.1 (Uberdeckung einer Varietit durch Untervarietiten). Eine irre-
duzible affine Varietit iiber einem iiberabzédhlbaren algebraisch abgeschlossenen
Korper k kann nicht durch abzihlbar viele echte abgeschlossene Teilmengen iiber-
deckt werden. Hinweis: Mit dem Normalisierungssatz ziehe man sich auf den Fall
zuriick, daB} unsere Varietét der £™ ist. Dann findet man eine Hyperebene, die in
keiner unserer Teilmengen enthalten ist, und argumentiert mit Induktion.

Ubung 8.2. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Korper & = k und zwei
nichtleere algebraische Teilmengen X @& k" und Y @& k™ zeige man die Formel
kdim(X x Y) = kdimX + kdimY". Hinweis: Noether-Normalisierung ??.

Ubung 8.3. Seien A C B C C kommutative Integrititsringe und sei C ein freier
A-Modul von endlichem Rang r. Ist auch Quot C' eine Korpererweiterung von
Quot B vom Grad r, so gilt A = B.

Ubung 8.4. Man zeige, daB die Quotientenvarietit C?/{4-id} isomorph ist zum
Kegel {(x,y,2) € C? | 22+ y? = 2?}. Idem, wenn man C durch einen beliebigen
algebraisch abgeschlossenen Korper einer von Zwei verschiedenen Charakteristik
ersetzt.
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Ubungen zur Kommutativen Algebra und Einfiihrung in
die Algebraische Geometrie

Abgabe bis Dienstag, den 1.7 in der Vorlesung

Ubung 9.1. Man zeige: Operiert eine endliche Gruppe auf einem ganz abgeschlos-
senen kommutativen Integrititsring, so ist auch der Invariantenring ganz abge-
schlossen.

Ubung 9.2. Gegeben ein noetherscher faktorieller Ring R induziert das Bilden des
Hauptideals irreduzibler Elemente eine Bijektion

irk R = {p € Spec R | ht(p) = 1}

zwischen der Menge der Irreduziblenklassen von R und der Menge aller Prim-
ideale der Hohe Eins.

Ubung 9.3. (k = k). Man zeige, daB fiir jede offene Teilmenge U @ k™ der Ring
On(U) der reguldren Funktionen auf U ringendlich ist iiber k. Hinweis: Man
erinnere, da} der Polynomring faktoriell ist, und iiberlege sich, dal} eine regulire
Funktion global durch ihre maximal gekiirzte Darstellung gegeben sein muf.

Ubung 9.4. Seien X eine affine Varietit mit einem faktoriellen Ring von reguliren
Funktionen, Y @& X eine Hyperflaiche und Z @& X eine irreduzible Teilmenge.
Man zeige: Ist Z nicht in Y enthalten, so ist Y N Z eine Hyperflache in Z.
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Ubungen zur Kommutativen Algebra und Einfiihrung in
die Algebraische Geometrie

Abgabe bis Dienstag, den 8.7 in der Vorlesung

Ubung 10.1. Die Verkniipfung von zwei finalen Morphismen ist stets final. Ist
die Verkniipfung ¢ o 1) von zwei Morphismen final, so ist ¢ final. Insbesondere
ist jeder Morphismus final, der ein Rechtsinverses alias einen Schnitt besitzt, fiir
den es also einen Morphismus s gibt mit fs = id. Gegeben k = Fk sind die
Koordinatenfunktionen £™ — k final.

Ubung 10.2 (Finalitiit ist lokal in der Basis). Ist ein Morphismus von k-gering-
ten Rdumen f : Y — X final, so ist auch fiir jede offene Teilmenge U © X
die induzierte Abbildung f~'(U) — U final fiir die induzierten Strukturen. Ist
umgekehrt f : Y — X ein Morphismus von k-geringten Rdumen und besitzt X
eine offene Uberdeckung U derart, daB f : f~1(U) — U fiir alle U € U final ist,
so ist unser Morphismus bereits selbst final.

Ubung 10.3. Man zeige, daB die finale Struktur zu irgendwelchen Abbildungen
von gesittigten Strukturen in eine vorgegebene Menge auch selbst geséttigt ist.

Ubung 10.4. Gegeben eine Varietit oder Privarietit X und f € Ox(X) reguldr
setzen wir

Xp = {re X | fx) £0}

Man zeige, daB es fiir alle h € Ox (X ) einn > 0 gibt derart, daB} die Fortsetzung
durch Null von f™h eine reguldre Funktion auf ganz X ist. Man folgere, daf} die
Restriktion Oy (X) — Ox(X) einen Isomorphismus Ox (X); = Ox(Xy) zwi-
schen der Lokalisierung von Ox (X)) an f und dem Ring der reguliren Funktionen
auf Xy induziert.

Ubung 10.5 (Affine offene Teilmengen affiner Varietiiten). Gegeben eine Varie-
tat X, offene affine Teilmengen U, V' @ X und ein Punkt x € U NV zeige man:
Es gibt stets s € O(U) und t € O(V) mitx € Us und Uy = V;. In dieser Situation
ist natiirlich auch U, = V; affin. Hinweis: [10.4]
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Ubungen zur Kommutativen Algebra und Einfiihrung in
die Algebraische Geometrie

Abgabe bis Dienstag, den 15.7 in der Vorlesung

Ubung 11.1 (Automorphismen der projektiven Gerade). (k = k). Man zei-
ge, daB jeder Isomorphismus P4 = Pk von der Restriktion eines Vektorraum-
automorphismus von k? auf £?\0 induziert wird und daB wir so einen Gruppen-

isomorphismus
GL(2;k)/k* = Var™ (P'k)

des besagten Quotienten mit der Automorphismengruppe der projektiven Gerade
erhalten. Hinweis: Man erinnere die Automorphismen der Gerade k.

Ubung 11.2. Gegeben eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge W @& Pk zeige
man fiir die Dimension ihres Kegels die Formel kdim C(W) = kdim W + 1.
Hinweis: Lokale Trivialitidt der Projektion.

Ubung 11.3. Das Komplement einer nichtleeren Hyperfliche im projektiven Raum
ist stets eine affine Varietit. Ergdnzung vom 22.7: Ich denke, das war hier zu
schwer. Ich habe die Ubung zu 10.4 verlegt, in diesem Abschnitt ist sie nicht mehr
schwer.

Ubung 11.4. Man bestimme die Schnittpunkte der Abschliisse in der projektiven
Vervollstindigung VC? der Ebene C? der beiden konzentrischen Kreise 22 + 32 =
1 und 2 + y* = 2. Man bestimme jeweils die Schnittmultiplizitéit.

Definition 1. Gegeben eine bepunktete k-Varietit (X, x) mit dimy(m,/m2) =
kdim, X und abgeschlossene Teilmengen C, D @& X erkldren wir die Vielfach-
heit von x als Schnittpunkt von C' und D oder kurz Schnittmultiplizitit als

5:(C, D) := dimy, (Ox ./(Z.(C) + T.(D))) € NU {oc}
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