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Die Abschnitte bis zur Galois-Theorie einschlieBlich sollten in etwa den Stan-
dardstoff einer Algebra-Vorlesung fiir das dritte Semester abdecken. Ich habe
mich bei der Entwicklung der Theorie besonders darum bemiiht, die Verwen-
dung des Zorn’schen Lemmas zu vermeiden. Mein Ziel war es, dem falschen Ein-
druck entgegenzuwirken, unsere Sitze iiber die Auflosbarkeit von polynomialen
Gleichungen oder die Bestimmung quadratischer Reste oder die Konstruierbarkeit
regelmiBiger Vielecke basierten auf Subtilititen der Mengenlehre. Insbesondere
wird der algebraische Abschluf3 in den Beweisen nicht verwendet und der Begriff
eines maximalen Ideals spielt nur eine Nebenrolle. Ich bedanke mich bei vielen
Freiburger Studierenden fiir Hinweise, die mir geholfen haben, die Darstellung zu
klidren und zu glitten und Fehler zu beheben.



1 Mehr zu Gruppen

1.1 Die Frage nach der Klassifikation

1.1.1. Ich erinnere an die Definition [GR] 2.2.2. Eine Gruppe ist eine Menge G
mit einer Verkniipfung G x G — G, (a,b) — ab derart, daB fur alle a,b,c € G
gilt (ab)c = a(bc), daB es ein Element 1 € G gibt mit la = al = a Va € G, und
daB es fiir alle a, b € G ein Element ¢ € GG gibt mit ac = b. Gegeben eine weitere
Gruppe H ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H eine Abbildung von
G nach H mit p(ab) = ¢(a)p(b) fir alle a,b € G. Die Menge aller Gruppen
homomorphismen von G nach H notiere ich Grp(G, H).

1.1.2. Wir wollen im folgenden der Frage nachgehen, welche endlichen Grup-
pen ,.es liberhaupt gibt“. Wir nennen zwei Gruppen isomorph, wenn es zwischen
ihnen einen Isomorphismus als da heif3t einen bijektiven Homomorphismus gibt.
Die Frage, welche endlichen Gruppen es tiberhaupt gibt, konnen wir dann konkret
fassen als die folgende Aufgabe: Man gebe eine Liste von endlichen Gruppen an
derart, daf} jede beliebige endliche Gruppe isomorph ist zu genau einer Gruppe
dieser Liste. In mathematischer Terminologie ist das die Frage nach der Klassifi-
kation der endlichen Gruppen.

Beispiel 1.1.3. Fir Gruppen mit hochstens 4 Elementen konnen wir diese Auf-
gabe noch ohne alle Theorie auf direktem Wege 16sen. Eine endliche Menge mit
Verkniipfung beschreiben wir dazu durch ihre Verkniipfungstabelle, die im Fall
einer Gruppe auch Gruppentafel hei3t. Zum Beispiel bilden die dritten Einheits-
wurzeln 1, ¢ = exp(27i/3) und n = exp(47i/3) in C unter der Multiplikation
eine Gruppe mit der Gruppentafel
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Bei einer Gruppentafel muf3 nach der Kiirzungsregel [GR] 2.2.17 in jeder Spalte
und in jeder Zeile jedes Element genau einmal vorkommen. Man sieht so recht
leicht, daB es bis auf Isomorphismus nur eine Gruppe G gibt mit |G| Elementen fiir
|G| = 1,2, 3. Man sieht so auch, daf es fiir |G| = 4 bis auf Isomorphismus genau
zwel Moglichkeiten gibt, die sich dadurch unterscheiden, ob jedes Element sein
eigenes Inverses ist oder nicht: Je nachdem haben wir, bis auf Isomorphismus, die
sogenannte Klein’sche Vierergruppe Z /27 x 7 /27 oder die zyklische Gruppe
Z/AZ vor uns.
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Die vier Symmetrien des Buchstabens H und des Sonnenrads, das wohl nicht
zuletzt auch wegen seiner Symmetriegruppe so unvermittelt an furchtbare Zeiten
der deutschen Geschichte erinnert.



1.1.4. Warum interessieren wir uns iiberhaupt fiir Gruppen? Stellen wir uns doch
einmal eine ebene Figur vor, zum Beispiel eine stilisierte Bliite, einen Buchsta-
ben, oder allgemein eine beliebige Teilmenge der Ebene A C R2. Unter einer
»Symmetriebewegung® oder kurz Symmetrie unserer Figur verstehen wir eine
abstandserhaltende Selbstabbildung g der Ebene, die unsere Figur in sich selber
tiberfiihrt, in Formeln gA = A. Alle Symmetrien unserer Figur bilden unter der
Hintereinanderausfiihrung als Verkniipfung eine Gruppe, die Symmetriegruppe
der Figur. Bei den meisten Figuren besteht die Symmetriegruppe nur aus einem
Element, der Identitit, aber ein Herz hat schon zwei Symmetrien, die Identitéit
und eine Spiegelung. Der Buchstabe H hat sogar 4 Symmetrien, ebensoviele wie
das Sonnenrad, aber die Symmetriegruppen dieser beiden Figuren sind nicht iso-
morph. In diesem Sinne kann man das Konzept einer Gruppe interpretieren als
eine Formalisierung der Idee eines ,,abstrakten Symmetrietyps.

1.2 Kompositionsreihen

1.2.1. Ich erinnere an Restklassen [LA2] 4.1, Normalteiler [LA2] 4.2, Gruppen-
wirkungen [LLA2] 5.1.1, Bahnformel [LA2] 5.2 und Konjugationsklassen [LA2]
5.3.

Definition 1.2.2. Eine Gruppe heif3t einfach, wenn sie nicht nur aus dem neutralen
Element besteht, aber aufler dem neutralen Element und der ganzen Gruppe keine
weiteren Normalteiler hat.

Beispiele 1.2.3. Beispiele einfacher Gruppen sind die zyklischen Gruppen von
Primzahlordnung und die sogenannten alternierenden Gruppen

A, = ker(sgn : S, — {£1})

aller geraden Permuationen von r Objekten unter der Annahme r > 5, wie wir als
Satz 1.6.2 zeigen werden. Nicht zeigen werden wir, daf} die alternierende Grup-
pe As die kleinste nichtabelsche einfache Gruppe ist. Diese Gruppe ist iibrigends
genau unsere Ikosaedergruppe aus [LA2] 5.4.2 aller Drehsymmetrien eines Iko-
saeders, was wir im anschlieBenden Satz 1.2.5 zeigen.

Ergdnzung 1.2.4. Alle endlichen einfachen Gruppen sind seit etwa 1980 bekannt,
ihre Klassifikation ist jedoch schwierig und man kann nur hoffen, dafl zukiinfti-
ge Forschungen noch substantielle Vereinfachungen der Argumente erlauben. Ei-
ne wesentliche Zutat ist ein beriihmter Satz von Feit-Thompson, nach dem jede
endliche einfache nicht abelsche Gruppe eine gerade Ordnung haben muf3.

Satz 1.2.5. Die lkosaedergruppe ist einfach und isomorph zur alternierenden
Gruppe As.



Beweis. Ein lkosaeder hat 12 Ecken, 20 Flachen und 30 Kanten. Jedes Paar von
gegeniiberliegenden Ecken liefert vier Elemente der Ordnung 5 in /, macht 24
Elemente der Ordnung 5. Jedes Paar von gegeniiberliegenden Flidchen liefert zwei
Elemente der Ordnung 3 in /, macht 20 Elemente der Ordnung 3. Jedes Paar von
gegeniiberliegenden Kanten liefert ein Element der Ordnung 2 in /, macht 15
Elemente der Ordnung 2. Zusammen mit dem neutralen Element haben wir damit
alle Gruppenelemente aufgelistet, denn es gilt

60=1+15+20+24

Da je zwei Kanten des Ikosaeders durch eine Drehsymmetrie des Ikosaeders in-
einander iiberfithrt werden konnen, bilden die 15 Elemente der Ordnung 2 eine
Konjugationsklasse: Sind in der Tat K und L Kanten und d, d;, die nichttrivialen
Drehsymmetrien, die sie jeweils in sich selbst tiberfiihren, und ist g eine Dreh-
symmetrie mit g(K) = L, so gilt dix = g~ 'drg. Ahnlich sieht man, daB alle 20
Elemente der Ordnung 3 eine Konjugationsklasse bilden. Fiir die Elemente der
Ordnung 5 kann das nicht gelten, denn 24 ist kein Teiler von 60. Mit dhnlichen
Uberlegungen erkennt man jedoch, daB die 24 Elemente der Ordnung 5 zerfal-
len in zwei Konjugationsklassen von je 12 Elementen, bestehend aus Drehungen
einmal um Winkel j:%’r und ein andermal i‘%. Die Kardinalititen der Konjuga-
tionsklassen sind also genau die Summanden auf der rechten Seite der Gleichung

60=1+15+20+12+12

Giibe es nun in [ einen echten Normalteiler /V, so miiite die Ordnung von N ein
Teiler sein von 60 und eine Summe von Kardinalitidten von Konjugationsklassen,
darunter die Konjugationsklasse des neutralen Elements. Die einzigen solchen
Zahlen sind aber 1 und 60, folglich ist die Ikosaedergruppe I einfach. Man iiber-
legt sich nun anhand der nebenstehenden Zeichnung, daf} es genau fiinf Moglich-
keiten gibt, aus den 20 Ecken eines Dodekaeders, die ja gerade die Flichenmitten
eines Ikosaeders bilden, 8 Ecken so auszusuchen, daB sie die Ecken eines Wiirfels
bilden: Auf der Menge dieser 5 einbeschriebenen Wiirfel operiert unsere Gruppe
dann natiirlich auch. Wir erhalten so einen Gruppenhomomorphismus

(p:]—)Sg,

Der Kern von sgnoy : I — {+1,—1} ist ein von 1 verschiedener Normalteiler
von I, es folgt ker(sgn op) = I und ¢ induziert einen Gruppenhomomorphismus
nach As = ker(sgn) C Ss. Der Kern von ¢ : I — S5 ist ein von [ verschiedener
Normalteiler von I, es folgt ker ¢ = 1, und durch Abzdhlen folgt dann, daf} ¢
einen Isomorphismus ¢ : I = Aj induziert. O



Einer der fiinf eingeschriebenen Wiirfel eines Dodekaeders, mit gestrichelt
eingezeichneten Kanten. Diese Wiirfel entsprechen im iibrigen auch eineindeutig
den 2-Sylows unserer Ikosaedergruppe: Diese sind genau die vierelementigen
Diedergruppen, die von den drei durch die Flachenmitten eines festen Wiirfels
stechenden Geraden jede in sich liberfithren. Wenn Sie dieser Anschauung nicht
so recht trauen, wofiir ich durchaus Sympathie hitte, konnen Sie auch abstrakt
die ,,Symmetriegruppe des Graphen mit den durchgezogenen Kanten*
betrachten. Sie wiirde den ,,Dreh- und Spiegelsymmetrien* eines Ikosaeders
entsprechen, aber wenn Sie zusitzlich an jeder Ecke auf der Menge der von ihr
ausgehenden Kanten in der Terminologie [GR] 1.5.22 die zyklische Anordnung
,-im Uhrzeigersinn® festlegen, so wird die Gruppe derjenigen Symmetrien
unseres Graphen, die diese zyklischen Anordnungen respektieren, genau die
Ikosaedergruppe werden.



Definition 1.2.6. Eine Kompositionsreihe einer Gruppe G ist eine Folge von
Untergruppen
G=G,D0G_1D...0G =1

derart, da3 jede Gruppe unserer Folge ein Normalteiler in der nédchstgroferen
Gruppe ist und daB die sukzessiven Quotienten einfach sind, daf also in Formeln
G;/G;_1 einfach ist fir 1 < i < r. Die Gruppen G;/G;_; heiBen die Subquoti-
enten der Kompositionsreihe.

Satz 1.2.7 (Jordan-Holder). Je zwei Kompositionsreihen einer endlichen Gruppe
haben dieselbe Linge und bis auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten, die man
die Kompositionsfaktoren unserer Gruppe nennt. Ist genauer G eine endliche
Gruppe und sind G = M, D ... D My = 1lund G = Ny, D ... D Ny =1
Kompositionsreihen von GG, so haben wir r = s und es gibt eine Permutation
o €S, mit Ni/Ni—l = Ma(i)/Mg(i),l fiir alle 1.

Beispiel 1.2.8. Jede abelsche Gruppe mit n Elementen hat als Kompositionsfakto-
ren die zyklischen Gruppen Z/p;Z fiir n = p; . . . p, die Primfaktorzerlegung von
n. Jeder endlichdimensionale Vektorraum V liber IF), fiir eine Primzahl p hat insbe-
sondere als Kompositionsfaktoren dim V' Kopien von F,. Die Kompositionsfak-
toren der symmetrischen Gruppen S, werden wird in 1.6.2 und 1.6.3 diskutieren:
Ab r = 5 ist der Kern des Signums ein einfacher Normalteiler und unsere Gruppe
hat folglich nur zwei Kompositionsfaktoren: Diesen Normalteiler und Z/27Z.

Beweis. Wir zeigen das durch Induktion iiber die Gruppenordnung. Seien

G O M > ... O1
G O N DO ... O1

zwei Kompositionsreihen. Gilt M = N, so folgt der Satz per Induktion. Sonst
ist das Bild von M in G/N ein von 1 verschiedener Normalteiler, und da G/N
einfach ist, liefert die offensichtliche Abbildung notwendig eine Surjektion M —»
G/N und einen Isomorphismus M /(M N N) = G/N. Ebenso erhalten wir auch
N/(MNN) = G/M.Deuten wir mit (MNN) D ... D 1 eine Kompositionsreihe
des Schnitts an, so hat die Gruppe G also Kompositionsreihen

G O M D ... D1
G DO M > (MNN) D D1
G DO N D (MnNnN) D ... D1
G D N D ... D1

Je zwei in dieser Liste benachbarte Kompositionsreihen haben aber nun nach In-
duktionsvoraussetzung und den oben erwihnten Isomorphismen bis auf Reihen-
folge dieselben Subquotienten. ]
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.2.9. Man zeige die Aussage des Satzes von Jordan-Holder
1.2.7, ohne die Endlichkeit der Gruppe vorauszusetzen. Man zeige auch, dal} in
einer Gruppe mit Kompositionsreihe eine absteigende Folge von Untergruppen,
die jeweils echte Normalteiler in der ndchstgroleren Untergruppe sind, hdchstens
so lang sein kann wie besagte Kompositionsreihe.

Ergiinzende Ubung 1.2.10 (Semidirektes Produkt). Seien ¢ : G — B ein sur-
jektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern N := kerp und ¢ : B — G eine
Spaltung von ¢, also ein Gruppenhomomorphismus mit ¢ o ¢ = idz. Man zeige,
dal dann die Abbildung (n,b) — no(b) eine Bijektion N x B = G liefert und
dal die Verkniipfung von G unter dieser Bijektion derjenigen Verkniipfung auf
N x B entspricht, die gegeben wird durch

(m,a)(n,b) = (mintyq)(n),ab) Vm,n € Nunda,be B.

Sind umgekehrt N, B Gruppen und 7 : B — Grp* N, a — 7, ein Gruppenhomo-
morphismus von B in die Automorphismengruppe von NV, so wird N X B mit der
Verkniipfung

(m,a)(n,b) := (m1,(n),ab) VYm,n € Nunda,be B

zu einer Gruppe. Diese Gruppe heilit das semidirekte Produkt von N mit B
itber 7 und wird notiert als

NxB=Nx,B

Ergdnzung 1.2.11. Ist speziell eine Gruppe N ein Produkt von n Kopien einer
festen Gruppe NV = A" = A x ... x A und operiert eine weitere Gruppe B dar-
auf durch Vertauschung der Faktoren, also in hoffentlich offensichtlicher Weise
vermittels eines Gruppenhomomorphismus B — §,;, so bezeichnet man das zu-
gehorige semidirekte Produkt als Kranzprodukt und notiertes N x B =: A B.

Erginzende Ubung 1.2.12. Man zeige, daB die symmetrische Gruppe S, isomorph
ist zum semidirekten Produkt der S3 mit der Klein’schen Vierergruppe F3 in Be-
zug auf einen und jeden Isomorphismus S3 = GL(2; Fy).

1.3 p-Gruppen
Definition 1.3.1. Das Zentrum einer Gruppe G ist die Menge
Z(G) ={r e G|zg=gr VgeG}

derjenigen Gruppenelemente, die mit allen anderen Gruppenelementen kommu-
tieren.
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1.3.2. Offensichtlich ist das Zentrum ein Normalteiler, was im Ubrigen auch die
alternative Beschreibung Z(G) = ker(int : G — Grp™(G)) als Kern eines Grup-
penhomomorphismus in den Notationen aus [LLA2] 5.3 sofort zeigt.

Definition 1.3.3. Die Standgruppe von g € G unter der Operation von GG auf sich
selbst durch Konjugation heifit der Zentralisator Z:(g) von g, in Formeln

Za(g) ={z € G| xga™ = g}

1.3.4. Ist GG eine endliche Gruppe, G = C; U ... U C, ihre Zerlegung in Konju-
gationsklassen und g; € C; jeweils ein Element, so liefert die Bahnformel [[LA2]
5.2.2 die sogenannte Klassengleichung

G| = |Ch] + ... + |G
= |Gl/1Za(g0)| + - .. +1G|/[Zc(gr)]

Die einelementigen Konjugationsklassen sind dabei genau die Konjugationsklas-
sen der Elemente des Zentrums.

Definition 1.3.5. Sei p eine Primzahl. Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe,
deren Ordnung eine Potenz von p ist. Die triviale Gruppe hat p° Elemente und ist
damit nach unserer Konvention [LLA2] 4.4.3 eine p-Gruppe fiir jede Primzahl p.

Proposition 1.3.6. Jede nichttriviale p-Gruppe hat nichttriviales Zentrum.

Beweis. Wir zerlegen unsere Gruppe in Konjugationsklassen G = C; U ... U C,.
Nach der Bahnformel sind alle Kardinalititen von Konjugationsklassen |C;| Teiler
von |G|, also p-Potenzen. Die einelementigen Konjugationsklassen gehoren dabei
genau zu den Elementen des Zentrums von GG und wir folgern

Gl =1Z(G)] (mod p)

Da nun das Zentrum stets mindestens ein Element hat, ndmlich das neutrale Ele-
ment, muf es im Fall einer nichttrivialen p-Gruppe sogar mindestens p Elemente
haben. =

Korollar 1.3.7. Ist die Ordnung einer Gruppe das Quadrat einer Primzahl p, so
ist die besagte Gruppe abelsch, in Formeln:

Gl =p* = Z(G) =G

Beweis. Nach der vorhergehenden Proposition 1.3.6 hat das Zentrum unserer Grup-
pe mindestens p Elemente. Gébe es nun auerhalb des Zentrums noch ein Element
unserer Gruppe, so miiflte dieses Element zusammen mit dem Zentrum eine kom-
mutative Untergruppe mit mehr als p Elementen erzeugen, und diese wire dann
nach dem Satz von Lagrange [LA2] 4.1.5 bereits die ganze Gruppe. [
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Satz 1.3.8 (Struktur von p-Gruppen). Ist G eine p-Gruppe, so gibt es in G ei-
ne Kette G = G, O G,_1 DO ... D Gy = 1 von Normalteilern von G mit
|Gi/Gi—1| = p fiir alle i. Zuscitzlich konnen wir sogar erreichen, daf3 G;/G;_1
Jeweils im Zentrum von G |G;_1 liegt.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber die Gruppenordnung. Ist
G nicht trivial, in Formeln G # 1, so hat G nach 1.3.6 nichttrivales Zentrum
Z(G) # 1. Indem wir von irgendeinem nichttrivialen Element des Zentrums eine
geeignete Potenz nehmen, finden wir im Zentrum sogar ein Element = der Ord-
nung p. Die von z erzeugte Untergruppe G; = (z) ist also isomorph zu Z/pZ,
und da x im Zentrum liegt, ist G; ein Normalteiler in . Nach Induktion finden
wir nun im Quotienten G := G /G, eine Kette G=G>...0G >DGy=1
wie gewiinscht. Dann nehmen wir G; := canfl(G_’i_l) fiir can : G — G die Pro-
jektion. Wegen [LLA2] 4.2.20 erhalten wir so eine Kette von Normalteilern von G.
Wegen [LA2] 4.1.6 haben wir |G;| = p|G;_,| = p'. Damit hat G;/G;_; genau p
Elemente. [

1.3.9. Eine Gruppe G heif3it auflosbar, wenn es eine Folge von Untergruppen
G=G, DG,1 DG,9D ... DGy =1 gibt mit G;_; normal in G; und
G;/G;_1 abelsch fir 1 < < r. Aus 1.3.16 wird folgen, daB8 wir dann sogar solch
eine Folge finden konnen, bei der jedes GG; bereits in ganz G normal ist. Die Termi-
nologie ,,auflosbar* kommt von der Beziehung dieses Begriffs zum Auflésen von
Gleichungen her und wird erst im Licht von Satz 4.6.22 verstdndlich. Bemerkung
1.6.3 zeigt, daB die symmetrische Gruppe S, auflosbar ist. Eine nichtabelsche ein-
fache Gruppe kann nie auflosbar sein. Alle Gruppen mit weniger als 60 Elementen
sind auflosbar, und die Ikosaedergruppe alias die Gruppe der geraden Permutatio-
nen von 5 Elementen ist bis auf Isomorphsmus die einzige nichtauflésbare Gruppe
mit 60 Elementen. Beides werden wir aber hier nicht zeigen.

Ubungen

Ubung 1.3.10. Eine Gruppe G heiBt nilpotent, wenn es eine Folge G = G, D
G,—1 D Gr_2 D ... D Gy =1 von Untergruppen von G gibt derart, daB G;/G;_,
fir 1 < i < rim Zentrum von G/G;_; liegt. Jede endliche p-Gruppe ist nil-
potent nach 1.3.8. Natiirlich kénnen wir zu jeder Gruppe G die Gruppe G /Z(G)
konstruieren. Man zeige: Eine Gruppe ist nilpotent genau dann, wenn wiederhol-
tes Anwenden dieser Konstruktion in endlich vielen Schritten von unserer Gruppe
zur trivialen Gruppe fiihrt.

Ergiinzende Ubung 1.3.11. Diese Ubung soll die Herkunft der Bezeichnung ,,nil-
potent* erkldren. Gegeben Elemente a,b einer Gruppe G setzt man (a,b) :=
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aba~'b~! und nennt dies Element den Kommutator von ¢ und b. Gegeben Teil-
mengen A, B einer Gruppe bezeichnen wir mit ((A, B)) die von den Kommutato-
ren erzeugte Untergruppe. Vielfach wird sie auch vereinfacht (A, B) notiert. Jetzt
definiert man induktiv die absteigende Zentralreihe einer Gruppe G durch

G':=G,G" = {((G,Q)),...,G" = {(G",Q)),...

Man zeige, dal} eine Gruppe genau dann nilpotent ist, wenn ihre absteigende Zen-
tralreihe nach endlich vielen Schritten bei der trivialen Gruppe landet, wenn also
in Formeln gilt G = 1 fiir i > 0.

Ubung 1.3.12. Eine Gruppe G heiBt iiberauflosbar, wenn es eine Folge G =
G, D G,—1 D G,_3 D ... DGy = 1von Normalteilern von G gibt mit G;/G;_;
zyklisch fiir 1 < ¢ < r. Man zeige: Jede endliche nilpotente Gruppe ist iiberauf-
l6sbar.

Erginzende Ubung 1.3.13. Jede Untergruppe einer nilpotenten Gruppe ist nilpo-
tent. Fiir jedes n ist die Gruppe der oberen (n x n)-Dreiecksmatrizen mit Einsen
auf der Diagonale und Eintrdgen in irgendeinem Ring nilpotent.

Erginzende Ubung 1.3.14. Man bestimme das Zentrum der Gruppe GL(n; k) fiir
n € N und k ein Korper. Man bestimme das Zentrum der Symmetriegruppe eines
Quadrats.

Ubung 1.3.15. Jede Untergruppe einer auflosbaren Gruppe ist auflosbar. Gegeben
G D N eine Gruppe mit Normalteiler ist die ganze Gruppe G auflosbar genau
dann, wenn N und G /N auflosbar sind. Hinweis: [LA2] 4.2.19.

Erginzende Ubung 1.3.16. Gegeben eine Gruppe G erklirt man ihre derivierte
Gruppe als DG := ((G, G)) und setzt induktiv DTG := D(D'G). Man zeige,
daf eine Gruppe genau dann auflosbar ist, wenn ihre hoheren derivierten Gruppen
irgendwann trivial werden, wenn also in Formeln gilt D'G = 1 fiir i > 0. Man
zeige weiter, daB alle hoheren derivierten Gruppen D'G Normalteiler von G sind.

1.4 Sylowsiitze

Definition 1.4.1. Seien G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Eine Unter-
gruppe P C G heilit eine p-Sylowuntergruppe oder kurz p-Sylow von G, wenn
ihre Kardinalitit | P| die hochste p-Potenz ist, die die Gruppenordnung |G| teilt.

Beispiel 1.4.2. Eine 2-Sylow in der Gruppe der 24 Drehsymmetrien eines Wiirfels
ist per definitionem eine Untergruppe mit 8 Elementen. Zum Beispiel wire jede
Untergruppe, die die Achse durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender
Fldchen stabilisiert, eine solche 2-Sylow. Die einzige 5-Sylow in derselben Grup-
pe wire in unserer Terminologie die einelementige Untergruppe. Viele Autoren
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verstehen aber auch abweichend unter Sylowuntergruppen nur diejenigen Unter-
gruppen, die wir in unserer Terminologie als ,,nichttriviale Sylowuntergruppen
ansprechen wiirden.

1.4.3. Die Operation durch Konjugation einer Gruppe G auf sich selber induziert
eine Operation unserer Gruppe auf ihrer Potenzmenge P((G), die wir auch als
,Konjugation* ansprechen. Im folgenden verwenden wir oft die davon auf der
Teilmenge U(G) C P(G) aller Untergruppen induzierte Operation. Insbesondere
hei3en also zwei Untergruppen H, K C G zueinander konjugiert, wenn es g €
G gibt mit H = gK g~ .

Satz 1.4.4 (Siatze von Sylow). Seien G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl
und p" die grifte p-Potenz, die die Gruppenordnung |G| teilt. So gilt:

1. Unsere Gruppe G besitzt Untergruppen der Ordnung p" alias p-Sylows;
2. Je zwei p-Sylows von G sind zueinander konjugiert;

3. Jede Untergruppe von G, deren Ordnung eine p-Potenz ist, liegt in einer
p-Sylow von G;

4. Die Zahl der p-Sylows von G ist ein Teiler von |G|/p" und kongruent zu 1
modulo p.

Beispiel 1.4.5. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so gibt es insbesondere genau
eine p-Sylow fiir alle p. Wir kennen diese Untergruppe schon aus Proposition
[LA2] 4.3.17: Es ist die Untergruppe G/(p) aller Elemente von (, deren Ordnung
eine p-Potenz ist.

Beispiel 1.4.6. Im Fall der Gruppe der 24 Drehsymmetrien eines Wiirfels liefern
die drei Paare gegeniiberliegender Fldchen drei paarweise verschiedene 2-Sylows,
bestehend aus allen Drehsymmetrien, die das jeweilige Paar in sich iiberfiihren.
Das miissen dann auch bereits alle 2-Sylows alias alle 8-elementigen Untergrup-
pen dieser Gruppe sein, wie man unschwer aus Teil 2 oder auch aus Teil 4 des
vorhergehenden Satzes folgern kann.

Beweis. 1. Wir argumentieren durch Induktion iiber |G|. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dall p die Ordnung unserer Gruppe teilt. Ist
G = C1U. ..U, die Zerlegung in Konjugationsklassenund g; € C; fiir1 <: <t
jeweils ein Element aus jeder Konjugationsklasse mit mehr als einem Element, so
liefert die Bahnformel nach 1.3.4 die Klassengleichung

Gl =1G/1Za(g0)] + - - +1G|/|Za(g0)] + [ 2(G))]

Teilt p die Ordnung | Z(G)| des Zentrums von G, so gibt es nach [LA2] 4.3.18
in Z(@G) ein Element g der Ordnung p. Nach der Induktionsannahme finden wir
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nun eine p-Sylow von G/(g), und deren Urbild in G ist notwendig eine p-Sylow
von G. Gilt sonst p 1 | Z(G)|, so finden wir auch ein ¢ mit p { |G|/|Zz(g;)| und
dann folgt die Behauptung direkt aus der Induktionsannahme angewendet auf die
Gruppe Za(g:)-

5. Vor dem weiteren Fortgang des Beweises erginzen wir nun unseren Satz um
einen technischeren Teil 5, der dann als nichstes bewiesen wird. Bezeichne S die
Menge aller p-Sylows von G. Sicher operiert G auf S durch Konjugation. Wir ver-
einbaren als Notation fiir den weiteren Verlauf des Beweises die folgenden Kon-
ventionen: Bezeichnen wir eine Sylow durch einen kleinen Buchstaben, so fassen
wir sie primir als ein Element z € S auf und notieren die mit g € G konjugierte
Sylow gz. Bezeichnen wir eine Sylow jedoch durch einen groen Buchstaben, so
fassen wir sie primér als eine Teilmenge P C G auf und notieren die mit g € GG
konjugierte Sylow gPg~. Ich ergiinze nun mit diesen Notationen den Satz um die
folgende technische Aussage:

5. Ist H C G eine p-Gruppe und y = () € S ein Fixpunkt von H in der Menge
aller p-Sylows von G, so gilt H C Q).

In der Tat besagt die Fixpunkteigenschaft hQh™' = Q Vh € H. Mithin ist
H(@) = QH eine Untergruppe von G. Ihre Ordnung ist |QH| = |QH/H| - |H]|.
Nun ist Q H/H unter der Operation von () durch Linksmultiplikation eine einzige
()-Bahn und damit ist |(Q H/ H | eine p-Potenz. Da auch | H | eine p-Potenz ist, muB3
@ H eine p-Gruppe sein. Es folgt QH = (), also H C (). Nun beweisen wir die
restlichen Teile des Satzes.

2&3. Sei eine p-Sylow P = z gegeben. Fiir ihre Standgruppe G, gilt G, D P,
also ist nach der Bahnformel [LA2] 5.2.2 die Kardinalitit |Gx| der Bahn Gx C S
von z teilerfremd zu p. Sei weiter H C G eine Untergruppe von p-Potenzordnung.
Sicher zerfillt Gx in Bahnen unter H, und die Ordnung jeder solchen Bahn muf3
eine p-Potenz sein. Folglich gibt es in Gz einen Fixpunkt y von H. Nach dem
eben bewiesenen Teil 5 ist dieser Fixpunkt y = () eine p-Sylow ) mit () D H,

und wegen y € Gz gibtes g € G mit gPg~! = Q.

4. Nach Teil 5 gibt es nur einen Fixpunkt unserer Sylow P auf der Menge aller
p-Sylows &, nimlich den Punkt x = P selber. Alle anderen P-Bahnen in S haben
als Kardinalitit eine echte p-Potenz, und das zeigt |S| = 1 (mod p). Die Stand-
gruppe G, von x € S umfalt schlieBlich unsere Sylow P = x. Da nun je zwei
p-Sylows konjugiert sind alias ganz S ein homogener (G-Raum ist, folgt auch, daf3
|S| = |G/G.| ein Teiler ist von |G/ P)|. O

Erginzung 1.4.7. Ein alternativer Beweis des ersten Teils geht so: Man betrach-
tet das System M C P(G) aller Teilmengen unserer Gruppe mit p” Elementen.
Die Gruppe G operiert auf M durch Konjugation. Hat der Stabilisator von einem
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M € M genau p” Elemente, so ist er eine p-Sylow. Sonst haben alle Stabilisatoren
weniger Elemente und damit alle Bahnen eine durch p teilbare Kardinalitit: Wi-
derspruch dazu, daf} nach expliziter Rechnung die Kardinalitit von M teilerfremd
ist zu p, vergleiche [EIN] 1.1.27.

Satz 1.4.8 (von Cauchy iiber Gruppenelelemente von Primzahlordnung). Je-
der Primfaktor der Ordung einer endlichen Gruppe tritt auch als Ordnung eines
Elements besagter Gruppe auf.

1.4.9. Man beachte, dall wir diese Aussage im Fall abelscher Gruppen bereits in
[LA2] 4.3.18 bewiesen hatten, und dall wir sie in diesem Fall ihrerseits beim Be-
weis der Sylowsitze verwendet haben. Einen alternativen Beweis konnten Sie als
Ubung [LA2] 5.1.35 ausarbeiten. Allgemeinere Teiler der Ordung einer endlichen
Gruppe miissen keineswegs als Ordnung eines Elements besagter Gruppe auftre-
ten. So gibt es etwa in der symmetrischen Gruppe S5 keine Untergruppe mit 15
Elementen, was Sie als Ubung gleich zeigen konnen. Ebenso sieht man leicht ein,
daB die alternierende Gruppe A, keine Untergruppe der Ordnung 6 hat. Teilt je-
doch eine Primzahlpotenz die Ordnung einer Gruppe, so gibt es eine Untergruppe
mit besagter Primzahlpotenz als Ordnung: Das folgt dhnlich wie im anschlie3en-
den Beweis leicht aus den Sylowsdtzen zusammen mit unseren Erkenntnissen zur
Struktur von p-Gruppen 1.3.8.

Beweis. Sei p unser Primfaktor. Man findet zunédchst nach 1.4.4 in unserer Gruppe
eine p-Sylow. Darin findet man ein Element, das nicht das neutrale Element ist.
Dieses erzeugt eine zyklische Untergruppe, die isomorph ist zu Z/p"Z fiir r > 1.
Darin ist dann die Nebenklasse von p” ! das gesuchte Element der Ordnung p. [

Proposition 1.4.10. Jede Gruppe mit genau sechs Elementen ist entweder zyklisch
oder isomorph zur symmetrischen Gruppe Ss.

Beweis. Sei G unsere Gruppe der Ordnung |G| = 6. Wir finden nach dem Satz
von Cauchy 1.4.8 Elemente a,b € G der Ordnungen 2 und 3. Nach Ubung [LA1]
4.3.8 zum Satz von Lagrange gilt (a) N (b) = 1, also liefert die Multiplikation eine
Bijektion
(a) x (b) > G

Sicher kann unter diesen Umsténden ba weder eine Potenz von a noch eine Potenz
von b sein. Gilt ba = ab, so ist unsere Gruppe kommutativ und folglich isomorph
2uZ/27 x Z./3Z = 7,/6Z. Gilt ba = ab?, so legt diese Gleichung schon die ganze
Gruppenstruktur fest und wir haben die Ss vor uns. [

Korollar 1.4.11. Jede Gruppe der Ordnung 15 ist zyklisch.
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Beweis. Die Zahl der 3-Sylows teilt 5 und ist kongruent zu 1 modulo 3. Es gibt
also genau eine 3-Sylow und damit genau zwei Elemente der Ordnung 3. Ahnlich
gibt es genau eine 5-Sylow und damit genau 4 Elemente der Ordnung 5. Zusam-
men mit dem neutralen Element sind das nur 7 Elemente. Die iibrigen 8 Elemente
haben notwendig die Ordnung 15. [

Ergdnzung 1.4.12 (Gruppen mit hochstens 15 Elementen). Mit den folgenden
Ubungen kénnen Sie die Klassifikation der Gruppen mit hochstens 15 Elementen
zu Ende bringen. Gruppen mit 2, 3,5,7,11 oder 13 Elementen sind ja zyklisch
nach [LA2] 4.3.5. Gruppen mit 4 oder 9 Elementen sind abelsch nach 1.3.7 und
werden damit durch [LA2] 4.4.5 klassifiziert. Gruppen mit 6 Elementen hatten
wir in 1.4.10 diskutiert. Fiir Gruppen mit 10 oder 14 Elementen funktioniert die-
selbe Argumentation, wie Sie als Ubung 1.4.15 ausarbeiten diirfen. Gruppen mit
8 Elementen klassifizieren wir in 1.4.13, Gruppen mit 12 Elementen klassifizieren
Sie in 1.4.19, und jede Gruppe mit 15 Elementen ist zyklisch nach 1.4.11. Bei
Gruppen mit 16 Elementen fingt es aber an, uniibersichtlich zu werden, es gibt
von ihnen bereits 14 Isomorphieklassen.

Ergdnzung 1.4.13 (Gruppen mit 8 Elementen). Es gibt 5 Isomorphieklassen
von Gruppen der Ordnung acht, als da wiren die drei abelschen Gruppen Z /87,
Z/AZ x Z./2Z und (Z/2Z)3, die Diedergruppe der Ordnung acht sowie die Qua-
ternionengruppe der acht Quaternionen {£1,+1i,+j, £k} nach [LA1] 5.6.4.
Um das einzusehen, kann man argumentieren wie folgt: Jede nichtabelsche Grup-
pe der Ordnung acht besitzt nach [LA1] 1.2.18 Elemente der Ordnung vier, al-
so nach [LA2] 4.2.21 einen zyklischen Normalteiler der Ordnung vier. Gibt es
eine Involution auferhalb dieses Normalteilers, so sehen wir schnell, daf} unse-
re Gruppe ein semidirektes Produkt (Z/47Z) x (Z/2Z) sein muf fiir die einzige
nichttriviale Operation, so dal wir eine Diedergruppe vor uns haben. Sonst haben
alle Elemente auBerhalb unseres Normalteilers die Ordnung vier und in unserer
Gruppe bleibt nur noch Platz fiir ein einziges Element der Ordnung zwei. Unsere
Gruppe ist also die Vereinigung von drei zyklischen Gruppen der Ordnung vier,
und der Schnitt dieser Gruppen ist auch der Schnitt von je zweien unter ihnen und
ist zyklisch von der Ordnung zwei und zentral. Bezeichne 1 das neutrale Element
und —1 das andere Element dieses Schnitts. Wéhlen wir i und j Erzeuger von zwei
verschiedenen zyklischen Untergruppen der Ordnung vier, so miissen ij und auch
k := (—1)1j die dritte zyklische Untergruppe der Ordnung vier erzeugen, denn
diese Elemente sind weder eine Potenz von i noch eine Potenz von j. Von hier aus
ist leicht zu sehen, daB3 wir gerade die Quaternionengruppe vor uns haben.

Erginzung 1.4.14. Jede Gruppe der Ordnung 18 ist auflosbar. In der Tat gibt es
nur eine 3-Sylow, die ist notwendig normal, und wir sind fertig.
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Ubungen

Erginzende Ubung 1.4.15. Fiir jede Primzahl p gibt es bis auf Isomorphismus ge-
nau zwei Gruppen der Ordnung 2p, eine zyklische Gruppe und eine Diedergruppe.
Hinweis: Man erinnere die Argumentation im Fall p = 3 und interessiere sich fiir
die Anzahl der 2-Sylows.

Erginzende Ubung 1.4.16. Sind p > ¢ Primzahlen und ist g kein Teiler von p — 1,
so ist jede Gruppe der Ordnung pq zyklisch. Hinweis: 1.4.11.

Ergiinzende Ubung 1.4.17 (Struktur endlicher nilpotenter Gruppen). Man zei-
ge: In einer endlichen nilpotenten Gruppe ist jede Sylow ein Normalteiler. Ins-
besondere gibt es zu jeder Primzahl p nur eine Sylow, die aus allen Elementen
von p-Potenzordnung besteht. Hinweis: Vollstindige Induktion iiber die Gruppen-
ordnung. Man zeige weiter, da3 in einer endlichen nilpotenten Gruppe Elemente
aus verschiedenen Sylowuntergruppen kommutieren und dafl unsere Gruppe iso-
morph ist zum Produkt ihrer nichttrivialen Sylowuntergruppen.

Ergiinzende Ubung 1.4.18 (Funktorialitiit semidirekter Produkte). Seien A, M,
B, N Gruppen und s : A — Grp™* M sowie 7 : B — Grp* N Gruppenhomo-
morphismen. Wie bei der Definition semidirekter Produkte in 1.2.10 schreiben
wir (k(a))(m) =: (*m) und (7(b))(n) =: (°n). Seien weiter ¢» : A — B und
¢ : M — N Gruppenhomomorphismen mit ¥(®p(m) = ¢(*m) fiir alle a € A
und alle m € M alias 7(¢(a)) o p = ¢ o k(a) fir alle a € A. So ist ¢ x 1) ein
Homomorphismus der semidirekten Produkte

(px9):MxA— NxB
Speziell haben wirN x, B = N x,, B im Fall k = (int ¢) o 7 fiir einen Automor-

phismus ¢ € Grp™ N der Gruppe N.

Erginzende Ubung 1.4.19 (Gruppen mit 12 Elementen). In dieser Ubung sol-
len Sie zeigen, dal es bis auf Isomorphismus genau 5 Gruppen der Ordnung
12 gibt: Die beiden abelschen Gruppen (Z/27Z)* x Z/37 und Z/AZ x 7./3Z,
die Diedergruppe D, die alternierende Gruppe A, und ein semidirektes Produkt
7.]A7 % 7./ 3Z, fiir das mir keine konkrete Interpretation eingefallen ist. Ich rate,
der Reihe nach folgendes zu zeigen:

1. In einer Gruppe mit 12 Elementen gibt es entweder nur eine 2-Sylow oder
nur eine 3-Sylow. Hinweis: Mehr Platz ist nicht vorhanden.

2. Schreiben wir im folgenden x nur fiir semidirekte Produkte, die nicht ge-
wohnliche Produkte sind, so gehort jede Gruppe mit 12 Elementen zu einer
der sechs Typen

(ZJ22)? x Z/3Z (Z)2Z)? x Z/3Z. (Z/2Z)* % Z/3Z
ZJAZ x )3T ZJAZ w ZJ3Z — TJAZ x Z/3Z
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3. Vom letzten dieser Typen existiert keine Gruppe, von jedem anderen Typ
existiert bis auf Isomorphismus genau eine, und diese fiinf Gruppen sind
paarweise nicht isomorph. Hinweis: Man beachte 1.4.18 und beachte auch,
daB fiir den Fall, in dem es von beiden Typen von Sylow nur eine gibt, die
Gruppe kommutativ sein muf3: Sind H, K die beiden Sylows, so gilt dann
jahkh='k~' € HN K firalle h € H k € K.

Ergiinzende Ubung 1.4.20. Man zeige, daB die 2-Sylow in der symmetrischen
Gruppe S, der Drehsymmetrien eines Wiirfels isomorph ist zur Diedergruppe der
Ordnung 8.

Erginzende Ubung 1.4.21. Gegeben in einer endlichen Gruppe G zwei Sylow-
Untergruppen P, Q gilt stets {p € P | pQp~' = Q} = P N Q. Hinweis: Die
Losung ist im Beweis der Sylowsitze versteckt.

Ubung 1.4.22. Seien G O N eine endliche Gruppe mit einem Normalteiler und
sei p prim. Man zeige: Genau dann ist eine Untergruppe P C G eine p-Sylow von
G, wenn PN N eine p-Sylow von N ist und das Bild von P in G/N eine p-Sylow
von G/N.

Ubung 1.4.23. Eine Gruppe mit 30 Elementen kann nie einfach sein. Hinweis:
Entweder besitzt sie nur eine 3-Sylow oder nur eine 5-Sylow.

1.5 Symmetrische Gruppen

Definition 1.5.1. Eine Partition A einer natiirlichen Zahl n € N ist eine mo-
noton fallende Folge von natiirlichen Zahlen A\; > X\ > ... derart, daf fast alle
Folgenglieder verschwinden und die von Null verschiedenen Folgenglieder sich
zu n aufsummieren. Die Menge aller Partitionen von n notieren wir P,,.

Beispiel 1.5.2. Die Zahl 5 hat genau sieben Partitionen. Salopp konnen wir sie
beschreiben als die Zerlegungen

= 5

= 4+1

= 3+2

= 3+1+1

= 2+2+1

= 2+1+1+1

o0 = 1+1+1+1+1

Ot Ot Ot Ot Ot Ot

Hier haben wir nur die von Null verschiedenen Folgenglieder aufgeschrieben und
sie durch + getrennt. Formal meinen wir zum Beispiel im vierten Fall die Folge
3,1,1,0,0,.... Zur Abkiirzung verwendet man auch oft die sogenannte exponen-
tielle Schreibweise, in der unsere Partitionen von 5 der Reihe nach als 5, 41, 32,
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312,221, 213 und 1° geschrieben wiirden. Sie ist allerdings nur fiir Partitionen von
Zahlen < 9 geschickt.

Ergdnzung 1.5.3. Eine in vielen Zusammenhédngen geschickte Art, sich Partitio-
nen zu veranschaulichen, sind die sogenannten Youngdiagramme. Unter einem
Youngdiagramm verstehen wir eine endliche Teilmenge ¥ C N x N mit der
Eigenschaft

((i,j) €Yund# <iundj <j) = (i',j)eY

Die Elemente von Y nennen wir die Késtchen unseres Youngdiagramms und stel-
len uns ein Element (4, j) vor als das Késtchen auf einem Rechenpapier, bei dem
die Koordinaten der linken unteren Ecke gerade (7, j) sind. Zum Beispiel stellt das
Bild

die Menge {(0,0), (0,1), (0,2),(1,0), (1,1),(2,0), (3,0)} dar. In der Praxis den-
ke ich bei Youngdiagrammen stets an Bilder dieser Art.

Ergdnzung 1.5.4. Jedes Youngdiagramm Y mit n Késtchen im Sinne von 1.5.3 lie-
fert zwei Partitionen der Zahl n, die Partition durch die Zeilenlidngen z(Y") und die
Partition durch die Spaltenlidngen s(Y"). Bezeichnet ), die Menge aller Youngdia-
gramme mit n Kistchen und P,, die Menge aller Partitionen der Zahl n, so erhalten
wir auf diese Weise zwei Bijektionen

z

Pn & Vo =+ Py

die zusammen eine selbstinverse Bijektion P,, — 7P, liefern. Diese Bijektion
notieren wir A — X\ und nennen \" die duale Partition zu \. Zum Beispiel ist die
duale Partition zu 3, 2 die Partition 2,2, 1 und die duale Partition zu 3,2, 1, 1 ist
4,2, 1, im Bild also ist

|| dual zu |

1.5.5. Unter einer Partition einer Menge X verstehen wir wie in [LA2] 5.1.15
ein System U C P(X) von paarweise disjunkten nichtleeren Teilmengen, deren
Vereinigung ganz X ist. Die Menge aller Partitionen einer gegebenen Menge X
notieren wir Px. Hat X genau n Elemente, so erhalten wir, indem wir die Kardi-
nalitdten der Teilmengen unserer Mengensysteme der Grofle nach auffithren und
danach Nullen anhingen, eine offensichtliche Surjektion

Px—»Pn
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Eine Partition einer Menge mit dreizehn Elementen durch vier Teilmengen. Die
im Sinne von 1.5.5 zugehorige Partition der Zahl 13 wire 13 =5+ 4+ 3 + 1.

~~ ~

- e .
g > {) 0
]

2 ‘
/——_——->. ) ( 3_’_ 7 /9023 /

/

Eine Permutation o € S, unter der die Bilder der Zahlen 1,2, 3,4, 5,6, 7 der
Reihe nach gerade 2, 5, 3,4, 1,7, 6 sind. Die zugehorige Partition der Menge
{1,2,3,4,5,6, 7} ist durch die gestrichelten Linien angedeutet und wire in
Formeln die Zerlegung {1,2,3,4,5,6,7} = {1,2,5} U{6,7} U {3} U {4}. Die
zugehorige Partition der Zahl 7ist 7 =3+ 2+ 1 + 1.
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1.5.6. Jede Permutation o € Ens™(X) einer Menge X liefert eine Partition von
X, namlich die Partition in die Bahnen der von o erzeugten Untergruppe (o) =
{o" | r € Z}. Im Fall |X| = n < oo erhalten wir durch Verkniipfung dieser
Abbildung Ens™(X) — Px mit der in 1.5.5 diskutierten Abbildung Px — P,
die sogenannte Zykelléingenabbildung Ens™* (X) — P,.ImFall X = {1,... ,n}
ist das eine Abbildung S,, — P,..

1.5.7. Ich erinnere an die Operation durch Konjugation einer Gruppe auf sich
selber aus [LA2] 5.3.1 und an ihre Bahnen, die Konjugationsklassen.

Satz 1.5.8 (Konjugationsklassen in den symmetrischen Gruppen). Ist X eine
endliche Menge mit |X| = n Elementen, so sind die Fasern der Zykellingenab-
bildung

Ens*(X) — P,

genau die Konjugationsklassen in der Permutationsgruppe Ens™ (X).

Ergdnzung 1.5.9. Eine analoge Aussage gilt mit demselben Beweis auch fiir eine
beliebige Menge X.

Beweis. Seien Permutationen o, 7 € Ens™ (X)) gegeben. Ist X = X; U... U X,
die Partition von X in die Bahnen von (o), so ist

X=7(X)U...Ut(X,)

die Partition in die Bahnen von (ro77!), folglich ist die Zykellingenabbildung
konstant auf Konjugationsklassen. Die Zykelldingenabbildung ist auch offensicht-
lich surjektiv. Um schlieBlich zu zeigen, dal3 je zwei Permutationen mit denselben
Zykelldngen konjugiert sind, seien etwa o, k € Ens™ (X ) unsere beiden Permuta-
tionen und

X = XjU...UX,
X = Yu...uY,

die Zerlegungen in Bahnen unter (o) und (k) mit | X;| = |Y;| = ;. Gegeben
z € X; und u € Y, haben wir dann

X, = {z,0(2),0%2),...,0"(2) = 2}
Vi = {uw(u), k2), ..ok
Definieren wir also 7 : X; = Y; durch 7(0%(2)) = k”(u), so kommutiert das

Diagramm
Xi—=Xi



Setzen wir dann alle diese 7 : X; — Y; zusammen zu 7 : X — X, so gilt ebenso
KT = 70 alias k = ToT L. O

Definition 1.5.10. Hat (o) auBer einer p-elementigen Bahn nur einelementige
Bahnen, so nennt man o einen p-Zykel. Die Zweizykel heilen auch Transpo-
sitionen.

1.5.11 (Zykelschreibweise fiir Permutationen). Eine Moglichkeit, Permutatio-
nen zu notieren, besteht darin, unter jedes Element sein Bild zu schreiben, also
etwa

Eine andere Moglichkeit ist die Notation als Produkt paarweise disjunkter Zykel.
Ein p-Zykel o wird notiert in der Form o = (2,0(2),0%(2), ..., !(z)) wobei
oP(z) = z zu verstehen ist. In Zykelschreibweise hitten wir fiir unsere Permuta-
tion 7 von eben etwa

7= (1,6)(2,4,3)(5)

und das ist so zu verstehen, daf} jedes Element auf das dahinterstehende abgebildet
wird, auBler wenn es direkt vor einer Klammer steht: Dann wird es auf das erste
Element innerhalb seiner Klammer abgebildet. Oft werden Fixpunkte nicht mit
notiert, so dafl wir also auch schreiben konnten

T =(1,6)(2,4,3)

Das ist tibrigends auch das Produkt der Transposition x = (1, 6) mit den Dreizykel
p = (2,4,3) und wir haben 7 = kp = pk, was die Sinnhaftigkeit unserer Notation
zeigt. Zwei Zykel heillen disjunkt genau dann, wenn jedes Element von einem
der beiden festgehalten wird. Ganz allgemein kommutieren disjunkte Zykel, so
giltetwa (1,6)(2,3,4) = (2,3,4)(1,6) in Se.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.5.12 (Partitionen und nilpotente Matrizen). Gegeben ein
n-dimensionaler Vektorraum V bildet fiir jeden nilpotenten Endomorphismus N €
EndV die Folge der Dimensionen dim(im N”"/im N"*!) eine Partition von n,
und die Fasern der so konstruierten Abbildung

{N € End V' | N nilpotent} — P,

sind genau die Bahnen der Operation von GL (V") durch Konjugation auf der Men-
ge der nilpotenten Endomorphismen von V.
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Zwei Permutationen o, 0’ € S5, die dieselbe Partition 5 = 3 + 2 liefern, und eine
Permutation 7, die sie ineinander konjugiert.
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Ubung 1.5.13. Die symmetrische Gruppe S besitzt genau sieben Konjugations-
klassen.

Ergiinzende Ubung 1.5.14. Das Signum eines p-Zykels ist stets (—1)PT,

Ubung 1.5.15. Man zeige unabhiingig von unseren geometrischen Betrachtungen
zur Ikosaedergruppe 1.2.5, da3 es in der alternierenden Gruppe Aj; genau 5 Kon-
jugationsklassen gibt, die die Kardinalititen 20, 15, 12, 12 und 1 haben. Man
folgere, daB die alternierende Gruppe Aj; einfach ist.

Ergiinzende Ubung 1.5.16 (Zentralisatoren in symmetrischen Gruppen). Sei-
en X eine endliche Menge und o0 € S := Ens™ X eine Permutation von X. Ihr
Zentralisator Zs (o) nach 1.3.3 operiert auf dem Bahnenraum von (o) und jede
Permutation des Bahnenraums X/ (o), die die Kardinalitdten von Bahnen erhilt,
kann durch ein Element unseres Zentralisators realisiert werden. Hat unser o je-
weils n(7) Zykel der Liange 7 und keinen Zykel einer Linge > 7, so hat das Bild
von Zs(o) — Ens™(X/(o)) also genau n(1)!n(2)!...n(r)! Elemente. Der Kern
hinwiederum besteht aus denjenigen Elementen des Zentralisators, die jede Bahn
von (o) auf sich selber abbilden, und davon gibt es offensichtlich 17(1) . pn(r)
Stiick. Zusammen erhalten wir mit [LA1] 4.3.11 so

Zs(o)] = [ (@i

1.6 Alternierende Gruppen®

1.6.1. Die Abbildung sgn, die jeder Permutation 7 € S, ihr Signum zuordnet, ist
ein Gruppenhomomorphismus sgn : S, — {1, —1}. Der Kern dieses Gruppen-
homomorphismus, d.h. die Gruppe aller geraden Permutationen von r Objekten,
heif3t die r-te alternierende Gruppe und wird notiert als

A, =ker(sgn: S, — {1,—-1})
Satz 1.6.2. Die alternierenden Gruppen A, sind einfach fiir r > 5.

1.6.3. In der alternierenden Gruppe A, bilden die drei Doppeltranspositionen
zusammen mit dem neutralen Element einen Normalteiler, der isomorph ist zur
Klein’schen Vierergruppe Z /27 x 7./27. Insbesondere ist A4 nicht einfach. Die
Gruppen A; und A, sind trivial, A3 = Z/37Z ist jedoch auch noch einfach. DaB
Ajs einfach ist, kann man wie beim Beweis der Einfachkeit der Ikosaedergrup-
pe unmittelbar einsehen, indem man die Kardinalititen der Konjugationsklassen
berechnet. Dem Beweis des Satzes im allgemeinen schicken wir zwei Lemmata
voraus.
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1.6.4. Hat das Erzeugnis (o) einer Permutation o genau zwei zweielementige und
sonst nur einelementige Bahnen, so heiBt o eine Doppeltransposition. Hat (o)
genau zwei dreielementige und sonst nur einelementige Bahnen, so nennen wir o
einen Doppeldreizykel.

Lemma 1.6.5. Die symmetrischen Gruppen S, werden von den Transpositionen
erzeugt, die alternierenden Gruppen A, von den Dreizykeln.

Beweis. Die erste Aussage war Ubung [LA1] 6.1.8. Die Zweite folgt daraus, daB
man jede Doppeltransposition als Produkt von zwei Dreizykeln schreiben kann,
(ab)(cd) = (abc)(bed), und daB das Produkt von zwei nicht kommutierenden
Transpositionen ein Dreizykel ist, (ab)(ac) = (acb). Jedes Produkt einer geraden
Zahl von Transpositionen 148t sich demnach auch als ein Produkt von Dreizykeln
darstellen. ]

Lemma 1.6.6. Fiir r > 5 wird die alternierende Gruppe A, nicht nur erzeugt von
den Dreizykeln, sondern auch von den Doppeltranspositionen. Des weiteren sind
fiir v > 5 je zwei Doppeltranspositionen und je zwei Dreizykel auch schon in A,
konjugiert.

Beweis. Jeder Dreizykel kann als Verkniipfung von zwei Transpositionen seiner
drei Elemente dargestellt werden. Haben wir noch zwei weitere Elemente zur
Verfiigung, so konnen wir diese beiden Transpositionen durch das Verkniipfen
mit der Vertauschung dieser beiden Elemente zu Doppeltranspositionen machen.
Das zeigt die erste Aussage. Zwei Doppeltranspositionen (ab)(cd) und (') (¢'d’)
sind konjugiert unter jeder Permutation 7 mit a — d/, ..., d — d’' und auch unter
7 o (ab). Entweder 7 oder T o (ab) ist aber stets gerade. Zwei Dreizykel (abc) und
(a’b'd’) sind konjugiert unter jeder Permutation 7 mit a +— a’,...,c¢ — ¢ und
insbesondere auch unter 7 o (de) fiir (de) disjunkt von (abc). Entweder 7 oder
7 o (de) ist aber stets gerade. Das zeigt die zweite Aussage. O

Beweis von 1.6.2. Sei ab jetzt r beliebig und N C A, ein nichttrivialer Normal-
teiler. Nach dem vorhergehenden Lemma 1.6.6 reicht es zu zeigen, dal} es in NV
entweder eine Doppeltransposition oder einen Dreizykel gibt. Dazu zeigen wir,
wie man zu jedem nichttrivialen Element ¢ € NV, das weder eine Doppeltranspo-
sition noch ein Dreizykel ist, ein anderes nichttriviales Element ¢ € N mit noch
mehr Fixpunkten konstruieren kann. Indem wir zu Potenzen von ¢ iibergehen,
konnen wir g von Primzahlordnung annehmen.

Ist ord g > 5, so wihlen wir einen Zykel von g und betrachten einen Drei-
zykel h, der von einem festen Ausgangspunkt auf dem Zykel von g zwei Schritte
mitlduft um dann wieder zum Ausgangspunkt zuriickzukehren. Dann ist unser
Ausgangspunkt ein Fixpunkt von § = h~'g~'hg und wir haben ein nichttriviales
g € N gefunden, das mehr Fixpunkte hat als g.
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Die durchgezogenen Pfeile stellen eine Permutation g der Ordnung > 5 auf der
Menge der fetten Punkte dar, die gestrichelten Pfeile den im Beweis
beschriebenen Dreizykel /, der umrandete Punkt unseren ,,Ausgangspunkt®.

Die durchgezogenen Pfeile stellen einen Doppeldreizykel g auf der Menge der
fetten Punkte dar, die gestrichelten Pfeile den im Beweis beschriebenen dazu
konjugierten Doppeldreizykel h, der umrandete Punkt einen Fixpunkt von hg.
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Ist ord g = 3 und ist g kein Dreizykel, so mufl g ein Produkt sein von min-
destens zwei disjunkten Dreizykeln. Dann stimmen die Konjugationsklassen von
g in A, und in S, iiberein, da es ndamlich eine ungerade Permutation gibt, die mit
g kommutiert, zum Beispiel eine geeignete ,,.Dreifachtransposition zwischen zwei
Dreizykeln von g*“. Es ist nun ein Leichtes, in Sg zwei Doppeldreizykel zu finden
derart, daf} ihr Produkt nicht trivial ist und dennoch einen Fixpunkt hat. Wenn wir
also einen Doppeldreizykel von g auf der zugehorigen 6-elementigen Menge kon-
jugieren zu einem geeigneten anderen Doppeldreizykel, so erhalten wir ein h € N
derart, da3 hg nicht trivial ist und mehr Fixpunkte hat als g.

Ist schlieBlich ord ¢ = 2 und g keine Doppeltransposition, so muf3 g ein Pro-
dukt sein von mindestens zwei disjunkten Doppeltranspositionen. Wieder stim-
men dann die Konjugationsklassen von ¢ in A, und in S, iberein, da es eine
ungerade Permutation gibt, die mit ¢ kommutiert, zum Beispiel eine ,, Transposi-
tion aus einer Doppeltransposition von g¢*“. Wir finden also h € N derart, daf3 h
auf einer vierelementigen Teilmenge eine andere Doppeltransposition ist als g und
auBerhalb dieser vierelementigen Teilmenge mit g libereinstimmt. Dann ist hg die
dritte Doppeltransposition auf unserer vierelementigen Teilmenge und die Identi-
tit auBerhalb, ist also einerseits nicht trivial und hat andererseits mehr Fixpunkte
als g. O

Ubungen

Ubung 1.6.7. Man zeige, daB3 die Gruppe aller jeweils nur endlich viele Elemente
bewegenden geraden Permutationen einer unendlichen Menge eine einfache aber
nicht endlich erzeugte Gruppe ist.

Ergiinzende Ubung 1.6.8. Man zeige fiir » > 5, daB A, der einzige nichttriviale
echte Normalteiler von &, ist. Man bestimme alle Kompositionsreihen aller sym-
metrischen Gruppen.

1.6.9. Nach der vorhergehenden Ubung ist fiir 7 > 5 jeder Gruppenhomomorphis-
mus von der symmetrischen Gruppe S, in eine weitere Gruppe entweder injektiv
oder konstant oder hat denselben Kern wie das Signum. Salopp gesprochen kann
es also kein ,,verbessertes Signum* geben.

Erginzende Ubung 1.6.10. In dieser Ubung sollen Sie zeigen, daB die Gruppe
SL(2;F5) genau fiinf 2-Sylows besitzt und daB die Operation dieser Gruppe auf
der Menge ihrer 2-Sylows einen Isomorphismus

SL(2;F5)/{+id} = Aj

mit der sogenannten ,,alternierenden Gruppe‘ aller geraden Permutationen ei-
ner fiinfelementigen Menge induziert. Den Quotienten auf der linken Seite no-
tiert man auch PSL(2;TF5), er liegt als Untergruppe vom Index 2 in der Gruppe
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PGL(2; F5) aller von invertierbaren Matrizen induzierten Automorphismen der
projektiven Gerade alias dem Quotienten von GL(2; F5) nach der Gruppe der vier
darin enthaltenen Diagonalmatrizen. Ich rate, der Reihe nach folgendes zu zeigen:

1. Jedes Element der Ordnung 4 in SL(2; F5) ist diagonalisierbar und der Nor-
malisator seines Erzeugnisses ist eine 2-Sylow. Jede 2-Sylow enthilt 6 Ele-
mente der Ordnung 4.

2. Es gibt in SL(2;F5) genau dreifig Elemente der Ordnung 4 und fiinf 2-
Sylows, und der Schnitt von je zwei verschiedenen 2-Sylows besteht nur
aus =+ id.

3. Jede 2-Sylow von PSL(2; F5) ist eine Klein’sche Vierergruppe und operiert
nach 1.4.21 frei auf der Menge der vier anderen 2-Sylows. Vom Bild unseres
Homomorphismus PSL(2; F5) — S wissen wir damit, da} es alle Doppel-
transpositionen enthélt und aus hochstens 60 Elementen besteht. Nach 1.6.6
mub dieses Bild folglich die A5 sein.

Erginzung 1.6.11. Genau dann ist jede gerade Permutation von n Objekten ein
Produkt von zwei [-Zykeln, falls gilt 3n/4 < [. Edward Bertram: Even permuta-
tions as a product of two conjugate cycles. J. Combinatorial Theory Ser. A, 12: S.
368-380, 1972.
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2 Mehr zu Ringen

2.1 Quotientenringe

2.1.1. Wir erinnern die grundlegenden Definitionen zu Ringen aus [LAI1] 5.1.
Unter einem Ring versteht man eine Menge mit zwei Verkniipfungen (R, +, -)
derart, da3 (R, +) eine abelsche Gruppe ist und (R, -) ein Monoid und da$ fiir
alle a, b, c € R die Distributivgesetze a(b+ c) = ab+ ac sowie (a+b)c = ac+ bc
gelten.

2.1.2. Das neutrale Element des multiplikativen Monoids eines Rings notiert man
meist 1z = 1. Ein typisches Beispiel ist der Ring Z der ganzen Zahlen mit der
iiblichen Addition und Multiplikation als Verkniipfung. Ebenfall typisch ist der
Ring Mat(n; R) der (n x n)-Matrizen mit Eintrdgen aus einem beliebigen Ring
R mit der Addition und Multiplikation von Matrizen als Verkniipfung.

2.1.3. Eine Abbildung ¢ : R — S von einem Ring in einen anderen heif3it ein
Ringhomomorphismus, wenn sie sowohl ein Gruppenhomomorphismus ist fiir
die zugrundeliegenden additiven Gruppen als auch ein Monoidhomomorphismus
ist fiir die zugrundeliegenden multiplikativen Monoide.

2.1.4. Wir fordern von einem Monoidhomomorphismus stets, dafl er das neutrale
Element auf das neutrale Element abbildet. Insbesondere fordern wir damit von
einem Ringhomomorphismus stets ¢(1z) = 1g. Die Menge aller Ringhomomor-
phismen von einem Ring R in einen Ring S notieren wir Ring(R, S).

2.1.5. Die Stirke der Ringtheorie liegt unter anderem darin, daf es sehr viele
Vefahren gibt, die zu einem gegebenen Ring einen weiteren Ring konstruieren,
und da} man auf diese neuen Ringe dann wieder alle bereits bekannten Sétze an-
wenden kann. Beispiele sind das Bilden von Polynomringen, Potenzreihenringen
[LAT] 5.3.42 und Matrizenringen. Wir besprechen im folgenden zusitzlich das
Bilden von Restklassenringen.

Satz 2.1.6 (Universelle Eigenschaft surjektiver Ringhomomorphismen). Seien
s : R — @ ein surjektiver Ringhomomorphismus und ¢ : R — S ein beliebiger
Ringhomomorphismus. Genau dann existiert ein Ringhomomorphismus ¢ : () —
S mit o = @ o s, wenn gilt ker(p) D ker(s).

2.1.7. Dieser Homomorphismus ¢ ist dann natiirlich eindeutig bestimmt. In die-
sem Sinne kann man diesen Satz auch dahingehend zusammenfassen, dall das
Vorschalten eines surjektiven Homomorphismus s : R — () fiir jeden weiteren
Ring S eine Bijektion

(os) : Ring(®, S) = {y € Ring(R, S) | ker(¢) D ker(s)}
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liefert. Der Ubersichtlichkeit halber stelle ich die in diesem Satz auftauchenden
Ringe und Morphismen auch noch wieder anders in einem Diagramm dar:

R—=Q
I
A
S

Man formuliert diesen Satz auch mit den Worten, ¢ faktorisiere in eindeutiger
Weise iiber s.

Beweis. Offensichtlich ist ¢ konstant auf den Fasern von s. Damit, oder auch
indem wir die universelle Eigenschaft von surjektiven Gruppenhomomorphismen
[LA2] 4.2.1 zitieren, finden wir schon mal eine Abbildung ¢ wie behauptet. Man
priift leicht, daf} sie ein Ringhomomorphismus ist. [

2.1.8 (Surjektive Ringhomomorphismen mit gleichem Kern). Gegeben ein Ring
R und zwei surjektive Ringhomomorphismen s : R — Q und ¢ : R — P mit
demselben Kern ker(s) = ker(¢) sind die Ringhomomorphismen ¢ : () — P mit
tos=tund5: P — (Qmit 50t = s nach 2.1.6 offensichtlich zueinander inverse
Isomorphismen ) = P = (). Salopp gesprochen wird also bei einem surjektiven
Ringhomomorphismus ,,das Ziel bereits durch den Ausgangsraum und den Kern
festgelegt bis auf eindeutigen Isomorphismus®.

Definition 2.1.9. Sei R ein Ring. Ein Ideal von R ist eine Teilmenge / C R mit
der Eigenschaft, daB I eine Untergruppe ist von (R, +) und daB zusitzlich gilt
RIClund IR C .

2.1.10. Anders gesagt ist also Teilmenge I C R eines Rings ein Ideal genau
dann wenn gilt 0 € I, a,b € I = a+b € I,a € I = (—a) € I sowie
r € R,a € I = ra,ar € I. Die Bedingung (—a) € I ist dabei sogar iiberfliissig,
weil ja eh gilt (—a) = (—1)a fiir alle a € R. Weiter kann die Bedingung 0 € [
durch die Bedingung I # () ersetzt werden, da ja gilt 0 = 0b fiir alle b € R.

Beispiele 2.1.11. Ein Ideal von Z ist dasselbe wie eine Untergruppe von Z, die
Ideale von Z sind also nach [LA1] 4.3.4 genau die Teilmengen der Gestalt Zm
fiir m € N. Fiir ein beliebiges Element a in einem kommutativen Ring R ist die
Menge Ra aller Vielfachen von a ein Ideal. Der ganze Ring R und {0} sind stets
Ideale.

2.1.12. Ist o : R — S ein Ringhomomorphismus, so ist ker ¢ := ¢ ~1(0) ein Ideal
von R. Man versteht bei Ringhomomorphismen den Kern stets in Bezug auf die
additive Struktur. Allgemeiner ist das Urbild von einem Ideal unter einem Ring-
homomorphismus stets wieder ein Ideal, und desgleichen das Bild eines Ideals
unter einem surjektiven Ringhomomorphismus.
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Proposition 2.1.13. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal. So gibt es einen von
R ausgehenden surjektiven Ringhomomorphismus mit I als Kern.

2.1.14. Nach 2.1.8 ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern 7 eindeutig
bis auf das Nachschalten eines eindeutigen Isomorphismus. Wir notieren ihn

can = can, : R - R/I

Vorsichtig veranlagte Leser mogen unter R/ alternativ das im folgenden Beweis
konstruierte explizite Beispiel fiir solch einen Ringhomomorphismus verstehen.
Das Bild in R/I von a € R bezeichnet man auch oft mit can(a) = a. Man
nennt R/I einen Restklassenring oder Quotientenring oder abkiirzend Quoti-
enten oder auch einen Faktorring. Er darf nicht verwechselt werden mit dem
Quotientenkorper eines kommutativen Integritdtsbereichs, wie er in [LA1] 5.5.2
eingefiihrt wurde.

Beispiel 2.1.15. Den Spezialfall der Restklassenringe Z/mZ kennen wir bereits
aus [LA1] 5.2.4. Ich ziehe im allgemeinen die Bezeichnung als Quotientenring
VOT.

Beweis. Wir gehen aus von der Surjektion ¢ : R — R/ auf die Quotientengrup-
pe in Bezug auf die additive Struktur. Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung
m: R/I x R/I — R/I derart, da} mit der Multiplikation m in der oberen Hori-
zontale das Diagramm

Rx R—™—R

o

R/Ix R/I-">R/I

kommutiert, denn ¢ o m ist konstant auf den Fasern von ¢ X ¢. In der Tat haben
wir (r +i)(s+j) =rs+is+rj+ij € rs+Ifirallei,j € Tundr,s €
R. In groBerer Allgemeinheit haben Sie das moglicherweise bereits als Ubung
[LA2] 4.2.27 gepriift. Es ist dann leicht zu sehen, daBl m als Multiplikation die
Nebenklassengruppe R/ zu einem Ring macht. [

2.1.16. Ganz allgemein ist ein Schnitt von Idealen eines Rings IR stets wieder ein
Ideal. Gegeben eine Teilmenge 7' C R bezeichen wir mit (7)) C R das kleinste
Ideal von R, das 7" umfalit, und nennen es das von 7" erzeugte Ideal. Wir konnen
(T') entweder beschreiben als den Schnitt aller Ideale, die 7" umfassen, oder als
die Menge aller endlichen Ausdriicke

<T> = {a1t1b1 + ...+ Gntnbn ‘ n Z 0, a;, bl € R, tl € T}

Hierbei ist der leere Ausdruck mit n = 0 wie iiblich als die Null von R zu ver-
stehen. Ist 7" = {¢;,...,t.} eine endliche Menge, so schreiben wir auch (7') =
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(t1,...,t.). Insbesondere gilt fiir einen kommutativen Ring R zum Beispiel (a) =
Ra fiir alle a € R. Wollen wir betonen, da3 das Symbol zwischen den Spitzklam-
mern fiir eine Menge von Erzeugern und nicht fiir einen einzigen Erzeuger steht,
so schreiben wir (1) = (,T). Ideale, die von einem einzigen Element erzeugt wer-
den konnen, heilen Hauptideale. Insbesondere ist nach [LA1] 4.3.4 jedes Ideal
in Z ein Hauptideal.

Ergdnzung 2.1.17. Sei R ein Ring und T' C R eine Teilmenge. Wenn wir betonen
wollen, daB (T) das von T erzeugte Ideal und nicht etwa die von T erzeugte
Untergruppe meint, schreiben wir auch r(T")r oder (RT'R) und im Fall eines
kommutativen Rings (T')r oder (T'R). Im Fall eines nichtkommutativen Rings
dahingegen meint (T") p = (T'R) das von T  erzeugte Rechtsideal, wie es in [KAG]
2.3.4 eingefiihrt wird.

Erginzung 2.1.18 (Herkunft der Bezeichnung ,,Ideal* ). Die Bezeichnung als
,Ideal ist abgeleitet von Kummer’s Begriff einer ,,idealen Zahl*“. Diese ,,idea-
len Zahlen* fiihrte Kummer ein, um Schwierigkeiten im Zusammenhang mit der
Nichtexistenz eindeutiger Primfaktorzerlegungen in sogenannten ,,Ganzheitsrin-
gen von Zahlkorpern zu umgehen. Das einfachste Beispiel 0 = Z[y/—5] fiir die-
ses Phidnomen besprechen wir in 2.4.8. Erkldren wir auf der Menge aller von Null
verschiedenen Ideale eines solchen Ganzheitsrings o eine Verkniipfung, in dem
wir [ J als das von allen Produkten ab mit a € I und b € J erzeugte Ideal alias die
von allen solchen Produkten erzeugte Untergruppe verstehen, die wir eigentlich
(1.J) notieren miifiten, so gilt in dieser Menge aller Ideale namlich das Analogon
der eindeutigen Primfaktorzerlegung, vergleiche etwa [KAG] 8.2.11. Ordnen wir
nun jeder Zahl a € o das von a erzeugte Hauptideal (a) zu, so erhalten wir eine
Einbettung
0/0* — {I Co|Iistldeal}

des Monoids aller ,,bis auf Einheiten wohlbestimmten Elemente von 0%, in dem
das Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung nicht immer gilt, in das Mono-
id aller von Null verschiedenen Ideale, in dem es im Fall des Ganzheitsrings eines
Zahlkorpers eben doch immer gilt. Kummer konnte das in einigen Fillen bereits
selbst zeigen und bezeichnete deshalb die Elemente dieses groleren Monoids, das
er selbst auf recht verschlungenen Wegen konstruierte, als ,,ideale Zahlen®.

2.1.19 (Ideale und Teilerbeziehung). Gegeben ein Kring R und Elemente a, b €
R ist a ein Teiler von b genau dann, wenn gilt (a) > b oder gleichbedeutend
(a) D (b), in Formelsprache

alb & be(a) & (b) C (a)

Gegeben ein Kring R und ein Element v € R ist u eine Einheit genau dann, wenn
gilt (u) = R. Gegeben ein kommutativer Integrititsbereich folgt aus (a) = (b),
dal3 es eine Einheit u € R* gibt mit au = b.
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Beispiel 2.1.20 (Quotienten von Polynomringen). Gegeben ein Korper £ und
ein von Null verschiedenes Polynom P € k[X]\0 haben wir

dimy, k[ X]/(P) = grad P

Genauer bilden fiir grad P = d die Nebenklassen der Monome 1, X, ..., X4}
eine k-Basis des Restklassenrings k[X]/(P). Noch etwas allgemeiner liefert Po-
lynomdivision mit Rest [LA1] 5.3.15 fiir jeden Kring % und jedes normierte Po-
lynom P € k[X], daB die Polynome von einem Grad < (grad P) — 1 ein Re-
prisentantensystem fiir die Menge k[ X|/(P) der Nebenklassen nach dem von P
erzeugten Hauptideal bilden. Bezeichnet also k[X|<" C k[X| die Menge aller Po-
lynome vom Grad < n, so liefert fiir jedes normierte Polynom P die kanonische
Projektion einen Gruppenisomorphismus

k[X]=ERIDE 5 KX /(P)

Beispiel 2.1.21 (Die komplexen Zahlen als Quotient). Wir erinnern die kom-
plexen Zahlen C mit ihrem ausgezeichneten Element i € C. Das Einsetzen von i
fiir X im Sinne von [LA1] 5.3.5 liefert mithilfe der universellen Eigenschaft des
Quotienten 2.1.13 Isomorphismen von Ringen

RX]/(X*+1) > C

und Z[X]/(X? 4+ 1) = Z[i]. Hier ist Z[i] im Sinne von 2.2.1 zu verstehen als der
Ring aller komplexen Zahlen mit ganzzahligem Real- und Imaginérteil. Ich mache
die Nebenrechnung (X — (2+1))(X — (2+1i)) = X? — 4X + 3. Das Einsetzen
von 2 + i fiir X liefert also auch einen Isomorphismus

RIX]/(X?—4X +2) 5 C

Allgemeiner konnten wir hier den Quotienten nach jedem Polynom vom Grad
Zwei ohne reelle Nullstelle nehmen.

2.1.22. Gegeben ein Kring £ und ein Element A € k£ kommutiert das Diagramm

k - RIX]/(X = A)
mit der Auswertungsabbildung ¢, und der von der Einbettung & — k[X] indu-
zierten unteren Horizontalen.

2.1.23 (Polynomringe iiber Restklassenringen). Gegeben sei ein Ring R mit
einem Ideal /. Bezeichnet /[X] C R[X] das von unserem Ideal / im Polynomring
erzeugte Ideal, so induziert der offensichtliche Ringhomomorphismus R[X]| —
(R/I)[X] aus [LA1] 5.3.11 offensichtlich einen Isomorphismus

RIX]/IX] = (R/1)[X]
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.1.24. Man zeige: Gegeben ein surjektiver Ringhomomor-
phismus ¢ : R — S liefert das Bilden des Urbilds eine Bijektion zwischen der
Menge der Ideale von S und der Menge derjenigen Ideale von R, die ker ¢ um-
fassen.

Ubung 2.1.25. Gegeben ein normiertes Polynom P mit Koeffizienten in einem
Korper k ist das P bis auf ein Vorzeichen genau das charakteristsche Polynom der
Multiplikation mit X als Endomorphismus des k-Vektorraums k[ X]/(P).

2.2 Teilringe

Definition 2.2.1. Eine Teilmenge eines Rings heifit ein Teilring, wenn sie so mit
der Struktur eines Rings versehen werden kann, daf} die Einbettung ein Ringho-
momorphismus wird. Gleichbedeutend und expliziter ist das eine Teilmenge ei-
nes Rings, die sein Einselement enthilt, die abgeschlossen ist unter Addition und
Multiplikation, und die mit diesen Verkniipfungen zu einem Ring wird.

Erginzung 2.2.2. Die in [LA1] 5.1.5 bereits angesprochene Begriffsverwirrung
setzt sich hier fort: Autoren, deren Ringe kein Einselement zu enthalten brauchen,
fordern von ihren Teilringen zwar dem Wortlaut nach dasselbe wie wir im ers-
ten Satz der Definition 2.2.1. Es bedeutet dann aber in unserer Terminologie nur
noch, daB} unsere Teilmenge unter Addition und Multiplikation abgeschlossen ist
und mit diesen Verkniipfungen zu einem Rng wird. Wir nennen eine derartige
Teilmenge eine Z-Unteralgebra. Jedes Ideal eines Rings ist eine Z-Unteralgebra,
aber das einzige Ideal, das ein Teilring ist, ist der ganze Ring selber. Es ist im
tibrigen auch durchaus moglich, daf} eine Z-Unteralgebra eine Rings selbst wie-
der ein Ring ist, ohne aber in unserem Sinne ein Teilring zu sein: Der Nullring
etwa ist eine Z-Unteralgebra aber kein Teilring von Q, und der Ring Z x 0 ist eine
Z-Unteralgebra aber kein Teilring von Z x Z.

2.2.3. Jeder Schnitt von Teilringen ist selbst ein Teilring. Den kleinsten Teilring
eines Ringes R, der eine gegebene Teilmenge 7' C R umfalit, heiBit der von 7T’
erzeugte Teilring. Gegeben S O R ein Kring mit einem Teilring und Elemente
ai,...,a, € S bezeichnet man mit

Rlay,...,a,] C S

den Teilring von S, der von R und den a; erzeugt wird, in anderen Worten den
kleinsten Teilring von .S, der R umfalt und alle a; enthilt.
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2.2.4. Die Notation aus 2.2.1 fiihrt leicht zu Verwechslungen mit Polynomringen.
Viele Autoren verwenden die Konvention, nach der die ,,freien oder ,,unabhéngi-
gen* Variablen in Polynomringen mit gro3en Buchstaben vom Ende des Alpha-
bets geschrieben werden, die ,,abhingigen* Erzeuger eines Teilrings in einem be-
reits gegebenen Ring dahingegen mit kleinen Buchstaben. Nebenbei bemerkt kann
man Ray,...,a,] auch beschreiben als das Bild des Einsetzungshomomorphis-
mus R[Xy,..., X, — S mit X; — q;. Ist dieser Einsetzungshomomorphismus
injektiv, also ein Isomorphismus auf sein Bild, so heilen die Elemente a, alge-
braisch unabhiingig iiber R. Wollen wir besonders betonen, da3 wir mit freien
Verinderlichen arbeiten, so setzen wir ein kleines ,,Freiheitsstrichlein® vorne in
die Klammer und schreiben R[' X}, ..., X,]. Diese Notation gibt es jedoch mei-
nes Wissens bisher nur in diesem Skriptum.

2.2.5 (Isomorphiesatz fiir Ringe). Gegeben ein Ringhomomorphismus ¢ : R —
S ist nach 2.1.12 der Kern ker ¢ ein Ideal von R und das Bild im ¢ offensichtlich
ein Teilring von S. Nach 2.1.13 und dem Isomorphiesatz [LA2] 4.2.12 faktorisiert
© dann iiber einen Ringisomorphismus

R — R/(ker ) = imp — S

Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.2.6. Seien K C L Korper, I C K[X},...,X,] ein Ideal.
Bezeichne (/L[X;, ..., X,]) das von / im Polynomring iiber L erzeugte Ideal. So
gilt

I =K[Xy,....,X,|N{IL[Xq,..., X))

Hinweis: Jedes Element von (/L[ X7, ..., X,,]) hat die Gestalt ¢; f; + ... + ¢, f;
mit f, € I und ¢, € L linear unabhéngig tiber K.

Ubung 2.2.7. Man zeige, daB der Teilring Q[v/2] C R ein Korper ist.

Ubung 2.2.8. Man zeige, daB Z der einzige Teilring von Q ist, der endlich erzeugt
ist als abelsche Gruppe.

2.3 Abstrakter chinesischer Restsatz

2.3.1. Gegeben Ringe Ry, ..., R, bilden wir den Produktring R; X ... x Rg mit
komponentenweiser Addition und Multiplikation. Gegeben ein weiterer Ring R
und Ringhomomorphismen f; : R — R; erhalten wir natiirlich einen Ringhomo-

morphismus
(fla"'afs): R — R1><...><RS

ro= (fl(r)?"wfs(r))
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Genauer sind die Projektionen Ringhomomorphismen pr; : 71 X ... X Ry = R;
und das Nachschalten der Projektionen liefert fiir jeden weiteren Ring R eine
Bijektion

Ring(R, Ry X ... x Rs) = Ring(R, R1) X ... x Ring(R, R;)

In der Terminologie [LA2] 7.7.8 liefert unsere Konstruktion also ein Produkt in
der Kategorie der Ringe.

Definition 2.3.2. Gegeben Ideale a, b in einem Ring R ist auch ihre Summe a +
b:={a+b|a € a, b€ b} einldeal, und wir nennen ihr Produkt und bezeichnen
mit (ab) dasjenige Ideal oder gleichbedeutend diejenige additive Untergruppe von
R, das beziehungsweise die von allen Produkten ab mit ¢ € a und b € b erzeugt
wird. Analog notieren wir auch Produkte von mehr als zwei Idealen.

2.3.3. Fiir das Produkt zweier Ideale ist die Notation ab gebréauchlicher, die wir
aber bereits fiir die von der Multiplikation eines Rings auf seiner Potenzmenge
induzierte Verkniipfung vergeben haben. Dennoch werden wir spéter meist diese
abkiirzende Notation fiir das Produkt von Idealen verwenden.

Satz 2.3.4 (Abstrakter chinesischer Restsatz). Seien a.,...,a, endlich viele
Ideale eines Rings R. Gilt a; + a; = R fiir © # j, so ist die offensichtliche Abbil-
dung eine Surjektion

k:R— R/a; x...x R/ag

mit Kern (ker k) = (), a; dem Schnitt unserer Ideale. Fiir einen kommutativen
Ring alias Kring R fillt dieser Schnitt auch mit dem Produktideal (a;