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Die Abschnitte bis zur Galois-Theorie einschlieBlich sollten in etwa den Stan-
dardstoff einer Algebra-Vorlesung fiir das dritte Semester abdecken. Ich habe
mich bei der Entwicklung der Theorie besonders darum bemiiht, die Verwen-
dung des Zorn’schen Lemmas zu vermeiden. Mein Ziel war es, dem falschen Ein-
druck entgegenzuwirken, unsere Sitze iiber die Auflosbarkeit von polynomialen
Gleichungen oder die Bestimmung quadratischer Reste oder die Konstruierbarkeit
regelmiBiger Vielecke basierten auf Subtilititen der Mengenlehre. Insbesondere
wird der algebraische Abschluf3 in den Beweisen nicht verwendet und der Begriff
eines maximalen Ideals spielt nur eine Nebenrolle. Ich bedanke mich bei vielen
Freiburger Studierenden fiir Hinweise, die mir geholfen haben, die Darstellung zu
klidren und zu glitten und Fehler zu beheben.



1 Mehr zu Gruppen

1.1 Die Frage nach der Klassifikation

1.1.1. Ich erinnere an die Definition [GR] . Eine Gruppe ist eine Menge G
mit einer Verkniipfung G x G — G, (a,b) — ab derart, daB fur alle a,b,c € G
gilt (ab)c = a(bc), daB es ein Element 1 € G gibt mit la = al = a Va € G, und
daB es fiir alle a, b € G ein Element ¢ € GG gibt mit ac = b. Gegeben eine weitere
Gruppe H ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H eine Abbildung von
G nach H mit p(ab) = ¢(a)p(b) fir alle a,b € G. Die Menge aller Gruppen
homomorphismen von G nach H notiere ich Grp(G, H).

1.1.2. Wir wollen im folgenden der Frage nachgehen, welche endlichen Grup-
pen ,.es liberhaupt gibt“. Wir nennen zwei Gruppen isomorph, wenn es zwischen
ihnen einen Isomorphismus als da heif3t einen bijektiven Homomorphismus gibt.
Die Frage, welche endlichen Gruppen es tiberhaupt gibt, konnen wir dann konkret
fassen als die folgende Aufgabe: Man gebe eine Liste von endlichen Gruppen an
derart, daf} jede beliebige endliche Gruppe isomorph ist zu genau einer Gruppe
dieser Liste. In mathematischer Terminologie ist das die Frage nach der Klassifi-
kation der endlichen Gruppen.

Beispiel 1.1.3. Fir Gruppen mit hochstens 4 Elementen konnen wir diese Auf-
gabe noch ohne alle Theorie auf direktem Wege 16sen. Eine endliche Menge mit
Verkniipfung beschreiben wir dazu durch ihre Verkniipfungstabelle, die im Fall
einer Gruppe auch Gruppentafel hei3t. Zum Beispiel bilden die dritten Einheits-
wurzeln 1, ¢ = exp(27i/3) und n = exp(47i/3) in C unter der Multiplikation
eine Gruppe mit der Gruppentafel
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Bei einer Gruppentafel muf3 nach der Kiirzungsregel [GR] in jeder Spalte
und in jeder Zeile jedes Element genau einmal vorkommen. Man sieht so recht
leicht, daB es bis auf Isomorphismus nur eine Gruppe G gibt mit |G| Elementen fiir
|G| = 1,2, 3. Man sieht so auch, daf es fiir |G| = 4 bis auf Isomorphismus genau
zwel Moglichkeiten gibt, die sich dadurch unterscheiden, ob jedes Element sein
eigenes Inverses ist oder nicht: Je nachdem haben wir, bis auf Isomorphismus, die
sogenannte Klein’sche Vierergruppe Z /27 x 7 /27 oder die zyklische Gruppe
Z/AZ vor uns.
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Die vier Symmetrien des Buchstabens H und des Sonnenrads, das wohl nicht
zuletzt auch wegen seiner Symmetriegruppe so unvermittelt an furchtbare Zeiten
der deutschen Geschichte erinnert.



1.1.4. Warum interessieren wir uns iiberhaupt fiir Gruppen? Stellen wir uns doch
einmal eine ebene Figur vor, zum Beispiel eine stilisierte Bliite, einen Buchsta-
ben, oder allgemein eine beliebige Teilmenge der Ebene A C R2. Unter einer
»Symmetriebewegung® oder kurz Symmetrie unserer Figur verstehen wir eine
abstandserhaltende Selbstabbildung g der Ebene, die unsere Figur in sich selber
tiberfiihrt, in Formeln gA = A. Alle Symmetrien unserer Figur bilden unter der
Hintereinanderausfiihrung als Verkniipfung eine Gruppe, die Symmetriegruppe
der Figur. Bei den meisten Figuren besteht die Symmetriegruppe nur aus einem
Element, der Identitit, aber ein Herz hat schon zwei Symmetrien, die Identitéit
und eine Spiegelung. Der Buchstabe H hat sogar 4 Symmetrien, ebensoviele wie
das Sonnenrad, aber die Symmetriegruppen dieser beiden Figuren sind nicht iso-
morph. In diesem Sinne kann man das Konzept einer Gruppe interpretieren als
eine Formalisierung der Idee eines ,,abstrakten Symmetrietyps.

1.2 Kompositionsreihen

1.2.1. Ich erinnere an Restklassen [ ] 4.1, Normalteiler [ ] 4.2, Gruppen-
wirkungen [ ] , Bahnformel [ ] und Konjugationsklassen [ ]

Definition 1.2.2. Eine Gruppe heif3t einfach, wenn sie nicht nur aus dem neutralen
Element besteht, aber aufler dem neutralen Element und der ganzen Gruppe keine
weiteren Normalteiler hat.

Beispiele 1.2.3. Beispiele einfacher Gruppen sind die zyklischen Gruppen von
Primzahlordnung und die sogenannten alternierenden Gruppen

A, = ker(sgn : S, — {£1})

aller geraden Permuationen von r Objekten unter der Annahme r > 5, wie wir als
Satz 1.6.2 zeigen werden. Nicht zeigen werden wir, daf} die alternierende Grup-
pe As die kleinste nichtabelsche einfache Gruppe ist. Diese Gruppe ist iibrigends
genau unsere Ikosaedergruppe aus [ ] aller Drehsymmetrien eines Iko-
saeders, was wir im anschlieenden Satz 1.2.5 zeigen.

Ergdnzung 1.2.4. Alle endlichen einfachen Gruppen sind seit etwa 1980 bekannt,
ihre Klassifikation ist jedoch schwierig und man kann nur hoffen, dafl zukiinfti-
ge Forschungen noch substantielle Vereinfachungen der Argumente erlauben. Ei-
ne wesentliche Zutat ist ein beriihmter Satz von Feit-Thompson, nach dem jede
endliche einfache nicht abelsche Gruppe eine gerade Ordnung haben muf3.

Satz 1.2.5. Die lkosaedergruppe ist einfach und isomorph zur alternierenden
Gruppe As.



Beweis. Ein lkosaeder hat 12 Ecken, 20 Flachen und 30 Kanten. Jedes Paar von
gegeniiberliegenden Ecken liefert vier Elemente der Ordnung 5 in /, macht 24
Elemente der Ordnung 5. Jedes Paar von gegeniiberliegenden Flidchen liefert zwei
Elemente der Ordnung 3 in /, macht 20 Elemente der Ordnung 3. Jedes Paar von
gegeniiberliegenden Kanten liefert ein Element der Ordnung 2 in /, macht 15
Elemente der Ordnung 2. Zusammen mit dem neutralen Element haben wir damit
alle Gruppenelemente aufgelistet, denn es gilt

60=1+15+20+24

Da je zwei Kanten des Ikosaeders durch eine Drehsymmetrie des Ikosaeders in-
einander iiberfithrt werden konnen, bilden die 15 Elemente der Ordnung 2 eine
Konjugationsklasse: Sind in der Tat K und L Kanten und d, d;, die nichttrivialen
Drehsymmetrien, die sie jeweils in sich selbst tiberfiihren, und ist g eine Dreh-
symmetrie mit g(K) = L, so gilt dix = g~ 'drg. Ahnlich sieht man, daB alle 20
Elemente der Ordnung 3 eine Konjugationsklasse bilden. Fiir die Elemente der
Ordnung 5 kann das nicht gelten, denn 24 ist kein Teiler von 60. Mit dhnlichen
Uberlegungen erkennt man jedoch, daB die 24 Elemente der Ordnung 5 zerfal-
len in zwei Konjugationsklassen von je 12 Elementen, bestehend aus Drehungen
einmal um Winkel j:%’r und ein andermal i‘%. Die Kardinalititen der Konjuga-
tionsklassen sind also genau die Summanden auf der rechten Seite der Gleichung

60=1+15+20+12+12

Gibe es nun in / einen echten Normalteiler N, so miiite die Ordnung von N
ein Teiler sein von 60 und eine Summe von Kardinalitdten von Konjugationsklas-
sen, darunter die Konjugationsklasse des neutralen Elements. Die einzigen sol-
chen Zahlen sind aber 1 und 60, folglich ist die Ikosaedergruppe / einfach. Man
iberlegt sich nun anhand der nebenstehenden Zeichnung, daf3 es genau fiinf Mog-
lichkeiten gibt, aus den 20 Ecken eines Dodekaeders, die ja gerade die Flachen-
mitten eines Ikosaeders bilden, 8 Ecken so auszusuchen, daf} sie die Ecken eines
Wiirfels bilden: Auf der Menge dieser 5 einbeschriebenen Wiirfel operiert unsere
Gruppe dann natiirlich auch. Wir erhalten so einen Gruppenhomomorphismus

(p:]—)Sg,

Der Kern von sgnoy : I — {+1,—1} ist ein von 1 verschiedener Normalteiler
von I, es folgt ker(sgn op) = I und ¢ induziert einen Gruppenhomomorphismus
nach As = ker(sgn) C Ss. Der Kern von ¢ : I — S5 ist ein von [ verschiedener
Normalteiler von I, es folgt ker ¢ = 1, und durch Abzdhlen folgt dann, daf} ¢
einen Isomorphismus ¢ : I = Aj induziert. O



Einer der fiinf eingeschriebenen Wiirfel eines Dodekaeders, mit gestrichelt
eingezeichneten Kanten. Diese Wiirfel entsprechen im iibrigen auch eineindeutig
den 2-Sylows unserer Ikosaedergruppe: Diese sind genau die vierelementigen
Diedergruppen, die von den drei durch die Flachenmitten eines festen Wiirfels
stechenden Geraden jede in sich liberfithren. Wenn Sie dieser Anschauung nicht
so recht trauen, wofiir ich durchaus Sympathie hitte, konnen Sie auch abstrakt
die ,,Symmetriegruppe des Graphen mit den durchgezogenen Kanten*
betrachten. Sie wiirde den ,,Dreh- und Spiegelsymmetrien* eines Ikosaeders
entsprechen, aber wenn Sie zusitzlich an jeder Ecke auf der Menge der von ihr
ausgehenden Kanten in der Terminologie [GR] die zyklische Anordnung
,-im Uhrzeigersinn® festlegen, so wird die Gruppe derjenigen Symmetrien
unseres Graphen, die diese zyklischen Anordnungen respektieren, genau die
Ikosaedergruppe werden.



Definition 1.2.6. Eine Kompositionsreihe einer Gruppe G ist eine Folge von
Untergruppen
G=G,D0G_1D...0G =1

derart, da3 jede Gruppe unserer Folge ein Normalteiler in der nédchstgroferen
Gruppe ist und daB die sukzessiven Quotienten einfach sind, daf also in Formeln
G;/G;_1 einfach ist fir 1 < i < r. Die Gruppen G;/G;_; heiBen die Subquoti-
enten der Kompositionsreihe.

Satz 1.2.7 (Jordan-Holder). Je zwei Kompositionsreihen einer endlichen Gruppe
haben dieselbe Linge und bis auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten, die man
die Kompositionsfaktoren unserer Gruppe nennt. Ist genauer G eine endliche
Gruppe und sind G = M, D ... D My = 1lund G = Ny, D ... D Ny =1
Kompositionsreihen von GG, so haben wir r = s und es gibt eine Permutation
o €S, mit Ni/Ni—l = Ma(i)/Mg(i),l fiir alle 1.

Beispiel 1.2.8. Jede abelsche Gruppe mit n Elementen hat als Kompositionsfakto-
ren die zyklischen Gruppen Z/p;Z fiir n = p; . . . p, die Primfaktorzerlegung von
n. Jeder endlichdimensionale Vektorraum V liber IF), fiir eine Primzahl p hat insbe-
sondere als Kompositionsfaktoren dim V' Kopien von F,. Die Kompositionsfak-
toren der symmetrischen Gruppen S, werden wird in 1.6.2 und 1.6.3 diskutieren:
Ab r = 5 ist der Kern des Signums ein einfacher Normalteiler und unsere Gruppe
hat folglich nur zwei Kompositionsfaktoren: Diesen Normalteiler und Z/27Z.

Beweis. Wir zeigen das durch Induktion iiber die Gruppenordnung. Seien

G O M > ... O1
G O N DO ... O1

zwei Kompositionsreihen. Gilt M = N, so folgt der Satz per Induktion. Sonst
ist das Bild von M in G/N ein von 1 verschiedener Normalteiler, und da G/N
einfach ist, liefert die offensichtliche Abbildung notwendig eine Surjektion M —»
G/N und einen Isomorphismus M /(M N N) = G/N. Ebenso erhalten wir auch
N/(MNN) = G/M.Deuten wir mit (MNN) D ... D 1 eine Kompositionsreihe
des Schnitts an, so hat die Gruppe G also Kompositionsreihen

G O M D ... D1
G DO M > (MNN) D D1
G DO N D (MnNnN) D ... D1
G D N D ... D1

Je zwei in dieser Liste benachbarte Kompositionsreihen haben aber nun nach In-
duktionsvoraussetzung und den oben erwihnten Isomorphismen bis auf Reihen-
folge dieselben Subquotienten. ]
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.2.9. Man zeige die Aussage des Satzes von Jordan-Holder
1.2.7, ohne die Endlichkeit der Gruppe vorauszusetzen. Man zeige auch, dal} in
einer Gruppe mit Kompositionsreihe eine absteigende Folge von Untergruppen,
die jeweils echte Normalteiler in der ndchstgroleren Untergruppe sind, hdchstens
so lang sein kann wie besagte Kompositionsreihe.

Ergiinzende Ubung 1.2.10. Man zeige: Sind N und B Gruppen und 7 : B —
Grp* N ein Gruppenhomomorphismus alias eine Operation von B auf N durch
Gruppenautomorphismen, notiert (7(a))(n) =: (“n), so kann man N X B mit
einer Gruppenstruktur versehen vermittels der Vorschrift

(m,a)(n,b) = (m (“n), ab)

Diese Gruppe heilit das oder genauer ein semidirektes Produkt von N mit B und
wird auch notiert als
NxB=Nx,B

Man zeige weiter: Ist ¢ : G — B ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, N
sein Kern und ¢ : B — G eine Spaltung von ¢, so erhalten wir einen Gruppen-
homomorphismus 7 : B — Grp* N durch (7(b))(n) := ¥(b)ny(b)~! und die
Abbildung (n,b) — ni(b) definiert einen Gruppenisomorphismus

NxB3@G

Erginzung 1.2.11. Ist speziell eine Gruppe N ein Produkt von n Kopien einer
festen Gruppe N = A" = A x ... x A und operiert eine weitere Gruppe B dar-
auf durch Vertauschung der Faktoren, also in hoffentlich offensichtlicher Weise
vermittels eines Gruppenhomomorphismus B — S,,, so bezeichnet man das zu-
gehorige semidirekte Produkt als Kranzprodukt und notiertes N x B =: A B.

Ergiinzende Ubung 1.2.12. Man zeige, daB die symmetrische Gruppe S, isomorph
ist zum semidirekten Produkt der S; mit der Klein’schen Vierergruppe F2 in Be-
zug auf einen und jeden Isomorphismus S3 = GL(2; Fy).

1.3 p-Gruppen
Definition 1.3.1. Das Zentrum einer Gruppe G ist die Menge

Z(G) ={r e G|zg=gx VgeG}

derjenigen Gruppenelemente, die mit allen anderen Gruppenelementen kommu-
tieren.
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1.3.2. Offensichtlich ist das Zentrum ein Normalteiler, was im Ubrigen auch die
alternative Beschreibung Z(G) = ker(int : G — Grp™(G)) als Kern eines Grup-
penhomomorphismus in den Notationen aus [ ] sofort zeigt.

Definition 1.3.3. Die Standgruppe von g € G unter der Operation von GG auf sich
selbst durch Konjugation heift der Zentralisator Zq(g) von g, in Formeln

Za(g) ={z € G |xga™" =g}

1.3.4. Ist G eine endliche Gruppe, G = C; U ... U C, ihre Zerlegung in Konju-
gationsklassen und g; € C; jeweils ein Element, so liefert die Bahnformel [ ]
die sogenannte Klassengleichung

G| = |C] + ... + |G
= |G|/|Za(g1)| + ... +1G|/|Zc(g:)]

Die einelementigen Konjugationsklassen sind dabei genau die Konjugationsklas-
sen der Elemente des Zentrums.

Definition 1.3.5. Sei p eine Primzahl. Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe,
deren Ordnung eine Potenz von p ist.

1.3.6. Die triviale Gruppe hat p° Elemente und ist damit nach unserer Konvention
[ ] eine p-Gruppe fiir jede Primzahl p.

Proposition 1.3.7. Jede nichttriviale p-Gruppe hat nichttriviales Zentrum.

Beweis. Wir zerlegen unsere Gruppe in Konjugationsklassen G = C; U ... U C,.
Nach der Bahnformel sind alle Kardinalititen von Konjugationsklassen |C;| Teiler
von |G, also p-Potenzen. Die einelementigen Konjugationsklassen gehoren dabei
genau zu den Elementen des Zentrums von G und wir folgern

Gl =1Z(G)] (mod p)

Da nun das Zentrum stets mindestens ein Element hat, ndmlich das neutrale Ele-
ment, muf} es im Fall einer nichttrivialen p-Gruppe sogar mindestens p Elemente
haben. OJ

Korollar 1.3.8. Ist die Ordnung einer Gruppe das Quadrat einer Primzahl p, so
ist die besagte Gruppe abelsch, in Formeln:

Gl =p* = ZG)=C

12



Beweis. Nach der vorhergehenden Proposition 1.3.7 hat das Zentrum unserer Grup-
pe mindestens p Elemente. Gibe es nun auerhalb des Zentrums noch ein Ele-
ment unserer Gruppe, so miilte dieses Element zusammen mit dem Zentrum eine
kommutative Untergruppe mit mehr als p Elementen erzeugen, und diese wére
dann nach dem Satz von Lagrange [ ] notwendig bereits die ganze Grup-
pe. [

Satz 1.3.9 (Struktur von p-Gruppen). Ist G eine p-Gruppe, so gibt es in GG ei-
ne Kette G = G, D G,_1 DO ... D Gy = 1 von Normalteilern von G mit
\G:/Gi_1| = p fiir alle i. Zusdtzlich kénnen wir sogar erreichen, daf3 G;/G;_1
jeweils im Zentrum von G /G;_4 liegt.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion iiber die Gruppenordnung. Ist
G nicht trivial, in Formeln G # 1, so hat G nach 1.3.7 nichttrivales Zentrum
Z(G) # 1. Indem wir von irgendeinem nichttrivialen Element des Zentrums eine
geeignete Potenz nehmen, finden wir im Zentrum sogar ein Element = der Ord-
nung p. Die von z erzeugte Untergruppe G; = (x) ist also isomorph zu Z/pZ,
und da x im Zentrum liegt, ist G; ein Normalteiler in G. Nach Induktion finden
wir nun im Quotienten G := G /G eine Kette G=G>...0G DG, =1
wie gewlinscht. Dann nehmen wir G; := can_l(@i_l) fiir can : G — G die Pro-

jektion. Wegen [ ] erhalten wir so eine Kette von Normalteilern von G.
Wegen [ ] haben wir |G;| = p|G,_1| = p'. Damit hat G;/G;_; genau p
Elemente. ]

1.3.10. Eine Gruppe G heifit auflosbar,) wenn es eine Folge von Untergruppen
G=G DG, DG9D ... DGy =1 gibt mit G;_; normal in G; und
G;/G;_1 abelsch fir 1 < < r. Aus 1.3.17 wird folgen, da8 wir dann sogar solch
eine Folge finden konnen, bei der jedes G; bereits in ganz GG normal ist. Die Termi-
nologie ,,auflosbar* kommt von der Beziehung dieses Begriffs zum Auflésen von
Gleichungen her und wird erst im Licht von Satz 4.6.20 verstdndlich. Bemerkung
1.6.3 zeigt, daf} die symmetrische Gruppe S, auflosbar ist. Eine nichtabelsche ein-
fache Gruppe kann nie auflosbar sein. Alle Gruppen mit weniger als 60 Elementen
sind auflosbar, und die Ikosaedergruppe alias die Gruppe der geraden Permutatio-
nen von 5 Elementen ist bis auf Isomorphsmus die einzige nichtauflosbare Gruppe
mit 60 Elementen. Beides werden wir aber hier nicht zeigen.

Ubungen

Ubung 1.3.11. Eine Gruppe G heift nilpotent, wenn es eine Folge G = G, D
G,_1 D G,_2 D ... D Gy =1von Untergruppen von G gibt derart, daB G;/G;_1
fir 1 < i < rim Zentrum von G/G;_; liegt. Jede endliche p-Gruppe ist nil-
potent nach 1.3.9. Natiirlich konnen wir zu jeder Gruppe G die Gruppe G /Z(G)
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konstruieren. Man zeige: Eine Gruppe ist nilpotent genau dann, wenn wiederhol-
tes Anwenden dieser Konstruktion in endlich vielen Schritten von unserer Gruppe
zur trivialen Gruppe fiihrt.

Erginzende Ubung 1.3.12. Diese Ubung soll die Herkunft der Bezeichnung ,,nil-
potent™ erkldren. Gegeben Elemente a,b einer Gruppe G setzt man (a,b) :=
aba~'b~! und nennt dies Element den Kommutator von ¢ und b. Gegeben Teil-
mengen A, B einer Gruppe bezeichnen wir mit ((A, B)) die von den Kommutato-
ren erzeugte Untergruppe. Vielfach wird sie auch vereinfacht (A, B) notiert. Jetzt
definiert man induktiv die absteigende Zentralreihe einer Gruppe G durch

G':=G,G" = {((G,Q)),...,G" = {(G",Q)),...

Man zeige, daf3 eine Gruppe genau dann nilpotent ist, wenn ihre absteigende Zen-
tralreihe nach endlich vielen Schritten bei der trivialen Gruppe landet, wenn also
in Formeln gilt G = 1 fiir i > 0.

Ubung 1.3.13. Eine Gruppe G heiBt iiberauflosbar, wenn es eine Folge G =
G, D G,—1 DG, D ... DGy = 1von Normalteilern von G gibt mit G;/G;_;
zyklisch fiir 1 < ¢ < r. Man zeige: Jede endliche nilpotente Gruppe ist iiberauf-
l6sbar.

Ergiinzende Ubung 1.3.14. Jede Untergruppe einer nilpotenten Gruppe ist nilpo-
tent. Fiir jedes n ist die Gruppe der oberen (n x n)-Dreiecksmatrizen mit Einsen
auf der Diagonale und Eintrigen in irgendeinem Ring nilpotent.

Ergiinzende Ubung 1.3.15. Man bestimme das Zentrum der Gruppe GL(n; k) fiir
n € N und k ein Korper. Man bestimme das Zentrum der Symmetriegruppe eines
Quadrats.

Ubung 1.3.16. Jede Untergruppe einer auflosbaren Gruppe ist auflosbar. Gegeben
G D N eine Gruppe mit Normalteiler ist die ganze Gruppe G auflosbar genau
dann, wenn N und G/N auflgsbar sind. Hinweis: [ ]

Ergiinzende Ubung 1.3.17. Gegeben eine Gruppe G erklirt man ihre derivierte
Gruppe als DG := ((G, @)) und setzt induktiv DTG := D(D'G). Man zeige,
daf eine Gruppe genau dann aufldsbar ist, wenn ihre hoheren derivierten Gruppen
irgendwann trivial werden, wenn also in Formeln gilt D'G = 1 fiir 7 > 0. Man
zeige weiter, daf} alle hoheren derivierten Gruppen Normalteiler von G sind.

1.4 Sylowsiitze

Definition 1.4.1. Seien G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Eine Unter-
gruppe P C G heilit eine p-Sylowuntergruppe oder kurz p-Sylow von GG, wenn
ihre Kardinalitét | P| die hochste p-Potenz ist, die die Gruppenordnung |G| teilt.
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Beispiel 1.4.2. Eine 2-Sylow in der Gruppe der 24 Drehsymmetrien eines Wiirfels
ist per definitionem eine Untergruppe mit 8 Elementen. Zum Beispiel wire jede
Untergruppe, die die Achse durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender
Flichen stabilisiert, eine solche 2-Sylow. Die einzige 5-Sylow in derselben Grup-
pe wire in unserer Terminologie die einelementige Untergruppe. Viele Autoren
verstehen aber auch abweichend unter Sylowuntergruppen nur diejenigen Unter-
gruppen, die wir in unserer Terminologie als ,,nichttriviale Sylowuntergruppen
ansprechen wiirden.

1.4.3. Die Operation durch Konjugation einer Gruppe G auf sich selber induziert
eine Operation unserer Gruppe auf ihrer Potenzmenge P((G), die wir auch als
,Konjugation* ansprechen. Im folgenden verwenden wir oft die davon auf der
Teilmenge U(G) C P(G) aller Untergruppen induzierte Operation. Insbesondere
heiflen also zwei Untergruppen H, K C G zueinander konjugiert, wenn es g €
G gibt mit H = gKg~!.

Satz 1.4.4 (Siatze von Sylow). Seien G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl
und p" die grofite p-Potenz, die die Gruppenordnung |G| teilt. So gilt:

1. Unsere Gruppe G besitzt Untergruppen der Ordnung p" alias p-Sylows;
2. Je zwei p-Sylows von G sind zueinander konjugiert;

3. Jede Untergruppe von G, deren Ordnung eine p-Potenz ist, liegt in einer
p-Sylow von G;

4. Die Zahl der p-Sylows von G ist ein Teiler von |G|/p" und kongruent zu 1
modulo p.

Beispiel 1.4.5. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so gibt es insbesondere genau
eine p-Sylow fiir alle p. Wir kennen diese Untergruppe schon aus Proposition
[ ] : Es ist genau unsere Untergruppe G/(p) aller Elemente von G, deren
Ordnung eine p-Potenz ist.

Beispiel 1.4.6. Im Fall der Gruppe der 24 Drehsymmetrien eines Wiirfels liefern
die drei Paare gegeniiberliegender Flichen drei paarweise verschiedene 2-Sylows,
bestehend aus allen Drehsymmetrien, die das jeweilige Paar in sich iiberfiihren.
Das miissen dann auch bereits alle 2-Sylows alias alle 8-elementigen Untergrup-
pen dieser Gruppe sein, wie man unschwer aus Teil 2 oder auch aus Teil 4 des
vorhergehenden Satzes folgern kann.

Beweis. 1. Wir argumentieren durch Induktion iiber |G|. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf3 p die Ordnung unserer Gruppe teilt. Be-
sitzt GG eine echte Untergruppe H C G mit p { |G/H|, so folgt die Aussage aus
der Induktionsannahme. Teilt sonst p den Index |G/ H | jeder echten Untergruppe
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H C G, so ist die Kardinalitit jeder Konjugationsklasse mit mehr als einem Ele-
ment teilbar durch p. Aus der Klassengleichung 1.3.4 folgt damit die Kongruenz
|G| = |Z(G)] (mod p) und p teilt die Ordnung des Zentrums Z(G). Dann gibt
es nach [LA2] in Z(G) ein Element g der Ordnung p. Nach der Indukti-
onsannahme finden wir nun eine p-Sylow von G/(g), und deren Urbild in G ist
notwendig eine p-Sylow von G.

5. Vor dem weiteren Fortgang des Beweises erginzen wir nun unseren Satz um
einen etwas technischeren Teil 5, der dann als nichstes bewiesen wird. Bezeichne
S die Menge aller p-Sylows von G. Sicher operiert G' auf S durch Konjugation.
Wir vereinbaren als Notation fiir den weiteren Verlauf des Beweises die folgen-
den Konventionen: Bezeichnen wir eine Sylow durch einen kleinen Buchstaben,
so fassen wir sie primir als ein Element x € S auf und notieren die mit g € G kon-
jugierte Sylow gx. Bezeichnen wir eine Sylow jedoch durch einen gro3en Buch-
staben, so fassen wir sie primir als eine Teilmenge P C G auf und notieren die
mit g € G konjugierte Sylow gPg~". Ich ergiinze nun mit diesen Notationen den
Satz um die folgende technischere Aussage:

5. Ist H C G eine p-Gruppe und y = @) € S ein Fixpunkt von H in der Menge
aller p-Sylows von G, so gilt H C Q).

In der Tat besagt die Fixpunkteigenschaft genau hQh~! = @Q Vh € H. Mithin
ist HQ) = QH eine Untergruppe von G. Thre Ordnung ist |QH | = |QH/H| - |H|.
Nun ist Q H/H unter der Operation von () durch Linksmultiplikation eine einzige
Bahn und damit ist |(QH/H| eine p-Potenz. Da aber auch |H| eine p-Potenz ist,
mull Q H eine p-Gruppe sein. Es folgt QH = @), also H C (). Nun beweisen wir
die restlichen Teile des Satzes.

2&3. Sei eine Sylow P = x gegeben. Fiir ihre Isotropiegruppe G, gilt G, D P,
also ist nach der Bahnformel [[.A2] die Kardinalitit |Gz| der Bahn Gx C S
von z teilerfremd zu p. Sei weiter H C G eine Untergruppe von p-Potenzordnung.
Sicher zerfillt G in Bahnen unter /, und die Ordnung jeder solchen Bahn muf3
eine p-Potenz sein. Folglich gibt es in Gz einen Fixpunkt y von H. Nach dem
eben bewiesenen Teil 5 ist dieser Fixpunkt y = () eine p-Sylow ) mit () D H,
und wegen y € G gibtes g € G mit gPg~' = Q.

4. Nach Teil 5 gibt es nur einen Fixpunkt unserer Sylow P auf der Menge aller
p-Sylows S, ndmlich den Punkt z = P selber. Alle anderen P-Bahnen in S haben
als Kardinalitit eine echte p-Potenz, und das zeigt |S| = 1 (mod p). Die Isotro-
piegruppe GG, von x € S umfafit schlieBlich unsere Sylow P = x. Da nun je zwei
p-Sylows konjugiert sind alias ganz S ein homogener GG-Raum ist, folgt auch, daf3

|S| = |G /G| ein Teiler ist von |G/ P]. O

Erginzung 1.4.7. Ein alternativer Beweis des ersten Teils geht so: Man betrach-
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tet das System M C P(G) aller Teilmengen unserer Gruppe mit p” Elementen.
Die Gruppe G operiert auf M durch Konjugation. Hat der Stabilisator von einem
M € M genau p” Elemente, so ist er eine p-Sylow. Sonst haben alle Stabilisatoren
weniger Elemente und damit alle Bahnen eine durch p teilbare Kardinalitit: Wi-
derspruch dazu, daf} nach expliziter Rechnung die Kardinalitit von M teilerfremd
ist zu p, vergleiche [GR]

Korollar 1.4.8 (Satz von Cauchy). Jeder Primfaktor der Ordung einer endlichen
Gruppe tritt auch als Ordnung eines Elements besagter Gruppe auf.

1.4.9. Man beachte, dal wir diese Aussage im Fall abelscher Gruppen bereits in

[ ] bewiesen hatten, und da3 wir sie in diesem Fall ihrerseits beim Be-
weis der Sylowsitze verwendet haben. Einen alternativen Beweis konnten Sie als
Ubung [ ] ausarbeiten. Allgemeinere Teiler der Ordung einer endlichen

Gruppe miissen keineswegs als Ordnung eines Elements besagter Gruppe auftre-
ten. So gibt es etwa in der symmetrischen Gruppe S gibt es keine Untergrup-
pe mit 15 Elementen, was Sie als Ubung gleich zeigen konnen. Teilt jedoch eine
Primzahlpotenz die Ordnung einer Gruppe, so gibt es eine Untergruppe mit besag-
ter Primzahlpotenz als Ordnung: Das folgt dhnlich wie im anschlieBenden Beweis
leicht aus den Sylowsétzen zusammen mit unseren Erkenntnissen zur Struktur von
p-Gruppen 1.3.9.

Beweis. Sei p unser Primfaktor. Man findet zunédchst nach 1.4.4 in unserer Gruppe
eine p-Sylow. Darin findet man ein Element, das nicht das neutrale Element ist.
Dieses erzeugt eine zyklische Untergruppe, die isomorph ist zu Z/p"Z fiir r > 1.
Darin ist dann die Nebenklasse von p” ! das gesuchte Element der Ordnung p. [

Proposition 1.4.10. Jede Gruppe mit genau sechs Elementen ist entweder zyklisch
oder isomorph zur symmetrischen Gruppe Ss.

Beweis. Sei G unsere Gruppe der Ordnung |G| = 6. Wir finden nach dem Satz
von Cauchy 1.4.8 Elemente a,b € G der Ordnungen 2 und 3. Nach Ubung [ ]
zum Satz von Lagrange gilt (a) N (b) = 1, also definiert die Multiplikation
eine Bijektion
(a) x (b) > G

Sicher kann unter diesen Umsténden ba weder eine Potenz von a noch eine Potenz
von b sein. Gilt ba = ab, so ist unsere Gruppe kommutativ und folglich isomorph
2uZ/27 x Z./3Z = 7,/6Z. Gilt ba = ab?, so legt diese Gleichung schon die ganze
Gruppenstruktur fest und wir haben die Ss vor uns. [

Korollar 1.4.11. Jede Gruppe der Ordnung 15 ist zyklisch.
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Beweis. Die Zahl der 3-Sylows teilt 5 und ist kongruent zu 1 modulo 3. Es gibt
also genau eine 3-Sylow und damit genau zwei Elemente der Ordnung 3. Ahnlich
gibt es genau eine 5-Sylow und damit genau 4 Elemente der Ordnung 5. Zusam-
men mit dem neutralen Element sind das nur 7 Elemente. Die iibrigen 8 Elemente
haben notwendig die Ordnung 15. [

Ergdnzung 1.4.12 (Gruppen mit hochstens 15 Elementen). Mit den folgenden
Ubungen kénnen Sie die Klassifikation der Gruppen mit hochstens 15 Elementen
zu Ende bringen. Gruppen mit 2, 3,5,7,11 oder 13 Elementen sind ja zyklisch
nach [ ] . Gruppen mit 4 oder 9 Elementen sind abelsch nach 1.3.8 und
werden damit durch [ ] klassifiziert. Gruppen mit 6 Elementen hatten
wir in 1.4.10 diskutiert. Fiir Gruppen mit 10 oder 14 Elementen funktioniert die-
selbe Argumentation, wie Sie als Ubung 1.4.15 ausarbeiten diirfen. Gruppen mit
8 Elementen klassifizieren wir in 1.4.13, Gruppen mit 12 Elementen klassifizieren
Sie in 1.4.19, und jede Gruppe mit 15 Elementen ist zyklisch nach 1.4.11. Bei
Gruppen mit 16 Elementen fingt es aber an, uniibersichtlich zu werden, es gibt
von ihnen bereits 14 Isomorphieklassen.

Ergdnzung 1.4.13 (Gruppen mit 8 Elementen). Es gibt 5 Isomorphieklassen
von Gruppen der Ordnung acht, als da wiren die drei abelschen Gruppen Z /87,
Z/AZ x Z./2Z und (Z/2Z)3, die Diedergruppe der Ordnung acht sowie die Qua-
ternionengruppe der acht Quaternionen {£1,+1i,+j, £k} nach [ ]

Um das einzusehen, kann man argumentieren wie folgt: Jede nichtabelsche Grup-
pe der Ordnung acht besitzt nach [ ] Elemente der Ordnung vier, al-
so nach [ ] einen zyklischen Normalteiler der Ordnung vier. Gibt es
eine Involution auferhalb dieses Normalteilers, so sehen wir schnell, daf} unse-
re Gruppe ein semidirektes Produkt (Z/47Z) x (Z/2Z) sein muf fiir die einzige
nichttriviale Operation, so dal wir eine Diedergruppe vor uns haben. Sonst haben
alle Elemente auBerhalb unseres Normalteilers die Ordnung vier und in unserer
Gruppe bleibt nur noch Platz fiir ein einziges Element der Ordnung zwei. Unsere
Gruppe ist also die Vereinigung von drei zyklischen Gruppen der Ordnung vier,
und der Schnitt dieser Gruppen ist auch der Schnitt von je zweien unter ihnen und
ist zyklisch von der Ordnung zwei und zentral. Bezeichne 1 das neutrale Element
und —1 das andere Element dieses Schnitts. Wéhlen wir i und j Erzeuger von zwei
verschiedenen zyklischen Untergruppen der Ordnung vier, so miissen ij und auch
k := (—1)1j die dritte zyklische Untergruppe der Ordnung vier erzeugen, denn
diese Elemente sind weder eine Potenz von i noch eine Potenz von j. Von hier aus
ist leicht zu sehen, daB3 wir gerade die Quaternionengruppe vor uns haben.

Erginzung 1.4.14. Jede Gruppe der Ordnung 18 ist auflosbar. In der Tat gibt es
nur eine 3-Sylow, die ist notwendig normal, und wir sind fertig.
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Ubungen

Erginzende Ubung 1.4.15. Fiir jede Primzahl p gibt es bis auf Isomorphismus ge-
nau zwei Gruppen der Ordnung 2p, eine zyklische Gruppe und eine Diedergruppe.
Hinweis: Man erinnere die Argumentation im Fall p = 3 und interessiere sich fiir
die Anzahl der 2-Sylows.

Erginzende Ubung 1.4.16. Sind p > ¢ Primzahlen und ist g kein Teiler von p — 1,
so ist jede Gruppe der Ordnung pq zyklisch. Hinweis: 1.4.11.

Ergiinzende Ubung 1.4.17 (Struktur endlicher nilpotenter Gruppen). Man zei-
ge: In einer endlichen nilpotenten Gruppe ist jede Sylow ein Normalteiler. Ins-
besondere gibt es zu jeder Primzahl p nur eine Sylow, die aus allen Elementen
von p-Potenzordnung besteht. Hinweis: Vollstindige Induktion iiber die Gruppen-
ordnung. Man zeige weiter, da3 in einer endlichen nilpotenten Gruppe Elemente
aus verschiedenen Sylowuntergruppen kommutieren und dafl unsere Gruppe iso-
morph ist zum Produkt ihrer nichttrivialen Sylowuntergruppen.

Ergiinzende Ubung 1.4.18 (Funktorialitiit semidirekter Produkte). Seien A, M,
B, N Gruppen und s : A — Grp™* M sowie 7 : B — Grp* N Gruppenhomo-
morphismen. Wie bei der Definition semidirekter Produkte in 1.2.10 schreiben
wir (k(a))(m) =: (*m) und (7(b))(n) =: (°n). Seien weiter ¢» : A — B und
¢ : M — N Gruppenhomomorphismen mit ¥(®p(m) = ¢(*m) fiir alle a € A
und alle m € M alias 7(¢(a)) o p = ¢ o k(a) fir alle a € A. So ist ¢ x 1) ein
Homomorphismus der semidirekten Produkte

(px9):MxA— NxB
Speziell haben wirN x, B = N x,, B im Fall k = (int ¢) o 7 fiir einen Automor-

phismus ¢ € Grp™ N der Gruppe N.

Erginzende Ubung 1.4.19 (Gruppen mit 12 Elementen). In dieser Ubung sol-
len Sie zeigen, dal es bis auf Isomorphismus genau 5 Gruppen der Ordnung
12 gibt: Die beiden abelschen Gruppen (Z/27Z)* x Z/37 und Z/AZ x 7./3Z,
die Diedergruppe D, die alternierende Gruppe A, und ein semidirektes Produkt
7.]A7 % 7./ 3Z, fiir das mir keine konkrete Interpretation eingefallen ist. Ich rate,
der Reihe nach folgendes zu zeigen:

1. In einer Gruppe mit 12 Elementen gibt es entweder nur eine 2-Sylow oder
nur eine 3-Sylow. Hinweis: Mehr Platz ist nicht vorhanden.

2. Schreiben wir im folgenden x nur fiir semidirekte Produkte, die nicht ge-
wohnliche Produkte sind, so gehort jede Gruppe mit 12 Elementen zu einer
der sechs Typen

(ZJ22)? x Z/3Z (Z)2Z)? x Z/3Z. (Z/2Z)* % Z/3Z
ZJAZ x )3T ZJAZ w ZJ3Z — TJAZ x Z/3Z
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3. Vom letzten dieser Typen existiert keine Gruppe, von jedem anderen Typ
existiert bis auf Isomorphismus genau eine, und diese fiinf Gruppen sind
paarweise nicht isomorph. Hinweis: Man beachte 1.4.18 und beachte auch,
daB fiir den Fall, in dem es von beiden Typen von Sylow nur eine gibt, die
Gruppe kommutativ sein muf3: Sind H, K die beiden Sylows, so gilt dann
jahkh='k~' € HN K firalle h € H k € K.

Ergiinzende Ubung 1.4.20. Man zeige, daB die 2-Sylow in der symmetrischen
Gruppe S, der Drehsymmetrien eines Wiirfels isomorph ist zur Diedergruppe der
Ordnung 8.

Erginzende Ubung 1.4.21. Gegeben in einer endlichen Gruppe G zwei Sylow-
Untergruppen P, Q gilt stets {p € P | pQp~' = Q} = P N Q. Hinweis: Die
Losung ist im Beweis der Sylowsitze versteckt.

Ubung 1.4.22. Seien G O N eine endliche Gruppe mit einem Normalteiler und
sei p prim. Man zeige: Genau dann ist eine Untergruppe P C G eine p-Sylow von
G, wenn PN N eine p-Sylow von N ist und das Bild von P in G/N eine p-Sylow
von G/N.

Ubung 1.4.23. Eine Gruppe mit 30 Elementen kann nie einfach sein. Hinweis:
Entweder besitzt sie nur eine 3-Sylow oder nur eine 5-Sylow.

1.5 Symmetrische Gruppen

Definition 1.5.1. Eine Partition A einer natiirlichen Zahl n € N ist eine mo-
noton fallende Folge von natiirlichen Zahlen A\; > X\ > ... derart, daf fast alle
Folgenglieder verschwinden und die von Null verschiedenen Folgenglieder sich
zu n aufsummieren. Die Menge aller Partitionen von n notieren wir P,,.

Beispiel 1.5.2. Die Zahl 5 hat genau sieben Partitionen. Salopp konnen wir sie
beschreiben als die Zerlegungen

= 5

= 4+1

= 3+2

= 3+1+1

= 2+2+1

= 2+1+1+1

o0 = 1+1+1+1+1

Ot Ot Ot Ot Ot Ot

Hier haben wir nur die von Null verschiedenen Folgenglieder aufgeschrieben und
sie durch + getrennt. Formal meinen wir zum Beispiel im vierten Fall die Folge
3,1,1,0,0,.... Zur Abkiirzung verwendet man auch oft die sogenannte exponen-
tielle Schreibweise, in der unsere Partitionen von 5 der Reihe nach als 5, 41, 32,
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312,221, 213 und 1° geschrieben wiirden. Sie ist allerdings nur fiir Partitionen von
Zahlen < 9 geschickt.

Ergdnzung 1.5.3. Eine in vielen Zusammenhédngen geschickte Art, sich Partitio-
nen zu veranschaulichen, sind die sogenannten Youngdiagramme. Unter einem
Youngdiagramm verstehen wir eine endliche Teilmenge ¥ C N x N mit der
Eigenschaft

((i,j) €Yund# <iundj <j) = (i',j)eY

Die Elemente von Y nennen wir die Késtchen unseres Youngdiagramms und stel-
len uns ein Element (4, j) vor als das Késtchen auf einem Rechenpapier, bei dem
die Koordinaten der linken unteren Ecke gerade (7, j) sind. Zum Beispiel stellt das
Bild

die Menge {(0,0), (0,1), (0,2),(1,0), (1,1),(2,0), (3,0)} dar. In der Praxis den-
ke ich bei Youngdiagrammen stets an Bilder dieser Art.

Erginzung 1.5.4. Jedes Youngdiagramm Y mit n Késtchen im Sinne von 1.5.3 lie-
fert zwei Partitionen der Zahl n, die Partition durch die Zeilenlidngen z(Y") und die
Partition durch die Spaltenlidngen s(Y"). Bezeichnet ), die Menge aller Youngdia-
gramme mit n Kistchen und P,, die Menge aller Partitionen der Zahl n, so erhalten
wir auf diese Weise zwei Bijektionen

z

Pn & Vo =+ Py

die zusammen eine selbstinverse Bijektion P,, — 7P, liefern. Diese Bijektion
notieren wir A — X\ und nennen \" die duale Partition zu \. Zum Beispiel ist die
duale Partition zu 3, 2 die Partition 2,2, 1 und die duale Partition zu 3,2, 1, 1 ist
4,2, 1, im Bild also ist

|| dual zu |

1.5.5. Unter einer Partition einer Menge X verstehen wir wie in [ ]

ein System U C P(X) von paarweise disjunkten nichtleeren Teilmengen, deren
Vereinigung ganz X ist. Die Menge aller Partitionen einer gegebenen Menge X
notieren wir Px. Hat X genau n Elemente, so erhalten wir, indem wir die Kardi-
nalitdten der Teilmengen unserer Mengensysteme der Grofle nach auffithren und
danach Nullen anhingen, eine offensichtliche Surjektion

Px—»Pn
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Eine Partition einer Menge mit dreizehn Elementen durch vier Teilmengen. Die
im Sinne von 1.5.5 zugehorige Partition der Zahl 13 wire 13 =5+ 4+ 3 + 1.

~~ ~

- e .
g > {) 0
]

2 ‘
/——_——->. ) ( 3_’_ 7 /9023 /

/

Eine Permutation o € S, unter der die Bilder der Zahlen 1,2, 3,4, 5,6, 7 der
Reihe nach gerade 2, 5, 3,4, 1,7, 6 sind. Die zugehorige Partition der Menge
{1,2,3,4,5,6, 7} ist durch die gestrichelten Linien angedeutet und wire in
Formeln die Zerlegung {1,2,3,4,5,6,7} = {1,2,5} U{6,7} U {3} U {4}. Die
zugehorige Partition der Zahl 7ist 7 =3+ 2+ 1 + 1.
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1.5.6. Jede Permutation o € Ens™(X) einer Menge X liefert eine Partition von
X, namlich die Partition in die Bahnen der von o erzeugten Untergruppe (o) =
{o" | r € Z}. Im Fall |X| = n < oo erhalten wir durch Verkniipfung dieser
Abbildung Ens™ (X)) — Px mit der in 1.5.5 diskutierten Abbildung Px — P,
die sogenannte Zykelléingenabbildung Ens™* (X) — P,.ImFall X = {1,... ,n}
ist das eine Abbildung S,, — P,..

1.5.7. Ich erinnere an die Operation durch Konjugation einer Gruppe auf sich
selber aus [ ] und an ihre Bahnen, die Konjugationsklassen.

Satz 1.5.8 (Konjugationsklassen in den symmetrischen Gruppen). Ist X eine
endliche Menge mit |X| = n Elementen, so sind die Fasern der Zykellingenab-
bildung

Ens*(X) — P,

genau die Konjugationsklassen in der Permutationsgruppe Ens™ (X).

Ergdnzung 1.5.9. Eine analoge Aussage gilt mit demselben Beweis auch fiir eine
beliebige Menge X.

Beweis. Seien Permutationen o, 7 € Ens™ (X)) gegeben. Ist X = X; U... U X,
die Partition von X in die Bahnen von (o), so ist

X=7(X)U...Ut(X,)

die Partition in die Bahnen von (ro77!), folglich ist die Zykellingenabbildung
konstant auf Konjugationsklassen. Die Zykelldingenabbildung ist auch offensicht-
lich surjektiv. Um schlieBlich zu zeigen, dal3 je zwei Permutationen mit denselben
Zykelldngen konjugiert sind, seien etwa o, k € Ens™ (X ) unsere beiden Permuta-
tionen und

X = XjU...UX,
X = Yu...uY,

die Zerlegungen in Bahnen unter (o) und (k) mit | X;| = |Y;| = ;. Gegeben
z € X; und u € Y, haben wir dann

X, = {z,0(2),0%2),...,0"(2) = 2}
Vi = {uw(u), k2), ..ok
Definieren wir also 7 : X; = Y; durch 7(0%(2)) = k”(u), so kommutiert das

Diagramm
Xi—=Xi



Setzen wir dann alle diese 7 : X; — Y; zusammen zu 7 : X — X, so gilt ebenso
KT = 70 alias k = ToT L. O

Definition 1.5.10. Hat (o) auBer einer p-elementigen Bahn nur einelementige
Bahnen, so nennt man o einen p-Zykel. Die Zweizykel heilen auch Transpo-
sitionen.

1.5.11 (Zykelschreibweise fiir Permutationen). Eine Moglichkeit, Permutatio-
nen zu notieren, besteht darin, unter jedes Element sein Bild zu schreiben, also
etwa

Eine andere Moglichkeit ist die Notation als Produkt paarweise disjunkter Zykel.
Ein p-Zykel o wird notiert in der Form o = (2,0(2),0%(2), ..., !(z)) wobei
oP(z) = z zu verstehen ist. In Zykelschreibweise hitten wir fiir unsere Permuta-
tion 7 von eben etwa

7= (1,6)(2,4,3)(5)

und das ist so zu verstehen, daf} jedes Element auf das dahinterstehende abgebildet
wird, auBler wenn es direkt vor einer Klammer steht: Dann wird es auf das erste
Element innerhalb seiner Klammer abgebildet. Oft werden Fixpunkte nicht mit
notiert, so dafl wir also auch schreiben konnten

T =(1,6)(2,4,3)

Das ist tibrigends auch das Produkt der Transposition x = (1, 6) mit den Dreizykel
p = (2,4,3) und wir haben 7 = kp = pk, was die Sinnhaftigkeit unserer Notation
zeigt. Zwei Zykel heillen disjunkt genau dann, wenn jedes Element von einem
der beiden festgehalten wird. Ganz allgemein kommutieren disjunkte Zykel, so
giltetwa (1,6)(2,3,4) = (2,3,4)(1,6) in Se.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.5.12 (Partitionen und nilpotente Matrizen). Gegeben ein
n-dimensionaler Vektorraum V bildet fiir jeden nilpotenten Endomorphismus N €
EndV die Folge der Dimensionen dim(im N”"/im N"*!) eine Partition von n,
und die Fasern der so konstruierten Abbildung

{N € End V' | N nilpotent} — P,

sind genau die Bahnen der Operation von GL (V") durch Konjugation auf der Men-
ge der nilpotenten Endomorphismen von V.
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Zwei Permutationen o, 0’ € S5, die dieselbe Partition 5 = 3 + 2 liefern, und eine
Permutation 7, die sie ineinander konjugiert.
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Ubung 1.5.13. Man zeige, daB die symmetrische Gruppe S5 genau sieben Konju-
gationsklassen besitzt.

Ergiinzende Ubung 1.5.14. Man zeige, daB das Signum eines p-Zykels stets (—1)P*!
ist.

Ubung 1.5.15. Man zeige unabhiingig von unseren geometrischen Betrachtungen
zur Ikosaedergruppe 1.2.5, da3 es in der alternierenden Gruppe Aj; genau 5 Kon-
jugationsklassen gibt, die die Kardinalititen 20, 15, 12, 12 und 1 haben. Man
folgere, daB die alternierende Gruppe Aj; einfach ist.

Ergiinzende Ubung 1.5.16 (Zentralisatoren in symmetrischen Gruppen). Sei-
en X eine endliche Menge und o € S := Ens™ X eine Permutation von X. Thr
Zentralisator Zs(c) nach 1.3.3 operiert auf dem Bahnenraum von (o) und jede
Permutation des Bahnenraums X/(c), die die Kardinalititen von Bahnen erhilt,
kann durch ein Element unseres Zentralisators realisiert werden. Hat unser o je-
weils n(i) Zykel der Lange i und keinen Zykel einer Linge > r, so hat das Bild
von Zs(o) — Ens™(X/(o)) also genau n(1)!n(2)!...n(r)! Elemente. Der Kern
hinwiederum besteht aus denjenigen Elementen des Zentralisators, die jede Bahn
von (o) auf sich selber abbilden, und davon gibt es offensichtlich 1%(1) (")
Stiick. Zusammen erhalten wir mit [ ] SO

Zs(o)] = [[ nl0ti"®

1.6 Alternierende Gruppen®

1.6.1. Die Abbildung sgn, die jeder Permutation 7 € &, ihr Signum zuordnet, ist
ein Gruppenhomomorphismus sgn : S, — {1, —1}. Der Kern dieses Gruppen-
homomorphismus, d.h. die Gruppe aller geraden Permutationen von r Objekten,
heif3t die r-te alternierende Gruppe und wird notiert als

A, =ker(sgn: S, — {1,-1})
Satz 1.6.2. Die alternierenden Gruppen A, sind einfach fiir r > 5.

1.6.3. In der alternierenden Gruppe A, bilden die drei Doppeltranspositionen
zusammen mit dem neutralen Element einen Normalteiler, der isomorph ist zur
Klein’schen Vierergruppe 7 /27 x 7./27. Insbesondere ist A4 nicht einfach. Die
Gruppen A; und A, sind trivial, A3 = 7 /37 ist jedoch auch noch einfach. Daf}
Ajs einfach ist, kann man wie beim Beweis der Einfachkeit der Ikosaedergrup-
pe unmittelbar einsehen, indem man die Kardinalitdten der Konjugationsklassen
berechnet. Dem Beweis des Satzes im allgemeinen schicken wir zwei Lemmata
voraus.
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1.6.4. Hat das Erzeugnis (o) einer Permutation o genau zwei zweielementige und
sonst nur einelementige Bahnen, so heiBt o eine Doppeltransposition. Hat (o)
genau zwei dreielementige und sonst nur einelementige Bahnen, so nennen wir o
einen Doppeldreizykel.

Lemma 1.6.5. Die symmetrischen Gruppen S, werden von den Transpositionen
erzeugt, die alternierenden Gruppen A, von den Dreizykeln.

Beweis. Die erste Aussage war Ubung [ ] . Die Zweite folgt daraus, daf3
man jede Doppeltransposition als Produkt von zwei Dreizykeln schreiben kann,
(ab)(cd) = (abc)(bed), und daB das Produkt von zwei nicht kommutierenden
Transpositionen ein Dreizykel ist, (ab)(ac) = (acb). Jedes Produkt einer geraden
Zahl von Transpositionen 148t sich demnach auch als ein Produkt von Dreizykeln
darstellen. ]

Lemma 1.6.6. Fiir r > 5 wird die alternierende Gruppe A, nicht nur erzeugt von
den Dreizykeln, sondern auch von den Doppeltranspositionen. Des weiteren sind
fiir v > 5 je zwei Doppeltranspositionen und je zwei Dreizykel auch schon in A,
konjugiert.

Beweis. Jeder Dreizykel kann als Verkniipfung von zwei Transpositionen seiner
drei Elemente dargestellt werden. Haben wir noch zwei weitere Elemente zur
Verfiigung, so konnen wir diese beiden Transpositionen durch das Verkniipfen
mit der Vertauschung dieser beiden Elemente zu Doppeltranspositionen machen.
Das zeigt die erste Aussage. Zwei Doppeltranspositionen (ab)(cd) und (') (¢'d’)
sind konjugiert unter jeder Permutation 7 mit a — d/, ..., d — d’' und auch unter
7 o (ab). Entweder 7 oder T o (ab) ist aber stets gerade. Zwei Dreizykel (abc) und
(a’b'd’) sind konjugiert unter jeder Permutation 7 mit a +— a’,...,c¢ — ¢ und
insbesondere auch unter 7 o (de) fiir (de) disjunkt von (abc). Entweder 7 oder
7 o (de) ist aber stets gerade. Das zeigt die zweite Aussage. O

Beweis von 1.6.2. Sei ab jetzt r beliebig und N C A, ein nichttrivialer Normal-
teiler. Nach dem vorhergehenden Lemma 1.6.6 reicht es zu zeigen, dal} es in NV
entweder eine Doppeltransposition oder einen Dreizykel gibt. Dazu zeigen wir,
wie man zu jedem nichttrivialen Element ¢ € NV, das weder eine Doppeltranspo-
sition noch ein Dreizykel ist, ein anderes nichttriviales Element ¢ € N mit noch
mehr Fixpunkten konstruieren kann. Indem wir zu Potenzen von ¢ iibergehen,
konnen wir g von Primzahlordnung annehmen.

Ist ord g > 5, so wihlen wir einen Zykel von g und betrachten einen Drei-
zykel h, der von einem festen Ausgangspunkt auf dem Zykel von g zwei Schritte
mitlduft um dann wieder zum Ausgangspunkt zuriickzukehren. Dann ist unser
Ausgangspunkt ein Fixpunkt von § = h~'g~'hg und wir haben ein nichttriviales
g € N gefunden, das mehr Fixpunkte hat als g.
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Die durchgezogenen Pfeile stellen eine Permutation g der Ordnung > 5 auf der
Menge der fetten Punkte dar, die gestrichelten Pfeile den im Beweis
beschriebenen Dreizykel /, der umrandete Punkt unseren ,,Ausgangspunkt®.

Die durchgezogenen Pfeile stellen einen Doppeldreizykel g auf der Menge der
fetten Punkte dar, die gestrichelten Pfeile den im Beweis beschriebenen dazu
konjugierten Doppeldreizykel h, der umrandete Punkt einen Fixpunkt von hg.
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Ist ord g = 3 und ist g kein Dreizykel, so mufl g ein Produkt sein von min-
destens zwei disjunkten Dreizykeln. Dann stimmen die Konjugationsklassen von
g in A, und in S, iiberein, da es ndamlich eine ungerade Permutation gibt, die mit
g kommutiert, zum Beispiel eine geeignete ,,.Dreifachtransposition zwischen zwei
Dreizykeln von g*“. Es ist nun ein Leichtes, in Sg zwei Doppeldreizykel zu finden
derart, daf} ihr Produkt nicht trivial ist und dennoch einen Fixpunkt hat. Wenn wir
also einen Doppeldreizykel von g auf der zugehorigen 6-elementigen Menge kon-
jugieren zu einem geeigneten anderen Doppeldreizykel, so erhalten wir ein h € N
derart, da3 hg nicht trivial ist und mehr Fixpunkte hat als g.

Ist schlieBlich ord ¢ = 2 und g keine Doppeltransposition, so muf3 g ein Pro-
dukt sein von mindestens zwei disjunkten Doppeltranspositionen. Wieder stim-
men dann die Konjugationsklassen von ¢ in A, und in S, iberein, da es eine
ungerade Permutation gibt, die mit ¢ kommutiert, zum Beispiel eine ,, Transposi-
tion aus einer Doppeltransposition von g¢*“. Wir finden also h € N derart, daf3 h
auf einer vierelementigen Teilmenge eine andere Doppeltransposition ist als g und
auBerhalb dieser vierelementigen Teilmenge mit g libereinstimmt. Dann ist hg die
dritte Doppeltransposition auf unserer vierelementigen Teilmenge und die Identi-
tit auBerhalb, ist also einerseits nicht trivial und hat andererseits mehr Fixpunkte
als g. O

Ubungen

Ubung 1.6.7. Man zeige, daB3 die Gruppe aller jeweils nur endlich viele Elemente
bewegenden geraden Permutationen einer unendlichen Menge eine einfache aber
nicht endlich erzeugte Gruppe ist.

Ergiinzende Ubung 1.6.8. Man zeige fiir » > 5, daB A, der einzige nichttriviale
echte Normalteiler von &, ist. Man bestimme alle Kompositionsreihen aller sym-
metrischen Gruppen.

1.6.9. Nach der vorhergehenden Ubung ist fiir 7 > 5 jeder Gruppenhomomorphis-
mus von der symmetrischen Gruppe S, in eine weitere Gruppe entweder injektiv
oder konstant oder hat denselben Kern wie das Signum. Salopp gesprochen kann
es also kein ,,verbessertes Signum* geben.

Erginzende Ubung 1.6.10. In dieser Ubung sollen Sie zeigen, daB die Gruppe
SL(2;F5) genau fiinf 2-Sylows besitzt und daB die Operation dieser Gruppe auf
der Menge ihrer 2-Sylows einen Isomorphismus

SL(2;F5)/{+id} = Aj

mit der sogenannten ,,alternierenden Gruppe‘ aller geraden Permutationen ei-
ner fiinfelementigen Menge induziert. Den Quotienten auf der linken Seite no-
tiert man auch PSL(2;TF5), er liegt als Untergruppe vom Index 2 in der Gruppe
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PGL(2; F5) aller von invertierbaren Matrizen induzierten Automorphismen der
projektiven Gerade alias dem Quotienten von GL(2; F5) nach der Gruppe der vier
darin enthaltenen Diagonalmatrizen. Ich rate, der Reihe nach folgendes zu zeigen:

1. Jedes Element der Ordnung 4 in SL(2; F5) ist diagonalisierbar und der Nor-
malisator seines Erzeugnisses ist eine 2-Sylow. Jede 2-Sylow enthilt 6 Ele-
mente der Ordnung 4.

2. Es gibt in SL(2;F5) genau dreifig Elemente der Ordnung 4 und fiinf 2-
Sylows, und der Schnitt von je zwei verschiedenen 2-Sylows besteht nur
aus =+ id.

3. Jede 2-Sylow von PSL(2; F5) ist eine Klein’sche Vierergruppe und operiert
nach 1.4.21 frei auf der Menge der vier anderen 2-Sylows. Vom Bild unseres
Homomorphismus PSL(2; F5) — S wissen wir damit, da} es alle Doppel-
transpositionen enthélt und aus hochstens 60 Elementen besteht. Nach 1.6.6
mub dieses Bild folglich die A5 sein.

Erginzung 1.6.11. Genau dann ist jede gerade Permutation von n Objekten ein
Produkt von zwei [-Zykeln, falls gilt 3n/4 < [. Edward Bertram: Even permuta-
tions as a product of two conjugate cycles. J. Combinatorial Theory Ser. A, 12: S.
368-380, 1972.
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2 Mehr zu Ringen

2.1 Restklassenringe

2.1.1. Wir erinnern die grundlegenden Definitionen zu Ringen aus [ ]
Unter einem Ring versteht man eine Menge mit zwei Verkniipfungen (R, +, -)
derart, da3 (R, +) eine abelsche Gruppe ist und (R, -) ein Monoid und da$ fiir
alle a, b, ¢ € R die Distributivgesetze a(b + ¢) = ab + ac und (a + b)c = ac + be
gelten.

2.1.2. Das neutrale Element des multiplikativen Monoids eines Rings notiert man
meist 1z = 1. Ein typisches Beispiel ist der Ring Z der ganzen Zahlen mit der
iiblichen Addition und Multiplikation als Verkniipfung. Ebenfall typisch ist der
Ring Mat(n; R) der (n x n)-Matrizen mit Eintrdgen aus einem beliebigen Ring
R mit der Addition und Multiplikation von Matrizen als Verkniipfung.

2.1.3. Eine Abbildung ¢ : R — S von einem Ring in einen anderen heif3it ein
Ringhomomorphismus, wenn sie sowohl ein Gruppenhomomorphismus ist fiir
die zugrundeliegenden additiven Gruppen als auch ein Monoidhomomorphismus
ist fiir die zugrundeliegenden multiplikativen Monoide.

2.1.4. Wir fordern von einem Monoidhomomorphismus stets, dafl er das neutrale
Element auf das neutrale Element abbildet. Insbesondere fordern wir damit von
einem Ringhomomorphismus stets ¢(1z) = 1g. Die Menge aller Ringhomomor-
phismen von einem Ring R in einen Ring S notieren wir Ring(R, S).

2.1.5. Die Stirke der Ringtheorie liegt unter anderem darin, daf es sehr viele
Vefahren gibt, die zu einem gegebenen Ring einen weiteren Ring konstruieren,
und da} man auf diese neuen Ringe dann wieder alle bereits bekannten Sétze an-
wenden kann. Beispiele sind das Bilden von Polynomringen, Potenzreihenringen
[ ] und Matrizenringen. Wir besprechen im folgenden zusitzlich das
Bilden von Restklassenringen.

Satz 2.1.6 (Universelle Eigenschaft surjektiver Ringhomomorphismen). Seien
s : R — @ ein surjektiver Ringhomomorphismus und ¢ : R — S ein beliebiger
Ringhomomorphismus. Genau dann existiert ein Ringhomomorphismus ¢ : () —
S mit o = @ o s, wenn gilt ker(p) D ker(s).

2.1.7. Dieser Homomorphismus ¢ ist dann natiirlich eindeutig bestimmt. In die-
sem Sinne kann man diesen Satz auch dahingehend zusammenfassen, dall das
Vorschalten eines surjektiven Homomorphismus s : R — () fiir jeden weiteren
Ring S eine Bijektion

(os) : Ring(®, S) = {y € Ring(R, S) | ker(¢) D ker(s)}
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liefert. Der Ubersichtlichkeit halber stelle ich die in diesem Satz auftauchenden
Ringe und Morphismen auch noch wieder anders in einem Diagramm dar:

R—=Q
I
A
S

Man formuliert diesen Satz auch mit den Worten, ¢ faktorisiere in eindeutiger
Weise iiber s.

Beweis. Offensichtlich ist ¢ konstant auf den Fasern von s. Damit, oder auch
indem wir die universelle Eigenschaft von surjektiven Gruppenhomomorphismen
[ ] zitieren, finden wir schon mal eine Abbildung ¢ wie behauptet. Man
priift leicht, daf} sie ein Ringhomomorphismus ist. [

2.1.8 (Surjektive Ringhomomorphismen mit gleichem Kern). Gegeben ein Ring
R und zwei surjektive Ringhomomorphismen s : R — Q und ¢ : R — P mit
demselben Kern ker(s) = ker(¢) sind die Ringhomomorphismen ¢ : () — P mit
tos=tund5: P — (Qmit 50t = s nach 2.1.6 offensichtlich zueinander inverse
Isomorphismen ) = P = (). Salopp gesprochen wird also bei einem surjektiven
Ringhomomorphismus ,,das Ziel bereits durch den Ausgangsraum und den Kern
festgelegt bis auf eindeutigen Isomorphismus®.

Definition 2.1.9. Sei R ein Ring. Ein Ideal von R ist eine Teilmenge / C R mit
der Eigenschaft, daB I eine Untergruppe ist von (R, +) und daB zusitzlich gilt
RIClund IR C .

2.1.10. Anders gesagt ist also Teilmenge I C R eines Rings ein Ideal genau
dann wenn gilt 0 € I, a,b € I = a+b € I,a € I = (—a) € I sowie
r € R,a € I = ra,ar € I. Die Bedingung (—a) € I ist dabei sogar iiberfliissig,
weil ja eh gilt (—a) = (—1)a fiir alle a € R. Weiter kann die Bedingung 0 € [
durch die Bedingung I # () ersetzt werden, da ja gilt 0 = 0b fiir alle b € R.

Beispiele 2.1.11. Ein Ideal von Z ist dasselbe wie eine Untergruppe von Z, die
Ideale von Z sind also nach [ ] genau die Teilmengen der Gestalt Zm
fiir m € N. Fiir ein beliebiges Element a in einem kommutativen Ring R ist die
Menge Ra aller Vielfachen von a ein Ideal. Der ganze Ring R und {0} sind stets
Ideale.

2.1.12. Ist o : R — S ein Ringhomomorphismus, so ist ker ¢ := ¢ ~1(0) ein Ideal
von R. Man versteht bei Ringhomomorphismen den Kern stets in Bezug auf die
additive Struktur. Allgemeiner ist das Urbild von einem Ideal unter einem Ring-
homomorphismus stets wieder ein Ideal, und desgleichen das Bild eines Ideals
unter einem surjektiven Ringhomomorphismus.
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Proposition 2.1.13 (Restklassenringe). Seien R ein Ring und I C R ein Ideal.
So gibt es einen von R ausgehenden surjektiven Ringhomomorphismus mit I als
Kern.

2.1.14. Nach 2.1.8 ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern / eindeutig
bis auf das Nachschalten eines eindeutigen Isomorphismus. Wir notieren ihn

can = cang : R - R/I

Vorsichtig veranlagte Leser mogen unter R/ alternativ das im folgenden Beweis
konstruierte explizite Beispiel fiir solch einen Ringhomomorphismus verstehen.
Das Bild in R/I von a € R bezeichnet man auch oft mit can(a) = a.

Beispiel 2.1.15. Den Spezialfall der Restklassenringe Z/mZ kennen wir bereits
aus [ ]

Beweis. Wir gehen aus von der Surjektion ¢ : R — R/ auf die Quotientengrup-
pe in Bezug auf die additive Struktur. Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung
m: R/I x R/I — R/I derart, dal mit der Multiplikation m in der oberen Hori-
zontale das Diagramm

RxR—>"—=R

o

R/Ix R/I-">R/I

kommutiert, denn ¢ o m ist konstant auf den Fasern von ¢ X ¢. In der Tat haben
wir (r+i)(s+j) =rs+is+rj+ij € rs+ [firallei,j € Tundrs €
R. In groBerer Allgemeinheit haben Sie das moglicherweise bereits als Ubung
[ ] gepriift. Es ist dann leicht zu sehen, da3 m als Multiplikation die
Nebenklassengruppe R/ zu einem Ring macht. [

2.1.16. Ganz allgemein ist ein Schnitt von Idealen eines Rings IR stets wieder ein
Ideal. Gegeben eine Teilmenge 7' C R bezeichen wir mit (7)) C R das kleinste
Ideal von R, das T umfaf}t, und nennen es das von 7" erzeugte Ideal. Wir konnen
(T') entweder beschreiben als den Schnitt aller Ideale, die 7" umfassen, oder als
die Menge aller endlichen Ausdriicke

<T> = {a1t1b1 + ...+ antnbn ‘ n Z O, a;, bl € R, tz € T}

Hierbei ist der leere Ausdruck mit n = 0 wie iiblich als die Null von R zu ver-
stehen. Ist ' = {t,...,t.} eine endliche Menge, so schreiben wir auch (T') =
(t1,...,t.). Insbesondere gilt fiir einen kommutativen Ring R zum Beispiel (a) =
Ra fiir alle a € R. Wollen wir betonen, dafl das Symbol zwischen den Spitzklam-
mern fiir eine Menge von Erzeugern und nicht fiir einen einzigen Erzeuger steht,
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so schreiben wir (T') = (,T). Ideale, die von einem einzigen Element erzeugt wer-
den konnen, heilen Hauptideale. Insbesondere ist nach [ ] jedes Ideal
in Z ein Hauptideal.

Ergdnzung 2.1.17. Sei R ein Ring und T' C R eine Teilmenge. Wenn wir betonen
wollen, da (7') das von T' erzeugte Ideal und nicht etwa die von T' erzeugte
Untergruppe meint, schreiben wir auch z(7") g oder im Fall eines kommutativen
Rings (T") . Im Fall eines nichtkommutativen Rings dahingegen meint (T") r das
von 1" erzeugte Rechtsideal, wie es in [ ] eingefiihrt wird.

Erginzung 2.1.18 (Herkunft der Bezeichnung ,,Ideal* ). Die Bezeichnung als
,Ideal ist abgeleitet von Kummer’s Begriff einer ,,idealen Zahl*“. Diese ,,idea-
len Zahlen* fiihrte Kummer ein, um Schwierigkeiten im Zusammenhang mit der
Nicht-Existenz eindeutiger Primfaktorzerlegungen in sogenannten ,,Ganzheitsrin-
gen von Zahlkorpern“ zu umgehen. Das einfachste Beispiel o = Z[y/—5] fiir die-
ses Phidnomen besprechen wir in 2.4.8. Erkldren wir auf der Menge aller von Null
verschiedenen Ideale eines solchen Ganzheitsrings o eine Verkniipfung, in dem
wir [J als das von allen Produkten ab mit a € I und b € J erzeugte Ideal ver-
stehen, so gilt in dieser Menge aller Ideale ndmlich das Analogon der eindeutigen
Primfaktorzerlegung, vergleiche etwa [ ] . Ordnen wir nun jeder Zahl
a € o das von a erzeugte Hauptideal (a) zu, so erhalten wir eine Einbettung

0/0* — {I Co|Iistldeal}

des Monoids aller ,,bis auf Einheiten wohlbestimmten Elemente von 0%, in dem
das Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung nicht immer gilt, in das Mo-
noid aller von Null verschiedenen Ideale, in dem es im Fall des Ganzheitsrings
eines Zahlkorpers eben doch gilt. Kummer konnte das in einigen Fillen bereits
selbst zeigen und bezeichnete deshalb die Elemente dieses groleren Monoids, das
er selbst auf noch verschlungeneren Wegen konstruierte, als ,,ideale Zahlen®.

2.1.19. Gegeben ein Kring R und Elemente a,b € R ist a ein Teiler von b genau
dann, wenn gilt (a) > b oder gleichbedeutend (a) O (b). Gegeben ein Kring R
und ein Element u € R ist u eine Einheit genau dann, wenn gilt (u) = R. Gegeben
ein kommutativer Integritétsbereich folgt aus (a) = (b), daB es eine Einheit u gibt
mit au = b.

Beispiel 2.1.20 (Quotienten von Polynomringen). Gegeben ein Korper £ und
ein Polynom P € k[X| vom Grad grad P = d > 1 bilden die Nebenklassen der
Monome 1, X, X2,..., X491 eine k-Basis des Restklassenrings k[X]/(P). Ge-
nauer liefert Polynomdivision mit Rest [ ] fiir jeden Kring & und jedes
normierte Polynom P € k[X], daB8 die Polynome von einem Grad < (grad P) — 1
ein Reprisentantensystem fiir die Menge k[X|/(P) der Nebenklassen nach dem

34



von P erzeugten Hauptideal bilden. Bezeichnet also k[X]=" C k[X] die Men-
ge aller Polynome vom Grad < n, so liefert fiir jedes normierte Polynom P die
kanonische Projektion einen Gruppenisomorphismus

k[X]=ERED=E 5 KX /(P)

Beispiel 2.1.21. Wir erinnern die komplexen Zahlen C mit ihrem ausgezeichneten
Element i € C. Das Einsetzen von i fiir X im Sinne von [ ] liefert
mithilfe der universellen Eigenschaft des Quotienten 2.1.13 Isomorphismen von
Ringen R[X]/(X? + 1) & C und Z[X]/(X? + 1) = Z]i]. Hier ist Z[i] im Sinne
von 2.2.1 zu verstehen als der Ring aller komplexen Zahlen mit ganzzahligem
Real- und Imaginirteil.

2.1.22. Gegeben ein Kring £ und ein Element A € k£ kommutiert das Diagramm

Y

k - RIXT/HX = A)

mit der Auswertungsabbildung ¢, und der von der Einbettung k¥ — k[X] indu-
zierten unteren Horizontalen.

Vorschau 2.1.23. Ich fiihre an dieser Stelle den Begriff des maximalen Ideals noch
nicht ein, da er mir fiir die Ziele dieser Vorlesung ein Umweg scheint. Ich zeige in
2.5.5 nur, dal der Restklassenring eines Hauptidealrings nach dem von einem ir-
reduziblen Element erzeugten Hauptideal ein Korper ist. Die Erkenntnis, daf3 das
allgemeiner fiir beliebige Restklassenringe von kommutativen Ringen zu maxi-
malen Idealen gilt, erklidre und verwende ich erst in [ ] folgende.

2.1.24 (Polynomringe iiber Restklassenringen). Gegeben sei ein Ring R mit
einem Ideal /. Bezeichnet /[X] C R[X] das von unserem Ideal / im Polynomring
erzeugte Ideal, so induziert der offensichtliche Ringhomomorphismus R[X] —
(R/I)[X] aus [LAI] offensichtlich einen Isomorphismus

RIX]/IX] = (R/D]X]

Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.1.25. Man zeige: Gegeben ein surjektiver Ringhomomor-
phismus ¢ : R — S liefert das Bilden des Urbilds eine Bijektion zwischen der
Menge der Ideale von S und der Menge derjenigen Ideale von R, die ker ¢ um-
fassen.
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2.2 Teilringe

Definition 2.2.1. Eine Teilmenge eines Rings heif3t ein Teilring, wenn sie so mit
der Struktur eines Rings versehen werden kann, da8 die Einbettung ein Ringho-
momorphismus wird. Gleichbedeutend und expliziter ist das eine Teilmenge ei-
nes Rings, die sein Einselement enthilt, die abgeschlossen ist unter Addition und
Multiplikation, und die mit diesen Verkniipfungen zu einem Ring wird.

Erginzung 2.2.2. Die in [ ] bereits angesprochene Begriffsverwirrung
setzt sich hier fort: Autoren, deren Ringe kein Einselement zu enthalten brauchen,
fordern von ihren Teilringen zwar dem Wortlaut nach dasselbe wie wir im ers-
ten Satz der Definition 2.2.1. Es bedeutet dann aber in unserer Terminologie nur
noch, daf} unsere Teilmenge unter Addition und Multiplikation abgeschlossen ist
und mit diesen Verkniipfungen zu einem Rng wird. Wir nennen eine derartige
Teilmenge eine Z-Unteralgebra. Jedes Ideal eines Rings ist eine Z-Unteralgebra,
aber das einzige Ideal, das ein Teilring ist, ist der ganze Ring selber. Es ist im iib-
rigen auch durchaus moglich, daf eine Z-Unteralgebra eine Rings selbst wieder
ein Ring ist, ohne aber in unserem Sinne ein Teilring zu sein: Der Nullring etwa
ist eine Z-Unteralgebra aber kein Teilring von QQ, und der Ring Z x 0 ist eine
Z-Unteralgebra aber kein Teilring von Z x Z.

2.2.3. Jeder Schnitt von Teilringen ist selbst ein Teilring. Den kleinsten Teilring
eines Ringes R, der eine gegebene Teilmenge 7' C R umfalit, heiBit der von T’
erzeugte Teilring. Gegeben S D R ein Kring mit einem Teilring und Elemente
ai,...,a, € S bezeichnet man mit

Rlay,...,a,] C S

den Teilring von S, der von R und den a; erzeugt wird, in anderen Worten den
kleinsten Teilring von .S, der R umfalt und alle a; enthilt.

2.2.4. Die Notation aus 2.2.1 fiihrt leicht zu Verwechslungen mit Polynomringen.
Viele Autoren verwenden die Konvention, nach der die ,,freien* oder ,,unabhin-
gigen* Variablen in Polynomringen mit groen Buchstaben vom Ende des Al-
phabets geschrieben werden, die ,,abhéngigen* Erzeuger eines Teilrings in einem
bereits gegebenen Ring dahingegen mit kleinen Buchstaben. Nebenbei bemerkt
kann man R[ay, ..., a,] auch beschreiben als das Bild des Einsetzungshomomor-
phismus R[Xj, ..., X,] — S mit X; — q;. Ist dieser Einsetzungshomomorphis-
mus injektiv, also ein Isomorphismus auf sein Bild, so heilen die Elemente a;
algebraisch unabhéngig iiber 2. Wollen wir besonders betonen, da} wir mit
freien Verdnderlichen arbeiten, so setzen wir ein kleines ,,Freiheitsstrichlein® vor-
ne in die Klammer und schreiben R['Xj, ..., X, ]. Diese Notation gibt es jedoch
vorerst nur in diesem Skriptum.

36



2.2.5. Gegeben ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S ist nach 2.1.12 der Kern
ker ¢ ein Ideal von R und das Bild im ¢ offensichtlich ein Teilring von S. Nach
2.1.13 und dem Isomorphiesatz [ ] faktorisiert ¢ dann iiber einen Rin-
gisomorphismus

R — R/(ker p) = imp — S

Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.2.6. Seien K C L Korper, [ C K[X},...,X,] ein Ideal.
Bezeichne (I L[ X, ..., X,]) das von I im Polynomring iiber L erzeugte Ideal. So
gilt

[=K[Xi,...., X, n(IL[Xy, ..., X))

Hinweis: Jedes Element von (/L[ X7, ..., X,,]) hat die Gestalt ¢; f; + ... + ¢, f;
mit f, € [ und ¢, € L linear unabhingig iiber K.

Ubung 2.2.7. Man zeige, daB der Teilring Q[v/2] C R ein Korper ist.

Ubung 2.2.8. Man zeige, daB Z der einzige Teilring von Q ist, der endlich erzeugt
ist als abelsche Gruppe.

2.3 Abstrakter chinesischer Restsatz

2.3.1. Gegeben Ringe Ry, ..., R, bilden wir den Produktring R; X ... x R, mit
komponentenweiser Addition und Multiplikation. Gegeben ein weiterer Ring R
und Ringhomomorphismen f; : R — R; erhalten wir natiirlich einen Ringhomo-

morphismus
(fi,--,fs): R — Ry X...xR,

ro—= (filr),..., fs(r))

Genauer sind die Projektionen Ringhomomorphismen pr; : 71 X ... X Ry — R;
und das Nachschalten der Projektionen liefert fiir jeden weiteren Ring 2 eine
Bijektion

Ring(R, Ry X ... x Rs) = Ring(R, R1) X ... x Ring(R, R;)

In der Terminologie [ ] liefert unsere Konstruktion also ein Produkt in
der Kategorie der Ringe.

Definition 2.3.2. Gegeben Ideale a, b in einem Ring R ist auch ihre Summe a +
b:={a+b|a € a, b € b} einldeal, und wir nennen ihr Produkt und bezeichnen
mit (ab) dasjenige Ideal oder gleichbedeutend diejenige additive Untergruppe von
R, das bzw. die von allen Produkten ab mit @ € a und b € b erzeugt wird. Analog
notieren wir auch Produkte von mehr als zwei Idealen.
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2.3.3. Fiir das Produkt zweier Ideale ist die Notation ab gebréduchlicher, die wir
aber bereits fiir die von der Multiplikation eines Rings auf seiner Potenzmenge
induzierte Verkniipfung vergeben haben. Dennoch werden wir spiter meist diese
abkiirzende Notation fiir das Produkt von Idealen verwenden.

Satz 2.3.4 (Abstrakter chinesischer Restsatz). Seien aq,...,a, Ideale eines
Rings R. Gilt a; + a; = R fiir i # j, so ist die offensichtliche Abbildung eine
Surjektion

k:R— R/a; x...x R/ag

mit dem Schnitt der a; als Kern. Fiir einen Kring R fallt dieser Schnitt auch zusam-
men mit dem Produktideal (a; ... as) und wir erhalten einen Ringisomorphismus

R/{ay...as) = R/a; x...x R/a

Beispiel 2.3.5. Der Name dieses Satzes riihrt von seiner Bedeutung im Ring der
ganzen Zahlen her, die wir bereits in [ ] folgende besprochen hatten.

Beweis. Fiir die Surjektivitit reicht es nachzuweisen, dal alle nur in einem Ein-
trag von Null verschiedenen Tupel im Bild liegen. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit reicht es also zu zeigen, dal fiir alle r € R das Tupel (7,0, ...,0) im Bild
liegt. Es reicht sogar, wenn wir das fiir r = 1 zeigen, denn aus x(z) = (1,0,...,0)
folgt k(rz) = k(r)s(xz) = (7,0,...,0). Nach Annahme gilt fiir i # 1 jedoch
a; + a; = R, wir finden fiir ¢ # 1 also eine Darstellung a; + b; = 1 mit a; € a;
und b; € a;. Fiir das Ringelement a; = 1 — b; hat x(a;) dann natiirlich die Gestalt

Rlai) = (1%, ..., %,0,%,...%)

mit einer Null an der i-ten Stelle. Fiir das Bild des Produkts der a; folgt dann
k(agag...as) = (1,0,...,0) und die Surjektivitit ist gezeigt. Der Kern dieser
Surjektion ist offensichtlich genau der Schnitt der a;, und wir miissen nur noch
zeigen, daB3 er fiir kommutatives i mit dem Produktideal zusammenfillt. Im Fall
s = 2 impliziert a4+ b = R schon mal anb = (ab), denn schreiben wir 1 = a+b
mita € aund b € b, so gilt x = xa + xb auch fiir alle x € a N b. Im allgemeinen
beachten wir, da3 das Aufmultiplizieren unserer Identitdten a; + b; = 1 von eben
fir 2 < i < n sogar zeigt a; + (ay...as) = R. Mit vollstindiger Induktion
erhalten wir dann a; N (ax N ... Nas) = a; N (ay...a5) = ({ag...a5)) =
(a109...0ay). O

2.3.6. Wir schreiben auch (I") fiir das n-fache Produkt eines Ideals mit sich

selbst. Betrachten wir zum Beispiel R = k[X, Y] fiir einen Korper k£ und darin
das Ideal I = (X,Y), so gilt (I?) = (X2, XY, Y?), (I*) = (X3 X2V, XY?2,Y?)
und so weiter.
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Korollar 2.3.7 (Polynominterpolation). Seien k ein Korper und n € N. Wir
finden stets ein Polynom P € k[ X1, ..., X,], das an endlich vielen vorgegebenen
Stellen des k™ vorgegebene Werte annimmt und sogar eine beliebig vorgegebene
., laylorentwicklung bis zu einem festen endlichen Grad‘ hat.

Beweis. Fiir einen Punkt p € k™ bezeichne /(p) das Ideal aller Polynome, die
bei p verschwinden. Mit der vagen Formulierung ,,die Taylorentwicklung bei p
eines Polynoms P € k[Xj,...,X,] bis zum Grad m — 1 vorzugeben* meinen
wir, seine Nebenklasse in k[ X7, ..., X,,]/(I(p)™) vorzugeben. Damit wir den ab-
strakten chinesischen Restsatz anwenden konnen, miissen wir nur noch zeigen
(I(p)™) + (I(q)™) = (1) falls p # q. Offensichtlich gilt I(p) + I(¢) = (1), denn
p und q unterscheiden sich in mindestens einer Koordinate, sagen wir p; # ¢;, und
dann ist (X; — p;) + (¢; — X;) eine Einheit im Polynomring. Schreiben wir nun
1 =a+bmita € I(p)und b € I(q) und nehmen von dieser Gleichung die 2m-te
Potenz, so folgt 1 € (I(p)™) + (I(q)™) wie gewiinscht. O

2.4 Euklidische Ringe und Primfaktorzerlegung

2.4.1. Die folgende schematische Ubersicht soll die Struktur dieses Abschnitts
und die Beziehungen der darin neu eingefiihrten Begriffe untereinander verdeut-
lichen:

Interessante Ringe, etwa Z, Z|i|, oder der Ring k[X] fiir einen Korper k;
Euklidiscr;le Ringe, in denen es eine ,,Division mit Rest* gibt;
HauptidCZIringe, in denen jedes Ideal von einem Element erzeugt wird;
Faktoriel;; Ringe, d.h. Ringe mit ,,eindeutiger Primfaktorzerlegung®.

Wir arbeiten nun unser Schema von unten nach oben ab und beginnen mit fakto-
riellen Ringen.

Definition 2.4.2. Ein Element a eines Krings ? heil3t irreduzibel oder genauer
irreduzibel in R, wenn beide folgenden Aussagen gelten:

1. a ist keine Einheit, in Formeln a & R*;

2. In jeder Darstellung von a als Produkt von zwei Kringelementen ist einer
der beiden Faktoren eine Einheit, in Formeln ¢ = bc = b € R* oder
c e R
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Eine Interpolation in einer Variablen mit vorgegebenen Werten an zwei Punkten
und vorgegebenem Wert und Wert der Ableitung an einem weiteren Punkt.
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Beispiele 2.4.3. Die Null ist nie irreduzibel: Im Nullring ist sie eine Einheit, in
anderen Kringen das Produkt der zwei Nichteinheiten 0 = 0 - 0. Eine ganze Zahl
n € Z ist irreduzibel in Z genau dann, wenn ihr Betrag |n| eine Primzahl ist.
In einem Korper gibt es iiberhaupt keine irreduziblen Elemente, insbesondere ist
auch keine ganze Zahl n irreduzibel in Q.

2.4.4. Ich erinnere daran, dal man unter einem Integrititsbereich einen von Null
verschiedenen Ring versteht, bei dem das Produkt je zweier von Null verschiede-
ner Elemente stets auch wieder von Null verschieden ist.

Definition 2.4.5. Ein Ring R heif3t faktoriell, wenn R ein kommutativer Integri-
tatsbereich ist und wenn zusétzlich gilt:

1. Jedes a € R\0 14t sich darstellen als ein Produkt von irreduziblen Elemen-
ten und einer Einheit, in Formeln a = up; ... p, mitu € R*, p; irreduzibel
und n > 0.

2. Diese Darstellung ist eindeutig bis auf Einheiten und die Reihenfolge der
Faktoren. Ist genauer a = u'p] ... p/, eine zweite Darstellung wie eben, so
gilt n = n’ und es gibt eine Permutation 7 € S,, von n sowie Einheiten
u; € R* mit pj = u;p,) firl <i <n.

2.4.6. Unsere einzigen Beispiele fiir faktorielle Ringe sind bisher Z und alle Kor-
per. Im folgenden werden wir viele weitere Beispiele fiir faktorielle Ringe kennen-
lernen. Insbesondere zeigen wir, dal Polynomringe iiber Korpern stets faktoriell
sind.

Ergdnzung 2.4.7. Gegeben ein Integritdtsbereich bilden die von Null verschiede-
nen Elemente ein Monoid, und die Definition eines faktoriellen Rings 2.4.5 ist
dquivalent zu einer Forderung an die Struktur dieses Monoids: Ein Ring ist fakto-
riell genau dann, wenn er ein Integritéitsbereich ist und das multiplikative Monoid
seiner von Null verschiedenen Elemente isomorph ist zum Produkt einer kommu-
tativen Gruppe mit dem Monoid aller fast iiberall verschwindenden Abbildungen
von einer Menge in das additive Monoid N.

Beispiele 2.4.8 (Ein Integrititsbereich, der nicht faktoriell ist). Als Beispiel
fiir einen nicht faktoriellen Integritéitsbereich betrachten wir den Teilring Z[/—5|
der komplexen Zahlen, der gegeben wird durch

Z|v=5] = {a+biV5|a,be Z} c C
Ich behaupte, dal 6 = 2-3 = (1++/—5)-(1—+/—b) zwei Zerlegungen in irreduzi-

ble Faktoren sind, die sich nicht nur um Einheiten und Reihenfolge unterscheiden.
Das folgt leicht unter Verwendung der Multiplikativitit der Norm |zw| = |z||w|
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Einige Elemente des Rings Z[/—5| als Punkte in der Gaull’schen Zahlenebene
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fir z,w € C aus der anschlieBenden Tabelle, in der alle Elemente z € Z[/—5]
der Quadratlinge |z|* < 9 aufgelistet sind.

2 | mogliche z € Z[v/—5]
0
+1
+2
+v/-5
(£1) + (£y/-5)
+3, (£2) + (£v/-5)

x

O O O — O

Definition 2.4.9. Ein Ring R heilit ein Hauptidealring, wenn R ein kommutati-
ver Integritidtsbereich ist und jedes Ideal von R ein Hauptideal ist, also von einem
einzigen Element erzeugt wird.

Beispiel 2.4.10. Nach [ ] ist der Ring Z der ganzen Zahlen ein Haupt-
idealring. Der Polynomring in zwei Variablen C[X, Y| ist kein Hauptidealring,
denn das Ideal aller beim Ursprung von C? verschwindenden Polynome ist kein
Hauptideal: Jedes Polynom, das am Ursprung verschwindet, verschwindet auch
sonst noch irgendwo, und dasselbe gilt fiir alle Polynome des von ihm erzeugten
Hauptideals.

2.4.11. Ein Element a eines Hauptidealrings ist irreduzibel genau dann, wenn das
von ihm erzeugte Hauptideal nicht Null und nicht der ganze Kring ist, jedes echt
grofere Hauptideal aber der ganze Kring ist, in Formeln ausgedriickt: Wenn gilt

0 # (a) # Rund ((a) C (B) = (b) = R).
Satz 2.4.12. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Erginzung 2.4.13. In diesem Beweis verwenden wir implizit das Auswahlaxi-
om, um die Existenz einer Faktorisierung in Irreduzible zu zeigen. Will man das
Zorn’sche Lemma an dieser Stelle vermeiden, mag man sich auf den Fall euklidi-
scher Ringe beschridnken, fiir die wir in 2.4.22 einen Beweis ohne Auswahlaxiom
geben.

Beweis. Wir zeigen als erstes, da} sich in einem Hauptidealring jedes Element
a € R\0 zerlegen 146t als Produkt einer Einheit mit endlich vielen irreduziblen
Elementen. Wir bemerken dazu, daf in einem Integrititsbereich R die Gleichheit
(a) = (b) von Hauptidealen #quivalent ist zu @ = ub mit einer Einheit u € R*.
Jetzt argumentieren wir durch Widerspruch. Gébe es a € R\0, das sich nicht in
ein Produkt einer Einheit mit hochstens endlich vielen Irreduziblen zerlegen 146t,
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so wire insbesondere a selbst weder eine Einheit noch irreduzibel, also von der
Gestalt a = a1b; mit a;,b; € R*. Hier konnen nicht sowohl a; als auch b; eine
Zerlegung in ein Produkt von Irreduziblen besitzen. Wir diirfen ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen, a; habe keine Zerlegung in Irreduzible, und
konnen schreiben a; = asbs mit as, by € R* und ay ohne Zerlegung in Irreduzi-
ble. Indem wir so weitermachen, finden wir in R eine unendliche echt aufsteigen-
de Folge von Hauptidealen

(@) & {ar) & {a2) & ...

Die Vereinigung iiber alle diese Hauptideale ist auch ein Ideal, also ein Haupt-
ideal (h). Andererseits ist diese Vereinigung aber auch das Erzeugnis (h) =
(a,aq,as, ...) der a;. Es folgt eine Relation der Gestalt h = ra+ria;+...+r,a,
und damit (h) = (a,) im Widerspruch zu (a,) # (a,+1). Dieser Wiederspruch
zeigt die Existenz der Zerlegung. Jetzt zeigen wir die Eindeutigkeit. Dazu verein-
baren wir folgende Definition.

Definition 2.4.14. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element p € R heifit ein
Primelement oder kurz prim, falls es (1) weder Null noch eine Einheit ist und
falls (2) aus p|ab folgt p|a oder p|b.

2.4.15 (Diskussion der Terminologie). Mir scheint diese Terminologie eine un-
gliickliche Wahl, aber sie ist nun einmal historisch gewachsen. Einerseits sind
nun zwar die positiven Primelemente des Rings der ganzen Zahlen Z genau un-
sere Primzahlen, aber das ist bereits ein nichttrivialer Satz: Von ihrer urspriing-
lichen Definition her versteht man unter Primzahlen ja viel eher die positiven ir-
reduziblen Elemente dieses Rings. Andererseits wire es auch natiirlich, in einem
beliebigen kommutativen Ring diejenigen Elemente als Primelemente zu bezeich-
nen, die im Sinne von | ] ,»ein Primideal erzeugen®, aber dann miiflten
wir in der obigen Definition auch die Null als Primelement zulassen. So gesehen
sitzt man mit der obigen allgemein gebrduchlichen Definition eines Primelements
leider zwischen allen Stiihlen.

2.4.16. Primelemente in Integritédtsbereichen sind offensichtlich stets irreduzibel,
aber irreduzible Elemente miissen auch in Integritdtsbereichen im allgemeinen
nicht prim sein. In einem faktoriellen Ring sind die Primelemente genau die irre-
duziblen Elemente. Um allerdings zu beweisen, daf ein Hauptidealring faktoriell
ist, brauchen wir ein weiteres Lemma.

Lemma 2.4.17. In einem Hauptidealring sind die Primelemente genau die irre-
duziblen Elemente.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, da3 jedes irreduzible Element ein Primelement
ist. Sei also R unser Hauptidealring und sei p € R irreduzibel. Seien a,b € R
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gegeben mit p|ab. Wir nehmen an p { @ und folgern p|b. Denn sei (a, p) das von a
und p erzeugte Ideal. Es ist nach Annahme ein Hauptideal, sagen wir {(a, p) = (d).
Da p irreduzibel ist, liegt nach 2.4.11 iiber dem von p erzeugten Hauptideal als
einziges weiteres Hauptideal der ganze Ring, in Formeln gilt also (d) = (p) oder
(d) = (1). Da p nicht a teilt, folgt (d) # (p), also (d) = (1). Mithin kénnen wir
schreiben 1 = ax + py fiir geeignete z,y € R. Es folgt b = abx + pby und aus
p|ab erhalten wir wie gewiinscht p|b. O

Damit sind also alle irreduziblen Elemente in unserem Hauptidealring R Primele-
mente. Ist nun p} ein Faktor unserer alternativen Zerlegung von a, so gibt es ein ¢
mit pf |p; und damit p| = wu;p; fiir eine Einheit u;. Wir setzen ¢ = 7(1), kiirzen in
beiden Produkten, und beenden den Beweis mit Induktion. L]

Definition 2.4.18. Ein euklidischer Ring ist ein kommutativer Integritdtsbereich
mit einer Abbildung o : R\0 — N derart, da man fiir alle a,b € R mita # 0
Elemente ¢, 7 € R finden kann mit b = ag + 7 und r = 0 oder o(r) < o(a).

2.4.19. Grob gesagt ist also ein euklidischer Ring ein Integrititsbereich, in dem
man ,.teilen kann mit Rest®, wobei der Rest in einer prizisen, durch o spezifizier-
ten Weise ,kleiner* sein soll als der Teiler. Alle unsere Argumente funktionie-
ren auch noch, wenn o allgemeiner Werte in einer beliebigen ,,wohlgeordneten*
Menge annimmt, als da heifit einer angeordneten Menge, in der jede nichtleere
Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.

Beispiele 2.420. 1. R=Zmito(n) = |n|;
2. R = k[X] fiir einen Korper k und o(P) = grad P, siehe [ ] :

3. R=17Z[)) ={z+yi| z,y € Z}, o(x + yi) = x* + y*. Dieser Ring der
sogenannten Gauf}’schen Zahlen ist als Teilring von C zu verstehen. Wir
werden dies Beispiel in 2.6 noch ausfiihrlich besprechen.

Satz 2.4.21. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring und damit insbesonde-
re faktoriell.

Beweis. Seil C Reinldeal. Ist I = 0,soist I = (0) ein Hauptideal. Sonst finden
wir @ € I\0 mit o(a) kleinstmoglich. Wir behaupten = (a). Gébe es namlich
b € I\(a), so konnten wir schreiben b = ag+r mitr # 0 und o(r) < o(a). Dann
gilt aber auch » = b — aq € I, und das steht im Widerspruch zur Wahl von a. []

Ergdnzung 2.4.22 (Faktorialitit ohne Zorn). Fiir die Beweise der zentralen Re-
sultate dieser Vorlesung miissen wir nur wissen, dafl euklidische Ringe faktoriell
sind. In diesem Fall konnen wir die Existenz einer Faktorisierung in Irreduzi-
ble auch ohne Auswahlaxiom einsehen. Dazu brauchen wir nur die Erkenntnis
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aus dem vorhergehenden Beweis, nach der jedes von Null verschiedene Ideal von
jedem seiner von Null verschiedenen Elemente mit kleinstmoglichem o-Wert er-
zeugt wird. Gébe es nun von Null verschiedene Elemente ohne Faktorisierung
in Irreduzible, so auch ein derartiges Element a mit kleinstmoglichem o-Wert. Es
hitte dann eine Faktorisierung in ein Produkt von zwei Nichteinheiten a = bc, und
die Hauptideale (b) und (c) wiren echt groBer als (a). Das Minimum von o auf
diesen beiden Hauptidealen miilte also echt kleiner sein als das Minimum von o
auf (a). Es gibe mithin Einheiten u,v € R* mit o(ub) < o(a) und o(vc) < o(a).
Dann aber miiten ub und vc und damit auch b und ¢ Faktorisierungen in Irredu-
zible besitzen und damit auch a selbst. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung.

2.4.23. Der vorhergehende Satz 2.4.21 und sein Beweis verallgemeinern Satz
[ ] iiber die Untergruppen von Z und den dort gegebenen Beweis.

Korollar 2.4.24. Der Polynomring in einer Verdnderlichen mit Koeffizienten ei-
nem Korper ist stets ein Hauptidealring und ist insbesondere stets faktoriell.

Beweis. Wie in 2.4.20 ausgefiihrt wird, ist unser Polynomring ein euklidischer
Ring. Das Korollar folgt damit aus 2.4.21. [

2.4.25. Die irreduziblen Elemente des Polynomrings k[ X | mit Koeffizienten in ei-
nem Korper k£ nennt man irreduzible Polynome. Wenn wir mit mehreren Korpern
gleichzeitig arbeiten, werden wir manchmal priziser von k-irreduziblen Polyno-
men reden, da dieser Begriff ganz entscheidend von & abhédngt. Zum Beispiel ist
das Polynom X2 + 1 zwar R-irreduzibel, aber keineswegs C-irreduzibel.

Beispiel 2.4.26. Die irreduziblen Polynome in C[X] sind nach [LLA1] ge-
nau die Polynome vom Grad Eins. Die irreduziblen Polynome in R[X] sind nach
[ ] genau die Polynome vom Grad Eins sowie die Polynome vom Grad
Zwei ohne reelle Nullstelle. Die irreduziblen Polynome in Q[X| zu bestimmen,
ist dagegen schwieriger.

2.5 Quotienten von Hauptidealringen

Definition 2.5.1. Ein Ideal in einem Ring heif3t ein echtes Ideal, wenn es nicht
der ganze Ring ist. Ein Ideal in einem Ring heiflt ein maximales echtes Ideal,
wenn es ein maximales Element der durch Inklusion partiell geordneten Menge
aller echten ldeale unseres Ringes ist. Es ist eine allgemeine Konvention, unsere
maximalen echten Ideale abkiirzend als maximale Ideale zu bezeichnen, obwohl
sie natiirlich nicht die maximalen Elemente der Menge aller Ideale unseres Ringes
sind: Diese Menge hat nimlich nur genau ein maximales Element, den Ring selbst.
Ich werde dieser allgemeinen Konvention folgen.
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Beispiele 2.5.2. Die maximalen Ideale in Z sind genau die Ideale pZ C Z fiir
p eine Primzahl. Ist k& ein Korper, so ist (X — a) C k[X] ein maximales Ideal,
fiir alle @ € k, und es ist leicht zu sehen, da3 wir so im Fall eines algebraisch
abgeschlossenen Korpers bereits alle maximalen Ideale von k[ X | erhalten.

Vorschau 2.5.3. Der Nullring besitzt iiberhaupt kein maximales Ideal. In [ ]
zeigen wir, dal} er der einzige Ring ohne maximales Ideal ist.

Proposition 2.5.4 (Quotienten nach maximalen Idealen). Ein Ideal in einem
Kring ist maximal genau dann, wenn der Quotientenring nach besagtem Ideal ein
Koérper ist.

Erster Beweis. Sei R unser Kring und m C R unser Ideal. Ist R/m ein Korper,
so gilt m # R und es gibt fiir jedes a € mein b € R mit ab € 1 + m. Folglich
gilt (a,m) = R fiir jedes a ¢ m und damit ist m ein maximales Ideal von R. Ist
umgekehrt m ein maximales Ideal von R, so ist R/m nicht der Nullring und fiir
jedes a & mgilt (a,m) = Rund folglich gibtes b € Rund m € m mit ab+m = 1.
Dann aber folgt @b = 1 in R/m und dieser Quotient ist ein Korper. [

Satz 2.5.5 (Quotienten von Hauptidealringen). Fiir ein von Null verschiedenes
Element a # 0 eines Hauptidealrings sind gleichbedeutend:

1. Der Quotient nach dem Hauptideal {a) ist ein Korper;
2. Unser Element a ist irreduzibel;
3. Das Hauptideal {a) ist maximal.

Beweis. 1<3 haben wir schon in 2.5.4 in groBerer Allgemeinheit gezeigt. Wir
zeigen nun noch (Nicht 2)<(Nicht 3). Sei R unser Hauptidealring. Ist a nicht
irreduzibel, so ist entweder a € R* oder es gibt eine Zerlegung a = bc mit b, ¢ &
R*.Im ersten Fall ist (a) = R nicht maximal. Im zweiten Fall gilt (a) C (b) C R
und (a) = R ist wieder nicht maximal. Damit haben wir = gezeigt. Ist umgekehrt
das Hauptideal (a) nicht maximal, so gibt es ein Ideal [ mit (a) C I C R und
nach Annahme ein Element b € R mit (b) = I, also mit

() G () G R

Wegen (b) # R ist b keine Einheit und wegen a € (b) gibt es ¢ mit a = bc und
wegen (a) # (b) ist ¢ auch keine Einheit. Also ist a nicht irreduzibel. O

Beispiel 2.5.6. Gegeben p € Z ist Z/pZ ist genau dann ein Korper, wenn p oder
—p eine Primzahl ist.

Beispiel 2.5.7. R[X]/(X?+1) ist ein Korper, genauer induziert das Einsetzen von
i fiir X einen Isomorphismus dieses Korpers mit C.
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Beispiel 2.5.8. R[X]/{X?+2) ist ein Korper, genauer induziert das Einsetzen von
iv/2 fiir X einen Isomorphismus dieses Kérpers mit C.

Beispiel 2.5.9. R[X]/(X + 1) ist ein Korper, genauer induziert das Einsetzen von
—1 fiir X' einen Isomorphismus dieses Korpers mit R.

Beispiel 2.5.10. R[X]/(X? — 1) ist kein Korper. Vielmehr liefert der chinesische
Restsatz in Verbindung mit dem vorhergehenden Beispiel einen Ringisomorphis-
mus R[X]/(X?—1) = R x R, und R x R besitzt Nullteiler: Es gilt darin ja etwa
(1,0)-(0,1) = (0,0).

Ubungen

Ubung 2.5.11. Der Quotient eines faktoriellen Rings R nach einem Hauptideal
(a) ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn gilt « = 0 oder a irreduzibel.

Ubung 2.5.12. Man zeige, daB Z[X] kein Hauptidealring ist.

Ubung 2.5.13. Sei k ein Korper. Man zeige: (1) Alle Polynome vom Grad 1 sind
irreduzibel in k[ X]. (2) Ist P € k[X] irreduzibel und grad P > 1, so hat P keine
Nullstelle in k. (3) Ist P € k[X] \ k£ vom Grad grad P < 3 und hat P keine
Nullstelle in &, so ist P irreduzibel in k[X]. (4) Ist k algebraisch abgeschlossen,
so sind die irreduziblen Polynome in k[ X ] genau die Polynome vom Grad 1. Man
gebe auch (5) ein Polynom positiven Grades in R[X] an, das keine Nullstelle hat,
aber dennoch nicht irreduzibel ist.

Ergiinzende Ubung 2.5.14. In einem Polynomring in mindestens einer Variablen
iiber einem Korper gibt es stets unendlich viele normierte irreduzible Polynome.
Hinweis: Man multipliziere sonst alle zusammen und ziehe 1 ab.

Ergiinzende Ubung 2.5.15. Man zeige: Gegeben ein Korper k ist der Ring k[ X
der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten aus & aus [ ] ein Haupt-
idealring, und die Ideale dieses Rings sind das Nullideal sowie die Ideale X"k[.X]
fiir n € N. Man bespreche die Primfaktorzerlegung in diesem Hauptidealring.

Ubung 2.5.16. Sei k ein Korper und seien f, g € k[T]\0 teilerfremde Polynome.
Man zeige, dal3 es dann fiir jedes Polynom h Polynome a, b gibt mit ~ = af + bg.
Man zeige, daB man hier (a,b) sogar so wihlen kann, daB gilt grada < grad g,
und daB im Fall grad(h) < grad(f) + grad(g) — 1 unser Paar (a, b) dadurch dann
eindeutig bestimmt ist. Hinweis: Dimensionsabschitzung. Die analoge Aussage
gilt nicht fiir £ = Z, selbst wenn wir f und g normiert annehmen.

Ubung 2.5.17. Sei R ein faktorieller Ring und ¢ € Quot(R) ein Element seines
Quotientenkorpers und n > 1 mit ¢" € R. Man zeige q € R.
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Die Elemente des von 1 4 31 im Ring der Gau3’schen Zahlen erzeugten
Hauptideals habe ich in diesem Bild als fette Punkte dargestellt, die anderen
Elemente des Rings der Gaul3’schen Zahlen durch kleine Punkte.
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2.6 Irreduzible im Ring der GauB3’schen Zahlen

Lemma 2.6.1. Der Ring Zl[i| der Gauf3’schen Zahlen ist euklidisch und mithin
faktoriell.

Beweis. Die Elemente des von einem festen von Null verschiedenen Element 0 #
a = x + iy € ZJi| im Ring Z[i] der GauB’schen Zahlen erzeugten Hauptideals
bilden die Ecken eines quadratischen Rasters auf der komplexen Zahlenebene,
mit |a| = /22 + y? der Seitenlidnge der Quadrate. Jedes b € Z[i] liegt in einem
dieser Quadrate und hat von einer der Ecken einen Abstand < v/2|a|/2 < |a|.
Folglich ist unser Ring euklidisch mit o(a) = |a|*. N

2.6.2. Von nun an wird in diesem Abschnitt der Begriff ,,Quadrat® nicht mehr
in seiner geometrischen Bedeutung verwendet, sondern in seiner algebraischen
Bedeutung als Abkiirzung fiir ,,Quadratzahl“. Die ersten Quadrate in Z sind also
0,1,4,9,16,25,...

2.6.3. Gegeben ein faktorieller Ring R bezeichne irk(R) die Menge Irreduziblen-
Kklassen, als da heif3t der Bahnen irreduzibler Elemente von R unter der Einheiten-
gruppe R*. Gegeben ein irreduzibles r € R bezeichne [r] € irk(R) seine Klasse.

Proposition 2.6.4 (Irreduziblenklassen in Invariantenringen). Seien R ein fak-
torieller Ring und I eine endliche Gruppe von Automorphismen von R derart, daf3
auch der Ring R' der T'-Invarianten faktoriell ist. So erhalten wir eine Bijektion

irk(R") = irk(R)/T

durch die Abbildung, die jedem R'-irreduziblen Element p die Menge seiner R-
irreduziblen Faktoren 1 zuordnet, und die Vielfachheit von m in p teilt |I'j5|.

Beweis. Fiir m € R gehort das Produkt b(r) := [, v(7) zu R". Mithin ist je-
des R-irreduzible Element ein Teiler mindestens eines R -irreduziblen Elements.
Teilt andererseits ein R-irreduzibles Element 7 zwei R'-Irreduzible p und ¢, so
teilt b(m) sowohl b(p) = p!'! als auch b(q) = ¢!, und da b(r) keine Einheit sein
kann, konnen sich p und ¢ hochstens um eine Einheit unterscheiden und wir fin-
den sogar genauer b(m) = ep” fiir ¢ € R eine Einheit. Wenn r die Vielfachheit
von 7 in p ist und I'f; die Isotropiegruppe der Irreduziblenklasse [7], so haben wir
genauer
p=n [[ =)

’VEF/F[W]

mit einer Einheit n € R, die von der Wahl der Reprisentanten - unserer Neben-
klassen 7 abhingt, und fiir d = |I'(| folglich p? € b(7)"R* alias d = rn. O
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Beispiel 2.6.5 (Irreduzible im Ring der GauB’schen Zahlen). Betrachten wir
nun R := Z[i] und T" die zweielementige Gruppe bestehend aus der Identitit und
der komplexen Konjugation, so erhalten wir als Invariantenring R' = Z und fin-
den eine Bijektion

irk(Z) = irk(Z[i])/T

Sie ordnet jeder Primzahl p € Z die Menge aller Irreduziblenklassen [7] zu mit
7|p. Der Ring der Gaul3’schen Zahlen besitzt genau vier Einheiten, als da sind 1,
—1, 1, und —i. Damit sind wir fiir jede Primzahl p in genau einem der folgenden
Fille:

1. p— {[n],[7]} mit [r] # [7]. Dann gilt nach der letzten Aussage der Propo-
sition notwendig p = e77 fiir eine Einheit ¢, die dann offensichtlich sogar
Eins sein muB, also p = 77,

2. p — {[x], [7]} mit [r] = [7]. Dann sind wir nach der letzten Aussage der
Proposition in genau einem der folgenden Unterfille:

(a) Die Vielfachheit von 7 in p ist Eins, also p = e fiir eine Einheit
e € {1, £i};

(b) Die Vielfachheit von 7 in p ist Zwei, also p = e7? fiir eine Einheit
e € {£1, £i}, und dann folgt auch wieder p = 77;

Fiir den Fall 2 bemerken wir, da3 diejenigen Gaul3’schen Zahlen, die sich von
ithrem komplex Konjugierten hochstens um das Produkt mit einer Einheit un-
terscheiden, reell, rein imaginér, oder von der Gestalt a + ai mit a € 7Z sein
miissen. An Irreduziblen letzterer Art gibt es offensichtlich nur die vier Elemente
+1 =+ 1, und diese gehoren alle zu derselben Irreduziblenklasse [1 + i], die wegen
2 = (1+1)(1 —1i) = —i(1 + i)? die Primzahl 2 teilt. Es ist damit klar, daB nur
die Primzahl p = 2 zum Fall 2(b) gehort. Zum Fall 2(a) gehoren alle Primzahlen
p € N, die im Ring der Gaul3’schen Zahlen irreduzibel bleiben. Wir zeigen im An-
schluB als Proposition 2.6.6, daB genau die Primzahlen p € N mitp = 3 (mod 4)
im Ring der Gaul3’schen Zahlen irreduzibel bleiben, wohingegen alle Primzahlen
p € Nmitp = 1 (mod 4) zum Fall 1 gehoren und zerfallen als p = 77 mit

[7] # [7].

Proposition 2.6.6. Fiir eine Primzahl p € N sind gleichbedeutend:
1. p bleibt nicht prim im Ring Z[i] der Gauf3’schen Zahlen;
2. p ist Summe von zwei Quadraten, in Formeln p = 12 + y?;

3. p laft beim Teilen durch Vier den Rest Eins oder Zwei, in Formeln p = 1
(mod 4) oder p = 2;
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Versuch einer graphischen Darstellung des Zerfallens der gewohnlichen
Primzahlen im Ring der Gaul3’schen Zahlen. Die Zwei ist ein Sonderfall, weil bei
ihr ein irreduzibles Element des Rings der Gaul3’schen Zahlen als zweifacher
Faktor auftritt.
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4. Das Polynom (X? + 1) ist nicht irreduzibel in F,[ X];
5. (—1) ist ein Quadrat in I,
Beispiele 2.6.7. 2 =12 +12,5=124+2213 =22+ 32,17 =12 + 42, ...

Beweis. Ist 1 = x + iy ein irreduzibler Faktor echt kleinerer Lange von p, so ist
77 = a2 + y? ein Primfaktor echt kleinerer Linge von p?, also 2% + y? = p. Das
zeigt 1=2. Aus p = z? + y? folgt umgekehrt p = (z + iy)(z — iy), also haben wir
auch 2=-1. Die Implikation 2=>3 folgt daraus, da} jedes Quadrat kongruent ist zu
Null oder Eins modulo Vier, da nidmlich gilt {z* | z € Z/4Z} = {0,1}. Eine
Summe von zwei Quadraten kann also modulo 4 nie zu 3 kongruent sein. 14
folgert man durch die Betrachtung des Diagramms von Ringen

/\
\/

J(XE+1) =

[X]/(X* +1)

Alle vier Morphismen sind hierbei Surjektionen mit einem Hauptideal als Kern.
Nach 2.5.5 sind also sowohl 1 als auch 4 gleichbedeutend dazu, dal der Ring
F,[X]/{X? + 1) kein K&rper ist, und damit sind sie auch untereinander dquiva-
lent. 45 ist evident. SchlieBlich zeigen wir noch 3=-5. Sicher ist namlich —1 ein
Quadrat in [Fy. Unter der Vorausetzung p = 1 (mod 4) gilt dasselbe in F,,. Wir
wissen nidmlich aus [ ] , daB IF)* als endliche Untergruppe der multipli-
kativen Gruppe eines Korpers zyklisch ist, und in einer zyklischen Gruppe von
durch Vier teilbarer Ordnung gibt es offensichtlich Elemente der Ordnung Vier.
So ein Element der Ordnung Vier 16st dann die Gleichung z*> = —1 in F. O

2.6.8. Man beachte, dal jede Gaul3’sche Zahl ungleich Null durch Multiplikation
mit einer Einheit auf genau eine Gaul3’sche Zahl z + iy mit z > y > —ux, also
auf genau eine Gaul3’sche Zahl im ,,um 45° im Uhrzeigersinn verdrehten offenen
ersten Quadranten mitsamt seiner oberen Kante ohne den Ursprung* abgebildet
werden kann. Die im wesentlichen eindeutige Zerlegung einer Primzahl p € N
in ein Produkt irreduzibler Elemente von Z[i] hat nach unserem Satz folgende
Gestalt:

p=3 (mod4) p=p;
p#3 (mod4) p=(z+iy)(z —iy) fir 2% + y* = p.



Beschrianken wir uns auf die irreduziblen Elemente x + iy mit x > y > —x, so ist
das die eindeutige Faktorisierung von p in eine Einheit und irreduzible Elemente
dieser Art in allen Fillen mit Ausnahme des Falls p = 2, in dem diese eindeutige
Faktorisierung die Gestalt 2 = —i(1 + i)? hat.

Ergdnzung 2.6.9. Es gibt auch einen sehr elementaren Beweis ,,durch Zauberei*
nach Zagier fiir die Tatsache, da3 jede Primzahl p, die bei Teilen durch Vier den
Rest Eins 14Bt, eine Summe von zwei Quadraten ist: Man betrachtet die endliche
Menge S := {(z,y, z) € N* | % + 4yz = p} und definiert darauf eine Involution
durch die Vorschrift

(x4+2z,z,y—ax—2) fallsx <y— z;
(x,y,2) > Qu—z,y,x—y+2) fallsy—z <z < 2y;
(r —2y,x —y+2,y) fallsz > 2y.

Diese Involution hat genau einen Fixpunkt, also ist die Zahl der Elemente von S
ungerade und die Involution (x,y, z) — (z, z,y) von S muB auch einen Fixpunkt
haben. Fiir den aber gilt 22 + (2y)?> = p. Bei diesem Beweis sind noch einige
implizit enthaltene Behauptungen zu priifen, das geht alles mit Schulstoff. Aber
man muf} eben die Zauberformel auswendig hersagen konnen!

Korollar 2.6.10 (Summen von zwei Quadraten). Eine positive natiirliche Zahl
ist Summe von zwei Quadratzahlen genau dann, wenn in ihrer Primfaktorzerle-
gung alle diejenigen Primfaktoren, die modulo Vier kongruent sind zu Drei, in
geraden Potenzen auftreten.

Beweis. Genau dann ist n € Z Summe von zwei Quadratzahlen, wenn es a € Z[i]
gibt mit n = aa. Ist n # 0 und a = em 7y ... 7, eine Darstellung als Produkt
einer Einheit £ mit Primelementen, von denen wir 7y, ..., s weder reell noch
rein imagindr annehmen und 7,41, ..., T, aus N, so muf

n = (86_')(71'177'1) c. (7Ts7_1'3>7T3+17TS+1 e TT

die Primfaktorzerlegung in N sein. Damit folgt das Korollar aus unserer Beschrei-
bung ?? der Primelemente im Ring der Gauf3’schen Zahlen. [

2.6.11. Um aus einer Primfaktorzerlegung einer natiirlichen Zahl n» > 1 im Ring
der Gaul3’schen Zahlen alle moglichen Darstellungen als Summe zweier Quadrate
zu erhalten, muf3 man alle Zerlegungen n = (x+iy)(z—1iy) finden, also alle Zerle-
gungen n = ad, wobei der Ubergang von a zu ea mit einer Einheit ¢ € Z[i]* und
der Ubergang von a zu @ bis auf Reihenfolge dieselbe Zerlegung liefert. Dafiir
ist es besonders iibersichtlich, mit dem in 2.6.8 beschriebenen Reprisentanten-
system modulo Einheiten aller irreduziblen Elemente zu arbeiten, das stabil wird
unter der komplexen Konjugation, sobald wir die Ausnahmestelle 1 + i entfernen.
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Ubungen

Ubung 2.6.12. Man bestimme simtliche Zerlegungen von 1000000 in eine Summe
von zwei Quadratzahlen.

2.7 Primfaktorzerlegung in Polynomringen

2.7.1. Gegeben ein faktorieller Ring R und ein irreduzibles Element p € R erkli-
ren wir die zugehorige p-Bewertung oder englisch valuation

v, Quot R — Z L {oo}

als die eindeutig bestimmte Abbildung mit v, (p"a/b) = n fir a,b € R\0 teiler-
fremd zu p und mit v,(0) = oo. Offensichtlich gilt v,(fg) = v,(f) + v,p(g) fiir
alle f,g € R.

Beispiele 2.7.2. v2(16/6) = 3, v3(16/6) = —1, v5(16/6) = 0. Ist k ein Korper
und R = k[t], so ist per definitionem Quot R = k(¢) der Funktionenkorper und
fir A € k ist vu_y)(f) die Nullstellenordnung beziehungsweise das Negative der
Polstellenordnung der gebrochen rationalen Funktion f an der Stelle \.

2.7.3 (Bewertung von Polynomen). Gegeben ein faktorieller Ring R mit ei-

nem irreduziblen Element p und ein Polynom A = a, X" + ... + a1 X + ag €
(Quot R)[X] erkldren wir seine p-Bewertung durch

vp(A) = min(vp(a;))

Speziell ist das Nullpolynom das einzige Polynom A mit v,(A) = oo.

Beispiele 2.7.4. Als Beispiel fiir die Bewertung eines Polynoms mit rationalen
Koeffizienten haben wir etwa v9(10X? + 6X + 8) = 1.

Proposition 2.7.5 (Lemma von GauB). Gegeben ein faktorieller Ring R und ein
irreduzibles Element p € R und Polynome A, B € (Quot R)[X] gilt

Up(AB) = vy(A) + vy(B)

Beweis. Ist eines unserer Polynome konstant, so gilt die Gleichung offensichtlich.
Mit dieser Erkenntnis konnen wir uns auf den Fall zuriickziehen, da3 A und B
Koeffizienten in R haben und daf gilt v,(A) = v,(B) = 0. Es bleibt, aus diesen
Annahmen v,(AB) = 0 zu folgern. Fiir ein Polynom A € R[X] ist v,(A) = 0
nun gleichbedeutend dazu, daB sein Bild A € (R/(p))[X] nicht das Nullpolynom
ist. Wir haben also

v(A)=0=0,(B) = A#0+#B
= AB#0
= AB#0
= u,(AB) =0
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mit der zweiten Implikation, da R/(p) und dann auch (R/(p))[X| Integritiitsbe-
reiche sind. ]

Definition 2.7.6. Sei R ein faktorieller Ring. Ein Polynom )", , ;X" aus dem
Polynomring R[X|] heif3it primitiv, wenn es kein irreduzibles Element von R gibt,
das alle seine Koeffizienten teilt. Ein Polynom mit Koeffizienten im Quotienten-
korper P € (Quot R)[X | nennen wir primitiv oder genauer R-primitiv, wenn es
bereits in R[X] liegt und dort primitiv ist.

2.7.7 (Diskussion der Terminologie). Ich bin nicht gliicklich dariiber, da} mit
dieser Definition auch alle Einheiten von R primitive Polynome in R[X] sind. An
primitive Polynome aber noch zusitzliche Bedingungen zu stellen, schien mir ein
groBeres Ubel.

2.7.8. Offensichtlich ist ein Polynom A € (Quot R)[X] primitiv genau dann,
wenn gilt v,(A) = 0 fiir alle irreduziblen Elemente p von R. Offensichtlich gibt
es fiir jedes von Null verschiedene Polynom A € (Quot R)[X]\0 ein Element
¢ € Quot R mit cA primitiv.

2.7.9 (Lemma von GauB}, urspriingliche Form). In seiner urspriinglichen Form
sagt das Lemma von GauB}, daf} das Produkt zweier primitiver Polynome mit ganz-
zahligen Koeffizienten auch selbst wieder primitiv ist. Das folgt sofort aus 2.7.5
und ist auch im wesentlichen die Aussage, auf die wir uns dort beim Beweis zu-
riickgezogen haben.

Beispiele 2.7.10. Die Polynome X?2+2X +10 und 3X?2+20X + 150 sind primitiv
in Z[X]. Das Polynom 10X? + 6X + 8 ist nicht primitiv in Z[X].

Satz 2.7.11 (Polynomringe iiber faktoriellen Ringen). Ist R ein faktorieller
Ring, so ist auch der Polynomring R[X] ein faktorieller Ring und die irreduziblen
Elemente von R|X]| sind genau:

1. Alle irreduziblen Elemente von R;
2. Alle primitiven Polynome aus R|X], die irreduzibel sind in (Quot R)[X].

Beweis. Man sieht leicht, daf} die unter 1 und 2 aufgefiihrten Elemente irreduzi-
bel sind. Wir nennen sie fiir den Moment kurz die 1&2-Irreduziblen von R[X].
Wir vereinbaren fiir das weitere die Notation Quot R = K. Gegeben P € R[X]
zerlegen wir P = @) ... (@), als Produkt von irreduziblen Polynomen in K [X]|
und schreiben @); = ciQi mit ¢; € K* und QZ primitiv. So erhalten wir eine Zer-
legung P = ¢Q; . ..Q, mit Q; primitiv und irreduzibel in K[X] sowie ¢ € K*.
Nach dem Lemma von GauB 2.7.5 folgt v,(c) = v,(P) > 0 fiir alle Irreduziblen
p von R und damit ¢ € R. Wir konnen also c faktorisieren in ¢ = up; ... p, mit
u € R*, p; € R irreduzibel, und folgern so die Existenz einer Zerlegung von P
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in ein Produkt einer Einheit mit 1&2-Irreduziblen. Das zeigt insbesondere, daf3
wir unter 1 und 2 in der Tat alle irreduziblen Elemente von R aufgelistet haben.
Ist P = u'p}...pl.Sy... S, eine weitere Zerlegung von P in ein Produkt einer
Einheit mit irreduziblen Elementen, sagen wir v’ € R*, p; € R irreduzibel und
S; € R[X] primitiv und irreduzibel in /[X], so liefert die Eindeutigkeit der Prim-
faktorzerlegung in K [X| zundchst n = n’ und S; = qz@g(i) fiir geeignetes o € S,
und ¢; € K*. Dann folgt ¢; € R*, und schlieBlich aus der Faktorialitit von R die
Gleichheit r = ' sowie die Existenz einer Permutation 7 € S, und von Einheiten
u; € R mit pj = u;pr(;). O

Ergdnzung 2.7.12. Die Zerlegung eines Polynoms aus Z[X| in irreduzible Fakto-
ren kann im Prinzip durch Ausprobieren in endlicher Zeit bestimmt werden. Ein
Polynoms vom Grad n» muf} ja, wenn es nicht irreduzibel ist, einen Faktor haben
von hochstens dem halben Grad, sagen wir hochstens Grad m. Nehmen wir dann
m + 1 ganzzahlige Stellen, so miissen die Werte unseres Faktors die Werte des
urspriinglichen Polynoms teilen. Wir miissen also nur fiir alle Wahlen von Teilern
der Werte des urspriinglichen Polynoms an besagten Stellen das Interpolationspo-
lynom bilden und priifen, ob es unser urspriingliches Polynom teilt.

Korollar 2.7.13. Sei R ein faktorieller Ring. Ist ein von Null verschiedenes Poly-
nom P € R[X]\O nicht irreduzibel als Element des Polynomrings P € (Quot R)[X],
so gibt es bereits in R[X] Polynome A, B positiven Grades mit AB = P.

Erster Beweis. Ist P primitiv, so folgt das unmittelbar aus unserem Satz. Andern-
falls schreiben wir P = cP mit ¢ € R und P primitiv und argumentieren genau-
SO. ]

Beispiel 2.7.14. Ich will auch noch an einem Beispiel erkldren, wie man dies
Korollar direkt aus dem Gauf3’schen Lemma folgern kann. Nehmen wir an, wir
hitten fiir 7X? — 7 in Q[X] die Faktorisierung

TX? 7= (3X/T+3/7)(49X/3 — 49/3)

gefunden. Dann gilt v7(3X/7 + 3/7) + v7(49X/3 — 49/3) = 1 > 0 nach dem
Gaufy’schen Lemma und wir kdnnen folglich so Primfaktoren 7 zwischen den Fak-
toren unserer Faktorisierung austauschen, daf} beide Faktoren dadurch eine posi-
tive 7-Bewertung kriegen. Diese Moglichkeiten wiren hier 7X? — 7 = (3X +
3)(7X/3 —7/3)und 7X? — 7 = (21X + 21)(X/3 — 1/3). Ebenso konnen wir
fiir den Primfaktor 3 vorgehen und erhalten so die beiden Zerlegungen 7X?2 — 7 =
(X+1)(7X —T)und 7X? - 7= (7TX +7)(X — 1) in Z[X].

Korollar 2.7.15. Fiir jeden Korper k ist der Polynomring k[ X1, ..., X,,| faktori-
ell. Sogar 7| X1, . . ., X,,] ist ein faktorieller Ring.
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Korollar 2.7.16. Ist k ein Korper und sind f, g € k[X, Y] teilerfremde Polynome,
so haben f und g hochstens endlich viele gemeinsame Nullstellen in k>.

Vorschau 2.7.17. In 2.10.2 werden wir genauer die ,,Schranke von Bézout* fiir die
maximal mogliche Zahl gemeinsamer Nullstellen herleiten.

Beweis. Unsere Polynome haben nach der Beschreibung 2.7.11 der irreduziblen
Elemente in Polynomringen iiber faktoriellen Ringen aufler Einheiten erst recht
keine gemeinsamen Teiler im Ring k(X )[Y]. Da dieser Ring nach 2.4.24 ein
Hauptidealring ist, und da jeder Erzeuger des von unseren beiden Polynomen dar-
in erzeugten Ideals ein gemeinsamer Teiler ist, gibt es notwendig p, g € k(X)[Y]
mit 1 = pf+qg. Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner A von p und ¢ erhalten
wir eine Identitit der Gestalt
h=pf+q9

mit 0 # h € k[X] und p,§ € k[X,Y]. Die endlich vielen Nullstellen von h
sind dann die einzigen z-Koordinaten, die fiir gemeinsame Nullstellen von f und
g in Frage kommen. Ebenso kommen auch nur endlich viele y-Koordinaten fiir
gemeinsame Nullstellen in Frage. Das Korollar folgt. 0

Ubungen

Ubung 2.7.18. Ist R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K und sind P, Q) €
K[X] normierte Polynome mit P() € R[X], so folgt bereits P, () € R[X].

Ubung 2.7.19. Sei k ein Korper. Gibt es fiir ein Polynom P aus dem Polynomring
P e k[Xy,...,X,] ein Element Q € k(Xy,...,X,) aus dem Quotientenkorper
mit Q% = P, so ist ) bereits selbst ein Polynom, in Formeln Q € k[X, ..., X,].
Hinweis: 2.5.17.

Ubung 2.7.20. Seien k ein Korper und 0 < n(1) < n(2) < ... < n(r) < n
natiirliche Zahlen, » > 0. Man zeige, dall das Polynom

" +a, 7" + ..+ a; 7"V + qq

irreduzibel ist in K[T], fir K = Quot k[ aq, . . ., a,| der Funktionenkorper. Hin-
weis: Jede Zerlegung kiime nach 2.7.18 und 2.7.11 notwendig von einer Zerlegung
im Polynomring k['ay, . . ., a,, T'] her und miite unter dem Einsetzen a; = ... =
a, = 0 zu einer Zerlegung von 7™ + ay in k['ag, T fithren.

Ubung 2.7.21. Sei K ein Korper und K (X) sein Funktionenkorper. Man zeige,
daB jedes K-irreduzible Polynom in K[T| auch K (X )-irreduzibel ist. Hinweis:
2.7.18.
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Die Nullstellenmengen zweier Polynome f, g € R[X, Y] ohne gemeinsamen
nichtkonstanten Teiler als durchgezogener Kreis und gestrichelter Umrif3 eines
auf dem Riicken liegenden Kamels. Hierfiir ist die Papierebene vermittels eines

Koordinatensystems mit dem R? zu identifizieren. Legen wir etwa den Ursprung
ins Zentrum des durgezogenen Kreises, so wiirden wir f(X,Y) = X? + Y2 -1
und g(X,Y) = X4 —2X2% + % — Y in etwa die skizzierten Nullstellenmengen
besitzen.
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Ubung 2.7.22 (Satz iiber rationale Nullstellen). Man zeige: Gegeben ein Poly-
nom
a, I™ + ...+ a1 + ag

mit ganzzahligen Koeffizienten und eine rationale Wurzel p/q mit p, g teilerfrem-
den ganzen Zahlen ist p ein Teiler von a( und ¢ ein Teiler von a,,.

2.8 Kreisteilungspolynome

2.8.1. Wir interessieren uns in dieser Vorlesung besonders fiir uns die Zerlegung
der Polynome X™ — 1 in irreduzible Faktoren in Z[X|. Die komplexen Nullstellen
von X" — 1 heilen die komplexen n-ten Einheitswurzeln. Sie bilden in der
komplexen Zahlenebene die Ecken eines in den Einheitskreis eingeschriebenen
regelmiBigen n-Ecks. In C[X] gilt natiirlich

Xt-1=]lx -9

¢r=1

Nun bilden wir in C[X] die Polynome

®q(X) = H (X —=¢)

ord (=d

Dann gilt offensichtlich
X" —1=]]2ux)
dn

Sicher sind alle unsere Polynome ®; normiert. Daraus folgt durch Teilen mit Rest
[LAT] und Induktion ®,(X) € Z[X] fur alle n > 1. Dies Polynom &,
heifit das n-te Kreisteilungspolynom oder bei griechisch Gebildeten das n-te
zyklotomische Polynom. Natiirlich gilt grad(®,,) = ¢(n), der Grad des n-ten
Kreisteilungspolynoms ist also genau der Wert der Euler’schen ¢-Funktion an
der Stelle n, und das macht auch die Notation plausibel. Wir werden in 4.4.2
zeigen, daB alle Kreisteilungspolynome irreduzibel sind in Q[X], so daB wir das
n-te Kreisteilungspolynom auch und vielleicht eher noch besser charakterisieren
konnen als das eindeutig bestimmte normierte in Q[X ]| irreduzible Polynom, das
die n-te Einheitswurzel exp(27i/n) als Nullstelle hat. Natiirlich haben wir fiir
p > 1stets die Zerlegung XP—1 = (X —1)(XP~ '+ XP~24+. . + X +1), also ist fiir
p prim der zweite Faktor das p-te Kreisteilungspolynom ®,,. In diesem Fall konnen
wir die Irreduzibilitit mithilfe des gleich folgenden ,,Eisensteinkriteriums* bereits
hier zeigen.

Satz 2.8.2 (Eisensteinkriterium). Sei P = a, X" + ... + a1 X + ag € Z[X] ein
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und p eine Primzahl. Gilt p ta,, p|a,_1,
.., plag und p* tay, so ist P irreduzibel in Q[X].
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2.8.3. Eine analoge Aussage gilt mit demselben Beweis auch fiir Polynome mit
Koeffizienten in einem beliebigen faktoriellen Ring.

Beweis. Ist P nicht irreduzibel in Q[X], so besitzt es nach 2.7.13 bereits eine
Faktorisierung P = QR in Z[X] mit @), R von positiven Graden r, s > 0 und
r + s = n. Wir reduzieren nun die Koeffizienten modulo p und folgern in F,[X]
eine Faktorisierung
P=QR

Nach Annahme haben wir aber P = @, X™ mit @, # 0. Es folgt Q = bX" und
R = cX* fiir geeignete b, c € [F," und denselben positiven r, s > 0, denn das sind
die einzig moglichen Faktorisierungen von a,, X" als Produkt von Nichteinheiten
im faktoriellen Ring F,[X|. Daraus folgt hinwiederum, daf3 die konstanten Terme
von () und R durch p teilbar sind, und dann muf} der konstante Term von QR = P
teilbar sein durch p? im Widerspruch zur Annahme. 0

Korollar 2.8.4. Gegeben eine Primzahl p ist das p-te Kreisteilungspolynom ®,(X)
XP=l 4 XP=2 4+ .+ X + lirreduzibel in Q[ X].

Beweis. Wir haben X? — 1 = (X — 1)®,(X). Reduzieren wir diese Gleichung
modulo p und beachten die Gleichung X? — 1 = (X — 1)? in F,[X], so folgt
®,(X) = (X —1)?~!in F,[X] und nach der Substitution X = Y + 1 haben wir
®,(Y +1) = YP~LinF,[Y], als da heiBt, alle Koeffizienten von ®,(Y + 1) bis auf
den Leitkoeffizienten sind durch p teilbar. Jetzt priifen wir einfach explizit, da3
der konstante Term von ®,(Y" + 1) genau p ist, und haben gewonnen nach dem
Eisensteinkriterium 2.8.2. O

Ergdnzung 2.8.5. Nach ersten Rechnungen mag man vermuten, daf} als Koeffizi-
enten von Kreisteilungspolynomen nur 1, 0 und —1 in Frage kommen. Das erste
Gegenbeispiel fiir diese Vermutung liefert das 105-te Kreisteilungspolynom, in
dem X7 mit dem Koeffizienten 2 auftritt. Man kann allgemeiner sogar zeigen,
daB jede ganze Zahl als Koeffizient mindestens eines Kreisteilungspolynoms vor-
kommt [ , 1.

Ubungen

Ubung 2.8.6 (Kreisteilungspolynome zu Primzahlpotenzen). Man zeige die
Formel ®4(X) = X°® + X3 + 1 fiir das neunte Kreisteilungspolynom. Man zeige
allgemeiner @, (X) = ®,(X?"") fiir p prim und ~ > 1. Man gebe auch explizite
Formeln fiir alle kleineren Kreisteilungspolynome @, ..., ®s.

Ubung 2.8.7. Man zeige, daB das neunte Kreisteilungspolynom ®¢(X) = X6 +
X3 + 1 in Q[X] irreduzibel ist. Hinweis: Man substituiere X = Y + 1 und wen-
de das Eisensteinkriterium an. Mit einem bereits weiter oben verwendeten Trick
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kann die Rechnung stark vereinfacht werden. Dasselbe Argument zeigt, daf} alle
Kreisteilungspolynome ®,-(X) fiir eine Primzahl p in Q[X] irreduzibel sind.

Ubung 2.8.8. Man zeige, daB X — 9 ein irreduzibles Polynom in Z[X] ist. Hin-
weis: Man betrachte die Einbettung Z[X| — Z[Y] mit X s Y2,

Ergiinzende Ubung 2.8.9. Man zerlege (X" — Y™) in C[X,Y] in ein Produkt
irreduzibler Faktoren.

Erginzende Ubung 2.8.10 (Quantisierte Binomialkoeffizienten). Ist F ein end-
licher Korper mit ¢ Elementen, so ist die Zahl der k-dimensionalen Teilrdume von
F" genau

(@ —1)(@"—q) ... (¢"—¢"")

(" =D(¢"—q).. . (¢" —¢"")

Setzen wir [n], :=¢" ' +¢" ' +...+1=(¢"—1)/(¢—1), so kdnnen wir unser
Ergebnis auch darstellen als

n]gn—1],...[n—k+1],
[k]q[k - 1]q ce mq

Fiir diese quantisierten Binomialkoeffizienten ist auch eine Notation wie fiir die
gewohnlichen Binomialkoeffizienten mit eckigen statt runden Klammern iiblich.
Man zeige, daB3 unsere quantisierten Binomialkoeffizienten, wenn wir sie als Ele-
ment des Quotientenkorpers Q('q) lesen, fiir alle k,n mit 0 < k < n bereits im
Polynomring Z['q] C Q('q) liegen. Hinweis: Man finde eine induktive Beschrei-
bung der Art, wie sie dem Pascal’schen Dreieck zugrunde liegt.

2.9 Symmetrische Polynome

Definition 2.9.1. Sei £ ein Ring. Fiir jede Permutation ¢ € §,, setzen wir die
Identitit auf & fort zu einem Ringhomomorphismus

g . ]{T[Xl,,Xn] — k}[Xl,,Xn]
Xi — Xo(i)

Ein Polynom f € k[X7,..., X, ] heiBt symmetrisch, wenn gilt f = of Vo €
S,,. Die Menge aller symmetrischen Polynome ist ein Teilring des Polynomrings
k[X1,...,X,]. Wir notieren ihn k[ X1, ... X, ]5".

2.9.2. Operiert ganz allgemein eine Gruppe GG auf einem Ring R durch Ringho-
momorphismen, so bilden die G-Invarianten stets einen Teilring R, den soge-
nannten Invariantenring.
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2.9.3. Operiert eine Gruppe G auf einem Ring R durch Ringhomomorphismen, so
operiert unsere Gruppe natiirlich auch auf dem Polynomring iiber R in einer oder
sogar in mehreren Verédnderlichen. Die Invarianten des Polynomrings fallen dann
mit dem Polynomring iiber dem Invariantenring zusammen, in Formeln R[T]¢ =
RE(T).

Beispiele 2.9.4. Das Produkt X; ... X, und die Summe X; + ...+ X, sind sym-
metrische Polynome. Allgemeiner definieren wir die elementarsymmetrischen
Polynome in n Verinderlichen s;(X1,...,X,) € Z[Xy,...,X,]°" durch die
Identitt

(TH+X)(T+Xs)...(T+X,) =T "+ 5T+ 5T 2 ...+ 5,

im Ring Z[ X1, ..., X,)][T]|5 = Z[X1, ..., X,,]°*[T], so daB wir also haben

si= ) (H)g)

[[|=i \jel

Die Summe lduft iiber alle i-elementigen Teilmengen I C {1,...,n}. Speziell
ergibt sich S1 = X1 +... +Xn und So = X1X2 +X1X3 +... +X1Xn +X2X3 +
...+X2Xn+...+Xn_1Xnundsn :Xan

2.9.5. Gegeben ein kommutativer Ring k sind fiir beliebige (;,...,(, € k die
Koeffizienten des Polynoms [ [, (7'~ ;) € k[T per definitionem die elementar-
symmetrischen Polynome in den (—¢;). Grob gesprochen sind also ,,die Koeffizi-
enten eines Polynoms bis auf Vorzeichen die elementarsymmetrischen Polynome
in seinen Nullstellen®.

Satz 2.9.6 (iiber symmetrische Polynome). Alle symmetrischen Polynome sind
polynomiale Ausdriicke in den elementarsymmetrischen Polynomen, und die ele-
mentarsymmetrischen Polynome s; sind algebraisch unabhdngig. Fiir einen belie-
bigen Ring k haben wir also in Formeln

k?[Xl, N ,Xn]S" = k:['sl, ey Sn]

mit einem ,, Freiheitsstrichlein“ an der erdffnenden Klammer im Sinne unserer
Notation 2.2 4.

Beispiel 2.9.7. Wir haben X3 + X3 + X3 = s? — 35159 + 3s3.

Beispiel 2.9.8. Die Darstellung von (X; — X5)? durch elementarsymmetrische

Polynome ist
(X1 —X5)? = (X1 +X2)2—4X, X,
= 7 —4sy
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Ein quadratisches Polynom 7% — pT + q = (T — {)(T — &) mit Koeffizienten
p, q und Nullstellen (, ¢ in einem Integrititsbereich £ hat also genau dann eine
doppelte Nullstelle ( = &, wenn gilt

0 =p* —4q

In diesem Spezialfall 1duft unsere Argumentation darauf hinaus, fiir unsere p, q
die Identitdt (¢ — £)? = (¢ + £)? — 4¢€ = p? — 4q zu zeigen, was nicht schwer
nachzurechnen ist.

Beweis. Da die symmetrischen Polynome einen Ring bilden, folgt aus sy, ...,

sy € k[X1,..., X,]% sofort k[X;,..., X,]%" D k[si,...,s,]. Fir das weitere
verwenden wir die Multiindexnotation wie in [ ] und vereinbaren fiir
einen Multiindex o = (ay, ..., ) € N die Abkiirzung

X = X0, XOon

Um nun die umgekehrte Inklusion C zu zeigen, betrachten wir auf N" die lexiko-
graphische Ordnung, also etwa (5,1,3) > (4,7,1) > (4,7,0) > (4,6,114) im
Fall n = 3. In Formeln ist sie induktiv definiert durch

(al,...,an)Z(ﬂl,...,ﬁn) = Oél>ﬁ1
oder

ap :Bl und(a%”‘aan) Z (527"'7677,)‘

Beziiglich dieser Ordnung besitzt jede nichtleere Teilmenge von N” ein kleinstes
Element. Fiir ein von Null verschiedenes Polynom 0 # f = > ¢, X nennen wir
das grofte o € N™ mit ¢, # 0 seinen ,,Leitindex*. Zum Beispiel hat das i-te ele-
mentarsymmetrische Polynom s; den Leitindex (1,...,1,0,...,0) mit ¢ Einsen
vorneweg und dann nur noch Nullen. Gélte unsere Inklusion C nicht, so konn-
ten wir unter allen symmetrischen Funktionen auBerhalb von k[sy, ..., s,] ein f
mit kleinstmoglichem Leitindex o wihlen. Wegen f = > ¢, X symmetrisch gilt
Co = Cg, falls sich die Multiindizes o und 3 nur in der Reihenfolge unterscheiden.
Der Leitindex von f hat folglich die Gestalt

a=(ag,...,ap)mitag > ... > ay,
Dann hat das Produkt
g = s71TO2sg2TAs g T gl

denselben Leitindex wie f und den Koeffizienten Eins vor dem entsprechenden
Monom. Die Differenz f —c,g ist folglich entweder Null oder hat zumindest einen
echt kleineren Leitindex, gehort also zu k[sy, ..., s,|. Dann gehort aber auch f
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selbst zu k[sy, . .., s,,] im Widerspruch zu unseren Annahmen. Um schlieBlich die
lineare Unabhingigkeit der Monome s]' ... s in den elementarsymmetrischen
Funktionen zu zeigen beachten wir, dal diese Monome paarweise verschiedene
Leitindizes haben. Ist nun eine Linearkombination mit Koeffizienten in k£ unserer
Monome null, so notwendig auch der Koeffizient des Monoms mit dem groBten

Leitindex, und dann induktiv alle Koeffizienten aller Monome. O
Definition 2.9.9. Gegeben ein Multiindex « = («, . .., «;,) € N” verwenden wir
wie in [ ] die Notation

lal == a1+ ...+,

Ein Polynom in mehreren Veridnderlichen mit Koeffizienten in einem beliebigen
Ring heifit homogen vom Grad d, wenn es eine Linearkombination von Mono-
men X ist mit |«| = d, in Formeln

f= ZCQXO‘

laf=d

Nennt man ein Polynom einfach nur homogen, so ist gemeint, da3 es einen Grad
d gibt derart, da3 unser Polynom homogen ist vom Grad d. Das Nullpolynom ist
homogen von jedem Grad, aber jedes von Null verschiedene homogene Polynom
ist homogen von genau einem Grad. Das Produkt zweier homogener Polynome
ist wieder homogen, und ist unser Produkt nicht Null, so ist sein Grad die Summe
der Grade der Faktoren. Gegeben ein nicht notwendig homogenes Polynom g =
> 0 CaX heilit Zla\: 4 CaX“ seine homogene Komponente vom Grad d. Jedes
Polynom ist mithin die Summe seiner homogenen Komponenten, und fast alle
dieser homogenen Komponenten sind Null.

Beispiel 2.9.10. Das Polynom X3Y3Z + X275 — 98X*Y Z? ist homogen vom
Grad 7. Ein elementarsymmetrisches Polynom s, ist stets homogen vom Grad d.

Beispiel 2.9.11 (Diskriminante eines kubischen Polynoms). Wir versuchen, A =
(X = Y)(Y — Z2)*(Z — X)? durch elementarsymmetrische Funktionen auszu-
driicken, wo ich statt X7, Xo, X3 iibersichtlicher X, Y, Z geschrieben habe. Unser
Polynom ist homogen vom Grad 6 und das i-te elementarsymmetrische Polynom
s; ist homogen vom Grad 7. Wir machen also den Ansatz

A = AsS + Bsisy + Osiss + Dsisy + Esysos3 + Fsy + Gs3

Hier haben wir die Summanden nach ihren Leitindizes geordnet. Da in A keine
Monome X° oder X®Y vorkommen, gilt A = B = 0. Setzen wir Z = 0, so folgt

(XY)2(X?=2XY +YH) = D(X + Y))(XY)? + F(XY)?
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und damit D = 1 und /' = —4. Wir kommen so zu einer Darstellung der Form
A = Cs3s3 + 5755 + Esi5983 — 455 + G5

Zihlen wir die Monome XY Z auf beiden Seiten, so folgt C = —4. Setzen wir
jetzt fiir (XY, Z) speziell die Werte (1,1, —1) und (2, —1, —1) ein, so erhalten
fiir (s1, s9, s3) die Werte (1, —1, —1) und (0, —3,2) und finden

4414+ E+G+4=0=4G+4-27
Daraus folgt sofort G = —27, ' = 18, und dann als Endresultat
A = 5755 — 45353 + 18515953 — 453 — 2753

Ein kubisches Polynom 7% + aT? + bT + ¢ = (T + a)(T + B)(T + ) mit
Koeffizienten a, b, c und Nullstellen —«, — 3, — in einem Integritétsbereich k hat
also mehrfache Nullstellen genau dann, wenn gilt

0 = a?b? — 4a’c + 18abc — 4b> — 272

Man nennt das Negative Az := —A dieses Ausdrucks in den Koeffizienten die
Diskriminante. Das Vorzeichen fithren wir hier nur ein, um keine Unstimmig-
keiten mit unserer allgemeinen Definition 2.9.14 aufkommen zu lassen. Es sind
jedoch auch andere Konventionen in Gebrauch.

2.9.12 (Ursprung der Terminologie). Die Bezeichnung ,,.Diskriminante wird
verstindlich, wenn man mehrfache Nullstellen ansieht als ,.,eigentlich verschie-
dene‘ Nullstellen, die nur ungliicklicherweise zusammenfallen und deshalb nicht
mehr voneinander unterschieden oder lateinisierend ,,diskriminiert* werden kon-
nen.

2.9.13. Ist speziell T° + pT + ¢ = (T — «)(T — B)(T — ) ein Polynom mit
Nullstellen «, 3, v ohne quadratischen Term, so ergibt sich fiir die Diskriminante
die Formel

—(a=B)*(B—7)(y — ) =4p* + 27¢°

Satz 2.9.14. Es gibt genau ein Polynom, genannt die n-te Diskriminante A, €
Z['ay, ..., a,), mitder Eigenschaft, dafy beim Einsetzen derjenigen Polynome a; €
Z['Cy, - .., ¢yl die durch die Identitiit T"+a, T" ' +. . +a, = (T+¢1) ... (T+¢,)
gegeben werden, im Polynomring Z[' (1, . . ., (| gilt

Ay(ay, ... a,) = H(C, - )

i#]
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Beweis. Unser Produkt ist offensichtlich symmetrisch und 146t sich nach 2.9.6
folglich eindeutig schreiben als Polynom in den elementarsymmetrischen Poly-
nomen. O

2.9.15. Fiir jeden kommutativen Integrititsbereich k£ und jedes normierte Polynom
T+ a,T" ' + ... 4+ a, im Polynomring k[T, das in k[T] vollstindig in Line-
arfaktoren zerfillt, sind fiir die eben definierte Diskriminante A,, offensichtlich
gleichbedeutend:

1. Ay(aq,...,a,) =0;
2. Das Polynom 7™ + a; 7"~ + ... + a,, hat mehrfache Nullstellen.

Man nennt das Element A, (ay,...,a,) € k auch die Diskriminante des nor-
mierten Polynoms 7" + ;7" ! + ... + a,. Eine explizite Formel fiir die Diskri-
minante geben wir in 3.9.23.

Ubungen

Ubung 2.9.16. Was ist die Summe der A} + A3 + A3 + \} dritten Potenzen der vier
komplexen Nullstellen )i, ..., \s des Polynoms X% +3X3 — 5X2 + X +1?

Ergiinzende Ubung 2.9.17. Man zeige fiir symmetrische Polynome im Fall n > k
die Identitét

sop( X1, Xy, = X1, =X, = (—1)Psp(XZ, .., X

Ergiinzende Ubung 2.9.18. Man zeige, daB die Polynome P € Z[X, Y], die bei
Vertauschung von X und Y in ihr Negatives tibergehen, gerade die Produkte von
(X —Y) mit symmetrischen Polynomen sind.

Erginzende Ubung 2.9.19. Sei k ein Korper einer von Zwei verschiedenen Cha-
rakteristik. Ein Polynom f € k[Xj, ..., X,] heit antisymmetrisch genau dann,
wenn gilt o f = sgn(o)f Vo € S,. Man zeige, daB} die antisymmetrischen Po-
lynome genau die Produkte von [];_;(X; — X;) mit symmetrischen Polynomen
sind. Hinweis: [ ] . Man zeige dasselbe auch allgemeiner im Fall eines
faktoriellen Rings k einer von Zwei verschiedenen Charakteristik.

Erginzende Ubung 2.9.20. Ist der Koeffizientenring k ein unendlicher Integritiits-
bereich, so ist ein Polynom f € k[X7, ..., X,,] homogen vom Grad d genau dann,
wenn gilt

FOX1, . AX,) = M f(X,.. ., X)) VYAek

Ubung 2.9.21. Man stelle X* + Y4 + Z4 + W* als Polynom in den elementar-
symmetrischen Polynomen dar.
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Ergiinzende Ubung 2.9.22. Ist R ein Kring mit einer Primzahl p als Charakteristik,
so bilden die Elemente a € 2 mit a” = a einen Teilring.

Ergiinzende Ubung 2.9.23. Der Ring der symmetrischen Funktionen in n Ver-
dnderlichen mit Koeffizienten aus Q wird auch als Ring erzeugt von Q und den
Potenzsummen X7 + ...+ X" fiir 1 < k < n. Eine (n x n)-Matrix A iiber einem
Korper der Charakteristik Null ist nilpotent genau dann, wenn fiir die Spuren ihrer
Potenzen gilt

0=tr(A) =tr(4%) =... = tr(4")

Ubung 2.9.24. Man zeige: Die Darstellung eines symmetrischen Polynoms vom
Grad d durch elementarsymmetrische Polynome ist dieselbe fiir jede Zahl von
Variablen > d. Zum Beispiel impliziert unsere Formel X7 + X35 + X3 = s —
35182+ 353, daB auch in 14 Variablen gilt X3 + X3 +. ..+ X}, = 53 — 35159+ 3s3.

Ubung 2.9.25. Sei k ein Korper und seien f, g € k[X, Y]\0 teilerfremde homoge-
ne Polynome der Grade m und n. Man zeige, daf} sich jedes homogene Polynom
h vom Grad m + n — 1 eindeutig schreiben 146t als h = a f 4+ bg mit @ homogen
vom Grad n — 1 und b homogen vom Grad m — 1. Hinweis: 2.5.16.

2.10 Schranke von Bézout*

Definition 2.10.1. Sei k£ ein Korper. Ein Polynom in zwei Veridnderlichen f €
k[X, Y] konnen wir in eindeutiger Weise schreiben in der Gestalt f = ) ¢,, X?Y?
mit ¢,, € k. Wir definieren den Grad oder genauer Totalgrad von f durch die
Vorschrift

grad f = sup{p + q | cpq # 0}

Speziell geben wir im Lichte von [ ] dem Nullpolynom den Grad —oo.
Analog definieren wir auch den Grad eines Polynoms in beliebig vielen Veridnder-
lichen.

Satz 2.10.2 (Schranke von Bézout). Sei k ein Korper und seien im Polynomring
k[ X, Y| zwei von Null verschiedene teilerfremde Polynome f, g gegeben. So haben
f und g in der Ebene k* hichstens (grad f)(grad g) gemeinsame Nullstellen.

Vorschau 2.10.3. Ist k = k algebraisch abgeschlossen und zihlt man die gemein-
samen Nullstellen von f und g mit geeignet definierten Vielfachheiten und nimmt
auch noch die ,,Nullstellen im Unendlichen‘ mit dazu, so haben f und g in diesem
verfeinerten Sinne sogar genau (grad f)(grad g) gemeinsame Nullstellen. Mehr
dazu konnen Sie in der algebraischen Geometrie [ ] lernen.

Beispiel 2.10.4. Ist eines unserer beiden Polynome von der Gestalt a,, X" + ... +
a1 X +ao—Y und seine Nullstellenmenge mithin der Graph des Polynoms a,, X"+
... 4+ a1 X + qg in einer Verdnderlichen, so kann man diese Schranke schnell
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Zwei verschiedene Ellipsen schneiden sich in hochstens vier Punkten. In der Tat
sind sie jeweils Nullstellenmengen von Polynomfunktionen vom Totalgrad Zwei,
so daB} wir das unmittelbar aus der Schranke von Bézout folgern konnen.
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einsehen: Man setzt einfach in das andere Polynom Y = a, X" + ... + a1 X + qg
ein und erhilt ein Polynom in X, das eben nur hochstens so viele Nullstellen
haben kann, wie sein Grad ist.

Beweis. Sicher reicht es, wenn wir unsere Schranke zeigen fiir geeignet trans-
formierte Polynome f o o, g o ¢ mit ¢ € GL(2;k) als da heiBt ¢ : k? = k?
linear. Wir interessieren uns hier insbesondere fiir die Scherungen ¢, : k? — k2,
(z,y) — (z+Ay,y) mit A € k. Gegeben f € k[X, Y] ein Polynom vom Totalgrad
grad f = n enthélt f o, fiir alle A € k mit hochstens endlich vielen Ausnahmen
einen Term cY™ mit ¢ # 0. Das ist formal leicht einzusehen und entspricht der
anschaulichen Erkenntnis, daf3 ,,das Nullstellengebilde von f nur hochstens end-
lich viele Asymptoten besitzt*. Wir wissen nach 2.7.16 schon, daf} unsere beiden
Polynome hochstens endlich viele gemeinsame Nullstellen haben konnen. Ist k&
unendlich, und jeder Korper £ 148t sich notfalls in den unendlichen Korper k()
einbetten, so finden wir nun A € k derart, dal unsere transformierten Polynome
fopxbzw. gop, beide Monome der Gestalt cY™™ bzw. dY ™ mit ¢ # 0 # d enthal-
ten, fiir n = grad f, m = grad g, und dal} zusitzlich die gemeinsamen Nullstellen
unserer transformierten Polynome paarweise verschiedene z-Koordinaten haben.
Anschaulich gesprochen bedeutet das, dal wir die y-Achse so kippen, daf} keine
unserer Nullstellenmengen ,.einen in Richtung unserer gekippten y-Achse ins Un-
endliche gehenden Teil hat* und daf jede Parallele zu unserer gekippten y-Achse
hochstens eine gemeinsame Nullstelle unserer beiden Polynome trifft. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit diirfen wir also annehmen, dafl unsere Polynome f
und g die Gestalt

f = Y"+a,(X)Y" ! . +a,(X)
g = Y™+ b (X)Y™ 4 +0,(X)

haben mit a;, b; € k[X], grad a; < i, grad b; < j, und daB dariiber hinaus die ge-
meinsamen Nullstellen von f und g paarweise verschiedene z-Koordinaten haben.
Die z-Koordinaten gemeinsamer Nullstellen sind aber genau die Nullstellen der
im folgenden definierten ,,Resultante R(f,g) € k[X], und in 2.10.9 zeigen wir,
daf} diese Resultante als Polynom in X hochstens den Grad nm hat. Das beendet
dann den Beweis. [

Satz 2.10.5 (iiber die Resultante). Gegeben m,n > 0 gibt es genau ein Po-
lynom mit ganzzahligen Koeffizienten in n + m Verdnderlichen, sagen wir R €
Zl'ay,...,an, by, ... by derart, daf3 unter der Substitution der a; und b; durch
diejenigen Elemente von Z'Cy, . . ., (n, &1,y - - -, &), die erkliirt sind durch die Glei-
chungen

T"+aT" ' +.. . +a, = (T+¢)...(T+¢),
T+ b, T™  + ... + b, (T+&)...(T+&n),

70



Das Nullstellengebilde von f = Y3 + ay(X)Y? + ...+ ao(X) als
durchgezognene und von g = Y2 + by (X)Y + ... + by(X) als gestrichelte
Linien. Uber jedem Punkt der z-Achse liegen genau drei bzw. zwei Losungen
von f bzw. g.
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im Polynomring in den (; und §; gilt

R(al,...an,bl,...,bm)z H (gz_gj)

i=1,j=1

Definition 2.10.6. Gegeben normierte Polynome f(T) = T"+a;T" ' +... +a,
und g(T) = T™+b,T™ ' +. . . +b,, mit Koeffizienten in einem Kring & benutzen
wir die Abkiirzung

R(ai,...,an,b1,...,by) = R(f,g)
und nennen dies Element von £k die Resultante von f und g.

2.10.7 (Bedeutung der Resultante). Ist & = k ein algebraisch abgeschlosse-
ner Korper, so verschwindet die Resultante von zwei normierten Polynomen mit
Koeffizienten in %k per definitionem genau dann, wenn die beiden Polynome eine
gemeinsame Nullstelle haben. Im allgemeinen verschwindet die Resultante jeden-
falls, wann immer die beiden Polynome eine gemeinsame Nullstelle haben.

Beispiel 2.10.8. Im Fall m = n = 2 folgt aus 72 + a; T + a5 = (T — ()(T — ()
und 72 + 01T + by = (T — &) (T — &) unmittelbar

as = C1G2, a1 = ¢ + G,
by = §1&, by =& + &,

Eine kurze Rechnung liefert dann

(G = &) (G — &) (G — &) (G — &) = (ag — ba)? — (a2 + ba)arby + asbi + byai

Der Ausdruck rechts in den Koeffizienten ist also die Resultante der Polynome
f(T)=T?+ a,T + asund g(T) = T? + by T + by. Zum Beispiel sehen wir, daB
im Fall a; = b; unsere Polynome f und ¢ in einem algebraisch abgeschlossenen
Korper genau dann eine gemeinsame Nullstelle haben, wenn gilt a; = b,. Das hiit-
ten wir natiirlich auch so schon gewuf3t, aber es ist doch ganz beruhigend, unseren
Argumenten mal in einem iiberschaubaren Spezialfall bei der Arbeit zugesehen
zu haben.

Beweis. Das Polynom [["7 . (G — &) € Z[C1, .-, Gal[61, - - - €] ist symme-
trisch in den ¢; und liegt nach 2.9.6 folglich in

Z[Chy- . Gallbry e o] = Z[by, . ] [C -, Gl

Unser Polynom ist aber auch symmetrisch in den (;, folglich liegt es wieder nach
2.9.6 sogar in Z[by, ..., by][a1, ..., ay]. O
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2.10.9 (Grad der Resultante). Wir zeigen nun noch die Behauptungen fiir den
Grad der Resultante, die beim Beweis fiir die Schranke von Bézout benotigt wur-
den. Als Polynom in Z[(3, ..., (s, &1, - - -, &m] ist die Resultante ja offensichtlich
homogen vom Grad mn. Dahingegen sind die a; € Z[(1, ..., (,] homogen vom
Grad ¢ und die b; € Z[¢y, . .., &) homogen vom Grad j. Aus der algebraischen
Unabhingigkeit der elementarsymmetrischen Polynome folgt, dal ein Monom
a}'...a}b .. b nur dann mit von Null verschiedenem Koeffizienten in der
Resultante auftauchen kann, wenn gilt

Setzen wir hier insbesondere fiir a; gewisse a;(X) € k[X] vom Grad < 7 und fiir
b; gewisse b;(X) € k[X] vom Grad < j ein, so ist die Resultante ein Polynom in

k[X] vom Grad < mn.

Erginzung 2.10.10 (Die Resultante als Determinante). Sei M/ die Matrix aus
nebenstehendem Bild. Eine explizite Formel fiir die Resultante ist

R(al,...,an,bl,...,bm):detM

Um das einzusehen, kann man wie folgt argumentieren: Gegeben zwei normierte
nicht konstante Polynome f, g € k[T| mit Koeffizienten in einem Korper & sind
ja gleichbedeutend:

(1) Unsere beiden Polynome sind teilerfremd in k[T7;

(2) Es gibt Polynome p, ¢ mit degp < degg und degq < deg f, fiir die gilt
pf+ag=1

In der Tat ist (2) = (1) offensichtlich und (1) = (2) folgt unmittelbar aus dem
abstrakten chinesischen Restsatz 2.3.4, wenn wir etwa das Urbild kleinsten Gra-
desvon (0,1) € R/(f) x R/(g) in R aufsuchen. Insbesondere sehen wir so, daf} p
und q bereits eindeutig bestimmt sind, wenn es sie denn gibt. Nun kdnnen wir die
Gleichung pf + gqg = 1 als ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten
von p und ¢ auffassen, und die Matrix dieses Systems ist dann genau die oben
gegebene Matrix, wie der Leser leicht selbst einsehen wird. Genau dann ist also
unser System eindeutig 16sbar, wenn die Determinante der fraglichen Matrix nicht
Null ist. Genau dann verschwindet also diese Determinante, wenn f und ¢ nicht
teilerfremd sind, und im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers £ ist das
gleichbedeutend dazu, dal f und ¢ eine gemeinsame Nullstelle haben. Speziell
erkennen wir so mit [LLA 1] , daB das Polynom [[((; — &;) in Q[(;, &;] unsere
Determinante teilt, wenn wir sie zu den Polynomen aus 2.10.5 mit Koeffizien-
ten in Q[(;, &;] bilden. Wir erkennen sogar genauer, dafl unsere Determinante bis
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Die Matrix M, deren Determinante die Resultante liefert.
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auf eine von Null verschiedene Konstante ein Produkt von Faktoren ((; — &;) ist,
wobei jeder Faktor mindestens einmal vorkommt. Daf} hier keine Faktoren mehr-
fach auftreten und dal} die besagte von Null verschiedene Konstante eine Eins ist,
konnen wir unschwer priifen, indem wir alle ¢; Null setzen.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.10.11. Zwei beliebige homogene Polynome f(X,Y) =
ap X" +a1 X" Y +. . +a,Y"und g(X,Y) = bo X" +0, XY +. . +b, Y™ mit
Koeffizienten in einem algebraisch abgeschlossenen Korper £ haben genau dann
eine gemeinsame Nullstelle au3erhalb des Ursprungs, wenn die Determinante der-
jenigen Variante der nebenstehenden Matrix verschwindet, die entsteht, wenn wir
die erste Reihe von Einsen durch ay und die zweite Reihe von Einsen durch b
ersetzen. Diese Determinante heifit dann auch die Sylvester-Determinante.
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3 Mehr zu Korpern

3.1 Grundlagen und Definitionen

Beispiele 3.1.1. Ein Korper ist nach [ ] ein kommutativer von Null
verschiedener Ring, in dem jedes Element ungleich Null eine Einheit ist. Aus
den Grundvorlesungen bekannt sind die Korper R und C der reellen und komple-
xen Zahlen sowie der Korper QQ der rationalen Zahlen. Allgemeiner haben wir in
[ ] zu jedem kommutativen Integrititsbereich R seinen Quotientenkorper
Quot R konstruiert, zum Beispiel ist Quot Z = Q unser Korper der rationalen
Zahlen und Quot K[X] = K(X) der Funktionenkorper iiber einem gegebenen
Korper K. Weiter ist nach 2.5.5 der Restklassenring R/pR von einem Haupt-
idealring nach dem von einem irreduziblen Element p € R erzeugten Ideal ein
Korper, speziell die Restklassenringe F,, = Z/pZ fiir p eine Primzahl in Z und
K[X]/(P) fir P € K[X] ein irreduzibles Polynom im Polynomring K[X] tiber
einem Korper K.

Definition 3.1.2. Eine Teilmenge eines Korpers heiflt ein Unterkorper, wenn
sie so mit der Struktur eines Korpers versehen werden kann, daf} die Einbettung
ein Korperhomomorphismus ist. Gleichbedeutend ist die Forderung, da3 unsere
Teilmenge ein Teilring und mit der induzierten Ringstruktur ein Korper ist.

3.1.3. Sicher ist ein beliebiger Schnitt von Unterkorpern eines Korpers wieder ein
Unterkorper. Ist K ein Korper und 7' C K eine Teilmenge, so heifit der kleinste
Unterkorper von K, der 7' enthilt, der von 7' erzeugte Unterkorper. Den kleins-
ten Unterkorper von K, in anderen Worten den von der leeren Menge T = ()
erzeugten Unterkorper, nennt man den Primkorper von K.

3.1.4. Fiir jeden Korper K erinnern wir uns aus [ ] an die Definition
seiner Charakteristik, eines Elements (char K') € N, durch die Identitit

ker(Z — K) =7 - (char K)

Hier meint Z — K den nach [ ] eindeutig bestimmten Ringhomomor-
phismus von Z nach K.

3.1.5 (Diskussion der Charakteristik). Die Charakteristik ist also Null, wenn
das neutrale Element der multiplikativen Gruppe K als Element der additiven
Gruppe (K, +) unendliche Ordnung hat, und ist sonst genau diese Ordnung. Gibt
es demnach in noch anderen Worten eine natiirliche Zahl d > 0 derart, daf} in
unserem Korper K gilt 1 + 14 ... 4+ 1 = 0 (d Summanden), so ist das kleinst-
mogliche derartige d > 0 die Charakteristik d = char K von K, und gibt es kein
derartiges d, so hat K die Charakteristik Null.
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Lemma 3.1.6 (Kleinster Unterkorper eines Korpers). Die Charakteristik eines
Korpers ist entweder Null oder eine Primzahl und es gilt:

char K =0 < Der kleinste Unterkorper von K ist isomorph zu Q;
char K =p >0 < Der kleinste Unterkorper von K ist isomorph zu I,

Beweis. Sei d = char K. Da wir eine Inklusion Z/dZ — K haben, muf} Z/dZ
nullteilerfrei sein, also ist die Charakteristik eines Korpers nach [ ] ent-
weder null oder eine Primzahl. Im Fall char K’ = p > 0 prim induziert Z — K
unter Verwendung der universellen Eigenschaft des Resklassenrings 2.1.13 oder
spezieller 2.2.5 einen Isomorphismus von F, = Z/pZ auf einen Unterkorper von
K. Im Fall d = 0 induziert Z — K unter Verwendung der universellen Eigen-

schaft des Quotientenkorpers [ ] einen Isomorphismus von Q = Quot Z
auf einen Unterkorper von K. Man priift leicht, da3 die Bilder jeweils die kleins-
ten Unterkorper von K sind. [

3.2 Korpererweiterungen

Definition 3.2.1. Eine Korpererweiterung ist ein Paar L D K bestehend aus
einem Korper L mit einem Unterkorper /. So ein Paar L O K nennt man dann
auch eine Korpererweiterung von /X. Man schreibt statt L O K meist L /K und
nennt ' den Grundkorper und L den Erweiterungskorper oder Oberkorper
der Korpererweiterung. Von einer echten Korpererweiterung fordern wir zusitz-
lich, dal der Erweiterungskorper nicht mit dem Grundkorper zusammenfillt.

Beispiele 3.2.2. Ein Grundbeispiel ist die Korpererweiterung C O R. Das Beispiel
C(X) D C(X?) zeigt, daB es auch bei einer echten Korpererweiterung durchaus
vorkommen kann, daf es einen Korperisomorphismus zwischen Grundkérper und
Oberkorper gibt. In diesem Beispiel ist mit C(X?) der Quotientenkorper des Rings
der geraden Polynome C[X?] C C[X] gemeint.

Vorschau 3.2.3. In 3.8.7 werden wir unsere Definition abdandern und eine Kor-
pererweiterung als Synonym fiir einen Kérperhomomorphismus erklidren. Zum
jetzigen Zeitpunkt fiihrt dieser Standpunkt jedoch noch nicht zu mehr Klarheit,
sondern vielmehr nur zu einer unnotig aufgeblidhten Notation, unter der das Ver-
standnis, so fiirchte ich, mehr leidet als unter einer spiteren Umwidmung des
Erweiterungs-Begriffs.

Definition 3.2.4 (Erzeugung von Korpererweiterungen). Gegeben eine Kor-
pererweiterung L/ K und Elemente des Erweiterungskorpers a, . .., «, € L be-
zeichnet man mit K («q, ..., a,) C L den von K und den «; erzeugten Unterkor-
per von L. Erist im allgemeinen verschieden von dem von K und den «; erzeugten
Teilring K[y, ..., a,] C L. Eine Korpererweiterung L/ K heifie korperendlich,
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wenn der Erweiterungskorper iiber dem Grundkorper als Korper endlich erzeugt
ist, wenn es also in Formeln endlich viele Elemente o, . .., a,, € L gibt mit

L=K(a,...,a)

3.2.5 (Diskussion der Notation). Das Symbol K (X ) kann nun leider auf zweier-
lei Weisen interpretiert werden: Einerseits als der Quotientenkorper des Polynom-
rings K [X] tiber K in einer Verdnderlichen X, andererseits als der von K und ei-
nem weiteren Element X in einem groferen Korper L erzeugte Unterkorper. Wie
viele Autoren benutzen wir nach Moglichkeit grole Buchstaben vom Ende des Al-
phabets fiir die ,,algebraisch unabhéngigen* Variablen in einem Funktionenkorper,
also im ersten Fall, und kleine Buchstaben fiir Elemente einer bereits gegebenen
Korpererweiterung, also im zweiten Fall. Wollen wir die Freiheit unserer Verin-
derlichen besonders betonen, so setzen wir wie in 2.2.4 ein ,,Freiheitsstrichlein®
oben an die eroffnende Klammer und schreiben K ('X) fiir den Funktionenkorper
in einer Variablen X.

Ergdnzung 3.2.6. Gegeben Korper K C L und eine Teilmenge 7' C L bezeichnen
wir mit K(7T") C L auch den von K und 7" in L erzeugten Teilkorper und nennen
ihn den iiber K von 7" erzeugten Teilkorper von L. Wenn wir besonders betonen
wollen, da} hier 7" eine Teilmenge von L ist und nicht etwa ein Element von
L, schreiben wir auch ausfiihrlicher K (,7"). Gegeben Korper K C L und eine
Teilmenge 7" C L kann der von K und T erzeugte Teilkorper K (,7) C L von
L beschrieben werden als die Vereinigung aller von endlichen Teilmengen von 7
iiber K erzeugten Teilkoper, in Formeln

K= |J Kla,... 4

Beispiele 3.2.7. Wir haben R(i) = R[i] = C und Q[v/2] = Q(\/2), aber K[ X] #
K('X), der Polynomring ist namlich verschieden von seinem Quotientenkdrper.

Ubungen

Ubung 3.2.8. Alle Elemente von Q(+/2) lassen sich eindeutig schreiben in der
Form a + by/2 mit a,b € Q, vergleiche [GR] . Man schreibe das Inverse
von 7 + /2 in dieser Form.

Ubung 3.2.9. Man zeige v/5 ¢ Q(/2).

Ubung 3.2.10. Gegeben a,b € Q* zeige man, daB gilt Q(y/a) = Q(+/b) genau
dann, wenn a/b in Q ein Quadrat ist.
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Ubung 3.2.11. Sei L/K eine Korpererweiterung und seien P,Q € K|[X] tei-
lerfremd in K[X]. So haben P und ) auch in L keine gemeinsame Nullstelle.
Hinweis: Unser Polynomring ist ein Hauptidealring. Nun verwende man ein Ana-
logon des Satzes von Bezout. Weitergehende Aussagen in Richtung dieser Ubung
faB3t Proposition 3.9.10 zusammen.

Ergdnzung 3.2.12. Sehr viel allgemeiner kann man fiir paarweise verschiedene
Primzahlen p, q, . . . w und beliebige n, m, ..., r > 2 zeigen, daB gilt

P& QY- VW)

Das und vieles weitere in dieser Richtung lernt man in der algebraischen Zahlen-
theorie, die auf dieser Vorlesung aufbaut.

Ubung 3.2.13. Seien K ein Koérper und P € K[X]\K ein nichtkonstantes Poly-
nom. So ist der Ringhomomorphismus K[Y] — K[X]| mit Y — P injektiv und
die davon induzierte Korpererweiterung K (Y) < K (X) hat als Grad den Grad
von P.

3.3 Elemente von Korpererweiterungen

Definition 3.3.1. Sei L/K eine Korpererweiterung und o € L. Gibt es ein vom
Nullpolynom verschiedenes Polynom 0 # @) € K[X] mit Q(«) = 0, so heifit «
algebraisch iiber K. Sonst heifit « transzendent iiber & . Unter einer algebrai-
schen beziehungsweise transzendenten Zahl versteht man eine komplexe Zahl,
die algebraisch beziehungsweise transzendent ist iiber dem Korper der rationalen
Zahlen. Ein berithmter Satz von Lindemann besagt, daf die Kreiszahl 7 € R tran-
szendent ist iiber dem Korper (Q der rationalen Zahlen, vergleiche [ ]

3.3.2. Gegeben eine Korpererweiterung L /K und ein Element o € L betrachten
wir die Auswertungsabbildung

K[X] - L
Q = Qo)
Ist « transzendent, so ist diese Abbildung injektiv und induziert nach der uni-
versellen Eigenschaft des Quotientenkorpers [ ] einen Isomorphismus

K(X) = Quot K[X] = K(«) C L. Den anderen Fall klirt der folgende Satz.

Satz 3.3.3 (iiber das Minimalpolynom). Seien L/K eine Kirpererweiterung
und o € L algebraisch iiber K. So gilt:

1. Es gibt in K[X] unter allen normierten Polynomen P mit P(«) = 0 genau
eines von minimalem Grad. Es heifit das Minimalpolynom P = Irr(«, K)
von « iiber K;
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2. Dies Minimalpolynom ist K-irreduzibel und jedes Polynom Q) € K[X] mit
einer Nullstelle bei « ist ein Vielfaches des Minimalpolynoms von «;

3. Gegeben ein normiertes K -irreduzibles Polynom Q € K[X| mit einer Null-
stelle bei « ist () bereits das Minimalpolynom von «;

4. Das Auswerten bei « liefert einen Isomorphismus

K[X]/(Irr(a, K)) = K ()

5. Ist d = grad(Irr(«, K)) der Grad des Minimalpolynoms von « iiber K, so
bilden die Potenzen 1, c, o, . .. ! eine Basis des K -Vektorraums K («).

Beispiel 3.3.4. Wir betrachten die Korpererweiterung C/R. Das Element i € C ist
algebraisch iiber R mit Minimalpolynom Irr(i, R) = X2+ 1. Wir haben R(i) = C
und die Abbildung R[X]| — C mit X > i definiert einen Ringisomorphismus
R[X]/(X? 4+ 1) = C. Die beiden Elemente 1 = i’ und i = i' bilden eine Basis
von C tiber R.

Beweis. Da K[X| nach 2.4.24 ein Hauptidealring ist und da das Auswerten ¢, :
K[X] — L mit Q — Q(«) keine Injektion ist, wir hatten ja o algebraisch iiber
K angenommen, gibt es ein von Null verschiedenes und dann natiirlich auch ein
normiertes Polynom P € K[X] mit ker(p,) = (P). Alle anderen normierten
Polynome aus (P) haben offensichtlich einen Grad, der echt groBer ist als der
Grad von P, und das zeigt bereits den ersten Teil des Satzes. Fiir unser P haben
wir nach 2.2.5 weiter eine Einbettung K[X|/(P) — L, folglich ist K[X]/(P)
ein Integrititsbereich. Nach 2.5.5 ist also P irreduzibel und K[X]/(P) sogar ein
Korper. Dann induziert aber offensichtlich die Einbettung einen Isomorphismus
K[X]/(P) = K(«). Nach 2.1.20 bilden fiir d = grad P die Bilder der Potenzen
1,X,X?% ..., X9 eine Basis von K[X]|/(P) iiber K, und damit bilden dann
auch 1,a, a2, ..., a%! eine Basis von K (o) iiber K. O
3.3.5. Ich will die Irreduzibilitdt des Minimalpolynoms auch noch einmal ganz
explizit begriinden. Wire das Minimalpolynom P ein Produkt P = QR von Po-
lynomen positiven Grades, so gilte Q(«) # 0 # R(«) wegen der Minimalitit des
Minimalpolynoms, und das wiirde wegen der Nullteilerfreiheit unseres Erweite-
rungskorpers sofort zum Widerspruch P(«) # 0 fiihren.

3.3.6. Sei L/K ein Korpererweiterung und o € L. Das Minimalpolynom von «
iber K ist im allgemeinen nur in K [X] irreduzibel, in L[X] spaltet es zumindest
einen Faktor (X — «) ab und ist also reduzibel, es sei denn, wir sind im Fall
a € K.Zum Beispiel ist X3 — 2, da es ja Q-irreduzibel ist, das Minimalpolynom
von v/2 iiber Q und es gilt

Q(V2) = {a+bV2+¢(V2)*| a,b,c € Q}

80



3.3.7. Ist eine Korpererweiterung als Korpererweiterung erzeugt von einem ein-
zigen Element iiber dem Grundkorper, so nennt man sie eine einfache oder auch
eine primitive Korpererweiterung des Grundkorpers und das fragliche Element
heifit ein primitives Element der Korpererweiterung. In dieser Terminologie ge-
ben die vorhergehenden Uberlegungen einen Uberblick iiber die primitiven Erwei-
terungen eines gegebenen Korpers: Bis auf den Funktionenkorper sind das genau
die Quotienten des Polynomrings nach irreduziblen Polynomen. Dabei kdnnen
allerdings verschiedene normierte irreduzible Polynome durchaus zu ,,derselben*
primitiven Korpererweiterung fithren — und was hier genau mit ,,derselben Kor-
pererweiterung gemeint ist, wird im weiteren noch ausfiihrlich diskutiert werden
miissen.

Ubungen

Ubung 3.3.8. Alle Elemente von Q(+/2) lassen sich eindeutig schreiben in der
Form a + by/2 + c(\3/§)2 mit a, b, ¢c € Q. Man schreibe das Inverse von 7 + /2 1in
dieser Form.

Ubung 3.3.9. Gegeben eine Korpererweiterung L/ K und ein Element a € L, das
algebraisch ist iiber K, zeige man, daB das Minimalpolynom Irr(a; K') bis auf
ein Vorzeichen mit dem charakteristischen Polynom nach [ ] des durch
Multiplikation mit a gegebenen Endomorphismus des K -Vektorraums K (a) zu-
sammenfillt. Hinweis: Cayley-Hamilton.

Ubung 3.3.10. Man bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 1 + i
iber R.

Ergiinzende Ubung 3.3.11. Zeigen Sie, daB das Minimalpolynom von +/2 iiber
Q in Q(+/2) nicht in Linearfaktoren zerfillt. Zeigen Sie, daB fiir jede Einheits-
wurzel ¢ das Minimalpolynom von ( iiber Q in Q(¢) in Linearfaktoren zerfillt.
Zeigen Sie, dab fiir ¢ eine nichttriviale dritte Einheitswurzel und K = Q(() das
Minimalpolynom von /2 iiber K in K (\3/5) in Linearfaktoren zerfllt.

Ergiinzende Ubung 3.3.12. Sei K O C eine Korpererweiterung von C. Gilt K #
C, so kann der C-Vektorraum K nicht von einer abzihlbaren Teilmenge erzeugt
werden, d.h. K hat ,,iiberabzihlbare Dimension® iiber C. Hinweis: C ist alge-
braisch abgeschlossen nach [ ] ?? und abzdhlbar viele gebrochen rationale
Funktionen aus C(.X') konnen nur abzihlbar viele Polstellen haben.

Ubung 3.3.13. Seien R O K ein Kring mit einem Teilring, der sogar ein Korper
ist. Genau ist « € R Nullstelle eines von Null verschiedenen Polynoms P &
K[X], wenn K [a] endlichdimensional ist als K -Vektorraum.

Ubung 3.3.14. Sei K ein Koérper und K (X) der Funktionenkérper iiber K. So
sind die Elemente von K die einzigen Elemente von K (.X), die algebraisch sind
iiber K.
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3.4 Endliche Korpererweiterungen

Definition 3.4.1. Gegeben eine Korpererweiterung L/ K ist der Oberkorper L in
natiirlicher Weise ein Vektorraum iiber dem Unterkorper K. Die Dimension von
L als K-Vektorraum notieren wir

IL: K] :=dimg L € NU {oo}

und nennen sie den Grad der Korpererweiterung. Eine Korpererweiterung von
endlichem Grad heifit eine endliche Korpererweiterung.

3.4.2 (Diskussion der Terminologie). Jede endliche Korpererweiterung ist kor-
perendlich im Sinne unserer Definition 3.2.4, aber das Umgekehrte gilt nicht.
Wenn wir einmal Moduln iiber Ringen eingefiihrt haben, werden wir unsere endli-
chen Korpererweiterungen manchmal auch ausfiihrlicher ,,modulendlich* nennen,
um diesen Unterschied zu betonen.

3.4.3 (Grad einer primitiven Korpererweiterung). Ist L /K eine Korpererwei-
terung und o € L algebraisch iiber £, so stimmt nach dem letzten Teil des Satzes
3.3.3 tiber das Minimalpolynom der Grad [K («) : K] der von « erzeugten Kor-
pererweiterung iiberein mit dem Grad grad(Irr(«, K')) des Minimalpolynoms von
« iiber K. Daher rithrt wohl auch die Begriffsbildung des ,,Grades einer Korperer-
weiterung®. Wir vereinbaren fiir diese Zahl die abkiirzende Bezeichnung

grad g (a) = grad(Irr(o, K)) = [K(a) : K]

und nennen sie den Grad von « iiber K.

Ergdnzung 3.4.4 (Diskussion der Notation). Man kann sich fragen, warum man
fiir den Grad einer Korpereweiterung L/K zusitzlich zu dimy L noch eine ei-
gene Notation einfiihren sollte. Meine Antwort auf diese Frage wire, daf} in der
Notation dimg L der Kérper K unten im Index steht und dadurch weniger wichtig
erscheint und schlecht selbst mit Indizes versehen werden kann. Diese Notation
ist deshalb nur fiir das Arbeiten iiber einem festen Korper /K praktisch. Im Zu-
sammenhang der Korpertheorie aber sind alle auftretenden Korper gleichermafen
Hauptdarsteller, und in derartigen Situationen ist eine Notation wie [L : K] ge-
schickter.

Beispiele 3.4.5. Es gilt [Q(v/2) : Q] =2, [C: R] =2, [R : Q] = 0.

Beispiel 3.4.6. Jede endliche Korpererweiterung L/ K eines algebraisch abge-
schlossenen Korpers ist trivial, als da heil3t, es gilt L = K. In der Tat muB} das
Minimalpolynom jedes Elements von L den Grad Eins haben. Eine andere For-
mulierung eines sehr #hnlichen Arguments war Ubung [ ]

Proposition 3.4.7. Sei L/ K eine Korpererweiterung. Fiir o € L sind gleichbe-
deutend:

82



1. « ist algebraisch iiber KK
2. [K(a): K] < oo;
3. Es gibt einen Zwischenkérper K C L' C Lmit [L' : K] < cound o € L.

Beweis. 1 = 2 folgt unmittelbar aus 3.3.3. Die Implikation 2 = 3 ist offen-
sichtlich. Aber falls gilt dimx L' < oo, konnen die Potenzen o von « fiir v =
0,1,2,...nicht K-linear unabhéngig sein, also 3 = 1. [

Definition 3.4.8. Eine Korpererweiterung vom Grad 2 heilit eine quadratische
Korpererweiterung.

Proposition 3.4.9 (Quadratische Korpererweiterungen). Fiir eine Korperer-
weiterung L/ K mit char K # 2 sind gleichbedeutend:

1. L/K ist eine quadratische Korpererweiterung, in Formeln [L : K| = 2.

2. L entsteht aus K durch Adjunktion einer Quadratwurzel, in Formeln L =
K («) fiir ein « € L\K mit o* € K.

Beweis. 2 = 1 ist klar. Fiir die andere Richtung 1 =- 2 beachte man, daf} jedes
B € L\K ja notwendig ein Minimalpolynom P(X) = X? + aX + b vom Grad
zwei hat. Schreiben wir das um zu P(X) = (X + £)* + (b — %), so finden wir

(B+9)2= %—bund das gesuchte avist a = 3 + . O

Ergdnzung 3.4.10. Wir werden in 3.7.1 sehen, daB3 auch der Korper [F; eine Erwei-
terung vom Grad 2 besitzt. Diese Erweiterung entsteht jedoch sicher nicht durch
Adjunktion einer Quadratwurzel, da jedes Element von [y seine eigene Quadrat-
wurzel ist.

Satz 3.4.11 (Multiplikativitiit des Grades). Fiir Korper M D L D K gilt
M : K]=[M: L|[L: K]

Beweis. Wir betrachten nur den endlichen Fall. Sei mg, ..., m, eine Basis von
M iber L und [y, ..., eine Basis von L iiber K. Wir behaupten, dal dann die
Produkte /;m; eine Basis von M iiber K bilden. Natiirlich sind sie ein Erzeugen-
densystem. Gilt andererseits ZZ j kijlim; = 0 mit k;; € K, so folgt zunichst
>, ki;li = 0 fiir alle j aufgrund der linearen Unabhingigkeit der m; iiber L und
dann k;; = O fiir alle 4, j aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der /; tiber K. [

Korollar 3.4.12 (Grade von Elementen in Korpererweiterungen). Gegeben ei-
ne endliche Korpererweiterung ist jedes Element des Oberkorpers algebraisch
iiber dem Unterkorper und sein Grad iiber dem Unterkorper teilt den Grad unse-
rer Korpererweiterung.
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Beweis. Sei L/ K unsere Korpererweiterung und o € L unser Element. Die Kette
LD K(a) D K zeigt[L: K] =[L: K(a)][K(a) : K]. O

Beispiel 3.4.13. Es gilt /2 ¢ Q(+/2). In der Tat sind nach 2.5.13 die Polynome
X? —2und X® — 2 irreduzibel in Q[X], nach 3.3.6 sind sie also bereits die Mini-
malpolynome von /2 bzw. /2, und folglich hat v/2 den Grad 2 iiber Q und 2
den Grad 3.

Korollar 3.4.14. Seien L/K ein Kiorpererweiterung und o, ..., o, € L alge-
braisch iiber K. So ist K (a1, . .., ay) endlich iiber K und insbesondere sind alle
Elemente dieser Korpererweiterung auch algebraisch iiber K.

Beweis. Im Korperturm K C K (o) C K(ag,a0) C ... C K(ay,...,a,) sind
alle Schritte endliche Korpererweiterungen. Nach 3.4.11 ist also auch die ganze
Erweiterung endlich. [

Ubungen

Ergiinzende Ubung 3.4.15. Ist V243 algebraisch iiber Q? Wenn ja, was ist sein
Minimalpolynom iiber Q? Liegt /2 in Q(v/2 + v/3)?

Ergiinzende Ubung 3.4.16. Sei K ein Korper und seien P, Q € K|[X] irreduzibel
mit grad P und grad @ teilerfremd. Sei L. = K(«) eine Korpererweiterung von
K, wobei a € L eine Nullstelle von P ist. Dann ist () auch irreduzibel in L[X].

Hinweis: Wire sonst 3 Nullstelle eines irreduziblen Faktors von @ in L[X], so
hitte K («, ) zu kleinen Grad iiber K, denn es umfaBt K («) und K ().

Ubung 3.4.17. Die durch den Funktionenkorper K (X) iiber einem vorgegebenen
Korper K gegebene Korpererweiterung K (X)/ K ist stets korperendlich, aber nie
endlich.

Ubung 3.4.18. Man zeige fiir jede Korpererweiterung L /K, daB ihr Grad iiber-
einstimmt mit dem Grad der auf den Funktionenkdrpern induzierten Erweiterung,
in Formeln [L : K] = [L(X) : K(X)]. Hinweis: Man ziehe sich auf den Fall
primitiver Erweiterungen zuriick und verwende 2.7.21 und 3.3.14.

3.5 Notationen fiir Erzeugung**
3.5.1. Im folgenden sollen die folgenden Konventionen befolgt werden:

| ) Unsymmetrische Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Monoid an-
zudeuten, manchmal in der Form | , T) im Fall der Verkniipfung T;

() Spitze Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Modul oder Erzeugung
als Gruppe anzudeuten, manchmal in der Form ( ), im Fall von Moduln
tiber einem Ring k;
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[] Eckige Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Kring anzudeuten, all-
gemeiner auch Erzeugung als Ring iiber einem nicht notwendig kommuta-
tiven Ring, aber mit paarweise kommutierenden Erzeugern;

| | Oben offene eckige Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Ring an-
zudeuten, insbesondere im Fall von nicht kommutierenden Erzeugern;

() Runde Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Kérper anzudeuten;

Y, (), 0] [ |, (1) Steht zwischen den Klammern nur ein Symbol und meint
dies Symbol eine Menge von Erzeugern und nicht einen einzigen Erzeuger,
so kann das aber muf} nicht durch ein Ausrufezeichen unten an der eroff-
nenden Klammer angezeigt werden, den Mengenanzeiger;

"), ("),["],|" | Freies Erzeugen als Monoid oder Modul oder Kring oder Krin-
gerweiterung kann aber muf3 nicht durch ein kleines Freiheitsstrichlein
oben an der er6ffnenden Klammer angezeigt werden;

() Im Fall einer Korpererweiterung meint das Freiheitsstrichlein, dafl zwischen
den Klammer algebraisch unabhingige Erzeuger stehen.

Beispiele 3.5.2. Wir schreiben also etwa k['xy,...,x,] = k[xq,...,x,] fiir Po-
lynomring iiber k£ in den Variablen x4, ..., x,. Der freie k-Vektorraum iiber ei-
ner Menge X aus [LA1] kann nun bezeichnet werden kann mit k(].X) =
kE(X) = kX. Ist ein k-Vektorraum M bereits gegeben und X C M eine Teil-
menge, so schreiben wir (,.X); = (X), C M fiir den von X erzeugten Untervek-
torraum, kiirzen ({x1,...,2,})k = (1, ..., 2n)x = k{x1,...,2,) ab und lassen
k ganz weg, wenn wir hoffen, dall es aus dem Kontext hervorgeht oder wenn
Erzeugung als Untergruppe gemeint ist. Allerdings setzen wir nur dann ein Frei-
heitsstrichlein, wenn die Erzeuger linear unabhingig sind. Sind weiter R D k ein
Kring mit einem Teilkring und sind z4, ..., z,, Elemente von IR, so notieren wir
klxi,...,z,] C R den von den z; iiber k in R erzeugten Teilring und erlauben
uns das Freiheitsstrichlein nur, wenn die Erzeuger iiber £ algebraisch unabhéngig
sind.

3.6 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
Definition 3.6.1. Sei £ C C eine Teilmenge der komplexen Zahlenebene.

1. Eine reelle affine Gerade durch zwei verschiedene Punkte von E heif3t eine
,,aus I elementar konstruierbare Gerade*;

2. Ein Kreis durch einen Punkt von E mit Mittelpunkt in einem anderen Punkt
von F heif3t ein ,,aus F elementar konstruierbarer Kreis* ;
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3. Alle aus F elementar konstruierbaren Geraden und Kreise fassen wir zu-
sammen unter dem Oberbegriff der ,,aus £ elementar konstruierbaren Figu-
ren‘’;

4. Ein Punkt z € C heil3t elementar konstruierbar aus £/, wenn er im Schnitt
von zwei verschiedenen aus £ elementar konstruierbaren Figuren liegt.

Satz 3.6.2 (Konstruierbarkeit und quadratische Erweiterungen). Die folgen-
den beiden Teilmengen K und () von C stimmen iiberein:

1. Die kleinste Teilmenge K C C, die 0 und 1 enthdlt und stabil ist unter
elementaren Konstruktionen, also die Eigenschaft hat, daf3 jede aus K ele-
mentar konstruierbare komplexe Zahl wieder in K liegt. Wir nennen die
Elemente von K die konstruierbaren Zahlen;

2. Die kleinste Teilmenge () C C, die sowohl ein Teilkorper ist als auch stabil
unter dem Bilden von Quadratwurzeln.

3.6.3. Als allererstes und eigentlich noch vor der Formulierung des Satzes sollten
wir uns hier iiberlegen, daB3 es solche kleinsten Teilmengen iiberhaupt gibt. Das ist
aber klar: Wir konnen jeweils einfach den Schnitt aller Teilmengen mit besagter
Eigenschaft nehmen, und der hat offensichtlich wieder besagte Eigenschaft.

Beweis. Wir beginnen mit der Inklusion () C K. Dazu reicht es zu zeigen, dal3
K C C ein Teilkorper und stabil unter dem Bilden von Quadratwurzeln ist. Of-
fensichtlich ist K stabil unter Addition. Um die Stabilitédt unter Multiplikation und
Inversenbildung zu zeigen beachten wir, da$ fiir a € C* offensichtlich gleichbe-
deutend sind:

1. aliegtin K;

2. |a| und a7 liegen in K;

3. Re(a) und Im(a) liegen in K.

Nun ist es unproblematisch, Punkte auf dem Einheitskreis mithilfe von Zirkel
und Lineal zu invertieren und zu multiplizieren. Dall das auch fiir reelle Zah-
len moglich ist, zeigen die nebenstehenden Abbildungen. Also ist K ein Teilkor-
per von C. Er ist stabil unter dem Bild von Quadratwurzeln: In der Tat ist klar,
wie wir die Wurzeln von Punkten auf dem Einheitskreis mit Zirkel und Lineal
bestimmen konnen, und dafl das Wurzelziehen mit Zirkel und Lineal aus einer
positiven reellen Zahl moglich ist, zeigt das nebenstehende Bild, in dem ja gilt
(h? + a®) + (h* + 12) = (a + 1), also h? = a. Also ist K C C ein Teilkorper,
der stabil ist unter dem Bilden von Quadratwurzeln, und wir erhalten () C K. Wir
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zeigen nun umgekehrt K C (). Dafiir miissen wir nur zeigen, dal () stabil ist unter
elementaren Konstruktionen. Sicher ist () stabil unter der komplexen Konjugati-
on, denn mit () ist auch Q N Q ein unter dem Bilden von Quadratwurzeln stabiler
Unterkorper von C. Eine komplexe Zahl z gehort folglich zu () genau dann, wenn
ihr Real- und Imaginirteil zu ) gehoren. Mit z = x + iy werden unsere aus ()
elementar konstruierbaren Figuren nun aber beschrieben durch Gleichungen der
Gestalt
(x—a)+ (-0 =
azr + by =

fiir geeignete a, b, c € @) N R, und simultane Losungen zweier verschiedener der-
artiger Gleichungen sind in der Tat Losungen von linearen oder quadratischen
Gleichungen mit Koeffizienten aus (), ja sogar aus () N R. Im kompliziertesten
Fall des Schnitts zweier Kreise bildet man zunichst die Differenz beider Glei-
chungen und erhilt so eine lineare Gleichung in x und ¥, die man anschlieend
nach einer Variable auflost und in eine der Kreisgleichungen einsetzt. Das zeigt,
dal @ C C stabil ist unter elementaren Konstruktionen. Da auch 0 und 1 zu @)
gehoren, folgt K C Q. [

Korollar 3.6.4 (Eine notwendige Bedingung fiir Konstruierbarkeit). Jede kon-
struierbare Zahl ist algebraisch und ihr Grad iiber Q ist eine Zweierpotenz.

Vorschau 3.6.5. Das Umgekehrte gilt nicht. Es gibt durchaus algebraische kom-
plexe Zahlen, deren Grad iiber Q eine Zweierpotenz ist, die aber keineswegs
konstruierbar sind. Ein hinreichendes und notwendiges Kriterium konnen Sie in
4.4.15 kennenlernen: Eine algebraische komplexe Zahl ist konstruierbar genau
dann, wenn der Grad des Zerfillungskorpers ihres Minimalpolynoms als Kor-
pererweiterung von Q eine Zweierpotenz ist.

Beweis. Es scheint mir offensichtlich, dal () auch beschrieben werden kann als
die Vereinigung aller Teilkorper von C der Gestalt Q(ay, as, . . ., «;) fiir Folgen
a1, s, ..., q, komplexer Zahlen mit der Eigenschaft a? € Q(ay, ag, ..., ;1)
fiir alle 7. In der Tat ist die Vereinigung aller derartigen Teilkorper offensichtlich
selbst ein Teilkorper von C und damit sicher der Kleinste unter dem Ziehen von
Quadratwurzeln stabile Teilkorper von C. Sei nun z unsere konstruierbare Zahl.
Nach dem Satz gibt es eine Kette von Korpererweiterungen

Q:K0CK1C...CKT

mit [K; : K;,_1] =2und z € K. Es folgt [K, : Q] = 2" und der Grad von z iiber
Q ist nach 3.4.12 ein Teiler von K, : Q. O

Korollar 3.6.6 (Klassische unlosbare Konstruktionsaufgaben). 1. Das regel-
mdflige Siebeneck ist nicht konstruierbar mit Zirkel und Lineal;
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2. Die Seitenlinge eines Wiirfels mit Volumen Zwei ist nicht konstruierbar mit
Zirkel und Lineal;

3. Es gibt keine Konstruktion mit Zirkel und Lineal, die es erlaubt, einen be-
liebig vorgegebenen Winkel zu dritteln.

Ergdnzung 3.6.7. Wir werden in 4.4.7 allgemeiner zeigen, daf} sich fiir n > 3
das regelmiBige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruieren 146t genau dann, wenn
die Anzahl p(n) = [{a | 1 < a < n, (a,n) = 1}| der zu n teilerfremden
Zahlen unter n eine Zweierpotenz ist. Zum Beispiel ist das regelméfige Dreieck
konstruierbar, aber nicht das regelmifige Neuneck. Das heif3t, da3 der Winkel
27 /3 nicht mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden kann. Hier geben wir fiir diese
beiden Aussagen schon mal direkte Argumente.

Ergdnzung 3.6.8. Die Griechen scheinen in der hellenistischen Hochkultur Kon-
struktionen mit Zirkel und Lineal auf Papyrus in derselben Weise eingesetzt zu
haben, wie bei uns bis etwa 1960 Rechenschieber, dann Taschenrechner, und mitt-
lerweile Laptops eingesetzt wurden und werden: Als unverzichtbare Hilfsmittel
des Ingenieurs. Das Ziehen von Kubikwurzeln etwa war wichtig, um gemif3 der
Formel eines gewissen Philon die Dicke des Spannseils einer Wurfmaschine so zu
berechnen, daf} sie ein vorgegebenes Gewicht iiber eine vorgegebene Entfernung
schleuderte. Mehr dazu findet man in [ ] in Abschnitt 2.3 und zu Ende des
Abschnitts 4.3.

Ergdnzung 3.6.9. Die Frage der Wiirfelverdopplung, also die Frage, mit Zir-
kel und Lineal aus einer gegebenen Strecke eine weitere Strecke zu konstruieren
derart, daB das Lingenverhiltnis der beiden Strecken gerade +/2 ist, heiBt das De-
li’sche Problem. Diese Bezeichnung geht auf eine Geschichte zuriick, nach der
das Orakel in Delphi den Deliern aufgab, zur Abwehr einer Pest den wiirfelférmi-
gen Altar ihres Tempels zu verdoppeln.

Beweis. 1. Nach der Bestimmung des siebten Kreisteilungspolynoms in 2.8.4 und
der Gleichheit 3.3.6 vom Grad einer primitiven Korpererweiterung und dem Grad
des Minimalpolynoms eines jeden Erzeugers hat exp(27i/7) den Grad 6 tiber Q
und ist nach 3.6.4 also nicht konstruierbar.

2. Nach 3.3.6 hat die gesuchte Linge /2 als algebraische Zahl den Grad 3 iiber
Q und ist nach 3.6.4 also nicht konstruierbar.

3. Sicher gilt exp(27i/3) € K. Es reicht, exp(27i/9) ¢ K zu zeigen. Sicher ist
exp(27i/9) = ( eine Nullstelle des Polynoms X? — 1. Natiirlich zerfillt dieses
Polynom in

X' 1=(X*-D(X°+X3+1)
und ¢ ist Nullstelle des zweiten Faktors, unseres neunten Kreisteilungspolynom
aus 2.8.6. Es reicht zu zeigen, dal} dieses Polynom irreduzibel ist iiber (Y, denn
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dann hat ¢ den Grad 6 iiber QQ und kann nach 3.6.4 nicht konstruierbar sein. In
4.4.2 werden wir zeigen, dal} alle Kreisteilungspolynome irreduzibel sind. Hier
basteln wir nur ein schnelles Argument fiir unseren speziellen Fall zusammen,
vergleiche auch 2.8.7. In F3[X] gilt sicher (X? —1) = (X —1)° und (X3 —1) =
(X —1)3 und folglich X®+X?+1 = (X —1)°. Substituieren wir in X°+X3+1 nun
X =Y +1, so erhalten wir in F5[Y] also das Polynom Y. Gehen wir wieder iiber
zu Q[Y], so hat (Y + 1)5 + (Y 4 1)? + 1 den konstanten Term 3. Damit kénnen
wir aus dem Eisenstein-Kriterium 2.8.2 folgern, dal unser Polynom irreduzibel
ist. U

Satz 3.6.10 (Konstruierbarkeit, Variante). Gegeben eine Teilmenge A C C
stimmen die folgenden beiden Teilmengen K 4 und () o von C iiberein:

1. Die kleinste Teilmenge K, C C, die 0 und 1 enthdlt und A umfaf3t und
stabil ist unter elementaren Konstruktionen;

2. Der kleinste Teilkirper Q4 C C, der A und A umfaf3t und stabil ist unter
dem Bilden von Quadratwurzeln.

3.6.11. Gegeben eine Teilmenge A C C nennen wir die Elemente der Menge
K 4 aus 3.6.10 die aus A konstruierbaren Zahlen. Der Beweis unserer Variante
ist vollstindig analog zum Beweis von 3.6.2 und bleibe dem Leser iiberlassen.
Durch Anwendung auf die einelementige Menge A = {a} und Beachtung der
Formel aa = 1 fiir Punkte auf dem Einheitskreis erkennt man daraus, daB ein
Winkel genau dann mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden kann, wenn fiir den
zugehorigen Punkt a auf dem Einheitskreis das Polynom X3 — a iiber Q(a) nicht
irreduzibel ist alias eine Nullstelle hat. Zum Beispiel lassen sich 360° und 180° mit
Zirkel und Lineal dritteln, denn X? — 1 und X? + 1 haben rationale Nullstellen.
Ebenso 148t sich 135° mit Zirkel und Lineal dritteln, denn fiir die primitive achte
Einheitswurzel a = (i—1)/+/2 ist a® eine Nullstelle von X? — a. Andererseits
146t sich ein durch einen tranzendenten Punkt a auf dem Einheitskreis gegebener
Winkel nie mit Zirkel und Lineal dritteln, denn im Funktionenkorper Q(X) =
Q(a) besitzt die Variable X offensichtlich keine dritte Wurzel.

3.7 Endliche Korper

Satz 3.7.1 (Klassifikation endlicher Korper). Die Kardinalitdit eines endlichen
Korpers ist stets eine Primzahlpotenz, und zu jeder Primzahlpotenz gibt es umge-
kehrt bis auf Isomorphismus genau einen endlichen Korper mit dieser Kardinali-
tdt.

3.7.2. Gegeben eine Primzahlpotenz ¢ notiert man ,,den* Korper mit ¢ Elementen
meist F,. Ich weill nicht, ob [F in diesem Zusammenhang fiir , finite* oder fiir
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»field®, die englische Bezeichnung fiir Korper, steht. Ich erinnere daran, daf} bei
mir die 1 nach [ ] keine Primzahlpotenz ist.

Vorschau 3.7.3. Man kann zeigen, daB jeder endliche Schiefkorper schon ein Kor-
per ist, siche zum Beispiel [ 1,1, §1.

Beweis. Ein endlicher Korper [F hat sicher positive Charakteristik p = char F > 0.
Nach 3.1.6 ist p eine Primzahl und wir haben eine Einbettung F,, — F. Damit
wird IF ein endlichdimensionaler F,-Vektorraum. Fiir 7 = dimg, F = [F : ]
gilt dann offensichtich |F| = p". Das zeigt, daB die Kardinalitit eines endlichen
Korpers stets eine Primzahlpotenz ist. Unser Satz behauptet dariiber hinaus, daf3
die Kardinalitét eine Bijektion

{endliche Kérper, bis auf Isomorphismus} = {Primzahlpotenzen}

liefert. Wir unterbrechen nun den Beweis durch einen Satz und zwei Lemmata,
um die notigen Hilfsmittel bereitzustellen. [

Satz 3.7.4 (Zerfiallung von Polynomen in Korpererweiterungen). Gegeben ein
Korper K und ein von Null verschiedenes Polynom P € K[X)| gibt es eine endli-
che Korpererweiterung L von K derart, daf$ P als Element von L[X] vollstindig
in Linearfaktoren zerfdllt.

Beweis. Das folgt mit Induktion aus dem anschlieBenden Lemma 3.7.7, wenn wir
beachten, da3 nach [ ] jeder Korperhomomorphismus injektiv ist. [

3.7.5. Gegeben ein Korper K und ein Polynom P € K[X] und eine Korperer-
weiterung K C L und eine Nullstelle « € L unseres Polynoms P sagen wir auch,
der Korper K (o) C L entstehe aus K durch Adjunktion einer Nullstelle von P.
In 3.7.9 werden wir zeigen, daB die Korpererweiterung K () von K im Fall eines
K-irreduziblen Polynoms P von der Wahl von L und o im wesentlichen gar nicht
abhiéngt.

Vorschau 3.7.6. Natiirlich folgt obiger Satz auch unmittelbar aus der Existenz ei-
nes algebraischen Abschlusses 3.11.5. Diese Argumentation ist jedoch zumindest
im Rahmen der hier gegebenen Darstellung unzuléssig, da unser Satz selbst einen
wesentlichen Baustein beim Beweis der Existenz algebraischer Abschliisse dar-
stellt. Zumindest um das folgende Lemma kommt meines Wissens kein Beweis
fiir die Existenz algebraischer Abschliisse herum.

Lemma 3.7.7 (Adjunktion von Nullstellen). Seien K ein Korperund P € K[X]\ K
ein nichtkonstantes Polynom. So gibt es einen Korperhomomorphismus i : K —

L derart, daf3 das Bild i(P) von P unter der von i auf den Polynomringen indu-
zierten Abbildung i = i;x) : K| X] — L[X] eine Nullstelle in L hat.
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3.7.8. Die Adjunktion von Quadratwurzeln haben Sie moglicherweise bereits so-
zusagen zu Fuf als Ubung [GR] ausgearbeitet, um die komplexen Zahlen
aus den reellen Zahlen zu gewinnen. Das Verfahren aus dem Beweis unseres Lem-
mas wird in manchen Quellen als die Kronecker-Konstruktion bezeichnet. Es
ist eine gute Ubung, im Fall der Adjunktion einer Quadratwurzel einen expliziten
Isomorphismus zwischen der hier konstruierten und der in [GR] beschrie-
benen Korpererweiterung anzugeben.

Beweis. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit P irreduzibel in X [X]. Dann
ist L := K[X]/(P) nach 2.5.5 als Quotient eines Hauptidealrings nach einem von
einem irreduziblen Element erzeugten Ideal ein Korper. Wir notieren Q € L die
Nebenklasse eines Polynoms ) € K[X]. Jetzt betrachten wir den offensichtlichen
Korperhomomorphismus

i K = L=K[X]/(P)

mit i(a) = @ und behaupten, daB die Nebenklasse X € L von X € K[X] eine
Nullstelle des Polynoms i(P) € L[X] ist. In der Tat finden wir fiir unser Polynom
P =a, X"+ ...+ a1 X + ag mit Koeffizienten a, € K sofort i(P) = a, X" +
...+ a1 X + @p und dann

G(P)X) =, X"+ ... 4@ X +ay=0a, X"+ ...+ a1 X +ag=P =00

3.7.9. Gegeben ein Korper K und ein irreduzibles Polynom P € K[X] und eine
Korpererweiterung K C L und eine Nullstelle o € L induziert das Einsetzen von
a fiir X einen Korperisomorphismus

K[X]/{P) = K(a)

In diesem Sinne darf man also an die linke Seite denken, wenn von der ,,Adjunkti-
on einer Nullstelle eines Polynoms zu einem Korper* die Rede ist, sofern besagtes
Polynom irreduzibel ist.

Beispiel 3.7.10. In F5 sind 0 und +1 die einzigen Quadrate. Wir erhalten also
einen Korper mit 25 Elementen, indem wir zu [F5 eine Wurzel aus 2 adjungieren,
und konnen alle Elemente dieses Korpers dann eindeutig schreiben in der Form
a+b\/§mita,b € Fs.

Lemma 3.7.11. Seien p eine Primzahl, ¢ = p" mit r > 1 eine echte Potenz von
p und L ein Korper der Charakteristik p. Zerfdllt das Polynom X1 — X iiber
dem Korper L vollstindig in Linearfaktoren, so bilden die Nullstellen unseres
Polynoms in L einen Unterkorper der Kardinalitdit q.
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Beweis. Nach [ ] ist die Abbildung F': L. — L, a — a? ein Korperho-
momorphismus. Die Nullstellen unseres Polynoms sind nun genau die Fixpunkte
dieses Korperautomorphismus, und als Fixpunkte eines Korperautomorphismus
bilden sie damit einen Unterkorper I von L. Um zu zeigen, da3 dieser Unterkor-
per [F genau ¢ Elemente hat, miissen wir nachweisen, daf3 das Polynom X?— X nur
einfache Nullstellen hat. Ist aber a eine Nullstelle, so gilt im Polynomring F,[X]|
die Gleichheit X7 — X = (X —a)?— (X —a) = ((X —a)? ! = 1) (X —a). Also
ist jede Nullstelle unseres Polynoms einfach. 0

Beweis von 3.7.1, Fortsetzung. Jetzt konnen wir zeigen, dall es zu jeder echten
Potenz ¢ einer Primzahl p auch tatsédchlich einen Korper mit genau ¢ Elementen
gibt. Wir finden ja nach 3.7.4 eine Korpererweiterung L von [F,,, in der das Po-
lynom X7 — X € F,[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, und nach 3.7.11
bilden die Nullstellen dieses Polynoms in L dann einen Unterkorper der Kardi-
nalitdt ¢g. SchlieBlich miissen wir, um unsere Klassifikation der endlichen Korper
abzuschlieBen, noch zeigen, da} je zwei endliche Korper derselben Kardinalitéit
isomorph sind. Ist IF ein endlicher Korper mit ¢ = p” Elementen, so gilt a?~! = 1
fiir alle @ € F* nach [ ] , also haben wir a? — a = O fiir alle a € F.
Insbesondere sind die Minimalpolynome der Elemente von F iiber IF,, genau die
[F,-irreduziblen Faktoren des Polynoms X¢ — X € F,[X]. Die Erzeuger der Kor-
pererweiterung IF sind damit genau die Nullstellen der I, -irreduziblen Faktoren PP
vom Grad r unseres Polynoms X?—X. Nach [ ] gibt es solche Erzeuger
und damit auch solche Faktoren und mit 3.3.3 folgt

F = F,[X]/{P)

fiir einen und jeden [F-irreduziblen Faktor P vom Grad r des Polynoms X7 — X
Das zeigt, daB ein endlicher Korper durch die Zahl seiner Elemente bis auf Iso-
morphismus eindeutig bestimmt ist. Das Argument zeigt nebenbei bemerkt auch,
wie man in endlichen Korpern explizit rechnen kann. 0

3.7.12. Teile dieses Beweises lassen sich mithilfe der allgemeinen Theorie, so-
bald wir sie einmal entwickelt haben, auch schneller erledigen: Die Eindeutigkeit
erhdlt man aus dem Satz 3.8.2 tiber die Eindeutigkeit von Zerféallungskorpern. Die
Existenz folgt wie oben daraus, dal X? — X keine mehrfachen Nullstellen hat,
aber das kann man nach 3.9.12 auch daraus folgern, dal die Ableitung dieses
Polynoms keine Nullstellen hat.

Satz 3.7.13 (Endliche Erweiterungen endlicher Korper). Gegeben ein endli-
cher Korper F' liefert die Kardinalitiit eine Bijektion

{Unterkirper K C F} = {qe€ N |3d € Nmitq® = |F|}
K — K|
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3.7.14. Gegeben zwei endliche Korper 146t sich insbesondere der eine in den an-
deren einbetten genau dann, wenn die Kardinalitét des einen eine Potenz der Kar-
dinalitit des anderen ist. Mit den Methoden der Galois-Theorie werden wir dies
Resultat in 4.3.3 sehr viel miiheloser einsehen konnen als im folgenden Beweis.

Beweis. Fiir den Grad d = [F' : K] unserer Korpererweiterung gilt sicher |F'| =
| K'|4, also liefert die Kardinalitit jedenfalls eine Abbildung zwischen den im Satz
beschriebenen Mengen. Weiter muf3 unser Unterkorper K, wenn es ihn denn gibt,
genau aus den (| K| — 1)-ten Einheitswurzeln von F' mitsamt der Null bestehen,
und das zeigt die Injektivitdt unserer Abbildung. Fiir den Nachweis ihrer Surjek-
tivitdt betrachten wir schlieBlich die Identitét

Y-y l+y 24 +1)=Y—1
Aus dieser Identitét folgt

q—1 teilt q —1 fiir beliebige natiirliche Zahlen ¢ und r,
X*—1 teilt X —1 fiir beliebiges a,
X9 ! —1 teilt X9~'—1 nachden beiden vorhergehenden Punkten,
X9—-X teilt X9 —X  nach Multiplikation mit X.

Ist nun ¢ eine Primzahlpotenz und r > 1 eine natiirliche Zahl, so zerfillt also das
Polynom X“ — X iiber F;- in Linearfaktoren und nach 3.7.11 bilden dann seine
Nullstellen einen Unterkdrper von - mit ¢ Elementen. O

Ubungen

Ubung 3.7.15. Ein endlicher Korper kann nie algebraisch abgeschlossen sein.

Ubung 3.7.16. Geben Sie einen Korperisomorphismus F5(1/2) = F5(1/3) an als
F5-lineare Abbildung in Bezug auf die Basen 1, V2 links und 1, V'3 rechts.

Erginzende Ubung 3.7.17 (Partialbruchzerlegung). Ist k ein Korper, so wird
eine k-Basis des Funktionenkorpers k(X ') gebildet von erstens den (X"),,>; mit-
samt zweitens den

(Xdp_n)nzl, grad P>d>0
fiir P € k[X] normiert und irreduzibel zuziiglich drittens der 1 aus k(X ). Fiir den
Fall k algebraisch abgeschlossen vergleiche man [ ] . Sonst ziehe man

sich fiir den Beweis der linearen Unabhingigkeit mit 3.7.4 auf den Fall von in
Linearfaktoren zerfallenden Nennern zuriick.

Ergiinzende Ubung 3.7.18. Man bestimme die Partialbruchzerlegung, also die
Darstellung in der Basis aus 3.7.17, von (1 + 2%)~! in R(X).
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Ubung 3.7.19. Man zeige, daBl es im Polynomring iiber einem endlichen Korper
irreduzible Polynome von jedem positiven Grad gibt.

Ergiinzende Ubung 3.7.20. Geben Sie Verkniipfungstafeln fiir die Addition und
die Multiplikation eines Korpers mit vier Elementen an.

3.8 Zerfallungskorper

Definition 3.8.1. Sei K ein Korper und P € K[X]\0 ein von Null verschiedenes
Polynom. Unter einem minimalen Zerfillungskorper oder kurz Zerfillungs-
korper von P verstehen wir eine Korpererweiterung L/K derart, daB (1) das
Polynom P in L[X] vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt und daB (2) der Korper
L iiber K erzeugt wird von den Nullstellen von P. Mit einem Zerfallungskdrper
meint man also eigentlich eine Korpererweiterung und sollte deshalb besser von
einer Zerfillungserweiterung reden, aber das tut kein Mensch.

Satz 3.8.2 (Existenz und Eindeutigkeit von Zerfillungskorpern). Seien K ein
Kérper und P € K[X]\O ein von Null verschiedenes Polynom. So existieren Zer-
fallungskorper von P, und sind L/ K und L' | K zwei Zerfdllungskorper von P, so
gibt es einen Korperisomorphismus L = L', der auf K die Identitdit induziert.

3.8.3. Die Existenz eines Zerfiallungskorpers folgt leicht aus Satz 3.7.4, nach dem
es fiir jedes Polynom eine Korpererweiterung gibt, in der es in Linearfaktoren
zerfillt: Wir miissen darin dann nur noch den von besagten Nullstellen erzeugten
Teilkorper betrachten. Die Existenz zeigen wir erst nach den Beweis von 3.8.12.

3.8.4 (Fragen der Eindeutigkeit und Terminologie). Da ein Zerfallungskorper
fiir ein Polynom damit in gewisser Weise eindeutig ist, spricht man auch oft von
dem Zerfillungskorper eines Polynoms. Das ist jedoch auch wieder irrefiihrend:
Im allgemeinen gibt es namlich zwischen zwei Zerfillungskorpern L, L dessel-
ben Polynoms durchaus verschiedene Isomorphismen L. = L', und das auch
dann noch, wenn wir die naheliegende Forderung stellen, dafl unsere Isomorphis-
men auf K die Identitdt induzieren sollen. Zerfillungskorper eines vorgegebenen
Polynoms sind in diesem Sinne ,,wohlbestimmt bis auf nicht eindeutigen Isomor-
phismus®. Sie sollten bereits einige Strukturen kennen, die wohlbestimmt sind bis
auf nicht eindeutigen Isomorphismus: Mengen mit zwei Elementen, Gruppen mit
drei Elementen, eindimensionale Vektorrdume iiber einem gegebenen Korper, etc.
Beispiele fiir Strukturen, die wohlbestimmt sind bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus, wiren dahingegen: Mengen mit einem Element, Gruppen mit zwei Elemen-
ten, der Ring der ganzen Zahlen, der Korper der rationalen Zahlen, der Korper
der reellen Zahlen. Eigentlich brauchte man eben zum Schreiben iiber Mathema-
tik auBer dem bestimmten und dem unbestimmten Artikel noch ein Zwischending
fiir ,,wohlbestimmt bis auf nicht eindeutigen Isomorphismus®, aber es wire wohl
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vermessen, die deutsche Grammatik dahingehend erweitern zu wollen. Wir sind
mit unseren beiden Arten von Artikeln verglichen etwa mit dem Russischen so-
gar schon gut bedient. Sie werden das merken, sobald Sie mathematische Artikel
lesen, die aus dieser Sprache iibersetzt sind: Oft sind dann in der Ubersetzung oh-
ne Verstand bestimmte oder unbestimmte Artikel gewihlt worden, was man dann
beim Lesen erst im Geiste korrigieren muf3, damit sich ein sinnvoller Text ergibt.
Um diese Phidnomene der ,,Wohlbestimmtheit bis auf nicht eindeutigen Isomor-
phismus* im vorliegenden Fall begrifflich zu fassen, fithren wir zunéchst einmal
eine geeignete Terminologie ein.

Definition 3.8.5. Sei K ein Kring. Unter einem K -Kring verstehen wir ein Paar
(L, i) bestehend aus einem Kring L und einem Ringhomomorphismus ¢ : K — L.
Ist (M, 7) ein weiterer K -Kring, so verstehen wir unter einem Homomorphismus
von K-Kringen . — M einen Kringhomomorphismus ¢ : L. — M mit poi = j.
Alternativ sprechen wir auch von einem Homomorphismus iiber /. Die Menge
aller solchen Homomorphismen notieren wir

Kring® (L, M)

Einen bijektiven Ringhomomorphismus iiber K nennen wir auch einen Isomor-
phismus von K -Kringen oder einen Isomorphismus iiber .

Beispiel 3.8.6. Unser Satz [ ] iiber das Einsetzen in Polynome kann in
dieser Terminologie dahingehend formuliert werden, daf fiir jeden Kring A und
jeden K-Kring (R, ) das Auswerten ¢ — ¢(X) bei X eine Bijektion

Kring® (K[X],R) = R

liefert. Die Umkehrabbildung ordnet jedem b den durch das Einsetzen von b er-
klarten Ringhomomorphismus K[ X| — R zu.

Definition 3.8.7. Ist K ein Korper, so bezeichnen wir einen K-Kring, der sei-
nerseits ein Korper ist, auch als eine Korpererweiterung von K. Das hatten wir
bereits in 3.2.3 angedeutet. Wenn wir pedantisch sein wollen, sprechen wir auch
von einer ,,Korpererweiterung im verallgemeinerten Sinne*. Unsere Homomor-
phismen und Isomorphismen von K -Kringen nennen wir in diesem Kontext Ho-
momorphismen beziehungsweise Isomorphismen von Korpererweiterungen.
Fassen wir ¢ : K < L auf als die Einbettung eines Unterkorpers X C L und
ist j : K — M ein weiterer Korperhomomorphismus, so nennen wir einen Kor-
perhomomorphismus L. — M iiber K auch eine Ausdehnung von j auf L und
benutzen Notationen wie zum Beispiel 7 : L — M.

Ergdnzung 3.8.8. Ist K ein Korper, so ist jeder K -Kring im Sinne der vorherge-
henden Definition 3.8.5 eine K -Kringalgebra im Sinne unserer Definition [ ]
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, und jede K -Kringalgebra A wird umgekehrt durch den einzigen Homo-
morphismus K — A von K-Kringalgebren zu einem K -Kring. Diese beiden
Konzepte sind also dquivalent.

Proposition 3.8.9 (Ausdehnungen auf primitive Erweiterungen). Gegeben ei-
ne Korpererweiterung j : K — M und eine primitive algebraische Erweiterung
K (a) von K werden die Ausdehnungen von j zu einer Einbettung j : K(«o) — M
parametrisiert durch die Nullstellen in M des Minimalpolynoms von « iiber K.
Genauer liefert das Auswerten an « eine Bijektion

Kring® (K (a),M) = {8€ M |Irr(a, K)(8) =0}
v = ple)
3.8.10. In der Formulierung dieser Proposition haben wir beim Auswerten des
Polynoms Irr(a, K) € K[X] auf 8 € M stillschweigend die Elemente von K mit

ihren Bildern in M unter j identifiziert. Dieselbe abkiirzende Notation ist gemeint,
wenn wir im gleich folgenden Beweis den Teilkorper K () C M bilden.

Beispiel 3.8.11. Wir haben im Fall K = Q, M = C, a =i etwa

Kring(Q(i),C) = {8eC|p+1=0}

e = (i)
Beweis. Sicher induziert das Auswerten eine injektive Abbildung zwischen den
angegebenen Mengen und wir miissen nur noch die Surjektivitit zeigen. Nach
3.3.3 haben wir jedoch fiir jede Nullstelle 5 von Irr(«, K) in M Isomorphismen
K(a) & KIX]/(r(a, K)) 5 K(9)

mit X — a bzw. X — B, und diese liefern unmittelbar die gesuchte Einbettung
K(a) = K(f) C M mita — f. O

Proposition 3.8.12 (Ausdehnbarkeitskriterium). Seien K (o, ..., «,) eine end-
liche Erweiterung eines Korpers K und j : K — M eine Einbettung von K in
einen Korper M derart, daf$ die Minimalpolynome Irr(«v,, K) aller unserer Er-
zeuger «,, in M [X| vollstindig in Linearfaktoren zerfallen. So lifst sich die Ein-
bettung j ausdehnen zu einer Einbettung j : K(ay, ..., a,) < M, im Diagramm

K—— K(ay,...,a9)
|
v
M

Beweis. Mit der Proposition 3.8.9 iiber das Ausdehnen auf primitive Erweiterun-
gen sehen wir, da3 das Einschrianken eine Kette von Surjektionen der Gestalt

Ring (K, M) « Ring” (K (a;), M) « ... « Ring" (K(ay, ..., ay), M)
liefert. 0
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3.8.13. Man beachte, dal} es in obigem Satz nicht ausreicht, nur zu fordern, daf}
die Minimalpolynome Irr(cv,, K) jeweils eine Nullstelle in M/ haben: Dann konn-
ten wir zwar den ersten Schritt in obigem Argument noch gehen, aber das Mi-
nimalpolynom von «s tiber K (c;) ist im allgemeinen nur noch ein Teiler des
Minimalpolynoms Irr(as, K) von «y iiber K, und auch wenn Irr(as, K) eine
Nullstelle in M hat, muf} das fiir Irr(ae, K (cq)) noch lange nicht gelten — man
denke zum Beispiel an K = Q, M = R, a; = V2 und ap = exp(27ri/3)\?/§.
Zerfillt jedoch Irr(as, K) vollstindig in M, so auch Irr(as, K (aq)), und zerfillt
allgemeiner Irr(o;, K) vollstandig in M, so auch Irr(ay, K(aq, ..., a;-1)).

Vorschau 3.8.14. Diese Proposition wird auch unmittelbar aus der allgemeineren
und vielleicht etwas ,,glatteren* Aussage 3.11.7 iiber Einbettungen in den alge-
braischen Abschluf3 folgen: Mit 3.11.3.2 diirfen wir M algebraisch iiber K an-
nehmen. Nach 3.11.7 146t sich M dann iiber K in einen algebraischen Abschluf3
K von K einbetten. Wieder nach 3.11.7 kdnnen wir auch K (ay, ..., a,) iiber K
in K einbetten, und nach Annahme liegt sein Bild dann notwendig im Bild von
M.

Beweis der Eindeutigkeit von Zerfillungskorpern 3.8.2. Proposition 3.8.12 liefert
uns Injektionen L. — L' und L' < L iiber K. Da hier beide Seiten endlichdimen-
sionale Vektorrdume sind iiber /', und da unsere Injektionen beide K -linear sind,
miissen sie beide Isomorphismen sein. O

Satz 3.8.15 (Maximalzahl von Ausdehnungen). Gegeben eine Korpererweite-
rung ist die Zahl der Ausdehnungen auf den Erweiterungskorper eines Homomor-
phismus des Grundkorpers in irgendeinen weiteren Korper beschrdankt durch den
Grad unserer Korpererweiterung. Ist also in Formeln L/ K eine endliche Korper-
erweiterung und j : K — M ein Kérperhomomorphismus, so gilt

| Kring™ (L, M)| < [L : K]

Erster Beweis. Gibt es einen Zwischenkorper L' mit K C L' C L aber K #
L’ # L, so folgt der Satz mit vollstdndiger Induktion iiber den Grad unserer Kor-
pererweiterung. Sonst gilt L = K («) fiir ein @ € L, und die Erweiterungen von
J zu einer Einbettung von K («) in M werden nach 3.8.9 parametrisiert durch die
Nullstellen in M des Minimalpolynoms von « iiber K. Dieses Polynom hat aber
den Grad [K («) : K] und hichstens ebensoviele Nullstellen in M. O

Zweiter Beweis. Seien o1y, ...,0, paarweise verschiedene K -lineare Korperho-
momorphismen L, — M. Wire A, ..., \; ein Erzeugendensystem des /i -Vektor-
raums L mit weniger Elementen s < r, so gibe es aj,...,a, € M nicht alle
Null mit ) . a,0;();) = 0 fiir alle j. Dann aber wire ) . a,0; die Nullabbildung
im Widerspruch zu Satz 3.8.16 iiber die lineare Unabhéngigkeit der Charaktere
o1, ..,0, im M-Vektorraum Ens(L*, M). O
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Satz 3.8.16 (Lineare Unabhéingigkeit von Charakteren). Die Menge aller Ho-
momorphismen von einer Gruppe in die multiplikative Gruppe eines Korpers ist
stets linear unabhdngig im Vektorraum aller Abbildungen von besagter Gruppe in
besagten Korper.

3.8.17. Dasselbe gilt mit demselben Beweis allgemeiner auch fiir die Menge aller
Homomorphismen von einem Monoid in die multiplikative Gruppe eines Korpers.

Beweis. Bezeichnen wir unsere Gruppe mit G und unserem Korper mit M, so
behaupten wir in Formeln, dal Grp(G, M *) eine linear unabhingige Teilmenge
des M-Vektorraums Ens(G, M) ist. Sei in der Tat sonst

arx1+asx2+ ... +apXx, =0

eine nichttriviale lineare Relation kiirzestmoglicher Linge mit a; € M und y; :
G — M* paarweise verschiedenen Gruppenhomomorphismen. Wegen x(1) = 1
fiir alle Charaktere x haben wir notwendig n > 2. Wegen y; # x- finden wir
g € G mit x1(g9) # x2(g). Unsere Gleichung impliziert nun aber fiir jedes und
insbesondere auch fiir dieses g € G die Gleichungen

arx1(g)xa + azx2(9)x2 + anXn(g)Xn =0
arx1(g9)x1 + azx1(g)x2 + anx1(g)Xn =0

und deren Differenz wire eine kiirzere und wegen x;(g) # Xx2(g) nichttriviale
Linearkombination im Widerspruch zu unserer Annahme. [

Definition 3.8.18. Eine Korpererweiterung heift algebraisch, wenn alle Elemen-
te der Erweiterung algebraisch sind iiber dem Grundkorper.

3.8.19. Jede endliche Korpererweiterung ist also nach 3.4.7 auch algebraisch. Ge-
nauer ist nach 3.4.7 eine Korpererweiterung algebraisch genau dann, wenn sie eine
Vereinigung von Teilerweiterungen ist, die jeweils endlich sind tiber dem Grund-
korper.

Definition 3.8.20. Eine Korpererweiterung L/K heifit normal, wenn sie alge-
braisch ist und wenn gilt: Jedes irreduzible Polynom mit Koeffizienten im Grund-
korper P € K[X], das im Erweiterungskorper L eine Nullstelle hat, zerfillt im
Polynomring L[X] iiber dem Erweiterungskorper bereits vollstindig in Linearfak-
toren.

3.8.21 (Diskussion der Terminologie). In der élteren Literatur, zum Beispiel in
[Art], wird der Begriff ,,normal* manchmal auch abweichend definiert als diejeni-
ge Eigenschaft einer Korpererweiterung, die wir spiter mit ,,Galois* bezeichnen
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werden. Ich finde die Begriffsbildung in beiden Varianten ungeschickt: Normaler-
weise ist eine Korpererweiterung nimlich keineswegs normal im mathematischen
Sinne, oder um es anders auszudriicken: Normal zu sein ist fiir Korpererweite-
rungen etwas ganz Besonderes. Aber gut, ein Psychologe ist vermutlich durchaus
auch der Ansicht, daf3 es fiir einen Menschen etwas ganz Besonderes ist, normal
zu sein, und fiir eine Korpererweiterung erst recht: So fern vom umgangssprach-
lichen Wortsinn ist unsere mathematische Terminologie also auch wieder nicht.

Beispiele 3.8.22. Q(\/i) ist normal iiber Q, aber Q(\g/i) ist nicht normal iiber Q,
denn wir konnen Q(+/2) einbetten in R und die beiden anderen Wurzeln des in
Q[X] irreduziblen Polynoms X3 — 2 sind nicht reell.

Satz 3.8.23 (Charakterisierung normaler Erweiterungen). Fiir eine endliche
Korpererweiterung L/ K sind gleichbedeutend:

1. L/K ist normal;

2. L ist der Zerfiillungskirper eines Polynoms P € K|[X].

Beweis. 1=-2. Ist L normal iiber K und erzeugt von v, . . ., o, so ist L ein Zer-
fallungskorper fiir das Produkt der Minimalpolynome Irr(«;, K) der «; iiber K.
Fiir die andere Implikation machen wir einen Umweg und zeigen zusétzlich die
Aquivalenz zu der folgenden technischen Aussage:

3. Fiir jede Einbettung j : K — M von K in einen weiteren Kérper M haben
alle Fortsetzungen von j zu Einbettungen ¢, : L — M dasselbe Bild, in
Formeln o(L) = (L) Vo, € Kring* (L, M).

Jetzt zeigen wir 2=-3=-1 und beginnen mit 2=-3. Sowohl ¢ als auch v identifi-
zieren die Nullstellen von P in L mit den Nullstellen von P in M, wenn auch
nicht notwendig in derselben Weise. Da nun L erzeugt wird iiber /X von den Null-
stellen von P, ist sowohl (L) als auch ¢(L) der von allen Nullstellen von P
in M iiber K erzeugte Teilkorper und es folgt ¢(L) = w(L). SchlieBlich zei-
gen wir noch 3=-1. Sei P € K[X] irreduzibel mit einer Nullstelle « € L. Wir
erginzen « zu einem endlichen Erzeugendensystem von L iiber K, sagen wir
L = K(a, B4, ..., 5,). Dann wihlen wir fiir M eine Korpererweiterung von L,
in der sowohl das Minimalpolynom von « als auch die Minimalpolynome aller /3;
vollstindig in Linearfaktoren zerfallen. Fiir jede Nullstelle o, € M von P koénnen
wir unsere Einbettung K — M zunéchst nach 3.8.9 fortsetzen zu einer Einbet-
tung K («) < M mit o — «,, und dann nach 3.8.12 weiter zu einer Einbettung
¢, : L — M. Jede Nullstelle von P in M liegt also in ¢, (L) fiir geeignetes
¢y, und da alle diese Bilder ¢, (L) nach Annahme iibereinstimmen, in Formeln
v, (L) = L fir alle p,, zerfillt unser Polynom P schon iiber L vollstindig in
Linearfaktoren. O
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Proposition 3.8.24 (VergrofSern zu normaler Erweiterung). Jede endliche Kor-
pererweiterung ldfit sich zu einer endlichen normalen Korpererweiterung vergro-

Pern.

Beweis. Gegeben eine endliche Korpererweiterung L/ K behaupten wir in For-
meln, daf es stets eine endliche Erweiterung N/ L gibt, fiir die N/K normal ist.
Um das zu zeigen, nehmen wir Erzeuger a4, . . ., ;. von L iiber K und konstruie-
ren N als einen Zerféllungskorper iiber L des Produkts ihrer Minimalpolynome.
Dies N ist dann natiirlich auch ein Zerfillungskorper des besagten Produkts iiber
K und damit normal iiber K. ]

Ubungen

Ubung 3.8.25. Man zeige, dal eine algebraische Korpererweiterung eines unend-
lichen Korpers stets dieselbe Kardinalitdt hat wie der Ausgangskorper. Diese Er-
kenntnis wird bei einer Konstrution des algebraischen Abschlusses benétigt wer-
den.

Ubung 3.8.26. Es sei K ein Korper, P € K[X] ein Polynom vom Grad n und
L/K der Zerfillungskorper von P. Zeigen Sie die Abschitzung [L : K| < nl.

Ubung 3.8.27. Es seien M/L und L/K endliche oder allgemeiner algebraische
Korpererweiterungen. Ist M/ K normal, so ist auch M /L normal. Sind L; und Lo
normale Korpererweiterungen von K und Ly, Lo C M, so ist L1 N Ly normal iiber
K. Geben Sie ein Beispiel fiir Korper M D L O K an, bei dem M/L und L/K
jeweils normal sind, M /K jedoch nicht normal ist.

Ubung 3.8.28. Man formuliere prizise und zeige, daB es bis auf nichteindeutigen
Isomorphismus genau ein minimales N wie in Proposition 3.8.24 gibt. Dies N
heift die normale Hiille von L iiber K.

Ubung 3.8.29. Jede endliche Korpererweiterung von R ist isomorph im Sinne von
3.8.5 zu R oder C. Hinweis: C ist bekanntlich algebraisch abgeschlossen.

Erginzende Ubung 3.8.30. Sei k ein Korper und a € k* und n > 1. Man zeige,
daB im Zerfillungskorper des Polynoms X" — a auch das Polynom X — 1 stets in
Linearfaktoren zerfillt, da} aber umgekehrt im Zerfillungskorper des Polynoms
X™ — 1 ein Polynom X" — a nicht notwendig in Linearfaktoren zerfallen muf.

Ubung 3.8.31. Gegeben eine endliche Korpererweiterung K C L zeige man,
daB jedes Polynom aus dem Polynomring L[X] Teiler eines Polynoms aus dem
Polynomring K[X] ist.

Ubung 3.8.32. Gegeben eine Primzahl p und zwei primitive p-te Einheitswurzeln
(,& € Cgilt Q(¢) = Q(&) und es gibt genau einen Korperhomomorphismus
Q(¢) — Q(¢) mit ¢ — &. Hinweis: Irreduzibilitit des p-ten Kreisteilungspoly-
noms 2.8.4.
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3.9 Vielfachheit von Nullstellen

3.9.1. Unter einer mehrfachen Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten in
einem Korper oder allgemeiner einem kommutativen Integrititsbereich verstehen
wir eine Nullstelle mit der Vielfachheit Zwei oder mehr. Sagen wir, ein Poly-
nom habe in irgendeinem vorgegebenen Korper ,,mehrfache Nullstellen®, so ist
gemeint, daf es mindestens eine mehrfache Nullstelle haben soll. Eigentlich wi-
re es gemdl unserer allgemeinen Konventionen [GR] préziser, zu sagen, es
habe ,,eine mehrfache Nullstelle®, aber das ist uniiblich: Hier fiirchtet man offen-
sichtlich das Millverstdndnis ,,genau eine* mehr als in anderen mathematischen
Zusammenhingen und zieht es vor, den Fall genau einer mehrfachen Nullstelle
gedanklich in den Plural ,,mehrfache Nullstellen* mit einzuschlieBen. Moglicher-
weise riihrt diese Sprechweise auch daher, da3 man eine mehrfache Nullstelle
gerne denkt als ,,mehrere Nullstellen, die zusammenfallen*. Das Nullpolynom hat
mehrfache Nullstellen, bei ihm haben ja sogar alle Nullstellen die Vielfachheit co.

Satz 3.9.2 (Irreduzible Polynome haben selten mehrfache Nullstellen). Seien
K C L Korper. Gilt char K = 0 oder ist K endlich, so hat ein K-irreduzibles
Polynom P € K[X] keine mehrfachen Nullstellen in L.

3.9.3. Wir werden in 3.9.15 und 3.9.21 sogar noch etwas allgemeinere Aussagen
zeigen. Das braucht jedoch einige Vorbereitungen.

Beispiel 3.9.4 (Ein irreduzibles Polynom mit mehrfachen Nullstellen). Uber
Korpern positiver Charakteristik konnen auch irreduzible Polynome mehrfache
Nullstellen haben. Um ein Beispiel anzugeben, beachten wir zunichst, daB fiir /A
ein Korper positiver Charakteristik char K = p > 0 jedes Element a € K hochs-
tens eine p-te Wurzel in K hat. In der Tat folgt aus b* = a leicht (X? — a) =
(X — b)P, mithin ist b die einzige Nullstelle des Polynoms X? — a. Betrachten wir
nun den Korper K := F,(7T), so besitzt das Element a« = T keine p-te Wurzel
in K, denn die Menge der p-ten Potenzen von Elementen von [F,(7") kann ex-
plizit beschrieben werden als IF,(77) und enthilt 7" nicht. Das Polynom X? — T
ist nun sogar K -irreduzibel, da jeder seiner irreduziblen Faktoren das Minimal-
polynom Irr(x’/T, K) sein muB, so daB unser Polynom notwendig eine Potenz
dieses Minimalpolynoms ist. Das 148t aber wegen p prim nur die Moglichkeit
XP —T = Irr(Y/T, K) offen. Dies Polynom ist also irreduzibel iiber K und hat in
seinem Zerféallungskorper mehrfache Nullstellen, genauer eine einzige Nullstelle
YT der Vielfachheit p.

Definition 3.9.5. Fiir ein Polynom P = a, X" + ... + a;X? + a; X + ao mit
Koeffizienten in einem beliebigen Ring R definieren wir seine Ableitung oder
genauer seine formale Ableitung P’ € R[X| durch die Vorschrift

P i=na, X"+ ... 420X +a
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Lemma 3.9.6 (Ableitungsregeln). Auch fiir unser formales Ableiten gelten die
Summenregel (P + Q) = P’ + Q' und die Produktregel (PQ) = P'Q + PQ'.

Beweis. Die Summenregel ist offensichtlich. Bei der Produktregel sind mithin
beide Seiten additiv in P und Q und wir diirfen uns deshalb auf den Fall P = X*
und Q = X7 zuriickziehen, in dem man die Formel leicht explizit priift. [

Lemma 3.9.7 (Ableitung und mehrfache Nullstellen). Ist K ein Korper, g €
K[X] ein Polynom und o € K eine Nullstelle von g, so ist o genau dann eine
mehrfache Nullstelle von g, wenn auch die Ableitung g’ von g bei o verschwindet.

Beispiel 3.9.8. Unser Polynom X? — T" mit Koeffizienten in F,,(7") hat nach 3.9.4
in seinem Zerféllungskorper IE‘p(W ) nur eine einzige Nullstelle der Vielfachheit
p. In der Tat verschwindet dort auch seine Ableitung, die ist ndmlich schlicht das
Nullpolynom.

Beweis. Ist g = (x — a)%f, so folgt mit der Produktregel 3.9.6 leicht ¢'(a) = 0.
Gilt umgekehrt g(a) = ¢’(a)) = 0 und schreiben wir g = (z—«)h, so folgt wieder
mit der Produktregel 3.9.6 aus ¢'(«) = 0 schon h(a) = 0. O

3.9.9. Gegeben eine Menge von Polynomen in einer Verdnderlichen mit Koeffizi-
enten einem Korper, nicht alle Null, besitzt das von unserer Menge erzeugte Ide-
al genau einen normierten Erzeuger. Er ist offensichtlich unter allen normierten
gemeinsamen Teilern aller Polynome unserer Menge derjenige von gro3tmogli-
chem Grad. Wir nennen ihn den normierten grofSiten gemeinsamen Teiler unse-
rer Menge von Polynomen. Man kann ihn, analog wie in [ ] im Fall der
ganzen Zahlen erklért, mit dem euklidischen Algorithmus auch unschwer explizit
berechnen.

Proposition 3.9.10 (Korpererweiterungen und Polynomdivision). Es seien K C
L Korperund f, g € K[X] Polynome mit g # 0. So gilt:

1. Das Teilen mit Rest von f durch g fiihrt zum selben Resultat unabhdingig
davon, ob wir es in K[X] oder in L[X| durchfiihren;

2. Genau dann ist g ein Teiler von f in L|X|, wenn dasselbe gilt in K[X];

3. Der normierte grifite gemeinsame Teiler von f und g in K[X]| ist auch der
normierte grofite gemeinsame Teiler von f und g in L[ X].

Beweis. 1. Schreiben wir f = ¢qg + r mit gradr < gradg, so sind ¢ und r
schon eindeutig bestimmt. Insbesondere ist die Losung in K[X] auch die einzig
mogliche Losung in L[ X].

2. Das ist der Spezialfall von Teil 1 mit Rest r = 0.
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3. Seien dazu dx bzw. d;, der normierte grof3te gemeinsame Teiler von f und g in
K[X] bzw. in L[X] nach 3.9.9. Natiirlich ist dx auch ein gemeinsamer Teiler in
L[X], also gilt d|dy. Andererseits haben wir eine Darstellung dx = ¢ f + pg mit
q,p € K[X], also gilt auch umgekehrt dy|d. Zusammen folgt d;, = d. O

3.9.11. Ich erinnere an unsere Definition [ ] : Zwei Elemente eines
Krings oder allgemeiner die Elemente einer beliebigen Teilmenge eines Krings
heiflen teilerfremd, wenn sie auBer Einheiten keine gemeinsamen Teiler haben.

Lemma 3.9.12 (Ableitung und Existenz mehrfacher Nullstellen). Fiir ein von
Null verschiedenes Polynom mit Koeffizienten in einem Korper sind gleichbedeu-
tend:

1. Das Polynom hat mehrfache Nullstellen in seinem Zerfdillungskorper;

2. Das Polynom hat mehrfache Nullstellen in mindestens einer Erweiterung
seines Koeffizientenkorpers;

3. Das Polynom und seine Ableitung sind nicht teilerfremd.

3.9.13. Bei der Bedingung ,teilerfremd* kommt es wegen 3.9.10 nicht darauf
an, ob wir sie in unserem urspriinglichen Polynomring oder im Polynomring mit
Koeffizienten in einem beliebigen Erweiterungskorper verstehen.

Beweis. Sei K unser Korper und P € K[X]\0 unser Polynom.
1 = 2. Das ist offensichtlich.

2 = 3. Ist « eine mehrfache Nullstelle des Polynoms P in einer Korpererwei-
terung L von K, so ist (X — «) ein Teiler von P und P’ in L[X] und es folgt
(P, P) #(1).

3 = 1. Wir betrachten wir den Zerfillungskorper M des Produkts PP’ bezie-
hungsweise im Fall P’ = 0 den Zerfillungskorper M von P. Gilt (P, P') # (1),
so gibt es in M ein Element « derart, daf (X — «) sowohl P als auch P’ teilt.

In anderen Worten ist o eine Nullstelle von P und P’ und damit eine mehrfache
Nullstelle von P nach 3.9.7. O]

3.9.14. Ein Polynom, das in keinem Erweiterungskorper seines Koeffizientenkor-
pers mehrfache Nullstellen hat, heifit separabel. Gleichbedeutend ist die Bedin-
gung, dafl unser Polynom keine mehrfachen Nullstellen in seinem Zerfallungskor-
per hat.

Satz 3.9.15 (Irreduzible Polynome mit mehrfachen Nullstellen). Seien K ein
Korper und P € K|X| ein K-irreduzibles Polynom. So sind gleichbedeutend:
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1. Das Polynom P ist nicht separabel, hat also mindestens eine mehrfache
Nullstelle in mindestens einer Erweiterung seines Koeffizientenkorpers;

2. Die Ableitung P' von P ist das Nullpolynom;
3. Es gilt char K = p > O und es gibt () € K[X] mit P(X) = Q(X?);

4. Jede Nullstelle unseres Polynoms in einer beliebigen Erweiterung seines
Koeffizientenkorpers ist ein mehrfache Nullstelle.

Beweis. 1 = 2. Hat P mehrfache Nullstellen, so ist es nach 3.9.12 nicht teiler-
fremd zu seiner Ableitung. Wenn aber ein irreduzibles Polynom nicht teilerfremd
ist zu einem weiteren Polynom echt kleineren Grades, muf} dieses weitere Poly-
nom das Nullpolynom sein.

2 < 3. Das scheint mir offensichtlich.

2 = 4. Ist die Ableitung das Nullpolynom, so ist jede Nullstelle unseres Polynoms
auch eine Nullstelle seiner Ableitung, mithin nach 3.9.7 eine mehrfache Nullstelle
unseres Polynoms.

4 = 1. Das scheint mir offensichtlich. O]

Definition 3.9.16. Ein Element « eines Korpers L heif3t separabel iiber einem
Teilkorper X' C L, wenn es algebraisch und eine einfache Nullstelle seines Mi-
nimalpolynoms ist. Eine Korpererweiterung L/K heifit separabel, wenn jedes
Element von L separabel ist iiber K.

3.9.17. Nach 3.9.15 ist in anderen Worten ein Element eines Korpers separabel
iiber einem Teilkorper genau dann, wenn es iiber diesem algebraisch ist mit sepa-
rablem Minimalpolynom.

Beispiel 3.9.18. In Charakteristik Null ist jede algebraische Korpererweiterung
separabel nach 3.9.15. Jede algebraische Korpererweiterung eines endlichen Kor-
pers ist separabel nach 3.9.19 und 3.9.21. Nicht separabel ist F,(¥/T) iiber F,(T).

Definition 3.9.19. Ein Korper hei3t vollkommen, wenn er entweder die Charak-
teristik Null hat oder aber fiir p = char K > 0 die Abbildung x — 2P eine
Surjektion K — K ist. Zum Beispiel ist jeder endliche Korper vollkommen, denn
jeder Korperhomomorphismus ist injektiv.

Ergdnzung 3.9.20. Fir ,,vollkommen* sagt man in diesem Zusammenhang auf
Englisch perfect und auf Franzosisch parfait.

Satz 3.9.21 (Irreduzible Polynome iiber vollkommenen Korpern). Jedes irre-
duzible Polynom iiber einem vollkommenen Korper ist separabel. Jede algebrai-
sche Erweiterung eines vollkommenen Korpers ist separabel.
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Beweis. Sei K unser vollkommener Korper. Den Fall char X' = 0 haben wir
bereits durch 3.9.2 oder besser 3.9.15 erledigt. Sei also ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit char X' = p > 0 und P € K[X] irreduzibel. Wire P nicht separa-
bel, so hitte P nach 3.9.15 die Form P = b,,(X?)" + ... + by X? + by. Nehmen
wir aber nun a,, ...,ay € K mit a! = b; und betrachten Q) = a, X™ + ... + ao,
so folgt P = QP im Widerspruch zur Irreduzibilitit von P. [

Satz 3.9.22 (Charakterisierung separabler Erweiterungen). Fiir eine Korperer-
weiterung L /K sind gleichbedeutend:

1. L/K ist separabel;
2. L wird erzeugt iiber K von Elementen, die separabel sind iiber K.

Ist L/ K endlich, so sind auch gleichbedeutend:

3. Fiir jede Vergrofferung N/L von L zu einer normalen Erweiterung von K
gilt [Kring™ (L, N)| = [L : K];

4. Es gibt mindestens eine Korpererweiterung N/K von K mit der Eigen-
schaft |Kring” (L, N)| = [L : K].

Beweis. Zeigen wir 1 < 2 fiir endliche Erweiterungen, so folgt es mit 3.2.6 im
allgemeinen. Wir diirfen uns also fiir den Rest des Beweises auf den Fall L/K
endlich beschrianken. 1 = 2 ist klar. Fiir 2 = 3 diirfen wir mit Induktion iiber
den Grad [L : K| annehmen L = K(«). Da « separabel ist, sind die [L : K]
Nullstellen seines Minimalpolynoms in N paarweise verschieden und liefern mit
3.8.9 paarweise verschiedene Erweiterungen der Einbettung X' — N zu Kor-
perhomomorphismen K (a) < N. Die Implikation 3 = 4 ist klar. Fir 4 = 1
argumentieren wir durch Widerspruch: Wire ein o« € L nicht separabel, so gibe
es nach 3.8.9 fiir jedes N weniger als [K(«) : K] Ausdehnungen von K < N zu
einer Einbettung K () <— N und damit nach Satz 3.8.15 iiber die maximal mog-
liche Zahl von Ausdehnungen notwendig auch weniger als [L : K| Ausdehnungen
von K — N zu einer Einbettung L — N. [

Ergdnzung 3.9.23 (Die Diskriminante als Determinante). Ich behaupte fiir die
a; € Z['¢, - . ., (), die gegeben werden durch die Identitéit 7" + a; 7" + ... +
a, = (T+ () ... (T + (), daB die Determinante der nebenstehenden Matrix M
gegeben wird durch die Formel

det M =[G - ¢)

i#]
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Illustration zum Beweis von 3.9.22, Implikation 2 = 3. Die durchgezogenen
Pfeile ganz oben sollen mogliche Erweiterungen des durchgezogenen Pfeils in
der Mitte andeuten. Jeder andere der [K («) : K| Pfeile in der Mitte besitzt ganz
genauso [L : K (a)] Erweiterungen nach ganz oben, nur sind diese nicht
eingezeichnet.
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und folglich genau unsere Diskriminante aus 2.9.14 ist. Um das zu zeigen, beach-
ten wir zunéchst, daB beide Seiten symmetrische Polynome sind und dal} zumin-
destin Q['(y, ..., ¢,] alle (¢; — ¢;) nach 3.9.12 und [LA1] und 2.10.10 das
Polynom (det M) teilen miissen. Dann aber wechselt der Ausdruck (det M) /(¢;—
¢;) unter der Vertauschung von ¢; und ¢; sein Vorzeichen und muf} nach [ ]

folglich ein weiteres Mal durch (¢; — (;) teilbar sein. Mithin ist det A/ in
Q['Cry - -+, Gal durch [T, (G — ;) teilbar. Sicher ergibt das Wegteilen ein sym-
metrisches Polynom, das hochstens auf den Hyperebenen (; = ¢; verschwindet.
Wiire dies Polynom nicht konstant, so konnten wir mit denselben Argumenten ein
weiteres Mal einen Faktor [ [, ((; — (;) herausziehen. Das fiihrt jedoch zu einem

Widerspruch, wenn wir etwa erst durch (12 (n=1) teilen, fiir (o, ..., (, paarweise
verschiedene rationale Zahlen einsetzen, und (; € Q gegen oo streben lassen:
(det M)/¢2™ Y bleibt dann némlich beschrinkt, wie wir sehen, indem wir al-

le Spalten auBer der Ersten mit (; ' multiplizieren, und ([]; 4G —¢))/ ¢ (n=1)

strebt gegen eine von Null verschiedene Zahl, aber ([,_.;(¢;: —¢;))"/ e 1) strebt

fiir » > 2 stets nach Unendlich. Es gilt also nur noch, die Konstante ¢ € (Q zu be-
stimmen mit
det M = c]J(¢ = ¢)
i#]
Dazu setzen wir (; = —(* mit ¢ einer primitiven n-ten Einheitswurzel. Dann folgt
(T+¢)...(T+¢)=T"—1und (det M) = n"(—1)""! und andererseits

-0 -1] (cna —W))

i#] i=1 \  j#i

Das Produkt aller n-ten Einheitswurzeln ist nun sicher (—1)"~! und das zweite
Produkt kann berechnet werden als der Wert an der Stelle ¢ = 1 des Polynoms
(t"—1)/(t—1) ="'+ ...+ ¢+ 1. So erhalten wir fiir die gesuchte Konstante
c schlieBlich (—1)""'n™ = (—1)""'n"c und damit ¢ = 1 wie gewiinscht.

Ubungen

Ubung 3.9.24 (Ableitung und logarithmische Ableitung von Reihen). Gegeben
ein Ring R erkldrt man die formale Ableitung einer Laurentreihe f = ) a,t" €
R((t)) durch f" := > na,t™ . Wieder zeige man Summenregel und Produktregel.
Fiir f € 1+ tR[t] und Q C R zeige man zusitzlich (log ) = f'/f fir log f wie
in [ ]

Erginzende Ubung 3.9.25. Seien P, () nicht konstante Polynome mit Koeffizien-
ten in einem algebraisch abgeschlossenen Korper £ der Charakteristik Null. Man
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Die Determinante dieser Matrix stimmt iiberein mit der Diskriminante des
Polynoms 7" + a; 7" ! + ... + a,,, wie sie in 2.9.15 fiir jedes normierte
Polynom erklért wird. Im iibrigen ist diese Determinante im wesentlichen die
Resultante unseres Polynoms und seiner Ableitung.
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zeige: Haben unsere beiden Polynome dieselben Nullstellen und dieselben ,,Eins-
stellen, gelten also in Formeln fiir die zugehorigen Abbildungen P, Q) : k£ — k
die Gleichheiten P~1(0) = Q'(0) und P~*(1) = Q~'(1) von Teilmengen von
k, so folgt P = (). Hinweis: Fiir d das Maximum der Grade unserer Polynome
zeige man d > |P~1(1) U P=1(0)|. Es folgt, daB P’ viele Nullstellen haben muB.

Ubung 3.9.26. Man zeige: Ein Polynom mit Koeffizienten in einem Korper der
Charakteristik Null ist separabel genau dann, wenn es von keinem Quadrat eines
irreduziblen Polynoms geteilt wird.

Ubung 3.9.27. Seien M O L D K Korper. Man zeige: Ist M/ L separabel und
L/K separabel, so ist M /K separabel. Hinweis: Man ziehe sich zunéchst auf
den Fall endlicher Erweiterungen zuriick und verwende dann 3.9.22, insbesondere
4 = 1, mit N einer Vergroerung von M zu einer normalen Erweiterung von K.

Ergiinzende Ubung 3.9.28. Man zeige: In jeder Korpererweiterung M/ K gibt es
unter allen Zwischenkorpern L C M, die separabel sind iiber K, einen Grof3ten.
Er hei3t der separable Abschlufl von K in M. Hinweis: Man verwende 3.9.27.

Ubung 3.9.29. Eine algebraische Korpererweiterung derart, daB nur die Elemente
des kleinen Korpers iiber diesem separabel sind, heifit rein inseparabel. Man
zeige, daf eine algebraische Erweiterung L/ K eines Korpers K der Charakteristik
p rein inseparabel ist genau dann, wenn fiir jedes Element von L die p"-te Potenz
fiir hinreichend groBes r in K liegt. Salopp gesprochen sind also rein inseparable
Erweiterungen genau die Erweiterungen, die durch die sukzessive Adjunktion p-
ter Wurzeln in Charakteristik p entstehen. Hinweis: 3.9.15.

Ergiinzende Ubung 3.9.30. Man zeige: Ist M /K eine algebraische Korpererwei-
terung und L. C M der separable Abschlul von K in M, so ist die Korpererwei-
terung M /L rein inseparabel. Hinweis: Man verwende 3.9.27.

Vorschau 3.9.31. Man kann im Fall positiver Charakteristik p > 0 auch fiir jede
Korpererweiterung L/ K die Menge L; aller Elemente von L betrachten, die unter
wiederholtem Anwenden des Frobenius, also unter wiederholtem Bilden der p-ten
Potenz irgendwann einmal in K landen. Dann ist L; der grofte iiber K rein inse-
parable algebraische Unterkorper von L. Auch wenn L/ K algebraisch oder sogar
endlich ist, muB hier L/L; nicht separabel sein. Das gilt jedoch, wenn zusétzlich
L/K eine normale algebraische Korpererweiterung ist, vergleiche 4.1.30.

Ubung 3.9.32. Man zeige fiir jede rein inseparable algebraische Korpererweite-
rung L/K und jede weitere Korpererweiterung N/ K die Abschitzung

|Kring” (L, N)| < 1

Ergiinzende Ubung 3.9.33. Gegeben eine algebraische Korpererweiterung L/K
erkldrt man ihren Separabilititsgrad als [L : K] := [S : K] fur S C L den
separablen Abschlufl von K in L.
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1. Gegeben eine endliche Korpererweiterung L/ K zeige man
[L: K] := supyx |Kring™ (L, N)|

Das Supremum der Zahl moglicher Homomorphismen ist dabei iiber alle
Korpererweiterungen N/K zu bilden und alle Werte in N LI {oo} sind er-
laubt. Hinweis: 3.9.30 und 3.9.32.

2. Man zeige, da3 der Separabilititsgrad im Fall endlicher Korpererweiterun-
gen multiplikativ ist, daB also fiir M//L/K endliche Erweiterungen gilt

M : K|s=[M : L|[L : K]s

Die beiden Identititen aus der vorhergehenden Ubung gelten auch fiir beliebi-
ge algebraische Korpererweiterungen. Um das zu zeigen, mufl man nur wissen,
daB sich jeder Korper in einen algebraisch abgeschlossenen Korper einbetten
146t, und muB sich iiberlegen, daf fiir jede algebraische Korpererweiterung L/ K
und jede algebraisch abgeschlossene Korpererweiterung N/K gilt [L : K]; =
|Kring™ (L, N)|.

Ubung 3.9.34 (Rein inseparable Erweiterungen eines Funktionenkorpers). Sei
k ein vollkommener Korper positiver Charakteristik p > 0 und L/k(T') eine end-
liche rein inseparable Erweiterung seines Funktionenkorpers. So ist unsere Kor-
pererweiterung fiir genau ein ~ € N isomorph zur Korpererweiterung k(X )/k(T)
gegeben durch X ~ T?". Hinweis: Man mag ohne Beschriinkung der Allgemein-
heit [L : k(T)] = p annehmen. Dann iiberlegt man sich, da in k({/T) bereits alle
Elemente von k(7T') eine p-te Wurzel haben.

Ergiinzende Ubung 3.9.35. Gegeben ein Korper k induzieren die Einbettungen
k[ X] < k[X] — k(X)) einen Ringhomomorphismus und nach [I.A 1] eine
Einbettung k(X) — k((X)). Man zeige, daf} diese Einbettung im Fall char k = 0
fiir rationale Funktionen, die bei X = 0 keinen Pol haben, durch ein formales
Analogon der Taylorformel beschrieben werden kann. Hierbei gilt es zunichst,
die Ableitung eines Quotienten vermittels der Quotientenregel zu erkldren.

3.10 Satz vom primitiven Element

Lemma 3.10.1 (Uberdeckung durch affine Teilriiume). Ein Vektorraum oder
allgemeiner ein affiner Raum iiber einem unendlichen Korper kann nicht durch
endlich viele echte affine Teilrdume iiberdeckt werden.

Erginzung 3.10.2. Unser Argument zeigt allgemeiner: Ein affiner Raum tiber ei-
nem Korper IF mit mehr als n Elementen, in Formeln |F| > n, kann nie die Verei-
nigung von n echten affinen Teilrdumen sein.
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Ilustration zum Beweis von 3.10.1
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Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch und gehen von einer Uberdeckung
durch moglichst wenige Teilrdume aus. Wir finden also einen Punkt, der im ersten
Teilraum liegt aber nicht in den anderen, und einen weiteren Punkt, der im zweiten
Teilraum liegt aber nicht in den anderen. Eine Gerade durch diese beiden Punkte
trifft jeden unserer Teilrdume in hochstens einem Punkt, hat aber selbst unendlich
viele Punkte. O

Lemma 3.10.3 (Uberdeckung durch Untervektorriume). Ein Vektorraum kann
nie durch endlich viele Untervektorriiume von unendlicher Kodimension iiber-
deckt werden.

Beweis. Sei sonst V' = U; U ... U U, ein Gegenbeispiel mit 7 kleinstmoglich.
Natiirlich gilt notwendig r > 2. Ganz allgemein liefern die offensichtlichen Ab-
bildungen Isomorphismen U, /(U; N U;) = (Uy + U;)/U;. Wiren diese beiden
Riume fiir ein ¢ > 1 endlichdimensional, so hitte mit U; auch U; + U; unendli-
che Kodimension und wir hitten ein noch kleineres Gegenbeispiel gefunden. Das
kann nicht sein, also haben auch alle (U; N U;) mit 4 > 1 unendliche Kodimensi-
on in U; und kdnnen, wieder wegen der Minimalitidt unseres Gegenbeispiels, Uy
nicht iiberdecken. In Formeln folgt

U ¢ | JUs

1>1

Wihlen wir eine Ursprungsgerade GG, so konnen aus demselben Grund auch die
Untervektorrdaume U; + G fiir ¢ > 1 nicht U; iiberdecken. Wihlen wir nun G
mit GNU; = 0und g € G\0, so konnen die U; + G fiir i > 1 den affinen
Teilraum g 4 U; ebensowenig iiberdecken, und damit kann die Vereinigung aller
U; unmoglich ganz V' sein. [

Korollar 3.10.4 (Uberdeckung durch Teilkorper). Ein Kirper kann nicht durch
endlich viele echte Teilkorper iiberdeckt werden.

Beweis im Fall von Charakteristik Null. Jeder Unterkorper ist in diesem Fall ein
Q-Untervektorraum, und wir wissen bereits aus 3.10.1, daB ein (Q-Vektorraum
nicht durch endlich viele echte Untervektorrdume iiberdeckt werden kann. U]

Beweis im Fall eines endlichen Korpers. Ein endlicher Korper kann nicht durch
echte Teilkorper liberdeckt werden, da seine multiplikative Gruppe nach [ ]
zyklisch ist. ]

Beweis im Fall eines unendlichen Korpers positiver Charakteristik. Jeder echte Teil-
korper eines unendlichen Korpers ist entweder unendlich oder endlich und hat in
beiden Fillen als Untervektorraum in Bezug auf den Primkorper unendliche Ko-
dimension. Die Behauptung folgt so aus unserem Lemma 3.10.3, nach dem ein
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Vektorraum nicht durch endlich viele Untervektorraume von unendlicher Kodi-
mension iiberdeckt werden kann. O]

Proposition 3.10.5 (Unterscheidung von Korperhomomorphismen). Gegeben
Korpererweiterungen L/ K und M /K desselben Grundkérpers K und endliche
viele paarweise verschiedene Homomorphismen o, . . ., o, € Kring® (L, M) von
Korpererweiterungen gibt es stets ein Element o € L, dessen Bilder o;(«) unter
unseren Korperhomomorphismen paarweise verschieden sind.

Beweis. Sicher ist L;; := { € L | 0,(8) = 0;(B)} stets ein Teilkorper von L
und ist fiir ¢ # j ist L;; sogar ein echter Teilkorper von L. Da ein Korper nach
3.10.4 nicht durch endlich viele echte Teilkorper iiberdeckt werden kann, gibt es
stets ein o € L\ U Lij- N

Korollar® 3.10.6 (Teilkorper und Primitivitit). Eine Korpererweiterung ist ge-
nau dann endlich und primitiv, wenn sie nur endlich viele Zwischenkorper zuldpft.

Beweis. LiBt eine Korpererweiterung L/ K nur endlich viele Zwischenkorper zu,
so kann sie von ihren echten Zwischenkorpern nach 3.10.4 nicht iiberdeckt wer-
den. Also gibt es ein @ € L, das in keinem echten Zwischenkorper liegt. Dann
gilt notwendig L = K(«a) und es ist leicht zu sehen, daB8 « nicht transzendent
sein kann. Ist umgekehrt L = K(«a) eine primitive endliche Korpererweiterung,
so betrachten wir die Abbildung

Zwischenkorper M, Normierte Teiler in L[ X]
KcMcK(a) des Minimalpolynoms irr(c, K)

M — irr(ov, M)

Es reicht zu zeigen, daf sie injektiv ist. In der Tat wird aber M iiber K bereits
von den Koeffizienten des Minimalpolynoms irr(c, M) erzeugt, denn fiir den von
diesen Koeffizienten iiber K erzeugten Teilkorper M’ C M gilt [L : M'] =
grad(Irr(a, M)) = [L : M]. Da jedes Polynom nur endliche viele normierte
Teiler besitzt, folgt die Behauptung. [

Satz* 3.10.7 (vom primitiven Element). Ist L/ K eine endliche separable Kor-
pererweiterung, so gibt es ein Element o € L mit L = K(«).

Beweis. Nach 3.8.24 konnen wir L vergroBern zu einer normalen Erweiterung N
von K. Wegen der Separabilitit von L/K gibt es dann nach 3.9.22 genau [L : K]
Korperhomomorphismen iiber K von L nach N, in Formeln

|Kring” (L, N)| = [L : K]
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Nach 3.10.5 gibt es Elemente a € L derart, daB die o(«) fiir 0 € Kring™ (L, N)
paarweise verschieden sind. Gegeben solch ein « liefert die Restriktion eine Injek-
tion Kring®™ (L, N) — Kring® (K («), N), denn verschiedene o # 7 links bilden
auch schon unser « auf verschiedene Elemente von N ab. Die Identitidt L = K ()
folgt dann unmittelbar aus der Kette von Gleichungen und Ungleichungen

[L: K] = |Kring® (L, N)| < |[Kring® (K (a),N)| < [K(a): K] < [L: K] O

Lemma* 3.10.8 (Uberdeckung durch Nebenklassen). Eine abelsche Gruppe
kann nicht durch endlich viele Nebenklassen zu Untergruppen von unendlichem
Index iiberdeckt werden.

Erginzung 3.10.9. Dies Lemma ist eine gemeinsame Verallgemeinerung unserer
beiden Lemmata 3.10.1 und 3.10.3 vom Beginn dieses Abschnitts, aber abgesehen
davon fiir uns nicht von Belang. Noch stirker gilt sogar: Eine Uberdeckung einer
Gruppe durch endlich viele Linksnebenklassen bleibt eine Uberdeckung, wenn
wir daraus alle Linksnebenklassen zu Untergruppen von unendlichem Index weg-
lassen. Diese Aussage wird als Neumann’s Lemma zitiert. Bernhard Neumann
studierte in den dreiliger Jahren Mathematik in Freiburg und Berlin. Die Macht-
tibernahme durch die Nationalsozialisten trieb ihn in die Emigration.

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch und gehen von einem Gegenbei-
spiel einer Uberdeckung durch méglichst wenige Nebenklassen aus. Bezeichne
bei so einem Gegenbeispiel G unsere abelsche Gruppe und Hy, Hy,...,H, C G
unsere iiberdeckenden Nebenklassen. Die zugehdrigen Untergruppen notleren wir
Hy, Hy, ..., H,. Fir alle i diirfen wir |(H0 + H)/H| € {1, 00} annehmen, in-
dem wir andernfalls fiir alle ¢ mit |(H0 + H; ) /H;| < oo die Nebenklasse H; von
H zur Nebenklasse Ho + H; von Ho + H vergrofern und beachten, daf} die
Untergruppe Hy + H; in diesem Fall immer noch unendlichen Index in G hat.
Weiter konnen unsere Nebenklassen nicht alle Nebenklassen unter derselben Un-
tergruppe sein, wir diirfen also H, 04 H; annehmen. Da wir von einem kleinsten
Gegenbeispiel ausgegangen waren, finden wir g € H;\ |, 41 Hi. Wegen g ¢ Hy
giltg—i—ﬁg Cc HHUH,U...U H, alias

mcU( mm)

Hier sind aber die (H; — g) N FIO entweder leer oder Nebenklassen unter FIi N FIO,
das wegen |(H, + H;)/H;| = |Ho/(H; N Hy)| € {1, 00} jeweils entweder ganz
H, ist oder eine Untergruppe von unendlichem Index. Ersteres kann nicht passie-
ren, da g + ﬁo in keinem der H; enthalten ist. Wir hitten also ein noch kiirzeres
Gegenbeispiel konstruiert, und dieser Widerspruch zeigt das Lemma. [
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3.11 Algebraischer Abschluf3*

3.11.1. In der Literatur ist es iiblich, sich bei der Entwicklung der Korpertheo-
rie stark auf den Satz von der Existenz eines algebraischen Abschlusses zu stiit-
zen. Das hat meines Erachtens den Nachteil, da3 der Beweis dieses Satzes das
Zorn’sche Lemma [ ] benotigt, dessen Herleitung aus dem a priori an-
schaulich besser motivierten Auswahlaxiom nicht ganz einfach ist. Um die Ent-
wicklung der Grundlagen der Algebra von diesen Schwierigkeiten bei der Forma-
lisierung der Mengenlehre zu entlasten, entwickle ich in diesem Text die Grundzii-
ge der Korpertheorie unabhiingig vom Satz iiber die Existenz eines algebraischen
Abschlusses. Ich diskutiere den Satz und seinen Beweis hier nur, damit weiterfiih-
rende Vorlesungen darauf zuriickgreifen konnen. Der folgende Abschnitt ist also
fiir die weitere Entwicklung dieser Vorlesung unerheblich und kann ohne Schaden
iibersprungen werden.

3.11.2. Ich erinnere daran, daB3 eine Korpererweiterung nach 3.8.18 algebraisch
heifit, wenn alle Elemente der Erweiterung algebraisch sind tiber dem Grundkor-
per. Ich erinnere daran, daB eine Korpererweiterung L/K korperendlich heiBt,
wenn der Erweiterungskorper iiber dem Grundkorper als Korper endlich erzeugt
ist.

Satz 3.11.3 (iiber algebraische Korpererweiterungen). 1. Jede korperendli-
che algebraische Korpererweiterung ist endlich;

2. Sei L/ K eine Kirpererweiterung. Diejenigen Elemente von L, die algebra-
isch sind tiber K, bilden einen Unterkorper von L;

3. Seien M D L D K Korper. Ist M algebraisch iiber L und L algebraisch
iiber K, so ist M algebraisch iiber K.

Beweis. 1. Sei L = K(ay,...,q,). Sind alle o; algebraisch tiber K, so sind sie
erst recht algebraisch iiber K («, ..., a;_1). Wir betrachten die Korperkette

KCK(OQ) CK(OQ,CKQ) C... CK(O&l,...,Oén):L

Da hier alle Schritte endlich sind nach 3.4.7, ist auch L /K endlich nach der Mul-
tiplikativitidt des Grades 3.4.11.

2. Sind avund 5 € L algebraisch iiber K, so haben wir [K («a, #) : K] < oo nach
Teil 1. Mithin sind alle Elemente von K («, 3) algebraisch iiber K nach 3.4.7.

3. Fiir o € M betrachten wir die Koeffizienten (3, . .., 3, € L seines Minimalpo-
lynoms iiber L. Dann ist v sogar algebraisch iiber K (5o, ..., 3,). Der Turm von
endlichen Korpererweiterungen

KCK(ﬁo,...,BT)CK(ﬂQ,...,ﬂr,O{)
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zeigt damit, da} « algebraisch ist tiber K. [

Definition 3.11.4. Ein algebraischer Abschluf} eines Korpers ist eine algebrai-
sche Erweiterung unseres Korpers durch einen algebraisch abgeschlossenen Kor-
per.

Satz 3.11.5 (iiber den algebraischen AbschluB}). Jeder Korper besitzt einen al-
gebraischen Abschluf, und dieser algebraische Abschluf3 ist eindeutig bis auf im
allgemeinen nicht eindeutigen Isomorphismus von Korpererweiterungen.

3.11.6. Wegen dieser partiellen Eindeutigkeit erlaubt man sich meist den be-
stimmten Artikel und eine Notation und spricht von dem algebraischen Abschluf3
eines Korpers K und notiert ihn

K

Ein algebraischer Abschluf3 von R wire etwa der Korper C, wie wir ihn in [ ]

als Teilring des Rings der reellen (2 x 2)-Matrizen eingefiihrt haben, mit der
dort konstruierten Einbettung von R. Ein weiterer algebraischer Abschlull wire
der wie in [GR] zu K = R durch das explizite Erkldren einer Multipli-
kation auf R? konstruierte Kérper, wieder mit der dort konstruierten Einbettung
von R. Sicher sind diese beiden Korpererweiterungen von R isomorph, aber es
gibt zwischen ithnen sogar genau zwei Isomorphismen, von denen keiner ,,besser*
ist als der andere. Die grofite separable Teilerweiterung in einem algebraischen
Abschluf} eines Korpers nennt man seinen separablen Abschluf3.

Beweis. Gegeben ein Korper K konstruiert man ohne Schwierigkeiten eine Men-
ge (2, deren Kardinalitidt echt groBer ist als die Kardinalitét jeder algebraischen
Erweiterung von K in dem Sinne, dal3 es fiir keine algebraische Erweiterung von
K eine surjektive Abbildung nach (2 gibt. Die Menge 2 = P(K[X| x N) wire et-
wa eine Moglichkeit: Jedes Element einer algebraischen Erweiterung L von K ist
ja eine von endlich vielen Nullstellen eines Polynoms aus K[X], so daB wir unter
Zuhilfenahme des Auswahlaxioms eine injektive Abbildung L — K[X] x N fin-
den konnen. Die Existenz einer Surjektion L — (2 stiinde damit im Widerspruch
zu [GR] , wonach es keine Surjektion K[X] x N — P(K[X] x N) geben
kann. Jetzt betrachte man die Menge aller Tripel (M, s, p) bestehend aus einer
Teilmenge M C (2, einer Struktur s eines Korpers darauf und einem Koperho-
momorphismus ¢ : K — M, beziiglich dessen M algebraisch ist iiber K. Nach
dem Zorn’schen Lemma [ ] existiert beziiglich der offensichtlichen Ord-
nungsrelation ein maximales derartiges Tripel, und bei solch einem maximalen
Tripel ist M notwendig algebraisch abgeschlossen: Sonst konnten wir nimlich mit
der Kronecker-Konstruktion 3.7.7 eine endliche Erweiterung /M von M finden
und die Einbettung M < €2 zu einer Einbettung von Mengen L — () ausdehnen
— hier verwenden wir implizit nocheinmal das Zorn’sche Lemma, nach dem es
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eine maximale Ausdehnung auf eine Teilmenge von L geben mulf, die aber nicht
surjektiv sein kann und deshalb bereits auf ganz L definiert sein muf3. So erhielten
wir ein noch groBeres Tripel und dieser Widerspruch zeigt die Existenz. Seien nun
K — K und K < E zwei algebraische Abschliisse von K. Nach Proposition
3.11.7 iiber Ausdehnungen von Korpereinbettungen, die wir im Anschlufl bewei-
sen, 146t sich die Identitéit auf K fortsetzen zu einem Korperhomomorphismus
¢ : K — E. Er ist natiirlich injektiv und liefert fiir jedes Polynom P € K[X]
eine Bijektion zwischen den Nullstellen von P in K und den Nullstellen von P in
E'. Folglich muB er auch surjektiv sein. 0

Alternativer Beweis fiir die Existenz eines algebraischen Abschlusses. Dieser Be-
weis basiert auf Grundkenntnissen iiber maximale Ideale, die in dieser Vorlesung
nicht behandelt wurden, genauer auf [ ] und [ ] . Sei K un-
ser Korper. Wir betrachten die Menge S = K[X]\ K aller nicht konstanten Poly-
nome mit Koeffizienten in & und bilden den riesigen Polynomring

R = K[X{|fes

Hier gibt es also fiir jedes nichtkonstante Polynom f aus K[ X]| eine eigene Varia-
ble X ;. In diesem riesigen Polynomring betrachten wir das Ideal a C R, das von
allen f(Xy) erzeugt wird, und zeigen a # R. Sonst konnten wir namlich 1 € R
schreiben als eine endliche Summe

1= g1 f(Xy)

fekr

fir £ C S endlich und geeignete gy € R. Nun gibt es nach 3.7.4, angewandt auf
das Produkt der f aus F, eine Korpererweiterung L von K derart, daB§ alle f aus
E in L eine Nullstelle ooy € L haben. Fiir die tibrigen f € .S wihlen wir Elemente
oy € L beliebig und betrachten den Einsetzungshomomorphismus

p: R — L
Xf'—>04f

Dieser Ringhomomorphismus miiite nun die Eins in R auf die Null in L abbilden
und das kann nicht sein. Folglich gilt a # R und es gibt nach [ ] ein
maximales Ideal m D a. Dann ist K; = R/m nach [ ] ein Korper, und
jedes nichtkonstante Polynom f € K[X]\ K hat eine Nullstelle in K, ndmlich die
Nebenklasse von X. Iterieren wir diese Konstruktion, so erhalten wir ein Kette
von Korpern

K:KO;}Kl%Kg%...

derart, daf} jedes nichtkonstante Polynom mit Koeffizienten in K; eine Nullstel-
le hat in K;;,. Die aufsteigende Vereinigung |J;~, K; ist dann ein algebraisch
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abgeschlossener Korper, der K enthilt. Eigentlich hatte ich versprochen, belie-
bige Vereinigungen nur zu bilden von Systemen von Teilmengen einer bereits
anderweitig bekannten Menge, und recht eigentlich miissen unsere Inklusionen
auch keine Einbettungen von Teilmengen sein. Wenn Sie es so genau nehmen,
muB ich daran erinnern, dal wir disjunkte Vereinigungen von beliebigen Fami-
lien von Mengen erlaubt hatten. Dann kann ich mich darauf zuriickziehen, daf3
hier eigentlich der Quotient der disjunkten Vereinigung | |, K; nach derjenigen
Aquivalenzrelation gemeint sein soll, die erzeugt wird durch die Bedingung, daB
fiir alle 7 jedes x € K, dquivalent sein soll zu seinem Bild in K ;. Formal ist
diese Konstruktion ein Spezialfall der allgemeinen Konstruktion eines ,,Kolimes
in der Kategorie der Mengen*, wie Sie ihn in [T5] in voller Allgemeinheit
kennenlernen konnen. [

Proposition 3.11.7 (Ausdehnung von Korpereinbettungen). Eine Einbettung
eines Korpers in einen algebraisch abgeschlossenen Korper ldfst sich auf jede
algebraische Erweiterung unseres urspriinglichen Korpers ausdehnen.

3.11.8. Ist also in Formeln K — L eine algebraische Korpererweiterung, so 146t
sich jede Einbettung X — F' von K in einen algebraisch abgeschlossenen Korper
F' ausdehnen zu einer Einbettung L. — F'. Es reicht hier sogar, wenn wir von
F nur fordern, dal die Minimalpolynome Irr(c, K) aller Elemente « irgendeines
Erzeugendensystems von L iiber K vollstidndig in Linearfaktoren zerfallen, sobald
wir sie als Polynome in F'[X| betrachten.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir X' C L annehmen.
Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es unter allen Zwischenkorpern M mit X' C
M C L, auf die sich unsere Einbettung K — F’ fortsetzen 1daft, mindestens einen
Maximalen. Ich behaupte M = L. Sonst gibe es nidmlich « € L\ M, und dies «
wiire algebraisch iiber M, mit Minimalpolynom f € M[X]. Die Minimalpolynom
hitte eine Nullstelle § € F', und nach Proposition 3.8.9 iiber das Ausdehnen auf
primitive Erweiterungen konnten wir dann M — F'fortsetzen zu einer Einbettung
M (o) = F, o — [ im Widerspruch zur Maximalitit von M. O

3.11.9. Der algebraische Abschluf3 des Korpers Q der rationalen Zahlen ist ab-
zihlbar nach 3.8.25.

Beispiel 3.11.10 (Algebraischer Abschlufl endlicher Korper). Einen algebrai-
schen AbschluB eines endlichen Primkdorpers [F), konnen wir wie folgt konstruie-
ren: Wir wihlen eine Folge (0), (1), ... von natiirlichen Zahlen so, daB} jeweils
gilt 7(i)|r(i + 1) und daB jede natiirliche Zahl eines unserer Folgenglieder teilt.
Dann haben wir nach 3.7.13 Einbettungen Fpm-) — Fpr(m) und die aufsteigende
Vereinigung

o0
F, = U F
=0
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ist offensichtlich ein algebraischer Abschlu3 von [F,,. Wie diese aufsteigende Ver-
einigung ganz genau zu verstehen ist, hatte ich bereits zu Ende des alternativen
Beweises fiir die Existenz eines algebraischen Abschlusses 3.11.5 erldutert. Der
Nachweis, dal wir so in der Tat einen algebraischen Abschluf3 von IF,, erhalten, ist
nicht schwer und bleibe dem Leser iiberlassen.

3.11.11. Ich erinnere an dem Korper C((¢)) der formalen Laurentreihen mit kom-
plexen Koeffizienten aus [ ]

Satz 3.11.12 (Algebraischer AbschluBl des Laurentreihenkorpers). Der in hof-
fentlich offensichtlicher Weise prdzise zu definierende Korper

U c@)y

YEN>

der Puiseux-Reihen mit komplexen Koeffizienten ist algebraisch abgeschlossen
und damit der algebraische Abschlufs des Korpers der formalen Laurentreihen

C((t) = Quot C[1].

3.11.13. Analoges gilt, wenn wir C durch einen beliebigen algebraisch abge-
schlossenen Korper der Charakteristik Null ersetzen.

Beweis. Das folgt sofort aus dem im Anschlufl bewiesenen Lemma 3.11.15. [

3.11.14. Die obige Konstruktion kann auch fiir einen beliebigen Koeffizientenring
k durchgefiihrt werden. Wir erhalten so den Ring der Puiseux-Reihen mit Ko-
effizienten in £. Fiir eine formal befriedigende Definition mag man sich auf das
allgemeine Konzept eines ,,Kolimes von Mengen* aus [1T5] stiitzen.

Lemma 3.11.15 (Nullstellen von Polynomen in Laurentreihen). Seien k = k
ein algebraisch abgeschlossener Korper, P € k[t]|[X] ein Polynom mit Koeffizi-
enten im Potenzreihenring iiber k, und \ € k eine n-fache Nullstelle von seinem
Bild P € k[X]. Wird n nicht von der Charakteristik unseres Korpers geteilt, so
besitzt P fiir geeignetes v mit 1 < v < n eine Nullstelle in \ + t'/7k[t'/7].

3.11.16. Wir erlauben hier nur Nullstellen endlicher Ordnung und machen insbe-
sondere keine Aussage fiir den Fall, daB P € k[X] das Nullpolynom ist. Mit dem
Symbol k[t!/7] ist der Ring k[s] gemeint mit seiner durch ¢ > s7 gegebenen Ein-
bettung von k[t]. Ich bin verbliifft, daB mir der Beweis auch fiir nicht notwendig
normiertes P zu gelingen scheint.

Beweis. Indem wir X durch X + ) substituieren, diirfen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit A = 0 annehmen. Nach unseren Annahmen hat P dann die
Gestalt

PX)=as+a X +...+a, X"+ ... +ayX"
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mit ag, . .., a,—1 € tkt] und a,, € k> +tk[t]. Wir verwenden nun die Bewertung
v : k[t] = NU {co}, die jeder Potenzreihe a den Grad ihres Terms niedrigster
Ordnung v(a) := sup{v | t“|a} zuordnet. Im Spezialfall v(ag) = 1 alias ay €
k>t + t2k[¢t] fiihrt fiir unsere Nullstelle der Ansatz

,ultl/" +,LL2t2/n + ...

mit p1; € k zum Ziel. Ist etwa ag € aot + t*k[t] und a,, € a, + tk[t], so erhal-
ten wir die Gleichung ay + a,u7 = 0 und konnen dazu eine Losung 1; finden,
die notwendig verschieden ist von Null. Dann erhalten wir leicht induktiv eines
unserer 4; aus den Vorhergehenden: Der wesentliche Punkt ist dabei, dal} in einer
Entwicklung

(pat /™ + h)" = pt 4+ (npt VM 4

der Koeffizient des linearen Terms nicht Null ist. Im etwas allgemeineren Fall,
daB fiir das kleinste & < n mit a; # 0 auch die Bewertung b := v(a;) minimal
ist unter den Bewertungen der Koeffizienten v(ay), . .., v(a,_1), miissen wir ,,in
erster Niherung* eine Losung der Gleichung a,t°X* + @, X™ = 0 finden, mit
der Notation a € k> fiir den Koeffizienten der ¢-Potenz niedrigsten Grades in
a € k[t]\0. Solch eine Losung finden wir in der Form p1t® mit o = b/(n — k),
und wir finden sogar eine von Null verschiedene Losung mit 1; € £*. Dann fiihrt
dhnlich der Ansatz

,ulta + M2ta +1/(n—k) + ,ugta +2/(n—k) 4+

fiir eine Nullstelle mit jo, 43, ... € k zum Erfolg. Um schlieBlich unser Problem
in voller Allgemeinheit zu 16sen, diirfen wir ohne Beschriankung der Allgemein-
heit ag # 0 annehmen, da ja sonst die Null von k[t] bereits eine Losung ist. Dann
suchen wir das Minimum « der v(ax)/(n — k) mit 0 < k < n, es werde et-
wa an den Stellen 7, j, . .., [ angenommen, und miissen ,,in erster Ndherung* eine
Losung der Gleichung

ait" X a I X gt X 4G, X" =0
finden. Wegen v(a;) + ia = v(a;) + ja = ... = v(q;) + lae = no finden wir
mit dem Ansatz X = p;t* eine Losung dieser Gleichung, und zwar sogar eine

Losung mit p; € k*. Ist nun v der Nenner von « in seiner maximal gekiirzten
Darstellung, so fiihrt wieder der Ansatz

pat® ot T gt T2 4

und induktiv zu bestimmenden s, i3, . . . € k zum Erfolg. [
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Definition 3.11.17. Seien K ein Korper und P C K[X]\0 ein Menge von von
Null verschiedenen Polynomen. Unter einem Zerféillungskorper von P verste-
hen wir eine Korpererweiterung L/ K derart, daB (1) jedes Polynom P € P in
L[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt und daf (2) der Korper L tiber K er-
zeugt wird von den Nullstellen der Polynome P € P.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 3.11.18. Man zeige, daB eine Korpererweiterung L/ K normal
ist genau dann, wenn sie der Zerfillungskorper einer Menge von Polynomen P C
K[X]\0 ist. Hinweis: Man kopiere den Beweis von 3.8.23. Bei Punkt 3 dort reicht
es, fiir M einen algebraischen Abschlufl von K zu betrachten.

Ubung 3.11.19. Gegeben ein endlicher Korper ist die multiplikative Gruppe sei-
nes algebraischen Abschlusses in unkanonischer Weise isomorph zur Gruppe aller
Elemente von Q/Z, deren Ordnung teilerfremd ist zur Charakteristik unseres Kor-
pers.

Ubung 3.11.20. Ist L/K eine Korpererweiterung durch einen algebraisch abge-
schlossenen Korper, so bilden die iiber K algebraischen Elemente von L einen
algebraischen Abschlul3 von K.

Ubung 3.11.21. Sei L/K eine Korpererweiterung durch einen algebraisch abge-
schlossenen Korper. Man zeige, dall jede normale Korpererweiterung von K als
Korpererweiterung von K isomorph ist zu genau einem Unterkorper M C L mit
M D K.

3.12 Schiefkorper iiber den reellen Zahlen*

3.12.1. Der Inhalt des folgenden Abschnitts ist fiir die weitere Entwicklung die-
ser Vorlesung nicht von Belang. Die Thematik schien mir jedoch zu interessant,
um sie ganz auszulassen. Anwendungen ergeben sich insbesondere in der Darstel-
lungstheorie endlicher Gruppen und allgemeiner in der abstrakten Theorie nicht
notwendig kommutativer Ringe, in der Schiefkorper eine wichtige Rolle spielen.
Unter einem Schiefkorper verstehen wir wie in [ ] 22 einen Ring R, der nicht
der Nullring ist, und in dem alle von Null verschiedenen Elemente Einheiten sind.

Proposition 3.12.2 (Schiefkorper iiber den reellen Zahlen). Jede endlichdimen-
sionale R-Ringalgebra, die ein Schiefkorper ist, ist als R-Ringalgebra isomorph
zu R, C, oder zum Schiefkorper H der Quaternionen aus [I.A]]

Ergdnzung 3.12.3. Statt endlicher Dimension iiber R brauchen wir sogar nur an-
zunehmen, daf} unsere Ringalgebra als R-Vektorraum abzihlbar erzeugt ist. Der-
selbe Beweis funktioniert, da wir etwa nach 3.3.12 wissen, da} auch jede Erwei-
terung abzédhlbarer Dimension von R bereits algebraisch ist.
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Beweis. Sei K unsere R-Ringalgebra. Die Struktur als R-Ringalgebra liefert uns
einen eindeutig bestimmten Homomorphismus von R-Ringalgebren R — /K, der
wegen K # 0 sogar injektiv sein mufl. Wir fassen ihn von nun an zur Verein-
fachung der Notation als die Inklusion einer Teilmenge R C K auf. Gegeben
a € K\R konnen wir unsere Einbettung R < K zu einer Einbettung C — K
fortsetzen, deren Bild « enthilt: In der Tat ist die R-Ringalgebra R[«] notwen-
dig eine echte algebraische Korpererweiterung von R und mufl nach 3.8.29 al-
so isomorph sein zu C. Um die Notation nicht unnétig aufzubldhen, denken wir
uns von nun an vermittels dieser Einbettung C als einen Teilkdrper C C K.
Jetzt machen wir K zu einem C-Vektorraum durch Multiplikation von links. Die
Multiplikation mit i € C von rechts wird dann ein C-linearer Endomorphismus
J € Endc K mit J? = —idg. Als Endomorphismus endlicher Ordnung [ ]

oder einfacher als Endomorphismus der Ordnung vier ist er diagonalisier-
bar nach [ ] und liefert wegen J? = — id eine Zerlegung K = KT K~
mit K* = {a € K | ia = +ai}. Nunist K ein endlichdimensionaler Schiefkor-
per iiber C mit C im Zentrum, woraus sofort folgt K™ = C. Gilt K # C, so gibt
es nach dem Beginn des Beweises auch in K~ & R ein Element j mit Quadrat —1.
Setzen wirj = S+aanmit 3 € K~ und o € R, so folgt —1 = j* = 32 +2af+a?
mit dem ersten und letzten Term in K und dem mittleren Term in A . Damit
folgt 25 = 0 und dann o = 0 und man erkennt j € K. Fiir jedes von Null
verschiedene j € K~ induziert aber die Multiplikation mit j von rechts einen Iso-
morphismus Kt = K. Der Rest des Arguments kann dem Leser iiberlassen
bleiben. 0

Erginzung 3.12.4. Eine Kompositionsalgebra ist ein reeller endlichdimensio-
naler euklidischer Vektorraum V' zusammen mit einer bilinearen Abbildung s :
V x V. — V derart, daB gilt ||u(v,w)|| = ||v] - [[w| Vov,w € V. Topologische
Methoden zeigen, daf3 die Dimension eine Bijektion

{ Kompositionsalgebren mit Einselement,

bis auf Isomorphismus } —{0,1,2,4,8}

liefert. Die fraglichen Kompositionsalgebren sind 0, R, C, H und die sehr merk-
wiirdige Struktur der sogenannten Oktaven O, auch genannt Oktonionen oder
Cayley’sche Zahlen, bei denen die Multiplikation nicht mehr assoziativ ist. Zur
Konstruktion dieser Struktur erinnern wir aus [ ] den dort ausgezeichne-
ten Isomorphismus H = H°P, ¢ +— ¢ und setzen QO := H x H mit der nicht-
assoziativen Multiplikation (a,b)(z,y) = (ax — yb,bT + ya). Mehr dazu findet
man etwa bei [ ].
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 3.12.5. Man zeige mit Hilfe der Oktaven: Sind zwei natiirliche
Zahlen jeweils eine Summe von acht Quadraten, so auch ihr Produkt.
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4 Galoistheorie

4.1 Galoiserweiterungen

Definition 4.1.1. Ein Isomorphismus von einem Korper zu sich selbst heif3t auch
ein Automorphismus unseres Korpers. Gegeben eine Korpererweiterung L /K
heiBt die Gruppe aller Kérperautomorphismen von L, die K punktweise festhal-
ten, die Galoisgruppe Gal(L/K) der Korpererweiterung L/ K.

4.1.2. Sprechen wir von der Galoisgruppe eines Polynoms oder genauer von der
Galoisgruppe tiber einem Korper K eines Polynoms P € K|[T], so meinen wir
die Galoisgruppe seines Zerfillungskorpers L/ K.

Erginzung 4.1.3. Bezeichnet Ring die Kategorie der Ringe und Ring”® die Ka-
tegorie der Ringe unter K, so konnen wir die Galoisgruppe in kategorientheo-
retischer Notation schreiben als Gal(L/K) = (Ring™)*(L) und im Fall einer
endlichen Erweiterung als Gal(L/K) = Ring”™ (L, L), da dann alle Kérperhomo-
morphismen iiber K von L in sich selber bereits [Isomorphismen sind.

Beispiele 4.1.4. Gal(C/R) ist eine Gruppe mit zwei Elementen, der Identitit und
der komplexen Konjugation. Betrachten wir in R die dritte Wurzel /2 von 2, so
besteht Gal(Q(+/2)/Q) nur aus der Identitit, denn jeder Kérperhomomorphismus
Q(v2) — Q(¥/2) muB die einzige Losung der Gleichung #* = 2 in diesem
Korper auf sich selbst abbilden.

Lemma 4.1.5. Der Grad einer Korpererweiterung ist eine obere Schranke fiir die
Kardinalitiit ihrer Galoisgruppe. Ist also in Formeln L] K unsere Korpererweite-
rung, so gilt in N U {oo} die Ungleichung

| Gal(L/K)| < [L: K]

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 3.8.15, nach dem sogar die Zahl der Korper-
homomorphismen iiber K von L in einen beliebigen weiteren Korper M iiber K
beschrinkt ist durch der Erweiterunggrad, | Ring” (L, M)| < [L : K]. O

Vorschau 4.1.6. Aus dem im Anschluf3 bewiesenen Satz 4.1.12 folgt unmittelbar,
daf fiir den Fall einer endlichen Korpererweiterung die Kardinalitidt der Galois-
gruppe sogar den Grad der Korpererweiterung teilen muf3, in Formeln

|Gal(L/K)| | [L: K]

Proposition 4.1.7. Ist q eine Primzahlpotenz und r > 1, so ist die Galoisgrup-
pe Gal(F,-/F,) eine zyklische Gruppe der Ordnung r, erzeugt vom Frobenius-
Homomorphismus

F:Fp =Fp, a—al
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4.1.8. In| ] hatten wir bereits einen Frobenius-Homomorphismus ein-
gefiihrt. Der Frobenius-Homomorphismus hier ist seine /-te Potenz fiir [ gegeben
durch ¢ = p' mit p prim.

Beweis. Sicher erzeugt F'in der Galoisgruppe eine zyklische Untergruppe der Or-
dung . Nach dem vorhergehenden Satz 4.1.5 hat die Galoisgruppe jedoch hochs-
tens r Elemente. 0

Definition 4.1.9. Eine Korpererweiterung L/K heifit eine Galoiserweiterung
oder kurz Galois, wenn sie normal und separabel ist.

4.1.10. Gegeben eine endliche Galoiserweiterung L/K gilt fiir die Kardinalitt
der Galoisgruppe die Identitit

|Gal(L/K)| = [L : K]

In der Tat gibt es nach (3.9.22, 1 = 3) fiir L endlich, separabel und normal
iiber K genau [L : K| Korperhomomorphismen L — L iiber K. Als Korper-
homomorphismen sind diese natiirlich injektiv, und wegen der Gleichheit der K-
Dimensionen sind sie dann auch surjektiv. In 4.1.14 werden wir im iibrigen zeigen,
daB umgekehrt eine endliche Korpererweiterung L/ K mit | Gal(L/K)| = [L : K]
auch notwendig bereits Galois ist.

4.1.11. Operiert eine Gruppe G auf einer Menge X, so schreiben wir ganz all-
gemein X fiir die Menge der Fixpunkte. Ist speziell X ein Koérper L und G
eine Gruppe von Korperautomorphismen von L, so ist LS C L offensichtlich ein
Unterkorper von L. Er heif3t der Fixkorper von G.

Satz 4.1.12 (Galoiserweiterungen durch Gruppenoperationen). Seien L ein
Korper, G eine endliche Gruppe von Automorphismen von L und LE der Fixkor-
pervon G. So gilt:

1. Jedes Element oo € L ist algebraisch iiber L® und sein Minimalpolynom
iiber L wird gegeben durch die Formel

Irr(a, LY) = H (X —p)

BeGa

2. Die Kirpererweiterung L/ LC ist eine endliche Galoiserweiterung vom Grad
[L : LY] = |G| mit Galoisgruppe Gal(L/L%) = G.

Beweis. Wir setzen L% = K. Schreiben wir [[; (X — ) = > a; X", so gilt
fiir jedes Element ¢ € G die von der Mitte her zu entwickelnde Gleichungskette

Y oola)xi=[[(X-0®)= [ (X =8) =D aX

BEGa BEGa
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Also gehort unser Produkt zu K[X]. Es teilt das Minimalpolynom Irr(«, K), da
es bei « verschindet. Es wird aber auch von fraglichem Minimalpolynom geteilt,
da ja mit « auch alle o(«) fiir o € G Nullstellen des besagten Minimalpolynoms
sein miissen. Da unser Produkt ebenso wie das Minimalpolynom normiert ist,
miissen diese beiden Polynome iibereinstimmen und der erste Punkt ist erledigt.
Per definitionem ist dann L /K normal und separabel, also Galois. Als nichstes
zeigen wir die Identitit

[L: K] =|G]|
Zunichst bemerken wir dazu, da3 es nach Proposition 3.10.5 iiber die Unterschei-
dung von Koérperhomomorphismen, ein o € L gibt mit |Ga| = |G|. Unsere Be-

schreibung des Minimalpolynoms von « iiber K zeigt [K(«) : K] = |G|. Fir
[ € L ist aber auch K («, 3) eine endliche separable Erweiterung von K und
nach dem Satz vom primitiven Element 3.10.7 gibt es v mit K («, 5) = K(v).
Aus grad(Irr(v, K)) < |G| folgt dann K () = K(«) und damit 5 € K(«). Ins-
gesamt folgt K (o) = Lund [L : K| = [K(«) : K] = |G|. Mit dieser Erkenntnis
bewaffnet folgern wir schlieBlich die Gleichheit G = Gal(L/K) ohne weitere
Schwierigkeiten aus der Ungleichungskette

G < [Gal(L/K)| < [L: K] = |G|

Hier kommt die mittlere Ungleichung von 4.1.5 her und wir miissen unsere Er-
kenntnis 4.1.10, daB sie im Fall endlicher Galois-Erweiterungen sogar eine Gleich-
heit ist, gar nicht bemiihen. [

Alternative zum Beweis der Abschiitzung [L : L¢] < |G|. Wir konnen hier alter-
nativ auch durch Widerspruch mit dem Satz iiber die lineare Unabhéngigkeit von
Charakteren argumentieren. Nehmen wir an, die Elemente von G seien o, . .., 0,
und es gebe in L eine um Eins groBere iiber K := L linear unabhiingige Familie
Zo, - . ., ,. In der Matrix der o;(z;) sind dann notwendig die Spalten o, (z;) linear
abhéingig, wir finden also yo, . ..,y in L nicht alle Null mit } _; y;0:(x;) = 0 Vi.
Durch Umnummerieren der z; diirfen wir hier ohne Beschréinkung der Allgemein-
heit yg # 0 annehmen, und indem wir von vy, . .., y, Zu yyo, - . . , yy, libergehen,
finden wir sogar eine lineare Relation unserer Spaltenvektoren fiir beliebig vor-
gegebenes yop = z € L. Schreiben wir das um zu o;  (yj)z; = 0 Vi und
summieren diese Gleichungen, so ergibt sich

Z/\jl‘j = O
J

fir \; = >, 0, '(y;). Sicher gilt auch \; € K fiir alle j, und aus der linearen
Unabhiingigkeit der x; folgt so \; = 0 fiir alle j und insbesondere Ay = 0. Nach
dem Satz iiber die lineare Unabhéngigkeit von Charakteren 3.8.16, angewandt auf
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die Homomorphismen o; : L* — L*, gibtes jedochein z € L* mit ), 0; ' (2) #
0, und das ist der gesuchte Widerspruch. O]

Ergdnzung 4.1.13. Ist L/ K eine endliche Galois-Erweiterung, so ist « € L nach
dem ersten Beweis von 4.1.12 ein primitives Element genau dann, wenn es von
keinem Element der Galoisgruppe festgehalten wird. Wir konnen sogar stets ein
a € L so withlen, daB} es mit seinen Galois-Konjugierten eine K -Basis von L bil-
det: Das sagt uns der ,,Satz von der Normalbasis* 6.1.5. Diese schirfere Aussage
stimmt keineswegs fiir jedes primitive Element, wie das Beispiel L = C, K = R,
a =i zeigt.

Satz 4.1.14 (Charakterisierung endlicher Galoiserweiterungen). Seien L/K
eine endliche Korpererweiterung und G = Gal(L/K) ihre Galoisgruppe. So sind
gleichbedeutend:

1. L/K ist eine Galoiserweiterung;

2. Die Ordnung der Galoisgruppe stimmt iiberein mit dem Grad der Korper-
erweiterung, in Formeln |G| = [L : K|;

3. Der Unterkorper K stimmt iiberein mit dem Fixkorper der Galoisgruppe,
in Formeln K = L°.

Beweis. 1=-2 war 4.1.10. Die Implikation 2=-3 folgt daraus, da8 wir |G| = [L :
LY] ja bereits nach 4.1.12 wissen. Gilt dann auBerdem |G| = [L : K] fiir einen
Unterkdrper K C L€, so erhalten wir aus der Multiplikativitit des Grades von
Korpererweiterungen unmittelbar erst [LY : K] = 1 und dann L = K. Die
Implikation 3=-1 folgt direkt aus 4.1.12. [

Ergdnzung 4.1.15. Auch fiir eine beliebige algebraische Korpererweiterung gilt
noch, dal sie genau dann Galois ist, wenn der Unterkorper der Fixkorper der
Galoisgruppe ist. Hier folgt die eine Implikation aus 4.1.33, und die andere aus
3.11.8.

Beispiel 4.1.16. Unter der Voraussetzung char K # 2 ist jede quadratische Kor-
pererweiterung L von K Galois mit Galoisgruppe Z/27Z, und die Elemente @ €
L\K mit a?® € K sind genau diejenigen von Null verschiedenen Elemente von
L, die vom nichttrivialen Element der Galoisgruppe auf ihr Negatives geschickt
werden.

Definition 4.1.17. Eine Wirkung einer Gruppe auf einer Menge heif3t treu, eng-
lisch faithful, franzosisch fidele, wenn nur das neutrale Element jedes Element
der Menge festhilt.
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4.1.18. Wir erinnern aus [ ] .22, daB3 eine Wirkung einer Gruppe auf einer
Menge transitiv heit, wenn unsere Menge nicht leer ist und je zwei ihrer Elemen-
te durch ein geeignetes Gruppenelement ineinander iiberfithrt werden konnen.

Satz 4.1.19 (Operation der Galoisgruppe auf Nullstellen). Gegeben K ein Kor-
per, P € K[X] ein irreduzibles Polynom und L/K sein Zerfillungskorper ope-
riert die Galoisgruppe Gal(L/K) auf der Menge {«« € L | P(a) = 0} der
Nullstellen von P in L treu und transitiv.

Beweis. Treu ist die Operation, da besagte Zerfillungserweiterung per definitio-
nem bereits von den Nullstellen des besagten Polynoms erzeugt wird. Transitiv
ist sie, da es fiir je zwei Nullstellen o, 8 von P nach unserer Proposition 3.8.9
tiber das Ausdehnen auf primitive Erweiterungen einen Kérperhomomorphismus
K(a) — L uiber K gibt mit o — /3, der sich dann nach 3.8.12 weiter ausdehnen
1468t zu einem Korperhomomorphismus L — L iiber K. [

4.1.20 (Grundfrage der Galoistheorie). Die Grundfrage der Galoistheorie ist,
welche Permutationen der Nullstellenmenge eines vorgegebenen irreduziblen Po-
lynoms denn nun von einem Automorphismus seines Zerfallungskorpers oder ge-
nauer von einem Element der Galoisgruppe seiner Zerféallungserweiterung her-
kommen. Man nennt diese Galoisgruppe auch die Galoisgruppe unseres irredu-
ziblen Polynoms. Hierzu gebe ich gleich drei Beispiele.

Beispiel 4.1.21 (Ein kubisches Polynom mit Galoisgruppe S;). Ist L der Zer-
fillungskorper von X2 — 2 iiber Q, so kommen alle Permutationen der Nullstel-
lenmenge unseres Polynoms von Elementen der Galoisgruppe her und wir haben
folglich Gal(L/Q) = Ss. In der Tat ist L/Q normal als Zerfallungskorper und
sogar Galois, da in Charakteristik Null jede Korpererweiterung separabel ist. Da-
mit folgt insbesondere [L : Q] = | Gal(L/Q)|. Jetzt realisieren wir L als einen

Teilkorper
L= Q(\B/ivcwu C2\3/§) cC

der komplexen Zahlen, mit V2 € R der reellen dritten Wurzel von 2 und ¢ =
exp(27 i /3) einer dritten Einheitswurzel. Diese Darstellung zeigt L # Q(+v/2), da
ja unser L nicht in R enthalten ist. In Q(+/2)[X] zerfillt unser Polynom X3 — 2
also in einen linearen und einen irreduziblen quadratischen Faktor, folglich ist
L eine quadratische Erweiterung von Q(~/2). Zusammen ergibt sich [L : Q] =
6 und mithin | Gal(L/Q)| = 6. Die Operation von Gal(L/Q) auf der Menge
{3/2,¢v/2,¢%/2} definiert nun nach 4.1.19 eine Einbettung Gal(L/Q) — Ss,
und da beide Seiten gleichviele Elemente haben, muf3 diese Einbettung ein Iso-
morphismus sein.

Beispiel 4.1.22 (Ein kubisches Polynom mit zyklischer Galoisgruppe). Ist L
der Zerfillungskorper von X3 + X? — 2X — 1 iiber Q, so kommen genau die
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zyklischen Permutationen der Nullstellenmenge unseres Polynoms von Elemen-
ten der Galoisgruppe her und wir haben folglich Gal(L/Q) = Z/3Z. In der Tat
konnen wir mit ( = exp(27i/7) einer siebten Einheitswurzel die drei komple-
xen Nullstellen unseres Polynoms schreiben als a = ¢ + ¢, 8 = (% + (2 sowie
v = (3 + 3, wie man leicht nachrechnet. Ich bin im iibrigen den umgekehrten
Weg gegangen und habe mein Polynom aus den Linearfaktoren zu diesen drei
Nullstellen zusammenmultipliziert. Wie dem auch sei, besitzt unser Polynom kei-
ne ganzzahligen Nullstellen, also nach [ ] auch keine Nullstellen in Q,
und ist als Polynom vom Grad 3 folglich irreduzibel iiber Q. Unsere Nullstellen
erfiillen nun jedoch die Relationen a? = 3+2, 32 = y+2und v* = a+2, woraus
unmittelbar die Behauptung folgt. In 4.7.9 geben wir im {ibrigen ein Kriterium an,
das es erlaubt, die Galoisgruppe einer kubischen Gleichung ganz mechanisch zu
bestimmen.

Beispiel 4.1.23 (Ein kubisches Polynom mit trivialer Galoisgruppe). Man be-
trachte den Funktionenkorper F3(7") iiber dem Korper mit drei Elementen und
dariiber das Polynom X3 — T. Es hat nur eine einzige Nullstelle in seinem Zer-
fallungskorper, die aber eben eine dreifache Nullstelle ist. Seine Galoisgruppe ist
folglich trivial.

Proposition 4.1.24 (Quotientenkorper eines Invariantenrings). Operiert eine
endliche Gruppe G auf einem kommutativen Integritdtsbereich R, so definiert die
offensichtliche Einbettung einen Isomorphismus

Quot(R%) = (Quot R)“

des Quotientenkorpers seines Invariantenrings mit den Invarianten seines Quoti-
entenkorpers.

Beweis. Jeden Bruch f/h € (Quot R)“ kinnen wir mit [1,cq\ o(h) erweitern

zu einem Bruch, dessen Nenner in R¢ liegt, da er ja das Produkt aller o (h) mit o €
G ist und bei diesem Produkt die Gruppenoperation nur die Faktoren permutiert.
So ein Bruch kann nur dann G-invariant sein, wenn auch sein Zihler in R¢ liegt.

]

Beispiel 4.1.25. Fiir jeden Korper £ ist nach 4.1.12 und 4.1.24 in den Notationen
von 2.9.6 die Erweiterung

k('sy, ... 80) = k('X1,..., X)) Ck('Xy,...,X,)

eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe S,,. Unsere Erweiterung ist natiirlich
auch ein Zerfillungskorper der allgemeinen Gleichung

T+ 57" 4+ 81T + sp

131



wo wir die s; schlicht als algebraisch unabhingige Variablen des Funktionenkor-
pers k('s1,...,s,) liber k auffassen. Nach unserer Konvention sollten wir hier
vielleicht sogar gro3e Buchstaben vom Ende des Alphabets benutzen, zum Bei-
spiel Y; statt s;. Insbesondere ist die allgemeine Gleichung nach 4.1.12 irreduzi-
bel, da ja alle ihre Wurzeln einfach sind und zueinander konjugiert unter der Ga-
loisgruppe. Die Irreduzibilitit dieses Polynoms kann aber auch bereits aus 2.7.20
abgeleitet werden.

Ubungen

Ubung 4.1.26. Gegeben n > 1 zeige man, daB C(X™) C C(X) eine Galoiserwei-
terung vom Grad n ist mit zyklischer Galoisgruppe.

Ergiinzende Ubung 4.1.27. Man zeige, daB sich jede endliche Erweiterung ei-
nes vollkommenen Korpers zu einer endlichen Galoiserweiterung vergrof3ern 146t.
Man zeige, daB sich wie in [ ] behauptet jeder Endomorphismus x eines
endlichdimensionalen Vektorraums iiber einem vollkommenen Korper auf genau
eine Weise zerlegen 146t als + = x5 + x, mit x4 halbeinfach, x, nilpotent und
Ty = TpTs.

Ubung 4.1.28. Man zeige: Gegeben eine Korpererweiterung L/K und zwei ver-
schiedene normierte irreduzible Polynome in K[X] kann kein Element der Ga-
loisgruppe eine Nullstelle des einen Polynoms in eine Nullstelle des anderen Po-
lynoms iiberfiihren.

Ubung 4.1.29. Sei k ein Korper der Charakteristik pund A\ € kX und t = ¢, :
kE(X) = k(X) der Kérperautomorphismus iiber £ mit X — X + \. Man zeige,
daB der Korper der Invarianten genau das Bild derjenigen Einbettung k(Y) —
k(X) ist, die durch Y +— XP — A\P~1X gegeben wird. Man zeige, daB auch die
induzierte Einbettung kY] < k[X] einen Isomorphismus auf den Ring der ¢-
Invarianten von k[ X] induziert.

Ergiinzende Ubung 4.1.30. Jede normale Korpererweiterung mit trivialer Galois-
gruppe ist rein inseparabel im Sinne von 3.9.29. Fiir jede normale Korpererwei-
terung K /k mit Galoisgruppe G ist K¢ /k rein inseparabel. Hinweis: 3.9.15. Im
Fall unendlicher Erweiterungen verwende man 3.11.7.

Ergiinzende Ubung 4.1.31 (Satz von Gilmer). Man zeige, daB eine algebraische
Korpererweiterung L/ K derart, daB jedes Polynom aus K [X | in L eine Nullstelle
hat, ein algebraischer Abschlu3 von K sein muf3. Hinweis: Man beginne mit dem
Fall der Charakteristik Null. Jede endliche Korpererweiterung von K besitzt dann
nach 3.10.7 ein primitives Element und 148t sich folglich in L einbetten. Gegeben
ein Polynom P € L[X] gilt das insbesondere fiir seinen Zerfillungskorper iiber
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dem von seinen Koeffizienten in L erzeugten Teilkorper tiber /. Im Fall positi-
ver Charakteristik argumentiere man erst mit dem separablen Abschlufl von K in
unserem Zerfallungskorper und dann mit 3.9.29.

Ubung 4.1.32. Man bestimme die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers des Poly-
noms X* — 5 iiber Q und iiber Q/[i].

Ergiinzende Ubung 4.1.33. Ist L/ K eine algebraische, aber nicht notwendig end-
liche Korpererweiterung und G C Gal(L/K) eine beliebige, nicht notwendig
endliche Untergruppe, so ist /L% immer noch eine Galoiserweiterung, deren
Galoisgruppe jedoch nicht mit G tibereinzustimmen braucht. Zum Beispiel er-
zeugt der Frobenius-Homomorphismus nicht die Galoisgruppe Gal(F,/F,), aber
der Fixkorper seines Erzeugnisses ist dennoch [F),.

4.2 Anschauung fiir die Galoisgruppe*

4.2.1. Formal ist der nun folgende Abschnitt fiir die logische Kohérenz dieser
Vorlesung nicht von Belang. Es wird darin auch nichts bewiesen. Ich denke je-
doch, daBl die im folgenden erklérten Ideen bei der historischen Entwicklung der
Theorie von zentraler Bedeutung waren und hoffe, da8 sie Ihnen beim Versténdnis
helfen.

4.2.2 (Reelle Nullstellen einer Familie reeller Polynome). Zum Aufwirmen be-
trachten wir zunéchst einmal ein normiertes Polynom P € R(¢)[X]| mit Koef-
fizienten im Funktionenkorper R(¢) = Quot R[¢] iiber dem Korper der reellen
Zahlen. Sei £ C R die endliche Menge aller Punkte, an denen mindestens ein
Koeffizient von P eine Polstelle hat. An jeder anderen Stelle A € R\ E konnen
wir die Koeffizienten von P bei ¢ = ) auswerten und erhalten so ein Polynom
P, € R[X]. Die reellen Nullstellen dieser Polynome P, hingen dann von \ ab,
und eine bildliche Darstellung der Menge

Z(P):={(\a)eR?*| A\ ¢ E, P\(a) =0}

als Teilmenge der Ebene vermittelt eine gewisse Anschauung fiir diese Abhédngig-
keit. Istetwa P = X2—1/t, so besteht die Ausnahmemenge FE aus dem Nullpunkt,
E = {0}, und wir haben Z(P) = {(\,a) | A # 0, a* —1/X = 0}.

4.2.3 (Komplexe Nullstellen einer Familie komplexer Polynome). Nun betrach-
ten wir analog ein normiertes Polynom P € C(t)[X] mit Koeffizienten im Funk-
tionenkorper C(t) = Quot C[¢] tiber dem Korper der komplexen Zahlen. Sei wie-
der E C C die endliche Menge aller Punkte, an denen mindestens ein Koeffizient
von P eine Polstelle hat. An jeder anderen Stelle A € C\ E kénnen wir die Koef-
fizienten von P bei t = X auswerten und erhalten so ein Polynom P, € C[X]. Die
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Graphische Darstellung der Menge {(\,a) | A # 0, a? — 1/X = 0}
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komplexen Nullstellen dieses Polynoms P, hidngen dann von A ab, und wir bilden
die Menge
Z(P):={(\a)eC?*| A& E, P\(a)=0}

Ist etwa zur Abwechslung diesmal P = X2 —t, so ist die Ausnahmemenge F leer
und wir haben Z(P) = {(\,a) | a* — X\ = 0}.

4.2.4. Gegeben eine stetige Abbildung p : Z — C' von metrischen oder auch von
topologischen Raumen verstehen wir unter einer Decktransformation von p eine
stetige Abbildung f : 7 — Z mitpo f = p.

Satz 4.2.5 (Anschauung fiir die Galoisgruppe). Sei P € C(t)[X] ein normiertes
irreduzibles Polynoms und L/C(t) die Korpererweiterung von C(t), die durch die
Adjunktion einer Nullstelle von P entsteht. Bezeichne weiter

Z(P) :={()\,2) € C*| P\ € C[X] ist definiert beit = \ und P\(z) = 0}

die simultane Nullstellenmenge. So ist die Galoisgruppe Gal(L/C(t)) isomorph
zum Monoid aller Decktransformationen der Projektion pr, : Z(P) — C.

4.2.6. Hier meint pr; : C> — C die Projektion auf die erste Komponente alias
die erste Koordinate und Stetigkeit ist fiir die von C? induzierte Metrik gemeint.
Wir werden den vorhergehenden Satz im Rahmen dieser Vorlesung weder bewei-
sen noch verwenden, ihn aber in 4.2.10 noch prizisieren, indem wir einen Iso-
morphismus der Galoisgruppe mit unserem Monoid von Decktransformationen
explizit angeben. Der Satz vom primitiven Element 3.10.7 sagt uns im iibrigen,
daB jede endliche Korpererweiterung von C(t) primitiv ist, also durch Adjunktion
eines einzigen Elements erhalten werden kann.

4.2.7 (Hilfen zur graphischen Darstellung). Die Abbildung pr, : Z(P) — C
hat endliche Fasern. Ist P nicht konstant, so sind die Fasern tiber Punkten A ¢ F
auch nie leer. Ist weiter P irreduzibel oder allgemeiner teilerfremd zu seiner Ab-
leitung, so ist seine Diskriminante nicht die Null von C(¢), und bezeichnet F' C C
die endliche Menge aller Null- und Polstellen dieser Diskriminante, so hat jede
Faser von pr; : Z(P) — C iiber Punkten A € C\(F U F') genau grad P Ele-
mente. Indem wir nun um jeden Punkt aus £/ U ' in der komplexen Zahlenebene
einen Kreis zeichnen, der keinen anderen Punkt von £ U I’ umlduft, und alle diese
Kreise durch sich nicht kreuzende Wege mit einem festen Punkt verbinden, und
weiter das Urbild eines solchen Gebildes in Z(P) zeichnen, erhalten wir eine ge-
wisse Anschauung fiir die Abbildung pr; : Z(P) — C und das Monoid ihrer
Decktransformationen: Bezeichnet genauer S C C? unser Gebilde, so liefert die
Restriktion auf pr;'(.9) eine Bijektion zwischen dem Monoid der Decktransfor-
mationen von pr; : Z(P) — C und dem Monoid der Decktransformationen von
pry : pry(S) — S.
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Dies Bild kam bereits in [ ] vor als Illustration fiir die Abbildung
z + 2% der komplexen Zahlenebene auf sich selbst. Fiir die durch Adjunktion
einer Quadratwurzel aus ¢ entstehende Erweiterung L des Funktionenkorpers
C(t) istnun P = X? — ¢ das Minimalpolynom eines Erzeugers und wir erhalten
eine stetige Bijektion C = Z(P) mit stetiger Umkehrung vermittels der
Vorschrift z — (22, z). Die Komposition C = Z(P) — C mit der Projektion auf
die erste Koordinate ist also gerade unsere Abbildung 2 — z2. Wir sehen so
anschaulich, daB die Galoisgruppe von L/C(t) gerade Z /27 ist. Ahnlich zeigt
diese Anschauung, da3 die Galoisgruppe der durch Adjunktion einer n-ten
Waurzel von t entstehende und oft C(/#)/C(t) notierten Korpererweiterung
gerade Z/nZ sein sollte, was Sie bereits als Ubung 4.1.26 formal bewiesen
haben.
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Vorschau 4.2.8. Betrachten wir in der Situation der vorhergehenden Bemerkung
4.2.7 eine beliebige endliche Teilmenge H C C, die £/ U F' umfaft, und bilden
Zy(P) = {(\,a) € Z(P) | A ¢ H}, so induziert die Projektion sogar eine
Uberlagerung pr, : Z5(P) — C\H im Sinne von [TF] und die Restriktion
liefert einen Isomorphismus des Monoids der Decktransformationen von pr; :
Z(P) — C mit der Deckbewegungsgruppe besagter Uberlagerung im Sinne von
[1F]

4.2.9. Ich will zum Abschlul noch genauer erklidren, wie in Satz 4.2.5 die Ga-
loisgruppe mit unserem Monoid von Decktransformationen identifiziert werden
kann. Fiir jede Menge Z und jeden Ring & erkldren wir den Ring Ensf(Z, k) der
fast iiberall definierten Funktionen auf Z mit Werten in % als den Quotient des
Rings Ens(Z, k) nach dem Ideal aller Funktionen, die nur an endlich vielen Stel-
len einen von Null verschiedenen Wert annehmen. Fiir jede Abbildung f : Y — Z
mit endlichen Fasern liefert das Vorschalten von f einen Ringhomomorphismus
(of) : Ensf(Z,k) — Ensf(Y, k) in die Gegenrichtung, das Zuriickholen fast
iberall definierter Funktionen.

4.2.10 (Decktransformationen als Korperautomorphismen). Seien nun ein nor-
miertes Polynom P € C(¢)[X] gegeben und sei Z = Z(P) C C? wie oben er-
klirt. Die Restriktion von Polynomen in zwei Variablen zu Funktionen auf 7 lie-
fert offensichtlich einen Ringhomomorphismus C[t, X| — Ens(Z, C) in den Ring
der komplexwertigen Funktionen auf Z. Dieser Ringhomomorphismus besitzt ge-
nau eine Fortsetzung zu einem Ringhomomorphismus C(¢)[X| — Ensf(Z, C),
der hinwiederum iiber einen Ringhomomorphismus

C(H)[X]/(P) < Ensf(Z,C)

faktorisiert. Letzterer Ringhomomorphismus ist notwendig injektiv, da er von ei-
nem Korper startet und in einem vom Nullring verschiedenen Ring landet. Unser
Satz 4.2.5 iiber die anschauliche Bedeutung der Galoisgruppe 148t sich nun da-
hingehend prizisieren, daf} die offensichtliche Operation ,,durch Vorschalten* des
Monoids D der Decktransformationen von pry : Z — C auf dem Ring Ensf(Z, C)
das Bild der obigen Einbettung C(¢)[X]/(P) — Ensf(Z, C) stabilisiert, und daB
die so induzierte Operation unseres Monoids auf . = C(¢)[X]/(P) einen Isomor-
phismus D = Gal(L/C(t)) unseres Monoids mit der fraglichen Galoisgruppe
liefert. Auch diese Prizisierung soll hier nicht bewiesen und im weiteren Verlauf
nicht verwendet werden.

4.3 Galoiskorrespondenz

Satz 4.3.1 (Galoiskorrespondenz). Gegeben cine endliche Galoiserweiterung
L/K mit Galoisgruppe G = Gal(L/K) liefern das Bilden der Galoisgruppe
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=)

C_ D

Anschauung fiir die durch Adjunktion einer dritten Wurzel aus ¢ entstehende
Korpererweiterung des Funktionenkorpers C(¢) nach 4.2.7. Ich finde, man sieht
in diesem Fall auch recht anschaulich, daf} die Galoisgruppe zyklisch von der
Ordnung drei sein sollte.

=

Versuch der bildlichen Darstellung einer Korpererweiterung vom Grad 3 mit
trivialer Galoisgruppe, die also insbesondere nicht normal ist.
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M ~ Gal(L/M) und das Bilden des Fixpunkkorpers H — L¥ zueinander in-
verse inklusionsumkehrende Bijektionen

Zwischenkorper M Untergruppen H
unserer Korpererweiterung & ihrer Galoisgruppe
KcMcCL HcdG
M AN Gal(L/M)
A & H

Unter dieser Bijektion entsprechen die Normalteiler H von G genau denjeni-
gen Zwischenkorpern M, die normal sind iiber K, und in diesen Fidllen definiert
das Einschrinken von Elementen der Galoisgruppe einen Isomomorphismus von
Gruppen G/H = Gal(L /K) alias eine kurze exakte Sequenz

Gal(L/M) = Gal(L/K) — Gal(M/K)

Vorschau 4.3.2. In der Sprache der Kategorientheorie nimmt dieser Satz die fol-
gende Form an: Ist L/ K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G,
so liefert Funktor Kring®™ ( , L) der K -linearen Kérperhomomorphismen nach L
eine Aquivalenz von Kategorien

{ Korpererweiterungen von K,

L ] 2 {transitive G-Mengen }°PP
die sich in L einbetten lassen } { gen}

Beweis. Nach Eigenschaft 3.8.27 der Normalitdt und der Definition der Separa-
bilitdt 3.9.16 ist fiir jeden Zwischenkorper M auch L/M normal und separabel,
also Galois, und damit folgt ¢ o ¢ = id aus unserer Erkenntnis 4.1.14, dal bei
einer endlichen Galoiserweiterung der Grundkorper gerade der Fixkorper der Ga-
loisgruppe ist. Ohne alle Schwierigkeiten folgt ¢ o ¢ = id aus unserer Erkenntnis
4.1.12, daB3 das Bilden des Fixkorpers zu einer endlichen Gruppe von Korperauto-
morphismen stets eine Galoiserweiterung mit besagter Gruppe als Galoisgruppe
liefert. Das zeigt die erste Behauptung. Man priift nun leicht g(L*) = L9719 fiir
alle ¢ € GG. In Worten entspricht unter unserer Galoiskorrespondenz also das Ver-
schieben von Zwischenkorpern mit einem Element der Galoisgruppe g € G der
Konjugation von Untergruppen mit besagtem Element g € G. Insbesondere ist L
invariant unter G genau dann, wenn H in G ein Normalteiler ist. Da aber GG tran-
sitiv operiert auf den Wurzeln der Minimalpolynome aller Elemente von L, ist L
invariant unter G genau dann, wenn es normal ist tiber K. Schlielich faktorisiert
dann die durch Einschrinken von Kérperhomomorphismen gegebene Abbildung
G — Gal(L” /K) iiber G/ H und liefert eine Injektion G/H — Gal(L¥ /K), die
mit einem Abz#dhlargument bijektiv sein mub. 0

139



Beispiel 4.3.3. Nach 4.1.7 ist fiir jede Potenz ¢ = p” mit » > 1 einer Primzahl p
die Galoisgruppe Gal(F,/F,) eine zyklische Gruppe der Ordnung , erzeugt vom
Frobenius-Homomorphismus a +> a”. Die Untergruppen dieser Gruppe Z/Zr
sind nach [ ] genau die Gruppen Zd/Zr fur Teiler d von r. Das liefert
im Licht der Galoiskorrespondenz 4.3.1 einen neuen Beweis unserer Klassifikati-
on 3.7.13 aller Unterkorper eines endlichen Korpers.

Definition 4.3.4. Sei char K # 2. Eine Korpererweiterung L /K heifit biquadra-
tisch, wenn sie den Grad [L : K] = 4 hat und erzeugt ist von zwei Elementen
L=K(a,p)fira,3 € Lmita? 3? € K.

Beispiel 4.3.5. Q(v/3,/5) ist biquadratisch iiber Q, denn (a + bv/5)? = a? +
2ab\/5 + 5b? kann nie 3 sein, weder fiir @ = 0 noch fiir b = 0 und erst recht nicht
fiira # 0, b # 0.

Lemma 4.3.6. Jede biquadratische Erweiterung ist Galois, und ihre Galoisgrup-
pe ist die Klein’sche Vierergruppe 7./27, x 7. 2.

Beweis. Fiir die nichttrivialen Elemente 0 € Gal(L/K(«)), 7 € Gal(L/K(B))

haben wir
. { e { a = -«
LB = B L= B
und wir haben {id, o, 7,07} C Gal(L/K). Das muf dann aber schon die ganze
Galois-Gruppe sein. O

4.3.7. Die Klein’sche Vierergruppe Z /27 x 7Z/27 = F2 hat fiinf Untergruppen:
Den Nullpunkt, drei Geraden, und die ganze Gruppe. Sie entsprechen in unserer
biquadratischen Erweiterung aus 4.3.6 den Unterkdrpern

LD K(a),K(B),K(aB) D K

Eine K-Basis von L besteht aus 1, «, 3, a3, wie die simultane Eigenraumzerle-
gung von L unter o und 7 zeigt. Hier ist & + S ein primitives Element, da es von
keinem nichttrivialen Element der Galoisgruppe festgehalten wird.

Satz 4.3.8 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper der komplexen Zahlen
ist algebraisch abgeschlossen.

4.3.9. Alternative Beweise diskutieren wir in [ ] .Als Ubung diirfen Sie
zeigen, daf3 aus einem beliebigen angeordneten Korper 7, in dem jedes Polynom
ungerader Ordnung eine Nullstelle hat und jedes positive Element eine Quadrat-
wurzel, durch Adjunktion einer Quadratwurzel von (—1) bereits ein algebraisch
abgeschlossener Korper entsteht.
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Dies Bild ist wie in 4.2.7 zu verstehen und stellt eine biquadratische Erweiterung
des Funktionenkorpers C(t) dar, etwa durch die Adjunktion von Quadratwurzeln
aus (t £+ 1), wo die beiden Punkte £1 in den beiden Kreisen unten zu denken
sind.

G K
v S 7 N RN\
&> <> KTy Loy K KIp) K(.c{s)

N V 4 A4
A L

Links die fiinf Untergruppen der Klein’schen Vierergruppe, rechts die ihnen
unter der Galoiskorrespondenz entsprechenden fiinf Zwischenkorper einer
biquadratischen Erweiterung.
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Beweis. Sei [L : R] eine endliche normale Erweiterung von R. Sei G = Gal(L/R)
ihre Galoisgruppe und S C G eine 2-Sylow von G, die in unseren Konventionen
auch die triviale Gruppe sein darf. So haben wir [L : R] = |G| und [L : L®] = | 9|
und folglich ist L° /R eine Erweiterung von ungeradem Grad. Da jedes Polynom
aus R[X] von ungeradem Grad nach dem Zwischenwertsatz [ ] eine
reelle Nullstelle hat, folgt L° = R. Mithin haben wir S = G und G ist eine 2-
Gruppe. Damit entsteht nach unserem Satz 1.3.9 iiber die Struktur von p-Gruppen
und unter Zuhilfenahme der Galoiskorrespondenz und Ubung 4.3.10 die Kérperer-
weiterung L aus R durch sukzessive Korpererweiterungen vom Grad 2, also nach
3.4.9 durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln. Adjungiert man aber ei-
ne echte Quadratwurzel zu R, so erhidlt man C, und in C hat jedes Element schon
eine Quadratwurzel. Daraus folgt L = R oder L. = C. [

Ubungen

Ubung 4.3.10. Gegeben eine endliche Galoiserweiterung L/K und zwei Unter-
gruppen I C H ihrer Galoisgruppe zeige man fiir den Grad der Erweiterung der
zugehorigen Fixkorper die Formel

(L' L") = |H/1]
Hinweise: 4.1.10,3.4.11, [LA2] 4.1.5,4.3.1.

Ubung 4.3.11. Man driicke v/3 aus als Polynom in V3 4+ /5 mit rationalen Ko-
effizienten: Das mufl moglich sein, da dies Element nach 4.3.7 primitiv ist in
Q(V3,V5).

Ergdnzung 4.3.12. In der algebraischen Zahlentheorie konnen Sie lernen, warum
ganz allgemein fiir paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen aq, . . ., a,, die Kor-
pererweiterung Q(y/a1, . .., \/a,) iiber Q die Galoisgruppe (Z/27Z)" hat. Daf} es
sich dabei um eine Galoiserweiterung handelt, sollten Sie jedoch auch hier bereits
unmittelbar einsehen konnen.

Ubung 4.3.13. Seien L/K eine endliche Korpererweiterung und K, Ky C L
zwei Zwischenkorper mit K;/K Galois und K; N Ky = K. So ist auch der
von K; und K5 erzeugte Unterkorper /1Ky C L Galois iiber K und es gilt
Gal(K 1 Ky/K) = Gal(K,/K) x Gal(K,/K) vermittels der Restriktionen.
Ergiinzende Ubung 4.3.14. Sei L/ K eine endliche Galoiserweiterung mit Galois-
gruppe G und sei H C G eine Untergruppe. Man konstruiere einen Isomorphis-
mus zwischen Gal(L* / K') und dem Quotienten N/H nach H des Normalisators
N=NgH)={9geG|gHg'=H}von HinG.

Ubung 4.3.15. Fiir jeden Korper k, dessen Charakteristik kein Teiler von n ist, hat
der Zerfillungskorper des Polynoms

T+ asT" 2+ ... 4+ anT + ay,
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mit Koeffizienten im Funktionenkorper k(‘as, ..., a,) in n — 1 algebraisch un-
abhingigen Veridnderlichen als Galoisgruppe die volle symmetrische Gruppe S,,.
Hinweis: Man gehe aus von 4.1.25; Die Galoisgruppe eines Polynoms iiber ei-
nem Korper K @ndert sich nicht unter Substitutionen des Typs 7" = Y + A fiir
A € K; die Galoisgruppe dndert sich nicht beim Ubergang zu Funktionenkdrpern
Gal(L/K) = Gal(L(X)/K(X)). Die Irreduzibilitit folgt bereits aus 2.7.20.

Ergdnzung 4.3.16. Bei der Behandlung kubischer Gleichungen in 4.7.4 werden
wir sehen, dall auch im Fall eines Korpers k& der Charakteristik drei das Polynom
T3 + pT + q tiber k('p, q) die volle symmetrische Gruppe als Galoisgruppe hat.
Andererseits ist im Fall eines Korpers k£ der Charakteristik zwei das Polynom
T? + p iiber k('p) inseparabel und seine Galoisgruppe ist trivial und ist nicht die
volle symmetrische Gruppe.

4.4 Galoisgruppen von Kreisteilungskorpern

4.4.1. Gegeben n > 1 interessieren wir uns nun fiir den Zerfillungskorper tiber Q
des Polynoms X" — 1. Dieser Zerfillungskoper heifit der n-te Kreisteilungskor-
per und wird unter MiBbrauch der Notation bezeichnet mit Q(</1). Er ist normal
als Zerfallungskorper und separabel iiber (Q wegen Charakteristik Null und mit-
hin eine Galois-Erweiterung von Q. Ich stelle mir als n-ten Kreisteilungskorper
meist konkret den Unterkorper Q(¢) € C vor mit ¢ = e>™/". Auch ohne Riick-
griff auf den Korper der komplexen Zahlen wissen wir nach [ ] , daB3
die n-ten Einheitswurzeln in Q(</1) eine zyklische Gruppe der Ordnung 7 bil-
den. Die Erzeuger dieser Gruppe heiflen die primitiven n-ten Einheitswurzeln.
Nach unserer Definition der Kreisteilungspolynome in 2.8.1 sind sie gerade die
Nullstellen des n-ten Kreisteilungspolynoms

5= [ (X0

ord (=n

Wir hatten schon in 2.8.1 mit Induktion iiber n gezeigt, dal dieses Polynom Ko-
effizienten in (Q und sogar in Z hat, und 2.8.4 besagte, daB fiir n = p prim das p-te
Kreisteilungspolynom ®,, irreduzibel ist in Q[X]. Nun zeigen wir ganz allgemein,
daB fiir alle n > 1 das n-te Kreisteilungspolynom &,, irreduzibel ist in Q[.X].
Nach 2.7.11 ist das ganz allgemein fiir normierte Polynome in Z[ X | gleichbedeu-
tend dazu, irreduzibel zu sein in Z[X].

Satz 4.4.2 (Galoisgruppen der Kreisteilungskorper). . Die Kreisteilungspolynome
®,,(X) sind irreduzibel in Q[X];
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Die zwolften Einheitswurzeln in C, eingekringelt die vier primitiven zwolften
Einheitswurzeln
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2. Bezeichnet i, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln im n-ten Kreisteilungs-
kirper Q(/1) und Aut(u,) ihre Automorphismengruppe, so liefern die of-
fensichtichen Abbildungen Isomorphismen

Gal(Q(V1)/Q) = Aut(un) < (Z/nZ)"

Auf diese Weise erhalten wir einen ausgezeichneten Isomorphismus zwi-
schen der Galoisgruppe des n-ten Kreisteilungskorpers und der Einheiten-
gruppe des Restklassenrings 7./nZ;

3. Gegeben zwei primitive n-te Einheitswurzeln ¢, & € Q( C/T) existiert genau
ein Korperhomomorphismus o : Q(3/1) — Q(/1) mit o(¢) = &.

4.4.3. Die Irreduzibilitit der Kreisteilungspolynome fiir prime Einheitswurzeln
haben wir bereits in 2.8.4 gezeigt. In diesem Fall vereinfacht sich der Beweis
entsprechend.

4.4.4. Wihlt man eine Einbettung des n-ten Kreisteilungskorpers Q( /1) nach C,
so ist das Bild stets der von Q und e*™/" in C erzeugte Teilkorper. Von den Auto-
morphismen unseres Kreisteilungskorpers 148t sich jedoch auBBer der Identitéit nur
ein einziger stetig auf C fortsetzen, und dieser Automorphismus ist fiir jede Wahl
der Einbettung derselbe und kann beschrieben werden als der Automorphismus,
der jede Einheitswurzel auf ihr multiplikatives Inverses wirft.

4.4.5. Ich schicke dem Beweis einige allgemeine Betrachtungen zu zyklischen
Gruppen voraus. Fiir n > 1 liefert ja sicher die Multiplikation einen Isomorphis-
mus (Z/nZ)* = Aut(Z/nZ) zwischen der Einheitengruppe unseres Restklas-
senrings und der Automorphismengruppe seiner zyklischen Gruppe, das Inverse
kann angegeben werden durch die Abbildungsvorschrift ¢ — (1) fiir jeden Au-
tomorphismus . Ist allgemeiner C' irgendeine additiv notierte zyklische Grup-
pe der Ordnung n, so erhalten wir folglich einen Isomorphismus (Z/nZ)* =
Aut(C) durch die Abbildungsvorschrift a +— (¢ +— ac), und ist p irgendeine
multiplikativ notierte zyklische Gruppe der Ordnung n, so erhalten wir eben-
so einen Isomorphismus (Z/nZ)* = Aut(u) durch die Abbildungsvorschrift
a — (¢ — (*). Des weiteren gibt es fiir je zwei Erzeuger einer zyklischen Grup-
pe genau einen Automorphismus, der den einen in den anderen iiberfiihrt.

Beweis. 1.1Ist ( eine primitive n-te Einheitswurzel, so sind alle anderen primitiven
n-ten Einheitswurzeln von der Form (? fiir a € Z mit a teilerfremd zu 7 alias mit
(a,n) = (1). Seinun ®,, = fg eine Zerlegung in Z[ X | mit f irreduzibel. Es reicht
zu zeigen, daB fiir jede Nullstelle ¢ € C von f und p € N prim mit p { n auch
(P eine Nullstelle von f ist, denn dann sind alle Wurzeln von ®,, schon Wurzeln
von f und es folgt ®,, = f. Aber sei sonst { eine Nullstelle von f und p prim
mit p t n und ¢g(¢?) = 0. Nach 3.3.3.2 teilt dann f das Polynom ¢(X?), und nach
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Ubergang zu F,[X] ist f Teiler von g(X?) = g”. Dann haben aber f und g eine
gemeinsame Nullstelle im Zerféallungskorper von X™ — 1 iiber I,,, und das steht
im Widerspruch dazu, daB nach 3.9.12 das Polynom X™ — 1 iiber I, fiir p { n
keine mehrfachen Nullstellen in seinem Zerfallungskorper hat.

2. Sicher wird Q(</1) erzeugt von jeder primitiven n-ten Einheitswurzel ¢, und
da @,, nach Teil 1 ihr Minimalpolynom ist, folgt mit 3.3.3

[Q(V1) : Q] = deg @, = |(Z/nZ)"|

Sicher liefert die Operation der Galoisgruppe auf den n-ten Einheitswurzeln wei-
ter eine Einbettung Gal(Q(/1)/Q) — Aut(u,) und nach [.A2] haben wir
einen kanonischen Isomorphismus (Z/nZ)* = Aut(pu,). Da diese drei Gruppen
alle gleichviele Elemente haben, folgt der Satz. O]

4.4.6. Man erklért die Euler’sche p-Funktion ¢ : Z>; — Z>; durch die Vor-
schrift

p(n) = Zahlderzun teilerfremden d € Nmit 1 < d <n
= Zahl der Erzeuger der Gruppe Z/nZ
= |z € Z/nZ | ord(z) = n}|
= [(Z/nZ)"|

Wir haben etwa ¢(1) = ¢(2) =1, p(3) = ¢(4) = 2, ¢(5) = 4, ¢(6) = 2 und so
weiter. Nach 4.4.2 haben wir auch ¢(n) = deg ®,, = [Q(¥/1) : Q].

Satz 4.4.7 (Konstruierbarkeit regelméBiger n-Ecke). Genau dann ist das re-
gelmapige n-Eck konstruierbar mit Zirkel und Lineal, wenn der Wert o(n) der
Euler’schen p-Funktion an der Stelle n eine Zweierpotenz ist.

Beweis. Sei ( eine primitive n-te Einheitswurzel. Ist p(n) = [Q(¢) : Q] keine
Zweierpotenz, so kann ( nicht konstruierbar sein nach 3.6.4. Ist p(n) eine Zwei-
erpotenz, so ist G = Gal(Q(¢)/Q) eine 2-Gruppe. Nach 1.3.9 oder einfacher
induktiv nach [ ] gibt es dann in G eine Kette von Normalteilern von GG
der Gestalt

G=G, DG _1D...0G; =1

mit G;/G;_1 = 7Z/27 fir 1 < i < r. Deren Fixkorper bilden eine Kette
Q=K CK,1C...C Ky=0Q()

von Teilkorpern mit [K; ; : K;] = 2firl < ¢ < r. Diese Kette hinwiederum
zeigt mit 3.6.2, daBl ¢ konstruierbar ist. [

Lemma 4.4.8 (Rechenregeln fiir die Euler’sche o-Funktion). /. Sind posi-
tive natiirliche Zahlen n und m teilerfremd, so gilt o(nm) = @(n)p(m);
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2. Fiir p eine Primzahl und v > 1 beliebig gilt p(p") = p"(p — 1).

Beweis. 1. Der Isomorphismus Z/nmZ = Z/nZ x Z/mZ von Ringen induziert
einen Isomorphismus (Z/nmZ)* = (Z/nZ)* x (Z/mZ)* der zugehorigen Ein-
heitengruppen.

2. Es gibt p"~! Vielfache n von p mit 1 < n < p", also gilt
g0<pr) — pr _prfl — prfl(p - 1) D

4.4.9 (Diskussion der Zahlen n mit ©(n) eine Zweierpotenz). Damit p(n) eine
Zweierpotenz ist, darf nach den eben erklédrten Rechenregeln 4.4.8 nur der Prim-
faktor 2 in n mehrfach vorkommen, und alle anderen Primfaktoren miissen die
Gestalt 2" + 1 haben. Nur dann kann aber 2" + 1 eine Primzahl sein, wenn r
selbst eine Zweierpotenz ist, denn sonst wire » = st mit ¢ > 1 ungerade, und wir
konnten die Gleichung

1-XY=01-X)1+X+...+ X"

spezialisieren zu X = —2° und so 1 + 2" nichttrivial faktorisieren. Genau dann
ist also p(n) eine Zweierpotenz, wenn alle Primfaktoren von n Fermat’sche Prim-
zahlen im Sinne der folgenden Bemerkung sind und keine Primfaktoren auf3er der
Zwei mehrfach vorkommen.

Erginzung 4.4.10. Die Zahlen Fj, = 1 + 922" heifen Fermat’sche Zahlen. Fy,
F\, F5, F3, Fy sind prim, aber [y = 1 + 232 = 641 - 6700417 ist nicht prim. Es
ist nicht bekannt, ob es aufler den 5 Ersten noch weitere Fermat’sche Zahlen gibt,
die prim sind. Bekannt ist, dal die Fermat’schen Zahlen Fj, fiir 5 < k& < 32 nicht
prim sind, jedenfalls habe ich das 2009 mit Zitat in Wikipedia gelesen.
Ergdnzung 4.4.11. Wie gesagt kann ¢(m) auch interpretiert werden als die Ord-
nung der Einheitengruppe des Restklassenrings Z/mZ, in Formeln p(m) = |(Z/mZ)*|.
Wenden wir auf diese Gruppe unsere Erkenntnis [ ] an, daf} die Ordnung
jedes Elements einer endlichen Gruppe die Gruppenordnung teilt, so erhalten wir
fiir b teilerfremd zu m insbesondere die sogenannte Euler’sche Kongruenz

b?M =1 (mod m)

Ergdnzung 4.4.12. Wenn man die Eulersche p-Funktion einfiihrt, so darf die wit-

zige Identitét
n=>Y (d
dn
nicht fehlen. Um sie zu zeigen bemerke man, daf3 auch fiir jedes Vielfache n = cd
einer Zahl d schon gilt ¢(d) = |{z € Z/nZ | ord(xz) = d}|. In der Tat definiert
niamlich die Multiplikation mit ¢ eine Einbettung Z/dZ < Z/nZ, deren Bild
genau aus allen x € Z/nZ besteht, deren Ordnung d teilt.

147



Ubungen

Ubung 4.4.13. Man zeige, daB man aus einem regelmiBigen 7-Eck mit Zirkel
und Lineal ein regelmiBiges 35-Eck konstruieren kann. Hinweis: Man verwende
3.6.10.

szmg 4.4.14. Wieviele zu 140000 teilerfremde Zahlen a mit 1 < a < 140000
gibt es?

Ubung 4.4.15 (Konstruierbarkeitskriterium). Man zeige: Eine algebraische kom-
plexe Zahl ist konstruierbar genau dann, wenn der Grad des Zerfillungskorpers
ihres Minimalpolynoms tiber Q eine Zweierpotenz ist.

Ubung 4.4.16. Man zeige, daB die Einheitswurzeln des n-ten Kreisteilungskorpers
fiir gerades n genau die n-ten Einheitswurzeln sind und fiir ungerades n genau die
2n-ten Einheitswurzeln.

4.5 Quadratisches Reziprozititsgesetz

4.5.1. Gegeben ganze Zahlen a, b € Z stellen wir uns nun die Frage, ob es ganze
Zahlen z,y € 7 gibt mit
a=az>+by

Ist das der Fall, so nennt man a einen quadratischen Rest modulo 0. Gleich-
bedeutend koénnen wir auch fragen, ob eine Restklasse = € Z/bZ existiert mit
a = x2, ob also @ ein Quadrat ist in Z /bZ. Es mag nicht a priori klar sein, ob diese
Frage derart wichtig ist, da} ihre Behandlung einen eigenen Abschnitt verdient.
A posteriori hat sich die Untersuchung dieser Frage und ihrer Verallgemeinerun-
gen jedoch als derart fruchtbar erwiesen, dall es mir angemessen scheint, sie hier
zu diskutieren. Zunichst reduzieren wir unsere Frage dazu auf den Fall b prim
und erkldren dann, wie sie in diesem Fall durch das sogenannte ,,quadratische
Reziprozititsgesetz* gelost wird. Es gibt verschiedene Beweise des quadratischen
Reziprozititsgesetzes, dessen verbliiffende Aussage viele Mathematiker fasziniert
hat. Wir geben hier einen Beweis mit den Methoden der Galoistheorie. Er ist viel-
leicht nicht der elementarste Beweis, aber in meinen Augen doch der Beweis, bei
dem am wenigsten ,,gezaubert wird. Dariiber hinaus weist er die Richtung, in der
die meines Erachtens interessantesten Verallgemeinerungen zu finden sind.

4.5.2 (Reduktion auf b = p" eine Primzahlpotenz). Gegeben b,,b, € Z tei-
lerfremd ist a ein Quadrat modulo b,b, genau dann, wenn es ein Quadrat ist mo-
dulo b; und ein Quadrat modulo b,. Das folgt unmittelbar aus unserem Ring-
isomorphismus

Z/bleZ :> Z/b1Z X Z/bQZ
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alias dem chinesischen Restsatz [ ] . Nach dieser Bemerkung werden
wir uns bei der Untersuchung unserer urspriinglichen Frage auf den Fall beschrin-
ken, dal} b eine Primzahlpotenz ist. Fiir Zahlen b, deren Primfaktorzerlegung wir
nicht kennen, ist uns damit zwar wenig geholfen, aber fiir diese b ist nun einmal
schlicht kein schnelles Verfahren bekannt, mit dem die Frage entschieden werden
konnte, ob ein gegebenes a quadratischer Rest modulo b ist oder nicht.

4.5.3 (Reduktion auf a teilerfremd zu b = p"). Sei nun also b eine Primzahlpo-
tenz, sagen wir b = p". Ist dann a = p"« die Darstellung von a als Produkt mit «
teilerfremd zu p, so ist die Gleichung

a=pa=a"+yp"

fiir » > n bereits mit x = 0 16sbar. Haben wir dahingegen r +¢ = n mit¢ > 0, so
folgt aus der Identitiit p"ov = 2% +yp"p’, daB die maximale p-Potenz, die die rechte
Seite teilt, entweder gerade ist oder mindestens p" 1. Diese Gleichung ist also nur
unter der Annahme r gerade ganzzahlig 16sbar, und unter dieser Annahme genau
dann, wenn die Gleichung

a=7"+yp'

16sbar ist alias wenn « ein Quadrat ist modulo p’. Auf diese Weise konnen wir uns
bei der Untersuchung unserer urspriinglichen Frage weiter auf den Fall zuriickzie-
hen, dal} b eine Primzahlpotenz ist und zusitzlich a teilerfremd zu b.

4.5.4 (Reduktion von b = p" auf b = p fiir p # 2). Ist p eine ungerade Primzahl
und a teilerfremd zu p, so ist a ein Quadrat modulo p” fiir n > 2 genau dann,
wenn a ein Quadrat ist modulo p. Das folgt leicht aus [ ] oder besser
seinem Beweis, wo Sie gezeigt haben, dafl die Projektion (Z/p"Z)* — (Z/pZ)*
faktorisiert iiber einen Isomorphismus mit der Projektion als zweitem Pfeil in der

Form
(Z/p" L) = L[p" L x (Z/pL)* — (Z/pL)*

Da die Zwei teilerfremd ist zu p, ist nun jedes Element von Z/p"~'7Z das Doppelte
von einem anderen, und das beendet auch bereits unsere Reduktion. Durch durch
Induktion iiber n kann man sogar explizit eine Losung finden: Gegeben z,y € Z
mit @ = &% + §p" machen wir zur Losung der Gleichung a = 22 + yp"*! den
Ansatz xr = T + Ap" und finden fiir \ die Gleichung

a = [l~§'2 + 2)\]?”53 4 )\2p2n _'_ypn—H
Wegen a — 72 = ¢p" kann sie umgeschrieben werden zu
2NT =G — A" —yp

Da nun nach Annahme 2 und a und damit auch Z invertierbar sind in Z/pZ, hat
diese Gleichung stets eine Losung .
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4.5.5 (Reduktion von b = 2" auf b = 8). Eine ungerade Zahl ist ein quadratischer
Rest modulo 2" fiir n > 3 genau dann, wenn sie ein quadratischer Rest ist modulo
8 alias kongruent zu 1 modulo 8. Daf3 diese Bedingung notwendig ist, scheint mir
offensichtlich. Um zu zeigen, daB sie auch hinreichend ist, erinnern wir wieder aus
[ ] oder besser seinem Beweis, daf sich die offensichtliche Surjektion
(Z)2"Z)* — (Z/8Z)* als rechte Vertikale in ein kommutatives Diagramm

(Z)2"Z)< = 720727 x (ZJAZ) = 7)2"27 x 7.)27

\J 3 \J
(Z/8Z)< = ZJ2T x (ZJAZ)* = ZJ27 x ZJ2.

mit den offensichtlichen Surjektionen in den Vertikalen einbetten 1483t. Aus diesem
Diagramm ist die Behauptung dann unmittelbar ersichtlich. Um eine explizite Lo-
sung zu finden, machen wir wieder Induktion iiber s und gehen also aus von einer
Losung der Gleichung a = 22 + y2° mit s > 3. Ist y gerade, also y = 27, so steht
unsere Losung fiir s + 1 schon da. Sonst ersetzen wir x durch x + 2°~! und finden
so auch eine Losung mit y gerade.

4.5.6. Mit diesen Uberlegungen haben wir also unsere urspriingliche Frage zu-
riickgefiihrt auf die Frage, welche Zahlen quadratische Reste sind modulo unge-
rader Primzahlen und modulo 8. Ganz allgemein wissen wir seit [ ] ,
wiewiele Elemente eines endlichen Korpers [F Quadrate sind, ndmlich im Fall der
Charakteristik Zwei alle und im Fall einer von 2 verschiedenen Charakteristik
knapp tiber die Hilfte, genauer (|F| + 1)/2 Elemente. Aber welche? In 4.5.17 er-
kldren wir, wie diese Frage fiir endliche Primkorper durch das Zusammenwirken
von quadratischem Reziprozititsgesetz 4.5.7 und Ergédnzungssatz 4.5.16 effizient
gelost werden kann.

Satz 4.5.7 (Quadratisches Reziprozititsgesetz). Seien p und q zwei verschiede-
ne ungerade Primzahlen.

1. Ist p oder q kongruent zu 1 modulo 4, so ist p ein Quadrat modulo q genau
dann, wenn q ein Quadrat ist modulo p;

2. Sind p und q kongruent zu 3 modulo 4, so ist p ein Quadrat modulo q genau
dann, wenn q kein Quadrat ist modulo p.

Beispiel 4.5.8. Wir betrachten p = 7 und ¢ = 103. Wir finden 103 = 5 (mod 7)
und durch Ausprobieren sehen wir, da3 0, 1, 2, 4 die einzigen Quadrate im Korper
mit 7 Elementen sind. Insbesondere ist 103 kein Quadrat modulo 7. Unsere Prim-
zahlen sind nun beide kongruent zu 3 modulo 4, und Teil zwei des quadratischen
Reziprozititsgesetzes sagt uns dann, da 7 notwendig ein Quadrat modulo 103
sein mub.
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4.5.9. Wir schicken dem Beweis einige allgemeine Uberlegungen voraus. Ich er-
innere zundchst daran, da3 nach [ ] jede nichttriviale zyklische Gruppe
G gerader Ordnung 2n genau eine Untergruppe mit zwei Elementen und genau ei-
ne Untergruppe vom Index Zwei hat. Fiir den in additiver Notation geschriebenen
Gruppenhomomorphismus

(n):G— G

ist das Bild die einzige Untergruppe mit zwei Elementen und der Kern die ein-
zige Untergruppe vom Index Zwei. Fiir den in additiver Notation geschriebenen
Gruppenhomomorphismus

(29):G— G

ist dahingegen das Bild die einzige Untergruppe vom Index Zwei und der Kern
die einzige Untergruppe mit zwei Elementen.

4.5.10. Im Fall der additiven Gruppe Z/2nZ ist zum Beispiel {0,n} = nZ/2nZ
die einzige zweielementige Untergruppe und 27Z/2nZ die einzige Untergruppe
vom Index Zwei.

4.5.11. Im Fall der multiplikativen Gruppe F fiir p eine ungerade Primzahl ist
entsprechend {1, —1} die einzige zweielementige Untergruppe und (F)* einzige
Untergruppe vom Index Zwei und das Potenzieren mit (p— 1)/2 ist ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus FY — {1, —1} mit Kern (F)*. Wir fiihren nun fiir p
prim und a € Z das sogenannte Legendre-Symbol ein durch die Vorschrift

a 0 a ist ein Vielfaches von p;
<—> = 1 aist kein Vielfaches von p, aber ein Quadrat modulo p;
p —1 sonst,

Fiir p eine ungerade Primzahl erhalten wir damit die Identitit

§)=r

In der Tat folgt das fiir @ teilerfremd zu p aus den vorhergehenden Uberlegungen,
und in den anderen Fillen ist es eh klar. Des weiteren hingt auch fiir beliebige
Primzahlen p das Legendresymbol nur von der Restklasse modulo p ab und es gilt

In der Tat folgt das fiir @ und b teilerfremd zu p aus den vorhergehenden Uberle-
gungen, und in den anderen Fillen ist es eh klar.
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Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes. Wir betrachten den p-ten Kreis-
teilungskorper Q(/1) mit ¥/1 = ( einer primitiven p-ten Einheitswurzel. Darin
betrachten wir den Teilring Z[(] und darin das Element

-2 ()

aGF;

Ich erkldre im Anschluf3, wie man mit Galoistheorie auf diesen Ansatz kommt und
warum dann o? € Q, ja sogar a® € Z eh klar ist. Hier machen wir einfach eine
explizite Rechnung und erhalten sogar genauer die Formel

o =(-1)"7p
In der Tat, beachten wir (%) = (3), so ergibt sich durch Substitution von ab fiir
a die zweite Gleichung der Kette

LSz

a,beFy acFy beF,

Bei a = —1 ergibt sich ganz rechts der Beitrag (%)(p —1).Bei a # —1 beachten

wir, daB fiir = (%! wie fiir jede primitive p-te Einheitswurzel die Relation
L+n+n°+.. .+ =0

erfiillt ist, so dal die Summanden mit a # —1 jeweils den Beitrag — (%) liefern. Da

nun die Summe der (%) iiber alle a € F,; verschwindet, liefern alle Summanden

mit a # —1 zusammen den Beitrag (_?1) und mit 4.5.10 folgern wir

o’ = <_?1) p=(-1)"%p

Ist p eine ungerade Primzahl und ( eine primitive p-te Einheitswurzel, so besitzt
demnach (—1) "3 p die Quadratwurzel o € Z[C]. Das quadratische Reziprozitits-
gesetz ergibt sich nun, indem wir fiir unsere zweite Primzahl ¢ den Korperho-
momorphismus o, : Q(¢) — Q(¢) mit { — (7 aus 3.8.32 oder alternativ 4.4.2
betrachten, und das Vorzeichen, mit dem er aus o wirkt, auf zwei Weisen berech-
nen. Ein Vergleich der Resultate zeigt dann das Reziprozititsgesetz. Einerseits
erhalten wir durch Umsummieren



Andererseits erhalten fiir beliebiges o = >~ ¢;¢* € Z[(] := R mit der Notation =
fiir die Gleichheit im Restklassenring R/qR unter Verwendung des Frobeniusho-
momorphismus

o,(a) = o, (Z ciCi) = Z G chcqi =a? (mod qR)

Beide Formeln zusammen liefern fiir unser spezielles o dann

<g> a=a! (mod ¢R)
p

Unser Ring R? ist nun offensichtlich eine endlich erzeugte torsionsfreie abelsche
Gruppe, insbesondere gilt fiir unsere Primzahl ¢ notwendig ¢R # Z[(] und damit
1 € qRund damit qRNZ = qZ.Dao?* = (—1)% p und damit auch « invertierbar
sind in R/qR, folgt

<%> = ()T =pT (-1 T = (9) (—1)"7 2 (mod ¢R)

mit 4.5.10 im letzten Schritt. Hier sind jedoch beide Seiten ganze Zahlen, also
gilt diese Kongruenz auch modulo ¢Z. Am Anfang und am Ende dieser Kette von
Kongruenzen stehen weiter die Zahlen +1 zur Auswabhl, folglich gilt dort sogar
Gleichheit. Man iiberzeugt sich aber miihelos anhand der Definitionen, daf} diese
Gleichheit gerade bedeutet, was wir in Worten als quadratisches Reziprozititsge-
setz formuliert hatten. 0

4.5.12 (Der Beweis des Reziprozititsgesetzes im Licht der Galoistheorie). Wir
haben fiir p eine ungerade Primzahl und ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel in
4.4.2 einen Isomorphismus F) = Gal(Q(¢)/Q) konstruiert. Er zeigt daB diese
Galoisgruppe eine zyklische Gruppe von gerader Ordnung ist. Sie hat also ge-
nau eine Untergruppe vom Index Zwei und nach der Galois-Korrespondenz hat
dann auch Q(¢) genau einen Unterkorper, der eine quadratische Erweiterung von
Q ist. Bezeichnet G := Gal(Q(¢)/Q) die Galoisgruppe in additiver Notation, so
sind die Elemente dieser quadratischen Erweiterung genau die Fixpunkte der Un-
tergruppe 2G und diejenigen Elemente unserer quadratischen Erweiterung auf3er-
halb von @, deren Quadrat in Q liegt, sind darin die Eigenvektoren zum Eigenwert
(—1) jedes Elements von G, das nicht in 2G liegt. Das sind nun genau alle von
Null verschiedenen Elemente der Gestalt

a=3 o)=Y aly)

oc€2G o2G

fiir beliebiges 7 € Q(¢). Unser « aus obigem Beweis ist nun genau dieses o im
Fall v = (. Es war also eh klar, daB wir o® € Q finden muBten. DaBl wir sogar
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o? € Z finden muBten, liegt an der Identitit Q N Z[¢] = Z. In der Tat ist Z[(] eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe, der Schnitt ist also auch eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe, andererseits aber auch ein Teilring von @, und diese beiden
Eigenschaften zusammen zeigen nach Ubung 2.2.8 bereits, daB unser Schnitt Z
sein muB.

4.5.13. Versteckt im Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes ist die Aus-
sage, dab fiir jede ungerade Primzahl p die Zahl (—1) = p im p-ten Kreisteilungs-
korper eine Wurzel besitzt. Die durch Adjunktion einer solchen Wurzel entstehen-
de quadratische Erwiterung von Q ist also unsere eindeutig bestimmte quadrati-
sche Erweiterung von QQ im p-ten Kreisteilungskorper. Explizit priift man fiir eine
von Null verschiedene dritte Einheitswurzel ¢ leicht (¢ — ¢?)? = —3 und damit
+v/—3 € Q(v/1) und die Beziehung zwischen regelmiBigem Fiinfeck und dem
goldenen Schnitt [AN2] 22 zeigt v/5 € Q(v/1).

Vorschau 4.5.14. Vom hoheren Standpunkt aus betrachtet mogen Sie, falls Sie
sich weiter mit Zahlentheorie beschiftigen, die beim Beweis des Reziprozititsge-
setzes gegebene Argumentation wie folgt einordnen: Man kann die Frage nach der
Losbarkeit polynomialer Gleichungen in ganzen Zahlen, sogenannter diophanti-
scher Gleichungen, oft uminterpretieren als Frage nach dem ,,Verzweigungsver-
halten* endlicher algebraischer Erweiterungen des Korpers der rationalen Zah-
len. Allgemeiner als im analogen Fall der Riemann’schen Flidchen kann sich der
Grad der Erweiterung lokal auf drei Weisen bemerkbar machen: (1) Verzweigung,
(2) mehrere Stellen iiber einer gegebenen lokalen Stelle und (3) Erweiterung des
Restklassenkorpers. Erster zu untersuchender Fall ist natiirlich a priori der Fall
quadratischer Erweiterungen, und speziell der Fall der Adjunktion der Wurzel aus
einer Primzahl oder auch aus dem Negativen einer Primzahl. Als viel einfacher
erweist sich jedoch der Fall der Kreisteilungskorper, in dem alles explizit aus-
gerechnet werden kann. Und nun basiert der im folgenden gegebene Beweis des
quadratischen Reziprozititsgesetzes im wesentlichen auf dem Trick, den durch
Adjunktion der Quadratwurzel einer Primzahl, genauer den durch Adjunktion der
Quadratwurzel aus (—1) "3 p fiir eine ungerade Primzahl p, entstehenden Korper
als Teilkorper des p-ten Kreisteilungskorpers zu realisieren und besagte Frage im
Fall quadratischer Erweiterungen auf diesem Wege zu 16sen.

4.5.15. Wann 2 ein Quadrat ist modulo einer ungeraden Primzahl p, das sagt uns
der folgende ,,Ergiinzungssatz zum quadratischen Reziprozititsgesetz*.

Proposition 4.5.16 (Erginzungssatz). Fiir jede ungerade Primzahl q gilt

(2)_(_”%_1 { 1 firg=+1 (mod 8);

q) ~ 1 =1 fiirg=43 (mod 8).

Beweis. Wir betrachten die primitive achte Einheitswurzel { = exp(mi/4). Wir
priifen ¢ + (' = /2. Bezeichne o4 das Element der Galoisgruppe mit ¢ > (9.
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Sei ¢, das Vorzeichen mit ,(1/2) = £,4/2. Wir rechnen im Ring R := Z[¢] und
erhalten

eV2=0,(V2) ="+ (1= (C+¢H) = (V2)? (mod ¢R)

Es folgt ¢, = (v2)7 ! = 2% (mod ¢) und damit ¢, = (%) Fiir das Vorzeichen
e, priift man andererseits anhand der Formel ,(¢+¢ ') = (7+( ¢ leicht explizit,
daB es durch die im Ergénzungssatz behauptete Formel gegeben wird. [

Ergdnzung 4.5.17. Will man Legendre-Symbole tatsdchlich ausrechnen, so er-
weist sich deren Erweiterung zu den sogenannten Jacobi-Symbolen als praktisch.
Man definiert genauer fiir a € Z beliebig und n € N>; mit Primfaktorzerlegung
n = p1ps . . . pr das Jacobi-Symbol als Produkt von Legendre-Symbolen

(=G GG

Aus den entsprechenden Eigenschaften des Legendre-Symbols folgt, da auch das
Jacobi-Symbol nur von der Restklasse von @ modulo n abhidngt und daf} gilt

(9)-(4) ()

SchlieBlich folgt aus dem quadratischen Reziprozititsgesetz 4.5.7, daB allgemei-
ner fiir je zwei ungerade Zahlen m,n > 1 das Reziprozititsgesetz fiir Jacobi-

Symbole
m n—1m-—1 n
) =(=1)=z = <_>
(Z)=co= (5
gilt, denn auch die Vorzeichen sind multiplikativ in ungeraden m und n, wie man
durch Fallunterscheidung priift. Fir jede ungerade Zahl n > 1 folgt schlie-

lich aus dem Ergidnzungssatz 4.5.16 miihelos der Erginzungssatz fiir Jacobi-
Symbole

2 _(_1)%_ 1 firn=+1 (mod 8);
N | -1 firn=43 (mod R).

Fiir die Primzahlen 1231 und 1549 finden wir so etwa
(55) = (551) = (50) = () (5350 = (1) = — (556) = — (5%9) =
== (%) (%) = - (%) = - () = - (%) = - (&)
= @@ =-@=-E=-=-0=-0=06"=

mit unserem Reziprozitidtsgesetz und Ergdnzungssatz fiir Jacobi-Symbole. Die

Zahl 1231 ist demnach kein quadratischer Rest modulo 1549. Alternativ hitten wir
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auch den Rest von 1231'%48/2 = 12317 modulo 1548 ausrechnen konnen. Das
dauert so lange auch wieder nicht, da wir zur Beschleunigung der Rechnung 774 in
eine Summe von Zweierpotenzen entwickeln konnen als 774 = 512 +256 +4 42,
und dann miissen wir nur noch neun Quadrate in Z /15497 berechnen und vier
dieser Quadrate in Z /15497 multiplizieren. Ganz so schnell wie obige Rechnung
geht das dann aber doch nicht.

Ubungen

Ubung 4.5.18. Sei a € Z fest vorgegeben. Man zeige: Ob a ein Quadrat ist modulo
einer Primzahl ¢ hdngt nur von der Restklasse von ¢ modulo 4a ab.

Ergdnzung 4.5.19. Im Fall a = —1 kennen wir das das Resultat der vorhergehen-
den Ubung 4.5.18 im Ubrigen bereits aus 2.6.6. In der Sprache der algebraischen
Zahlentheorie ist das eine starke Aussage iiber die Beziehungen zwischen dem
,,Verzweigungsverhalten der Erweiterung Q(1/a)/Q an verschiedenen Primstel-
len*. Unser Beweis des Reziprozititsgesetzes, das erst mal den Fall a prim liefert,
geht aus vom explizit bekannten Verzweigungsverhalten bei Kreisteilungserwei-
terungen und folgert das Resultat daraus durch eine Art Galois-Abstieg.

Ergiinzende Ubung 4.5.20. Ein beriihmter Satz von Kronecker-Weber besagt,
daB jede endliche Galoiserweiterung des Korpers (Q der rationalen Zahlen mit
abelscher Galoisgruppe als Unterkorper eines Kreisteilungskorpers realisiert wer-
den kann. Man zeige das fiir alle quadratischen Erweiterungen von Q.

Ergdnzung 4.5.21. Man mag den Satz von Kronecker-Weber interpretieren als ei-
ne explizite Beschreibung der ,,maximalen abelschen Erweiterung* von Q : Sie
entsteht durch die Adjunktion aller Einheitswurzeln. Hilbert’s zwolftes Problem
fragt nach einer dhnlich expliziten Beschreibung der ,,maximalen abelschen Er-
weiterung® eines beliebigen Zahlkorpers, als da heil3t, eines beliebigen Korpers
der Charakteristik Null von endlichem Grad iiber Q.

Ubung 4.5.22. Tst 283 ein quadratischer Rest modulo 397? Hinweis: 397 ist eine
Primzahl.

Ubung 4.5.23. Gibt es eine Quadratzahl, deren Darstellung im Dezimalsystem
mit der Ziffernfolge 39 endet? Fiir welche Ziffern a,b € {0,1,...,9} gibt es eine
Quadratzahl, die mit der Ziffernfolge ab endet?

4.6 Radikalerweiterungen

Definition 4.6.1. Eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe heif3t ei-
ne zyklische Erweiterung. Eine Galoiserweiterung mit abelscher Galoisgruppe
heillt eine abelsche Erweiterung.
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4.6.2. Zerfdllt das Polynom X" —1 in einem Korper vollstindig in Linearfaktoren,
so sagen wir, der besagte Korper enthalte alle n-ten Einheitswurzeln. Wir sagen,
eine Korpererweiterung L/K entstehe durch Adjunktion einer n-ten Wurzel,
wenn gilt L = K(a) fireina € L mita” € K.

Satz 4.6.3 (Zyklische Erweiterungen). Seien K ein Korper und n > 2 eine
natiirliche Zahl derart, daf3 unser Korper alle n-ten Einheitswurzeln enthdlt und
daf3 seine Charakteristik n nicht teilt. So gilt:

1. Alle zyklischen Erweiterungen von K vom Grad n entstehen durch die Ad-
junktion einer n-ten Wurzel;

2. Adjungieren wir zu K eine n-te Wurzel, so erhalten wir eine zyklische Er-
weiterung, deren Grad n teilt.

4.6.4. Der Beweis beschreibt im Fall einer zyklischen Erweiterung vom Grad n
sogar die Elemente genauer, deren n-te Potenz im Grundkoérper liegt und die un-
sere Erweiterung erzeugen: Es handelt sich genau um alle Eigenvektoren eines
beliebigen Erzeugers der Galoisgruppe mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel
als Eigenwert.

4.6.5 (Adjunktion von Einheitswurzeln und anderen Wurzeln, Vergleich).
Man beachte den fundamentalen Unterschied zwischen der Erweiterung eines
Korpers durch n-te Einheitswurzeln und der Erweiterung eines Korpers mit n-
ten Einheitswurzeln durch n-te Wurzeln aus von Eins verschiedenen Elemen-
ten: Setzen wir der Einfachkeit halber Charakteristik Null voraus, so ist im ers-
ten Fall nach 4.4.2 und 4.6.10 die Ordnung der Galois-Gruppe ein Teiler von
w(n) = |(Z/nZ)*|, im zweiten Fall jedoch ein Teiler von n.

Beweis. 2. Bezeichne p,, C K* die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Entsteht
L = K(«) durch Adjunktion einer n-ten Wurzel aus a = o, so sind die Wurzeln
des Polynoms X" — a die (« mit ¢ den n-ten Einheitswurzeln, folglich ist unsere
Erweiterung Galois. Weiter erhalten wir eine Injektion der Galois-Gruppe in die
Gruppe fi,, der n-ten Einheitswurzeln, indem wir jedem o € Gal(L/K) diejenige
Einheitswurzel ¢ zuordnen mit o(«) = (a, also die Einheitswurzel o(a)/a. Da
nach [ ] jede endliche Gruppe von Einheitswurzeln zyklisch ist, liefert
die Adjunktion n-ter Wurzeln in der Tat zyklische Erweiterungen, deren Ordnung
n teilt.

1. Sei umgekehrt L/K eine zyklische Erweiterung vom Grad n. Sei o # id
ein Erzeuger der Galoisgruppe. Wir fassen o auf als eine K -lineare Abbildung
o : L — L.Da gilt 0" = id nach Voraussetzung und da X™ — 1 in K[X] voll-
standig in Linearfaktoren zerfillt und paarweise verschiedene Nullstellen hat, ist
o nach der im Anschlufl bewiesenen Proposition 4.6.6 diagonalisierbar und seine

157



=

J

Anschauung fiir die durch Adjunktion einer dritten Wurzel aus 7" entstehenden
Korpererweiterung des Funktionenkorpers C(7'). Am zweiten Bild zu ?? wird
erklart, wie auch dies Bild zu interpretieren ist. Ich finde, man sieht in diesem
Fall auch recht anschaulich, dal} die Galoisgruppe zyklisch von der Ordnung drei
ist.
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Eigenwerte sind n-te Einheitswurzeln. Da aus o(«) = (a und o(f) = np fiir n-
te Einheitswurzeln (, 7 folgt o(af) = (naf, bilden die Eigenwerte von o sogar
eine Untergruppe U C pu,. Enthielte diese Untergruppe nicht alle n-ten Einheits-
wurzeln, so gibe es einen Teiler d von n mit d # n derart, daB o als einzigen
Eigenwert die 1 hiitte. Dann miite aber o bereits selbst die Identitit sein im Wi-
derspruch zu unseren Annahmen. Also besteht U aus allen n-ten Einheitswurzeln
und es gibt ein von Null verschiedenes o € L mit o(«) = (o fiir ¢ eine primitive
n-ten Einheitswurzel. Wir haben dann notwendig o(a") = o™, also o™ € K, aber

die Potenzen o, o, ..., o™ sind linear unabhiingig iiber K als Eigenvektoren zu
paarweise verschiedenen Eigenwerten von o. Es folgt [K(«) : K] = n und damit
L=K(a). N

Proposition 4.6.6. Seien f ein Endomorphismus eines Vektorraums V' iiber ei-
nem Korper K und P € K|[X]| ein normiertes Polynom ohne mehrfache Nullstel-
len, das in K vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt und f annulliert, in Formeln
P(f) = 0. So ist f diagonalisierbar und seine Eigenwerte sind Nullstellen von P.

Beweis. Man wihle einen festen Vektor v € V' und suche dazu einen normier-
ten Teiler ) = (X — A1)...(X — A,) von P Kkleinstmoglichen Grades r mit
Q(f) : v+ 0.Dannist £ := (v, f(v), f2(v),... f7~Y(v)) ein unter f stabiler
Untervektorraum von V. Andererseits ist (f — A\2)...(f — A,)v nach Annahme
nicht Null und folglich ein Eigenvektor von f zum Eigenwert \; in E. In der-
selben Weise finden wir auch Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ao, ..., A,.. Da
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten linear unabhiingig sind
nach [ ] , ist damit f|p diagonalisierbar und v eine Summe von Eigen-
vektoren von f. Die Proposition folgt. [

Zweiter Beweis. Der chinesische Restsatz liefert einen Ringisomorphismus
K[X]/(P) S K[X]/(X — A1) X ... x K[X]/(X — \,)

fiir \; die Nullstellen von P. Ist 1 = e; + ... + e, die zugehorige Zerlegung der
Eins in die Einselemente der Faktoren und vereinbaren wir fiir jeden Vektor v € V'
und @ € K[X]/(P) die Notation Qu = (Q(f))(v), so wird v = e;v + ... + e,v
eine Zerlegung mit e;v € Eig(f; ;). O

Korollar 4.6.7 (Adjunktion primer Wurzeln). Seien p eine Primzahl und K ein
Korper einer Charakteristik char K # p, der alle p-ten Einheitswurzeln enthdilt.
Genau dann ist eine echte Erweiterung unseres Korpers Galois vom Grad p, wenn
sie durch Adjunktion einer p-ten Wurzel entsteht.

Beweis. Eine Galoiserweiterung von Primzahlordnung ist notwendig zyklisch,
denn jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch. Das Korollar folgt damit
aus 4.6.3. ]
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Definition 4.6.8. Sind in einem Korper €2 zwei Teilkorper K, L C €) gegeben, so
bezeichnet (K L) C 2 den von K und L erzeugten Teilkorper. Man nennt diesen
Korper das Kompositum von /i und L.

4.6.9 (Diskussion der Notation). Fiir das Kompositum ist die abkiirzende Nota-
tion (K'L) = K L iiblich. Ich verwende hier etwas pedantisch die Notation (K L),
da ja K'L in unseren Konventionen [GR] a priori nur die Menge aller Pro-
dukte bedeutet und man oft runde Klammern als Symbol fiir die ,,Erzeugung als
Korper* verwendet.

Satz 4.6.10 (Translationssatz der Galoistheorie). Seien in einem Korper §2 zwei
Teilkorper K, L C ) gegeben. Ist L O (K N L) eine endliche Galoiserweiterung,
soistauch (K L) D K eine endliche Galoiserweiterung und die Restriktion liefert
einen Isomorphismus von Galoisgruppen

Gal((KL)/K) = Gal(L/K N L)

4.6.11. Insbesondere gilt dieser Situation [L : K N L] = [(KL) : K|. Ohne
die Galois-Bedingung gilt das im Allgemeinen nicht. Als Gegenbeispiel betrachte
man in €2 := C die von zwei verschiedenen dritten Wurzeln aus 2 tiber Q erzeug-
ten Teilkorper K und L. Da jeder von ihnen nur zwei Teilkorper hat, muf} hier
gelten K N L = Q. Thr Kompositum (K L) hat Grad 6 iiber Q und damit Grad 2
tiber i und iiber L.

Vorschau 4.6.12. Der obige Translationssatz gilt auch ohne die Annahme, unsere
Erweiterung sei endlich. Sogar wenn wir nur L O (K N L) normal annehmen,
folgt bereits (K'L) D K normal und die Restriktion liefert einen Isomorphismus
von Galoisgruppen. Wir zeigen das in 6.2.2.

Beweis. Mit L/(K N L) ist auch (K'L)/K erzeugt von endlich vielen separa-
blen Elementen beziehungsweise ein Zerfallungskorper. Also ist (K'L)/K Ga-
lois und K ist nach 4.1.14 der Fixkorper der Galoisgruppe, in Formeln gilt also
K = (KL)% fir G = Gal((KL)/K). Da L normal ist iiber (K N L), stabilisieren
alle Korperautomorphismen von (K L) iiber K den Unterkorper L, und die durch
Restriktion gegebene Abbildung res : Gal((KL)/K) — Gal(L/(K N L)) zwi-
schen den Galoisgruppen ist offensichtlich injektiv. Der Fixkorper des Bildes von
res ist aber genau K N L, und das zeigt mit unserem Satz 4.1.12 iiber Galoiser-
weiterungen durch Gruppenoperationen die Bijektivitét von res. [

Korollar 4.6.13. Sind in einem grofien Korper €2 Teilkorper M sowie T O S
gegeben und ist T O S endlich und Galois, so ist auch (TM) D (SM) endlich
und Galois und die Restriktion liefert eine Inklusion von Galoisgruppen

Gal((TM)/(SM)) — Gal(T/S)
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Beweis. Mit T D S ist ja erst recht T D (7' N (SM)) Galois, also nach dem
Translationssatz 4.6.10 auch (M) = (T'(SM)) D (SM), und diese beiden Er-
weiterungen haben nach dem Translationssatz auch dieselbe Galoisgruppe. [l

Definition 4.6.14. Sei L/ K eine Korpererweiterung. Wir nennen L eine Radika-
lerweiterung von K, wenn es eine Korperkette

K=KyCKiCKyC...CcK,=1L

gibt derart, da3 der nédchstgroBere Korper jeweils entsteht durch Adjunktion einer
Waurzel, daf3 es also in Formeln jeweils o; € K; und n; > 2 gibt derart, daf} gilt
CY,Lm € Ki—l und KZ = Ki_l(ai).

4.6.15. Das Wort ,,Radikal* ist der lateinische Ausdruck fiir ,,Wurzel*“. Unsere Ra-
dikalerweiterungen wiirde man also auf Deutsch bezeichnen als ,,Erweiterungen,
die durch sukzessives Wurzelziehen entstehen.

Definition 4.6.16. Sei M /K eine Korpererweiterung. Wir sagen, ein Element
«a € M 14Bt sich darstellen durch Radikale iiber i, wenn sich K («) in eine
Radikalerweiterung von K einbetten l1463t.

Beispiel 4.6.17. Die folgende reelle Zahl 148t sich darstellen durch Radikale iiber
dem Korper Q der rationalen Zahlen:

7/ 5

VV6+3+13

\/2_+ 2 /19876 + sin
V3+38

Definition 4.6.18. Seien K ein Korper und P € K[X] ein Polynom. Wir sagen,
die Gleichung P(X) = 0 ldBt sich auflosen durch Radikale, wenn sich alle
Nullstellen des Polynoms P in seinem Zerfillungskorper durch Radikale iiber
K darstellen lassen. Ist unser Polynom irreduzibel, so ist es offensichtlich auch
gleichbedeutend, daB sich eine Nullstelle durch Radikale iiber /i darstellen 146t.

(m/7)

4.6.19. Ich erinnere, dal eine Gruppe G nach 1.3.10 auflésbar heiflit, wenn es
eine Folge von Untergruppen G = Gy D G; D Gy D ... D G, = 1 gibt mit G,
normal in G;_; und G;_1 /G, abelsch fiir 1 <i <.

Satz 4.6.20 (Auflosbarkeit von Gleichungen durch Radikale). Seien K ein
Korper der Charakteristik char K = 0 und P € K[X] ein Polynom. So sind
gleichbedeutend:

1. Die Gleichung P(X) = 0 lifst sich auflosen durch Radikale;

2. Die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers von P iiber K ist auflosbar.
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Beweis. Die Gleichung P(X) = 0 146t sich auflosen durch Radikale genau dann,
wenn sich der Zerfillungskorper L unseres Polynoms in eine Radikalerweiterung
von K einbetten 14Bt. Nach der anschlieBenden Proposition 4.6.21 ist das gleich-
bedeutend dazu, daB} sich L in eine endliche Galoiserweiterung M des Korpers K
mit auflosbarer Galoisgruppe einbetten 1463t. Und da L schon selbst Galois ist und
da seine Galoisgruppe Gal(L/K) ein Quotient der Galoisgruppe Gal(M/K) ist,
und da nach 1.3.16 Quotienten auflosbarer Gruppen auflosbar sind, ist das auch
gleichbedeutend dazu, dal L selbst eine auflosbare Galoisgruppe hat. [l

Proposition 4.6.21. Sei K ein Korper der Charakteristik char K = 0 und sei
L/K eine Korpererweiterung von K. So sind gleichbedeutend:

1. Die Erweiterung L ldfst sich einbetten in eine Radikalerweiterung des Kor-
pers K;

2. Die Erweiterung L laft sich einbetten in eine endliche Galoiserweiterung
des Korpers K mit auflosbarer Galoisgruppe.

Beweis. Nun, es gilt zu zeigen, daB sich jede Radikalerweiterung einbetten laft
in eine endliche Galoiserweiterung mit auflosbarer Galoisgruppe und umgekehrt,
daB sich jede endliche Galoiserweiterung mit auflosbarer Galoisgruppe einbetten
146t in eine Radikalerweiterung. Wir beginnen mit letzterem.

2 = 1. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit auflosbarer Galoisgruppe
G = Gal(L/K). So gibt es eine Folge von Untergruppen

G=Gyo>G1D...0G, =1

mit G; normal in G;_; und G;_1 /G, zyklisch von Primzahlordnung fiir 1 < i < r.
Die zugehorige Kette von Fixkorpern ist eine Kette von zyklischen Erweiterungen
von Primzahlordnung

K=KyCK,C...CK,=1L

Adjungieren wir eine primitive |G|-te Einheitswurzel (, so erhalten wir nach dem
Translationssatz 4.6.10 oder besser seinem Korollar 4.6.13 wieder eine Kette

K =Ko C Ko(¢) C Ki(¢) C ... C K.(¢) = L(¢)

von Galoiserweiterungen. Nach unserem Satz iiber Adjunktion primer Wurzeln
4.6.7 ensteht hier auch jede hohere Stufe durch Adjunktion einer geeigneten Wur-
zel aus der vorherigen Stufe. Mithin 148t sich L in eine Radikalerweiterung von
K einbetten, nimlich in die Radikalerweiterung L(().
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1 = 2. Sei L/K eine Radikalerweiterung. Offensichtlich konnen wir L auch er-
halten, indem wir sukzessive Wurzeln von Primzahlordnung zi/a; adjungieren, fiir
geeignete Primzahlen p;. Es gibt also eine Korperkette

K=KyCcK,CcKycC...CK,=1L

sowie geeignete «; € K; und Primzahlen p; derart, da fiir alle : > 1 gilt K; =
K;_1(a;) und o € K;_ . Ist n das Produkt dieser p; und adjungieren wir zu L
eine primitive n-te Einheitswurzel (, so ist im Korperturm

K =Ky C Ko(¢) C Ki(¢) C ... C K, (¢) = L(C)

jeder Schritt eine abelsche Erweiterung: Das folgt, indem wir den Translationssatz
der Galoistheorie oder besser 4.6.13 im ersten Schritt auf die nach 4.4.2 abelsche
Kreisteilungserweiterung Q C Q(¢) anwenden und danach auf die K; C K.
VergroBern wir nun L(¢) zu einer normalen Erweiterung N/K und betrachten
darin das Kompositum M C N aller p(L(¢)) mit ¢ € Ring®(L(¢), N), also die
normale Hiille von L((), so ist M eine Galoiserweiterung von K und es gibt einen
Korperturm
K=MycMCcMyCc...CcM;=M

in dem jede Stufe eine abelsche Erweiterung ist: Um solch einen Korperturm an-
zugeben, zidhlen wir unsere ¢ auf als ¢q,. .., @, beginnen mit M; = My(C)
und adjungieren der Reihe nach ¢1(a1), p1(az),. .., ¢1(a.), a(aq), @a(as),

(), om(ar), em(ag), ... @m(a,). Die Galoiskorrespondenz zeigt
dann, daf} die Galoisgruppe Gal(M /K) auflosbar ist. O

Proposition 4.6.22. Hat ein irreduzibles Polynom fiinften Grades aus Q[X] ge-
nau drei reelle und zwei komplexe Nullstellen, so ist seine Galoisgruppe die volle
symmetrische Gruppe Ss und ist damit nicht auflosbar.

Beweis. Die komplexe Konjugation 7 vertauscht zwei Nullstellen und 148t die
tibrigen fest. Da die Galoisgruppe G transitiv auf der 5-elementigen Menge der
Nullstellen operiert, teilt nach der Bahnformel 5 die Gruppenordnung und es gibt
nach 1.4.8 ein ¢ € G von der Ordnung ord g = 5. Man sieht etwa mit [ ]

, dal g und 7 schon ganz S; erzeugen. [l

Beispiel 4.6.23. Das Polynom X (X? + 4)(X? —4) = X5 — 16X hat genau drei
reelle Nullstellen und Extrema bei X = +2/v/5 mit Werten +32(1 — 1)1//5,
die im Absolutbetrag groBer sind als zwei. Das Polynom X° — 16X + 2 hat also
ebenfalls genau drei reelle und zwei komplexe Nullstellen, und es ist dariiber hin-
aus irreduzibel in Q[X] nach dem Eisensteinkriterium 2.8.2. Seine Galoisgruppe
ist nach 4.6.22 folglich nicht auflésbar, und damit kann nach 4.6.20 die Gleichung
X® — 16X + 2 = 0 nicht durch Radikale gel6st werden.

Beispiel 4.6.24. Das Polynom X° — 2 in Q[X] ist irreduzibel nach dem Eisen-
steinkriterium 2.8.2. Es ist jedoch durchaus auflosbar durch Radikale.
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Ubungen

Ubung 4.6.25. Seien p, q Primzahlen. So ist die Galoisgruppe des Zerfillungskor-
pers von X? — ¢ € Q[X] isomorph zum semidirekten Produkt IF,, < F in Bezug
auf die offensichtliche Wirkung von I auf F,.

Ubung 4.6.26. Seien in einem Korper ) zwei Teilkorper K, L C §) gegeben.
Sind K D (KN L)und L D (K N L) endliche Galoiserweiterungen, so ist auch
(KL) D (K N L) eine endliche Galoiserweiterung und die Restriktionen liefern
einen Gruppenisomorphismus

Gal((KL)/K N L) > Gal(K/K N L) x Gal(L/K N L)

4.7 Losung kubischer Gleichungen

4.7.1. Jetzt interessieren wir uns fiir kubische Gleichungen, also Gleichungen
der Gestalt
P 4ar +br+c=0

Ihre Galoisgruppen sind auflosbar als Untergruppen von Ss, also miissen sich ku-
bische Gleichungen zumindest in Charakteristik Null durch Radikale 16sen lassen.
Um explizite Losungsformeln anzugeben, bringen wir zunéchst durch die Substi-
tution z = y — a/3 den quadratischen Term zum Verschwinden und gehen iiber
zu einer Gleichung der Gestalt v + py + ¢ = 0. Fiir die Losungen derartiger
Gleichungen gibt der folgende Satz eine explizite Formel.

Satz 4.7.2. Gegeben komplexe Zahlen p, q erhdlt man genau die Losungen der
Gleichung y® + py + q = 0, wenn man in der Cardano’schen Formel

bei beiden Summanden dieselbe Quadratwurzel fest wahlt und dann die beiden
Kubikwurzeln so zieht, daf ihr Produkt gerade —p/3 ist.

4.7.3. Dasselbe gilt sogar fiir jeden beliebigen algebraisch abgeschlossenen Kor-
per einer von zwei und drei verschiedenen Charakteristik. Dieser Trick war bei den
Italienern schon im 16. Jahrhundert bekannt und wurde von den Experten sorg-
sam geheimgehalten. Diese schlagende Anwendung der komplexen Zahlen war
der Ausgangspunkt ihres Siegeszugs in der hoheren Mathematik. Selbst wenn alle
drei Nullstellen unserer kubischen Gleichung reell sind, ist es nicht moglich, un-
ser Losungsverfahren ohne die Verwendung der komplexen Zahlen anzuwenden.
Die Bemerkung 4.7.6 zeigt, daB der Ubergang zu komplexen Zahlen hier wirklich
notwendig und nicht etwa nur unserer Ungeschicklichkeit geschuldet ist.
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Beweis. Dal} wir auf diese Weise wirklich nur Losungen unserer Gleichung er-
halten, kann man unschwer nachrechnen. Dall wir alle Losungen erhalten, folgt
auch recht schnell: Stimmen zwei derartige Losungen iiberein, sagen wir « + v =
Cu+ ¢ 1w fiir vertrigliche Wahlen u und v der beiden Kubikwurzeln und eine pri-
mitive dritte Einheitswurzel ¢, so folgern wir (1 —¢)u = (¢™' — 1)v, also Cu = v,
damit das Verschwinden der Diskriminante 27¢? + 4p?, und damit gibt es auch nur
hochstens zwei Losungen nach 2.9.13. Stimmen alle drei so konstruierten Losun-
gen iiberein, so folgt zusitzlich ("'u = v, alsou = v = 0 und ¢ = p = 0 und
unsere Gleichung hat in der Tat als einzige Losung y = 0. U

4.7.4. Wie wir sehen, ist es nicht schwer, die Cardano’sche Formel nachzupriifen.
Ich will nun erklidren, wie man durch Galois-Theorie auf diese Formel gefiihrt
wird. Sei dazu k ein Korper einer von Zwei und Drei verschiedenen Charakteristik
char k # 2,3, der eine nichttriviale dritte Einheitswurzel { = /1 € k enthalten
moge. Wir bilden den Funktionenkdrper

K = k('p,q) = Quot k['p, q

in zwei iiber £ algebraisch unabhingigen Verinderlichen p und ¢. Unser Polynom
Y3 + pY + ¢ ist dann irreduzibel in K[Y], denn nach 2.7.11 muB jede Faktorisie-
rung von einer Faktorisierung im Polynomring k['p, ¢, Y| herkommen, in der wir
p = q setzen konnten und so einen Widerspruch zum Eisensteinkriterium fiir fak-
torielle Ringe 2.8.3 erhielten. Ist L /K ein Zerfallungskorper unseres Polynoms,
so schreiben wir

Y4 pY +q=(Y —a)Y = B)(Y =)
mit o, 5, € L und erhalten

at+B+y =0

af +fy+ya = p
—afy = ¢ = o?B+f%

Da die Diskriminante 4p® + 27¢* aus 2.9.13 in unserem Fall nicht verschwindet,
sind die drei Nullstellen paarweise verschieden und unsere Erweiterung ist Galois.
Die Galoisgruppe von L /K muB treu und transitiv operieren als eine Gruppe von
Permutationen der Menge {«, 3,~} der drei Wurzeln. Damit kommen fiir diese
Galoisgruppe nur die Gruppe S; aller Permutationen und die Gruppe A; aller ge-
raden Permutationen in Betracht. Der Fixkorper des Normalteilers A3 der geraden
Permutationen enthilt das Element

E=(a—=p8)(B—-7)(y—a)=-2a"=3a’5+3a5” + 25
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Nach 2.9.13 oder auch elementarer Rechnung ist sein Quadrat bis auf ein Vorzei-
chen die Diskriminante, genauer gilt

E? = —4p® — 2747

Hier sei gleich die Formel (¢? —()? = —3 bemerkt, das Quadrat von ((*—(¢)E/18
ist also genau der Ausdruck, von dem in der Cardano’schen Formel die Quadrat-
wurzel zu ziehen war. Ist die Charakteristik unseres Korpers nicht gerade Zwei,
so ist —4p® — 27¢* nach 2.7.19 in K = k(p,q) kein Quadrat und wir folgern
[K(FE) : K] = 2. Da nun unsere Erweiterung L/K hochstens Grad 6 haben kann
und da L iiber dem Fixkorper der geraden Permutationen notwendig Grad drei
hat, mul K'(F) bereits dieser Fixkorper sein und L/ K (FE) ist eine Galoiserweite-
rung mit der Galoisgruppe As. Sei nun o € G der Erzeuger dieser Galoisgruppe
mit o(a) = B, 0(f) = v und o(y) = «. Nach 4.6.4 entsteht dann L aus K (F)
durch Adjunktion eines Eigenvektors von ¢ zu einem von 1 verschiedenen FEi-
genwert. Hier benotigen wir unsere Voraussetzung, dall es in & nichttriviale dritte
Einheitswurzeln gibt, und damit ist insbesondere auch der Fall der Charakteristik
drei ausgeschlossen. Die dritte Potenz eines solchen Eigenvektors liegt in K (E),
so daB3 L aus K (F) entsteht durch Adjunktion einer Kubikwurzel. Ist { € k eine
nichttriviale dritte Einheitswurzel, so liegt zum Beispiel

u = a+(o(a)+ ?o?(a)
= (1-¢a+(C-¢)B

im Eigenraum Eig(c; ¢?) und ist nicht Null, da sonst gilte 3 € k« im Widerspruch
zu (o) = 8 # «. Ebenso erzeugt

v = a+ o(a)+ (o)
= (1-Qa+ (=B

den Eigenraum Eig(c; () als K (F)-Vektorraum und die 1 erzeugt als K (F)-
Vektorraum den Eigenraum Eig(o; 1). Die drei Elemente w, v, 1 bilden also eine
K (E)-Basis von L und wir miissen unsere drei Wurzeln linear aus ihnen kombi-
nieren konnen. In der Tat erhalten wir unmittelbar v + v = 3« und dann durch
Teilen durch Drei und Anwenden von o
QU v u QU
a=gts B=C5+g  v=03+03
Die dritten Potenzen von « und von v miissen nun wie gesagt in K (F) liegen,
also als K'-Linearkombinationen von 1 und £ zu schreiben sein. Um besagte
dritte Potenzen explizit darzustellen, zerlegen wir sie unter dem Element 7 der
Galoisgruppe, das o und /3 vertauscht, in Eigenvektoren: Schreiben wir 2v® =
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(v +7(v*)) + (v® —7(v?)), so muB offensichtlich der erste Summand zu K geho-
ren und der zweite zu K E. Nun konnen wir ja unsere obige Gleichung auch um-
formen zu v = (1 — )(a — (/3). Packen wir der Einfachkeit der Rechnung halber
den Faktor (1 — () noch auf die andere Seite und setzen ¢ := (1—¢) v = a— (8,
so erhalten wir

93 = +a3 —3Ca?B+ 3C%ap? - 33

7(0)} = —a®+3C%a?B — 3CaB? + °
0 +7(0)° = 3(¢C* = O)(*B + af?) =3(¢* = {)q
0* —7(0)° = 20® = 3(C+ ¢*)a’B + 3(¢C + ¢*)ap® — 237

= 2a% 4 3028 — 3a8% — 233 =—-F

und damit 203 = 3(¢? — ()g— F und wegen (1 —¢)® = 3(¢?— () und (¢* —()? =
¢ 4+ (% — 2 = —3 schlieBlich

<§>3Z_§+ = 1g)

Genauso liefert Ersetzen von ¢ durch ¢? in obiger Rechnung auch

() -4

und es folgt, da} die beiden Ausdriicke
q q\?  (P\?
54y (E) + ()
2 2 + 3
? liefern. Unsere Losung « hat also die Gestalt

AT T T

Wenn wir andererseits die beiden kubischen Wurzeln so ziehen, daf3 ihr Produkt
gerade —p/3 ist, so erhalten wir auch stets Losungen.

’lL

genau (g) und (

Ovl

4.7.5. Haben wir statt dem Funktionenkorper K = k(’p, ¢) einen beliebigen Kor-
per K einer Charakteristik char K # 2,3 mit nichttrivialen dritten Einheitswur-
zeln vor uns, so kann obiges Argument in verschiedener Weise zusammenbrechen:
Unser Polynom muf} nicht irreduzibel sein, und wenn es irreduzibel ist, konnte
seine Galoisgruppe nur aus den drei geraden Permutationen der drei Nullstellen
bestehen. In diesen Fillen funktioniert das obige Argument nur noch in mehr oder
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weniger stark modifizierter Form. Es scheint mir jedoch einigermal3en klar, daf3
unsere fir allgemeines p, ¢ hergeleiteten Formeln ihre Giiltigkeit behalten sollten,
,was immer man fiir p und ¢ einsetzt, solange dabei nicht Nullen in Nennern auf-
treten*. In unserem Fall haben wir das ja sogar in 4.7.3 bereits explizit gepriift.
Fiir eine formalere Begriindung mu8 ich Sie auf spezialisiertere Vorlesungen ver-
weisen.

4.7.6 (Notwendigkeit des Ausgreifens in die komplexen Zahlen). Sei eine ku-
bische Gleichung X3 +pX +¢ = 0 mit p, ¢ € R gegeben, die drei reelle Losungen
besitzt, von denen keine zum Koeffizientenkorper K := Q(p, ¢) C R gehért, etwa
unsere Gleichung X° — 16X + 2 = 0 aus 4.6.23. Wir zeigen, daB es dann nicht
moglich ist, eine Kette

K=KyCcK,Cc...CK,CR

von Teilkorpern von R so zu finden, daB unser Polynom in K, zerfillt und K4
jeweils durch Adjunktion der positiven /;-ten Wurzel aus einem positiven Element
a; € K; entsteht, in Formeln

Ky = Ki(¥/a;)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir hier die /; als prim annehmen.
Weiter ist das Quadrat A = —4p3 — 27¢> des Produkts der Differenzen der Null-
stellen aus 2.9.13 in unserem Fall notwendig positiv und wir diirfen K; = K (v/A)
annehmen. Unser irreduzibles kubisches Polynom ist dann auch irreduzibel iiber
K, denn es kann erst in einer Korpererweiterung vom Grad Drei eine Nullstel-
le haben, und fiir seinen Zerfillungskorper Z C R iiber K gilt Z7 D K; und
Gal(Z/K,) = 7Z/37Z nach 4.7.9 und insbesondere [Z : K;] = 3. Gegeben eine
Wurzel o € R unseres kubischen Polynoms mit o ¢ K ist also K (a)/ K, Ga-
lois vom Grad Drei. Fiir  kleinstmoglich mit o € K, mufl damit [K, : K,_;] ein
Vielfaches von Drei sein. Wegen K, = K,_(\/a) mit a = a, und [ = [, prim
muB aber nach 4.7.7 unser Polynom X' — a irreduzibel gewesen sein in K, _;[X]
und wir folgern [K,. : K, 1| = . Zusammen zeigt das [ = 3und K, = K, _(«)
und damit K,/ K,_; Galois vom Grad drei. Dann hinwiederum muB X?* — ¢ in K,
vollstidndig in Linearfaktoren zerfallen und K, muf} drei dritte Einheitswurzeln
enthalten und das steht im Widerspruch zu unserer Annahme K, C R. Der Uber-
gang ins Komplexe oder alternativ die Verwendung trigonometrischer Funktionen
zu ihrer Losung ,,durch Radikale® ist in anderen Worten unumgénglich. Latei-
nisch spricht man bei reellen Gleichungen dritten Grades dieser Art vom casus
irreducibilis.

4.7.7 (Ziehen primer Wurzeln). Ist K ein Korper und [ eine Primzahl, so ist fiir
a € K das Polynom X' — a entweder irreduzibel oder es besitzt eine Nullstelle. In
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der Tat zerféllt unser Polynom in seinem Zerféllungskorper als X' —a = [] (X —
¢Vb) fiir eine I-te Einheitswurzel (. Zerfillt es also in K als X! — a = fg mit
0 < grad f < [, so muB der konstante Term ¢ von f die Gestalt ¢ = £b% haben
fiir eine [-te Einheitswurzel €. Es folgt ¢! = b = q¢. Damit fiihrt der Ansatz
(c"a™)! = a zur Gleichung a"**™ = q alias nd + ml = 1 und damit zu einer
[-ten Wurzel von a in K.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 4.7.8. Sein > 1und K ein Korper, der alle n-ten Einheitswur-
zeln enthilt und dessen Charakteristik n nicht teilt. Man zeige: Gegeben a € K
ist das Polynom X™ — a irreduzibel in K [X] genau dann, wenn a fiir keinen Teiler
d > 1 von n eine d-te Wurzel in K besitzt.

Ubung 4.7.9. Ein irreduzibles Polynom dritten Grades der Gestalt Y3 + pY + ¢
mit Koeffizienten in einem Korper k der Charakteristik char k£ # 2 hat genau dann
die Galoisgruppe Ss iiber &, wenn —4p3 — 27¢? kein Quadrat in k ist. In unserer
Terminologie ist —4p® — 27¢* das Negative der Diskriminante unseres Polynoms,
aber hier sind auch andere Konventionen verbreitet.

Beispiel 4.7.10. Das Polynom X3 — 2 hat nach 4.1.21 oder 4.7.9 die Galoisgruppe
Ss iiber QQ, denn —108 = (—27)4 ist kein Quadrat in Q. Dasselbe Polynom hat
jedoch Galoisgruppe As iiber Q(+/1) nach unserem Satz iiber Radikalerweiterun-
gen 4.6.3. Damit alles zusammenpalt, mu3 —108 ein Quadrat im dritten Kreistei-
lungskorper Q(+/1) sein. Zum Gliick stimmt das auch, fiir ¢ eine primitive dritte
Einheitswurzel gilt nimlich (¢ — (71)? = —3.

4.8 Einheitswurzeln und reelle Radikale*
4.8.1. Die Tabelle
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sin CcoS
T 0 —1

/2 1 0
/3 V3/2 1/2
/4 1/v/2 1/v2
7/5 | VB —VB/2v2 | (VB+1)/4
/6 1/2 V3/2

/T ? ?
/8 1-V2 \/ﬁ
/9 ? ?
/10| (VB-1)/4 | V5+5/2v2
7/11 ? ?
aus [AN2] ?? zeigt einige n > 1, fiir die sin(7/n) und cos(mw/n) in geschlos-

sener Form als ,,reelle algebraische Ausdriicke* dargestellt werden konnen, ohne
daB wir bei der Berechnung der besagten Ausdriicke den Korper der reellen Zah-
len verlassen mii3ten. Sie zeigt auch einige Fragezeichen fiir Fille, in denen keine
derartige Darstellung zur Verfiigung steht. Wir zeigen im Folgenden, daf3 das nicht
etwa an unserer Ungeschicklichkeit liegt, sondern daf es derartige reelle Darstel-
lungen fiir die meisten n schlicht nicht gibt. Diese Aussage gilt es zunédchst einmal
zu prizisieren.

Definition 4.8.2. Gegeben eine Korpererweiterung F' C £ definieren wir den
RadikalabschluB von F' in E' als den kleinsten Zwischenkorper R C F derart,
daB fur alle p > 1 gilt (2? € R) = (x € R). Wir notieren ihn

R =rad(F C E)

Beispiel 4.8.3. Die folgende reelle Zahl gehort zum Radikalabschlufl des Korpers
@Q der rationalen Zahlen im Korper R der reellen Zahlen:

7/ 5
VV6+3+13
V643413 vyagrs
V3438
Definition 4.8.4. Gegeben eine Korpererweiterung F° C £ definieren wir den

QuadratwurzelabschluB von /' in E als den kleinsten Zwischenkorper () C E
derart, daB gilt (z? € Q) = (x € Q). Wir notieren ihn

Q =quad(F C E)
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4.8.5. Den Quadratwurzelabschluf} der rationalen Zahlen in den komplexen Zah-
len haben wir bereits in 3.6.2 betrachtet und gezeigt, dall er genau aus allen kon-
struierbaren Zahlen besteht.

Satz 4.8.6 (Markus Rost). Der Radikalabschluf3 der rationalen Zahlen in den
reellen Zahlen trifft jeden Kreisteilungskorper nur innerhalb des Quadratwurzel-
abschlusses der rationalen Zahlen in den reellen Zahlen. Fiir jedes n € N gilt
also in Formeln

rad(Q C R)NQ(¥1) ¢ quad(Q C R)

Erginzung 4.8.7. Fir jeden Teilkdrper K C R und jedes n > 1 gilt allgemei-
ner rad(K C R) N K (/1) C quad(K C R). Der Beweis ist im wesentlichen
derselbe.

4.8.8. Der Satz von Rost zeigt, daBl cos(27/7) nicht zum Radikalabschlufl von Q
in R gehoren kann. In der Tat gehort diese reelle Zahl zu einem Kreisteilungs-
korper und miilte nach dem Satz von Rost anderfalls sogar zum Quadratwurzel-
abschluBl von Q in R gehoren. Das steht jedoch im Widerspruch zu unserer Er-
kenntnis, daf das regelméfige Siebeneck nicht mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden kann. Weiter ist cos(27/7) nach 4.1.22 auch eine von drei reellen Null-
stellen des Polynoms X3 + X2 — 2X — 1. Wir sehen so ein weiteres Mal, daf3
kubische Gleichungen mit rationalen Koeffizienten, selbst wenn sie drei reelle
Nullstellen haben, im allgemeinen nicht durch ,,algebraische Rechenoperationen
im Rahmen der reellen Zahlen* gelost werden kénnen. Im iibrigen ist cos(27/7)
ein Erzeuger des Schnitts des siebten Kreisteilungskorpers mit der reellen Achse,
dieser Schnitt mufl Grad 6/2 = 3 iiber Q haben, und besagtes Polynom ist gerade
das Minimalpolynom von cos(27/7) iiber Q.

4.8.9. Genau dann gehort sin(7/n) zum Radikalabschlu8 der rationalen Zahlen
in den reellen Zahlen, wenn das regelméBige n-Eck konstruierbar alias ¢(n) eine
Zweierpotenz ist. In der Tat liegt sin(7/n) sicher in einem Kreisteilungskorper.
Liegt sin(7/n) auch im Radikalabschluf rad(Q C R) der rationalen in den reellen
Zahlen, so folgt sin(7/n) € quad(Q C R) aus dem Satz 4.8.6 von Rost. Damit
ist sin(7/n) aber nach 3.6.2 konstruierbar und damit dann unschwer auch das
regelmiBige n-Eck. Der Beweis der Gegenrichtung bleibe dem Leser liberlassen.

Beweis des Satzes von Rost 4.8.6. Wir halten eine natiirliche Zahl n > 1 fiir den
folgenden Beweis fest und vereinbaren die Abkiirzung @) := quad(Q C R)
fiir den Quadratwurzelabschluf} der rationalen Zahlen in den reellen Zahlen und
E := Q(/1) fiir den n-ten Kreisteilungskorper, mit einem E wie Einheitswurzel.
Um den Satz zu zeigen, reicht es sicher nachzuweisen, daf fiir jeden Teilkorper
R C R mit der Eigenschaft R N £ C () auch der durch Adjunktion einer primen
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reellen Wurzel, also durch Adjunktion eines Elements z € R mit 2 € R fiir
eine Primzahl p entstehende Teilkorper R(z) C R diese Eigenschaft hat. Im Fall
[R(z) : R] < p folgt aus unseren Annahmen bereits R(x) = R. In der Tat haben
wir fiir ¢ = [R(z) : R und @ = 2P ja

detr(z|R(x))P = detg(a?|R(x)) = a?

Es gibt also ¢ € R mit ¢? = a9. Im Fall ¢ < p konnen wir 1 = ap + 3¢ schreiben,
es folgt a = a®?™P4 = (a®c”)? und a hat bereits eine p-te Wurzel y = a®c” in R,
woraus wegen R C Rund z € R folgt y = +2 und R(z) = R. Es bleibt also nur
noch, den Fall [R(x) : R] = p zu diskutieren und in diesem Fall die Implikation

RNEcCQ@ = RExNECQ

zu zeigen. Im Fall R(z) N E = RN E ist das klar. Sonstist (R(z) N E)/(RNE)
eine nichttriviale Galoiserweiterung, denn das sind beides Zwischenkorper einer
endlichen abelschen Erweiterung. Nach dem Translationssatz 4.6.10 ist dann auch
((R(z)NE)R)/R eine nichttriviale Galoiserweiterung. Da R(z)/R Primzahlgrad
hat, folgt ((R(z) N E)R) = R(z), und R(z)/R ist mithin selbst eine Galoiser-
weiterung vom Grad p. Das Polynom X? — a ist dann notwendig das Minimalpo-
lynom von z iiber R, und da jede Galoiserweiterung normal ist, miissen alle seine
Nullstellen auch zu R(x) gehoren, also alle (x fiir ¢ eine beliebige p-te Einheits-
wurzel. Damit miissen aber alle p-ten Einheitswurzeln zu R(z) gehoren, also zu
R, und das gilt nur im Fall p = 2. Mithin sind wir in diesem Fall, und durch das
Riickverfolgen unserer Argumente erhalten wir

(R(z) N E): (RNE)] =2

Der Korper R(z) N E entsteht also aus dem Teilkorper R N E C @ durch Ad-
junktion einer Quadratwurzel. Folglich liegt R(z) N E in der Tat bereits selbst im
Quadratwurzelabschluf3 ) von Q in R. O
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S Verallgemeinerungen ins Unendliche*

5.1 Ordinalzahlen

Definition 5.1.1. Eine Anordnung einer Menge heifit eine Wohlordnung, wenn
jede nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.

Beispiel 5.1.2. Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist wohlgeordnet mit ihrer
iiblichen Anordnung aus [ ] , wie wir in 5.2.2 formal zeigen werden.
Die Menge der rationalen Zahlen ist nicht wohlgeordnet mit ihrer iiblichen An-
ordnung.

5.1.3. Gegeben eine partiell geordnete Menge X versteht man unter einem un-
mittelbaren Nachfolger oder kurz Nachfolger eines Elements = € X das kleins-
te Element ,,oberhalb von z*, also in Formeln das kleinste Element der Menge
{y € X | y > z}, wenn es denn existiert. Jedes Element hat hochstens einen
unmittelbaren Nachfolger. Ebenso versteht man unter einem unmittelbaren Vor-
ginger oder kurz Vorgénger eines Elements ©x € X das grofte Element ,,unter-
halb von z“, in Formeln also das groBte Element der Menge {y € X | y < z},
wenn es denn existiert. Jedes Element hat hochstens einen unmittelbaren Vorgén-
ger.

5.1.4. Jede nichtleere wohlgeordnete Menge besitzt ein kleinstes Element, das wir
meist mit 0 bezeichnen. In einer wohlgeordneten Menge (€2, <) hat weiter jedes
Element a auBer dem groften, wenn denn ein groBtes Element existiert, einen
unmittelbaren Nachfolger, ndmlich das kleinste Element von (2. ,. Wir notieren
diesen unmittelbaren Nachfolger
S(a)

fiir englisch ,,successor. Manche Elemente besitzen auch unmittelbare Vorgin-
ger, aber keineswegs alle.

Definition 5.1.5. Eine Teilmenge A einer wohlgeordneten Menge €2 heif3it ein An-
fangsstiick, wenn A mit einem Element von €2 auch alle kleineren Elemente von
(2 enthlt.

5.1.6. Jedes von der ganzen Menge verschiedene Anfangsstiick A einer wohlge-
ordneten Menge (2 ist von der Gestalt A = (2, fiir genau ein a € €, ndmlich fiir
a das kleinste Element des Komplements {2\ A.

Definition 5.1.7. Eine Abbildung f : X — Y von geordneten Mengen heil3t
ein Morphismus von geordneten Mengen, wenn gilt z < 2’ = f(z) < f(2').
Ein Isomorphismus von geordneten Mengen oder auch Ordnungsisomorphis-
mus ist ein bijektiver Morphismus von geordneten Mengen, dessen Inverses auch
ein Morphismus von geordneten Mengen ist. Zwei geordnete Menge hei3en ord-
nungsisomorph, wenn es zwischen ihnen einen Ordnungsisomorphismus gibt.

173



Satz 5.1.8 (Vergleich von wohlgeordneten Mengen).  I. Gegeben wohlgeordnete
Mengen (0, <) und (Y, <') gibt es hichstens einen Isomorphismus von
(Q, <) mit einem Anfangsstiick von (£, <');

2. Gegeben wohlgeordnete Mengen (), <) und (), <') ist mindestens eine
von beiden ordnungsisomorph zu einem Anfangsstiick der anderen.

5.1.9. Insbesondere sind zwei Anfangsstiicke einer wohlgeordneten Menge nur
dann ordnungsisomorph, wenn sie gleich sind als Teilmengen.

Beweis. 1. Gegeben zwei verschiedene derartige Isomorphismen f, g gébe es ein
kleinstes Element b € (2, auf dem sie verschiedene Werte anndhmen. Dies Ele-
ment miiite jedoch sowohl unter f als auch unter g auf das kleinste Element von
D\ f(Qsp) = '\ g(Q2,) abgebildet werden. Widerspruch!

2. Wir betrachten das Mengensystem aller Anfangsstiicke A C (2, die zu einem
Anfangsstiick von €' ordnungsisomorph sind. Die Vereinigung tiber dieses Men-
gensystem ist offensichtlich das grofite Anfangsstiick A, C €2, das zu einem
Anfangsstiick von 2’ ordnungsisomorph ist. Gilt A,,., = Q oder A, = @/, so
sind wir fertig. Sonst aber wire A,,., vereinigt mit dem kleinsten Element auf3er-
halb auch ordnungsisomorph zum Bild von A, in )’ vereinigt mit dem kleinsten
Element aulerhalb, im Widerspruch zur Maximalitidt von A, .. U]

Lemma 5.1.10. Auf jeder Menge existiert eine Wohlordnung.

Beweis. Sei X unsere Menge. Wir betrachten die Menge WV aller Paare (2, <)
mit 2 C X einer Teilmenge und < einer Wohlordnung auf (). Auf dieser Menge
W erkldren wir eine partielle Ordnung durch die Vorschrift (£2, <) < (£, <)
genau dann, wenn (€2, <) ein Anfangsstiick von (£, <’) ist. Das Zorn’sche Lem-
ma liefert die Existenz eines maximalen Paares (Qyax, <max) € W. Fiir solch
ein Paar gilt Q. = X, da wir sonst (Quax, <max) noch vergroBern konnten,
indem wir ein weiteres Element von X hinzunehmen und die Anordnung dahin-
gehend erweitern, daBl es das groB3te Element der dadurch neu entstehenden Menge

wird. O]

5.1.11. Unter einer Ordinalzahl versteht man eine Isomorphieklasse von wohl-
geordneten Mengen. Gegeben zwei Ordinalzahlen w und w’ nennen wir w klei-
nergleich w’, wenn w isomorph ist zu einem Anfangsstiick von w’. Wir schreiben
dann

w <

Der zweite Teil des Satzes 5.1.8 bedeutet, daBl je zwei Ordinalzahlen vergleichbar
sind, wohingegen der zweite Teil bedeutet, da3 gegeben eine durch eine wohl-
geordnete Menge (€2, <) représentierte Ordinalzahl die angeordnete Klasse aller
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Ordinalzahlen, die echt kleiner sind als diese, isomorph ist als angeordnete Klasse
zur angeordneten Menge (€2, <) selber. Jede Ordinalzahl besitzt einen unmittel-
baren Nachfolger. Diejenigen Ordinalzahlen, die keinen unmittelbaren Vorgénger
besitzen, heiffen Limeszahlen. In diesem Sinne ist 0 also auch eine Limeszahl.
Problematisch ist hierbei allerdings, da3 wir uns mit unserem Begriff einer Iso-
morphieklasse in die ,,Klasse aller Mengen* begeben, die schon am Rande des
Gebietes liegt, in dem ich mich mit dem alleinigen Riistzeug der naiven Mengen-
lehre noch sicher fithle. Man kann jedoch auch alternativ kanonische Reprisen-
tanten wihlen und mit von Neumann eine Ordinahlzahl definieren als eine wohl-
geordnete Menge () mit der Eigenschaft, da3 jedes ihrer Elemente mit der Menge
der kleineren Elemente, zusammenfillt, in Formeln

a={beQ|b<a}l Vael

Erginzung 5.1.12. Man definiert die Addition von Ordinalzahlen als das Hin-
tereinandersetzen von wohlgeordneten Mengen. Sie ist sicher assoziativ. Es gilt
jedoch zu beachten, daf} diese Addition nicht kommutativ ist, zum Beispiel haben
wir fiir die durch die wohlgeordnete Menge N reprisentierte Ordinalzahl w die
Formeln 1 + w = w # w + 1. Wieder eine andere Ordinalzahl wire etwa w + w.
Man erklért das Produkt zweier Ordinalzahlen als das kartesische Produkt von
wohlgeordneten Mengen, versehen mit der lexikographischen Ordnung, und hitte
fiir w wie eben etwa
Ww-w=w+w+...

in hoffentlich verstiandlicher Schreibweise. Dieses Produkt ist sicher assoziativ,
aber nicht kommutativ, zum Beispiel gilt2 - w =w +w # w =w - 2.

5.2 Wohlordnung und natiirliche Zahlen

5.2.1. Ich erinnere an [ ] . Fiihrt man die Mengenlehre axiomatisch ein,
so definiert man eine Menge als unendlich, wenn es eine injektive aber nicht bi-
jektive Abbildung von unserer Menge in sich selbst gibt. Eine Menge heif3t end-
lich, wenn sie nicht unendlich ist. Die Existenz einer unendlichen Menge ist eines
der Axiome der Mengenlehre, wir nennen es kurz das Unendlichkeitsaxiom.

Satz 5.2.2 (Charakterisierung der natiirlichen Zahlen). Die Menge der natiir-
lichen Zahlen mit ihrer Anordnung aus [I.A]] ist die bis auf eindeutigen
Ordnungsisomorphismus eindeutig bestimmte kleinste unendliche wohlgeordnete
Menge.

5.2.3. Insbesondere ist jede endliche wohlgeordnete Menge isomorph zu genau ei-
nem Anfangsstiick der Menge der natiirlichen Zahlen. Um welches Anfangsstiick
es sich dabei handelt, kann noch nicht einmal von der gewéhlten Wohlordnung

175



abhéngen, denn verschiedene Moglichkeiten wiirden schnell zu einer injektiven
nicht surjektiven Selbstabbildung unserer Menge fiihren, die es ja wegen der End-
lichkeit nicht geben kann. Insbesondere ist jede endliche Menge X in Bijektion zu
einer Menge der Gestalt {n € N | n < a} fiir genau ein a € N. Diese natiirliche
Zahl nennen wir dan ihre Kardinalitiit und schreiben | X| = a.

Beweis. Nach 5.1.10 und 5.1.8 konnen wir ,,die kleinste unendliche Ordinalzahl*
bilden: Dazu wiéhlen wir mithilfe des Unendlichkeitsaxioms 5.2.1 eine unendliche
Menge, erkldren darauf mithilfe von 5.1.10 eine Wohlordnung, vereinigen dis-
junkt mit einem weiteren Element, und erweitern unsere Wohlordnung so, daf} das
neue Element das Grofite wird. In der so entstehenden unendlichen wohlgeordne-
ten Menge (2, <) mit einem groften Element betrachten das kleinste b derart, daB
Q- unendlich ist. Dieses w = (), ist dann die kleinste unendliche wohlgeord-
nete Menge in dem Sinne, daB} sie in jeder unendlichen wohlgeordneten Menge
als Anfangsstiick auftritt. Zwischen je zwei derartigen wohlgeordneten Mengen
gibt es nach 5.1.8 genau einen Ordnungsisomorphismus. Es gilt nun zu zeigen,
daB w ordnungsisomorph ist zu unserer in [ ] beschriebenen angeord-
neten Menge N. Die Menge w hat sicher kein groftes Element, denn ein solches
konnten wir ihr wegnehmen und so ein unendliches echtes Anfangsstiick erhalten.
Mithin hat in w jedes Element einen Nachfolger. Die Abbildung S : w — w, die
jedem Element seinen Nachfolger zuordnet, ist injektiv, denn haben zwei Elemen-
te  und y denselben Nachfolger, so fiihren beide Annahmen x < y und z > y
leicht zum Widerspruch. Offensichtlich gehort auch das kleinste Element o € w
nicht zum Bild von S. Um zu zeigen, daB das Tripel (w, 0, S) die definierenden
Eigenschaften der natiirlichen Zahlen nach [ ] hat, miissen wir nur noch
priifen, daf} es keine echte S-stabile Teilmenge Z C w gibt mit 0 € Z. Gegeben
eine echte Teilmenge Z C w gibe es aber in w\Z ein kleinstes Element b. Gilt
zusitzlich o € Z, so folgt b # o. Jedes Element von w aufler der Null hat aber
einen Vorginger, denn fiir jedes b € w ist w.;, endlich und im Fall b # o nicht
leer und hat damit als nichtleere endliche angeordnete Menge nach [ ]

ein groftes Element a. Aus a € Z folgt dann aber sofort S(a) = b € Z, und das
ist der gesuchte Widerspruch. [

5.3 Dimension als Kardinalitit

Definition 5.3.1. Gibt es zwischen zwei Mengen eine Bijektion, so sagt man auch,
sie seien gleichmichtig.

Vorschau 5.3.2. Unter einer Kardinalzahl versteht man eine Aquivalenzklasse
in der Klasse aller Mengen unter der Aquivalenzrelation, die durch die Existenz
einer Bijektion erklirt wird. Die Aquivalenzklasse einer Menge heit dann ihre
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Kardinalitit. Hier rede ich sehr vorsichtig von der , Klasse* aller Mengen, da
wir ja bereits aus [GR] wissen, da} es nicht sinnvoll ist, von der ,,Menge
aller Mengen* zu reden. Die Gesamtheit aller Kardinalitdten ist dann auch keine
Menge mehr, und wir sto3en hier wieder an die Grenze dessen, was im Rahmen
der naiven Mengenlehre noch sinnvoll behandelt werden kann. Die Gesamtheit al-
ler Kardinalitdten von Mengen, die Elemente eines gegebenen Universums [ ]

sind, ist aber durchaus noch eine wohldefinierte Teilmenge besagten Uni-
versums.

5.3.3. Nach [GR] ist keine Menge gleichméchtig zu ihrer Potenzmenge.

Satz 5.3.4 (Kardinalititen von Basen). Zwischen je zwei Basen ein- und dessel-
ben Vektorraums gibt es eine Bijektion.

Beweis. Nach dem Austauschlemma 5.3.5 gibt es eine Injektion von jeder Basis
in jede andere Basis. Die Behauptung folgt dann mit dem Satz von Schroder-
Bernstein 5.3.6. O

Lemma 5.3.5 (Austauschlemma). Ist V' ein Vektorraum, E C V ein Erzeugen-
densystem und L C 'V eine linear unabhdngige Teilmenge, so gibt es eine Injek-
tion ¢ : L — E derart, dafp auch (E\yp(L)) U L ein Erzeugendensystem von V
ist.

Beweis. In [ ] hatten wir das fiir L endlich bereits gezeigt. Wir erwei-
tern nun unseren Beweis und betrachten die ,,durch Einschriankung® angeordnete
Menge aller ,,partiellen Austauschungen® (L', ©') bestehend aus einer Teilmenge
L’ C L und einer dazu gegebenen Injektion ¢’ : L' — E mit der Eigenschaft,
daB auch (E\¢'(L’)) U L ein Erzeugendensystem von V' ist. Dann zeigen wir,
dal3 gegeben ein angeordnetes System £ von partiellen Austauschungen auch die
Vereinigung L° mit dem darauf durch Fortsetzung definierten (° eine partielle
Austauschung ist, da} also (E\¢°(L°)) U L° ein Erzeugendensystem ist. Aber
wihlen wir fiir einen Vektor von V' unter allen Darstellung als Linearkombina-
tion von Vektoren aus einem (E\¢'(L')) U L' mit (L', ¢’) € L eine Darstel-
lung aus, fiir die wir so wenig Vektoren aus F\¢'(L') wie moglich brauchen, so
ist leicht zu sehen, daB dabei diese Vektoren bereits alle zu F\°(L°) gehoren.
Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es also eine maximale partielle Ausdehnung
(Lmax, Pmax ), und es bleibt zu zeigen L,,,, = L. Sonst gibe es aber einen Vektor

w € L\ Lyax, und nach [ ] konnten wir den auch noch in unser Erzeugen-
densystem hereintauschen alias o, ausdehnen auf L,,,, U{w}, im Widerspruch
zur Maximalitit. [

Satz 5.3.6 (Schroder-Bernstein). Seien X und Y zwei Mengen. Gibt es eine In-
jektion f : X — Y und eine Injektion g : Y — X, so gibt es auch eine Bijektion
zwischen X und Y.
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Schroder-Bernstein
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Beweis. Wir diirfen unsere beiden Mengen X und Y als disjunkt annehmen, in-
dem wir sie andernfalls etwa durch X x {0} und Y x {1} ersetzen. Wir betrachten
auf der Vereinigung X U Y nun die Aquivalenzrelation ~, die erzeugt wird von
x ~ f(x)und y ~ g(y), und interessieren uns fiir deren Aquivalenzklassen. Be-
sitzt in einer derartigen Aquivalenzklasse A ein Element z € A N X kein Urbild
unter g, so hat unsere Aquivalenzklasse die Gestalt ,.einer in X beginnenden Ket-
te*

A=Az, f(zx),gf(x), fof(z),... }

Besitzt ein Element y € ANY kein Urbild unter f, so hat unsere Aquivalenzklasse
die Gestalt ,,einer in Y beginnenden Kette*

A={y,9(), f9y),9f9(y),...}

Sind wir in keinem der beiden vorhergehenden Fille und ist unsere Aquivalenz-
klasse endlich, so hat sie die Gestalt ,,einer geschlossenen Kette*

A=Az, f(x),9f(2), fgf(2),....(gf) (z) = x}

fiir ein 7 > 1 und jedes x € A N X. Sind wir schlieBlich in keinem der drei vor-
hergehenden Fille, so hat unsere Aquivalenzklasse die Gestalt ,,einer nach beiden
Seiten unendlichen Kette

A={z,y; | i € L}

mit x; und y; paarweise verschieden und f(z;) = vy;, g(y;) = z;41 Vi € Z. Man
iiberzeugt sich nun leicht, dass fiir jede Aquivalenzklasse entweder f oder g oder
beide eine Bijektion zwischen den Elementen aus X in unserer Aquivalenzklasse
und den Elementen aus Y in unserer Aquivalenzklasse liefern. Im Zweifelsfall
wihlen wir hier f und erhalten auf diese Weise eine wohlbestimmte Bijektion
zwischen X und Y. 0

5.3.7 (Vergleichbarkeit von Kardinalititen). Gegeben zwei Mengen X, Y gibt
es stets entweder eine Inklusion X < Y oder eine Inklusion Y < X. In der Tat,
betrachten wir auf der Menge aller Tripel (X', f,Y") mit X’ C X, Y’ C Y und
f+ X" = Y’ einer Bijektion die offensichtliche partielle Ordnung, so konnen wir
das Zorn’sche Lemma anwenden und ein maximales Tripel finden, fiir das dann
offensichtlich entweder X’ = X oder Y’ =Y gilt. Wir schreiben | X | < |Y| falls
es eine Inklusion X — Y gibt. Mit dem Satz von Schroder-Bernstein 5.3.6 sehen
wir, daB | X| < |Y| < |X| bereits | X| = |Y'| impliziert.

Erginzung 5.3.8. Es liegt nun nahe, auf der Gesamtheit aller moglichen Kardi-
nalitdten, etwa von Mengen eines gegebenen Universums, eine Ordnungsrelation
einzufithren durch die Vorschrift |X| < |Y| genau dann, wenn eine Injektion
X — Y existiert. Da} diese Ordnungsrelation total ist, da3 also darunter je zwei
Kardinalititen vergleichbar sind, folgt dann aus 5.3.7.

179



Satz 5.3.9 (Multiplikationssatz der Mengenlehre). Fiir jede unendliche Menge
ist ihr kartesisches Quadrat gleichmdichtig zur Menge selber, in Formeln

[M x M| = [M]

Beweis. Wir zeigen zunichst eine schwichere Aussage.

Lemma 5.3.10. Fiir jede unendliche Menge M gilt N x M| = |M]|.

Beweis. Um dies Lemma zu zeigen, miissen wir nach Schroder-Bernstein 5.3.6
nur die Existenz einer Injektion N x M < M nachweisen. Dazu betrachten wir
die Menge aller Paare (A, ¢) mit A C M und ¢ : N x A — A einer Injektion. Sie
ist ein offensichtlicher Weise induktiv geordnet und besitzt folglich ein maximales
Element (Apax, Pmax)- Gilt |Anax| = | M|, so haben wir schon gewonnen. Sonst
gilt nach 5.3.7 jedoch |Ap.x| # |M| und wir finden nach 5.3.12 eine abzihlbare
unendliche Menge Z C M\ A,x. Dann aber kénnen wir unsere Injektion zu
einer Injektion N X (A0x U Z) < Apax U Z ausdehnen, indem wir eine Injektion
N x Z = Z wihlen. Widerspruch! O]

Nun zeigen wir den Multiplikationssatz. Wir betrachten dazu die Menge aller Paa-
re (A,p) mit A C Mund ¢ : A x A — A einer Injektion. Sie ist in offen-
sichtlicher Weise induktiv geordnet und besitzt folglich ein maximales Element
(Amax;, Pmax)- Sicher ist dann A, unendlich. Im Fall | A,,.«| = |M| haben wir
schon gewonnen. Sonst gilt |Ay.¢| < |M| nach 5.3.7 und dann nach Lemma
5.3.10 sogar [N x Ap.«| < |M|. Wir finden also eine Einbettung ¢ : N X A —
M, von der wir sogar ¢(0, a) = a fordern diirfen. Wihlen wir nun eine Injektion
€ : N x N— Nmit £(0,0) = 0, konnen wir die Injektion

(N X Apax) X (N X Apax) < (N X Apax)

((i,a), (4,0)) = (&(4,5); Pmax(a, b))
bilden. Vermittels ¢ erhalten wir eine Injektion (im ) x (im) < (im4)), die
©max fortsetzt. Widerspruch zur Maximalitdt von (Apax, Pmax) ! O

Ergéanzung 5.3.11. Gegeben Mengen X,Y mit 2 < |X| < |Y| und Y unend-
lich kann man zeigen, daB gilt | Ens(Y, X)| = | Ens(Y,{0,1})| = | Pot(Y)|. Im
allgemeinen ist die Frage nach der Kardinalitdt einer Menge von Abbildungen
Ens(Y, X) nicht so leicht zu beantworten.

Ubungen

Ubung 5.3.12. Lassen wir aus einer unendlichen Menge endlich viele Elemente
weg, so erhalten wir eine gleichméchtige Menge.
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Ubung 5.3.13. Gegeben ein von Null verschiedener Vektorraum abzihlbarer Di-
mension iiber einem unendlichen Korper zeige man, dal der Vektorraum dieselbe
Kardinalitidt hat wie der Grundkdrper. Gegeben ein Vektorraum unendlicher Di-
mension iiber einem abzidhlbaren Korper zeige man, dal die Kardinalitit jeder
seiner Basen iibereinstimmt mit der Kardinalitit des ganzen Vektorraums. Jede
algebraische Korpererweiterung eines unendlichen Korpers hat dieselbe Kardina-
litdt wie besagter Korper. Hinweis: 5.3.10.

Ubung 5.3.14. Gegeben ein unendlichdimensionaler Vektorraum zeige man, daf
sein Dualraum stets eine im Sinne von Kardinalititen echt groere Dimension hat.
Hinweis: Man beginne mit der Betrachtung von Vektorrdaumen iiber dem Korper
mit zwei Elementen und verwende 5.3.13 sowie [GR]

Ubung 5.3.15. Jede unendliche Menge ist gleichmiichtig zur Menge ihrer endli-
chen Teilmengen. Gegeben eine surjektive Abbildung mit endlichen Fasern zwi-
schen unendlichen Mengen sind unsere beiden Mengen gleichmichtig.

5.4 Anwendungen in der Analysis*

5.4.1 (Die Kleinste iiberabzihlbare Ordinalzahl). Wir konnen nach 5.1.10 und
5.1.8 insbesondere auch ,,die kleinste iiberabzihlbare Ordinalzahl® bilden: Dazu
wihlen wir mit 5.1.10 eine Wohlordnung auf einer iiberabzdhlbaren Menge, et-
wa auf R, und betrachten in der so entstehenden iiberabzihlbaren wohlgeordneten
Menge (€2, <) das kleinste b derart, daB €., tiberabzéhlbar ist. Dieses w = Q.
ist dann die kleinste iiberabzihlbare wohlgeordnete Menge in dem Sinne, daf} sie
in jeder iiberabzidhlbaren wohlgeordneten Menge als Anfangsstiick auftritt. Aber
versuchen sie bloB nicht, eine derartige kleinste iiberabzédhlbare wohlgeordnete
Menge explizit anzugeben! Bereits einen Reprisentanten fiir die ,,kleinste unend-
liche Ordinalzahl“ schreiben wir zwar leichthin auf’s Papier als N = {0,1,2, ...},
aber ob das eigentlich eine explizite Darstellung ist, scheint mir bei niherem Hin-
sehen auch schon recht fragwiirdig.

5.4.2. Die kleinste iiberabzdhlbare Ordinalzahl (w, <) besitzt kein grofites Ele-
ment, denn ein solches konnten wir ihr leicht wegnehmen. Die Alexandroff’sche
Halbgerade wird erklirt, indem man w X [0, 1) lexikographisch anordnet und mit
der Topologie versieht, die von allen Teilmengen {z | z > y} und {z | = < y} fiir
y aus unserer lexikographisch angeordneten Menge erzeugt wird. Lit man aus
w % [0, 1) das kleinste Element weg, so entsteht eine nicht parakompakte wegzu-
sammenhidngende eindimensionale Mannigfaltigkeit, wie wir im folgenden zeigen
werden. Zunéchst zeigen wir, da} wir so eine wegzusammenhédngende eindimen-
sionale Mannigfaltigkeit erhalten. Genauer behaupten wir, daB w_, x [0, 1) ho-
moomorph ist zu [0, 1) fiir alle @ € w: Ist sonst b kleinstmoglich mit w_;, x [0, 1)
nicht homdomorph zu [0, 1), so konnte b keinen direkten Vorginger haben, wire
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also eine Limeszahl, wir finden also eine streng monoton wachsende Folge mit
Supremum b, und abzihlbar viele [0, 1) zu verkleben ist unproblematisch. Daf}
unser Raum nicht parakompakt ist, zeigen wir nach einer Vorbemerkung als 5.4.4.

Lemma 5.4.3. Eine Selbstabbildung einer tiberabzdhlbaren wohlgeordneten Men-
ge, die das kleinste Element auf sich selbst abbildet und jedes andere Element auf
ein echt Kleineres, hat mindestens eine iiberabzdhlbare Faser:

Beweis. Sei (2 unsere iiberabzihlbare wohlgeordnete Menge und f : 2 — € un-
sere Selbstabbildung, von der wir in Formeln ausgedriickt fordern f(0) = 0 und
f(a) < a Va # 0. Es gilt zu zeigen, daB ein b € ) existiert mit f~*(b) iiber-
abzihlbar. Nun muf fiir alle a €  die Menge {f"(a) | n > 0} ein kleinstes
Element besitzen, und das kann nur das kleinste Element 0 unserer wohlgeord-
neten Menge €2 sein. In anderen Worten gibt es fiir alle a € €2 ein n € N mit
f™(a) = 0. Wiren nun alle Fasern von f abzihlbar, so wiren auch die Mengen
(f™)~1(0) abzéhlbar fiir alle n € N und ) wire abzihlbar als die Vereinigung all
dieser abzihlbar vielen abzdhlbaren Mengen. Widerspruch! [

Lemma 5.4.4. Die Alexandroff’sche Halbgerade aus 5.4.2 ist nicht parakom-
pakt. Dasselbe gilt auch fiir das Komplement des kleinsten Elements der Alex-
androff’schen Halbgerade.

Beweis. Wir betrachten fiir jedes a € w das offene Intervall U, aller Punkte,
die kleiner sind als mindestens ein Punkt von {a} x [0,1). Sicher bilden diese
U, eine offene Uberdeckung, und ich behaupte, daf} diese Uberdeckung keine
lokal endliche Verfeinerung zuldft. In der Tat kann man fiir jede Verfeinerung eine
Abbildung f : w — w finden mit f(0) = 0 und f(a) < a falls a # 0 derart, daB
fiir a # 0 jeweils ein ¢, € (0, 1) existiert, fiir das das Intervall [(f(a),t.), (a,0)]
ganz in einer offenen Menge unserer Verfeinerung enthalten ist. Diese Abbildung
f hat nun nach 5.4.3 eine iiberabzéhlbare Faser. Ist etwa f~!(b) iiberabzéhlbar, so
hat f~1(b) keine obere Schranke in w, aber es gibt natiirlich ein kleinstes Element
¢ € f~(b). Wir erkennen nun, daB (c,0) zu unendlich vielen offenen Mengen
unserer Verfeinerung gehort, denn fiir alle @ € f~1(b) gibt es eine offene Menge
unserer Verfeinerung, die (a,0) und (¢, 0) beide enthilt. O

Lemma 5.4.5. Seien gegeben eine Menge X und darin ein System von Teilmengen

£ CPX).

1. Hat & eine Kardinalitit < |R
M(E) eine Kardinalitit < |R

, S0 hat auch die davon erzeugte o-Algebra
, in Formeln

EI <Rl = [M(E)] < [R]
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2. Hat € eine Kardinalitit > |R|, so hat die davon erzeugte o-Algebra M(E)
dieselbe Kardinalitiit wie €, in Formeln

€l = R = [M(E)] = [€]

5.4.6 (Vergleich von Lebesgue-Mengen und Borel-Mengen). Die o-Algebra
der Borelmengen in R kann von einem abzédhlbaren Mengensystem erzeugt wer-
den, mithin gilt nach unserem Satz 5.4.5 die Abschitzung | Borel(R)| < |R].
Dahingegen hat die Cantormenge [ ] dieselbe Kardinalitdt wie R und
alle ihre Teilmengen sind Lebesgue-meBbar. Folglich stimmt wieder nach 5.4.5
die Kardinalitédt der o-Algebra der Lebesgue-Mengen in R iiberein mit der Kardi-
nalitdt von P(R).

Beweis. Die von einem Mengensystem & C P(X) erzeugte o-Algebra M(E)
kann wie folgt beschrieben werden: Wir beginnen mit der kleinsten iiberabzédhlba-
ren Ordinalzahl w und behaupten zunichst die Existenz und Eindeutigkeit zweier
Abbildungen [0,w] — P(M(E)), o + II, und o — ¥, mit der Eigenschaft
[Ty = Xy = £ und so, dass fiir a > 0 gilt

0 - abzihlbare Schnitte von Mengen aus
“ irgendwelchen X3 mit § < «

abzdhlbare Vereinigungen von Mengen
Yo = . .
aus irgendwelchen Ilg mit 5 < «

Sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit dieser Abbildungen folgt leicht
durch ,transfinite Induktion®, d.h. man betrachtet das kleinste «, fiir das II, oder
Y. nicht mehr mit diesen Eigenschaften definiert werden kann oder fiir das es
verschiedene Moglichkeiten gibt und kommt sofort zu einem Widerspruch. Wir
behaupten nun I1, = ¥, = M(E). Hier folgt offensichtlich die zweite Gleichung
aus der ersten, denn alle unsere 11, sind stabil unter abzihlbaren Schnitten und
alle unsere X, sind stabil unter abzéhlbaren Vereinigungen. Nun haben wir aber
IT, C X441 und X, C II,4; per definitionem. Ein M € 11, alias eine abzédhlbare
Vereinigung
My UM,U ...

mit M; € Il,;) und a(i) < w gehort also wegen (i) + 1 < w auch zu ¥, und
die umgekehrte Inklusion >, C II, zeigt man dhnlich. Geht man speziell von
einem Mengensystem der Kardinalitit || < |R| aus, so haben alle unsere I1,, und
Y., auch hochstens die Kardinalitit |R| und es folgt |M(E)| < |R|. Geht man
dahingegen von einem Mengensystem der Kardinalitit |£| > |R| aus, so haben
alle unsere 11, und X, dieselbe Kardinalitit wie £ und es folgt | M(E)| = |E|. O
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 5.4.7. Die Alexandroff’sche Halbgerade ist folgenkompakt,
aber nicht iiberdeckungskompakt.

Ubung 5.4.8. Sei Q) = (), die kleinste wohlgeordnete Menge einer vorgegebe-
nen unendlichen Kardinalitdt o und X C (2 eine Teilmenge einer echt kleineren
Kardinalitdt. So gibt es w € Q mit X C ()_,. Hinweis: Eine Vereinigung einer
Familie von hochstens o Mengen einer Kardinalitit hochstens o hat auch selbst
nur hochstens die Kardinalitit o nach dem Multiplikationssatz der Mengenlehre
5.3.9.
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6 Erginzungen zur Korpertheorie*

6.1 Tensorprodukte von Korpern

6.1.1 (Tensorprodukte von Korpern sind im allgemeinen keine Korper). Ge-
geben Korpererweiterungen L/ K und M /K muB L ®x M keineswegs wieder ein
Korper sein, wie bereits das Beispiel C @y C zeigt. Solch ein Tensorprodukt kann
sogar von Null verschiedene nilpotente Elemente enthalten: Fiir ein Beispiel sei &
ein Korper positiver Charakteristik char £ = p > 0. Betrachten wir nun den Funk-
tionenkdrper K = k(T') und seine Erweiterung L = k(¥/T) = K[X]/(X? — T),
so ergibt sich L&y L = L[X]/(X?—T) und in diesem Ring ist X — /T nilpotent
und von Null verschieden. Ist jedoch L/ K eine endliche separable Korpererweite-
rung und M/ K eine beliebige Korpererweiterung, so ist L® ; M stets ein Produkt
von Korpern. Ist genauer o € L ein primitives Element und P € K|[X] sein Mini-
malpolynom, so entsprechen die Faktoren von L ® i M den irreduziblen Faktoren
P =@Q;...Q,von P in M[X], denn wir haben ja natiirliche Isomorphismen

Lok M = (K[X]/PK[X]) ®x M = M[X]/PM[X ﬁHM 1/QiM[X]

Fiir den letzten Schritt verwenden wird den chinesischen Restsatz und brauchen
dazu, daB die (); paarweise teilerfremd sind. Das folgt jedoch aus der Separabilitit
von P.

6.1.2 (Endomorphismenring einer endlichen Galoiserweiterung). Gegeben ei-
ne Korpererweiterung L/K mit Galoisgruppe I liefert der Satz iiber die lineare
Unabhingigkeit von Charakteren 3.8.16 eine L-lineare Einbettung

LT — Homg (L, L)

Hierbei soll die Operation von L auf dem Hom-Raum durch Nachschalten ge-
schehen, also (If)(z) = [f(z). Verstehen wir hier LI" als getwisteten Gruppen-
ring LI' = L*(I") im Sinne von [ ] mit der Multiplikation charakteri-
siert durch v - [ = ~y(I) - =, so wird unsere Einbettung ein Ringhomomorphismus
L*(I') — Endg(L). Ist schlieBlich unsere Korpererweiterung auch noch endlich
und Galois, so ist unsere Einbettung wegen der Gleichheit der Dimensionen sogar
ein Ringisomorphismus
L*(T) = Endg L

6.1.3 (Tensorquadrat einer endlichen Galoiserweiterung). Fiir jede Korperer-
weiterung L /K mit Galoisgruppe I" haben wir einen Ringhomomorphismus

LoxL — Ens(T,L)
xRy = (06— z0(y))
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Der Ring der Abbildungen von I" nach L ist hierbei schlicht mit der punktweisen
Multiplikation zu verstehen. Im Fall einer Galoiserweiterung ist unser Ringho-
momorphismus injektiv, wie wir aus der linearen Unabhéngigkeit von Charak-
teren folgern werden. Sind genauer x4, ..., 7, € L linear unabhéngig tiber K, so
konnen wir sie zu einer K -Basis einer endlichen Galoiserweiterung £/ C L von
K erginzen durch geeignete x,,1,...,Z,. Bilden dann 04,...,05 € I' ein Re-
prisentantensystem von G := Gal(E/K), so hat die Matrix der (o;(z;)) vollen
Rang wegen der linearen Unabhingigkeit von Charakteren. Fiir y; € L folgt aus
>_;yjoi(z;) = Ofirallezalsoy; = ... = ys = 0. Im Fall einer endlichen Galois-
erweiterung entlarvt damit ein Dimensionsvergleich unseren Homomorphismus
sogar als Isomorphismus

L&k L = Ens(T, L)

Ergdnzung 6.1.4. Gegeben eine endliche Galoiserweiterung L/ K mit Galoisgrup-
pe I' kann man zeigen, dal unsere Isomorphismen L ®; L — Ens(I', L) und
L*(T') = Endg L einander entsprechen unter dem von der sogenannten ,,Spur-
form* induzierten Isomorphismus . = Homy (L, K') und dem davon abgeleite-
ten Isomorphismus L ®x L — Endg (L). Ich fiihre das hier nicht weiter aus.

Satz 6.1.5 (iiber die Normalbasis). Gegeben eine endliche Galoiserweiterung
L/ K mit Galoisgruppe T ist L ein freier K(I')-Modul vom Rang Eins.

Beweis. Nach 6.1.3 ist L ®x L fiir die Operation von I' auf dem zweiten Ten-
sorfaktor ein freier K (I')-Modul vom Rang [L : K. Der Satz von Krull-Schmid
[ ] zeigt jedoch, daB zwei endlichdimensionale K (I")-Moduln, die nach
endlicher Erweiterung der Skalare isomorph werden, schon von Anfang an iso-
morph gewesen sein miissen, denn die Erweiterung der Skalare gefolgt von der
Restriktion bedeutet schlicht, eine direkte Summe von [L : K] Kopien des Mo-
duls zu nehmen. [

Ergdnzung 6.1.6. Gegeben eine Erweiterung endlicher Korper kann man zeigen,
daB jeder Erzeuger der multiplikativen Gruppe des groen Korpers zusammen mit
seinen Bildern unter der Galoisgruppe eine Basis des grolen Korpers iiber dem
kleinen Korper bildet. Der Beweis soll hier nicht gegeben werden.

6.2 Allgemeiner Translationssatz

Satz 6.2.1 (Kompositum als Tensorprodukt). Gegeben Unterkorper K, L eines
gemeinsamen Korpers mit K normal iiber K N L liefert die Multiplikation stets
einen Isomorphismus mit dem Kompositum

K ®xnr L 5 (KL)
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Beweis. Da K algebraisch ist iibber S := K N L, fillt das Erzeugnis als Ring
mit dem Erzeugnis als Korper zusammen, in Formeln [K' L] = (K L), und un-
ser Homomorphismus ist schon mal surjektiv. Es reicht also, die Injektivitit zu
zeigen, und dazu konnen wir uns auf den Fall beschrinken, dall L/S als Kor-
pererweiterung endlich erzeugt ist. Mit einer offensichtlichen Induktion kénnen
wir uns weiter beschrinken auf den Fall, daB8 L /S eine primitive Korpererweite-
rung ist, etwa L = S(«). Wir diirfen uns sogar auf drei Fille beschréinken: Erstens
« transzendent iiber S, zweitens « eine p-te Wurzel eines Elements aus S fiir p
die Charakteristik, und drittens « separabel iiber S. Diese drei Fille gehen wir
nun der Reihe nach durch. Ist « transzendent iiber S, so auch iiber K, und die
Multiplikation liefert schon mal einen Ringisomorphismus

K ®s Sla] = Kla]

Damit erhalten wir fiir jedes von Null verschiedene Polynom P € S[a]\0 auch
einen Isomorphismus K ®g P~'S[a] = P~'K|a], und das zeigt die Injektivitét
der durch Multiplikation gegebenen Abbildung K ®g S(«) — K («) fiir den Fall,
dall « transzendent ist iiber S. Ist v algebraisch iiber S mit o & S, aber o € §
fir p > 0 die Charakteristik, so folgt [S(«) : S| = pund [K(a) : K] = p und
die Injektivitit folgt durch Dimensionsvergleich. Ist schlieBlich o algebraisch und
separabel iiber S, so konnen wir, indem wir notfalls unseren grof3en Korper noch
weiter vergrofern, auch einen Unterkorper L' finden, der Zerfallungskorper tiber
S des Minimalpolynoms von « iiber S ist. Betrachten wir nun das Diagramm

(KL)
K—— K() (KL
KnL — (KNnL)(a)—%—1
°
KNL—— (KNL)a)
I

von Teilkorpern unseres groen Korpers. Fiir jedes in unserem Diagramm ent-
haltene Rechteck steht in der Ecke oben rechts das Kompositum der Korper an
den beiden benachbarten Ecken. Zusitzlich zu den beiden mit G bezeichneten
Korpererweiterungen ist auch noch die ganze mittlere Horizontale L'/(K N L')
offensichtlich Galois. In den drei Rechtecken iiber diesen Galois-Erweiterungen
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sind nach dem bereits bewiesenen Translationssatz fiir endliche Galoiserweite-
rungen [Al] also gegeniiberliegende Kanten jeweils Korpererweiterungen
vom selben Grad, in Formeln

[(KL): K(e)] = [L': (K NL) ()]
(KNL)(a): KNL] = [(KNL)(a): KNI
(KL):K] = [I/:KnNL]

Aus der ersten und der letzten Gleichung fiir das obere grof8e Rechteck und sein
rechtes Quadrat folgt aber sofort die Identitit

[K(a): K] = [(KNL)a): KNL

in seinem linken Quadrat, und zusammen mit der mittleren unserer drei Gleichun-
gen aus dem unteren Quadrat ergibt sich schlielich

[K(a): K] = [(KNL)a): KNI

Mithilfe dieser Identitiit erhalten wir dann die Injektivitit der Multiplikations-
abbildung
K® KNL L — (K L)

aus der Gleichheit der Dimensionen besagter K -Vektorrdume. 0

Satz 6.2.2 (Translationssatz der Galoistheorie). Seien in einem grofen Korper
zwei Teilkorper K, L gegeben. Ist K O (K N L) eine Galoiserweiterung, so ist
auch (K L) D L eine Galoiserweiterung. Ist K O (K N L) eine normale Erwei-
terung, so ist auch (K L) D L eine normale Erweiterung. In beiden Fiillen liefert
die Restriktion einen Isomorphismus von Galoisgruppen

Gal((KL)/L) > Gal(K/K N L)

Beweis. Ist K Zerfallungskorper einer Familie separabler Polynome iiber K N L,
so ist auch (K L) Zerfillungskorper derselben Familie separabler Polynome iiber
L. Ist K Zerféallungskorper einer Familie von Polynomen iiber K N L, so ist auch
(K L) Zerféallungskorper derselben Familie von Polynomen iiber L. Das zeigt die
ersten Aussagen. Daf} der von der Restriktion induzierte Homomorphismus auf
den Galoisgruppen injektiv ist, scheint mir offensichtlich. Dal} er auch surjektiv
ist erkennt man, indem man den Isomorphismus

K ®xnr L = (KL)

aus 6.2.1 beachtet: Wir konnen mit seiner Hilfe nimlich eine Spaltung unseres
Homomorphismus explizit angeben durch die Vorschrift o — o ® id. [
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Korollar 6.2.3. Sind k C K C M Kérper und ist K/k normal und o € M
algebraisch iiber k, so gilt fiir die Minimalpolynome von « die Identitdt

Irr(e; k() N K) = Trr(a; K)

Beweis. Man wende 6.2.1 an auf L = k(«). O

6.3 Krull-Topologie

Definition 6.3.1. Gegeben eine algebraische Korpererweiterung L/ K erklédrt man
auf der Galoisgruppe Gal(L/K) die Krull-Topologie als die grobste Topologie
mit der Eigenschaft, daB fiir jedes Element ¢ € L die durch das Anwenden auf
a gegebene Abbildung Gal(L/K) — L nach L mit seiner diskreten Topologie
stetig ist.

6.3.2. Mit ihrer Krull-Topologie wird die Galoisgruppe jeder algebraischen Kor-
pererweiterung L/ K eine kompakte Hausdorff’sche topologische Gruppe, und ist
L/K Galois, so liefern die Abbildungen der Galoiskorrespondenz eine einein-
deutige Entsprechung zwischen abgeschlossenen Untergruppen und Zwischen-
korpern.

6.3.3 (Nichtoffene Untergruppen von endlichem Index). Untergruppen von
endlichem Index in einer Galoisgruppe miissen fiir die Krulltopologie nicht ab-
geschlossen oder gleichbedeutend offen sein. Das folgende Beispiel habe ich von
Franziska Jahnke gelernt: Man betrachtet die Galoiserweiterung von Q, bei der
man die Quadratwurzeln aller Primzahlen adjungiert, in Formeln die Erweiterung

Q(v/p | p prim)/Q

Die Galoisgruppe dieser Erweiterung ist ein abzédhlbares Produkt von Kopien von
7./27. Diese Gruppe hat nur abzihlbar viele offene Untergruppen, aber iiberab-
zihlbar viele Untergruppen von endlichem Index. Da die Restriktionsabbildung
ein offener Epimorphismus ist, gilt das auch fiir Gal(Q/Q).

Ergdnzung 6.3.4. Eine Vermutung von Serre, nach der in jeder endlich erzeugten
profiniten Gruppe jede Untergruppe von endlichem Index offen sein sollte, wurde
2007 von Segal und Nikolov gezeigt.

6.3.5. Gegeben eine Galoiserweiterung L/ K mit Galoisgruppe I erhalten wir eine
Bijektion

L®k L = Top(T', L)
durch die Vorschrift p ® g — (o +— po(q)). Hierbei ist die Galoisgruppe mit ihrer

Krulltopologie zu verstehen und L mit der diskreten Topologie. Das folgt aus dem
Fall 6.1.3 einer endlichen Galoiserweiterung durch Ubergang zum Kolimes.
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6.4 Formen von Vektorridumen und Algebren

Definition 6.4.1. Seien K/k eine Galoiserweiterung und I' = Gal(K/k) ihre Ga-
loisgruppe. Unter einer abstrakten Galois-linearen Operation von I auf einem
K -Vektorraum V' verstehen wir eine Operation p : I' — Ab™ V auf der zugrun-
deliegenden additiven Gruppe derart, da3 fiir allev € V, A € K gilt

YA -v) =7(A) - y(v)

Von einer stetigen Galois-linearen Operation oder auch kurz galoislinearen
Operation fordern wir zusitzlich die Stetigkeit der zugehorigen Abbildung I' x
V' — V fiir die Krull-Topologie auf I' und die diskrete Topologie auf V.

6.4.2. Oft ist fiir solch eine Operation auch die exponentielle Schreibweise a” :=
7~ 1(a) praktisch. Das Invertieren sorgt dabei fiir die Identitit a('?) = (a?)°.

Definition 6.4.3. Sei K /k eine Korpererweiterung. Eine k-Form eines /-Vek-
torraums V ist ein k-Untervektorraum V), C V derart, daB3 die Multiplikation
einen Isomorphismus K ®; Vj, — V liefert. Gleichbedeutend ist die Forderung,
dal Vj, ganz V als K-Vektorraum erzeugt und daf jede iiber & linear unabhéngige
Teilmenge unseres Untervektorraums Vj; auch iiber K linear unabhéngig istin V.

Proposition 6.4.4 (Formen und Galoiswirkungen bei Vektorriumen). Seien
K /k eine Galoiserweiterung und I' = Gal(K /k) ihre Galoisgruppe. Gegeben ein
K-Vektorraum V' mit einer galoislinearen Operation von I induziert die Multipli-
kation einen Isomorphismus

Ko, VF 5V

6.4.5. Gegeben eine Galois-Erweiterung K /k mit Galoisgruppe I' und ein K-
Vektorraum V' erhalten wir insbesondere zueinander inverse Bijektionen

k-Formen ~ galoislineare Operationen
ViCV 'xV =V

wie folgt: Jeder k-Form V;, C V ordnen wir diejenige galoislineare Operation von
I, die durch die Vorschrift v : a @ v — vy(a) ® v Va € K,v € Vj, gegeben ist,
und umgekehrt jeder galoislinearen Operation I' X V' — V' ihre Fixpunktmenge
Vi = VI. Nach der Proposition ist offensichtlich, daB wir so zueinander inverse
Bijektionen erhalten.

Beweis. Wir beginnen mit der Surjektivitit. Gegeben v € V' finden wir nach An-
nahme und der Definition der Krull-Topologie eine endliche Galois’sche Unter-
erweiterung K /k derart, daB die Operation von I' auf v iiber 'y := Gal(Ky/k)
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faktorisiert. Sind o, 7, . . . , p die Elemente von I'y und ist a,, @, . . . , a, eine Basis
von K liber £, so ist nach dem Satz iiber die lineare Unabhingigkeit von Cha-
rakteren 3.8.16 die Matrix (af), ,p, invertierbar, deren Eintréige wie angedeutet
durch das Anwenden der Elemente o, 7, ..., p der Galoisgruppe I'y auf die Ele-
mente a,, a, ..., a, des Korpers K, entstehen. Es gibt also Elemente b,, € K
mit ) _b,,al =, fiir alle p, 7. Bilden wir nun die Vektoren

Uy 1= E (a,0)" = E a’v™ € VI, so erkennen wir E b oV = v

7€l 7€l o

fir 1 € I'y das neutrale Element. Das zeigt die Surjektivitdt. Nun erfiillt der Kern
ker unserer Abbildung auch die Bedingung der Proposition, aus ker # 0 folgt
demnach mit dem, was wir schon wissen, sofort ker" = 0. Es bleibt also nur zu
zeigen, daB die I'-Invarianten in K ®; V' mit dem Bild von k ®;, V' zusammen-
fallen. Dabei konnen wir uns leicht auf den Fall VI = k einschrinken, und in
diesem Fall ist es offensichtlich. ]

Definition 6.4.6. Gegeben ein K -Vektorraum mit einer k-Form V' D Vj, heil}t ein
K -Untervektorraum W C V definiert iiber k&, wenn es einen k-Untervektorraum
W), C Vj gibt derart, da3 die Multiplikation einen Isomorphismus K ®; W, — W
liefert.

6.4.7. Sei K/k eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe I und V' O V} ein K-
Vektorraum mit einer k-Form. Sei I' x V' — V die zugehorige galoislineare Ope-
ration. Offensichtlich ist ein K-Untervektorraum W C V' genau dann definiert
iiber k, wenn er unter [" stabil ist, wenn also in Formeln gilt v(1W) C W oder
gleichbedeutend (W) = W fiir alle y € T

6.4.8 (Formen und bepunktete Torsoren). Sei K /k eine Galoiserweiterung,
[' = Gal(K/k) ihre Galoisgruppe und V' ein K-Vektorraum. Fiir jede k-Form
V C V erhalten wir eine Rechtsoperation von I' durch Konjugation auf der Grup-
pe Mod (V') der Automorphismen des K -Vektorraums V', in Formeln

p=4"epoy

fir 4 : V. — V unsere galoislineare Operation. Ich notiere unsere Automor-

~

phismengruppe dann Mod;(V'), um anzudeuten, daB die I'-Operation von der
Form V/ abhingt. Versehen wir Modfx((f/) mit der Topologie, in der die Fixatoren
endlicher Teilmengen von V' eine Umgebungsbasis des neutralen Elements bil-
den, und versehen unsere Galoisgruppe I' mit der Krull-Topologie, so ist unsere
Rechtsoperation von I' stetig. Gegeben eine weitere k-Form V' C V liefert die

offensichtliche Identifikation

Mod . (V @y, K,V @ K) = Mod (V)
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eine Rechtsoperation der Galoisgruppe I' auf dieser Menge durch die Vorschrift
¢ := 4~ YogoAd. Mit ihrer offensichtlichen Operation ModF (V')-Linksoperation
wird unsere Menge dann ein topologischer I'-dquivarianter Mod 5 (V')-Torsor im

Sinne von ??, in Formeln gilt insbesondere

(pq) (v — pvq(v)

Unser Torsor besitzt auch einen ausgezeichneten Punkt, die Identitét auf V. Diese
Konstruktion liefert sogar fiir jede feste k-Form V' C V eine Bijektion
~ Bepunktete topologische
k-FormenV C V I -4qui p1'1 e M dpx (‘%IST
des K-Vektorraums V' raquivartanie B0 Ly )- JOISoren,
bis auf Isomorphismus

Gemeint sind rechts Isomorphismen bepunkteter Torsoren, die also den ausge-
zeichneten Punkt in den ausgezeichneten Punkt iiberfithren. Die Umkehrabbil-
dung kann wie folgt beschrieben werden: Gegeben ein bepunkteter topologischer

~

['-dquivarianter Modj; (V')-Torsor (X, ) erhalten wir die zugehorige galoislinea-
re I'-Operation auf V', indem wir eine Abbildung z : I' — Mod%(f/) erkldren
durch die Identitit () = z(y)z und daraus eine galoislineare I'-Wirkung auf V'
machen vermittels der Vorschrift 4 := 40 2(+) und eben wieder V C V definieren
als deren Fixpunktmenge. Gegeben ¢ € Mod (V) entspricht nun der bepunkte-
te Torsor (X, ) der k-Form (V) C V. Da aber je zwei k-Formen eines K-
Vektorraums V' durch einen Automorphismus von V' auseinander hervorgehen,
gibt es insbesondere, wenn wir keinen Basispunkt auszeichnen, bis auf Isomor-
phismus nur einen einzigen topologischen I-iquivarianten Mod % (V)-Torsor. In
der Sprache der Gruppenkohomologie gilt also HY, (I'; Mod % (V)) = 0 und insbe-
sondere

Hy (T3 GL(n; K)) = 0
fiir die Gruppe GL(n; K) mit ihrer offensichtlichen I'-Operation. Diese Aussage

wird meist zitiert als Hilbert’s Satz 90. Hilbert selbst formuliert sie allerdings nur
im Fall n = 1.

Definition 6.4.9. Sei K/k eine Korpererweiterung. Eine k-Form einer K-Al-
gebra A ist eine k-Form A C A des Vektorraums A, die gleichzeitig eine k-
Unteralgebra von A ist.

6.4.10 (Formen von Algebren und galoislineare Operationen). Gegeben eine
Galoiserweiterung K /k mit Galoisgruppe I" und eine K-Algebra A liefern die
Bijektionen aus 6.4.5 auch zueinander inverse Bijektionen

k-Formen galoislineare Operationen
ACA & 'xA— A
der K-Algebra A auf der K-Algebra A
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Hier fordern wir von einer Operation auf einer Algebra zusitzlich, dall sie mit
der Verkniipfung in unserer Algebra vertriglich sein soll, in Formeln (a - b) =
4(a) - 4(b) fur alle a,b € Aund vy € I'.

6.4.11 (Formen von Algebren und Torsoren). Gegeben eine Galoiserweiterung
K/k mit Galoisgruppe I' und eine K-Algebra A mit einer ausgezeichneten k-

~

Form A C A stabilisiert unsere I'-Operation auf Mody (A) aus 6.4.8 die Unter-

gruppe Algy(A) der Automorphismen von K-Algebren und unsere Bijektion aus
6.4.8 induziert eine Bijektion

~

I'-dquivariante Algy-(A)-Torsoren,

{ k-Formen A C A
bis auf Isomorphismus

bepunktete topologische
der K-Algebra A }

A — Algr (A, A)

Hier ist rechts zu verstehen, daB wir beim Ubergang vom Fall der Vektorriume

zum Fall der Algebren jedem bepunkteten Modﬁ(/l)—Torsor die~AlgIX<(/l)—Bahn
des ausgezeichneten Punktes zuordnen. Entspricht die k-Form A C A dem be-
punkteten Torsor (X, z) und ist ¢ € Algg(A) ein Automorphismus von K-

Algebren, so entspricht nun der bepunktete Torsor (X, ¢x) der k-Form p(A) C A.
Insbesondere induziert unsere Bijektion eine Bijektion

k-Formen A C A topologische
der K-Algebra A, ~ I-dquivariante
bis auf Isomorphismus Algy(A)-Torsoren,
k-Algebren bis auf Isomorphismus

Vorschau 6.4.12. In der Sprache der Gruppenkohomologie ?? lesen sich die obi-
gen Bijektionen als Bijektionen

{k-Formen der K-Algebra A} = 7L (T Algi(A))
{k-Formen der K-Algebra A} . = HL (T; Alg}(A))

Hier meint =2, da3 wir in der zweiten Zeile nur k-Formen bis auf Isomorphismus
von k-Algebren betrachten, und der untere Index st erinnert jeweils daran, dal nur
stetige Einskozykel zu betrachten sind.

6.4.13 (Innere Formen algebraischer Gruppen). Analoges gilt fiir Koalgebren
und Bialgebren und iiberhaupt sehr allgemein fiir Vektorraume A mit einer Fa-
milie ausgezeichneter Homomorphismen zwischen Tensorpotenzen von A, etwa
einem Homomorphismus A ® A — A und einem weiteren Homomorphismus
A — A ® A. Insbesondere gilt es fiir affine algebraische Gruppen G. In diesem
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Fall induziert die Operation der Gruppe G(K) durch Konjugation einen Gruppen-
homomorphismus int : G(K) — GrpVar(G). Ist G eine k-Form von G, so trigt
G(K) := RAlg, (O(G), K) eine stetige D-Wirkung durch Nachschalten, die wir
durch Invertieren zu einer Rechtsoperation machen konnen. Der Homomorphis-
mus int : G(K) — GrpVar)(Q) ist vertriglich mit der Rechtsoperation von .
Die k-Formen von G, die Kohomologieklassen im Bild der von int induzierten
Abbildung

Hy (T G(K)) — Hy (T; GrpVar (@)

entsprechen, heilen dann die zu G inneren k-Formen von G. Gegeben ein Eins-
kozykel alias eine stetige Abbildung z : I' — G(K) mit z(y8) = 2(7)z(f)
wie in ?? wird die Galoisoperation zur neuen Form also gegeben durch ¥ :=
4 oint(z(7)).

Erginzung 6.4.14. Ich wollte mir iiberlegen, daf} gegeben zwei Bilinearformen
auf einem endlichdimensionalen k-Vektorraum, die iiber K isomorph werden,
die zugehorigen Automorphismengruppen innere Formen voneinander sind. Ich
wollte mir ferner tiberlegen, dafl zueinander innere Formen isomorphe k-lineare
Tensorkategorien endlichdimensionaler Darstellungen besitzen.

6.5 Kummer-Theorie

Definition 6.5.1. Sei n € N eine natiirliche Zahl. Eine Korpererweiterung L/ K

heit eine Kummer-Erweiterung durch n-te Wurzeln oder kurz eine n-Kummererweiterung,
wenn (1) unser n kein Vielfaches der Charakteristik unserer Korper ist, (2) der

Korper K alle n-ten Einheitswurzeln enthélt und (3) der Korper L iiber K erzeugt

wird von n-ten Wurzeln von Elementen aus /K, in Formeln

L=K(a|la€eL, a" € K)

Nennen wir L/K eine Kummer-Erweiterung, so ist gemeint, da} es ein n gibt
derart, daB L/K eine Kummer-Erweiterung durch n-te Wurzeln ist.

6.5.2. Fiir jedes multiplikativ notierte Monoid M vereinbaren wir die Notation
M™ = {a™ | « € M}. Der kleine Punkt vor dem n soll klar machen, daf} nicht
das kartesische Produkt von n Kopien der Menge M gemeint ist.

Satz 6.5.3 (Kummer-Theorie). Seien K ein Korper und n € N kein Vielfaches
der Charakteristik von K und K enthalte alle n-ten Einheitswurzeln. So gilt:

1. Genau dann ist eine Korpererweiterung L/ K eine n-Kummererweiterung,
wenn L/ K eine Galois-Erweiterung ist mit abelscher Galois-Gruppe vom
Exponenten n, also mit g™ = 1 fiir alle g € Gal(L/K);
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2. Die Abbildungsvorschrift L — A(L) := ((L*)"NK>*)/(K*)™ liefert eine
Bijektion

n-Kummererweiterungen von K in einem ~ Untergruppen von
festen algebraischen Abschluf3 K von K KX J(K*)™

Wir nennen A(L) die Knmmergruppe unserer Kummererweiterung.

3. Ist L/K eine n-Kummererweiterung mit Kummergruppe A = A(L) und
Galoisgruppe G = Gal(L/K) und bezeichnet ., die n-ten Einheitswur-
zeln von K, so erhalten wir eine wohldefinierte bilineare Abbildung

GxA — fn

(9, 0a) = g(Ja)//a

4. Ist L/ K eine n-Kummererweiterung, so liefert unsere bilineare Abbildung

einen Isomorphismus
G = Hom(A, pn)

Insbesondere haben wir fiir jede endliche Kummererweiterung einen unka-
nonischen Isomorphismus G = A zwischen ihrer Galoisgruppe und ihrer
Kummergruppe;

5. Ist L/ K eine n-Kummererweiterung, so liefert unsere bilineare Abbildung

einen Isomorphismus
A = Hom™ (G, )

Hierbei sind rechts stetige Gruppenhomomorphismen gemeint fiir die Krull-
Topologie auf der Galoisgruppe und die diskrete Topologie auf ji.,.

6.5.4. Seien K ein Korper und K ein algebraischer AbschluB von K. Da Kum-
mererweiterungen per definitionem Galois sind, ist jede Kummererweiterung von
K isomorph iiber K zu genau einem Unterkorper von K, der K umfalt.

Beweis. 3. Das ist klar.

1. Per definitionem ist jede Kummererweiterung ein Zerfillungskorper separabler
Polynome und mithin Galois. Die in Teil 3 angegebene Paarung G x A — p,, lie-
fert offensichtlich einen injektiven Gruppenhomomorphismus G' — Ens(A, p,,)
und zeigt so, daf} fiir jede n-Kummererweiterung die Galoisgruppe abelsch ist
vom Exponenten n. Sei andererseits L /K eine Erweiterung mit abelscher Ga-
loisgruppe vom Exponenten n. Jedes Element von L liegt schon in einem Zwi-
schenkdrper, der Galois und endlich ist iiber /. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit diirfen wir also L/ K endlich annehmen. Dann finden wir Untergruppen
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Hy,...,H, C Gal(L/K) mit trivialem Schnitt H; N...N H, = 1 und zyklischen
Quotienten GG/ H;, und die zugehorigen Unterkorper Ly, . .., L, erzeugen L und
entstehen nach 4.6.3 jeweils durch Adjunktion einer n-ten Wurzel zu /K. Damit
ist auch 1 bewiesen.

4&5. Gegeben eine abelsche Gruppe G definieren wir ihre duale Gruppe oder
Charaktergruppe als X(G) := Hom(G,Q/Z). Die offensichtliche Paarung G x
X(G) — Q/Z liefert dann eine natiirliche Abbildung von G in sein Biduales. Fiir
G = Z/mZ priift man X(G) = Z/mZ und priift sogar, daB die natiirliche Abbil-
dung von G in sein Biduales eine Bijektion ist. Dieselben Aussagen X(G) = G
und G = X(X(G)) folgen dann fiir alle endlichen abelschen Gruppen G. Be-
trachten wir nur Gruppen mit Exponent n, so kann hier auch p,, den Part von
Q/Z ibernehmen. Nun wissen wir bereits, da} unsere Paarung G x A — p,, eine
Injektion
G — Hom(A, uy,)

induziert. Ebenso ist umgekehrt klar, daf sie eine Injektion
A — Hom(G, )

induziert, denn fir € A und a € L™ mit o™ = a folgt aus g(a) = a Vg € G
schon a € K*, also a € (K*)™. Im Fall einer endlichen n-Kummererweiterung
zeigt die zweite Injektion, da3 A endlich ist, und mit unserer Dualitit folgt dann,
daf} unsere Injektionen beide Isomorphismen sein miissen. So erhalten wir 4 und 5
im Fall einer endlichen Kummererweiterung. Im allgemeinen folgt dann 4 durch
Ubergang zum Limes iiber alle endlichen Teilerweiterungen und 5 durch Uber-
gang zum Kolimes iiber alle endlichen Teilerweiterungen.

2. Sei K ein fester algebraischer Abschluf} von K. Fiir eine beliebige Teilmenge
D C K*/(K*)™konnen wir eine n-Kummererweiterung F(D) C K von K bil-
den, indem wir zu K alle n-ten Wurzeln von Reprisentanten in K™ der Elemente
aus D in K adjungieren. Sicher erhalten wir dann fiir eine n-Kummererweiterung
L C K von K unser L aus seiner Kummergruppe A(L) zuriick als L = E(A(L)).
Es gilt nur noch umgekehrt zu zeigen, daB fiir jede Untergruppe D C K*/(K*)™
auch gilt D = A(E(D)). Offensichtlich ist hier D C A(E(D)). Um Gleichheit
zu zeigen, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit D endlich annehmen.
Dann ist auch F(D)/K endlich. Nun bezeichne man mit G die Galoisgruppe die-
ser Korpererweiterung. und betrachte das Diagramm

G = Hom(A(E(D)), i)

I !
G — Hom(D, )

Die obere Horizontale ist bijektiv aufgrund der bereits bewiesenen Teile. Die unte-
re Horizontale ist injektiv, da die n-ten Wurzeln der Reprisentanten der Elemente
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von D bereits E'(D) erzeugen. Die rechte Vertikale ist surjektiv als duale Abbil-
dung zu einer Injektion. Es folgt, dal die rechte Vertikale ein I[somorphismus sein
muB. Dualisieren liefert schlieflich D = A(FE(D)) wie gewiinscht. O
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8 Vorlesung Algebra und Zahlentheorie WS 16/17

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen.

19.10 Gruppen und Gruppenhomomorphismen. Klassifikation der Gruppen mit
hochstens vier Elementen 1.1 zu Ful3. Klassifikation der Gruppen F' mit
fiinf Elementen durch Theorie: Untergruppen, Untergruppen von Z nach
??, Nebenklassen ?? und Lagrange: [ hat nur die beiden Untergruppen 1
und F. Bijektion Grp(Z,G) = G, ¢ — (1) fiir jede Gruppe G. Also fiir
|G| = 5 Surjektion Z — G durch 1 — g mit g # e. Universelle Eigenschaft
surjektiver Gruppenhomomorphismen.

21.10 Normalteiler ?? und Quotient danach. Isomorphiesitze. Ordnung von Grup-
penelementen, Struktur zyklischer Gruppen. Gruppen von Primzahlordnung
sind zyklisch. Kleiner Fermat fiir Kongruenzen von Potenzen modulo Prim-
zahl. Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Satz iiber den
grofften gemeinsamen Teiler.

26.10 Chinesischer Restsatz mit zwei Resten. RSA-Verschliisselung. Einfache Grup-
pen, Satz von Jordan-Holder. Operationen von Gruppen und Monoiden auf
Mengen. Operation durch Konjugation ganz kurz. Noch nicht Bahnformel.

28.10 Bahnen als homogene Rdume. Bahnformel. Operation durch Konjugation.
Konjugationsklassen in der Wiirfelgruppe und der Ikosaedergruppe. Die
Ikosaedergruppe ist einfach 1.2.5.

2.11 Struktur von p-Gruppen. Gruppen mit p? Elementen sind abelsch. Sylow-
Sitze bewiesen. Noch nachholen: Jeder Primteiler der Ordnung einer abel-
schen Gruppe ist die Ordnung eines Elements ??, ??.

4.11 Jeder Primteiler der Ordnung einer abelschen Gruppe ist die Ordnung eines
Elements ??, ??. Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen durch
Multimengen von Primpotenzen, ohne Beweis. Gruppen mit 6 Elementen
mit Beweis. Gruppen mit 8 Elementen ohne Beweis. Dann Konstruktion
der natiirlichen Zahlen im Rahmen der Mengenlehre. Konstruktion der Ad-
dition, noch ohne Beweis der Eigenschaften.

9.11 Konstruktion und Eigenschaften der Addition. Ringe, Ringhomomorphis-
men. Universelle Eigenschaft surjektiver Ringhomomorphismen. Ideale. Kon-
struktion von Restklassenringen, noch nicht ganz fertig.

11.11 Konstruktion von Restklassenringen. Von Teilmengen erzeugte Ideale. Quo-
tientenringe von Polynomringen nach von normierten Polynomen erzeugten
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16.11

18.11

23.11

25.11

30.11

2.12

7.12

9.12

14.12

16.12

Hauptidealen. Konstruktion von C als Quotient R[X]/(X? + 1). Teilringe.
Von Teilmengen erzeugte Teilringe. Algebraische Unabhéngigkeit. Produk-
te von Ringen. Abstrakter chinesischer Restsatz. Interpolation als Beispiel.

Euklidische Ringe, Faktorielle Ringe, Hauptidealringe, Beispiele, deren Be-
ziehung untereinander. Quotienten von Hauptidealringen. Noch nicht der
Ring der Gau3’schen Zahlen.

Gauly’sche Zahlen und Summen von zwei Quadraten. Endliche Untergrup-
pen der multiplikativen Gruppe eines Korpers sind zyklisch. Konstruktion
des Quotientenkorpers. Bewertung auf dem Quotientenkdrper eines fakto-
riellen Rings an einem irreduziblen Element.

Polynomringe iiber faktoriellen Ringen, Bewertung von Polynomen, Lem-
ma von GauB}. Zwei teilerfremde Polynome in zwei Variablen haben hochs-
tens endlich viele gemeinsame Nullstellen. Kreisteilungspolynome haben
ganze Zahlen als Koeffizienten. Noch nicht Irreduzibilitit von Kreisteilungs-
polynomen.

Irreduzibilitit von Kreisteilungspolynomen. Eisensteinkriterium. Symme-
trische Polynome, Hauptsatz.

Diskriminante eines Polynoms vom Grad Drei. Allgemeine Diskriminante.
Schranke von Bézout mit Beweis.

Konstruktion der ganzen Zahlen aus den natiirlichen Zahlen. Konstruktion
der reellen Zahlen.

Korpererweiterungen. Algebraische und transzendente Elemente. Minimal-
polynom.

Endliche und algebraische Korpererweiterungen. Quadratische Korperer-
weiterungen.

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Angefangen mit endlichen Korpern.
Gezeigt, daB3 deren Kardinalitit stets Charakteristik hoch Grad iiber dem
Primkorper ist.

Endliche Korper und deren Unterkorper. Zerfillungskorper definiert, Satz
iber Eindeutigkeit formuliert, aber noch nicht bewiesen. Satz iiber Ausdeh-
nung von Korperhomomorphismen auf primitive algebraische Erweiterun-
gen bewiesen, aber kurz. Beweis nochmal!
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21.12

23.12

11.1

13.1

18.1

20.1

25.1

27.1

1.2

32

Ausdehnungen von Korperhomomorphismen. Maximalzahl, Existenz. Ein-
deutigkeit des Zerfillungskorpers. Normale Erweiterungen, Definition und
Anschauung. Formuliert, aber nicht bewiesen, dal Zerfillungskorper nor-
mal sind.

Ich will nur die Ableitung einfithren mit Summen- und Produktregel und
zeigen, da3 mehrfache Nullstellen Nullstellen der Ableitung sind. Dann ha-
be iiber den Koordinatisierungssatz geredet und gezeigt, wie man in jeder
Desargues-Ebene Richtungsvektoren einfiihrt. Nicht gezeigt, da3 diese eine
kommutative Gruppe bilden.

Ableitung von Polynomen und Separabilitit von Polynomen und Korperer-
weiterungen. Noch nicht den Satz iiber die Zahl von Ausdehnungen von
Korperhomomorphismen auf separable Erweiterungen fertig bewiesen.

Satz iiber separable Korpererweiterungen fertig bewiesen. Satz vom primiti-
ven Element, Charakterisierung endlicher primitiver Korpererweiterungen.
Konstruktion und Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses.

Galoisgruppe, Galois-Erweiterungen. Galois-Erweiterungen iiber Fixkor-
per. Transitive treue Operation der Galoisgruppe eines Zerfiallungskorpers
eines irreduziblen Polynoms auf den Nullstellen. Noch nicht: Invarianten
eines Quotientenkdrpers.

Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung. Anschauung fiir die Galoisgrup-
pe. Galois-Korrespondenz, aber noch keine Anwendungen dazu.

Biquadratische Erweiterungen. Beweis mit Galoistheorie, da3 C algebra-
isch abgeschlossen ist. Irreduzibilitit von Kreisteilungspolynomen.

Galoisgruppen von Kreisteilungskorpern und hinreichendes Kriterium fiir
die Konstruierbarkeit regelmifBiger n-Ecke mit Zirkel und Lineal. Euler’sche
p-Funktion.

Erweiterungen durch Radikale: Zyklische Erweiterungen, Translationssatz,
Zusammenhang zwischen Radikalerweiterungen und endlichen Galoiser-
weiterungen mit auflosbarer Galoisgruppe. Noch nicht Auflosbarkeit von
Gleichungen gleichbedeutend zur Auflosbarkeit ihrer Galoisgruppe.

Auflosbarkeit von Gleichungen gleichbedeutend zur Auflosbarkeit ihrer Ga-
loisgruppe. Unmoglichkeit der Auflosung kubischer Gleichungen nur durch
reelle Wurzeln aus positiven reellen Zahlen selbst im Fall von drei reellen
Losungen.
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8.2 Herleitung der Cardano’schen Formeln aus der Galoistheorie. Quadratisches
Reziprozititsgesetz, Legendre-Symbol, Beispiele. Quadratische Erweiterun-
gen in Kreisteilungskorpern zu Einheitswurzeln von ungerader Primzahl-
ordnung. Beides noch ohne Beweis.

10.2 Beweis quadratisches Reziprozititsgesetz. Beweis quadratische Erweiterun-
gen in Kreisteilungskorpern zu Einheitswurzeln von ungerader Primzahl-
ordnung.
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abelsch casus irreducibilis, 168
Korpererweiterung, 156 Cauchy

Ableitung Satz von, 17

Cayley’sche Zahlen, 124

f le, 103 .
ormaie Charakteristik, 76
Abschlufl o
. .. Chinesischer Restsatz
algebraischer, von Korper, 118
Addition abstrakter, 38
von Ordinalzahlen, 175 cyclotomic polynomial, 60
Adjupktion Darstellung durch Radikale, 161
einer Nullstelle, 92 Decktransformation, 135
Alexandroff’sche Halbgerade, 181 Deli’sches Problem, 90
algebraisch deriviert
AbschluB, 118 Gruppe, 14
in Korpererweiterung, 79 Dimension
Korpererweiterung, 100 eines Vektorraums, 177
komplexe Zahl, 79 diophantische Gleichung, 154
unabhingig, iiber Ring, 36 disjunkt, 24
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Diskriminante, 66

eines kubischen Polynoms, 66
Doppeldreizykel, 27
Doppeltransposition, 27
duale Partition, 21

echt
Ideal, 46
einfach
Gruppe, 7
Korpererweiterung, 81
Einheitswurzel
in C, 60
Eisensteinkriterium, 60
Element
primitives, 81
elementarsymmetrische Polynome, 63
endlich
Korpererweiterung, 82
Menge, 175
endliche Korper, 91
Ensf fast iiberall definierte Funktionen,
137
Ergénzungssatz
fiir Jacobi-Symbole, 155
zum Reziprozititsgesetz, 154
Erweiterungskorper, 77
erzeugt
Teilring, 36
euklidisch
Ring, 45
Euler’sche Kongruenz, 147

v, Euler’sche p-Funktion, 146
faithful, 129
faktoriell, 41
Feit-Thompson
Satz von, 7
Fermat’sche Zahlen, 147
fidele, 129
Fixkorper, 127

Form

innere, 194

von Algebra, 192

von Vektorraum, 190
Freiheitsstrichlein, 85
Frobenius-Homomorphismus, 126

Gal(L/K) Galoisgruppe, 126
Galois-linear
Operation, abstrakte, 190
Operation, stetige, 190
Galoiserweiterung, 127
Galoisgruppe, 126
eines Polynoms, 130
Galoiskorrespondenz, 137
Gauly’sche Zahl, 45
Gaul}, Lemma von, 56
Gilmer
Satz von, 132
gleichméchtig, 176
grad (o) Grad von « iiber K, 82
Grad
einer Korpererweiterung, 82
eines Polynoms
in mehreren Verianderlichen, 68
von Element in Korpererweiterung,
82
Grundkorper, 77
Gruppe
einfache, 7
Gruppentafel, 5

Hauptideal, 34
Hauptidealring, 43
Hilbert’s Satz 90, 192
Hilbert’sche Probleme

Nummer 12, 156
homogen

Polynom, 65
homogene Komponente

von Polynom, 65
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Homomorphismus
iber Grundring, 97
von Korpererweiterungen, 97
von K -Kringen, 97

Ideal
echtes, 46
erzeugt von, 33
maximales, 46

von Ring, 32
innere Form, 194
inseparabel

rein, Korpererweiterung, 111
Integritétsbereich, 41
Invariantenring, 62
irk Irreduziblenklassen, 50
Irr(cv, K') Minimalpolynom, 79
irreduzibel

k-irreduzibel, Polynom, 46

Element eines Krings, 39

Polynom, 46
Irreduziblenklasse, 50
isomorph

Gruppen, 5
Isomorphismus

von geordneten Mengen, 173

von Korpererweiterungen, 97

Jacobi-Symbol, 155
Jordan-Holder
fiir endliche Gruppen, 10
fiir Gruppen, 11

Kardinalitit, 177

einer endlichen Menge, 176
Kardinalzahl, 176
ker

Kern von Ringhomomorphismus, 32
Klassengleichung, 12
Klassifikation

der endlichen Gruppen, 5
Klein’sche Vierergruppe, 5

Korper

vollkommener, 106
korperendlich, 77
Korpererweiterung, 77

abelsche, 156

algebraische, 100

echte, 77

einfache, 81

endliche, 82

im verallgemeinerten Sinne, 97

normale, 100

primitive, 81

quadratische, 83

separable, 106

zyklische, 156
Kommutator

in Gruppe, 14
Kompositionsalgebra, 124
Kompositionsfaktor

von Gruppe, 10
Kompositionsreihe

einer Gruppe, 10
Kompositum, 160
konjugiert

Untergruppen, 15
konstruierbare Zahlen, 86

aus Teilmenge, 91
Konstruierbarkeit, 86, 91
Konstruierbarkeit regelméBiger n-Ecke,

146

Kranzprodukt, 11
Kreisteilungskorper, 143
Kreisteilungspolynom, 60
A-Kring, 97
Kring®, 97
Kronecker-Konstruktion, 93
Kronecker-Weber, Satz von, 156
Krull-Topologie, 189
kubische Gleichung, 164
Kummer-Erweiterung

durch n-te Wurzeln, 194
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Kummergruppe, 195

Legendre-Symbol, 151

lexikographische Ordnung, 64

Limeszahl, 175

logarithmische Ableitung
formale, 109

maximal

echtes Ideal, 46

Ideal, 46
mehrfache Nullstelle, 103
Mengenanzeiger, 85
minimaler Zerfillungskorper, 96
Minimalpolynom, 79
Morphismus

von geordneten Mengen, 173
Multiplikationssatz

der Mengenlehre, 180
Multiplikativitéit

des Grades, 83

N¢(H) Normalisator, 142
Nachfolger, 173
Neumann
Lemma, 116
Nikolov, 189
nilpotent
Gruppe, 13
normal
Korpererweiterung, 100
normale Hiille, 102
Normalisator
von Untergruppe, 142
normiert
grofter gemeinsamer Teiler, 104
Nullstelle
mehrfache, 103

Oberkorper, 77
Oktaven, 124
Oktonionen, 124

Ordinalzahl, 174
ordnungsisomorph, 173
Ordnungsisomorphismus, 173

p-Gruppe, 12
parfait, corps, 106
Partition
einer Zahl, 20
perfect field, 106
Polynom
antisymmetrisches, 67
symmetrisches, 62
Polynominterpolation, 39
prim, 44
Primelement, 44
primitiv
Element von Korpererweiterung, 81
Korpererweiterung, 81
Polynom, 56
primitive Einheitswurzel, 143
primitives Element, 115
Primkorper, 76
Produkt
von Ordinalzahlen, 175
von Gruppen
semidirektes, 11
von Idealen, 37
von Ringen, 37
Produktring, 37
Puiseux
Satz von, 121
Puiseux-Reihe, 121

Q( (VI) Kreisteilungskorper, 143
quadratisch

Korpererweiterung, 83
quadratischer Rest, 148
Quadratwurzelabschluf3, 170

Radikalabschluf3
in Korpererweiterung, 170
Radikalerweiterung
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eines Korpers, 161 allgemeiner Fall, 188

rein inseparabel, 111 endlicher Fall, 160

Restklassenring, 33 Transposition, 24

Resultante, 72 transzendent

Reziprozititsgesetz in Korpererweiterung, 79
fiir Jacobi-Symbole, 155 komplexe Zahl, 79
quadratisches, 150 treu

Ring, 31 Gruppenwirkung, 129

Ring(R, S) Ringhomomorphismen, 31

Ringhomomorphismus, 31 uberauflosbar, 14

unendlich

Schréder-Bernstein, 177 Menge, 175
semidirektes Produkt, 11 Unendlichkeitsaxiom, 175
separabel Unterkorper, 76

Element von Korpererweiterung, 106 erzeugt von Teilmenge, 76

Korpererweiterung, 106 Untervektorraum

Polynom, 105 definiert iiber, 191
Separabilitidtsgrad, 111 .
separabler Abschluf} valuation, 55

eines Korpers, 118 vollkoEnmen

in Korpererweiterung, 111 Korper, 106
soluble, 13 Vorgiénger, 173
solvable,‘ 13 Wohlordnung, 173
Subqgotlent Wiirfelverdopplung, 90

einer Kompositionsreihe, 10
Summe X

von Idealen, 37 semidirektes Produkt, 11
Sylow, 14 )
Sylowsitze, 15 Young-Diagramm, 21
SylowuntergmpPe, 14 Z(G) Zentrum der Gruppe G, 11
Sylvesterfietermlnante, 75 Z¢(g) Zentralisator von g in G, 12
Symmetrie, 7 Zentralisator
Symmetr.iegruppe, 7 von Element, 12
symmetrisch Zentralreihe

Polynom, 62 absteigende, 14
symmetrische Polynome, 63 Zentrum
teilerfremd, 105 einer Gruppe, 11
Teilring, 36 Zerfa‘llungserweltemng
Totalgrad, 68 eines Pol?/noms, 96
Translationssatz der Galoistheorie Zerfallungskorper

einer Menge von Polynomen, 123
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eines Polynoms, 96
Zuriickholen

von fast iiberall definierten Funktio-

nen, 137

Zykel

in Permutationsgruppe, 24
Zykelldangenabbildung, 23
Zykelschreibweise, 24
zyklisch

Korpererweiterung, 156
zyklotomisches Polynom, 60
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