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Diese Zusammenstellung ist ergénzt um die besonders relevanten Abschnit-
te der Skripte zur linearen Algebra. Alle in der farbigen Darstellung griinen und
iiberwiegend vierteiligen Referenzen beziehen sich auf die 6ffentliche Werkbank.
Ladt man diese Datei in denselben Ordner, funktionieren bei modernen Program-
men zur Darstellung von pdf-Dateien auch die Hyperlinks. Die Abschnitte bis
zur Galois-Theorie einschlieBlich sollten in etwa den Standardstoff einer Algebra-
Vorlesung fiir das dritte Semester abdecken. Ich habe mich bei der Entwicklung
der Theorie besonders darum bemiiht, die Verwendung des Zorn’schen Lemmas
zu vermeiden. Mein Ziel war es, dem falschen Eindruck entgegenzuwirken, unse-
re Sitze liber die Auflosbarkeit von polynomialen Gleichungen oder die Bestim-
mung quadratischer Reste oder die Konstruierbarkeit regelméBiger Vielecke ba-
sierten auf Subtilitdten der Mengenlehre. Insbesondere wird der algebraische Ab-
schluB} in den Beweisen nicht verwendet und der Begriff eines maximalen Ideals
wird gar nicht erst betrachtet. Ich bedanke mich bei vielen Freiburger Studieren-
den fiir Hinweise, die mir geholfen haben, die Darstellung zu kldren und zu glitten
und Fehler zu beheben.


http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXALLES.pdf

1 Zahlen

1.1 Der Korper der komplexen Zahlen

1.1.1. Viele mathematische Zusammenhinge werden bei einer Behandlung im
Rahmen der sogenannten ,.komplexen Zahlen besonders transparent. Ich denke
hier etwa an die Integration rationaler Funktionen ??, die Normalform orthogona-
ler Matrizen ?? oder die Losung der Schwingungsgleichung ??. Die abschrecken-
den Bezeichnungen ,.komplexe Zahlen* oder auch ,,imagindre Zahlen* fiir diesen
ebenso einfachen wie konkreten Korper haben historische Griinde: Als Mathema-
tiker in Italien bemerkten, dal man polynomiale Gleichungen der Grade drei und
vier 16sen kann, wenn man so tut, als ob man aus —1 eine Quadratwurzel zie-
hen konnte, gab es noch keine Mengenlehre und erst recht nicht den abstrakten
Begriff eines Korpers ??. Das Rechnen mit Zahlen, die keine konkreten Inter-
pretationen als Linge oder Guthaben oder zumindest als Schulden haben, schien
eine ,,imaginire* Angelegenheit, ein bloBer Trick, um zu reellen Losungen reeller
Gleichungen zu kommen.

1.1.2. In diesem Abschnitt werden die komplexen Zahlen nur als algebraische
Struktur diskutiert. Fiir die Diskussion der analytischen Aspekte, insbesondere
die komplexe Exponentialfunktion und ihre Beziehung zu den trigonometrischen
Funktionen, verweise ich auf die Analysis, insbesondere auf ??. Die hier gege-
bene Konstruktion der komplexen Zahlen als Menge aller Matrizen zu Drehstre-
ckungen der Ebene paft unter didaktischen Aspekten ganz gut, weil gleichzeitig
der Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen angewandt und
eingelibt werden kann.

Satz 1.1.3 (Charakterisierung der komplexen Zahlen).  [. Es gibt Tripel
(C,i, k)

bestehend aus einem Korper C, einem Element i € C und einem Korperho-
momorphismus k : R — C derart, daf gilt i* = —1 und daf3 i und 1 eine
R-Basis von C bilden, fiir die durch R x C — C, (a,z) — k(a)z auf C
gegebene Struktur als R-Vektorraum;

2. Derartige Tripel sind im Wesentlichen eindeutig bestimmt. Ist genauer ge-
sagt (C', 1, k') ein weiteres derartiges Tripel, so gibt es genau einen Kérper-
isomorphismus ¢ : C = C' mit p :ivsi und por = K'.

Definition 1.1.4. Wir wihlen fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung ein festes
Tripel (C,1i, k) der im Satz beschriebenen Art. Wegen der im zweiten Teil des
Satzes formulierten ,,Eindeutigkeit bis auf eindeutigen Isomorphismus‘ erlauben



Anschauung fiir das Quadrieren komplexer Zahlen in ihrer anschaulichen
Interpretation als Punkte der komplexen Zahlenebene



wir uns weiter den bestimmten Artikel und nennen C den Korper der komplexen
Zahlen. Weiter kiirzen wir fiir reelle Zahlen a € R stets x(a) = a ab, und gehen
sogar so weit, die reellen Zahlen vermittels « als Teilmenge von C aufzufassen.

Erginzung 1.1.5 (Zur Eindeutigkeit der komplexen Zahlen). Man beachte, dal3
C als Korper ohne weitere Daten keineswegs eindeutig ist bis auf eindeutigen Iso-
morphismus, in krassem Gegensatz zum Korper der reellen Zahlen ??. Genau-
er gibt es iiberabzidhlbar viele Korperisomorphismen C = C und auch iiberab-
zdhlbar viele nicht-bijektive Kérperhomomorphismen C — C und auch iiberab-
zihlbar viele Korperhomomorphismen R — C, wie etwa in ?? ausgefiihrt wird.
Zeichnet man jedoch einen Kérperhomomorphismus + : R — C aus derart, dal C
darunter zu einem endlichdimensionalem R-Vektorraum wird, und versieht C mit
der dazugehdrigen ,,natiirlichen Topologie* im Sinne von ??, so wird « seinerseits
durch diese Topologie festgelegt als der einzige im Sinne von ?? ,,stetige* Korper-
homomorphismen R — C, und es gibt in Bezug auf unsere Topologie nur genau
zwei ,.stetige” Korperhomomorphismen C — C, die Identitit und die sogenannte
,,komplexe Konjugation®, die wir bald kennenlernen werden.

1.1.6. Ich hoffe, Sie werden bald merken, daB3 viele Fragestellungen sich bei Ver-
wendung dieser sogenannt komplexen Zahlen sehr viel leichter 16sen lassen, und
daf} die komplexen Zahlen auch der Anschauung ebenso zugénglich sind wie die
reellen Zahlen. Frither schrieb man ,,complex®, deshalb die Bezeichnung C. Un-
ser 1 ist eine ,,Wurzel aus —1“, und weil es so eine Wurzel in den reellen Zahlen
nicht geben kann, notiert man sie i wie ,,imaginér*.

Ergdnzung 1.1.7. Fiir feinere Untersuchungen finde ich es praktisch, auch Paare
(K, k) zu betrachten, die aus einem Korper K nebst einem Korperhomomorphis-
mus x : R — K bestehen derart, dafl es einen Korperisomorphismus a : K — C
gibt, der mit den vorgegebenen Einbettungen von R vertrédglich ist. Auch bei solch
einem Paar notiere ich den Korper K gerne C und fasse die Einbettung von R als
Einbettung einer Teilmenge auf und notiere sie nicht. Ich rede dann von einem
Korper von vergeBlichen komplexen Zahlen, da es sich dabei salopp gesprochen
um eine ,,Kopie von C handelt, die vergessen hat, welche ihrer beiden Wurzeln
von —1 sie als i auszeichnen wollte*.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Jedes Element z € C a6t sich ja
nach Annahme und mit der Abkiirzung x(z) = x eindeutig schreiben in der Form
z = a+ bimita,b € R. Die Addition und Multiplikation in C haben in dieser
Notation die Gestalt

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+d)i
(a+bi)(c+di) = (ac—bd) + (ad + be) i



und damit ist auch bereits die im zweiten Teil formulierte Eindeutigkeitsaussage
gezeigt. Natiirlich kann man auch die Existenz direkt anhand dieser Rechenregeln
priifen. So gewinnt man an Unabhéngigkeit von der linearen Algebra, verliert aber
an Anschauung und muf} die Koérperaxiome ohne Einsicht nachrechnen. Das soll-
ten Sie bereits als Ubung ?? durchgefiihrt haben. Alternativ kann man die im
ersten Teil behauptete Existenz mit mehr Kenntnissen in linearer Algebra und we-
niger Rechnung auch wie folgt einsehen: Man betrachte die Menge C aller reellen
(2 x 2)-Matrizen der Gestalt

(s}

Anschaulich gesagt sind das genau die Matrizen zu Drehstreckungen der Ebene,
die den Ursprung festhalten. Die Addition und Multiplikation von Matrizen indu-
zieren offensichtlich eine Addition und Multiplikation auf C, man priift miihelos
die Korperaxiome ?? und erhilt so einen Korper C. Die Drehung um einen rechten
Winkel oder vielmehr ihre Matrix

. 0 —1
i:=
1 0
hat natiirlich die Eigenschaft i* = —1, und die Abbildung x : R — C gegeben

durch k : a — diag(a, a) ist ein Kérperhomomorphismus derart, da das Tripel
(C,i, k) die geforderten Eigenschaften besitzt. O

a,be R} C Mat(2;R)

1.1.8. Es ist allgemein iiblich, komplexe Zahlen mit z zu bezeichnen und als
2z = xr+y1izu schreiben mit x, y € R. Man mag sich die komplexe Zahl z = x+y i
vorstellen als den Punkt (z,y) der Koordinatenebene R?. Wenn wir diese Vor-
stellung evozieren wollen, reden wir von der komplexen Zahlenebene. Unter
dieser Identifikation von C mit R? bedeutet fiir w € C die Additionsabbildung
(w+) : C — C, z — w + z anschaulich die Verschiebung um den Vektor w. Die
Multiplikationsabbildung (w-) : C — C, z — wz dahingegen bedeutet anschau-
lich diejenige Drehstreckung, die (1, 0) in w tiberfiihrt.

1.1.9. Gegeben eine komplexe Zahl 2 = x+yinennt man x ihren Realteil Re 2 :=
2 und y ihren Imaginérteil Im 2 := y. Wir haben damit zwei Funktionen

Re,Im: C —> R

definiert und es gilt z = Re z + ilm z fiir alle z € C. Man definiert weiter die
Norm |z| einer komplexen Zahl z = x + yi € C durch |z| := /22 + 3% € R>,.
Im Fall einer reellen Zahl x € R ist diese Norm genau unser Absolutbetrag aus
??,in Formeln |z| = |z|. In der Anschauung der komplexen Zahlenebene bedeutet
die Norm einer komplexen Zahl ihren Abstand vom Ursprung.
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Dies Bild soll zusitzliche Anschauung fiir die Abbildung z — 22 der komplexen
Zahlenebene auf sich selbst vermitteln. Es stellt diese Abbildung dar als die
Komposition einer Abbildung der Einheitskreisscheibe auf eine rdumliche sich
selbst durchdringende Fliache, gegeben in etwa durch eine Formel der Gestalt
2+ (22,e(Im2)) in C x R = R3 fiir geeignetes monotones und in einer
Umgebung von Null streng monotones ¢, gefolgt von einer senkrechten
Projektion auf die ersten beiden Koordinaten. Das hat den Vorteil, dal im ersten
Schritt nur Punkte der reellen Achse identifiziert werden, was man sich leicht
wegdenken kann, und dal der zweite Schritt eine sehr anschauliche Bedeutung
hat, eben die senkrechte Projektion.

10



1.1.10 (Diskussion der Terminologie). Bei rechtem Lichte besehen scheint mir
an dieser Terminologie absonderlich, dafl der Imaginérteil einer komplexen Zahl
damit eine reelle Zahl ist, aber so hat es sich nun einmal eingebiirgert.

1.1.11. Stellen wir uns |z| vor als den Streckfaktor der Drehstreckung (z-), so
wird anschaulich Klar, daf fiir alle z, w € C gelten muf3

|zw] = |z[[w]

Besonders bequem rechnet man diese Formel nach, indem man zunéchst fiir z =
x + yi € C die konjugierte komplexe Zahl z = = — yi € C einfiihrt. Im
Bild der komplexen Zahlenebene bedeutet das komplexe Konjugieren anschaulich
die Spiegelung an der reellen Achse. Nun priift man durch explizite Rechnung
unschwer die Formeln

z+w = z+4+w
Z-w = Z-wW
|2 = 2z

Dann rechnet man einfach
|zw|? = 2wzw = zzww = |z|*|w|?

In der Terminologie aus ?? ist z — z ein Korperisomorphismus C — C. Offen-
sichtlich gilt auch z = z und ebenso offensichtlich gilt |z| = |Z|.

1.1.12. Die Formel z-w = z-w kann man auch priifen, indem man davon ausgeht,
daB beide Seiten offensichtlich R-bilineare Abbildungen C x C — C definieren.
Deren Gleichheit kann nach ?? auf Basen gepriift werden. Es reicht also, sie fiir
z,w € {1,1i} nachzuweisen, und das ist schnell getan.

1.1.13. Wir konnen den Realteil und den Imaginirteil von z € C mithilfe der
konjugierten komplexen Zahl ausdriicken als

zZ+z zZ—Z
Rez = Imz =
ez 5 mz ¥
Weiter gilt offensichtlich z = z & 2z € R, und fiir komplexe Zahlen z der
Norm |z| = 1 ist die konjugierte komplexe Zahl genau das Inverse, in For-
meln |z| = 1 = z = z'. Im Bild der komplexen Zahlenebene kann man

das Bilden des Inversen einer von Null verschiedenen komplexen Zahl anschau-
lich interpretieren als die ,,Spiegelung® oder priziser Inversion am Einheitskreis
z +— z/|z|* gefolgt von der Spiegelung an der reellen Achse 2z +— Zz. Der Ein-
heitskreis S' := {2z € C* | |z|] = 1} ist insbesondere eine Untergruppe der
multiplikativen Gruppe des Korpers der komplexen Zahlen und die Multiplika-
tion liefert einen Gruppenisomorphismus R+, x S* = C*. Wir nennen S' die
Kreisgruppe.

11



Anschauung fiir das Invertieren komplexer Zahlen
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1.1.14. Fiir unsere Norm komplexer Zahlen aus 1.1.9 gilt offensichtlich
2| =0 2=0

Da in einem Dreieck eine einzelne Seite nicht ldnger sein kann als die beiden
anderen zusammengenommen, erwarten wir weiter die Dreiecksungleichung

|2+ w| < 2] + |w|

Formal mag man sie priifen, indem man beide Seiten quadriert, wodurch die dqui-
valente Behauptung (z + w)(z + w) < 2z + 2|z||w| + ww entsteht, und dann
vereinfacht zu immer noch dquivalenten Behauptung 2 Re(zw) < 2|zw|. Die Ab-
schitzungen Re(u) < |u| und Im(u) < |u| sind aber fiir jede komplexe Zahl u
auch formal offensichtlich.

Ergdinzung 1.1.15. Fiir eine Diskussion der analytischen Aspekte der komplexen
Zahlen, insbesondere die komplexe Exponentialfunktion und ihre Beziehung zu
den trigonometrischen Funktionen, verweise ich auf die Analysis ??.

.o

Ubungen

Ubung 1.1.16. Man bestimme Real- und Imaginirteil einer Quadratwurzel von i.
Man bestimme Real- und Imaginérteil einer Quadratwurzel von 1 + i.

Ubung 1.1.17. Gegeben eine von Null verschiedene komplexe Zahl z = x
iy zeige man fiir Real- und Imaginirteil ihrer Inversen die Formeln Re(z71)
z/(x? +y*) und Im(271) = —y/(2? + y?).

Ubung 1.1.18. Gegeben eine komplexe Zahl z # —1 vom Betrag |z| = 1 zeige
man, daf} sie genau eine Wurzel w mit positivem Realteil hat und da8 diese gege-
ben wird durch w = a/|al fir a = (1 + z)/2. Konnen Sie auch die geometrische
Bedeutung dieser Formel erkldren? Man folgere, dal gegeben € > 0 beliebig je-
des Element von S! eine Potenz eines Elements > mit Realteil Re(z) > 1 — ¢
1st.

+

Ubung 1.1.19. Eine Teilmenge von C LI {co} heiBt ein verallgemeinerter Kreis,
wenn sie entweder ein Kreis

K(a;r)={z€C| |z—a]2:r2}

ist fiir a € C und » > 0 oder aber eine reelle affine Gerade vereinigt mit dem
Punkt co. Man priife, daB die Selbstabbildung von C U {oo} mit 2z +— 27! fiir
z € C*und 0 — oo und co — 0 verallgemeinerte Kreise in verallgemeinerte
Kreise iiberfiihrt.

13



1.2 Konstruktion der natiirlichen Zahlen*

1.2.1. Fiihrt man die Mengenlehre axiomatisch ein, so definiert man eine Menge
als unendlich, wenn es eine injektive aber nicht bijektive Abbildung von unserer
Menge in sich selbst gibt. Eine Menge heifit endlich, wenn sie nicht unendlich
ist. Die Existenz einer unendlichen Menge ist eines der Axiome der Mengenlehre,
wir nennen es das Unendlichkeitsaxiom.

1.2.2. Es ist klar, daB jede Menge mit einer unendlichen Teilmenge auch selbst
unendlich sein muf. Es folgt, dal jede Teilmenge einer endlichen Menge wie-
der endlich ist. Es ist klar, da3 die Vereinigung einer endlichen Menge mit einer
einelementigen Menge wieder endlich ist.

Ergdnzung 1.2.3 (Maximale Elemente endlicher Mengen). Jede nichtleere end-
liche partiell geordnete Menge (F, <) besitzt mindestens ein maximales Element.
Es konnte gut sein, daB3 wir diese Erkenntnis bereits als intuitiv klar verwendet
haben, aber das war noch vor der Formalisierung des Begriffs einer endlichen
Menge. Formal konnen wir durch Widerspruch argumentieren. In der Tat konnten
wir andernfalls eine Abbildung f : £ — FE finden, die jedem Element ein echt
groeres Element zuordnet. Halten wir dann a € F fest, so erhielten wir eine in-
jektive aber nicht surjektive Abbildung von {z € E | x > a} zu sich selbst, und
dieser Widerspruch zeigt die Behauptung.

Satz 1.2.4 (Die natiirlichen Zahlen). 1. Es gibt ein Paar (N, S) bestehend
aus einer Menge N und einer injektiven aber nicht surjektiven Abbildung
S : N — N derart, daf; jede S-stabile Teilmenge M C N, die nicht im
Bild von S enthalten ist, bereits ganz N ist. In Formeln fordern wir fiir Teil-
mengen M C N also (S(M) C M ¢ S(N)) = M = N;

2. Fiir solch ein Paar (N, S) gibt es genau ein Element o € N, das nicht im
Bild von S liegt. Ist dann (X, x, f) ein beliebiges Tripel bestehend aus einer
Menge X, einem Element x € X und einer Abbildung [ : X — X, so gibt
es genau eine Abbildung 1 : N — X mit (o) = x und S = fi;

3. Ein Paar (N, S) wie im ersten Teil ist im Wesentlichen eindeutig bestimmt.
Ist priiziser (N', S") ein weiteres derartiges Paar, so gibt es genau eine Bi-
jektion o : N = N' mit S"p = pS.

1.2.5. Sobald der Satz bewiesen ist, halten wir ein derartiges Paar ein fiir allemal
fest, verwenden dafiir die Notation (N, 5, erlauben uns aufgrund der Eindeutig-
keit den bestimmten Artikel und nennen N die Menge der natiirlichen Zahlen.
Gegeben a € N heiit S(a) der Nachfolger oder genauer der unmittelbare Nach-
folger von a. Die Notation .S steht fiir ,,successor*. Weiter verwenden wir fiir das
eindeutig bestimmte Element o aus Teil 2, das kein Nachfolger ist, die Notation

14
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Versuch der graphischen Darstellung einer Menge N mit einer injektiven aber
nicht surjektiven Abbildung S' in sich selbst. Ich hoffe, da} so anschaulich wird,
warum unter den beiden zusétzlichen Voraussetzungen (1) ,,S nicht surjektiv*
und (2) ,,jede S-stabile Teilmenge M C N, die nicht im Bild von S enthalten ist,
ist bereits ganz N* jede mogliche Losung wie der Strang ganz rechts aussehen
mub.
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0 und die Bezeichnung Null und fiir die Werte der Abbildung ¢/ aus Teil 2 die
Notation f™(z) := 1(n). Wir nennen f" das n-fach iterierte Anwenden von f.

1.2.6. Die in diesem Satz gegebene Charakterisierung und im folgenden Beweis
durchgefiihrte Konstruktion der natiirlichen Zahlen gehen auf einen berithmten
Artikel von Richard Dedekind zuriick mit dem Titel ,,Was sind und was sollen die
Zahlen?“. Eine alternative Charakterisierung besprechen wir in ??.

Beweis. 1. Nach dem Unendlichkeitsaxiom 1.2.1 finden wir eine Menge A nebst
einer injektiven Abbildung S : A — A und einem Element o € A\S(A). Unter
allen Teilmengen M C Amito € M und S(M) C M gibtes sicher eine Kleinste,
nidmlich den Schnitt /V aller derartigen Teilmengen. Fiir diese gilt dann notwendig
N C {o} US(N), da die rechte Seite auch eine mogliche Teilmenge )/ mit unse-
ren Eigenschaften ist. Da die andere Inklusion eh klar ist, folgt N = {o} U S(N).
Fiir jede echte Teilmenge M C N mit S(M) C M folgt nun erst o ¢ M und dann
M C S(N). Damit haben wir bereits ein mogliches Paar (N, S) gefunden.

2. Daf} bei einem derartigen Paar das Komplement N\ S(/V) genau aus einem
einzigen Punkt bestehen muB, scheint mir offensichtlich. Gegeben (X, x, f) wie
oben betrachten wir nun zunichst die Gesamtheit aller Teilmengen G C N x X
mit (0,z) € G und (n,y) € G = (S(n), f(y)) € G. Sicher gibt es eine kleinste
derartige Teilmenge G, = I', ndmlich den Schnitt aller moglichen derartigen
Teilmengen . Wir zeigen nun, daf I" der Graph einer Funktion ist. Dazu betrach-
ten wir die Teilmenge M aller m € N derart, dal es genau ein y € X gibt mit
(m,y) € I. Sicher gilt o € M, denn gibe es y € X mit x # y und (0,y) € T, so
konnten wir (o, y) ohne Schaden aus I entfernen, im Widerspruch zur Minimalitit
von I'. Ist dhnlich m € M, so zeigen wir in derselben Weise S(m) € M. Also
gilt M = N und I' ist der Graph einer Funktion f : N — X mit den gewiinsch-
ten Eigenschaften. Finden wir eine weitere Funktion mit den gewiinschten Eigen-
schaften, so ist deren Graph auch ein mogliches G und wir folgern erst G O T’
und dann G =T

3. Gegeben ein zweites Paar (IN/, .S”) wie in Teil 1 gibt es auch genau ein Element
o € N’, das nicht im Bild von S’ liegt. Fiir jede Bijektion ¢ : N = N’ mit
S'p = pS gilt also ¢ : 0 — o und damit folgt die Eindeutigkeit unserer Bijek-
tion aus Teil 2. Andererseits folgt aus Teil 2 auch die Existenz einer Abbildung
¥ : N — N’ mit S’y =S und ¢ : 0 — ¢, und wir haben gewonnen, wenn wir
zeigen konnen, daB3 ) eine Bijektion ist. Wieder nach Teil 2 gibt es aber auch eine
Abbildung ¢ : N' — N mit S¢ = ¢S’ und ¢ : 0’ — o. Nocheinmal nach Teil 2,
diesmal der Eindeutigkeitsaussage, gilt )¢ = id und ¢) = id. Also ist unser ¢ in
der Tat eine Bijektion. 0

1.2.7. Gegeben eine Menge X und zwei Abbildungen ¢, ¢ : N — X mit ¢(0) =
¢(0) und (¢(b) = (b)) = (¥(Sb) = ¢(5b)) folgt ) = ¢. Diese Umformulierung
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der Eindeutigkeitsaussage aus 1.2.4 heifit auch das Prinzip der vollstindigen
Induktion.

Satz 1.2.8 (Addition natiirlicher Zahlen). Fiir die Menge der natiirlichen Zah-
len mit Nachfolgerabbildung (N, S) aus 1.2.5 gilt:

1. Es gibt genau eine Verkniipfung N x N — N, (a,b) — a + b mit der
Eigenschaft 0 + b = bund Sa+ b = S(a + b) fiir alle a,b € N. Wir nennen
sie die Addition;

2. Gegeben eine Menge X, eine Abbildung f : X — X und ein Element
x € X gilt fiir alle m,n € N die Identitit f*(f™(x)) = f*T™(x),

3. Unsere Verkniipfung + auf N ist kommutativ;

4. Mit der Verkniipfung + wird N ein kommutatives Monoid, in dem die Kiir-
zungsregel (a +b = ¢+ b) = (a = ¢) gilt sowie die Regel (a +b=0) =
(a=0b=0).

Beweis. 1. Um die Existenz und Eindeutigkeit unserer Verkniipfung zu zeigen,
wenden wir 1.2.4 an auf (X, z, f) = (N, b,5). In der Notation aus 1.2.5 kdnnen
und miissen wir also unsere Verkniipfung erkldaren durch die Formel a + b :=

Se(b).
2. Das folgt leicht durch Induktion iiber n.

3. Zunichst zeigen wir a + 0 = a mit vollstidndiger Induktion iiber a. Ebenso fol-
gern wir a + Sb = S(a + b) mit vollstindiger Induktion iiber a, denn fiir @ = 0 ist
die Aussage klar und wir haben Sa+ Sb = S(a+5b) = S(S(a+b)) = S(Sa+Db)
nach der Definition der Addition fiir die erste und letzte Gleichung und Induk-
tionsannahme fiir die mittlere Gleichung. Jetzt folgt a + b = b + a mit vollstdndi-
ger Induktion iiber a. Fiir a = 0 haben wir das schon gezeigt, und dann finden wir
mit unseren Voriiberlegungen Sa +b = S(a+b) = S(b+a) = b+ Sa.

4. Die Assoziativitit (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) ist dquivalent zur Behauptung
Satb(¢) = S%(S%(c)) und folgt damit aus dem zweiten Teil. Was unsere Kiir-
zungsregel angeht, enthilt fiir a # ¢ die Menge aller b mit a + b # ¢ + b sicher
b = 0 und ist stabil unter S, enthilt also alle b € N. Aus a + b = 0 folgt zu guter
Letzt a = 0, weil ja sonst die Null gar nicht im Bild der Abbildung (a+) : N — N
liegt, und dann folgt auch b = 0 nach der Kiirzungsregel. [

1.2.9 (Iterierte Verkniipfung). Gegeben ein Magma (M, T ) und Elemente a, b €
M und n € N konnen wir durch iteriertes Anwenden (aT)"b bilden und es folgt
(aT)"((aT)™b) = (aT)"*™b. Ist unser Magma ein Monoid, so setzen wirn ' a :=
(aT)"ep und folgern erst induktiv (aT)"(b) = (n'a)Tb fiir alle n und dann
(n+m)Ta=(n"a)T(m"a) fiir alle m, n.
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Satz 1.2.10 (Anordnung auf den natiirlichen Zahlen). Sei (N, S) die Menge der
natiirlichen Zahlen mit Nachfolgerabbildung aus 1.2.5 und Addition aus 1.2.8. Die
Relation < auf N gegeben durch die Vorschrift

(a <b) e (Ic € Nmita+c=0b)

ist eine Anordnung auf N. Fiir diese Anordnung ist 0 € N das kleinste Element
und jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes Element.

Beweis. Bis auf die allerletzte Aussage folgt das alles leicht aus den in 1.2.8 ge-
zeigten Eigenschaften der Addition. Ist nun A C N eine Teilmenge ohne kleinstes
Element, so ist {n € N | n < a Va € A} stabil unter S und enthilt die Null, ist
also ganz N, und es folgt A = (). O

Satz 1.2.11 (Multiplikation natiirlicher Zahlen). Sei (N, S) die Menge der na-
tiirlichen Zahlen mit Nachfolgerabbildung aus 1.2.5 und bezeichne + ihre Additi-
on aus 1.2.8. Mit der durch iterierte Addition gegebenen Verkniipfung NxN — N,
(n,b) = nb = n-b := ntb wird N ein kommutatives Monoid mit neutralem
Element 1 := SO und es gilt das Distributivgesetz a(b + ¢) = ab + ac fiir alle
a,b,c e N.

1.2.12. Diese Verkniipfung heifit die Multiplikation von natiirlichen Zahlen.
Beweis. Ubung. O

Satz 1.2.13 (Iteriertes Anwenden und Multiplikation). Gegeben eine Menge
X, eine Abbildung f : X — X und ein Element x € X gilt fiir alle m,n € N die

Identitdt
(f")" () = f*"(x)
Beweis. Vollstindige Induktion iiber m. [

Satz 1.2.14 (Teilen mit Rest). Sei (N, .S) die Menge der natiirlichen Zahlen mit
Nachfolgerabbildung und Addition, Multiplikation und Anordnung wie in 1.2.11
und 1.2.10. Gegeben a,b € N mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte c,d € N mit
a=bc+dundd <b.

Beweis. Ubung. O

Satz 1.2.15 (Potenzieren natiirlicher Zahlen). Sei (N, S) die Menge der natiirli-
chen Zahlen mit Nachfolgerabbildung aus 1.2.5 und ihrer Addition aus 1.2.8 und
Multiplikation aus 1.2.11. So gelten fiir die durch iterierte Multiplikation erkldir-
te Verkniipfung N x N — N, (a,b) — a® := b*a die Regeln a*** = a’a® und
(ab)¢ = a°b® und a* = (a®)° fiir alle a, b, c € N.
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Beweis. Ubung. [

1.2.16. Die Nachfolger von 0 notieren wir der Reihe nach 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9 und nennen sie der Reihe nach Eins, Zwei, Drei, Vier, Fiinf, Sechs, Sieben,
Acht, Neun. Den Nachfolger von Neun nennen wir Zehn und notieren ihn vorerst
z € N. Dann vereinbaren wir fiir ag, a1, ...,a, € {0,1,...,9} die Dezimaldar-
stellung

Q. ..a1a0 = a, 2" + ...+ a1zt + ap2’

So erhalten wir insbesondere fiir unsere natiirliche Zahl Zehn die Dezimaldar-
stellung z = 10 = 1z + 02°. SchlieBlich gilt es zu zeigen, daB jede natiirliche
Zahl eine eindeutig bestimmte Dezimaldarstellung hat mit » > 0 = a, # 0, was
wieder dem Leser zur Ubung iiberlassen sei.

1.2.17 (Zahldarstellungen). Gegeben eine beliebige natiirliche Zahl b > 1 hat
jede natiirliche Zahl n genau eine Darstellung der Form

n=ab" +...4+ab" + agh®

mit ag, ay,...,a. € {0,1,...,b—1}und r > 0 = a, # 0. Wenn wir Sym-
bole alias Ziffern fiir die Elemente dieser Menge vereinbaren, so konnen wir die
Sequenz von Ziffern a, ... ag als Darstellung der Zahl n interpretieren. Wir sa-
gen dann auch, sie stelle n im b-adischen System dar. Das 10-adische Sytem
heifit das Dezimalsystem und man spricht dann auch von der Dezimaldarstel-
lung einer natiirlichen Zahl. Bei b < 10 wihlt man als Ziffern meist die ersten
b tiblichen Ziffern des Dezimalsystems. Das 2-adische Sytem heifit das Dual-
system und man spricht dann auch von der Binirdarstellung einer natiirlichen
Zahl. So wire 1010 die Darstellung im Dualsystem der Zahl, die im Dezimal-
system 23 + 2! = 10 geschrieben wiirde und die wir Zehn nennen. Gebriuchlich
sind auch Darstellungen im 16-adischen Sytem alias Hexadezimalsystem mit den
Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B, C,D, E, F. Etwa wire FF die Darstellung im
Hexadezimalsystem der Zahl, die im Dezimalsystem 15-16+15 = 162 —1 = 255
geschrieben wiirde.

Ubungen

Ubung 1.2.18. Man zeige, daB gilt S(a) # a fiir alle a € N.

Ubung 1.2.19. Man fiihre die Beweise von einigen der Sitze 1.2.11, 1.2.15, 1.2.10
und 1.2.14 aus.

Ubung 1.2.20. Man zeige, daB die Vereinigung einer endlichen Menge mit einer
einelementigen Menge wieder endlich ist. Man zeige durch vollstdndige Induktion
iiber a, daB fiir alle « € N die Menge N_, := {n € N | n < a} endlich ist. DaB}
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umgekehrt jede endliche Menge in Bijektion zu genau einer dieser Mengen ist,
zeigen wir formal erst in ??, obwohl wir es natiirlich schon oft verwendet haben
und weiter verwenden missen. Der Beweis ist nicht schwer, aber alles zu seiner
Zeit.

Ubung 1.2.21. Gegeben eine endliche Menge X und eine Abbildung f : X — X
und z € X zeige man, daB es natiirliche Zahlen n # m gibt mit f™(z) = f™(x).
Ist also X eine nichtleere endliche Menge und f : X — X eine Abbildung, so
gibtesy € X und r > 1 mit f"(y) = y.

Ubung 1.2.22. Gegeben eine Menge X und eine Abbildung f : N x X — X und
ein Element a € X gibt es genau eine Folge N — X, n — x,, mit xy = a und
Tpr1 = f(n,x,) Vn € N.

1.3 Untergruppen der Gruppe der ganzen Zahlen

Definition 1.3.1. Eine Teilmenge einer Gruppe heif3t eine Untergruppe, wenn sie
abgeschlossen ist unter der Verkniipfung und der Inversenbildung und zusétzlich
das neutrale Element enthilt. Ist G eine multiplikativ geschriebene Gruppe, so ist
eine Teilmenge U C G also eine Untergruppe, wenn in Formeln gilt: a,b € U =
abeU,acU =a"'eUsowiel eU.

Ergdnzung 1.3.2. Nach der reinen Lehre sollte eine Teilmenge einer Gruppe eine
,untergruppe‘ heilen, wenn sie so mit der Struktur einer Gruppe versehen werden
kann, daB die Einbettung ein Gruppenhomomorphismus wird. Da diese Definition
jedoch fiir Anwendungen erst aufgeschliisselt werden muf}, haben wir gleich die
aufgeschliisselte Fassung als Definition genommen und iiberlassen den Nachweis
der Aquivalenz zur Definition nach der reinen Lehre dem Leser zur Ubung.

Beispiele 1.3.3. In jeder Gruppe ist die einelementige Teilmenge, die nur aus dem
neutralen Element besteht, eine Untergruppe. Wir nennen sie die triviale Unter-
gruppe. Ebenso ist natiirlich die ganze Gruppe stets eine Untergruppe von sich
selber. Gegeben ein Vektorraum V' ist die Menge aller Automorphismen eine Un-
tergruppe Aut(V') C Ens™ (V') der Gruppe aller Permutationen der zugrundelie-
genden Menge.

Satz 1.3.4 (Untergruppen der additiven Gruppe Z der ganzen Zahlen). Jede
Untergruppe H C 7 ist von der Form H = mZ fiir genau ein m € N. Die
Abbildungsvorschrift m — mZ liefert mithin eine Bijektion

N 5 {H CZ| H ist Untergruppe von 7.}

Beweis. Im Fall H = {0} ist m = 0 die einzige natiirliche Zahl mit H = mZ.
Gilt H # {0}, so enthilt H echt positive Elemente. Sei dann m € H das kleinste
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echt positive Element von H. Wir behaupten H = mZ. Die Inklusion H D mZ
ist hier offensichtlich. Aber gibe es n € H \ mZ, so konnten wir n mit Rest teilen
durch m und also schreiben n = ms + r fiir geeignete s,7 € Zmit 0 < r < m.
Es folgte r = n — ms € H im Widerspruch zur Minimalitdt von m. Das zeigt die
Surjektivitit unserer Abbildung. Die Injektivitit ist offensichtlich. [

1.3.5. Der Schnitt {iber eine beliebige Familie von Untergruppen einer gegebenen
Gruppe ist selbst wieder eine Untergruppe. Fiir eine Teilmenge 7" einer Gruppe G
definieren wir die von 7' erzeugte Untergruppe

(T) G

als die kleinste Untergruppe von GG, die 7" umfaf3t. Natiirlich gibt es so eine kleinste
Untergruppe, ndmlich den Schnitt tiber alle Untergruppen von G, die 7" umfassen.
Fiir T # () konnen wir (T') konkret beschreiben als die Menge aller endlichen Pro-
dukte von Elementen aus 7" und deren Inversen. Fiir 7' = () besteht (T') dahingegen
nur aus dem neutralen Element. Ist 7" durch einen Ausdruck in Mengenklammern
gegeben, so lassen wir diese meist weg und schreiben also zum Beispiel kiirzer
(ay,...,ay) statt ({aq,...,a,}). Ob der Ausdruck (T") in einem speziellen Fall
die von einer Menge T’ erzeugte Untergruppe oder vielmehr die von der einele-
mentigen Menge mit einzigem Element 7' erzeugte Untergruppe meint, muf3 der
Leser meist selbst aus dem Kontext erschlieBen. Schreiben wir jedoch (,T), so ist
stets zu verstehen, dal 7' eine Menge von Erzeugern und nicht einen einzelnen
Erzeuger meint.

1.3.6. Ist V ein k-Vektorraum und 7' C V eine Teilmenge, so muf} der Leser von
nun an aus dem Kontext erschlieBen, ob mit (7") die von 7" erzeugte Untergruppe
oder der von 7" erzeugte Untervektorraum gemeint ist. Zur Unterscheidung schrei-
ben wir manchmal (7")7 fiir die von 7" erzeugte Untergruppe und (7). fiir den von
T erzeugten Untervektorraum.

Ubungen

Erginzende Ubung 1.3.7. Eine endliche nichtleere Teilmenge einer Gruppe, die
mit je zwei Elementen auch die Verkniipfung der beiden enthilt, ist notwendig
bereits eine Untergruppe.

Ubung 1.3.8. Sind H, K C G zwei Untergruppen einer Gruppe mit H N K = 1,
so induziert die Verkniipfung eine Injektion H x K — G.

Ubung 1.3.9. Wieviele Untergruppen hat die additive Gruppe eines zweidimensio-
nalen Vektorraums tiber dem Korper mit zwei Elementen? Wieviele Untergruppen
hat die additive Gruppe eines n-dimensionalen Vektorraums iiber dem Korper mit
zwel Elementen?
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Ergiinzende Ubung 1.3.10. Sei G eine Gruppe und ¢ : G — G ein Gruppenho-
momorphismus. Man zeige: Gilt fiir ein n € N die Geichheit ker ¢ = ker "1,

so folgt ker " = ker " ™! = ker "2 = ...

Ubung 1.3.11. Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt die Formel
|G| = |im ¢| - | ker ¢|. Man bemerke, da} diese Formel im Fall linearer Abbildun-
gen von Vektorrdumen iiber endlichen Korpern dquivalent ist zur Dimensionsfor-
mel.

1.4 Primfaktorzerlegung

Definition 1.4.1. Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl > 2, die sich nicht als
das Produkt von zwei echt kleineren natiirlichen Zahlen erhalten 146t.

Beispiel 1.4.2. Die Primzahlen unterhalb von 50 sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47.

1.4.3. Eine Moglichkeit, alle Primzahlen zu finden, ist das sogenannte Sieb des
Eratosthenes: Man beginnt mit der kleinsten Primzahl, der Zwei. Streicht man
alle Vielfachen der Zwei, d.h. alle geraden Zahlen, so ist die erste Zahl unter den
Ubrigen die nichste Primzahl, die Drei. Streicht man nun auch noch alle Vielfa-
chen der Drei, so ist die erste Zahl unter den Ubrigen die nichste Primzahl, die
Fiinf, und so weiter. ,,Der Erste‘ heif3t auf lateinisch ,,Primus* und auf griechisch
dhnlich und es konnte sein, daf} die Bezeichnung ,,Primzahl* daher riihrt.

Satz 1.4.4 (Existenz einer Primfaktorzerlegung). Jede natiirliche Zahl n > 2
kann als ein Produkt von Primzahlen n = p1ps . .. p, dargestellt werden.

1.4.5. Der Satz gilt in unserer Terminologie auch fiir die Zahl n = 1, die eben
durch das ,leere Produkt mit » = 0 dargestellt wird. Ebenso gilt er fiir jede
Primzahl p, die dabei als Produkt von einem Faktor mit » = 1 als p = p; zu
verstehen ist.

Beweis. Das ist klar mit vollstindiger Induktion: Ist eine Zahl nicht bereits selbst
prim, so kann sie als Produkt echt kleinerer Faktoren geschrieben werden, von
denen nach Induktionsannahme bereits bekannt ist, daf sie Primfaktorzerlegungen
besitzen. [

Satz 1.4.6. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Durch Widerspruch. Gibe es nur endlich viele Primzahlen, so konnten
wir deren Produkt betrachten und dazu Eins hinzuzéhlen. Die so neu entstehende
Zahl mii3te dann wie jede von Null verschiedene natiirliche Zahl nach 1.4.4 eine
Primfaktorzerlegung besitzen, aber keine unserer endlich vielen Primzahlen kdme
als Primfaktor in Frage. [
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Ergdnzung 1.4.7 ((2016)). Noch offen ist die Frage, ob es auch unendlich viele
Primzahlzwillinge gibt, d.h. Paare von Primzahlen mit der Differenz Zwei, wie
zum Beispiel 5,7 oder 11,13 oder 17,19. Ebenso offen ist die Frage, ob jede
gerade Zahl n > 2 die Summe von zwei Primzahlen ist. Die Vermutung, daf3
das richtig sein sollte, ist bekannt als Goldbach-Vermutung. Bekannt ist, daf} es
unendlich viele Paare von Primzahlen mit einem Abstand < 246 gibt.

Satz 1.4.8 (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung). Die Darstellung einer na-
tiirlichen Zahl n > 1 als ein Produkt von Primzahlen n = pips . .. p, ist eindeutig
bis auf die Reihenfolge der Faktoren. Nehmen wir zusdtzlichpy < ps < ... < p,
an, so ist unsere Darstellung mithin eindeutig.

1.4.9. Dieser Satz ist einer von vielen Griinden, aus denen man bei der Defini-
tion des Begriffs einer Primzahl die Eins ausschlief3t, obwohl das die Definition
verlangert: Hétten wir der Eins erlaubt, zu unseren Primzahlen dazuzugehoren, so
wire der vorhergehende Satz in dieser Formulierung falsch. In obigem Satz ist
r > 0 zu verstehen, genauer ist die Eins das leere Produkt und Primzahlen werden
durch ein Produkt mit nur einem Faktor dargestellt.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes braucht einige Vorbereitungen. Ich bitte Sie,
gut aufzupassen, dall wir bei diesen Vorbereitungen den Satz iiber die Eindeu-
tigkeit der Primfaktorzerlegung nirgends verwenden, bis er dann im Anschluf an
Lemma 1.4.15 endlich bewiesen werden kann. 0

Definition 1.4.10. Seien a,b € Z ganze Zahlen. Wir sagen a teilt b oder a ist ein
Teiler von b und schreiben a|b, wenn es ¢ € Z gibt mit ac = b.

Definition 1.4.11. Sind ganze Zahlen a,b € Z nicht beide Null, so gibt es eine
grofte ganze Zahl ¢ € Z, die sie beide teilt. Diese Zahl heifit der grofite gemein-
same Teiler von a und b. Ganze Zahlen a und b heiflen teilerfremd, wenn sie
auBler =1 keine gemeinsamen Teiler besitzen. Insbesondere sind also a = 0 und
b = 0 nicht teilerfremd.

Satz 1.4.12 (iiber den groBten gemeinsamen Teiler). Sind zwei ganze Zahlen
a,b € 7 nicht beide Null, so kann ihr grofiter gemeinsamer Teiler c als eine
ganzzahlige Linearkombination unserer beiden Zahlen dargestellt werden. Es gibt
also in Formeln r, s € 7, mit

c=ra+ sb

Teilt weiter d € Z sowohl a als auch b, so teilt d auch den grofiten gemeinsamen
Teiler von a und b.

1.4.13. Der letzte Teil dieses Satzes ist einigermallen offensichtlich, wenn man
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt voraussetzt. Da wir besag-
te Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung jedoch erst aus besagtem zweiten Teil
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ableiten werden, ist es wichtig, auch fiir den zweiten Teil dieses Satzes einen ei-
genstindigen Beweis zu geben.

Beweis. Man betrachte die Teilmenge aZ + bZ = {ar + bs | r,s € Z} C Z. Sie
ist offensichtlich eine von Null verschiedene Untergruppe von Z. Also ist sie nach
unserer Klassifikation 1.3.4 der Untergruppen von Z von der Form aZ + bZ = ¢Z
fiir genau ein ¢ > 0 und es gilt:

i. ¢ teilt ¢ und b. In der Tat haben wir ja a, b € ¢Z;
ii. ¢ = ra + sb fiir geeignete r, s € Z. In der Tat haben wir ja ¢ € aZ + bZ;
iii. (d teilt a und b) = (d teilt ¢).

Daraus folgt aber sofort, daf ¢ der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist, und
damit folgt dann der Satz. 0

1.4.14 (Notation fiir groBte gemeinsame Teiler). Gegeben a4, ..., a, € Z kon-
nen wir mit der Notation 1.3.5 kiirzer schreiben

aZ+ ...+ a,Z="ay,...,a,)

Ublich ist hier auch die Notation (ay, ..., a,), die jedoch oft auch n-Tupel von
ganzen Zahlen bezeichnet, also Elemente von Z", und in der Analysis im Fall n =
2 meist ein offenes Intervall. Es gilt dann aus dem Kontext zu erschlieBen, was
jeweils gemeint ist. Sind a und b nicht beide Null und ist ¢ ihr grofiter gemeinsamer
Teiler, so haben wir nach dem Vorhergehenden (a,b) = (c). Wir benutzen von
nun an diese Notation. Uber die Tintenersparnis hinaus hat sie den Vorteil, auch
im Fall @ = b = 0 sinnvoll zu bleiben.

Lemma 1.4.15 (von Euklid). 7eilt eine Primzahl ein Produkt von zwei ganzen
Zahlen, so teilt sie einen der Faktoren.

1.4.16 (Diskussion der Terminologie). Dies Lemma findet sich bereits in Eu-
klid’s Elementen in Buch VII als Proposition 30.

1.4.17. Wenn wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt voraus-
setzen, so ist dies Lemma offensichtlich. Diese Argumentation hilft aber hier nicht
weiter, da sie voraussetzt, was wir gerade erst beweisen wollen. Sicher ist Thnen
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung aus der Schule und ihrer Rechenerfah-
rung wohlvertraut. Um die Schwierigkeit zu sehen, sollten Sie vielleicht selbst
einmal versuchen, einen Beweis dafiir anzugeben. Im iibrigen werden wir in 6.4.8
sehen, daB etwa in Z[v/—5] das Analogon zur Eindeutigkeit der Primfaktorzerle-
gung nicht mehr richtig ist.
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Beweis. Sei p unsere Primzahl und seien a, b € Z gegeben mit p|ab. Teilt p nicht
a, so folgt fiir den groBten gemeinsamen Teiler (p,a) = (1), denn die Primzahl
p hat nur die Teiler £1 und £p. Der groBte gemeinsame Teiler von p und a kann
aber nicht p sein und muf} folglich 1 sein. Nach 1.4.12 gibt es also r, s € Z mit
1 = rp + sa. Es folgt b = rpb + sab und damit p|b, denn p teilt natiirlich rpb und
teilt nach Annahme auch sab. [

Beweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung 1.4.8. Zunichst sei bemerkt, daf3
aus Lemma 1.4.15 per Induktion dieselbe Aussage auch fiir Produkte beliebiger
Linge folgt: Teilt eine Primzahl ein Produkt, so teilt sie einen der Faktoren. Seien
n = pips...0r = Q142 - . . s zWei Primfaktorzerlegungen derselben Zahl n > 1.
Da p; unser n teilt, muf3 es damit eines der ¢; teilen. Da auch dies ¢; prim ist,
folgt p1 = ¢;. Wir kiirzen den gemeinsamen Primfaktor und sind fertig per Induk-
tion. 0

1.4.18. Ich erkldre am Beispiel a = 160, b = 625 den sogenannten euklidischen
Algorithmus, mit dem man den grofiten gemeinsamen Teiler ¢ zweier positiver
natiirlicher Zahlen a, b bestimmen kann nebst einer Darstellung ¢ = ra + rb. In
unseren Gleichungen wird jeweils geteilt mit Rest.

160 =1- 145 + 15
145=9- 15 + 10
15=1. 10 + 5
10=2- 5 4+ 0

Daraus folgt fiir den groften gemeinsamen Teiler (625,160) = (160, 145) =
(145,15) = (15,10) = (10,5) = (5,0) = (5). Die vorletzte Zeile liefert eine Dar-
stellung 5 = - 10 + y - 15 unseres groBten gemeinsamen Teilers 5 = ggT(10, 15)
als ganzzahlige Linearkombination von 10 und 15. Die vorvorletzte Zeile eine
Darstellung 10 = 2’ - 15+ 3/ - 145 und nach Einsetzen in die vorherige Gleichung
eine Darstellung 5 = z(z' - 15 + ¢’ - 145) + y - 15 unseres grofiten gemeinsa-
men Teilers 5 = ggT(15,145) als ganzzahlige Linearkombination von 15 und
145. Indem wir so induktiv hochsteigen, erhalten wir schlieBlich fiir den grof3ten
gemeinsamen Teiler die Darstellung 5 = —11 - 625 4 43 - 160.

Ergdnzung 1.4.19 (ABC-Vermutung). Gegeben eine positive natiirliche Zahl n
bezeichne rad(n) das Produkt ohne Vielfachheiten aller Primzahlen, die n teilen.
Die ABC-Vermutung besagt, daf es fiir jedes ¢ > 0 nur endlich viele Tripel
von paarweise teilerfremden positiven natiirlichen Zahlen a, b, ¢ geben soll mit
a+b=cund

¢ > (rad(abc))'*e

Es soll also salopp gesprochen sehr selten sein, daB fiir teilerfremde positive natiir-
liche Zahlen a, b mit vergleichsweise kleinen Primfaktoren ihre Summe auch nur
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kleine Primfaktoren hat. Der Status der Vermutung ist zur Zeit (2016) noch unge-
klédrt. Man kann zeigen, daf3 es unendlich viele Tripel von paarweise teilerfremden
positiven natiirlichen Zahlen ¢ < b < ¢ gibt mit @ + b = c und ¢ > rad(abc).
Diese sind jedoch bereits vergleichsweise selten, so gibt es etwa nur 120 mogliche
Tripel mit ¢ < 10000.

Ubungen

Ubung 1.4.20. Man berechne den groBten gemeinsamen Teiler von 3456 und 436
und eine Darstellung desselben als ganzzahlige Linearkombination unserer beiden
Zahlen.

Ubung 1.4.21. Gegeben zwei von Null verschiedene natiirliche Zahlen a, b nennt
man die kleinste von Null verschiedene natiirliche Zahl, die sowohl ein Vielfa-
ches von a als auch ein Vielfaches von b ist, das kleinste gemeinsame Vielfache

von @ und b und notiert sie kgV(a, b). Man zeige in dieser Notation die Formel
kgV(a,b) ggT(a,b) = ab.

Ergiinzende Ubung 1.4.22. Beim sogenannten ,,Spirographen®, einem Zeichen-
spiel fiir Kinder, kann man an einem innen mit 105 Zdhnen versehenen Ring ein
Zahnrad mit 24 Zihnen entlanglaufen lassen. Steckt man dabei einen Stift durch
ein Loch auBlerhalb des Zentrums des Zahnrads, so entstehen dabei die kostlichs-
ten Figuren. Wie oft mufl man das Zahnrad auf dem inneren Zahnkranz umlaufen,
bevor solch eine Figur fertig gemalt ist?

Erginzende Ubung 1.4.23. Berechnen Sie, wieviele verschiedene Strophen das
schone Lied hat, dessen erste Strophe lautet:

Tomatensalat Tomatensala Tooo-
-matensalat Tomatensaaaaaaaa-
-lat Tomatensalat Tomatensalat
Tomatensalat Tomatensaaaaaaa-
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Der Spirograph aus Ubung 1.4.22
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2 Ringe und Polynome

2.1 Ringe

Definition 2.1.1. Ein Ring, franzosisch anneau, ist eine Menge mit zwei Ver-
kniipfungen (R, +, -) derart, daB gilt:

1. (R,+) ist eine kommutative Gruppe;

2. (R, ) ist ein Monoid; ausgeschrieben heifit das nach ??, daf§ auch die Ver-
kniipfung - assoziativ ist und daB es ein Element 1 = 1p € R mit der
Eigenschaft 1 -a = a-1 =a Va € R gibt, das Eins-Element oder kurz
die Eins unseres Rings;

3. Es gelten die Distributivgesetze, als da heift, fiir alle a, b, c € R gilt

a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
(a+b)-c = (a-c)+(b-c)

Die beiden Verkniipfungen heilen die Addition und die Multiplikation in unse-
rem Ring. Das Element 1 € R aus unserer Definition ist wohlbestimmt als das
neutrale Element des Monoids (R, -), vergleiche ??. Ein Ring, dessen Multipli-
kation kommutativ ist, hei3t ein kommutativer Ring und bei uns in uniiblicher
Verkiirzung ein Kring.

2.1.2. Wir schreiben meist kiirzer a - b = ab und vereinbaren die Regel ,,Punkt
vor Strich®, so dal zum Beispiel das erste Distributivgesetz auch in der Form
a(b+ ¢) = ab + ac geschrieben werden kann.

Beispiel 2.1.3. Die ganzen Zahlen Z bilden mit der iiblichen Multiplikation und
Addition nach 2.5.10 einen kommutativen Ring.

2.1.4 (Ursprung der Terminologie). Der Begriff ,,Ring* soll zum Ausdruck brin-
gen, daB} diese Struktur nicht in demselben Maf3e ,,geschlossen* ist wie ein Korper,
da wir ndmlich nicht die Existenz von multiplikativen Inversen fordern. Er wird
auch im juristischen Sinne fiir gewisse Arten weniger geschlossenener Korper-
schaften verwendet. So gibt es etwa den ,,Ring deutscher Makler* oder den ,,Ring
deutscher Bergingenieure*.

2.1.5 (Diskussion der Terminologie). Eine Struktur wie in der vorhergehenden
Definition, bei der nur die Existenz eines Einselements nicht gefordert wird, be-
zeichnen wir im Vorgriff auf ?? als eine assoziative Z-Algebra oder kurz Z-
Algebra. In der Literatur wird jedoch auch diese Struktur oft als ,,Ring* bezeich-
net, sogar bei der von mir hochgeschitzten Quelle Bourbaki. Die Ringe, die eine
Eins besitzen, heilen in dieser Terminologie ,,unitire Ringe*.

28



Erginzung 2.1.6. Allgemeiner als in ?? erklért heif3t ein Element a eines beliebi-
gen Ringes, ja einer beliebigen assoziativen Z-Algebra nilpotent, wenn es d € N
gibt mit a? = 0.

Beispiele 2.1.7. Die einelementige Menge mit der offensichtlichen Addition und
Multiplikation ist ein Ring, der Nullring. Jeder Korper ist ein Ring. Die ganzen
Zahlen Z bilden einen Ring. Ist R ein Ring und X eine Menge, so ist die Menge
Ens(X, R) aller Abbildungen von X nach R ein Ring unter punktweiser Multipli-
kation und Addition. Ist R ein Ring und n € N, so bilden die (n x n)-Matrizen mit
Eintrigen in R einen Ring Mat(n; R) unter der tiblichen Addition und Multipli-
kation von Matrizen; im Fall n = 0 erhalten wir den Nullring, im Fall n = 1 ergibt
sich R selbst. Ist A eine abelsche Gruppe, so bilden die Gruppenhomomorphis-
men von A in sich selbst, die sogenannten Endomorphismen von A, einen Ring
mit der Verkniipfung von Abbildungen als Multiplikation und der punktweisen
Summe als Addition. Man notiert diesen Ring

End A

und nennt ihn den Endomorphismenring der abelschen Gruppe A. Ahnlich bil-
den auch die Endomorphismen eines Vektorraums V' iiber einem Korper & einen
Ring Endy V, den sogenannten Endomorphismenring von V. Oft notiert man
auch den Endomorphismenring eines Vektorraums abkiirzend End V' in der Hoft-
nung, daf} aus dem Kontext klar wird, dal die Endomorphismen von V" als Vek-
torraum gemeint sind und nicht die Endomorphismen der V' zugrundeliegenden
abelschen Gruppe. Will man besonders betonen, da3 die Endomorphismen als
Gruppe gemeint sind, so schreibt man manchmal auch Endy A aus Griinden, die
erst in ?? erkldrt werden. Ich verwende fiir diesen Ring zur Vermeidung von In-
dizes lieber die Notation Endz A = Ab A, die sich aus den allgemeinen katego-
rientheoretischen Konventionen ?? ergibt.

Definition 2.1.8. Eine Abbildung ¢ : R — S von einem Ring in einen weite-
ren Ring heiit ein Ringhomomorphismus, wenn gilt (1) = 1 und p(a + b) =
(a) + ¢(b) sowie p(ab) = ¢(a)p(b) fiir alle a,b € R. In anderen Worten ist ein
Ringhomomorphismus also eine Abbildung, die sowohl fiir die Addition als auch
fiir die Multiplikation ein Monoidhomomorphismus ist. Die Menge aller Ringho-
momorphismen von einem Ring R in einen Ring S notieren wir

Ring(R, S)

Ergdnzung 2.1.9. Von Homomorphismen zwischen Z-Algebren kdnnen wir na-
turlich nicht fordern, daB sie das Einselement auf das Einselement abbilden. Wir
sprechen dann von Algebrenhomomorphismen. In der Terminologie, in der un-
sere assoziativen Z-Algebren als Ringe bezeichnet werden, werden unsere Ring-
homomorphismen ,,unitdre Ringhomomorphismen* genannt.
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Proposition 2.1.10. Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus
Z — R, in Formeln | Ring(Z, R)| = 1.

Beweis. Nach ?? gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus von additiven
Gruppen ¢ : Z — R, derdie 1 € Z auf 1 € R abbildet. Wir miissen nur
noch zeigen, da} er mit der Multiplikation vertriglich ist, in Formeln p(nm) =
o(n)p(m) fir alle n, m € Z. Mit 2.1.15 zieht man sich leicht auf den Fall n, m >
0 zuriick. In diesem Fall beginnt man mit der Erkenntnis ¢(1-1) = p(1) = 1z =
1r -1z = ¢(1)p(1) und argumentiert von da aus mit vollstdndiger Induktion und
dem Distributivgesetz. O

2.1.11 (Ganze Zahlen und allgemeine Ringe). Gegeben ein Ring R notieren
wir den Ringhomomorphismus Z — R aus 2.1.10 manchmal n — npz und meist
n +— n. Ich will kurz diskutieren, warum das ungefihrlich ist. Gegeben r € R und
n € Z gilt ndmlich stets nr = ngr = rng, wobel nr in Bezug auf die Struktur
von R als additive abelsche Gruppe verstehen, also nr = ntr = r+r...+r mitn
Summanden falls n > 1 und so weiter, wie in der Tabelle ?? und in ?? ausgefiihrt
wird. Unsere Gleichung nr = ngr = rng bedeutet dann hinwiederum, daf es auf
den Unterschied zwischen ny und n meist gar nicht ankommt. Deshalb fiihrt es
auch selten zu MifB3vertindnissen, wenn wir statt n p nur kurz n schreiben.

2.1.12. Eine Teilmenge eines Rings heifit ein Teilring, wenn sie eine additive
Untergruppe und ein multiplikatives Untermonoid ist. Ist also R unser Ring, so ist
eine Teilmenge 7' C R genau dann ein Teilring, wenn gilt Og, 1z € T, a € T =
(—a) € T sowie a,b € T'= a + b,ab € T. Wir diskutieren diesen Begriff hier
nur im Vorbeigehen, da er in dieser Vorlesung nur eine Nebenrolle spielt.

Ubungen

Ubung 2.1.13 (Quotientenring). Gegeben ein Ring R und eine Surjektion R —
@ von R auf eine Menge (), die an die Multiplikation und Addition von R ange-
palt ist im Sinne von ??, ist () mit der koinduzierten Addition und Multiplikation
auch wieder ein Ring.

Ergiinzende Ubung 2.1.14. Auf der abelschen Gruppe Z gibt es genau zwei Ver-
kniipfungen, die als Multiplikation genommen die Addition zu einer Ringstruktur
erganzen.

Ubung 2.1.15. Man zeige, daB in jedem Ring R gilt 0a = 0 Va € R; —a =
(—=)a Vae€ R;(—1)(—1)=1;(—a)(—=b) =ab Va,b e R.

Ubung 2.1.16. Gegeben eine Uberdeckung einer endlichen Menge X durch Teil-
mengen X = X; U...U X, zeige man die EinschluB3-Ausschlu8-Formel

0= Z (_1)mmielxi‘
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mit der Interpretation des leeren Schnitts als X. Im Fall n = 3 etwa kénnen wir
das ausschreiben zu

XUuYUZ|=|X|+ Y|+ |Z] - |XUY|—|XUZ|-|YUZ|l+|XUYUZ|

Hinweis: Sogar im Fall einer beliebigen Menge X mit beliebigen Teilmengen X;
mag man deren charakteristische Funktionen mit x; bezeichnen und im Ring der
Z-wertigen Funktionen auf X das Produkt (1 — 1) ... (1—x,) ausmultiplizieren.

2.2 Restklassenringe des Rings der ganzen Zahlen

Definition 2.2.1. Gegeben G D H eine Gruppe mit einer Untergruppe definieren
wir den Quotienten GG/ H, eine Teilmenge G/H C P(G), durch die Vorschrift

G/H ={LCG|3dgeGmitL=gH}

Die Teilmenge gH C G heifit die H-Linksnebenklasse von ¢ in GG. Unser Quo-
tient ist also die Menge aller H-Linksnebenklassen in GG. Jedes Element einer
Linksnebenklasse heillt auch ein Reprisentant besagter Linksnebenklasse. Eine
Teilmenge R C G derart, daB die Vorschrift g — ¢gH eine Bijektion R = G/H
induziert, hei3t ein Reprisentantensystem fiir die Menge der Linksnebenklas-
sen.

Vorschau 2.2.2. Diese Konstruktion wird in 3.1.2 noch sehr viel ausfiihrlicher
diskutiert werden.

Beispiel 2.2.3. Im Fall der additiven Gruppe Z mit der Untergruppe mZ haben
wir speziell Z/mZ = {L C Z | 3a € Z mit L = a+ mZ}. Die Linksnebenklasse
von a heiflt in diesem Fall auch die Restklasse von ¢ modulo m, da zumindest
im Fall @ > 0 und m > 0 ihre nichtnegativen Elemente genau alle natiirlichen
Zahlen sind, die beim Teilen durch m denselben Rest lassen wie a. Wir notieren
diese Restklasse auch a. Natiirlich ist @ = b gleichbedeutend zu a — b € mZ.
Gehoren a und b zur selben Restklasse, in Formeln a + mZ = b+ mZ, so nennen
wir sie kongruent modulo 1 und schreiben

a=b (modm)

Offensichtlich gibt es fiir m > 0 genau m Restklassen modulo m, in Formeln
|Z/mZ| = m, und wir haben genauer

Z/mZ ={0,1,...,m — 1}

Da in dieser Aufzdhlung keine Nebenklassen mehrfach genannt werden, ist die
Teilmenge {0, 1,...,m — 1} also ein Reprisentantensystem fiir die Menge von
Nebenklassen Z/mZ. Ein anderes Reprisentantensystem wire {1,...,m}, ein
Drittes {1,...,m — 1,7m}.
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Satz 2.2.4 (Restklassenring). Fiir alle m € 7 gibt es auf der Menge 7./mZ
genau eine Struktur als Ring derart, daf3 die Abbildung 7. — Z/mZ mit a — a
ein Ringhomomorphismus ist.

2.2.5. Das ist dann natiirlich die Struktur als Quotientenring im Sinne unserer
Ubung 2.1.13.

Beweis. Dal} es hochstens eine derartige Ringstruktur gibt, es eh klar. Zu zeigen
bleibt nur deren Existenz. Nach ?? induziert jede Verkniipfung auf einer Menge A
eine Verkniipfung auf ihrer Potenzmenge P(A). Fiir die so von der Verkniipfung
+ auf Z induzierte Verkniipfung + auf P(Z) gilt offensichtlich

a+b=(a+mZ)+(b+mZ)=(a+b+mZ=a+b Va,bcZ

Insbesondere induziert unsere Verkniipfung + auf P(Z) eine Verkniipfung + auf
Z/mZ und a +— a ist fiir diese Verkniipfungen ein Morphismus von Magmas
alias Mengen mit Verkniipfung. Ebenso konnen wir auf P(Z) eine Verkniipfung
® = ®,, einfithren durch die Vorschrift

ToS=T-S+mZ :={ab+mr|acT be Srel}
Wieder priift man fiir die so erklidrte Multiplikation miihelos die Formel
a®b=ab

Dafl Z/mZ mit unseren beiden Verkniipfungen ein Ring wird und ¢ — a ein
Ringhomomorphismus, folgt ohne weitere Schwierigkeiten aus der Surjektivitéit
der natiirlichen Abbildung Z — Z/mZ alias Ubung 2.1.13. [l

2.2.6. Wir geben wir die komische Notation ® nun auch gleich wieder auf und
schreiben stattdessen a - b oder noch kiirzer ab. Auch die Notation ¢ werden wir
meist zu a vereinfachen, wie wir es jain 2.1.11 eh schon vereinbart hatten.

Beispiel 2.2.7]. Modulo m = 2 gibt es genau zwei Restklassen: Die Elemente der
Restklasse von 0 bezeichnet man iiblicherweise als gerade Zahlen, die Elemente
der Restklasse von 1 als ungerade Zahlen. Der Ring 7Z /27 mit diesen beiden
Elementen 0 und 1 ist offensichtlich sogar ein Korper.

Beispiel 2.2.8 (Der Ring 7Z /127 der Uhrzeiten). Den Ring Z /127 konnte man
als ,,Ring von Uhrzeiten ansehen. Er hat die zwolf Elemente {0, 1,...,11} und
wir haben 11 + 5 = 16 = 4 alias ,,5 Stunden nach 11 Uhr ist es 4 Uhr*. Weiter
haben wir in Z /127 etwa auch 3-8 = 24 = 0. In einem Ring kann es also durchaus
passieren, daf ein Produkt von zwei von Null verschiedenen Faktoren Null ist.
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Vorschau 2.2.9. Sei m > 1 eine natiirliche Zahl. Eine Restklasse modulo m heif3t
eine prime Restklasse, wenn sie aus zu m teilerfremden Zahlen besteht. Wir zei-
gen in ??, da3 es in jeder primen Restklasse unendlich viele Primzahlen gibt. Im
Fall m = 10 bedeutet das zum Beispiel, dal es jeweils unendlich viele Primzahlen
gibt, deren Dezimaldarstellung mit einer der Ziffern 1, 3, 7 und 9 endet.

Proposition 2.2.10 (Teilbarkeitskriterien iiber Quersummen). Eine natiirliche
Zahl ist genau dann durch Drei beziehungsweise durch Neun teilbar, wenn ihre
Quersumme durch Drei beziehungsweise durch Neun teilbar ist.

Beweis. Wir erkldaren das Argument nur an einem Beispiel. Das ist natiirlich im
Sinne der Logik kein Beweis. Dies Vorgehen schien mir aber in diesem Fall be-
sonders gut geeignet, dem Leser den Grund dafiir klarzumachen, aus dem unsere
Aussage im Allgemeinen gilt. Und das ist es ja genau, was ein Beweis in unserem
mehr umgangssprachlichen Sinne leisten soll! Also frisch ans Werk. Per definitio-
nem gilt

1258 =1-10° +2-10* +5-10 + 8

Offensichtlich folgt
1258 =1-10°+2-10*+5-10+8 (mod 3)
Da 10 kongruent ist zu 1 modulo 3 erhalten wir daraus
1258=1+2+5+8 (mod 3)

Insbesondere ist die rechte Seite durch Drei teilbar genau dann, wenn die linke
Seite durch Drei teilbar ist. Das Argument fiir Neun statt Drei geht genauso. [

2.2.11. In Z/127Z gilt zum Beispiel 3 - 5 = 3 - 1. In allgemeinen Ringen diirfen
wir also nicht kiirzen. Dies Phiinomen werden wir nun begrifflich fassen.

Definition 2.2.12. 1. Gegeben ein Kring R und Elemente a,b € R sagen wir,
a teilt b oder auch a ist ein Teiler von b und schreiben a|b, wenn es d € R
gibt mit ad = b;

2. Jedes Element eines Krings ist ein Teiler der Null. Ein Element a eines
Rings R heift ein Nullteiler von R, wenn es d € R\0 gibt mit ad = 0 oder
da = 0. Die Null ist insbesondere genau dann ein Nullteiler, wenn unser
Ring nicht der Nullring ist;

3. Ein Ring heil3t nullteilerfrei, wenn er auler der Null keine Nullteiler be-
sitzt, wenn also das Produkt von je zwei von Null verschiedenen Elementen
auch wieder von Null verschieden ist;
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4. Ein Ring heiB3t ein Integritiitsbereich, wenn er nullteilerfrei und aulerdem
nicht der Nullring ist.

2.2.13 (Diskussion der Terminologie). Manche Autoren fordern von nullteiler-
freien Ringen zusitzlich, dal sie nicht der Nullring sein diirfen, benutzen also
dieses Wort als Synonym fiir ,,Integritédtsbereich®. Alle Elemente eines Krings tei-
len die Null. Deshalb ist es iiblich, die Bezeichnung ,,Nullteiler* wie in obiger
Definition zu beschridnken auf Elemente, die ,,die Null in nicht-trivialer Weise tei-
len“ in dem Sinne, daf} sie eben von einem von Null verschiedenen Element zu
Null multipliziert werden konnen. Dall damit auch die Null in jedem von Null
verschiedenen Ring ein Nullteiler ist, nehmen wir in Kauf, um weitere Fallunter-
scheidungen zu vermeiden.

Beispiel 2.2.14. Die Nullteiler in Z/127Z sind 0,2, 3, 4,6, 8,9, 10.

2.2.15 (Kiirzen in Ringen). Sei R ein Ring. Ist a € R kein Nullteiler, so folgt
aus ax = ay schon x = y. In der Tat haben wir ndmlich ax = ay = a(x —y) =
0 =z2z—y=0= z=y.

Definition 2.2.16. Ein Element a eines Rings R heif3t invertierbar oder genauer
invertierbar in R oder auch eine Einheit von 12, wenn es beziiglich der Multipli-
kation invertierbar ist im Sinne von ??, wenn es also b € R gibt mit ab = ba = 1.
Die Menge der invertierbaren Elemente eines Rings bildet unter der Multiplika-
tion eine Gruppe, die man die Gruppe der Einheiten von R nennt und geméif
unserer allgemeinen Konventionen ?? mit 2> bezeichnet.

Beispiel 2.2.17. Der Ring Z der ganzen Zahlen hat genau zwei Einheiten, nam-
lich 1 und (—1). In Formeln haben wir also Z* = {1, —1}. Dahingegen sind die
Einheiten im Ring @ der rationalen Zahlen genau alle von Null verschiedenen
Elemente, in Formeln Q* = Q\0.

2.2.18. Eine Einheit eines Krings teilt alle Elemente unseres Krings und ist sogar
dasselbe wie ein Teiler der Eins. Eine Einheit « € R* eines Rings R kann dahin-
gegen nie ein Nullteiler sein, denn gibt es x € R mit xa = 1, so folgt aus ac = 0
bereits zac = 1lc = ¢ = 0.

Definition 2.2.19. Zwei Elemente eines Krings heif3en teilerfremd, wenn sie au-
Ber Einheiten keine gemeinsamen Teiler haben.

2.2.20. Allgemeiner mag man eine Teilmenge eines Krings teilerfremd nennen,
wenn es keine Nichteinheit unseres Krings gibt, die alle Elemente unserer Teil-
menge teilt.

2.2.21 (Nichtnullteiler endlicher Ringe). In einem endlichen Ring R sind die
Einheiten genau die Nichtnullteiler. In der Tat, ist a € R kein Nullteiler, so ist die
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Multiplikation mit a nach 2.2.15 eine Injektion (a-) : R < R. Ist aber R endlich,
so muB sie auch eine Bijektion sein und es gibt folglich b € R mit ab = 1. Ebenso
finden wir ¢ € R mit ca = 1 und dann folgt leicht b = c.

Beispiel 2.2.22. Die Einheiten von Z /127 sind mithin genau 1,5, 7, 11. Man priift
unschwer, da3 sogar jedes dieser Elemente sein eigenes Inverses ist. Mithin ist die
Einheitengruppe (7Z/127)* des Uhrzeitenrings gerade unsere Klein’sche Vierer-
gruppe. Im allgemeinen ein Inverses zu a in Z/mZ zu finden, lduft auf die Losung
der Gleichung ax = 1 + my hinaus, von der wir bereits gesehen hatten, dafl der
euklidische Algorithmus das leisten kann.

2.2.23 (Ursprung der Terminologie). A priori meint eine Einheit in der Physik
das, was ein Mathematiker eine Basis eines eindimensionalen Vektorraums nen-
nen wiirde. So wiire etwa die Sekunde s eine Basis des reellen Vektorraums T
aller Zeitspannen aus ??. In Formeln ausgedriickt bedeutet das gerade, daf} das
Daranmultiplizieren von s eine Bijektion R = T liefert. Mit den Einheiten eines
kommutativen Ringes R verhilt es sich nun genauso: Genau dann ist v € R eine
Einheit, wenn das Daranmultiplizieren von u eine Bijektion R — R liefert. Daher
rithrt dann wohl auch die Terminologie.

2.2.24. Ein Korper kann in dieser Begrifflichkeit definiert werden als ein Kring,
der nicht der Nullring ist und in dem jedes von Null verschiedene Element eine
Einheit ist.

Proposition 2.2.25 (Endliche Primkorper). Sei m € N. Genau dann ist der
Restklassenring 7./ mZ ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit m > 2. Ist m keine Primzahl,
so gibt es a,b € N mit a < m und b < m aber ab = m. Dann gilt in Z/mZ
offensichtlich @ # 0 und b # 0, aber ebenso offensichtlich gilt ab = 0 und Z/mZ
hat Nullteiler. Damit kann Z/mZ kein Korper sein, da Einheiten nach 2.2.18 nie
Nullteiler sein konnen. Ist dahingegen m = p eine Primzahl, so folgt aus dem
Satz von Euklid 1.4.15, daB Z/pZ nullteilerfrei ist. Dann aber sind nach 2.2.21
alle seine von Null verschiedenen Elemente Einheiten und Z/pZ ist folglich ein
Korper. ]

2.2.26 (Terminologie und Notation). Die Korper Z/pZ fiir Primzahlen p sowie
der Korper QQ sind die ,.kleinstmoglichen Korper in einem Sinne, der in 7.1.6
prézisiert wird. Man nennt diese Korper deshalb auch Primkorper. Die endlichen
Primkorper werden meist

F, :=7Z/pZ

notiert, mit einem F fiir ,field“ oder ,.finite. Die Notation [, verwendet man
allerdings auch allgemeiner mit einer Primzahlpotenz ¢ im Index als Bezeichnung
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fiir ,,den endlichen Korper mit ¢ Elementen®, den wir erst in 7.7.1 kennenlernen
werden, und der weder als Ring noch als abelsche Gruppe isomorph ist zu Z/qZ.

Ergdnzung 2.2.27. Ich bespreche kurz das Verfahren von Diffie-Hellman zum
offentlichen Vereinbaren geheimer Schliissel. Wir betrachten dazu das des folgen-

de Schema:

Geheimbereich Alice

Offentlicher Bereich

Geheimbereich Bob

Bekanntgemacht wird
eine Gruppe G und ein
Element g € G.

Alice wihlt a € N, be-
rechnet g* und macht es
offentlich.

Bob wihlt b € N, be-
rechnet ¢® und macht es
offentlich.

Nach dem offentlichen
Austausch berechnet
Alice (¢°)® = ¢g** = g*.

Nach dem offentlichen
Austauch berechnet
BOb (ga)b — gab — gba'

Das Gruppenelement ¢** = ¢ ist der gemeinsame hoffentlich geheime Schliis-
sel. Der Trick hierbei besteht darin, geeignete Paare (G, g) und eine geeignete
Zahl a so zu finden, daf die Berechnung von ¢ unproblematisch ist, daf} jedoch
kein schneller Algorithmus bekannt ist, der aus der Kenntnis von G, g und g¢ ein
mogliches a bestimmt, der also, wie man auch sagt, einen diskreten Logarithmus
von g“ zur Basis ¢ findet. Dann kann Alice ¢g* veroffentlichen und dennoch a ge-
heim halten und ebenso kann Bob ¢° verdffentlichen und dennoch b geheim halten.
Zum Beispiel kann man fiir G die Einheitengruppe G = (Z/pZ)* des Primkor-
pers zu einer groen Primzahl p nehmen. Nun ist es natiirlich denkbar, dal man
aus der Kenntnis von ¢® und ¢° direkt g?° berechnen kann, ohne zuvor a zu be-
stimmen, aber auch fiir die Losung dieses sogenannten Diffie-Hellman-Problems
ist in diesem Fall kein schneller Algorithmus bekannt. Mit den derzeitig verfiigba-
ren Rechenmaschinen konnen also Alice und Bob mit einer Rechenzeit von unter
einer Minute einen geheimen Schliissel vereinbaren, dessen Entschliisselung auf
derselben Maschine beim gegenwirtigen Stand der verdffentlichten Forschung
Millionen von Jahren briuchte. Allerdings ist auch wieder nicht bewiesen, daf} es
etwa Fall der Einheitengruppe eines grolen Primkorpers nicht doch einen effizi-
enten Algorithmus zur Losung des Diffie-Hellman-Problems geben konnte. Wenn
wir Pech haben, sind die mathematischen Abteilungen irgendwelcher Geheim-
dienste schon ldngst so weit.

Vorschau 2.2.28. Statt mit der Einheitengruppe endlicher Korper arbeitet man in
der Praxis auch oft mit sogenannten ,.elliptischen Kurven alias Losungsmengen
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kubischer Gleichungen, deren Gruppengesetz Sie in einer Vorlesung iiber alge-
braische Geometrie kennenlernen konnen.

Definition 2.2.29. Gegeben ein Ring R gibt es nach 2.1.10 genau einen Ring-
homomorphismus Z — R. Dessen Kern alias das Urbild der Null ist nach ??
eine Untergruppe von Z und hat nach 1.3.4 folglich die Gestalt mZ fiir genau ein
m € N. Diese natiirliche Zahl m nennt man die Charakteristik des Rings R und
notiert sie m = char R.

2.2.30 (Bestimmung der Charakteristik eines Rings). Um die Charakteristik
eines Rings R zu bestimmen, miissen wir anders gesagt sein Einselement 1 € R
nehmen und bestimmen, wiewiele Summanden wir mindestens brauchen, damit
gilt1 +1+ ...+ 1 = 0 mit einer positiven Zahl von Summanden links. Kriegen
wir da tiberhaupt nie Null heraus, so ist die Charakteristik Null, wir haben also
etwa charZ = charQ = charR = charC = 0. Gilt bereits 1 = 0, so ist die
Charakteristik 1 und wir haben den Nullring vor uns. Fiir p € N gilt allgemein
char(Z/pZ) = p.

2.2.31 (Die Charakteristik eines Korpers ist stets prim). Es ist leicht zu sehen,
dafB die Charakteristik eines Korpers, wenn sie nicht Null ist, stets eine Primzahl
sein muf}: Da der Nullring kein Korper ist, kann die Charakteristik nicht 1 sein.
Hitten wir aber einen Korper der Charakteristik m = ab > 0 mit natiirlichen
Zahlen a < m und b < m, so wiren die Bilder von a und b in unserem Korper
von Null verschiedene Elemente mit Produkt Null. Widerspruch!

Ergdnzung 2.2.32. Im Korper F7 ist (—1) kein Quadrat, wie man durch Auspro-
bieren leicht feststellen kann. Einen Korper mit 49 Elementen kann man deshalb
nach ?? zum Beispiel erhalten, indem man analog wie bei der Konstruktion der
komplexen Zahlen aus den reellen Zahlen formal eine Wurzel aus (—1) adjungiert.

Ubungen

Erginzende Ubung 2.2.33. Gegeben eine abelsche Gruppe V' und ein Korper K
induziert die kanonische Identifikation Ens(K x V, V') = Ens(K, Ens(V,V)) aus
?? eine Bijektion

Strukturen als K -Vektorraum ~ Ringhomomorphismen
auf der abelschen Gruppe V' K — AbV

Wir verwenden hier unsere alternative Notation Ab V' fiir den Endomorphismen-
ring der abelschen Gruppe V, um jede Verwechslung mit dem Endomorphismen-
ring als Vektorraum auszuschlieBen.

Ubung 2.2.34. Man finde das multiplikative Inverse der Nebenklasse von 22 im
Korper F3;. Hinweis: Euklidischer Algorithmus.
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Ergiinzende Ubung 2.2.35. Man konstruiere einen Korper mit 49 Elementen und
einen Korper mit 25 Elementen. Hinweis: ?? und ??.

Erginzende Ubung 2.2.36. Sei R ein Kring, dessen Charakteristik eine Primzahl
p ist, fiir den es also einen Ringhomomorphismus Z/pZ — R gibt. Man zeige,
daB dann der sogenannte Frobenius-Homomorphismus ' : R — R, a — a”
ein Ringhomomorphismus von R in sich selber ist. Hinweis: Man verwende, daf3
die binomische Formel ?? offensichtlich in jedem Kring gilt, ja sogar fiir je zwei
Elemente a, b eines beliebigen Rings mit ab = ba.

Ergiinzende Ubung 2.2.37. Wieviele Untergruppen hat die abelsche Gruppe Z /472
Wieviele Untergruppen hat die abelsche Gruppe Z /27 x Z/27.?

Erginzende Ubung 2.2.38. Eine natiirliche Zahl ist durch 11 teilbar genau dann,
wenn ihre ,,alternierende Quersumme* durch 11 teilbar ist.

Ergiinzende Ubung 2.2.39. Eine natiirliche Zahl, die kongruent zu sieben ist mo-
dulo acht, kann nicht eine Summe von drei Quadraten sein.

Ergiinzende Ubung 2.2.40. Eine Zahl mit einer Dezimaldarstellung der Gestalt
abcabc wie zum Beispiel 349349 ist stets durch 7 teilbar.

Erginzende Ubung 2.2.41. Es kann in Ringen durchaus Elemente a geben, fiir
die es zwar ein b gibt mit ba = 1 aber kein ¢ mit ac = 1: Man denke etwa an
Endomorphismenringe unendlichdimensionaler Vektorrdume. Wenn es jedoch b
und ¢ gibt mit ba = 1 und ac = 1, so folgt bereits b = c und a ist eine Einheit.

Ubung 2.2.42. Jeder Ringhomomorphismus macht Einheiten zu Einheiten. Jeder
Ringhomomorphismus von einem Korper in einen vom Nullring verschiedenen
Ring ist injektiv.

Ubung 2.2.43. Sei p eine Primzahl. Eine abelsche Gruppe G kann genau dann mit
der Struktur eines IF,-Vektorraums versehen werden, wenn in additiver Notation
gilt pg = 0 fiir alle ¢ € G, und die fragliche Vektorraumstruktur ist dann durch
die Gruppenstruktur eindeutig bestimmt.

Erginzende Ubung 2.2.44. Wieviele Untervektorriume hat ein zweidimensiona-
ler Vektorraum iiber einem Korper mit fiinf Elementen? Wieviele angeordnete
Basen?

Ergiinzende Ubung 2.2.45. Gegeben ein Vektorraum iiber einem endlichen Prim-
korper sind seine Untervektorrdume genau die Untergruppen der zugrundeliegen-
den abelschen Gruppe.

Erginzende Ubung 2.2.46. Man zeige: In jedem endlichen Korper ist das Produkt
aller von Null verschiedenen Elemente (—1). Hinweis: Man zeige zunichst, daB
nur die Elemente +1 ihre eigenen Inversen sind. Als Spezialfall erhélt man (p —
1) = —1 (mod p) fiir jede Primzahl p. Diese Aussage wird manchmal auch als
Satz von Wilson zitiert. Ist n € N; keine Primzahl, so zeigt man im iibrigen
leicht (n — 1)! =0 (mod n).
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Ubung 2.2.47. Gegeben m > 1 sind die Einheiten des Restklassenrings Z/mZ
genau die Restklassen derjenigen Zahlen @ mit 0 < a < m, die zu m teiler-
fremd sind, in anderen Worten die primen Restklassen. In Formeln haben wir also
(Z/mZ)* ={a|0<a<m, (ma) = (1)} Hinweis: 1.4.12.

Ubung 2.2.48. Man zeige fiir Binomialkoeffizienten im Korper F,, die Identitéit

) = -1

2.3 Polynome

2.3.1. Ist K ein Ring, so bildet die Menge K [X] aller ,,formalen Ausdriicke* der
Gestalt @, X" + ... + a1 X + ag mit ¢; € K unter der offensichtlichen Addition
und Multiplikation einen Ring, den Polynomring iiber K in einer Variablen X,
und wir haben eine offensichtliche Einbettung can : K — K|[X]. Die Herkunft
der Bezeichnung diskutieren wir in ??. Die a, heien in diesem Zusammenhang
die Koeffizienten unseres Polynoms, genauer heiflt a, der Koeffizient von X".
Das X heiflt die Variable unseres Polynoms und kann auch schon mal mit ei-
nem anderen Buchstaben bezeichnet werden. Besonders gebrduchlich sind hierbei
GroBbuchstaben vom Ende des Alphabets. Diese Beschreibung des Polynomrings
1st hoffentlich verstandlich, sie ist aber nicht so exakt, wie eine Definition es sein
sollte. Deshalb geben wir auch noch eine exakte Variante.

Definition 2.3.2. Sei K ein Ring. Wir bezeichnen mit K[ X | die Menge aller Ab-
bildungen ¢ : N — K, die nur an endlich vielen Stellen von Null verschiedene
Werte annehmen, und definieren auf K| X| eine Addition und eine Multiplikation
durch die Regeln

(p+v)(n) = @n)+p(n)
(p-¥)(n) = Zi-l,-j:n p(i)y(5)

Mit diesen Verkniipfungen wird K[X] ein Ring, der Polynomring iiber K. Ord-
nen wir jedem a € K die Abbildung N — K zu, die bei 0 den Wert ¢ annimmt
und sonst den Wert Null, so erhalten wir eine Einbettung, ja einen injektiven Ring-
homomorphismus
can : K — K[X]

Wir notieren ihn schlicht a — a und nennen die Polynome im Bild dieser Einbet-
tung konstante Polynome. Bezeichnen wir weiter mit X die Abbildung N — K,
die bei 1 den Wert 1 annimmt und sonst nur den Wert Null, so konnen wir jede
Abbildung ¢ € K[X] eindeutig schreiben in der Form ¢ = > ¢(v)X" und sind
auf einem etwas formaleren Weg wieder am selben Punkt angelangt.

Ergdnzung 2.3.3. Im Fall eines Korpers K ist insbesondere K[X] als Gruppe
per definitionem der freie K -Vektorraum K[X] := K(N) iiber der Menge N der
natiirlichen Zahlen.
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2.3.4. Die wichtigste Eigenschaft eines Polynomrings ist, da3 man , fiir die Varia-
ble etwas einsetzen darf*“. Das wollen wir nun formal aufschreiben.

Proposition 2.3.5 (Einsetzen in Polynome). Seien K ein Kring und b € K ein
Element. So gibt es genau einen Ringhomomorphismus

By : K[X] > K

mit Ey(X) = b und E, o can = idk. Wir nennen E;, den Einsetzungshomomor-
phismus zu b.

Beweis. Dieser eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus E; ist eben gegeben
durch die Vorschrift Ey(a, X™ + ...+ a1 X + ap) = a,b" + ...+ a1b+ay. O

2.3.6. Es ist iiblich, das Bild unter dem Einsetzungshomomorphismus E;, eines
Polynoms P € K|[X] abzukiirzen als

P(b) == Ey(P)

2.3.7. Unsere iibliche Darstellung einer Zahl in Ziffernschreibweise lduft darauf
hinaus, die Koeffizienten eines Polynoms anzugeben, das an der Stelle 10 die be-
sagte Zahl als Wert ausgibt, also etwa 7258 = P(10) fiir P(X) das Polynom
TX?+2X?+5X +8.

2.3.8. Es geht auch noch allgemeiner, man darf etwa iiber einem Korper auch
quadratische Matrizen in Polynome einsetzen. Um das zu prézisieren, vereinbaren
wir die Sprechweise, da3 zwei Elemente b und c eines Rings kommutieren, wenn
gilt bc = cb.

Proposition 2.3.9 (Einsetzen in Polynome, Variante). Seien ¢ : K — R ein
Ringhomomorphismus und b € R ein Element derart, daf3 b fiir alle a € K mit
(a) kommutiert. So gibt es genau einen Ringhomomorphismus

E%b:EbIK[X]—)R

mit Ey(X) = b und Ey, o can = . Wir nennen E,;, den Einsetzungshomomor-
phismus zu b iiber .

Beweis. Dieser eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus Ej ist gegeben durch
die Vorschrift Ey(a, X" +...+ a1 X +ag) = @(a,)b"+. ..+ p(a1)b+p(ag). O

2.3.10. Es ist auch in dieser Allgemeinheit iiblich, das Bild unter dem Einset-
zungshomomorphismus E,, , eines Polynoms P € K[X] abzukiirzen als

P(b) :=E,,(P)
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So schreiben wir im Fall eines Krings K zum Beispiel P(A) fiir die Matrix, die
beim Einsetzen einer quadratischen Matrix A € Mat(n; K) in das Polynom P
ensteht. In diesem Fall hitten wir R = Mat(n; K) und ¢ wire der Ringhomo-
morphismus, der jedem a € K das a-fache der Einheitsmatrix zuordnet.

2.3.11 (Wechsel der Koeffizienten). Ist ¢ : K — S ein Ringhomomorphismus,
so erhalten wir einen Ringhomomorphismus ¢ = ¢x; : K[X]| — S[X] der
zugehorigen Polynomringe durch das ,,Anwenden von ¢ auf die Koeffizienten*.
Formal konnen wir ihn als das ,,Einsetzen von X fiir X iiber (o* beschreiben, also
als den Ringhomomorphismus ¢x) = E, x.

Definition 2.3.12. Seien K ein Kring und P € K[X] ein Polynom. Ein Element
a € K heilt eine Nullstelle oder auch eine Wurzel von P, wenn gilt P(a) = 0.

Definition 2.3.13. Sei K ein Ring. Jedem Polynom P € K[X]| ordnen wir seinen
Grad grad P € N U {—o0} (englisch degree, franzosisch degré) zu durch die
Vorschrift

grad P =n fir P=a, X"+ ...+ a1 X + ap mit a,, # 0;
grad P = —oo  fiir P das Nullpolynom.

Fiir ein von Null verschiedenes Polynom P = a, X" + ... + a1 X + a¢ mit
n = grad P nennt man a,, € K\O seinen Leitkoeffizienten. Den Leitkoeffizi-
enten des Nullpolynoms definieren wir als die Null von K. Ein Polynom heif3t
normiert, wenn sein Leitkoeffizient 1 ist. Das Nullpolynom ist demnach nur iiber
dem Nullring normiert, hat aber auch dort den Grad —oo. Auf Englisch heiflen
unsere normierten Polynome monic polynomials. Ein Polynom vom Grad Eins
hei3t linear, ein Polynom vom Grad Zwei quadratisch, ein Polynom vom Grad
Drei kubisch.

Lemma 2.3.14 (Grad eines Produkts). Ist K ein nullteilerfreier Ring, so ist auch
der Polynomring K[X| nullteilerfrei und der Grad eines Produkts ist die Summe
der Grade der Faktoren, in Formeln

grad(PQ) = grad P + grad @

Beweis. Ist K nullteilerfrei, so ist offensichtlich der Leitkoeffizient von P() das
Produkt der Leitkoeffizienten von P und von (). O

Lemma 2.3.15 (Polynomdivision mit Rest). Sei K ein Ring. Gegeben Polynome
P,Q € KI[X] mit Q) normiert gibt es eindeutig bestimmte Polynome A, R mit
P =AQ + Rund grad R < (grad @) — 1.
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Beispiel 2.3.16. Die Polynomdivision mit Rest des Polynoms X* 4+ 2X? durch
X? +2X + 1 liefert

X1+2X?%2 = X3(X?+2X +1)—2X3+ X?
= X?(X?24+2X +1) - 2X(X?2+2X +1)+5X2+2X
= (X?—-2X+5)(X*+2X+1)—-8X -5

Beweis. Ich habe mir bei der Formulierung des Lemmas Miihe gegeben, dal} es
auch im Fall des Nullrings K = 0 richtig ist, wenn wir —oo — 1 = —oo verste-
hen. Fiir den Beweis diirfen wir damit annehmen, da3 K nicht der Nullring ist.
Wir suchen ein Polynom A mit grad(P — AQ) kleinstmoglich. Gélte dennoch
grad(P — AQ) > (grad(Q)), sagen wir P — AQ = aX" + ...+ cmita # 0
und r > d = grad(Q), so hitte P — (A + aX"~%)Q echt kleineren Grad als R,
im Widerspruch zur Wahl von A. Das zeigt die Existenz. Fiir den Nachweis der
Eindeutigkeit gehen wir aus von einer weiteren Gleichung P = A'Q) + R’ mit
grad R' < d. Es folgt zundchst (A — A")Q) = R’ — R und wegen der offensicht-
lichen Formel fiir den Grad des Produkts eines beliebigen Polynoms mit einem
normierten Polynom weiter A — A’ = 0 und dann auch R' — R = 0. O

Korollar 2.3.17 (Abspalten von Linearfaktoren bei Nullstellen). Sei K ein
Kring und P € K|[X] ein Polynom. Genau dann ist A € K eine Nullstelle des
Polynoms P, wenn das Polynom (X — \) das Polynom P teilt.

Beweis. Nach Lemma 2.3.15 iiber die Division mit Rest finden wir ein Polynom
A € K[X] und eine Konstante b € K mit P = A(X — \) + b. Einsetzen von A
fiir X liefert dann b = 0. ]

2.3.18. Der im Sinne von 2.3.13 lineare Faktor (X — \) unseres Polynoms heif3t
auch ein Linearfaktor, daher der Name des Korollars.

Satz 2.3.19 (Zahl der Nullstellen eines Polynoms). Ist K ein Korper oder all-
gemeiner ein kommutativer Integritdtsbereich, so hat ein von Null verschiedenes
Polynom P € K|X| hichstens grad P Nullstellen in K.

Beweis. Ist A € K eine Nullstelle, so finden wir nach 2.3.17 eine Darstellung
P = A(X — ) mit grad A = grad P — 1. Eine von X verschiedene Nullstelle von
P ist fir K nullteilerfrei notwendig eine Nullstelle von A und der Satz folgt mit
Induktion. U

Beispiel 2.3.20. In einem Korper K oder allgemeiner einem kommutativen Inte-
gritdtsbereich gibt es zu jedem Element b € K hochstens zwei Elemente a € K
mit a®> = b. Ist nidmlich a eine Losung dieser Gleichung, so gilt X? — b =
(X — a)(X + a), und wenn wir da fiir X etwas von +a Verschiedenes einset-
zen, kommt sicher nicht Null heraus.
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Ergdnzung 2.3.21. Die Kommutativitit ist hierbei wesentlich. In 2.7.4 werden
wir den sogenannten ,,Schiefkorper der Quaternionen® einfiihren, einen Ring, der
auBer der Kommutativitit der Multiplikation alle unsere Korperaxiome erfiillt. In
diesem Ring hat die Gleichung X? = —1 dann offensichtlich die sechs Lésungen
41, £ j, &k und nicht ganz so offensichtlich ?? sogar unendlich viele Losungen.

2.3.22. Ist K ein Korper oder allgemeiner ein Kring, P € K[X] ein Polynom
und A € K eine Nullstelle von P, so nennen wir das Supremum {iiber alle n € N
mit (X — \)"| P die Vielfachheit der Nullstelle A oder auch ihre Ordnung. Das
Nullpolynom hat insbesondere an jeder Stelle eine Nullstelle mit der Vielfachheit
oo und gar keine Nullstelle bei ) ist dasselbe wie eine ,,Nullstelle der Vielfachheit
Null*“. Durch Abspalten von Nullstellen wie in 2.3.17 zeigt man, dafl im Fall eines
Korpers oder allgemeiner eines kommutativen Integritédtsbereichs auch die Zahl
der mit ihren Vielfachheiten gezihlten Nullstellen eines von Null verschiedenen
Polynoms beschrinkt ist durch seinen Grad.

Definition 2.3.23. Ein Korper K heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nichtkonstante Polynom P € K[X]\K mit Koeffizienten in unserem Korper K
auch eine Nullstelle in unserem Korper K hat.

Beispiel 2.3.24. Der Korper K = R ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn das
Polynom X? + 1 hat keine reelle Nullstelle.

Vorschau 2.3.25. Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlos-
sen. Das ist die Aussage des sogenannten Fundamentalsatzes der Algebra, fiir
den wir mehrere Beweise geben werden: Einen besonders elementaren Beweis
nach Argand in der Analysis in ??, einen sehr eleganten mit den Methoden der
Funktionentheorie in ??, und einen mehr algebraischen Beweis, bei dem die Ana-
lysis nur iiber den Zwischenwertsatz eingeht, in 8.3.8. Mir gefillt der noch wieder
andere Beweis mit den Mitteln der Topologie ?? am besten, da er meine Anschau-
ung am meisten anspricht. Er wird in analytischer Verkleidung bereits in ?? vor-
gefiihrt. Eine heuristische Begriindung wird in nebenstehendem Bild vorgefiihrt.

Satz 2.3.26. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so hat jedes von Null
verschiedene Polynom P € K|[X]\0 eine Zerlegung in Linearfaktoren der Ge-
stalt

P=cX—=X\)...(X =\

mitn > 0,c € K*und \y, ..., \, € K, und diese Zerlegung ist eindeutig bis auf
die Reihenfolge der Faktoren.

2.3.27. Gegeben eine Nullstelle ;1 von P ist in diesem Fall die Zahl der Indizes
¢ mit \; = p die Vielfachheit der Nullstelle . In der Sprache der Multimengen
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Heuristische Begriindung fiir den Fundamentalsatz der Algebra. Ein Polynom
n-ten Grades wird eine sehr gro3e Kreislinie in der komplexen Zahlenebene mit
Zentrum im Ursprung abbilden auf einen Weg in der komplexen Zahlenebene,
der ,,den Ursprung n-mal umléduft”. Angedeutet ist etwa das Bild einer sehr
groBen Kreislinie unter einem Polynom vom Grad Zwei. Schrumpfen wir nun
unsere sehr groBBe Kreislinie zu immer kleineren Kreislinien bis auf einen Punkt,
so schrumpfen auch diese Wege zu einem konstanten Weg zusammen. Unsere
n-fach um einen etwa am Ursprung aufgestellten Pfahl laufende Seilschlinge
kann jedoch offensichtlich nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden,
ohne dal} wir sie tiber den Pfahl heben, anders gesagt: Mindestens eines der
Bilder dieser kleineren Kreislinien muf3 durch den Ursprung laufen, als da heif3t,
unser Polynom muf} auf mindestens einer dieser kleineren Kreislinien eine
Nullstelle habe. In ?? oder besser ?? werden wir diese Heuristik zu einem
formalen Beweis ausbauen.
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aus ?? erhalten wir fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Korper K eine Bijek-
tion zwischen der Menge aller ,,endlichen Multimengen von Elementen von K*
und der Menge aller normierten Polynome mit Koeffizienten in /, indem wir der
Multimenge ,{\1, ..., A, } das Polynom (X — A;)... (X — \,) zuordnen.

Beweis. Ist P ein konstantes Polynom, so ist nichts zu zeigen. Ist P nicht kon-
stant, so gibt es nach Annahme eine Nullstelle A € K von P und wir finden genau
ein Polynom P mit P = (X — \)P. Der Satz folgt durch vollstindige Induktion
tiber den Grad von P. ]

Korollar 2.3.28 (Faktorisierung reeller Polynome). Jedes von Null verschie-
dene Polynom P mit reellen Koeffizienten besitzt eine Zerlegung in Faktoren der
Gestalt

P=c(X-X)...(X = A\)(X?+mX +v1). . (X4 X +v)

mit C, Ny, .. Ay b1y - ooy fhs, V1, - - -, Vs € R derart, daf3 die quadratischen Fak-
toren keine reellen Nullstellen haben. Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf die
Reihenfolge der Faktoren.

Beweis. Da unser Polynom stabil ist unter der komplexen Konjugation, miissen
sich seine mit ihren Vielfachheiten genommenen komplexen Nullstellen so durch-
nummerieren lassen, dal \q, ..., A, reell sind und daB} eine gerade Zahl nicht re-
eller Nullstellen tibrigbleibt mit A\, o; 1 = /_\T+2t firl <t < sundr,s > 0.
Die Produkte (X — A19;-1)(X — A12¢) haben dann reelle Koeffizienten, da sie
ja stabil sind unter der komplexen Konjugation, haben jedoch keine reellen Null-
stellen. [

2.3.29 (Polynomringe in mehreren Variablen). Ahnlich wie den Polynomring
in einer Variablen 2.3.2 konstruiert man auch Polynomringe in mehr Variablen
iiber einem gegebenen Grundring K. Ist die Zahl der Variablen endlich, so kann
man induktiv definieren

K[X1,..., Xa] = (K[X1, ..., Xo_1])[ Xl

Man kann aber auch fiir eine beliebige Menge I den Polynomring K[ X;];c; bilden
als die Menge aller ,,endlichen formalen Linearkombinationen mit Koeffizienten
aus R von endlichen Monomen in den X;*. Ich verzichte an dieser Stelle auf eine
formale Definition.

Ubungen

Ubung 2.3.30. Welche Matrix entsteht beim Einsetzen der quadratischen Matrix
(9 J) in das Polynom X2 + 1 ?
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Ergiinzende Ubung 2.3.31. Man zeige, daB jede Nullstelle oo € C eines normierten
Polynoms mit komplexen Koeffizienten X" + a,,_; X" ! + ... + ag die Abschiit-
zung |a| < 1+ |au—1| + ... + |ao| erfiillt. Hinweis: Sonst gilt erst || > 1 und
dann |a|® > |a,_1a" 7Y +. ..+ |ag|. Umgekehrt zeige man auch, daB aus der Ab-
schitzung || < C fiir alle komplexen Wurzeln die Abschétzung |a;| < (})C™™*
fiir die Koeffizienten folgt.

Ubung 2.3.32. Ist P € R[X] ein Polynom mit reellen Koeffizienten und p € C
eine komplexe Zahl, so gilt P(u) = 0 = P() = 0. Ist also eine komplexe Zahl
Nullstelle eines Polynoms mit reellen Koeffizienten, so ist auch die konjugiert
komplexe Zahl eine Nullstelle desselben Polynoms.

Ergiinzende Ubung 2.3.33. Seien k, K kommutative Ringe, i : kK — K ein Ring-
homomorphismus und ¢ : k[X]| — K[X] der induzierten Ringhomomorphismus
zwischen den zugehorigen Polynomringen. Man zeige: Ist A € k eine Nullstelle
eines Polynoms P € k[X], soisti(\) € K eine Nullstelle des Polynoms i(P).

Erginzende Ubung 2.3.34. Ist K ein Integrititsbereich, so induziert die kanoni-
sche Einbettung K — K[X]| auf den Einheitengruppen eine Bijektion K* —
(K[X])*. Im Ring (Z/4Z)[ X] aber ist etwa auch 1 + 2X eine Einheit.

Ubung 2.3.35. Man zeige, daB es in einem endlichen Korper F einer von 2 ver-
schiedenen Charakteristik genau (|F| 4 1)/2 Quadrate gibt, wohingegen in einem
endlichen Korper der Charakteristik 2 jedes Element das Quadrat eines weiteren
Elements ist.

Ubung 2.3.36. Man zerlege das Polynom X* + 2 in R[X] in der in 2.3.28 be-
schriebenen Weise in ein Produkt quadratischer Faktoren ohne Nullstelle.

Erginzende Ubung 2.3.37. Ein reelles Polynom hat bei A € R eine mehrfache
Nullstelle genau dann, wenn auch seine Ableitung bei A\ verschwindet.

Ergiinzende Ubung 2.3.38. Gegeben ein reelles Polynom, dessen komplexe Null-
stellen bereits sdmtlich reell sind, ist jede Nullstelle seiner Ableitung reell und
wenn sie keine Nullstelle der Funktion selbst ist, eine einfache Nullstelle der Ab-
leitung. Hinweis: Zwischen je zwei Nullstellen unserer Funktion mufl mindestens
eine Nullstelle ihrer Ableitung liegen.

Erginzende Ubung 2.3.39. Man zeige: Die rationalen Nullstellen eines normier-
ten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten P € Z[X] sind bereits alle ganz. In
Formeln folgt aus P(\) = 0 fiir A € Q also bereits A € Z.

Ergiinzende Ubung 2.3.40. Gegeben ein Ring K bilden auch die formalen Po-
tenzreihen mit Koeffizienten in K der Gestalt ano a,X"™ mit a,, € K einen
Ring, der meist K [X] notiert wird. Man gebe eine exakte Definition dieses Rings
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A

Die komplexen Nullstellen eines Polynoms mit reellen Koeffizienten, die nicht
reell sind, tauchen immer in Paaren aus einer Wurzel und ihrer komplex
Konjugierten auf, vergleiche auch Ubung 2.3.32.
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und zeige, dal} seine Einheiten genau diejenigen Potenzreihen sind, deren kon-
stanter Term eine Einheit in K ist, in Formeln

K[X]* = K* + XK[X]

Man verallgemeinere die Definition und Beschreibung der Einheiten auf Potenz-
reihenringe K[Xi,...,X,] in mehreren Variablen und konstruiere einen Ring-
isomorphismus

(K[X1, ..., XD Xns] = K[ X1, o, Xy Xnga]

Allgemeinersei f =) ., a,X" € K[X] eine formale Potenzreihe, fiir die min-
destens ein Koeffizient eine Einheit ist. Man zeige, daB es dann genau eine Einheit
g € K[X]* gibt derart, daB} fg ein normiertes Polynom ist. Man zeige genauer:
Ist m minimal mit a,, € K*, so gibtes g € K[X]* mit fg normiert vom Grad
m. Diese Aussage ist ein formales Analogon des Weierstra8’schen Vorberei-
tungssatzes insbesondere im Fall, dal K selbst ein formaler Potenzreihenring in
mehreren Variablen ist.

Erginzende Ubung 2.3.41. Gegeben ein Ring K bilden auch die formalen Lau-
rentreihen mit Koeffizienten in KX der Gestalt > . . a, X" mit a, € K und
N € N einen Ring, der meist K (X)) notiert wird. Man gebe eine exakte Defini-
tion dieses Rings und zeige, daf} im Fall K # 0 seine Einheiten genau diejenigen
von Null verschiedenen Reihen sind, bei denen der Koeffizient der kleinsten mit
von Null verschiedenem Koeffizienten auftauchenden Potenz von X eine Einheit
in K ist, in Formeln
K(X)* = | J X"K[x]*
neZ
Insbesondere ist im Fall eines Korpers K auch K (X)) ein Korper.

Ergdnzung 2.3.42. Wir verwenden hier die Terminologie, nach der bei formalen
Laurentreihen im Gegensatz zu den urspriinglichen Laurentreihen der Funktionen-
theorie nur endlich viele Terme mit negativen Exponenten erlaubt sind.

2.4 Polynome als Funktionen*

Lemma 2.4.1 (Interpolation durch Polynome). Seien K ein Korper und x,
..., Ty € K paarweise verschiedene Stiitzstellen und vy, . ..,y, € K beliebig
vorgegebene Werte. So gibt es genau ein Polynom P € K[X| vom Grad < n mit

P(xo) = vo,..., P(x,) = yn.

Beweis. Zunichst ist sicher (X — x1) ... (X — z,) =: Ao(X) ein Polynom vom
Grad n, das bei 2y, ..., x, verschwindet und an allen anderen Stellen von Null
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Das Polynom P(X) = 2X? — 2X — 1 mit reellen Koeffizienten, das die an den
Stiitzstellen —1, 1, 2 vorgegebenen Werte 3, —1, 3 interpoliert.
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verschieden ist, insbesondere auch bei . Dann ist Ly(X) := Ao (X)/Ao(z0) ein

Polynom vom Grad n, das bei x7 den Wert Eins annimmt und bei x4, . . ., x,, ver-

schwindet. In derselben Weise konstruieren wir auch Polynome L;(X), ..., L,(X)
und erhalten ein mogliches Interpolationspolynom als

;)
P(X) = yoLo(X) + ... + ynLn( X = )
Z H];ﬁz(xl )
Das zeigt die Existenz. Ist () eine weitere Losung derselben Interpolationsaufgabe
vom Grad < n, so ist P — () ein Polynom vom Grad < n mit n + 1 Nullstellen,
eben bei den Stiitzstellen x, ..., z,. Wegen 2.3.19 muf} dann aber P — () das
Nullpolynom sein, und das zeigt die Eindeutigkeit. 0

2.4.2. Um die bisher eingefiihrten algebraischen Konzepte anschaulicher zu ma-
chen, will ich sie in Bezug setzen zu geometrischen Konzepten. Ist K ein Kring,
so kénnen wir jedem Polynom f € K[Xj,..., X,] die Funktion f : K" — K,
(x1,...,2,) — f(x1,...,2,) zuordnen. Wir erhalten so einen Ringhomomor-
phismus
K[Xy,...,X,] — Ens(K", K)

Dieser Homomorphismus ist im Allgemeinen weder injektiv noch surjektiv. Schon
firn = 1, K = R 146t sich ja keineswegs jede Abbildung R — R durch ein Poly-
nom beschreiben, also ist sie in diesem Fall nicht surjektiv. Im Fall eines endlichen
Korpers K kann weiter fiir n > 1 unsere K -lineare Auswertungsabbildung vom
unendlichdimensionalen K -Vektorraum K [X1, ..., X,,] in den endlichdimensio-
nalen K-Vektorraum Ens(K", K') unmoglich injektiv sein. Wir haben jedoch den
folgenden Satz.

Satz 2.4.3 (Polynome als Funktionen). /. Ist K ein unendlicher Korper, ja
allgemeiner ein unendlicher nullteilerfreier Kring, so ist fiir alle n € N die
Auswertungsabbildung eine Injektion K[ X1, ..., X,] — Ens(K", K);

2. Ist K ein endlicher Korper, so ist fiir alle n € N die Auswertungsabbildung
eine Surjektion K[X1,...,X,] — Ens(K", K). Den Kern dieser Surjekti-
on beschreibt Ubung 3.3.19.

Beweis. 1. Durch Induktion iiber n. Der Fall n = 0 ist eh klar. Fiir n = 1 folgt

die Behauptung aus der Erkenntnis, das jedes von Null verschiedene Polynom in
K[X] nur endlich viele Nullstellen in K haben kann. Der Kern der Abbildung

K[X] — Ens(K, K)

besteht also nur aus dem Nullpolynom. Fiir den Induktionsschritt setzen wir X,, =
Y und schreiben unser Polynom in der Gestalt

P=a,Y%+ ... +a1Y + ag
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mit a; € K[X1,...,X,_1]. Halten wir (zy,...,2, 1) = © € K"! fest, so ist
ag(r)Y?+ ...+ a1 (2)Y + ag(z) € K[Y] das Nullpolynom nach dem Fall n = 1.
Also verschwinden a4(z), . .., a1(z), ap(x) fiir alle z € K™, mit Induktion sind
somit alle a; schon das Nullpolynom und wir haben P = 0.

2. Das bleibt dem Leser iiberlassen. Man mag sich beim Beweis an 2.4.1 orientie-
ren. Wir folgern in 6.3.7 eine allgemeinere Aussage aus dem abstrakten chinesi-
schen Restsatz. O

Ubungen

Erginzende Ubung 2.4.4. Man zeige, daf jeder algebraisch abgeschlossene Kor-
per unendlich ist. Hinweis: Im Fall 1 # —1 reicht es, Quadratwurzeln zu suchen.
Man zeige, daB jedes nichtkonstante Polynom P € K[X,Y] in zwei Verdnderli-
chen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper unendlich viele Nullstellen
in K2 hat.

Ergiinzende Ubung 2.4.5 (Nullstellensatz fiir Hyperebenen). Sei K ein unend-
licher Korper. Verschwindet ein Polynom im Polynomring in d Variablen iiber
K auf einer affinen Hyperebene in K 4 5o wird es von der, bis auf einen Skalar
eindeutig bestimmten, linearen Gleichung besagter Hyperebene geteilt. Hinweis:
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit mag man unsere Hyperebene als eine der
Koordinatenhyperebenen annehmen. Man zeige auch allgemeiner: Verschwindet
ein Polynom in d Verinderlichen tiber einem unendlichen Korper auf der Verei-
nigung der paarweise verschiedenen affinen Hyperebenen Hy, ..., H, C K% so
wird es vom Produkt der linearen Gleichungen unserer Hyperebenen geteilt.

Erginzende Ubung 2.4.6 (Pythagoreische Zahlen). Man zeige: Stellen wir ei-
ne Lampe oben auf den Einheitskreis und bilden jeden von (0, 1) verschiedenen
Punkt des Einheitskreises ab auf denjenigen Punkt der Parallelen zur z-Achse
durch (0, —1), auf den sein Schatten fillt, so entsprechen die Punkte mit rationa-
len Koordinaten auf dem Einheitskreis genau den Punkten mit rationalen Koordi-
naten auf unserer Parallelen. Hinweis: Hat ein Polynom in Q[X] vom Grad drei
zwel rationale Nullstellen, so ist auch seine dritte Nullstelle rational.

Ergdanzung 2.4.77. Unter einem pythagoreischen Zahlentripel versteht man ein
Tripel (a,b, ¢) von positiven natiirlichen Zahlen mit a® + b* = ¢?, die also als
Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks auftreten konnen. Es scheint mir of-
fensichtlich, da3 die Bestimmung aller pythagoreischen Zahlentripel im wesent-
lichen dquivalent ist zur Bestimmung aller Punkte mit rationalen Koordinaten auf
dem Einheitskreis, also aller Punkte (z,y) € Q* mit 2% + y* = 1.

Ubung 2.4.8. Man zeige, daB die Menge der Polynome in Q[X], die an allen
Punkten aus N ganzzahlige Werte annehmen, iibereinstimmt mit der Menge aller
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Wir stellen eine Lampe oben auf den Einheitskreis und bilden jeden von (0, 1)
verschiedenen Punkt des Einheitskreises ab auf denjenigen Punkt der Parallelen
zur z-Achse durch (0, —1), auf den sein Schatten fillt. So entsprechen nach
Ubung 2.4.6 die Punkte mit rationalen Koordinaten auf dem Einheitskreis genau
den Punkten mit rationalen Koordinaten auf unserer Parallelen. Ein Tripel
a,b,c € Zmit a® + b* = ¢? heibt ein pythagoreisches Zahlentripel. Die
pythagoreischen Zahlentripel mit grotem gemeinsamen Teiler (a, b, c) = (1)
und ¢ > 0 entsprechen nun offensichtlich eineindeutig den Punkten mit
rationalen Koordinaten auf dem Einheitskreis vermittels der Vorschrift
(a,b,c) — (a/c,b/c). In dieser Weise liefert unser Bild also einen geometrischen
Zugang zur Klassifikation der pythagoreischen Zahlentripel.
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Linearkombinationen mit ganzzahligen Koeffizienten der mithilfe der Binomial-
koeffizienten gebildeten Polynome

X\ XX -1)...(X-k+1)
(k;)'_ k(k—1)...1

X
falls £ > 1 und (0) = 1.

Hinweis: Man berechne die Werte unserer Polynome bei X = 0,1,2,... Die
Ubung zeigt, daB diejenigen Polynome in Q[X|, die an allen Punkten aus N ganz-
zahlige Werte annehmen, sogar an allen Punkten aus Z ganzzahlige Werte an-
nehmen miissen. Sie heien numerische Polynome. Man zeige weiter fiir jedes
Polynom in Q[X| vom Grad d > 0, das an fast allen Punkten aus N ganzzahlige
Werte annimmt, daB es ein numerisches Polynom sein muf3 und daf das (d!)-fache
seines Leitkoeffizienten mithin eine ganze Zahl sein mub.

Erginzende Ubung 2.4.9. Man zeige, daB3 die Menge aller Polynome mit ratio-
nalen Koeffizienten in Q[X1, ..., X,], die an allen Punkten aus N" ganzzahlige
Werte annehmen, iibereinstimmt mit der Menge aller Linearkombinationen mit
ganzzahligen Koeffizienten von Produkten der Gestalt

X X,
m)
mit ky, ..., k. > 0. Hinweis: Man argumentiere wie in 2.4.8.

2.5 Aquivalenzrelationen

2.5.1. Unter einer Relation R auf einer Menge X verstehen wir wie in ?? eine
Teilmenge R C X x X des kartesischen Produkts von X mit sich selbst, also
eine Menge von Paaren von Elementen von X. Statt (x,y) € R schreiben wir in
diesem Zusammenhang meist x Ry.

Definition 2.5.2. Eine Relation R C X x X auf einer Menge X heiBt eine Aqui-
valenzrelation genau dann, wenn fiir alle Elemente x, y, 2 € X gilt:

1. Transitivitit: (r Ry und yRz) = xRz;
2. Symmetrie: xRy < yRuz;
3. Reflexivitit: zRx.

2.5.3. Ist eine Relation symmetrisch und transitiv und ist jedes Element in Relati-
on zu mindestens einem weiteren Element, so ist unsere Relation bereits reflexiv.
Ein Beispiel fiir eine Relation, die symmetrisch und transitiv ist, aber nicht refle-
xiv, wire etwa die ,,leere Relation R = () auf einer nichtleeren Menge X # ().
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2.5.4. Gegeben eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X betrachtet man fiir
r € X die Menge A(z) := {# € X | z ~ z} und nennt sie die Aquivalenz-
klasse von z. Eine Teilmenge A C X heiBt eine Aquivalenzklasse fiir unsere
Aquivalenzrelation genau dann, wenn es ein » € X gibt derart, daB A = A(z)
die Aquivalenzklasse von z ist. Ein Element einer Aquivalenzklasse nennt man
auch einen Reprisentanten der Klasse. Eine Teilmenge Z C X, die aus jeder
Aquivalenzklasse genau ein Element enthilt, heifit ein Reprisentantensystem.
Aufgrund der Reflexivitit gilt z € A(z), und man sieht leicht, daf fiir z,y € X
die folgenden drei Aussagen gleichbedeutend sind:

1. z ~y;
2. Alz) = Aly);
3. A(z) N A(y) # 0.

2.5.5. Gegeben eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X bezeichnen wir die
Menge aller Aquivalenzklassen, eine Teilmenge der Potenzmenge P (X)), mit

(X/~) = {A(z) [z € X}

und haben eine kanonische Abbildung can : X — (X/~), x — A(z). Diese
kanonische Abbildung ist eine Surjektion und ihre Fasern sind genau die Aquiva-
lenzklassen unserer Aquivalenzrelation.

25.6. Ist f : X — Z eine Abbildung mit z ~ y = f(z) = f(y), so gibt
es nach der universellen Eigenschaft von Surjektionen ?? genau eine Abbildung
f:(X/~) — Zmit f = focan. Wir zitieren diese Eigenschaft manchmal als
die universelle Eigenschaft des Raums der Aquivalenzklassen. Sagt man, eine
Abbildung g : (X/~) — Z sei wohldefiniert durch eine Abbildung f : X — Z,
so ist gemeint, daf f die Eigenschaft z ~ y = f(z) = f(y) hat und daB man
g = [ setzt.

Beispiel 2.5.7 (Restklassen als Aquivalenzklassen). Gegeben eine ganze Zahl
m € 7 ist unser ,,kongruent modulo m* aus 2.2.4 eine Aquivalenzrelation ~
auf Z und die zugehorigen Aquivalenzklassen sind genau unsere Restklassen von
dort, so daB} wir also (Z/ ~) = Z/mZ erhalten.

Erginzung 2.5.8. Sind R C X x X und S C Y x Y Aquivalenzrelationen, so
auch das Bild von (R x S) C (X x X) x (Y xY') unter der durch Vertauschen der
mittleren Eintriige gegebenen Identifikation (X x X) x (Y xY) = (X xY) x
(X x Y). Wir notieren diese Aquivalenzrelation auf dem Produkt kurz R x S.

Erginzung 2.5.9. Gegeben auf einer Menge X eine Relation R C X x X gibt
es eine kleinste Aquivalenzrelation T Cc X x X, die R umfafit. Man kann diese
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Aquivalenzrelation entweder beschreiben als den Schnitt aller Aquivalenzrelatio-
nen, die R umfassen, oder auch als die Menge 7 aller Paare (x,y) derart, daf} es
ein n > 0 gibt und Elemente z = x¢,z1,...,2, = y von X mit x, Rr,_; oder
z,_1Rx, firalle v mit 1 < v < n. Wir nennen 7" auch die von der Relation R er-
zeugte Aquivalenzrelation auf X. Denken wir uns etwa X als die ,,Menge aller
Tiere* und R als die Relation ,,konnten im Prinzip miteinander fruchtbaren Nach-
wuchs zeugen®, so wiren die Aquivalenzklassen unter der von dieser Relation
erzeugten Aquivalenzrelation eine mathematische Fassung dessen, was Biologen
unter einer ,, Tierart verstehen wiirden.

Ubungen

Ubung 2.5.10 (Konstruktion von (Z, +) aus (N, +)). Gegeben eine kommutative
nichtleere Halbgruppe (M, +) erklirt man ihre einhiillende Gruppe 1/ wie folgt:
Man geht aus von der Menge M x M und erklért darauf eine Relation durch die
Vorschrift

(x,y) ~ (a,b) & (Fce Mmitz+b+c=y+a+c)

Man zeige, daf sie eine Aquivalenzrelation ist, und daB die komponentenweise
Verkniipfung auf M x M eine Verkniipfung auf der Menge der Aquivalenzklas-
sen M := M x M/ ~ induziert. Man zeige weiter, daB mit dieser Verkniipfung M
eine abelsche Gruppe wird. Man zeige weiter, daB die Abbildung can : M — M,
a — [x,x + a] dann unabhingig von der Wahl von x € M und ein Halbgruppen-
homomorphismus ist. Man zeige, dal can genau dann injektiv ist, wenn M die
,Kiirzungsregel* (a + ¢ = b+c¢) = (a = b) erfiillt. Gegeben eine Gruppe G zeige
man schlieBlich, daB das Vorschalten von can : M — M eine Bijektion

Grp(M,G) = Halb(M, G)

liefert. Ist M ein Monoid, so ist unser M — M sogar ein Monoidhomomorphis-
mus. Zum Beispiel kann man die obige Konstruktion verwenden, um aus dem
Monoid (N, +) oder der Halbgruppe (N>, +) die additive Gruppe Z der ganzen
Zahlen N =: Z zu bilden. Aufgrund der Kiirzungsregel 1.2.8 ist die kanonische
Abbildung in diesem Fall eine Injektion N < Z. Aus ?? folgt dann schlieBlich,
daf sich unsere Multiplikation auf N aus 1.2.11 auf eine und nur eine Weise zu
einer kommutativen und iiber + distributiven Multiplikation auf Z fortsetzen 146t.

Erginzende Ubung 2.5.11. Ist G eine Gruppe und H C G x G eine Untergruppe,
die die Diagonale umfaft, so ist H eine Aquivalenzrelation.
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2.6 Quotientenkorper und Partialbruchzerlegung

2.6.1. Die Konstruktion des Korpers Q der Bruchzahlen aus dem Integritétsbe-
reich Z der ganzen Zahlen hatten wir bisher noch nicht formal besprochen. Hier
holen wir das gleich in groBerer Allgemeinheit nach und zeigen, wie man zu je-
dem Integritédtsbereich seinen ,,Quotientenkdrper* konstruieren kann.

Definition 2.6.2. Gegeben ein kommutativer Integritdtsbereich R konstruieren
wir seinen Quotientenkorper
Quot(R)

wie folgt: Wir betrachten die Menge R x (R\0) und definieren darauf eine Rela-
tion ~ durch die Vorschrift

(a,s) ~ (b,t) genau dann, wenn gilt at = bs.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, wie man leicht priift. Wir bezeichnen
die Menge der Aquivalenzklassen mit Quot(R) und die Aquivalenzklasse von
(a,s) mit ¢ oder a/s. Dann definieren wir auf Quot(R) Verkniipfungen + und -

durch die Regeln
a b at+bs a b ab
-+ - = und — - - =
s t st s t st
und iiberlassen dem Leser den Nachweis, da3 diese Verkniipfungen wohldefiniert
sind und Quot(R) zu einem Korper machen und daB die Abbildung can : R —
Quot(R), r +— r/1 ein injektiver Ringhomomorphismus ist. Er heift die kanoni-

sche Einbettung unseres Integrititsbereichs in seinen Quotientenkorper.

Ergdnzung 2.6.3. Auf Englisch bezeichnet man den Quotientenkorper als fracti-
on field und auf Franzosisch als corps de fractions. Dort verwendet man folge-
richtig statt unserer Notation Quot(R) die Notation Frac(R). Die noch allgemei-
nere Konstruktion der ,,Lokalisierung® lernen wir erst in ?? kennen.

Beispiel 2.6.4. Der Korper der rationalen Zahlen Q wird formal definiert als der
Quotientenkorper des Rings der ganzen Zahlen, in Formeln

Q = Quot Z

Sicher wire es unter formalen Aspekten betrachtet eigentlich richtig gewesen,
diese Definition schon viel frither zu geben. Es schien mir jedoch didaktisch un-
geschickt, gleich am Anfang derart viel Zeit und Formeln auf die exakte Kon-
struktion einer Struktur zu verwenden, die Ihnen bereits zu Beginn ihres Studiums
hinreichend vertraut sein sollte. Wie bereits bei rationalen Zahlen nennt man auch
im allgemeinen bei einem Bruch g/h das g den Zéhler und das i den Nenner des
Bruchs.
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Satz 2.6.5 (Universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers). Sei R ein kom-
mutativer Integrititsbereich. Ist ¢ : R — A ein Ringhomomorphismus, unter
dem jedes von Null verschiedene Element von R auf eine Einheit von A abgebil-
det wird, so faktorisiert @ eindeutig iiber Quot R, es gibt also in Formeln genau
einen Ringhomomorphismus ¢ : Quot R — A mit p(r) = ¢(r/1) Vr € R.

Beweis. Fiir jedes mogliche ¢ muB gelten ¢(r/s) = o(r)e(s)~!, und das zeigt
bereits die Eindeutigkeit von ¢. Um auch seine Existenz zu zeigen, betrachten
wir die Abbildung ¢ : R x (R\0) — A gegeben durch 4(r,s) = ¢(r)p(s)™!
und priifen, daB sie konstant ist auf Aquivalenzklassen. Dann muf sie nach 2.5.5
eine wohlbestimmte Abbildung Quot R — A induzieren, von der der Leser leicht
selbst priifen wird, daf sie ein Ringhomomorphismus ist. 0

2.6.6 (Briiche mit kontrollierten Nennern). Gegeben ein kommutativer Integri-
tdtsbereich R und eine Teilmenge S C R\0 betrachten wir im Quotientenkorper
von R den Teilring

S'R:={(r/s) € Quot R | s ist Produkt von Elementen von S}

Hierbei ist die Eins auch als Produkt von Elementen von S zu verstehen, eben
als das leere Produkt. Insbesondere erhalten wir eine Einbettung R — S™'R
durch r — (r/1). Ist nun ¢ : R — A ein Ringhomomorphismus, unter dem
jedes Element von S auf eine Einheit von A abgebildet wird, so faktorisiert ¢ mit
demselben Beweis wie zuvor eindeutig iiber S~ R, es gibt also in Formeln genau
einen Ringhomomorphismus ¢ : S™'R — A mit o(r) = @(r/1) Vr € R.

Beispiel 2.6.7 (Auswerten rationaler Funktionen). Ist K ein Korper, so bezeich-
net man den Quotientenkorper des Polynomrings mit K (X) := Quot K[X] und
nennt ihn den Funktionenkorper zu /K und seine Elemente rationale Funktio-
nen. Man lasse sich durch die Terminologie nicht verwirren, Elemente dieses Kor-
pers sind per definitionem formale Ausdriicke und eben gerade keine Funktionen.
Inwiefern man sie zumindest fiir unendliches K doch als Funktionen verstehen
darf, soll nun ausgefiihrt werden. Gegeben A € K betrachten wir dazu die Menge
Sy == {P | P(\) # 0} aller Polynome, die bei A keine Nullstelle haben, und
bezeichnen mit
K[X]y = Sy 'K[X] Cc K(X)

der Teilring aller Quotienten von Polynomen, die sich darstellen lassen als ein
Bruch, dessen Nenner bei A keine Nullstelle hat. Auf diesem Teilring ist das Aus-
werten bei A nach 2.6.6 ein wohlbestimmter Ringhomomorphismus K[ X|, — K,
den wir notieren als f — f()\). Er ist der einzige derartige Ringhomomorphismus
mit X — A Gegeben f € K(X) heifen die Punkte A € K mit f ¢ K[X],
die Polstellen von f. Natiirlich hat jedes Element f € K(X) hochstens endlich

57



viele Polstellen. Fiir jede rationale Funktion f € K(X) erkldrt man ihren Defini-
tionsbereich D(f) C K als die Menge aller Punkte a € K, die keine Polstellen
von f sind. Durch ,,Kiirzen von Nullstellen iiberzeugt man sich leicht, daf} jede
rationale Funktion so als Quotient f = ¢g/h geschrieben werden kann, dafl Zihler
und Nenner keine gemeinsamen Nullstellen in A haben, und daf3 dann die Polstel-
len gerade die Nullstellen des Nenners sind. Vereinbart man, daf3 f diesen Stellen
als Wert ein neues Symbol co zuweisen soll, so erhilt man fiir jeden unendlichen
Korper K sogar eine wohlbestimmte Injektion K (X) < Ens(K, K U {oco}).

Erginzung 2.6.8. Es ist sogar richtig, daf jede rationale Funktion eine eindeutige
maximal gekiirzte Darstellung mit normiertem Nenner hat. Um das einzusehen,
bendtigt man jedoch ein Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung fiir Poly-
nomringe, das wir erst in 6.4.24 zeigen.

2.6.9. Wir erinnern aus 2.3.40 und 2.3.41 die Ringe der Potenzreihen und der
Laurentreihen. Gegeben ein Korper K liefert die Verkniipfung von Einbettungen
K[X] — K[X] — K((X)) offensichtlich einen Ringhomomorphismus und nach
der universellen Eigenschaft 2.6.5 mithin eine Einbettung K (X) — K ((X)). Das
Bild von (1 — X)~! unter dieser Einbettung wiire etwa die ,,formale geometrische
Reihe“ 1+ X + X%+ X3 + ...

Erginzung 2.6.10. Sei K ein Korper. Ist p € K fest gewéhlt und K (7)) = K(X)
der durch T' — (X + p) gegebene Isomorphismus, so bezeichnet man das Bild
von f € K(T') unter der Komposition K (7') = K(X) — K((X)) auch als die
Laurententwicklung von f um den Entwicklungspunkt p. Meist schreibt man
in einer Laurententwicklung statt X auch (7" — p). So wire die Laurententwick-
lung von f = T?/(T — 1) um den Entwicklungspunkt 7' = 1 etwa die endliche
Laurentreihe (7' — 1)~ + 2+ (T — 1).

Satz 2.6.11 (Partialbruchzerlegung). Ist K ein algebraisch abgeschlossener Kor-
per, so wird eine K -Basis des Funktionenkorpers K (X)) gebildet von erstens den
Potenzen der Variablen (X"),>1 mitsamt zweitens den Potenzen der Inversen der
Linearfaktoren ((X — a)™")n>1, ack zuziiglich drittens der Eins 1 € K(X).

2.6.12. Eine Darstellung einer rationalen Funktion als Linearkombination der
Elemente dieser Basis nennt man eine Partialbruchzerlegung unserer rationa-
len Funktion. Anschaulich scheint mir zumindest die lineare Unabhéngigkeit der
behaupteten Basis recht einsichtig: Polstellen an verschiedenen Punkten kénnen
sich ebensowenig gegenseitig auftheben wie Polstellen verschiedener Ordnung an
einem vorgegebenen Punkt. Alle rationalen Funktionen mag man auffassen als
Funktionen auf der projektiven Gerade P' K aus ?? und die (X™),,>; als Funktio-
nen, die ,,eine Polstelle der Ordnung n im Unendlichen haben*. Das ist auch der
Grund dafiir, daB ich die 1 im Satz oben extra aufgefiihrt habe und nicht stattdes-
sen einfach kiirzer (X™),>( schreibe.
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2.6.13. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so sind die Polstellen eines
Elements f € K(X) im Sinne von 2.6.7 genau die Elemente a € K mit der
Eigenschaft, daB fiir ein n > 1 der Term ((X —a)~") mit von Null verschiedenem
Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung von f auftritt.

Erginzung 2.6.14. In Biichern zur Analysis findet man oft eine Variante dieses
Satzes fiir den Korper K = R : In diesem Fall werden die im Satz beschriebenen
Elemente erginzt zu einer Basis durch die Elemente 1/((X —))(X —\))™ und die
Elemente X/((X — A\)(X — \))" fir A € C mit positivem Imaginirteil und n > 1
beliebig, wie der Leser zur Ubung selbst zeigen mag. Eine Verallgemeinerung auf
den Fall eines beliebigen Korpers K wird in 7.7.17 diskutiert.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dal unsere Familie den Funktionenkorper als K-
Vektorraum erzeugt. Sei also f € K(X) dargestellt als Quotient von zwei Poly-
nomen f = P/Q mit ) # 0. Wir argumentieren mit Induktion tiber den Grad
von (). Ist () konstant, so haben wir schon gewonnen. Sonst besitzt () eine Null-
stelle 1 € K und wir konnen schreiben Q(z) = (X — )" Q(x) mit m > 1 und
Q(p) # 0. Dann nehmen wir ¢ = P(1)/Q () und betrachten die Funktion

P c P—c@

Q X-—wm (X-pmQ
Aufgrund unserer Wahl von c hat der Zahler auf der rechten Seite eine Nullstelle
bei X = pu, wir konnen im Bruch also (X — p) kiirzen, und eine offensichtliche
Induktion iiber dem Grad des Polynoms () beendet den Beweis. Zum Beweis der
linearen Unabhiéngigkeit betrachten wir eine Linearkombination unserer Basis in
spe, die die Nullfunktion darstellt. Sei ¢(X — a)™" ein Summand darin mitn > 1
grofitmoglich fiir die gewihlte Polstelle a. So multiplizieren wir mit (X — a)”
und werten aus bei a im Sinne von 2.6.6 und finden, da} schon ¢ = 0 gegolten
haben muf}. So argumentieren wir alle Polstellen weg, und daB3 die nichtnegati-
ven Potenzen von X linear unabhingig sind folgt ja schon aus der Definition des
Polynomrings. 0

2.6.15 (Berechnung einer Partialbruchzerlegung). Will man konkret eine Par-
tialbruchzerlegung bestimmen, so rate ich dazu, mit einer Polynomdivision zu
beginnen und P = AQ + R zu schreiben mit Polynomen A und R derart, daf3 der
Grad von R echt kleiner ist als der Grad von ). Wir erhalten P/QQ = A+ R/Q,
und in der Partialbruchzerlegung von R/() tritt dann kein polynomialer Summand
mehr auf. Die Polstellen-Summanden gehoren dann alle zu Nullstellen von () und
ihr Grad ist beschridnkt durch die Vielfachheit der entsprechenden Nullstelle von
(). Nun setzen wir die Koeffizienten unserer Linearkombination als Unbestimm-
te an, fiir die wir dann ein lineares Gleichungssystem erhalten, das wir mit den
tiblichen Verfahren l6sen.
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Beispiel 2.6.16. Wir bestimmen von (X* + 2X?%)/(X? + 2X + 1) die Partial-
bruchzerlegung. Die Polynomdivision haben wir bereits in 2.3.16 durchgefiihrt
und X? 4+ 2X?% = (X? — 2X +5)(X? +2X + 1) — 8X — 5 erhalten, so daB sich
unser Bruch vereinfacht zu
X4+ 2Xx7? 8X +5
—_— = X*-2X 45—
X24+2X +1 * X24+2X +1

Jetzt zerlegen wir den Nenner in Linearfaktoren X2 + 2X + 1 = (X + 1) und
diirfen nach unserem Satz iiber die Partialbruchzerlegung

8X+5  a N b
(X+1)2 X+1 (X+1)?

ansetzen, woraus sich ergibt 8X + 5 = aX + a + b und damit ¢ = 8 und b = —3.
Die Partialbruchzerlegung unserer urspriinglichen Funktion hat also die Gestalt

Xt 42Xx2 s 3
X2 42X +1 X+1 (X +1)2

2.6.17 (Geschlossene Darstellung der Fibonacci-Zahlen). Wir bilden die so-
genannte erzeugende Funktion der Fibonacci-Folge alias die formale Potenzrei-
he f(z) = ), fox" mit den Fibonacci-Zahlen aus ?? als Koeffizienten. Die
Rekursionsformel fiir Fibonacci-Zahlen f,,o = f,+1 + f, liefert unmittelbar
zf(z) + 2%f(x) = f(z) — z. Wir folgern (1 — z — 2?)f(z) = x. Umgekehrt
hat jede formale Potenzreihe, die diese Identitit erfiillt, die Fibonacci-Zahlen als
Koeffizienten. Es gilt also, die Funktion z/(1 — x — z?) in eine Potenzreihe zu
entwickeln. Dazu erinnern wir Satz 2.6.11 iiber die Partialbruchzerlegung, schrei-
benz’+z—1=(z+a)(z+B)mta =1+21/5undg =1-1/5und

X?-—2X +5—

2 7 2
diirfen 2/(1 — x — 2?) = a/(z + ) + b/(x + ) ansetzen. Zur Vereinfachung
der weiteren Rechnungen erinnern wir o8 = —1 und variieren unseren Ansatz

zuz/(l—x—12%) =c¢/(1 —za)+d/(1 —xp). Das fithrt zu ¢ + d = 0 alias
¢ = —dund ac+ fd = —1 alias ¢ = 1/(3—a) = 1/+/5. Die Entwicklung unserer
Briiche in eine geometrische Reihe nach 2.6.9 liefert damit im Ring der formalen
Potenzreihen die Identitit

L o (za) _ (z6)

1—2—22

S V5B

und fiir den Koeffizienten von 2 alias die i-te Fibonacci-Zahl f; ergibt sich wie in

?? die Darstellung
po L 1+v5) 1 [(1-v5)
RV 2 V5 2
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Ubungen

Ubung 2.6.18. Man zeige: Besitzt ein kommutativer Integrititsbereich R eine An-
ordnung <, unter der er im Sinne von ?? ein angeordneter Ring wird, so besitzt
sein Quotientenkdrper Quot R genau eine Struktur als angeordneter Korper, fiir
die die kanonische Einbettung R — Quot R mit der Anordnung vertriglich ali-
as monoton wachsend ist. Speziell erhalten wir so die iibliche Anordnung auf

Q = Quot Z.

Erginzende Ubung 2.6.19. Gegeben ein unendlicher Kérper K und eine von Null
verschiedene rationale Funktion f € K(X)* sind die Polstellen von f genau
die Nullstellen von (1/f), als da heiBt, die Stellen aus dem Definitionsbereich
von (1/f), an denen diese Funktion den Wert Null annimmt. Fassen wir genauer
f als Abbildung f : K — K U {oco} auf, so entspricht (1/f) der Abbildung
a+ f(a)™!, wenn wir 07! = oo und co™! = 0 vereinbaren.

Ubung 2.6.20. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so nimmt eine von
Null verschiedene rationale Funktion f € K(X)* auf ihrem Definitionsbereich
fast jeden Wert an gleichviel Stellen an, genauer an n = max(grad g, grad h)
Stellen fiir f = g/h eine unkiirzbare Darstellung als Quotient zweier Polynome.
In anderen Worten haben unter f : D(f) — K fast alle Punkte a € K genau n
Urbilder.

Ubung 2.6.21. Sei P € Q(X) gegeben. Man zeige: Gibt es eine Folge ganzer
Zahlen aus dem Definitionsbereich unserer rationalen Funktion a,, € Z N D(P)
mit a,, — oo und P(a,) € Z fiir alle n, so ist P bereits ein Polynom P € Q[X].

Ubung 2.6.22. Sei K ein Koper und seien f, g € K(X) gegeben. Man zeige: Gibt
es unendlich viele Punkte aus dem gemeinsamen Definitionsbereich D(f)ND(g),
an denen f und g denselben Wert annehmen, so gilt bereits f = ¢ in K (X).

Ergiinzende Ubung 2.6.23. Man zeige, daB im Koérper Q((X)) jede formale Po-
tenzreihe mit konstantem Koeffizienten Eins eine Quadratwurzel besitzt. Die Qua-
dratwurzel von (1 4+ X ) kann sogar durch die binomische Reihe ?? explizit ange-
geben werden, aber das sieht man leichter mit den Methoden der Analysis.

Ubung 2.6.24. Man bestimme die Partialbruchzerlegung von 1/(1+X*) in C(X).

Ubung 2.6.25. Man zeige, daB bei einem Bruch P(T)/(T™(T — 1)™) mit Zihler
P(T) € Z|T] auch alle Koeffizienten bei der Partialbruchzerlegung ganze Zahlen
sind.

Ubung 2.6.26. Man bearbeite nocheinmal die Ubungen ?? und ??.

Ubung 2.6.27 (Verkniipfung rationaler Funktionen). Ist K ein Korper und P €
K[X] ein von Null verschiedenes Polynom, so liegt jede Nullstelle von P im
groBeren Korper K (Y') D K bereits im Teilkorper K. Gegeben f € K (X)) gehort

61



mithin jedes g € K(Y)\ K zum Definitionsbereich von f und wir kénnen mithin
setzen
fog:=[(9) e KY)

Man zeige, daB die K -linearen Korperhomomorphismen ¢ : K(X) — K(Y) alle
die Gestalt ¢ : f — f o g haben fiir g = p(X) € K(Y)\K. Sind f und g beide
nicht konstant, so ist auch f o g nicht konstant. Gegeben f, g, h € K(X)\ K zeige
man die Assoziativitit (f o g) o h = f o (g o h). Unsere Abbildung K(X) —
Ens(K, K U {occ} kann zu einer Abbildung K (X) — Ens(K U {oco}) fortgesetzt
werden, indem wir fir f = P/ den Wert f(oo) erkliren als den Quotienten
a, /b, der Leitkoeffizienten, falls P und ) denselben Grad n haben, und oo falls
der Grad von P groer ist als der von (), und 0 falls er kleiner ist. So erhalten wir
einen Monoidhomomorphismus (K (X),o) — (Ens(K U {oc0}),0), der im Fall
eines unendlichen Korpers K injektiv ist.

2.7 Quaternionen*

2.7.1. Dieser Abschnitt ist fiir den Rest der Vorlesung unerheblich. Allerdings ge-
horen die Quaternionen in meinen Augen zur mathematischen Allgemeinbildung.

Definition 2.7.2. Ein Schiefkorper ist ein Ring R, der nicht der Nullring ist und
in dem alle von Null verschiedenen Elemente Einheiten sind. Auf englisch sagt
man skew field, auf franzosisch corps gauche. Gleichbedeutend spricht man auch
von einem Divisionsring.

Satz 2.7.3 (Quaternionen). Es gibt Fiinftupel (H,1,j,k, k) bestehend aus einem
Ring H, Elementen i,j,k € H und einem Ringhomomorphismus r : R — H
derart, dafs gilt
?==k"=ijk=—1

und k(a)q = qr(a) Ya € R, ¢ € Hund daf 1,1, ],k eine Basis von H bilden fiir
die durch die Vorschrift R x H — H, (a,q) — k(a)q auf H gegebene Struktur
als R-Vektorraum. Des weiteren ist in einem derartigem Fiinftupel der Ring H ein
Schiefkorper.

2.7.4. Ein derartiges Fiinftupel ist im Wesentlichen eindeutig bestimmt in der of-
fensichtlichen Weise. Um das zu sehen beachten wir, dal durch Multiplikation
der letzten Gleichung von rechts mit k folgt ij = k und durch Invertieren beider
Seiten weiter ji = — k. Von da ausgehend erhalten wir unmittelbar die Formeln

1j=k=—ji, jk=i=-kj ki=j=-ik,

und so die Eindeutigkeit. Wegen dieser Eindeutigkeit erlauben wir uns den be-
stimmten Artikel und nennen H den Schiefkorper der Quaternionen, da er ndm-
lich als Vektorraum iiber den reellen Zahlen die Dimension Vier hat, oder auch
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den Schiefkorper der Hamilton’schen Zahlen nach seinem Erfinder Hamilton.
Weiter kiirzen wir fiir reelle Zahlen a € R meist x(a) = a ab. Jedes Element
q € H hat also die Gestalt

qg=a+bi+cj+dk

mit wohlbestimmten a, b, ¢, d € R. Die Abbildung C — H mit a + bic +— a + bi
ist ein Ringhomomorphismus und wir machen auch fiir komplexe Zahlen meist
in der Notation keinen Unterschied zwischen unserer Zahl und ihrem Bild in H
unter obiger Einbettung. In 7.12.2 diskutieren wir, warum und in welcher Weise
R, C und H bis auf Isomorphismus die einzigen Schiefkorper endlicher Dimensi-
on ,,iiber dem Korper R* sind.

2.7.5. Auchdie Abbildungen C — H mit a+bic — a+bj oder mit a+bic — a+bk
sind Ringhomomorphismen, und wir werden bald sehen, daf3 es sogar unendlich
viele R-lineare Ringhomomorphismen, ja eine ganze 3-Sphire von R-linearen
Ringhomomorphismen C — H gibt.

2.7.6. Hamilton war von seiner Entdeckung so begeistert, daB3 er eine Gedenktafel
an der Dubliner Broom Bridge anbringen liel3, auf der zu lesen ist: ,,Here as he
walked by on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a flash
of genius discovered the fundamental formula for quaternion multiplication i* =
i? =k* =1jk = —1 & cut it on a stone of this bridge*.

Beweis. Bezeichne H die Menge aller komplexen (2 x 2)-Matrizen der Gestalt

=16

Die Addition und Multiplikation von Matrizen induziert offensichtlich eine Addi-
tion und Multiplikation auf H und wir erhalten eine Einbettung C — H vermittels
z — diag(z, ). Das Bilden der konjugierten transponierten Matrix definiert einen
Antiautomorphismus ¢ +— ¢ von H, in Formeln qw = wq, und ¢q ist fiir ¢ # 0
stets positiv und reell. Folglich ist H ein Schiefkorper. Wir fassen C meist als
Teilmenge von H auf vermittels der eben erkldrten Einbettung, aber vorerst un-
terscheiden wir noch zwischen den komplexen Zahlen 1¢, ic und den Matrizen
1 = diag(1c, 1¢), i = diag(ic, —ic). Unser H hat dann iiber R die Basis 1,1, j, k
mit i := diag(ic, —ic) und

) 01 0 ic
= d k:=
! (_1 0) - (iC 0)

Z,Y € (C} C Mat(2;C)

und es gilt



2.7.7. Jede zyklische Vertauschung von i, j, k liefert einen Automorphismus der
Quaternionen. Die Konjugation ¢ — ¢ aus der im Beweis gegebenen Konstruktion
hat in der Basis 1,1, j, k die Gestalt

a+bit+cj+dk=a—-bi—cj—dk

und hat wie bereits erwédhnt die Eigenschaft gw = wqg. Gegeben ein Quaterni-
onq = a+ bi+cj+dk nennt man a = (q + ¢q)/2 seinen Realteil und schreibt
a = Re(q). Fir ¢ = a + bi+cj+dkist ¢q¢ = qq¢ = a* + b* + ¢* + d* und
man setzt |¢| = /qq und nennt diese reelle Zahl den Betrag unseres Quaterni-
ons. Offensichtlich kann fiir ¢ # 0 sein Inverses durch die Formel ¢~! = /|q|?
angegeben werden. Offensichtlich gilt dann |qw| = |g||w| fiir alle ¢, w € H und
die Gruppe aller Quaternionen der Lange Eins besteht genau aus allen unitiren
(2 x 2)-Matrizen mit Determinante Eins. Darin enthalten ist die Untergruppe der
acht Quaternionen {41, £1, £+ j, & k}, die sogenannte Quaternionengruppe, von
deren Multiplikationstabelle Hamilton bei seiner Konstruktion ausgegangen war.

Vorschau 2.7.8. Gegeben ein Kring R mitsamt einem selbstinversen Ringhomo-
morphismus R — R, r — 7 und einem Element v € R mit v = v bildet allge-
meiner die Menge aller (2 x 2)-Matrizen der Gestalt

a={(; ")

einen Teilring des Matrizenrings. Derartige Ringe heilen Quaternionenringe.

2,y € R} C Mat(2; R)

2.7.9. Es gibt auBer der Identitdt nur einen R-linearen K&rperhomomorphismus
C — C, nidmlich die komplexe Konjugation. Im Fall der Quaternionen liefert da-
hingegen jede von Null verschiedene Quaternion ¢ € H* einen R-linearen Ring-
homomorphismus intq : H — H, w — qwq™', und intq = int ¢ impliziert
bereits Rg = Rq'.

Ubungen

Ubung 2.7.10. Man zeige, daB es fiir jedes Quaternion ¢ mit Realteil Re ¢ = 0 und
Betrag |¢| = 1 einen R-linearen Ringhomomorphismus C — H gibt mit ic + g.

Ergiinzende Ubung 2.7.11. Man zeige: Sind zwei natiirliche Zahlen jeweils eine
Summe von vier Quadraten, so auch ihr Produkt. Diese Erkenntnis ist ein wich-
tiger Schritt bei einem Beweis des sogenannten Vier-Quadrate-Satzes von La-
grange, nach dem jede natiirliche Zahl eine Summe von vier Quadratzahlen ist,
etwa 3 = 17 4+ 17 + 17 + 0? oder 23 = 3% 4+ 3% 4+ 22 4 1%
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3 Endlich erzeugte abelsche Gruppen®

In diesem Abschnitt wird die Gruppentheorie weiter ausgebaut. Insbesondere ler-
nen Sie die Klassifikation der endlich erzeugten abelschen Gruppen kennen. Man
versteht unter solch einer Klassifikation die Angabe einer Liste von endlich er-
zeugten abelschen Gruppen derart, dal jede endlich erzeugte abelsche Gruppe zu
genau einer Gruppe dieser Liste isomorph ist. Die Klassifikation endlich erzeug-
ter Vektorrdume iiber einem vorgegebenen Korper K kennen Sie bereits: Jeder
solche Vektorraum K ist isomorph zu genau einem K™ mit n € N, und dieses n
heif3t dann auch die Dimension des K -Vektorraums V. Wir werden sehen, daf} die
Klassifikation der endlich erzeugten abelschen Gruppen raffinierter ist.

3.1 Nebenklassen

3.1.1. Ist (G, L) eine Menge mit Verkniipfung und sind A, B C G Teilmengen,
so schreiben wir A L B={a L b|a€ A, b€ B} C G und erhalten auf diese
Weise eine Verkniipfung auf der Menge aller Teilmengen von G, der sogenannten
Potenzmenge P(G). Ist unsere urspriingliche Verkniipfung assoziativ, so auch die
induzierte Verkniipfung auf der Potenzmenge. Wir kiirzen in diesem Zusammen-
hang oft die einelementige Menge {a} mit a ab, so daB also zum Beispiel a L B
als {a} L B zu verstehen ist.

Definition 3.1.2. Ist G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und g € G ein
Element, so nennen wir die Menge ¢g/1 die Linksnebenklasse von g unter /7
und die Menge H g die Rechtsnebenklasse von g unter /7. Diese Nebenklassen
sind also Teilmengen von (. Ein Element einer Nebenklasse nennt man einen
Repriisentanten der besagten Nebenklasse. Weiter betrachten wir in GG die beiden
Mengensysteme

G/H = {gH|gecG}

H\G = {Hg|geG}
aller Links- bzw. Rechtsnebenklassen von H in G. Die Elemente von G/H und

von H\G sind also Teilmengen von G. Die Symbole G/H sowie H\G bezeich-
nen dementsprechend Teilmengen der Potenzmenge P(G) von G.

3.1.3 (Disjunktheit der Nebenklassen). Gegeben G O H eine Gruppe mit einer
Untergruppe sind die H-Rechtsnebenklassen in G paarweise disjunkt. In der Tat
folgt aus g € xH alias g = xh fiir h € H bereits gH = xhH = xH. Analoges
gilt fiir die Linksnebenklassen.

Beispiel 3.1.4. Im Fall G = Z D H = mZ haben wir die Menge der Neben-
klassen Z/mZ bereits in 2.2.4 diskutiert und sogar selbst mit der Struktur einer
Gruppe, ja sogar mit der Struktur eines Rings versehen. Im allgemeinen trigt G/ H
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Die drei Nebenklassen der Gruppe {41, +i} der vierten Einheitswurzeln in der
Gruppe der zwolften Einheitswurzeln. Da diese Gruppe kommutativ ist, fallen
hier Rechtsnebenklassen und Linksnebenklassen zusammen.
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nur dann eine natiirliche Gruppenstruktur, wenn wir an unsere Untergruppe H zu-
satzliche Forderungen stellen, vergleiche 3.2.

Satz 3.1.5 (Lagrange). Gegeben eine endliche Gruppe teilt die Kardinalitdt jeder
Untergruppe die Kardinalitdit der ganzen Gruppe. Ist G eine endliche Gruppe und
H C G eine Untergruppe, so gilt genauer

Gl = [H|-|G/H| = |H] - |[H\G]

Beweis. Jedes Element von G gehort zu genau einer Links- bzw. Rechtsneben-
klasse unter H, und jede dieser Nebenklassen hat genau |H| Elemente. [

3.1.6. In anderen Worten kann man diesen Beweis etwa im Fall der Linksne-
benklassen auch dahingehend formulieren, daf3 alle Fasern der offensichtlichen
Abbildung can : G — G/H genau |H| Elemente haben, denn diese Fasern sind
gerade die Linksnebenklassen von H in G.

Definition 3.1.7. Gegeben eine Gruppe GG mit einer Untergruppe H heif3t die Zahl
|G/ H| der Restklassen auch der Index von H in G.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 3.1.8. Haben zwei Untergruppen ein- und derselben Gruppe
endlichen Index, so hat auch ihr Schnitt endlichen Index.

Erginzende Ubung 3.1.9. Seien G O H eine Gruppe und eine Untergruppe. Man
zeige, daB es eine Bijektion zwischen G/H und H\G gibt.

Ergiinzende Ubung 3.1.10. Haben zwei endliche Untergruppen einer Gruppe tei-
lerfremde Kardinalititen, so besteht ihr Schnitt nur aus dem neutralen Element.

Ubung 3.1.11. Sei ¢ : G — L ein Gruppenhomomorphismus und seien H C G
sowie H" C G’ Untergruppen. Gilt ¢(H) C H’, so gibt es genau eine Abbildung
¢ : G/H — G'/H' derart, dal im Diagramm

H—~G—~G/H

L

H—G —~G'/H

auch das rechte Rechteck kommutiert, und die nichtleeren Fasern dieser Abbil-
dung ¢ sind die Mengen ¢~ '(p(g)H') = {gzH | + € ¢ '(H')} und haben
insbesondere alle dieselbe Kardinalitit wie o' (H’)/H. Sind weiter zwei der ver-
tikalen Abbildungen unseres Diagramms Bijektionen, so auch die Dritte. Allge-
meinere Aussagen liefert spéter das Neunerlemma ??.
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Ergiinzende Ubung 3.1.12 (Zu unipotenten oberen Dreiecksmatrizen). Sei R
ein Ring und n > 2. Gegeben i, j < n mit ¢ # j betrachten wir die Untergruppen
Uj == 1 + RE;; C GL(n; R) und die Untergruppe U C GL(n; R) aller oberen
Dreiecksmatrizen mit Eintrdgen in R. Man zeige, dal das Aufmultiplizieren in
beliebiger aber fest gewihlter Reihenfolge stets eine Bijektion

[[vi=>U

1<j

induziert. Hinweis: Man betrachte rechts die Folge von Untergruppen U, := {A |
A;; =0fiir 0 < |i—j| < v} undverwende 3.1.11. Allgemeiner zeige man, daf fiir
jede Permutation w € &,, die Multiplikation bei beliebiger aber fester Reihenfolge
der Faktore.n eine Bijektion [, ; ,y<wy Uy = U N w™'Uw liefert. Hinweis:
Natiirlich gilt stets U, (3w (jyw = wUj;.

Ubung 3.1.13. In dieser Ubung sollen Sie den Satz von Cauchy zeigen: Jeder
Primfaktor der Ordung einer endlichen Gruppe tritt auch als Ordnung eines Ele-
ments besagter Gruppe auf. Man zeige der Reihe nach:

1. Fir eine Primzahl p und G = GL(n; F,) und die Untergruppe N C G der
unipotenten oberen Dreiecksmatrizen ist p kein Teiler von |G/N| und |N|
eine Potenz von p;

2. Jede endliche Untergruppe I' C G ohne Elemente der Ordnung p operiert
mit trivialen Isotropiegruppen auf G /N, folglich muB ihre Ordnung |T'| zu
p teilerfremd sein;

3. Jede endliche Gruppe I 148t sich als Untergruppe in GL(n; F,,) fiir n = ||
oder kanonischer in GL(F,(I")) einbetten.

Einen anderen Beweis, bei dem vollstindig innerhalb der Gruppentheorie argu-
mentiert wird, konnen Sie in 5.4.8 finden. Er scheint mir jedoch im ganzen eher
komplizierter.

3.2 Normalteiler und Nebenklassengruppen

Satz 3.2.1 (Universelle Eigenschaft surjektiver Gruppenhomomorphismen).
Seien G eine Gruppe, s : G — Q) ein surjektiver Gruppenhomomorphismus und
¢ : G — H ein beliebiger Gruppenhomomorphismus. Genau dann existiert ein
Gruppenhomomorphismus ¢ : () — H mit o = @ o s, wenn gilt ker(y) D ker(s).

3.2.2. Dieser Gruppenhomomorphismus ¢ ist dann natiirlich eindeutig bestimmt.
In diesem Sinne kann man unseren Satz auch dahingehend zusammenfassen, daf3
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das Vorschalten eines surjektiven Gruppenhomomorphismus s : G — (@ fiir jede
weitere Gruppe H eine Bijektion

(os) : Grp(Q, H) = {¢ € Gip(G, H) | ker(p) D ker(s)}

liefert. Der Ubersichtlichkeit halber stelle ich die in diesem Satz auftauchenden
Gruppen und Morphismen auch noch wieder anders in einem Diagramm dar:

G—>Q
I
AN\
H

Man sagt dann, ¢ faktorisiere in eindeutiger Weise iiber s.

Beweis. Offensichtlich gilt s7'(s(z)) = x ker(s) fiir alle z € G. Die Fasern von
unseres surjektiven Gruppenhomomorphismus s sind also genau die Nebenklas-
sen unter ker(s). Damit ist ¢ konstant auf den Fasern von s und wir finden nach
der universellen Eigenschaft von Surjektionen ?? schon einmal genau eine Abbil-
dung ¢ wie behauptet. Man priift ohne weitere Schwierigkeiten, daf sie sogar ein
Gruppenhomomorphismus sein muf3. 0

Beispiel 3.2.3. Wir haben etwa

7%= 7./87

I _

w:n—i" WO
CX

oder in Worten: Die Abbildung ¢ : n — i" faktorisiert tiber Z /87 und induziert
so einen Gruppenhomomorphismus @ : Z/8Z — C*, n +— i".

3.2.4 (Surjektive Gruppenhomomorphismen mit demselben Kern). Gegeben
eine Gruppe G und zwei surjektive Gruppenhomomorphismus s : G — () und ¢ :
G — P mit demselben Kern ker(s) = ker(t) sind die Gruppenhomomorphismen
t:Q — Pmittos =tund5: P — (Qmit 50t = snach 3.2.1 zueinander inverse
Isomorphismen (Q = P = (). Salopp gesprochen wird also bei einem surjektiven
Gruppenhomomorphismus ,,das Ziel bereits durch die Ausgangsgruppe und den
Kern festgelegt bis auf eindeutigen Isomorphismus®.

3.2.5. Die vorstehenden Uberlegungen legen die Frage nahe, welche Untergrup-
pen einer gegebenen Gruppe denn als Kerne von von unserer Gruppe ausgehenden
Gruppenhomomorphismen in Frage kommen. Das diskutieren wir im folgenden.
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Definition 3.2.6. Eine Untergruppe /N einer Gruppe G heifit normal oder auch ein
Normalteiler von GG, wenn in G die N-Rechtsnebenklassen mit den /N-Linksne-
benklassen iibereinstimmen, wenn also gilt

gN =NgVgeG
Die Aussage ,,/N C G ist ein Normalteiler* kiirzt man auch ab mit N < G.

Beispiele 3.2.7. In einer kommutativen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normal-
teiler. In der Gruppe S3 der Permutationen von 3 Elementen ist die Untergruppe
Sy C 83 aller Permutationen, die die dritte Stelle festhalten, kein Normalteiler.

3.2.8 (Diskussion der Terminologie). Normal zu sein ist fiir eine Untergruppe et-
was ganz Besonderes. In diesem Licht betrachtet ist unsere Terminologie gewoh-
nungsbediirftig Aber gut, vielleicht ist es ja bei Menschen auch so, dall normal zu
sein etwas ganz Besonderes ist.

3.2.9. Man sieht leicht, da} der Kern eines Gruppenhomomorphismus stets ein
Normalteiler sein mufl. Wir zeigen nun, dafl auch umgekehrt jeder Normalteiler
der Kern eines surjektiven Gruppenhomomorphismus ist.

Satz 3.2.10. Seien G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler. So gilt:

1. Die Menge G /N der Nebenklassen ist abgeschlossen unter der induzierten
Verkniipfung auf der Potenzmenge P(G) von G und wird mit dieser Ver-
kniipfung eine Gruppe, die Nebenklassengruppe oder auch der Quotient
von G nach N;

2. Die Abbildung G — G/N, die jedem Element seine Nebenklasse zuordnet,
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern N.

Beweis. Es gilt (gN)(¢1N) = gNg1 N = gg1 NN = gg1 N, also ist unsere Menge
stabil unter der Verkniipfung. Das Assoziativgesetz gilt eh, das neutrale Element
ist N, und das Inverse zu gN ist g~' N. Die zweite Aussage ist eh klar. [

Beispiel 3.2.11. Die Nebenklassengruppe Z/mZ kennen wir bereits aus 2.2.4, wo
wir darauf sogar noch eine Multiplikation erklirt hatten, die sie zu einem Ring
macht. Sie hat genau m Elemente.

Satz 3.2.12 (Isomorphiesatz). Jeder Homomorphismus ¢ : G — H von Gruppen
induziert einen Isomorphismus ¢ : G/ ker ¢ = im .

Beispiel 3.2.13. In unserem Beispiel 3.2.3 liefert uns der Isomorphiesatz einen
Isomorphismus Z /47 = {i" | n € Z} C C*.
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Die acht Symmetrien des Quadrats. Eine Linksnebenklasse g H der von der
Spiegelung an der Nordost-Diagonalen erzeugten Untergruppe besteht aus den
beiden Symmetrien des Quadrats, die die obere rechte Ecke in eine vorgegebene
weitere Ecke iiberfithren. Eine Rechtsnebenklasse H g besteht dahingegen aus
den beiden Symmetrien des Quadrats, bei denen die obere rechte Ecke von einer
vorgegebenen weiteren Ecke herkommt. Insbesondere ist /' kein Normalteiler in
der Gruppe der acht Symmetrien des Quadrats.
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Beispiel 3.2.14. Die Abbildung ¢ = 2can : Z — Z/10Z, n — (2n + 107Z)
hat den Kern ker o = 5Z und das Bild im¢ = {0,2,4,6,8} C Z/10Z. Der
Isomorphiesatz liefert in diesem Fall also einen Gruppenisomorphismus

7./57. % {0,2,4,6,8)

Beweis. Das folgt sofort aus unserern Erkenntnissen 3.2.4 iiber surjektive Grup-
penhomomorphismen mit demselben Kern, denn wir finden surjektive Gruppen-
homomorphismen von GG auf beide Seiten, die ein kommutatives Dreieck entste-
hen lassen und denselben Kern haben. U]

Korollar 3.2.15 (Noether’scher Isomorphiesatz). Ist G eine Gruppe und sind
K C H C G zwei Normalteiler von G, so induziert die Komposition von kanoni-
schen Abbildungen G — (G/K) — (G/K)/(H/K) einen Isomorphismus

G/H = (G/K)/(H/K)

3.2.16. Ist G eine Gruppe und sind K C H C G Untergruppen mit X normal
in H, so werden wir bald (G/K)/(H/K) als ,,Raum der Bahnen einer Operation
der Gruppe H/K auf der Menge GG/ K* verstehen konnen, und unsere Abbildung
ist dann immer noch wohldefiniert und nach 4.1.24 eine Bijektion.

Beweis. Nach unserern Erkenntnissen 3.2.4 iiber surjektive Gruppenhomomor-
phismen mit demselben Kern3.2.4 reicht es zu zeigen, dafl unsere Kompsition den
Kern H hat. Das ist jedoch klar. [

Ubungen

Ubung 3.2.17. Man zeige, daB in der symmetrischen Gruppe S; die Doppel-
transpositionen aus ?? zusammen mit dem neutralen Element einen Normalteiler
D C 8, bilden, und konstruiere einen Isomorphismus Sy/D = S.

Erginzende Ubung 3.2.18. Sei m € N eine natiirliche Zahl. Man zeige, dal die

Vorschrift ¢ — (1) fiir eine beliebige Gruppe G eine Bijektion
Grp(Z/mZ,G) S {g € G | g" = 1)

liefert. Man beachte, da hierbei 1 nicht das neutrale Element der additiv notierten
Gruppe Z/mZ bezeichnet, sondern die Nebenklasse der Eins, einen Erzeuger,
wohingegen 1 € G das neutrale Element der multiplikativ notierten Gruppe G
meint. Wieviele Gruppenhomomorphismen gibt es von Z/mZ nach Z /nZ.?

Ubung 3.2.19. Gegeben ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G
und ein Normalteiler N C G mit Urbild ¢~ }(N) = N C G induziert ¢ einen
Gruppenisomorphismus

¢:G/N > G/N
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Ubung 3.2.20. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ist stets ein Normaltei-
ler. Allgemeiner ist das Urbild eines Normalteilers unter einem Gruppenhomo-
morphismus stets ein Normalteiler, und das Bild eines Normalteilers unter einem
surjektiven Gruppenhomomorphismus ist wieder ein Normalteiler.

Ergiinzende Ubung 3.2.21. Jede Untergruppe vom Index Zwei ist ein Normaltei-
ler.

Ergiinzende Ubung 3.2.22. Jede Untergruppe von endlichem Index umfaBt einen
Normalteiler von endlichem Index.

Ergiinzende Ubung 3.2.23. Man nennt einen surjektiven Gruppenhomomorphis-
mus A — A” spaltend, wenn er ein Rechtsinverses besitzt, und nennt solch ein
Rechtsinverses dann eine Spaltung. Man zeige: Ist ¢ : A — A” ein surjektiver
Homomorphismus von abelschen Gruppen, A" C A sein Kernund ¢ : A” — A ei-
ne Spaltung von ¢, so erhalten wir vermittels der Vorschrift (a’, a”) — o' +1(a”)
einen Isomorphismus A’ x A” = A. Verallgemeinerungen auf den Fall nichtabel-
scher Gruppen besprechen wir in 5.2.10.

Ergiinzende Ubung 3.2.24. Man nennt einen injektiven Gruppenhomomorphis-
mus A — A” spaltend, wenn er ein Linksinverses besitzt, und nennt solch ein
Linksinverses dann eine Spaltung. Man zeige: Ist ¢ : A’ — A ein injekti-
ver Homomorphismus von abelschen Gruppen und ¢ : A — A’ eine Spaltung
und A” C A ihr Kern, so ist ¢ eine spaltende Surjektion und wir erhalten fiir
A" := ker ¢ wie in 3.2.23 einen Isomorphismus A’ x A” = A.

Erginzende Ubung 3.2.25. Jede Surjektion von einer abelschen Gruppe auf Z"
spaltet. Man gebe ein Beispiel fiir einen surjektiven Gruppenhomomorphismus,
der nicht spaltet.

Ubung 3.2.26. Man zeige, daB das Multiplizieren von Matrizen mit Spaltenvek-
toren eine Bijektion Mat(n x m;Z) = Grp(Z™,Z"), A — (Ao) zwischen der
Menge aller (n x m)-Matrizen mit ganzzahligen Eintrdgen und der Menge aller
Gruppenhomomorphismen Z™ — Z" liefert.

Ergiinzende Ubung 3.2.27. Seien A, B, C abelsche Gruppen. Eine Abbildung ¢ :
A x B — C heif}t bilinear oder genauer Z-bilinear, wenn jedes feste b € B einen
Gruppenhomomorphismus A — C, a — ¢(a,b) liefert und jedes feste a € A
einen Gruppenhomomorphismus B — C, b — ¢(a,b). Man zeige: Gegeben
eine bilineare Abbildung ¢ : A x B — (C und surjektive Homomorphismen
s:A— Pundt: B — @ mitp(ker(s) x B) =0 = ¢(A x ker(t)) gibt es genau
eine bilineare Abbildung ¢ : P x () — (' derart, daf das folgende Diagramm
kommutiert:

Ax B—2-(C
sxtl
PxQ—f>C

73



Analog erklart man multilineare Abbildungen fiir abelsche Gruppen und zeigt
Analoges fiir diese.

3.3 Zyklische Gruppen

Definition 3.3.1. Eine Gruppe heiflt zyklisch, wenn sie im Sinne von 1.3.5 von
einem einzigen Element erzeugt wird.

Definition 3.3.2. Sei g ein Element einer Gruppe . Die Ordnung ord g von g ist
die kleinste natiirliche Zahl n > 1 mit g™ = 14. Gibt es kein solches n, so setzen
wir ord g = oo und sagen, g habe unendliche Ordnung.

3.3.3. In jeder Gruppe ist das einzige Element der Ordnung 1 das neutrale Ele-
ment. Elemente der Ordnung < 2 hei3en auch Involutionen.

Proposition 3.3.4 (Struktur zyklischer Gruppen). Ist G eine Gruppe und g € G
ein Element, so stimmt die Ordnung von g iiberein mit der Kardinalitdit der von g
erzeugten Untergruppe, in Formeln ord g = |(g)|. Genauer gilt:

1. Hat g unendliche Ordnung, so ist die Abbildung v — g ein Isomorphismus
Z = {g);

2. Hat g endliche Ordnung ord g = n, so induziert v — g" einen Isomorphis-
mus Z./nZ = (g).

Beweis. Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus ¢ : Z — G, v +— g¢".
Nach dem Isomorphiesatz 3.2.12 haben wir einen Isomorphismus

Z/ker p = imp = (g)

Nach der Klassifikation 1.3.4 der Untergruppen von Z ist ker ¢ von der Form
ker ¢ = nZ fiir eindeutig bestimmtes 7 € N, und dann gilt notwendig n = ord g
fiir g von endlicher Ordnung bzw. n = 0 fiir g von unendlicher Ordnung. [

3.3.5. Motiviert durch diese Proposition nennt man die Kardinalitét einer Gruppe
oft die Ordnung der Gruppe. Wir haben mit unserer Proposition im Ubrigen
auch bewiesen, dal jede Gruppe mit genau 5 Elementen isomorph ist zu Z/5Z,
denn fiir jedes vom neutralen Element verschiedene Element unserer Gruppe ist
(g) eine Untergruppe mit mindestens zwei Elementen, also nach Lagrange bereits
die ganze Gruppe. Wir formulieren das gleich noch allgemeiner.

Ergdnzung 3.3.6 (Diskussion der Notation). Fiir die endlichen zyklischen Grup-
pen Z/nZ mit n > 1 sind viele alternative Notationen gebriuchlich. Ich kenne
insbesondere die alternativen Notationen C,,, Z,, und Z,,, von denen ich die letzte
am wenigsten mag, da sie im Fall einer Primzahl n = p auch fiir die sogenannten
p-adischen Zahlen benutzt wird.
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Korollar 3.3.7. Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch. Ist genauer p eine
Primzahl und G eine Gruppe mit |G| = p Elementen, so gibt es fiir jedes Element
g € G\1¢ genau einen Gruppenisomorphismus 7./pZ — G mit 1 — g.

Beweis. Nach dem Satz von Lagrange 3.1.5 teilt die Ordnung jeder Untergrup-
pe die Ordnung der ganzen Gruppe. Eine Gruppe von Primzahlordnung hat also
nur genau zwei Untergruppen, ndmlich die einelementige Untergruppe, die nur
aus dem neutralen Element besteht, und die ganze Gruppe als Untergruppe von
sich selbst. Die von einem Element, das nicht das neutrale Element ist, erzeugte
Untergruppe muf} also notwendig bereits die ganze Gruppe sein. [

Korollar 3.3.8. Bei einer endlichen Gruppe G teilt die Ordnung jedes Elements
g € G die Ordnung der ganzen Gruppe und es gilt mithin

gl =1

Beweis. Man wende den Satz von Lagrange 3.1.5 an auf die von unserem Element
erzeugte Untergruppe. Es folgt, daBB r := ordg = [(g)| ein Teiler von |G| ist,
|G| = ra mit @ € N. Damit erhalten wir aber

gl =gr=(g)=1"=1 H

Korollar 3.3.9 (Kleiner Fermat). Ist p eine Primzahl, so gilt fiir alle ganzen
Zahlen a € 7 die Fermat’sche Kongruenz

a’? =a (mod p)

Beweis. Die multiplikative Gruppe (Z/pZ)* des Korpers Z/pZ hat genau p — 1
Elemente, nach 3.3.8 gilt also oP~! = 1 fiir alle b € (Z/pZ)*. Es folgt b* = b fiir
alle b # 0, und fiir b = 0 gilt diese Gleichung eh. Mit b = a + pZ ergibt sich dann
die Behauptung. 0

3.3.10. Gibt es natiirliche Zahlen n € N, die

bei Division durch 6 Rest 4 lassen,
bei Division durch 13 Rest 2, und
bei Division durch 11 Rest 9?

Da (6,13) = (13,11) = (6,11) = (1) lautet die Antwort ja, wie man aus dem
anschlieBenden Korollar 3.3.13 folgert.

Satz 3.3.11. Ist m = ab ein Produkt von zwei zueinander teilerfremden positiven
natiirlichen Zahlen, so liefert die Abbildung  : n — (n + aZ,n + bZ) einen
Isomorphismus

Z)mZ = T.)aZ x 7,/bZ.
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3.3.12. Ubung 3.4.24 zeigt, daB die fraglichen Gruppen im Fall nicht teilerfremder
Faktoren auch nicht isomorph sind.

Beweis. Der Kern unserer Abbildung

K: Z — ZJaZ x7/VZ
n — (n+aZ,n+bZ)

besteht aus allen n € 7Z, die durch a und b teilbar sind, also aus allen Vielfa-
chen von m. Unser Isomorphiesatz 3.2.12 liefert mithin einen Isomorphismus
Z/mZ = im k. Daraus folgt hinwiederum imx = Z/aZ x Z/bZ, da unsere
Untergruppe im « bereits selbst m = ab Elemente hat. [

Korollar 3.3.13 (Chinesischer Restsatz). Istm = q, . .. qs ein Produkt von paar-
weise teilerfremden ganzen Zahlen, so liefert die offensichtliche Abbildung einen

Isomorphismus
Z/mZL > L]l X ... x L]qZ

Beweis. Das folgt induktiv aus dem in 3.3.11 behandelten Fall s = 2. Die Details
mag der Leser als Ubung selbst ausfiihren. [

Ergdnzung 3.3.14. Ein Element endlicher Ordnung in einer Gruppe heif3t ein Tor-
sionselement. Eine Gruppe, in der alle Elemente auler dem neutralen Element
unendliche Ordnung haben, heif3t torsionsfrei. Zum Beispiel sind die abelschen
Gruppen Z, Q und R torsionsfrei. Die Menge aller Torsionselemente ist in jeder
abelschen Gruppe A eine Untergruppe, die Torsionsuntergruppe A;,,. In der Tat
folgt, wenn wir unsere Gruppe einmal additiv notieren, fiir v,y € A aus nx = 0
und my = 0 bereits nm(x +y) = 0.

Satz 3.3.15 (Primzahltorsion in abelschen Gruppen). Gegeben eine abelsche
Gruppe A gilt:

1. Fiir jede Primzahl p ist die Teilmenge A(p) aller Elemente von p-Potenz-
Ordnung eine Untergruppe;

2. Sind py, ..., p, paarweise verschiedene Primzahlen, so liefert das Verkniip-
fen einen injektiven Gruppenhomomorphismus

Alpr) X ... x A(p,) — A

3. Das Bild unseres Gruppenhomomorphismus aus Teil 2 besteht genau aus
den Elementen von A, deren Ordnung endlich ist und von keinen von p;
verschiedenen Primzahlen geteilt wird.
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Vorschau 3.3.16. Dieser Satz wird sich in ?? ebenso wie der Satz ?? {iber die
Direktheit der Summe der Hauptriume als Spezialfall desselben allgemeinen Re-
sultats zu ,,Moduln iiber Kringen* erweisen.

Beweis. (1) Wir notieren unsere abelsche Gruppe A additiv. Gegeben =,y € A
der Ordnungen p" und p® liefert die Vorschrift (n, m) — nx + my einen Gruppen-
homomorphismus Z/p"Z x Z/p°*Z — A. Offensichtlich landet er sogar in A(p)
und sein Bild enthilt = und y. Das zeigt die erste Behauptung.

(2) Es gilt zu zeigen, daB der Kern Null ist. Sei sonst (x1, ..., z,) im Kern aber
nicht Null. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir x; # 0 annehmen.
die Gleichung

—X1 =22+ ...+ T,
zeigt dann (ps ... p,)Nx; = 0 fiir hinreichend groBes N, im Widerspruch zu un-
serer Annahme, daf3 die Ordnung von z; eine Potenz von p; sein soll.

(3) Es reicht, das fiir zyklische Torsionsgruppen zu zeigen. In diesem Fall folgt es
aber unmittelbar aus dem chinesischen Restsatz. 0

Korollar 3.3.17 (Primzerlegung endlicher abelscher Gruppen). Sei E eine
endliche abelsche Gruppe.

1. Gegeben eine Primzahl p ist die Teilmenge E(p) aller Elemente, deren Ord-
nung eine p-Potenz ist, eine Untergruppe von p-Potenzordnung;

2. Sind py, ..., p, die paarweise verschiedenen Primzahlen, die in der Prim-
faktorzerlegung von | E| mindestens einmal vorkommen, so liefert die Ver-
kniipfung einen Gruppenisomorphismus

E(p1) x...x E(p,) > E

Beweis. Unser Korollar folgt unmittelbar aus Satz 3.3.15 iiber Primzahltorsion in
abelschen Gruppen mit Ausnahme der Aussage, daB F(p) eine Gruppe von p-
Potenzordnung ist. Das folgt aber fiir alle endlichen abelschen Gruppen, in denen
jedes Element p-Potenzordnung hat, durch Induktion iiber die Gruppenordnung.
Unser Korollar wird alternativ auch unmittelbar aus dem Klassifikationssatz fiir
endlich erzeugte abelsche Gruppen 3.4.5 folgen. [

Ergdnzung 3.3.18 (Satz von Cauchy im abelschen Fall). Teilt eine Primzahl p
die Ordnung einer endlichen abelschen Gruppe F, so gibt es insbesondere in £ ein
Element der Ordnung p : In der Tat ist dann E(p) nicht trivial; es gibt darin also
ein vom neutralen Element verschiedenes Element a; dessen Ordnung ist etwa p”
mit » > 1; und dann ist in additiver Notation p"~'a das gesuchte Element der
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Ordnung p. Dieselbe Aussage gilt auch fiir beliebige endliche Gruppen und heif3t
der ,,Satz von Cauchy*, aber der Beweis ist dann schwieriger, vergleiche 3.1.13
oder 5.4.8.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 3.3.19 (Polynomfunktionen iiber endlichen Korpern). Sei
k ein endlicher Korper mit |k| = ¢ Elementen. Man zeige a? = a fiir alle
a € k. Man zeige weiter, dal der Kern unserer Surjektion k[Xy,...,X,] —

Ens(k", k) aus 2.4.3 genau aus denjenigen Polynomen besteht, die sich als Sum-
me P (X{ — X1) 4+ ... + P,(X? — X,,) der Produkte von irgendwelchen Po-
lynomen P; € k[X,...,X,] mit den Polynomen (X! — X;) schreiben lassen.
Hinweis: Unsere Summen von Produkten bilden einen Untervektorraum, zu dem
der Untervektorraum aller Polynome, in denen kein X; in der Potenz ¢ oder hoher
vorkommt, komplementér ist.

Ubung 3.3.20 (Untergruppen zyklischer Gruppen). Man zeige: Jede Unter-
gruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Genauer haben wir fiir beliebiges
m € N eine Bijektion

{Teiler d € Nvonm} — {Untergruppen von Z/mZ}
d w~ dZ/mZ

Man folgere, dal3 jede echte, als da heillit von der ganzen Gruppe verschiedene
Untergruppe einer zyklischen Gruppe von Primzahlpotenzordnung Z/p”Z in der
Untergruppe pZ/p"Z C 7 /p"Z enthalten sein muf}. Hinweis: 1.3.4.

Ergiinzende Ubung 3.3.21. Man zeige: Jede endlich erzeugte Untergruppe von Q
ist zyklisch.

Ergiinzende Ubung 3.3.22. Man zeige, daB die additive Gruppe aller Gruppen-
homomorphismen Grp(Z/nZ,Q/Z) unter punktweiser Addition isomorph ist zu
Z/nZ, fir allen > 1.

Ubung 3.3.23. Man gebe alle Zahlen an, die bei Division durch 6 Rest 4 lassen,
bei Division durch 13 Rest 2, und bei Division durch 11 Rest 9. Hinweis: Der
euklidische Algorithmus liefert schon mal Losungen, wenn ein Rest 1 ist und die
anderen Null.

Ubung 3.3.24. Man zeige, daB es in einer zyklischen Gruppe der Ordnung n genau
dann Elemente der Ordnung d gibt, wenn d ein Teiler von n ist.

Ubung 3.3.25. Gibt es ein Vielfaches von 17, dessen letzte Ziffern 39 lauten?

Ergiinzende Ubung 3.3.26. Gegeben z, yy zwei Elemente endlicher Ordnung in ei-
ner abelschen Gruppe G teilt die Ordnung ihres Produkts das kleinste gemeinsame
Vielfache ihrer Ordnungen, und sind die Ordnungen von z und y teilerfremd, so
gilt sogar ord(zy) = (ord x)(ord y).
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Ergiinzende Ubung 3.3.27. In jeder endlichen abelschen Gruppe wird die maximal
von einem Gruppenelement erreichte Ordnung geteilt von den Ordnungen aller
Gruppenelemente. Hinweis: Bezeichnet A/ C N die Menge aller Ordnungen von
Elementen unserer Gruppe, so enthilt M mit jeder Zahl auch alle ihre Teiler.
Weiter enthélt M nach 3.3.26 mit je zwei teilerfremden Zahlen auch ihr Produkt.

Ubung 3.3.28 (Verallgemeinerte Fermat’sche Kongruenz). Gegeben Primzah-
len py,...,p, und eine Zahl e mit e = 1 (mod (p; — 1)) Vi zeige man fiir alle
a € Z die Kongruenz a® = a (mod (p; ...p,)). Hinweis: Man folgere das zu-
nichst im Fall » = 1 aus dem Kleinen Fermat. Fiir den allgemeinen Fall kombi-
niere man den Chinesischen Restsatz mit dem Kleinen Fermat.

Ergdnzung 3.3.29 (Verschliisselung nach dem RSA-Verfahren). Ich will ver-
suchen, das sogenannte RSA-Verfahren nach Rivest, Shamir und Adleman zum
offentlichen Vereinbaren geheimer Schliissel anhand des folgenden Schemas zu
erkldren.

Geheimbereich Alice Offentlicher Geheimbereich Bob
Bereich

Alice wiahlt zwei grof3e
Primzahlen p, ¢ und berech-
net das Produkt N = pq. Sie
wihlt Zahlen s, € N mit
st=1 (mod (p—1)(¢—1)).
Sie macht N und ¢ offent-

lich.
N, t
Bob wihlt eine Restklasse
a € Z/NZ, berechnet a',
und macht es offentlich.
at € Z/NZ

Alice berechnet (a')® = a.

Die Restklasse a € Z/NZ ist dann der gemeinsame geheime Schliissel. Die be-
hauptete Gleichheit von Restklassen (a')* = a priift man mit Hilfe des Ringiso-
morphismus

Z/NZ = 7]pZ x 7] qZ

In Z/pZ haben wir ja ¢* = a wann immer gilt + = 1 (mod p — 1). In Z/qZ
haben wir ebenso a® = a wann immer gilt x = 1 (mod ¢ — 1). Falls beides gilt
und erst recht falls gilt z = 1 (mod (p — 1)(¢ — 1)) haben wir also ¢ = a in
Z/NZ. Diese Identitit ist ein Spezialfall unserer verallgemeinerten Fermat’schen
Kongruenz 3.3.28. Der Trick beim RSA-Verfahren besteht darin, daf} alle derzeit
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bekannten Verfahren zum Faktorisieren einer groen Zahl wie N sehr viel Re-
chenzeit brauchen. Es ist also moglich, N zu verdffentlichen und dennoch p, g
geheim zu halten, die hinwiederum fiir die Berechnung von s benotigt werden.
Des weiteren braucht es mit allen derzeit bekannten Verfahren auch sehr viel Re-
chenzeit, um aus a' auf a zuriickzuschlieBen, also eine ,,t-te Wurzel modulo N*
zu finden.

3.4 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Proposition 3.4.1. Jede Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Grup-
pe ist endlich erzeugt, und fiir die Untergruppe bendtigt man hochstens soviele
Erzeuger wie fiir die ganze Gruppe.

Ergéinzung 3.4.2. Eine Untergruppe einer nicht abelschen endlich erzeugten Grup-
pe mufl im allgemeinen keineswegs endlich erzeugt sein. Ein Beispiel geben wir
in 22,

Beweis. Induktion iiber die Zahl der Erzeuger. Im Fall einer zyklischen Gruppe
wissen wir nach 3.3.20 oder eigentlich 1.3.4 bereits, da3 auch jede ihrer Unter-
gruppen zyklisch ist. Sei nun unsere Gruppe X additiv notiert und sei zy, . .., ),
ein Erzeugendensystem. Sei Y C X eine Untergruppe. Nach 3.3.20 ist Y N (xo)
zyklisch, etwa erzeugt von gy. Nach Induktionsannahme ist das Bild von Y in
X/{(xo) endlich erzeugt, etwa von den Nebenklassen ¢y, . . . , 7, gewisser Elemen-
te y1,...,Y, € Y. Der Leser wird nun in Anlehnung an den Beweis von ?? un-
schwer zeigen konnen, dal o, y1, . . ., y, bereits ganz Y erzeugen. [

3.4.3. Unter einer Primzahlpotenz oder kurz Primpotenz verstehen wir im fol-
genden eine natiirliche Zahl der Gestalt ¢ = p°® fiir p prim und e > 1. Gegeben
eine Primzahl p verstehen wir unter einer p-Potenz dahingegen eine natiirliche
Zahl der Gestalt ¢ = p° fiir p prim und e > (0. Man mége mir nachsehen, dal3
in dieser Terminologie nicht alle p-Potenzen Primzahlpotenzen sind. Die beiden
folgenden Sitze geben zwei Klassifikationen der endlich erzeugten abelschen
Gruppen.

Satz 3.4.4 (Klassifikation durch Teilerfolgen). Fiir jede endlich erzeugte abel-
sche Gruppe X gibt es genau ein s > 0 und ein s-Tupel von von 1 verschiedenen
natiirlichen Zahlen (ay, . .. ,as) € {0,2,3,...}° mit a;|a;+1 fiir 1 <1i < s derart,
daf3 gilt

XEZ/WZ % ...xLlaZ

Satz 3.4.5 (Klassifikation durch Multimengen von Primzahlpotenzen). Fiir
jede endlich erzeugte abelsche Gruppe X gibt es Primzahlpotenzen qq, . . . , q; und
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eine natiirliche Zahl r € N mit
XZ2Z/GZx ... xL/GZ X L"

Die Zahl r wird durch X eindeutig festgelegt und heifst der Rang von X. Wir
notieren sie v = rang(X). Die Primzahlpotenzen q, sind eindeutig bis auf Rei-
henfolge.

Vorschau 3.4.6. Die zweite Klassifikation wird sich in ?? zusammen mit der Jor-
dan’schen Normalform als Spezialfall derselben Klassifikation von ,,Moduln iiber
Hauptidealringen* erweisen.

3.4.7. Es wird im zweiten Satz nicht gefordert, dal die Primzahlpotenzen paar-
weise verschieden sein sollen. Ich erinnere daran, dal wir in ?? eine Multimenge
von Elementen einer Menge P erklirt hatten als eine Abbildung P — N. In die-
sem Sinne ist dann auch die Bezeichnung des zweiten Satzes zu verstehen.

3.4.8 (Ubergang zwischen beiden Klassifikationen). Um von der Darstellung
im ersten Klassifikationssatz zu der im Zweiten iiberzugehen, kann man sich auf
den Fall endlicher Gruppen beschréinken, indem man die Nullen an der Ende der
Folge der a; abschneidet, die eben fiir den Faktor Z" verantwortlich sind. Die an-
deren a; zerlegt man in ein Produkt von Primzahlpotenzen, und die zugehdrigen
Faktoren Z/a;Z zerfallen dann nach dem chinesischen Restsatz entsprechend in
ein Produkt zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung. Um von der Dar-
stellung im zweiten Klassifikationssatz zu der im Ersten iiberzugehen, kann man
sich wieder auf den Fall endlicher Gruppen beschrinken. Gegeben ein Produkt
zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung betrachtet man zunéchst von je-
der dabei auftauchenden Primzahl die hochste jeweils vorkommende Potenz und
multipliziert diese zusammen: Das gibt a,. Dann streicht man alle ,,verbrauchten*
Potenzen und macht genauso weiter.

Korollar 3.4.9. Jede endliche abelsche Gruppe ist ein Produkt von zyklischen
Gruppen von Primzahlpotenzordnung, und die dabei auftretenden Primzahlpo-
tenzen und ihre Vielfachheiten sind wohlbestimmt bis auf Reihenfolge. In Formeln
erhalten wir so eine Bijektion

Endliche Multimengen ~ Endliche abelsche Gruppen
von Primzahlpotenzen bis auf Isomorphismus

MU RN = L/ X L)ql X ... X L] 47

3.4.10. Man beachte bei den vorhergehenden Sitzen, daf} die Faktoren keineswegs
eindeutig sind ,,als Untergruppen unserer abelschen Gruppe®. Die Beweise wer-
den uns bis zum Ende des Abschnitts beschiftigen. Eine erste wesentliche Zutat
ist der gleich folgende Elementarteilersatz 3.4.13.
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Beispiel 3.4.11. Die Gruppen (Z/9Z)? x Z/AZ und Z/3Z x Z.]27Z x Z./AZ sind
nicht isomorph, denn sie entsprechen den beiden unterschiedlichen Multimengen
von Primzahlpotenzen ,{9,9,4} und ,{3, 27,4} oder alternativ den beiden un-
terschiedlichen Teilerfolgen 9|36 und 3|108. Man kann das aber auch ohne alle
Theorie unschwer einsehen: Die zweite Gruppe enthélt Elemente der Ordnung
27, die erste nicht. Der Beweis, daf} die explizit angegebenen Gruppen in unse-
ren Klassifikationssidtzen jeweils paarweise nicht isomorph sind, verfeinert diese
Grundidee.

3.4.12 (Endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppen). Jede endlich er-
zeugte torsionsfreie abelsche Gruppe ist nach jeder unserer beiden Klassifikatio-
nen 3.4.4 und 3.4.5 isomorph zu Z" fiir genau ein r € N.

Satz 3.4.13 (Elementarteilersatz). 1. Gegeben eine nicht notwendig quadra-
tische Matrix A mit ganzzahligen Eintrcigen gibt es stets quadratische ganz-
zahlig invertierbare Matrizen mit ganzzahligen Eintrdgen P und () derart,
daf3 B := PAQ eine Matrix mit Nullen auf3erhalb der Diagonalen ist, in
der die Diagonaleintrige weiter vorn jeweils die Diagonaleintrdge weiter
hinten teilen, in Formeln i # j = B, ; = 0 und B; ;| Bit1,i41 Vi;

2. Wir konnen durch geeignete Wahl von P und () sogar zusditzlich erreichen,
daf alle Diagonaleintrdige nichtnegativ sind, und unter dieser Zusatzannah-
me werden besagte Diagonaleintrige durch die Matrix A bereits eindeutig
festgelegt.

3.4.14. Ich nenne die Multimenge der Diagonaleintrige von B die Multimen-
ge der Elementarteiler der Matrix A. Den Beweis der analogen Aussage fiir
Polynomringe diirfen Sie selbst als Ubung 3.4.29 ausarbeiten. Eine gemeinsame
Verallgemeinerung fiir sogenannte ,,Hauptidealringe* wird in ?? dargestellt.

Beweis. Wir beginnen mit dem Nachweis der Existenz. Ist A die Nullmatrix, so
ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir P, () invertierbar derart, da3 PA() oben
links einen positiven Eintrag hat. Es gibt dann natiirlich auch P, Qi derart,
daB Pin AQwmin den kleinstmoglichen positiven Eintrag hat unter allen P A() mit
positivem Eintrag dort. Dann teilt dieser Eintrag notwendig alle anderen Eintrige
der ersten Spalte, da wir sonst durch Zeilenoperationen, genauer durch Subtrakti-
on eines Vielfachen der ersten Zeile von einer anderen Zeile, Multiplikation einer
Zeile mit —1 und Vertauschung zweier Zeilen, einen noch kleineren positiven
Eintrag oben links erzeugen konnten. Ebenso teilt unser Eintrag auch alle anderen
Eintrige in der ersten Zeile. Durch entsprechende Zeilen- und Spaltenoperationen
konnen wir also zusitzlich die erste Zeile und Spalte bis auf den ersten Eintrag
als genullt annehmen. Teilt nun unser positiver Eintrag oben links nicht alle an-
deren Eintridge unserer Matrix, sagen wir nicht den Eintrag a, ; mit ¢ # 1 # j,
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Berechnung der Elementarteiler einer ganzzahligen Matrix durch ganzzahlige
ganzzahlig invertierbare Zeilen- und Spaltenoperationen. Wir finden die
Elementarteiler 2, 10, 0 jeweils mit der Vielfachheit Eins.
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so konnten wir durch Addieren der ersten Zeile zur ¢-ten Zeile gefolgt von einer
Subtraktion eines Vielfachen der ersten Spalte von von der j-ten Spalte einen noch
kleineren positiven Eintrag an der Stelle (i, 7) erzeugen, und ihn durch Zeilen-
und Spaltenvertauschung in die linke obere Ecke bringen im Widerspruch zu un-
serer Annahme. Also teilt unser positiver Eintrag oben links alle anderen Eintrige
unserer Matrix und eine offensichtliche Induktion beendet den Beweis der Exis-
tenz. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, betrachten wir fiir jedes r die sogenannten
r-Minoren unserer Matrix. Man versteht darunter die Determinanten aller derje-
nigen (r x r)-Matrizen, die wir aus unserer Matrix durch das Streichen von Zeilen
und Spalten erhalten konnen. Dann bemerken wir, daB sich fiir gegebenes » > 1
der groBte gemeinsame Teiler G, aller (r x r)-Minoren unter Zeilen- und Spal-
tenoperationen nicht dndert. Folglich sind die GG, = d; . . . d,, wohlbestimmt durch
A, und dasselbe gilt dann auch fiir die d;. 0

3.4.15 (Herkunft der Terminologie). Der Begriff der ,,Minoren einer Matrix*
wurde meines Wissens in einer Arbeit von Arthur Cayley in Crelles Journal im
Jahre 1855, Band 50, Seite 282, mit dem Titel ,,Sept différents mémoires d’analyse.
No 3: Remarques sur la notation des fonctions algébriques® eingefiihrt. Cayley
war mit Sylvester befreundet, auf den wie bereits in ?? erwihnt die Verwendung
des Begriffs einer ,,Matrix* in der Mathematik zuriickgeht.

Beweis der Klassifikationen 3.4.4 und 3.4.5. Wir notieren im folgenden unsere abel-
sche Gruppe X additiv. Gegeben ein Erzeugendensystem x4, . . ., x,, von X erkli-
ren wir durch die Vorschrift (a4, ...,a,) — a;x; + ... + a,x, einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus

7" — X

Dessen Kern ist nach 3.4.1 eine endlich erzeugte abelsche Gruppe K, fiir die wir
wieder einen surjektiven Gruppenhomomorphismus Z™ — K finden konnen. Mit
der Notation 7 fiir die Komposition Z™ — K < Z" erhalten wir also einen
Isomorphismus abelschen Gruppen

7"/ imp = X

Genau wie bei Vektorrdumen iiberlegt man sich, daf} die Gruppenhomomorphis-
men Z™ — 7" genau die Multiplikationen von links mit ganzzahligen (n X m)-
Matrizen sind, falls Elemente aus Z™ bzw. Z™ als Spaltenvektoren aufgefalit wer-
den, vergleiche 3.2.26. Weiter iiberlegt man sich, da3 auch in dieser Situation die
Verkniipfung von Homomorphismen der Multiplikation von Matrizen entspricht.
Bezeichnet nun A die Matrix unserer Abbildung Z™ — 7", und wihlen wir P
und () wie im Elementarteilersatz, so ergibt sich ein kommutatives Diagramm
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von abelschen Gruppen
A

7 —— 7"

QTZ Pil

gm _ D mn
fiir eine nicht notwendig quadratische Diagonalmatrix D mit nichtnegativen Ein-
trigen dy|ds| .. .|d, fir ¥ = min(m,n). In anderen Worten bildet der Gruppen-
isomorphismus P : Z" = 7Z" in dieser Situation im ¢) = im A bijektiv auf im D
ab und wir erhalten Isomorphismen

X=27Z"/imy=2"/imA=Z"/im D

Fiir die Diagonalmatrix D mit Diagonaleintrigen d; ist aber klar, daB Z" /(im D)
isomorph ist zu einem Produkt der Gruppen Z/d;7Z mit soviel Kopien von Z,
wie es in unserer Matrix D mehr Spalten als Zeilen gibt, also mit (n — ) Ko-
pien von Z. Formaler kann das auch mit dem allgemeinen Resultat ?? begriindet
werden, nach dem ,,Produkte exakter Sequenzen wieder exakt sind. Lassen wir
von unserer Folge d;|ds| . .. |d, nun alle Einsen vorne weg und ergénzen am En-
de (n — r) Nullen, so erhalten wir eine Folge a,] ... |as; wie in der Klassifikation
durch Teilerfolgen 3.4.4 gefordert, und die Existenz dort ist gezeigt. Mit dem Chi-
nesischen Restsatz 3.3.13 folgt dann auch sofort die Existenzaussage der Klassi-
fikation durch Primzahlpotenzen 3.4.5. Um die Eindeutigkeit in unseren Klasifi-
kationen zu zeigen bemerken wir, daB fiir jede endlich erzeugte abelsche Gruppe
X und jede Primzahl p und alle n > 1 der Quotient p" ' X /p" X nach 2.2.43 in
eindeutiger Weise ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber IF,, ist. Wir notieren
seine Dimension
D}(X) := dimg, (p" ' X/p"X)

Alternativ mag man Dy (X) auch als die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl
D € Nmit [p"~' X /p" X | = p” charakterisieren. Man sieht nun leicht oder folgert
formal mit ?? die Formel D}}(X x Y') = D}(X) + D} (Y') fiir je zwei endlich er-
zeugte abelsche Gruppen X und Y. Fiir zyklische Gruppen X = Z/aZ behaupten

wir schlieBlich

n - 1 falls p" teilt a;
Dy(Z/aZ) = { 0 sonst.

In der Tat ist das klar fiir a = p™, fiir a teilerfremd zu p ist es eh klar, und mit
dem Chinesischen Restsatz 3.3.11 folgt es im allgemeinen. Fiir jede Zerlegung
X =Z/dZ % ...x Z]d,Z finden wir also

Dy (X) = [{i | p" teilt d; }|

Fir X 2 Z" X Z/n7Z X ... x Z/q,Z wie in 3.4.5 finden wir insbesondere mit den
Notationen von dort

D(X) = r+ [{i | p" teilt q;}]
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Wenden wir diese Erkenntnis an auf alle Primzahlen p, so folgt die im Satz be-
hauptete Eindeutigkeit ohne weitere Schwierigkeiten: Wir erhalten genauer fiir
jede Primzahl p und jedes n > 1 die nur von unserer Gruppe abhéngenden Dar-
stellungen |{i | ¢; = p"}| = Dp(X) — Dy*'(X) und r = limy,o DJ}(X) fiir
die Zahl der zyklischen Faktoren von vorgegebener Primzahlpotenzordnung und
den Rang r des freien Anteils. Die Eindeutigkeit in 3.4.4 hinwiederum kann man
leicht aus der Eindeutigkeit in 3.4.5 folgern: Verschiedene Teilerfolgen fiihren of-
fensichtlich zu verschiedenen Multimengen von Primzahlpotenzen oder verschie-
denen Réngen. 0

Definition 3.4.16. Gegeben eine Gruppe G heifit die kleinste Zahl e > 1 mit
g¢ =1 Vg € G der Exponent unserer Gruppe. Gibt es kein solches e, so sagen
wir, die Gruppe habe unendlichen Exponenten.

Satz 3.4.17 (Endliche Gruppen von Einheitswurzeln). Jede endliche Unter-
gruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers ist zyklisch.

3.4.18. Die Elemente ¢ endlicher Ordnung in der multiplikativen Gruppe eines
Korpers sind per definitionem genau diejenigen Elemente, die eine Gleichung der
Gestalt (" = 1 erfiillen. Man nennt sie deshalb auch die Einheitswurzeln des
Korpers.

Beispiel 3.4.19. Um uns auf den gleich folgenden Beweis einzustimmen zeigen
wir zunichst beispielhaft, daB3 jede 18-elementige Untergruppe der multiplikativen
Gruppe eines Korpers zyklisch ist. Nach 3.4.4 muf} unsere Gruppe ja isomorph
sein zu genau einer der beiden Gruppen Z/18Z und Z /67 x Z./ 3. Es gilt also nur,
die zweite Moglichkeit auszuschlieBen. Im zweiten Fall giibe es jedoch in unserer
Gruppe 8 Elemente der Ordnung drei und 9 Elemente, deren Ordnung drei teilt,
und das steht im Widerspruch dazu, daR das Polynom X3 — 1 in unserem Korper
hochstens drei Nullstellen haben kann.

Beweis. In jeder endlichen kommutativen Gruppe wird die maximale von einem
Gruppenelement erreichte Ordnung n geteilt von den Ordnungen aller Gruppen-
elemente, zum Beispiel nach dem Klassifikationssatz 3.4.4 oder direkter nach
Ubung 3.3.27. Wiire eine endliche Untergruppe £ der multiplikativen Gruppe
eines Korpers nicht zyklisch, so gibe es also n < |E| mit (" = 1 V¢ € E
im Widerspruch dazu, dal das Polynom X" — 1 in unserem Korper hochstens n
Nullstellen haben kann. [

Ergdnzung 3.4.20 (Nichtspalten der Einbettung der Torsionsuntergruppe). Ge-
geben eine abelsche Gruppe A bilden die Elemente endlicher Ordnung nach 3.3.14
stets eine Untergruppe Ay, C A und der Quotient A/Ay,, ist offensichtlich tor-
sionsfrei. Allerdings gibt es im Gegensatz zum Fall endlich erzeugter abelscher
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Gruppen im allgemeinen keinen Gruppenisomorphismus zwischen A und Ao, X
(A/Aqor)- Betrachten wir etwa in der Gruppe A aller Folgen a,, mit a,, € Z/p"Z,
die wir spiter einmal A =[]~ Z/p"Z notieren, das Element

v = (E?OJ?vOaFaO?'“)?

So ist v kein Torsionselement und seine Nebenklasse v € A/A;., ist folglich
nicht Null und fiir alle 7 > 0 gibt es w = w; € A/A, mit p'w = v. Das
einzige Element von A, das in dieser Weise ,,durch alle p-Potenzen teilbar ist®, ist
jedoch die Null. Folglich existiert kein Gruppenisomorphismus zwischen A und
Agor X (A/Aior). Dies Beispiel ist im iibrigen eine Variation von 2?2.

Ubungen

Ubung 3.4.21. Sei k ein Korper. Die Matrizen vom Rang < 7 in Mat(m x n; k)
sind genau die Matrizen, bei denen alle 7-Minoren verschwinden.

Ergiinzende Ubung 3.4.22. Der Rang einer endlich erzeugten abelschen Gruppe
X kann beschrieben werden als die Dimension des Q-Vektorraums Grp(X, Q)
aller Gruppenhomomorphismen von X nach QQ, mit seiner Vektorraumstruktur als
Teilraum des Q-Vektorraums Ens(X, Q).

Ergiinzende Ubung 3.4.23. Man gebe ein dreielementiges beziiglich Inklusion mi-
nimales Erzeugendensystem der Gruppe Z an.

Ergiinzende Ubung 3.4.24. Gegeben a,b € N> gibt es einen Gruppenisomor-
phismus Z/abZ = 7./aZ x Z/bZ genau dann, wenn a und b teilerfremd sind.

Ergiinzende Ubung 3.4.25. Man zeige, daB fiir jede nichttriviale zyklische Grup-
pe gerader Ordnung 2n in additiver Notation die Multiplikation mit n als Bild
die einzige Untergruppe mit zwei Elementen hat und als Kern die einzige Unter-
gruppe vom Index Zwei. Des weiteren zeige man, dall es nur einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus von unserer zyklischen Gruppe gerader Ordnung auf
,die* zweielementige Gruppe gibt.

Ergiinzende Ubung 3.4.26. Man berechne die Elementarteiler der Matrix

(G2 BN eI )
Ot 3 W
U1 00 W~
Ot © Ot

Ergiinzende Ubung 3.4.27. Man zeige, daB jede von Null verschiedene Zeilen-
matrix als einzigen Elementarteiler den groften gemeinsamen Teiler der Matrix-
eintridge hat.
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Ergiinzende Ubung 3.4.28. Sind a,b € Z teilerfremd, in Formeln {(a, b) = (1), so
14Bt sich das Element (a, b) € Z? ergiinzen zu einem Erzeugendensystem von Z2,
Man formuliere und zeige auch die analoge Aussage fiir Z".

Ergiinzende Ubung 3.4.29 (Smith-Zerlegung). Gegeben eine nicht notwendig
quadratische Matrix A mit Eintrdgen im Polynomring k[X] mit Koeffizienten in
einem Korper k zeige man: (1) Es gibt quadratische im Matrizenring iiber k[ X ]| in-
vertierbare Matrizen mit polynomialen Eintrdgen P und () derart, da B = PAQ)
eine Matrix mit Nullen auBerhalb der Diagonalen ist, in der die Diagonalein-
trige weiter vorn jeweils die Diagonaleintrige weiter hinten teilen, in Formeln
i # 7= B;; = 0und B i|Bit1i+1 YVi; (2) Wir konnen durch geeignete Wahl
von P und () sogar zusitzlich erreichen, daf alle von Null verschiedenen Diago-
naleintrige normiert sind, und unter dieser Zusatzannahme werden besagte Dia-
gonaleintrige durch die Matrix A bereits eindeutig festgelegt.

Vorschau 3.4.30. Die Smith-Zerlegung aus der vorhergehenden Ubung wird sich
in ?? als ein Spezialfall des ,,Elementarteilersatzes fiir Hauptidealringe* erwei-
sen. Die Smith-Zerlegung ist der Schliissel zum vertieften Verstindnis der Jor-
dan’schen Normalform und liefert auch Verallgemeinerungen iiber nicht notwen-
dig algebraisch abgeschlossenen Korpern, vergleiche etwa ?? folgende.

Ubung 3.4.31 (Einheitengruppen von Restklassenringen). Nach dem chinesi-
schen Restsatz kennen wir die Einheitengruppen (Z/mZ)*, sobald wir sie fiir jede
Primzahlpotenz m kennen. In dieser Ubung sollen sie zeigen:

(Z)p'Z)" = Z/pYZ xZ/(p—1)Z p ist eine ungerade Primzahl, r > 1;
P2 = 2222 x 227 p=2r>2

Man beachte, daB hier links die Multiplikation als Verkniipfung zu verstehen ist,
rechts dahingegen die Addition. Hinweis: Nach 3.4.17 ist (Z/pZ)* stets zyklisch.
Bei ungeradem p gehe man von der Abbildung (Z/p"Z)* — (Z/pZ)* aus und
zeige, daf} sie surjektiv ist und daB die Restklasse von 1 + p den Kern erzeugt.
Dazu beachte man, daB fiir alle b € Zund n > 1 gilt (1 +p™ + bp" )P € 1 +
p" ! 4+ p"*+27Z. Dann beachte man, daB diese Formel unter der stirkeren Annahme
n > 2 auch fiir p = 2 gilt, und folgere, da der Kern der Abbildung (Z/2"Z)* —
(Z/AZ)* fir r > 2 von der Restklasse von 5 erzeugt wird. In diesem Fall kann
eine Spaltung unserer Abbildung leicht explizit angegeben werden.

Ubung 3.4.32. Gibt es eine Potenz von 17, deren Dezimaldarstellung mit den Zif-
fern 37 endet?

Ubung 3.4.33 (Primitivwurzeln in Restklassenringen). Man zeige, daB fiir m >
2 die Einheitengruppe (Z/mZ)* des Restklassenrings Z/mZ zyklisch ist genau
dann, wenn m eine Potenz einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte einer
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Potenz einer ungeraden Primzahl oder Zwei oder Vier ist. Hinweis: Man beach-
te 3.4.31, den chinesischen Restsatz 3.3.11, und die Tatsache, daB} eine zyklische
Gruppe nie Z /27 x 7./27. als Quotienten haben kann. Ein Erzeuger der Einheiten-
gruppe (Z/mZ)* heiit im tibrigen auch eine Primitivwurzel modulo m und die
vorhergehende Aussage dariiber, modulo welcher natiirlichen Zahlen m Primitiv-
wurzeln existieren, wird als der Satz von Euler zitiert. Bis heute (2011) ungelost
ist die Vermutung von Artin, nach der die 2 modulo unendlich vieler Primzahlen
eine Primitivwurzel sein sollte.

Ergiinzende Ubung 3.4.34. Eine Untergruppe eines endlichdimensionalen Q-Vek-
torraums heif3t ein Z-Gitter, wenn sie von einer Basis unseres QQ-Vektorraums er-
zeugt wird. Man zeige: Eine endlich erzeugte Untergruppe eines endlichdimensio-
nalen Q-Vektorraums ist ein Z-Gitter genau dann, wenn sie besagten Vektorraum
als Q-Vektorraum erzeugt. Ist I' C V ein Z-Gitter eines endlichdimensionalen
Q-Vektorraums und ¢ : V' — W eine surjektive lineare Abbildung, so ist ¢(I")
ein Z-Gitter in W. Ist U C V ein Untervektorraum, so ist U N I ein Z-Gitter in
U.
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4 Symmetrie*

Symmetrie ist ein grundlegendes Konzept in Mathematik und Physik. Wir haben
es bei der Modellierung des Anschauungsraums bereits in Aktion gesehen. Hier
soll es in einem allgemeineren und formaleren Rahmen diskutiert und mit anders-
artigen Beispielen illustriert werden.

4.1 Gruppenwirkungen

Definition 4.1.1. Eine Operation oder Wirkung eines Monoids M auf einer
Menge X ist eine Abbildung

MxX — X
(9,7) = gx

derart, daB gilt g(hz) = (gh)x fur alle g,h € M, z € X sowie ex = x fiir
das neutrale Element e € M und alle x € X. Die erste Eigenschaft werde ich
manchmal auch als die Assoziativitit der Operation ansprechen. Ich ziehe die
Bezeichnung als Operation an dieser Stelle vor, da das Wort ,,Wirkung* in der
Physik in einer anderen Bedeutung verwendet wird. Eine Menge mit einer Ope-
ration eines Monoids M nennt man eine )M/-Menge. Die Aussage ,,.X ist eine
M-Menge* schreiben wir in Formeln

M\ X

Beispiele 4.1.2. 1. Das Anwenden einer Abbildung definiert fiir jede Menge
X eine Operation Ens(X) x X — X des Monoids Ens(X) auf X und eine
Operation Ens™ (X) x X — X der Gruppe Ens™ (X ) auf X. Insbesondere
operiert so die symmetrische Gruppe S,, auf der Menge {1,2,...,n}.

2. Das Anwenden einer linearen Abbildung definiert fiir jeden Vektorraum V'
eine Operation End(V') x V' — V des Monoids End (V') auf V' und eine
Operation GL(V) x V' — V der Gruppe GL(V') auf V.

3. Jedes Monoid M operiert vermittels seiner Verkniipfung M x M — M auf
sich selbst.

4. Jedes Monoid M operiert auf jeder Menge X vermittels der trivialen Ope-
ration ax = x Va € M,z € X.

5. Ist M ein Monoid und X eine M-Menge und N C M ein Untermonoid,
so ist X auch eine N-Menge in offensichtlicher Weise. Ist allgemeiner X
eine M-Menge und N — M ein Monoidhomomorphismus, so kann X in
offensichtlicher Weise mit einer Operation von /N versehen werden.
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6. Ist X ein M-Menge, so ist auch die Potenzmenge P(.X) eine M/-Menge in
natiirlicher Weise.

4.1.3. Gegeben ein Monoid M und eine Menge X induziert das Exponentialge-
setz Ens(M x X, X) = Ens(M, Ens(X, X)) aus ?? eine Bijektion

Operationen des Monoids M ~ Monoidhomomorphismen
auf der Menge X M — Ens(X)

In gewisser Weise ist also eine Operation eines Monoids M auf einer Menge X
,,dasselbe wie ein Monoidhomomorphismus A — Ens(X). Ist G eine Gruppe,
so erhalten wir insbesondere eine Bijektion

Operationen der Gruppe GG ~ Gruppenhomomorphismen
auf der Menge X G — Ens™(X)

In gewisser Weise ist also eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X
,dasselbe wie ein Gruppenhomomorphismus G — Ens™ (X).

4.1.4. Ist ganz allgemein X x Y — Z eine Abbildung, etwa (x,y) — x Ty, und
sind A C X und B C Y Teilmengen, so notieren wir (AT B) C Z die Teilmenge

(ATB) ={a2Ty |z € A, y€ B}

Wir haben diese Notationen in Spezialfillen bereits oft verwendet, zum Beispiel,
wenn wir das Erzeugnis eines Vektors in einem reellen Vektorraum als (v) = Ro
schreiben, oder wenn wir das Erzeugnis von zwei Teilrdumen U, W eines Vektor-
raums V als U + W schreiben.

Definition 4.1.5. Sei X eine Menge mit einer Operation eines Monoids M, also
eine M -Menge.

1. Die Menge aller Fixpunkte von 1/ in X notiert man
XM .={rec X |ar=1xVac M}
In vielen Situationen nennt man die Fixpunkte auch Invarianten.
2. Der Fixator oder auch Stabilisator eines Punktes x € X ist die Menge
M, ={ae M |ax =z}

Sie ist ein Untermonoid von M. Im Fall einer Gruppenwirkung ist sie so-
gar eine Untergruppe und hei3t die Standgruppe oder Isotropiegruppe
des Punktes z. Ist allgemeiner Y C X eine Teilmenge, so unterscheiden
wir zwischen ihrem Stabilisator {¢ € M | aY = Y} und ihrem Fixator
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{a € M | ay = y Yy € Y}. Beide sind Untermonoide beziehungswei-
se Untergruppen. Den Stabilisator nennen wir insbesondere im Fall, da3 A
mehr als nur ein Element besitzt und dafl eine Gruppe operiert, die Sym-
metriegruppe von Y. Natiirlich kann der Stabilisator von ¥ C X auch
beschrieben werden als der Fixator des Punktes Y € P(X) fiir die auf der
Potenzmenge P (X) induzierte Operation.

. Eine M-Menge X heil3t frei, wenn es eine Teilmenge Z C X gibt derart,
daf die Operation M x X — X eine Bijektion M x Z — X induziert. Sie
mogen als Ubung zeigen, daB eine Menge mit Gruppenwirkung genau dann
frei ist, wenn die Standgruppen aller ihrer Punkte trivial sind, in Formeln
(gr =z fireinz € X) = (g =e).

. Fir Z C X, N C M schreiben wir kurz N Z fiir die Menge NZ = {bz |
b € N,z € Z}. Fiir jede Teilmenge Z C X ist M Z eine M-Menge in
offensichtlicher Weise. Eine Teilmenge Z C X heilit M -stabil, wenn gilt
MZ C Z,wenn also M im Stabilisator der Teilmenge Z liegt.

. Sei z € X. Die Menge
Mz :={ax|ae M} C X
hei3t die Bahn (englisch und franzosisch orbit) von z.

. Eine Operation heif3it transitiv, wenn es ein x € X gibt mit X = Mx. Im
Fall einer Gruppenwirkung gilt dann X = G fiir alle x € X und X heil3t
ein homogener Raum fiir G.

. Eine Menge X mit einer freien transitiven Operation einer Gruppe G heif3t
ein prinzipaler homogener G-Raum oder auch ein GG-Torsor.

4.1.6. Ist GG eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, so sind per definitionem
die Rechtsnebenklassen von H in G genau die Bahnen der durch Multiplikation
gegebenen Operation von H auf G.

4.1.7. Ist G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, so ist die Menge der
Linksnebenklassen X = G/ H eine G-Menge in offensichtlicher Weise.

Beispiele 4.1.8. In jedem eindimensionalen Vektorraum iiber einem Korper £ bil-
den die von Null verschiedenen Vektoren einen Torsor iiber der multiplikativen
Gruppe £ unseres Korpers. Jeder affine Raum ist ein Torsor iiber seinem Rich-
tungsraum. Jede Menge mit genau zwei Elementen ist in natiirlicher Weise ein
(Z/2Z)-Torsor. Jede Gruppe G kann in offensichtlicher Weise aufgefait werden
als ein G-Torsor.
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Einige Bahnen von S! auf C
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Einige Bahnen der Symmetriegruppe eines Quadrats
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4.1.9 (Diskussion der Terminologie). Die Wirkung eines Monoids auf der lee-
ren Menge ist in unseren Konventionen nicht transitiv. Hier sind jedoch auch an-
dere Konventionen gebriduchlich, zum Beispiel nennt Bourbaki die Wirkung ei-
ner Gruppe auf der leeren Menge durchaus transitiv. Noch mehr Terminologie zu
Mengen mit Gruppenwirkung fiihren wir in ?? ein.

Erginzung 4.1.10 (Begriff eines Torsors, Varianten). Es gibt auch Varianten des
Torsor-Begriffs, bei denen man nicht auf eine vorgegebene Gruppe Bezug nimmt.

1. Man kann einen Torsor definieren als eine Menge X mitsamt einer ausge-
zeichneten Untergruppe G C Ens™ (X)), die frei und transitiv auf X wirkt.

2. Man kann einen Torsor auch definieren als eine Menge X nebst einer Aqui-
valenzrelation auf X x X mit gewissen Eigenschaften, die ich hier nicht
ausschreibe. Von der iiblichen Definition aus gesehen erklidren wir dabei die
Aquivalenzrelation dadurch, daf ihre Aquivalenzklassen genau die Graphen
der durch die Gruppenelemente gegebenen Selbstabbildungen von X sind.

3. Man kann einen Torsor schlieBlich auch definieren kann als eine Menge X
nebst einer Abbildung ¢ : X x X x X — X mit gewissen Eigenschaften, die
ich hier nicht ausschreibe. Von der iiblichen Definition aus gesehen setzen

wir dazu p(z, gz,y) = gy.

Lemma 4.1.11 (Zerlegung in Bahnen). Gegeben eine Menge mit Gruppenope-
ration sind je zwei Bahnen entweder gleich oder disjunkt.

Ergdnzung 4.1.12. Im Fall der Operation eines Monoids gibt im allgemeinen kei-
ne Zerlegung in Bahnen: Man betrachte fiir ein Gegenbeispiel etwa die Operation
durch Addition des additiven Monoids N auf Z.

4.1.13. Unter einer Partition einer Menge X versteht man ein System U C
P(X) von paarweise disjunkten nichtleeren Teilmengen, deren Vereinigung ganz
X ist. In dieser Terminologie besagt unser Lemma also, dafl die Bahnen unter der
Operation einer Gruppe auf einer Menge eine Partition besagter Menge bilden.

Beweis. Sei GG\, X unsere Menge mit Gruppenoperation. Wegen unserer Forde-
rung ex = x an eine Gruppenoperation liegt jedes x € X in einer G-Bahn, nim-
lich in der G-Bahn Gz. Andererseits folgt aus Gz N Gy # () schon Gz = Gy : In
der Tat liefert gxr = hy wegen Gg = G unter Verwendung der Assoziativititsbe-
dingung an eine Gruppenoperation ja Gz = Ggx = Ghy = Gy. Die Bahnen sind
also auch paarweise disjunkt. [
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Eine Partition einer Menge mit dreizehn Elementen durch vier Teilmengen.
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Definition 4.1.14. Gegeben eine Menge mit Gruppenoperation bezeichnet man
das Mengensystem der Bahnen auch als den Bahnenraum. Ist G\, X unsere Men-
ge mit Gruppenoperation, so ist der Bahnenraum also die Teilmenge {Gz | = €
X} C P(X) der Potenzmenge von X . Wir notieren den Bahnenraum meist G'\ X
oder X/,G oder X/G. Wir haben eine kanonische Surjektion can : X — G\X,
x — Gz, die jedem Element von X seine Bahn zuordnet.

4.1.15 (Diskussion der Notation). Alle Notationen fiir den Bahnenraum haben
ihre Tiicken: Die Notation G\ X konnte auch die in ?? eingefiihrte Differenzmen-
ge bedeuten, die Notation X/G hinwiederum konnte auch fiir den Bahnenraum
einer Rechtsoperation stehen, wie wir ihn gleich einfithren werden. Was im Ein-
zelfall gemeint ist, muf aus dem Kontext erschlossen werden. Die Notation X /,G
vermeidet zwar diese Probleme, ist aber uniiblich und umstindlich.

Beispiel 4.1.16. Wir betrachten die Menge X = C der komplexen Zahlen mit
der Operation von G = S' = {z € C | |z| = 1} durch Multiplikation. Die
Standgruppen sind G, = 1 falls  # 0 und G, = S*. Die Bahnen sind genau alle
Kreise um den Nullpunkt mit Radius » > 0. Die Einbettung R~ — C induziert
eine Bijektion mit dem Bahnenraum Ry = (S'\C).

4.1.17 (Universelle Eigenschaft des Bahnenraums). Gegeben eine Menge mit
Gruppenoperation GG\, X und eine Abbildung in eine weitere Menge ¢ : X — Y
mit der Eigenschaft p(gz) = p(z) fir alle g € G,x € X existiert genau eine
Abbildung ¢ : G\ X — Y mit @ o can = ¢, im Diagramm

X - G\ X
DN
Y

In der Tat konnen und miissen wir ¢(Gz) als das einzige Element der Menge
©(Gx) definieren. Das ist ein Spezialfall der universellen Eigenschaft von Sur-
jektionen ??. Man mag es auch als einen Spezialfall der universellen Eigenschaft
des Raums der Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation im Sinne von 2.5.5
verstehen.

Definition 4.1.18. Sei X eine Menge und M ein Monoid. Eine Rechtsoperation
von M auf X ist eine Abbildung

XxM — X
(x,a) +— xa

derart, dal z(ab) = (za)b fur alle a,b € M, x € X, und daB gilt ze = z fiir das
neutrale Element e € M und alle z € X. Eine Menge mit einer Rechtsoperation
eines Monoids M nennt man auch eine M -Rechtsmenge.
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Beispiel 4.1.19. Ist M ein Monoid und X eine M -Menge und £ eine weitere
Menge, so wird der Abbildungsraum Ens(X, F) zu einer M-Rechtsmenge ver-
mittels der Operation ,,durch Vorschalten” (fa)(z) := f(ax).

4.1.20 (Beziehung von Rechts- und Linksoperationen). Ist G eine Gruppe, so
wird jede G-Rechtsmenge X zu einer G-Menge durch die Operation gz = zg~?,
die Begriffsbildung einer GG-Rechtsmenge ist also fiir Gruppen in gewisser Wei-
se obsolet. Sie dient im wesentlichen dem Zweck, in manchen Situationen sug-
gestivere Notationen zu ermoglichen. Unsere Begriffe fiir Linksoperationen wie
Bahn, Isotropiegruppe etc. verwenden wir analog auf fiir Rechtsoperationen. Den
Bahnenraum notieren wir in diesem Fall stets X/G. Die kanonische Abbildung
X — X/G hat dann offensichtlich eine zu 4.1.17 analoge universelle Eigenschaft.

4.1.21. Unter dem Exponentialgesetz Ens(X x M, X) = Ens(M, Ens(X, X))
aus ?? entsprechen die Rechtsoperationen eines Monoids M auf einer Menge X
gerade den Monoidhomomorphismen M°PP — Ens™(X). Hierbei meint M °PP
das opponierte Monoid nach ??, die entsteht, indem wir die Menge M mit der
opponierten Verkniipfung a°b° = (ba)° versehen. In diesem Sinne ist also eine
M -Rechtsoperation dasselbe wie eine Linksoperation von M °PP.

Ergdnzung 4.1.22. Sei G eine Gruppe. Eine freie transitive G-Rechtsmenge nen-
nen wir einen GG-Rechtstorsor oder auch kurz einen GG-Torsor in der Hoffnung,
daf} der Leser aus dem Kontext erschlieBen kann, ob im jeweils vorliegenden Fall
eine Menge mit freier und transitiver Rechts- oder mit freier und transitiver Links-
operation gemeint ist.

4.1.23 (Operationen auf dem projektiven Raum). Wir erinnern fiir einen Kor-
per K und n € N aus ?? den projektiven Raum

P"K := (K"™\0)/K*

Sicher operiert die Gruppe GL(n + 1; K) auf dem projektiven Raum P" K. Die
offensichtliche Operation von GL(2; K) auf P! K entspricht unter unserer Identi-
fikation von K U {oo} mit P! K durch = — (1, z) und oo — (0, 1) der Operation
von GL(2; K) auf K U {oo}, unter der eine Matrix durch die Transformation

a b . c+ dx
ST
c d a+ bx
wirkt. Der Punkt co muf hier mit etwas Sorgfalt ins Spiel gebracht werden und ich
schreibe nicht alle Fille aus. Man sie jedoch leicht erschlieen, wenn man weil,

daf} diese Operation im Fall K = R stetig ist fiir die natiirliche Topologie aus ??.
Zum Beispiel geht oo im Fall b # 0 nach d/b.
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Ubungen

Ubung 4.1.24 (Noether’scher Isomorphiesatz, Variante). Seien H O N eine
Gruppe mit einem Normalteiler und X eine Menge mit H-Operation. So gibt es
auf dem Bahnenraum X /N genau eine Operation der Quotientengruppe H /N mit
der Eigenschaft (hN)(Nx) = Nhz. Ist speziell G D H D N eine Gruppe mit
zwel Untergruppen und ist /V ein Normalteiler in /, so induziert die Komposition
G - G/N — (G/N)/(H/N) eine Bijektion G/H = (G/N)/(H/N).

Ubung 4.1.25. Unter der Operation von GL(n + 1; Q) auf dem projektiven Raum
P"Q operiert bereits die Gruppe SL(n; Z) aller (n x n)-Matrizen mit ganzzahligen
Eintridgen und Determinante Eins transitiv. Hinweis: 3.4.28.

Ubung 4.1.26. Ist E ein affiner Raum iiber einem Koérper der Charakteristik Null
und G C Aff* FE eine endliche Untergruppe seiner Automorphismengruppe, so
besitzt G stets einen Fixpunkt in E. Hinweis: Man betrachte den Schwerpunkt
einer Bahn.

Erginzende Ubung 4.1.27 (Smith-Normalform als Bahn). Sei K ein Korper.
Man zeige, da8 wir eine Operation der Gruppe GL(n; K) x GL(m; K) auf der
Menge Mat(n x m; K) erhalten durch die Vorschrift (A, B)M = AMB~'. Man
zeige weiter, da} die Bahnen unserer Operation genau die nichtleeren Fasern der
durch den Rang gegebenen Abbildung rk : Mat(n x m; K) — N sind. Hinweis:
Smith-Normalform ??.

Erginzende Ubung 4.1.28 (Jordan-Normalform als Bahn). Sei K ein Korper.
Man zeige, daB wir eine Operation der Gruppe GL(n; K) auf der Menge Mat(n; K')
erhalten durch die Vorschrift A.M := AM A~!. Man zeige, wie fiir einen algebra-
isch abgeschlossenen Korper K die Theorie der Jordan’schen Normalform eine
Bijektion liefert zwischen dem Bahnenraum zu dieser ,,Operation durch Konjuga-
tion* und der Menge aller endlichen Multimengen von Paaren aus N>; x K, deren
erste Komponenten sich zu n aufaddieren.

Ergiinzende Ubung 4.1.29. Sei K ein Korper. Man zeige, daB8 unter der Rechts-
operation der Gruppe GL(n; K') durch Vorschalten auf Ens( K™, K') der Teilraum
der quadratischen Formen () C Ens(K™, K) stabil ist. Man diskutiere, inwiefern
die Frage nach der Klassifikation der quadratischen Formen im wesentlichen die
Frage nach einem Reprisentantensystem fiir die Bahnen dieser Operation ist.

Ergiinzende Ubung 4.1.30. Man gebe fiir jedes ungerade n einen Gruppeniso-
morphismus SO(n) x Z/2Z = O(n) an; Man zeige, dal3 es fiir gerades n keinen
derartigen Isomorphismus gibt.

Ergiinzende Ubung 4.1.31. Ein Gitter in C ist eine Untergruppe I' C C, die man
als Gruppenerzeugnis einer R-Basis von C erhalten kann. Auf der Menge Gitt
aller Gitter in C operiert C* in offensichtlicher Weise. Man zeige, daf} es genau
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zwei C*-Bahnen in Gitt gibt, deren Elemente nichttriviale Isotopiegruppen ha-
ben, nimlich die Bahnen der beiden Gitter Z + Zi und Z + Ze™/3,

Ergiinzende Ubung 4.1.32. Man finde ein Reprisentantensystem fiir die Bahnen
unter der offensichtlichen Wirkung von GL(n; Z) x GL(m; Z) auf dem Matrizen-
raum Mat(n x m; Q). Hinweis: 3.4.13.

4.2 Bahnformel

Lemma 4.2.1 (Bahnen als Quotienten). Seien G eine Gruppe, X eine G-Menge
und x € X ein Punkt. So induziert die Abbildung G — X, g — gx eine Bijektion

G/G, = Gx
zwischen dem Quotienten nach der Isotropiegruppe von x und der Bahn von z.

Beweis. Fir jede GG,-Linksnebenklasse L C G im Sinne von 3.1.2 besteht die
Menge Lz nur aus einem Punkt, fiir L = gG,, haben wir genauer Lz = ¢gG,x =
{gz}. Die Abbildung im Lemma wird nun definiert durch die Bedingung, daf
sie jeder Nebenklasse L. € G/G, das einzige Element von Lz zuordnet. Diese
Abbildung ist offensichtlich surjektiv. Sie ist aber auch injektiv, denn aus ¢G,x =
hG x folgt gx = hzx, also h™1g € G, also ¢G, = hG,. N

Zweiter Beweis. Die durch das Anwenden auf v € X gegebene Abbildung G' —
Gz und die kanonische Surjektion G — G/G,, sind Surjektionen mit denselben
Fasern. Die Behauptung folgt so aus ??. [

4.2.2. Ist G eine endliche Gruppe und X eine (G-Menge, so folgt mit dem vorher-
gehenden Lemma 4.2.1 aus dem Satz von Lagrange 3.1.5 fiir alle x € X insbe-
sondere die sogenannte Bahnformel

|G| = |Gal - |G|

Die Kardinalitit jeder Bahn teilt also die Kardinalitidt der ganzen Gruppe, und die
Kardinalitit der Isotropiegruppen ist konstant auf den Bahnen. Genauer priift man
fiir beliebiges G die Formel G,, = gG,g™ ! fir g € G, z € X. Ist weiter X
endlichund X = X U...U X, seine Zerlegung in Bahnen und z(i) € X; jeweils
ein Element, so folgt

[XT =Xl +. .+ [ X = [G/IGa] + - G/ |G|

Beispiel 4.2.3. Seien k < n natiirliche Zahlen. Auf der Menge X aller k-elemen-
tigen Teilmengen der Menge {1,2,...,n} operiert die symmetrische Gruppe S,
transitiv. Die Isotropiegruppe des Punktes x € X, der durch die k-elementige
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Teilmenge {1,2,...,k} gegeben wird, ist isomorph zu Sj X S,_j. Die Bahn-
formel liefert folglich | X| = n!/(k!(n — k)!) in Ubereinstimmung mit unseren
Erkenntnissen aus ??. Ahnlich kann man auch die in ?? diskutierten Formeln fiir
die Multinomialkoeffizienten herleiten.

Beispiel 4.2.4 (Zahl der Drehsymmetrien eines Wiirfels). Wir konnen unsere
Bahnformel auch umgekehrt anwenden. Nehmen wir zum Beispiel an, wir wollten
die Drehungen zihlen, die einen Wiirfel in sich tiberfiihren. Die Gruppe G dieser
Drehungen operiert sicher transitiv auf der Menge £’ der acht Ecken des Wiirfels
und die Isotropiegruppe jeder Ecke p hat drei Elemente. Wir folgern |G| = |G| -
|E| =3-8=24.

Ubungen

Erginzende Ubung 4.2.5. Sind ), H Untergruppen einer Gruppe G, so induziert
die Einbettung Q — G eine Bijektion Q/(Q N H) = QH/H. Gemeint ist auf
der rechten Seite der Bahnenraum der Operation von rechts durch Multiplikation
der Gruppe H auf der Teilmenge QH C G.

Erginzende Ubung 4.2.6. Ist G eine Gruppe und X eine GG-Menge und Y eine
GG-Rechtsmenge, so erklidrt man ihr balanciertes Produkt

YX/GX

als die Menge aller G-Bahnen in Y x X unter der Operation g(y, z) = (yg~', gz).
Man zeige: Sind P, () Untergruppen einer Gruppe GG mit Schnitt S := P N @, so
induziert die Multiplikation eine Bijektion

PX/SQ%PQ

Ergiinzende Ubung 4.2.7. Ist in der Bruhat-Zerlegung 4.6.1 der Koper k ein end-
licher Korper k = [F,, so wird die Kardinalitit der Doppelnebenklasse Bx B fiir
x € S8, und B die oberen Dreicksmatrizen gegeben durch die Formel

|BaB| = |B|¢"”

mit /(z) der Zahl der Fehlstinde der Permutation z. Hinweis: Man wende auf die
(B x B)-Bahnen von z € S,, C G die Bahnformel an.

4.3 Konjugationsklassen

Definition 4.3.1. Ist G eine Gruppe und = € G ein Element, so ist die Abbildung

(intz): G — G

g — ZL‘giL’il

102



ein Isomorphismus der Gruppe G mit sich selber. Er heifit die Konjugation mit
x. Ganz allgemein nennt man einen Isomorphismus einer Gruppe mit sich selber
auch einen Automorphismus der Gruppe. Die Automorphismen einer Gruppe G
bilden selber eine Gruppe mit der Verkniipfung von Abbildungen als Verkniip-
fung. Sie heilit die Automorphismengruppe von GG und wir verwenden fiir sie
die beiden Notationen Aut(G) = Grp™(G). Diejenigen Automorphismen einer
Gruppe, die sich als Konjugation mit einem geeigneten Gruppenelement schrei-
ben lassen, heilen innere Automorphismen und auf englisch interior automor-
phisms, daher die Notation int. Sicher gilt (int x) o (int y) = int(zy), folglich ist
x +— int z ein Gruppenhomomorphismus int : G — Grp™(G) und insbesondere
eine Operation der Gruppe G auf der Menge G, die Operation durch Konjuga-
tion

GxG — G

(z,y) — (intz)(y) = zyz”
Die Bahnen dieser Operation heilen die Konjugationsklassen unserer Gruppe.

1

Beispiele 4.3.2. Die Konjugationsklassen in einer kommutativen Gruppe sind ein-
elementig. Die Theorie der Jordan’schen Normalform beschreibt die Konjugati-
onsklassen in GL(n; C), vergleiche 4.1.28.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 4.3.3. Sei A eine zyklische Gruppe der Ordnung n € N. So
gibt es genau einen Ringisomorphismus Z/nZ = End A, und dieser Ringisomor-
phismus induziert einen Isomorphismus zwischen der Einheitengruppe (Z/nZ)*
und der Automorphismengruppe von A.

Ergiinzende Ubung 4.3.4. Man gebe jeweils ein Reprisentantensystem an fiir die
Konjugationsklassen der Gruppe der Isometrien der affinen euklidischen Ebene
R? und der Untergruppe ihrer orientierungserhaltenden Isometrien. Hinweis: ??.

4.4 Endliche Untergruppen von Bewegungsgruppen

4.4.1. Sei R ein Bewegungsraum alias ein dreidimensionaler reeller affiner Raum
mit einer ausgezeichneten Bewegungsgruppe B. Gegeben eine Teilmenge A C R
nennen wir die Bewegungen b € B mit b(A) = A die Symmetriebewegungen
von A. Die Symmetriebewegungen einer Teilmenge A C R bilden sicher eine
Untergruppe unserer Bewegungsgruppe.

4.4.2. Wir wissen bereits, da3 es im Wesentlichen nur einen Bewegungsraum gibt.
Man mag sich darunter den Anschauungsraum mit der aus allen abstandserhal-
tenden und orientierungserhaltenden Selbstabbildungen bestehenden Bewegungs-
gruppe denken. Der folgende Satz ist in dieser Anschauung formuliert in der Hoft-
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nung, dal er durch diesen Stilbruch verstidndlicher wird. Das exakte Formulieren
im Rahmen der in dieser Vorlesung entwickelten Sprache holen wir spéter nach.

Satz 4.4.3 (Klassifikation der endlichen Bewegungsgruppen). Jede endliche
Untergruppe der Bewegungsgruppe des Anschauungsraums ist genau eine der
folgenden Gruppen:

1. Eine zyklische Gruppe C}, mit k > 1 Elementen, bestehend aus allen Dre-
hungen zu einer festen Drehachse um Winkel der Gestalt 2rn/k. Der Fall
k = 1 deckt hier den Fall der trivialen Gruppe ab, die nur aus der Identitdit
besteht.

2. Eine Diedergruppe D mit 2k Elementen fiir k > 2. Im Fall k > 2 ist
das die Gruppe aller Symmetriebewegungen eines ebenen gleichseitigen k-
Ecks, aufgefafst als riumliche Figur. Im Fall k = 2 ist es die Gruppe aller
derjenigen Drehungen, die von einem Paar orthogonaler Geraden jede in
sich iiberfiihren.

3. Eine Tetraedergruppe 1’ aller 12 Symmetriebewegungen eines Tetraeders.
4. Eine Wiirfelgruppe W aller 24 Symmetriebewegungen eines Wiirfels.
5. Eine Ikosaedergruppe [ aller 60 Symmetriebewegungen eines Ikosaeders.

4.4.4. Will man diesen Satz einem Laien erkldren, der mit dem Gruppenbegriff
nicht vertraut ist, so mag man nach 1.3.7 auch einfacher von endlichen Mengen
von Drehungen reden, die mit je zwei Drehungen stets auch deren Hintereinan-
derausfiihrung enthalten. Vom mathematischen Standpunkt aus mag man das Re-
sultat als eine Aufzédhlung der ,,Konjugationsklassen von endlichen Untergruppen
der Bewegungsgruppe‘ ansehen, also der Bahnen unter der Operation durch Kon-
jugation unserer Bewegungsgruppe auf der Menge ihrer endlichen Untergruppen.
Die endlichen Untergruppen der Isometriegruppe des Anschauungsraums werden
in 4.4.26 diskutiert.

4.4.5. Das Evozieren der platonischen Korper stellt insofern einen Stilbruch dar,
als wir uns zumindest implizit darauf verstindigt hatten, alle unsere Uberlegungen
ausschlieBlich im Rahmen der Mengenlehre durchzufiihren. Ein moglicher Wiir-
fel ist schnell beschrieben, man mag als Ecken fiir irgendeine Orthonormalbasis
(0y, U, U3) die acht Vektoren £+ +0» 403 nehmen, im R also etwa (+1, +1, +1).
Die Ecken eines Tetraeders erhilt man, wenn man nur die vier Ecken dieses
Wiirfels nimmt, bei denen das Produkt der Koordinaten Eins ist. Den Ikosaeder
besprechen wir in 4.4.13 noch ausfiihrlich. Zu den fiinf sogenannten ,,platoni-
schen Korpern® rechnet man aufler diesen dreien noch den Oktaeder und den
Dodekaeder. Die Eckenmenge eines Oktaeders bilden etwa die drei Vektoren der
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Standardbasis des R® mitsamt ihren Negativen. Die Eckenmenge eines Dodeka-
eders mag man anschaulich als die Menge der ,,Flichenmitten eines Ikosaeders*
beschreiben und formal als die Menge der ,,Pole der Polordnung drei im Sinne
des gleich folgenden Beweises im Fall der Symmetriegruppe eines Ikosaeders.
Die Bezeichnungen Tetraeder, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder fiir die pla-
tonischen Korper auSer dem Wiirfel kommen von den griechischen Worten fiir
die Anzahlen 4, 8, 12 und 20 ihrer Flichen und dem griechischen Wort &4 pa fiir
o1tz und dann auch ,,Sitzfliche* her. Man findet fiir den Wiirfel wegen seiner
6 Flichen manchmal auch die Bezeichnung ,,Hexaeder“. ,,Dieder* heil}t eigent-
lich ,,Zweiflach®, womit wohl gemeint ist, dal} er in gewisser Weise zwei Flachen
hat, da man ihn ja wie einen Bierdeckel von beiden Seiten verschieden anmalen
konnte.

4.4.6. Man mag eine Teilmenge der Einheitssphire eine platonische Eckenmen-
ge nennen, wenn sie (1) endlich ist, wenn sich (2) je zwei Punkte unserer Ecken-
menge durch eine Symmetriebewegung unserer Eckenmenge ineinander iiberfiih-
ren lassen und wenn (3) jeder Punkt unserer Eckenmenge von mindestens zwei
nichttrivialen Symmetriebewegungen unserer Eckenmenge festgehalten wird. Man
mag einen platonischen Korper erkldren als die konvexe Hiille einer platoni-
schen Eckenmenge. Unsere Uberlegungen zeigen dann, daB es bis auf Drehungen
genau fiinf platonische Korper gibt, deren Eckenmengen die Polbahnen endlicher
Drehgruppen mit einer Polordnung mindestens Drei sind.

4.4.7. Die Diedergruppe D, mag man sich auch als die Gruppe aller acht raumli-
chen Bewegungen veranschaulichen, die einen Bierdeckel in sich iiberfiihren. Sie
wird deshalb auch die Bierdeckelgruppe genannt.

Erginzung 4.4.8 (Beziehungen zur Kritallographie). Unser Satz 4.4.3 ist ein
moglicher Ausgangspunkt der Kristallographie: Unter einem n-dimensionalen
Kristall verstehen wir hier eine Teilmenge K eines n-dimensionalen affinen re-
ellen euklidischen Raums £, etwa die Menge der Orte der Atome eines Kristall-
gitters, mit der Eigenschaft, daf} (1) die Translationen aus ihrer Symmetriegruppe
den Richtungsraum aufspannen und daB es (2) eine positive untere Schranke gibt
fiir die Ldngen aller von Null verschiedenen Translationen aus besagter Symme-
triegruppe. Die zweite Eigenschaft schlieft etwa den Fall aus, dall unsere Teil-
menge einfach der ganze besagte euklidische Raum ist. Unter der Punktgruppe
P eines Kristalls verstehen wir die Untergruppe P C O(E) aller linearen Antei-
le von Symmetrien unseres Kristalls, unter seiner Drehgruppe D C SO(E) die
Menge aller orientierungserhaltenden Elemente der Punktgruppe. Man zeigt, dal3
die Punktgruppe eines Kristalls stets endlich sein muf}, und daf} als Drehgruppen
von rdumlichen, als da heifit dreidimensionalen Kristallen nur die Gruppen Cj,
und Dy, mit k € {1,2,3,4,6} sowie die Tetraedergruppe und die Wiirfelgruppe
auftreten konnen. Die Einteilung nach Drehgruppen entspricht in etwa, aber lei-
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der nicht ganz, der in der Kristallographie gebriduchlichen Einteilung in die sieben
Kristallsysteme. Genauer entsprechen dem ,.kubischen System* die Wiirfelgrup-
pe und die Tetraedergruppe, dem ,tetragonalen System* die Drehgruppen C4 und
D,, dem ,.hexagonalen System‘ die Drehgruppen Cs und Dy, dem ,trigonalen
System* die Drehgruppen C'3 und Dj, aber das ,,orthorhombische®, ,,monokline*
und ,,trikline System* lassen sich erst anhand ihrer Punktgruppen unterscheiden.
Auch in den tibrigen Fillen liefert die Punktgruppe eine feinere Klassifikation, fiir
sie gibt es 32 Moglichkeiten, nach denen die Kristalle in die sogenannten Kris-
tallklassen eingeteilt werden. Die eigentliche Klassifikation beschreibt alle als
Symmetriegruppen von rdaumlichen Kristallen moglichen Bewegungsgruppen des
Anschauungsraums bis auf Konjugation mit affinen, nicht notwendig euklidischen
aber orientierungstreuen Automorphismen. Es gibt hierfiir 230 Moglichkeiten. Er-
laubt man auch Konjugation mit nicht orientierungstreuen Automorphismen, so
sinkt die Zahl der Konjugationsklassen auf 219. Das achtzehnte Hilbert’sche
Problem fragte unter anderem danach, ob es analog in jeder Dimension nur end-
lich viele Moglichkeiten fiir wesentlich verschiedene Kristalle gibt. Bieberbach
konnte dafiir einen Beweis geben.

4.4.9 (Beziehungen zwischen den Symmetriegruppen platonischer Korper).
Eine Wiirfelgruppe kann auch als die Gruppe aller Symmetriebewegungen des-
jenigen Oktaeders aufgefalit werden, dessen Ecken die Mittelpunkte der Fldchen
des Wiirfels sind. Ahnlich kann eine Ikosaedergruppe auch als Gruppe aller Sym-
metriebewegungen eines Dodekaeders aufgefal3t werden. Die Kantenmitten eines
Tetraeders bilden die Ecken eines Oktaeders, so erhélt man eine Einbettung der
Tetraedergruppe in die Wiirfelgruppe.

4.4.10 (Symmetriegruppen platonischer Korper als abstrakte Gruppen). Die
Diedergruppe Ds ist isomorph zur Klein’schen Vierergruppe 7 /27 x 7./27. Sie
kann vielleicht iibersichtlicher auch beschrieben werden als die Gruppe aller Dre-
hungen, die von einem Tripel paarweise orthogonaler Geraden jede in sich iiber-
fiihren. Neben der Identitét liegen darin also die Drehungen um 180° um jede
dieser drei Geraden. Die Tetraedergruppe kann man in die symmetrische Gruppe
S, einbetten vermittels ihrer Operation auf den Ecken des Tetraeders. Wir erhal-
ten so einen Isomorphismus der Tetraedergruppe mit der alternierenden Gruppe
Ay aller geraden Permutationen von vier Elementen. Die Wiirfelgruppe operiert
auf der Menge der vier raumlichen Diagonalen des Wiirfels und wir erhalten so
einen Isomorphismus W = §,. Die Ikosaedergruppe operiert auf der Menge der
fiinf eingeschriebenen Wiirfel eines Dodekaeders, von denen einer in nebenste-
hendem Bild schematisch dargestellt ist. Mit etwas Geduld kann man direkt ein-
sehen, daf} diese Operation einen Isomorphismus der Ikosaedergruppe / mit der
alternierenden Gruppe Aj; aller geraden Permutationen von 5 Elementen liefert.
In 5.2.5 werden wir erkldren, wie man das auch mit weniger Geduld aber mehr
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Einer der fiinf eingeschriebenen Wiirfel eines Dodekaeders, mit gestrichelt
eingezeichneten Kanten.
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Gruppentheorie einsehen kann, und in 5.6.10 werden wir zusétzlich einen Isomor-
phismus dieser Gruppe mit der Gruppe SL(2; F5)/{+id} herleiten.

Beweis von Satz 4.4.3. Nach 4.1.26 besitzt jede endliche Gruppe von Automor-
phismen eines reellen affinen Raums mindestens einen Fixpunkt, genauer ist der
Schwerpunkt jeder Bahn ein Fixpunkt. Folglich reicht es, die endlichen Unter-
gruppen der Drehgruppe SO(3) zu klassifizieren. Sei also G C SO(3) eine endli-
che Untergruppe. Fiir jede nichttriviale Richtungsdrehung g € SO(3)\1 definieren
wir ihre ,,Pole* als die beiden Schnittpunkte ihrer Drehachse mit der Einheitssphi-
re S%. Sei P die Menge aller Pole von Elementen von G\ 1. Natiirlich ist P eine
endliche Menge und G operiert auf P. Wir zdhlen nun die Menge

M :={(g,p) € GxS*|g#1,9p=p}

aller Paare (g, p) mit g € G\1 und p einem Pol von ¢ auf zwei Weisen: Einerseits
gehort jedes von 1 verschiedene Gruppenelement g € G\ 1 zu genau zwei Polen,
andererseits gehort jeder Pol p € P mit Isotropiegruppe G, zu genau |G| — 1 von
1 verschiedenen Gruppenelementen. Zusammen erhalten wir so

2(G] = 1) = [M| = (IGy| = 1)

peP

Seinun P = P;LI...UP, die Bahnzerlegung von P und seien p; € P; fest gewibhlt.
Die Isotropiegruppe von p; habe sagen wir n; > 2 Elemente. Die zugehorige
Bahn hat dann |P;| = |G|/n; Elemente und alle Isotropiegruppen zu Polen aus
P; haben n; Elemente. Die Kardinalitét der Isotropiegruppe eines Pols nennen wir
abkiirzend auch die Polordnung. Insbesondere ist also n; die Polordnung des Pols
p;. Fassen wir dann die Pole jeder Bahn in unserer Summe zu einem Summanden
zusammen, so konnen wir in unserer Gleichung die rechte Seite umformen zu
> (IG]/n;)(n; — 1) und Wegteilen von |G| liefert die Gleichung

T

a2 ()

=1

Jeder Summand auf der rechten Seite ist mindestens 1/2, der Ausdruck links ist
aber kleiner als 2. Es kommen also nur bis zu drei Bahnen von Polen in Betracht.
Wir machen nun eine Fallunterscheidung nach der Zahl r der Bahnen von Polen.

Fall 0: Es gibt iiberhaupt keine Pole. In diesem Fall besteht G nur aus dem neu-
tralen Element und wir haben die triviale Gruppe C'; vor uns.

Fall 1: Ganz P ist eine Bahn. Das ist unméglich, denn es muf} gelten |G| > 2
wenn es iiberhaupt Pole geben soll, und damit hétten wir 2 — é >1>1- nil im
Widerspruch zu unserer Gleichung.
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Die ,,von vorne sichtbaren* Pole der Wiirfelgruppe mit den Kardinalitdten der
jeweiligen Isotropiegruppen
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Fall 2: Es gibt genau zwei Bahnen P, und P; in P. Wir haben dann
2 1 1

Gl ny
Natiirlich haben wir n; < |G| und damit notwendig n; = ny = |G|. Alle Po-
le werden also von der Gruppe festgehalten, es gibt folglich nur zwei Pole, die

sich notwendig gegeniiberliegen miissen. Damit sind wir im Fall der zyklischen
Gruppen Cj mit k = ny =ng > 1.

Fall 3: Es gibt genau drei Bahnen P, P, und P5 in P, wir haben also

2 1 N 1 N 1 ]

|G| 1 Mo ns
Wir diirfen annehmen ny < ny < ng. Sicher gilt dann ny = 2, sonst wire die
rechte Seite < 0. Haben wir auch ny, = 2, so kann ng beliebige Werte anneh-
men und wir haben |G| = 2n3. Die Bahn P; besteht dann aus zwei Polen, die
sich notwendig gegeniiberliegen miissen, da sonst bereits die Bewegung eines
dieser beiden Pole mit einer nichttrivialen Drehung und den anderen ein drittes
Element der Bahn P; liefern wiirde. Alle Gruppenelemente permutieren die bei-
den Pole aus P; und unsere Gruppe wird damit eine Diedergruppe. Bleibt der
Fall ny > 2. Hier sind (2,4, 4) und (2, 3, 6) unmdglich fiir (nq, ns, n3), da ja gilt
l+i44=1=14+141 Alsobleiben nur die Fille (2,3,3),(2,3,4) und
(2, 3,5) und man berechnet leicht die zugehorigen Gruppenordnungen zu 12, 24,
und 60.

Den Stand unseres Beweises bis hierher konnen wir wie folgt zusammenfassen:
Wir haben eine Abbildung konstruiert — man mag sie die Bahnpolordnungsab-
bildung nennen — die jeder endlichen Untergruppe der Drehgruppe eine endliche
Multimenge natiirlicher Zahlen zuordnet, und haben gezeigt, daB3 in ihrem Bild
hochstens die folgenden Multimengen liegen:

0, . {k,k}und ,{2,2 k} furk > 2, ,{2,3,3}, ,{2,3,4}, und ,{2,3,5}.

Wir miissen nun noch zeigen, daf (1) die angegebenen Multimengen genau das
Bild unserer Bahnpolordnungsabbildung sind, und daf} (2) je zwei Drehgruppen
mit demselben Bild unter der Bahnpolordnungsabbildung zueinander konjugiert
sind. Wenn wir das alles gezeigt haben, so folgt, dal die Bahnpolordnungsabbil-
dung eine Bijektion

der Drehgruppe SO(3),

endliche Untergruppen {
bis auf Konjugation

0, ,{k,k}und ,{2,2, Kk} fiic k > 2, }
i12,3,3} {2,344}, 4{2,3,5}
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liefert. Zusammen mit der beim Beweis erzeugten Anschauung zeigt das dann
unseren Satz. Die Existenz endlicher Untergruppen der Drehgruppe mit derarti-
gen Polbahnen und Polordnungen scheint mir anschaulich klar. Zum Beispiel hat
die Wiirfelgruppe drei Polbahnen, als da sind: Eine Bahn aus den 8 Ecken zur
Polordnung 3; eine Bahn aus den auf Linge Eins normierten 12 Mittelpunkten
der Kanten, zur Polordnung 2; und eine Bahn aus den auf Linge Eins normier-
ten 6 Mittelpunkten der Flichen, zur Polordnung 4. Diese Anschauung 1463t sich
auch leicht zu einem formalen Beweis prizisieren in allen Fillen mit Ausnah-
me des Tkosaeder-Falls (2, 3, 5). In diesem Fall folgt die Existenz formal erst aus
4.4.13. DaB je zwei zyklische Gruppen derselben endlichen Ordnung und je zwei
Diedergruppen derselben endlichen Ordnung in der Drehgruppe zueinander kon-
jugiert sind, scheint mir offensichtlich. Die folgenden beiden Lemmata 4.4.11 und
4.4.12 zeigen, daB3 auch je zwei Gruppen mit gegebenen Bahnpolordnungen oder,
wie wir von jetzt an abkiirzend sagen werden, zu gegebenem Typ (2,3, n) in der
Drehgruppe zueinander konjugiert sind. Damit vervollstindigen sie den Beweis
unseres Satzes. ]

Lemma 4.4.11.  [. Jede endliche Untergruppe einer Drehgruppe von einem
der beiden Typen (2,3,4) oder (2,3,5) ist maximal unter allen endlichen
Untergruppen der Drehgruppe;

2. Eine endliche Drehgruppe von einem der Typen (2,3,n) mit n > 3 kann
beschrieben werden als der Stabilistor jeder ihrer beiden kleineren Bahnen
von Polen.

Beweis. Nach unseren bisherigen Erkenntnissen kommen bei endlichen Dreh-
gruppen fiir die Paare (Ordnung eines Pols, Kardinalitit seiner Bahn) nur die Paa-
re (n, 1), (n,2), (2,n), (3,4), (3,8), (3,20), (4,6) und (5, 12) in Frage. Fiir jeden
Pol miissen sich bei Ubergang zu einer echt groBeren Gruppe nach der Bahn-
formel entweder seine Polordnung oder die Kardinalitit seiner Bahn oder beide
vervielfachen. Das ist aber bei (4, 6) und (5, 12) unmdglich und wir erhalten die
erste Behauptung. In den drei Fillen der zweiten Behauptung enthilt weiter jede
Bahn von Polen mindestens drei Punkte, also auch zwei verschiedene sich nicht
gegeniiberliegende Punkte. Folglich operiert sogar der Stabilisator in SO(3) der
Bahn P, treu auf P; und ist insbesondere endlich. Nun muf} F; auch unter diesem
Stabilisator eine Bahn von Polen sein. Wenn die Symmetriegruppe von P; grofler
sein will als die Drehgruppe, von der wir ausgegangen sind, muf sie also an den
Polen aus P; groBere Polordnungen haben. Wieder ist das unmoglich bei (3,4),
(3,8), (3,20), (4,6) und (5,12). [

Lemma 4.4.12. Sind zwei endliche Drehgruppen vom selben Typ (2,3,n) mit
n > 3 gegeben und sind Ps und P jeweils zugehdrige Polbahnen kleinstméglicher
Kardinalitdt, so gibt es eine Drehung, die P3 in Py iiberfiihrt.
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Beweis. Fiir die Operation der Drehgruppe SO(3) auf Paaren von Vektoren (p, q)
durch ¢(p,q) = (gp, gq) ist klar, daB die Isotropiegruppe jedes linear unabhén-
gigen Paars trivial ist. Gegeben eine endliche Untergruppe G C SO(3) und eine
Bahn von Polen P, ist insbesondere die Isotropiegruppe eines Paars (p,q) mit
p # =q trivial. Nach dieser Voriiberlegung betrachten wir die drei Félle der Reihe
nach.

Im Fall (2, 3, 3) haben wir | P5| = 4. Folglich gibt es in P; x P; ein Paar mit trivia-
ler Isotropiegruppe, das also eine 12-elementige Bahn hat, die wegen | P; X P3| =
16 notwendig aus allen (p, ¢) mit p # g bestehen muB. Je zwei verschiedene Punk-
te aus P; haben also denselben Abstand. Ich hoffe, da3 damit sowohl die Aussage
des Lemmas im Fall n = 3 klar wird als auch, daf} die Punkte aus P die Ecken
eines Tetraeders bilden.

Im Fall (2, 3,4) haben wir | P5| = 6. Folglich gibt es in P5 x P5 ein Paar mit trivia-
ler Isotropiegruppe, das also eine 24-elementige Bahn hat, die wegen | P; x P3| =
36 notwendig aus allen (p,q) mit p # +q bestehen mufl. Die anderen Bahnen
miissen aus Paaren mit nichttrivialer Isotropiegruppe bestehen, und da die Bahn
der sechs Paare der Gestalt (p, p) noch nicht genug Elemente liefert, muf auch
noch eine Bahn aus Paaren der Gestalt (p, —p) vorkommen. Wir sehen so einer-
seits, dal} P stabil ist unter Punktspiegelung am Ursprung, und andererseits, daf}
je zwei voneinander verschiedene Pole aus Ps, die sich nicht gegeniiberliegen,
denselben Abstand haben. So erkennen wir hoffentlich sowohl die Aussage des
Lemmas im Fall n = 4 als auch, daf} die Elemente von P; die Ecken eines Okta-
eders bilden miissen.

Im Fall (2, 3,5) haben wir | P3| = 12 und | P3 x P;| = 144. Wieder haben wir an
Bahnen in | P; x P;| die zwolfelementige Bahn aller Paare (p, p), moglicherweise
noch eine zwolfelementige Bahn aller Paare (p, —p), und daneben nur Bahnen mit
60 Elementen. Es folgt, dal P; x P; in vier Bahnen zerfillt, und zwar die Bahn
der Paare gleicher Pole, die Bahn der Paare von sich gegeniiberliegenden Polen,
und zwei weitere Bahnen von Polpaaren. Nehmen wir irgendeinen Pol p € P,
so bilden die Bilder von jedem Pol ¢ € P5 mit ¢ # +p unter den Drehungen aus
unserer Gruppe mit Fixpunkt p ein regelméfiges Fiinfeck, denn die Polordnung
der Pole aus P; war ja 5. Fiir zwei verschiedene Ecken eines Fiinfecks gibt es
zwei Moglichkeiten fiir ihren Abstand, deren Verhiltnis nebenbei bemerkt nach
?? oder elementargeometrischen Uberlegungen gerade der goldene Schnitt ist.
Unsere beiden 60-elementigen Bahnen miissen sich also im Abstand zwischen
den Polen ihrer Paare unterscheiden. Zu jedem Pol aus P gibt es damit auler dem
Pol selbst und dem gegeniiberliegenden Pol noch 5 ,,nahe‘ Pole und 5 ,,weite* Po-
le. Nun bilden zwei sich gegeniiberliegende Pole aus P; mit jedem weiteren Pol
ein Dreieck, das nach dem Satz des Thales bei diesem weiteren Pol einen rech-
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ten Winkel hat, wobei dieser Pol notwendig zu einem von unseren beiden sich
gegeniiberliegenden Polen nah sein muf3 und zum anderen weit, da ja zu jedem
unserer sich gegeniiberliegenden Pole von den zehn verbleibenden Polen fiinf nah
und fiinf weit sein miissen. Da unser Dreieck eine Hypothenuse der Linge 2 hat,
wird dadurch der Abstand zwischen nahen Polen und der zwischen weiten Polen
bereits vollstindig beschrieben und hingt insbesondere nicht von unserer Gruppe
ab. Damit erkennen wir, daB im Fall (2, 3,5) die Bahn P; bestehen muB aus (1)
zwei gegeniiberliegenden Punkten NV und S = —N sowie (2) zwei regelméBigen
Fiinfecken der fiinf zu N nahen Pole und der fiinf zu S nahen Pole mit jeweils von
der speziellen Gruppe unabhingigem Abstand der Ecken dieser Fiinfecke zu den
jeweiligen Polen. Jede Ecke des ,,nordlichen* Fiinfecks muf3 aber auch einer Ecke
des ,,siidlichen* Fiinfecks gegeniiberliegen. Unser Lemma folgt unmittelbar. [

Lemma 4.4.13 (Existenz der Ikosaedergruppe). Es gibt endliche Untergruppen
der Drehgruppe SO(3) mit Elementen der Ordnungen drei und fiinf.

Beweis. Wir betrachten die Menge D C P(S?) aller gleichseitigen Dreiecke mit
Ecken auf der Einheitssphire, die nicht in einer Ebene mit dem Ursprung liegen,
formal also

a,b,c € R, |lal]| = [[b]| = ||c|| = 1,
D= q{a,b,c}| Jla=b||=b—c|=|c—al,
(a,b,c)r = R3.

Gegeben ein Dreieck A € D und eine Ecke a € A definieren wir das umgeklapp-
te Dreieck A® € D als das eindeutig bestimmte gleichseitige Dreieck A* € D
mit A N A* = {b, c}. Definieren wir zu einem Dreieck A € D die Menge

D(A)

als die kleinste Teilmenge D(A) C D, die A enthilt und stabil ist unter dem Um-
klappen von Dreiecken, so gilt offensichtlich D(A) = D(A) fiiralle A’ € D(A).
Ist 7 € O(3) orthogonal, so gilt sicher {ra,rb,rc}"* = r({a,b,c}?) fir jedes
Dreieck {a, b, c} € D und insbesondere r(D(A)) = D(rA). Haben wir nun zu-
sdtzlich [(rA) N A| > 2, so folgt rA € D(A) und damit D(rA) = D(A). Nach
diesen Voriiberlegungen gehen wir nun aus von einem regelméfBigen Fiinfeck, bil-
den darauf die Pyramide mit Spitze N und aufsteigenden Kanten von derselben
Léinge wie die Kanten des Fiinfecks, und schrumpfen oder strecken diese Pyra-
mide so, dal wir sie als ,,Polkappe‘ in die Einheitssphire legen konnen. Dann
gehen offensichtlich die fiinf gleichseitigen Dreiecke dieser Polkappe durch Um-
klappen auseinander hervor. Bezeichne D* C D die kleinste unter Umklappen
stabile Menge von Dreiecken, die diese fiinf Dreiecke umfaf3t. Wir zeigen im fol-
genden, dal D* endlich ist: Dann bilden alle Drehungen, die D* in sich iiberfiih-
ren, offensichtlich eine endliche Untergruppe der Drehgruppe mit Elementen der
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Ordnungen drei und fiinf, und wir sind fertig. Um zu zeigen, dall D* endlich ist,
bilden wir zu D* einen Graphen im Sinne von 4.4.23 wie folgt: Als Graphenecken
nehmen wir alle fiinfelementigen Teilmengen von D* vom Typ ,,Polkappe®, die
also aus einem festen Dreieck mit ausgezeichneter Ecke durch wiederholtes Um-
klappen unter Festhalten dieser einen ausgezeichneten Ecke gewonnen werden
konnen. Nun verbinden wir zwei verschiedene derartige Graphenecken durch ei-
ne Graphenkante genau dann, wenn sie mindestens ein Dreieck gemeinsam haben.
So erhilt man aus D* einen zusammenhingenden Graphen mit den Eigenschaften
aus 4.4.23: Jede Graphenecke hat genau fiinf Nachbarn, und je zwei benachbar-
te Graphenecken haben genau zwei gemeinsame Nachbarn. Nach Ubung 4.4.23
ist ein zusammenhidngender Graph mit diesen Eigenschaften jedoch endlich, und
damit muf3 auch unsere Menge von Dreiecken D* endlich gewesen sein. [

Ergiinzung 4.4.14. Die obigen Uberlegungen kann man dahingehend zusammen-
fassen, daf gegeben ein gleichseitiges Dreieck A = {a, b, ¢}, fir das es eine
Drehung » um die Ursprungsgerade durch a gibt mit 7> = id und r : b + ¢,
die Menge D(A) der daraus durch Umklappen entstehenden Dreiecke endlich ist.
Die hier geforderte Eigenschaft hat sicher jedes Dreieck, das anschaulich gespro-
chen ,,Fliche eines Ikosaeders* ist. Es gibt aber auch noch andere gleichseitige
Dreiecke mit dieser Eigenschaft, nimlich diejenigen gleichseitigen Dreiecke, die
anschaulich gesprochen die ,,Diagonale unseres Ausgangsfiinfecks* als Seitenlédn-
ge haben.

Ergdnzung 4.4.15. Mit welchen platonischen Korpern kann man den Raum fiil-
len? Ich vermute, das geht nur mit Wiirfeln: Die anderen sollten als Winkel zwi-
schen an einer Kante angrenzenden Flidchen nie einen Winkel der Gestalt 27 /n
haben.

Ergdnzung 4.4.16. Vielleicht ist es verniinftig, platonische Korper zu definieren
iber die Mengen ihrer Ecken, die man wohl wie folgt charakterisieren kann: Man
definiere fiir eine endliche Teilmenge £ des Raums ihre Abstindezahl A(E) als
die Zahl der moglichen von Null verschiedenen verschiedenen Abstidnde zwischen
ihren Elementen. Eine endliche Teilmenge F einer Sphére heifit nun Tetraeder bei
|E| = 4, A(E) = 1, Wiirfel bei |E| = 8, A(E) = 3, Oktaeder bei |E| = 6,
A(FE) = 2, Ikosaeder bei |E| = 12, A(E) = 3, Dodekaeder bei |E| = 20,
A(E) = 4. Stimmt das eigentlich? Mdoglicherweise sollte man bei allen auBer
dem Tetraeder noch fordern, dal £ stabil ist unter Punktspiegelung am Ursprung.

Ubungen

Ubung 4.4.17. Man berechne den Cosinus des Winkels zwischen zwei Seitenfli-
chen eines Tetraeders. Hinweis: Man argumentiere, dal die Normalenvektoren auf
die Fldchen eines Tetraeders die Ecken eines Tetraeders bilden. Man bemerke, daf3
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die Standardbasisvektoren im R?* einen Tetraeder bilden. Wieviele Tetraeder kann
man ldngs einer gemeinsamen Kante zusammenlegen? Bleibt dann noch Luft?
Hier mag ein Taschenrechner helfen.

Weiterfiihrende Ubung 4.4.18. Gegeben ein zusammenhiingender ebener Graph,
bei dem an jeder Ecke drei Kanten ankommen, leite man aus der Eulerschen For-
mel £ — K + F = 2 her, daB} es eine Fliache mit hochstens fiinf Kanten geben
mufB. Hier haben wir die unbeschrinkte Fliache mitgezahlt.

Erginzende Ubung 4.4.19 (Kristallgitter des Diamants). Seien vy, ..., v4 Rich-
tungsvektoren des dreidimensionalen Anschauungsraums, die vom Schwerpunkt
eines Tetraeders zu seinen vier Ecken zeigen. Wir betrachten alle Linearkom-
binationen 3+ n;v; mit 37 n; € {0,1} und behaupten, daf diese Linear-
kombinationen gerade die Punkte beschreiben, an denen in einem Diamant die
Kohlenstoffatome sitzen. In der Tat sind unsere Linearkombinationen paarwei-
se verschieden, die ,,einzige* Relation v; + vy 4+ v3 + v4 = 0 unserer Vektoren
fiihrt aufgrund unserer Einschrinkungen nicht zu Mehrdeutigkeiten, und unsere
Linearkombinationen lassen sich auch beschreiben als die Elemente des von den
Richtungsvektoren v; — vy, v; — v3 und v; — vy erzeugten Gitters mitsamt dem
um v; verschobenen Gitter. Jeder Punkt hat vier nichste Nachbarn, der Nullpunkt
etwa vy, ..., 04, und zu diesen ist er gebunden im Diamantkristall. Anschaulich
mag man sich eine Lage von parallelen horizontalen Zick-Zack-Linien denken,
die Zick-Zacks darin nach oben und unten, dann eine weitere horizontale Lage
senkrecht dazu, bei denen die Tiefpunkte immer gerade die Hochpunkte der Lage
darunter beriihren, und so weiter, und schlieflich an jedem dieser Berithrungs-
punkte ein Kohlenstoffatom.

Erginzende Ubung 4.4.20. Man konstruiere einen surjektiven Gruppenhomomor-
phismus S, — Ss. Hinweis: Geometrisch mag man sich die S4 nach 4.4.10 als
die Gruppe der Symmetriebewegungen eines Wiirfels denken und den fraglichen
Gruppenhomomorphismus konstruieren iiber die Operation dieser Gruppe auf der
Menge der drei Mittelsenkrechten auf den Fldchen des Wiirfels. Spiter werden
wir verstehen, daf dieser Homomorphismus etwas ganz besonderers ist: Surjekti-
ve nicht bijektive Gruppenhomomorphismen S,, — G einer symmetrischen Grup-
pe auf irgendeine andere Gruppe gibt es unter der Annahme n > 5 nur fiir |G| = 2
und dann jeweils nur genau Einen, vergleiche 5.6.9.

Ergiinzende Ubung 4.4.21. Die Multiplikation definiert einen Isomorphismus zwi-
schen der Gruppe aller Symmetrien aus O(3) eines Ikosaeders und dem Produkt
der Gruppe seiner Symmetriebewegungen mit der zweielementigen Gruppe, die
von der Punktspiegelung am Ursprung erzeugt wird. Insbesondere ist die ,,nicht-
orientierte Ikosaedergruppe‘ keineswegs isomorph zur symmetrischen Gruppe Ss.

4.4.22. Unter einem Graphen oder genauer einem kombinatorischen Graphen
(ungerichtet, ohne mehrfache Kanten, ohne Schleifen) verstehen wir ein Paar
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Versuch einer graphischen Darstellung der rdumlichen Struktur des
Diamantkristalls. Die durchgezogenen und gestrichelten Linien sind nur der
Transparenz halber verschiedenartig gezeichnet und bedeuten die Bindungen

zwischen den Kohlenstoffatomen, die jeweils an den Ecken der
Zick-Zack-Linien sitzen. Die hier gezeichnete Struktur gilt es nun
ibereinanderzuschichten, so daf sich jeweils die Ecken treffen.
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(E, K) bestehend aus einer Menge E und einem System K C P(E) von zweiele-
mentigen Teilmengen von E. Die Elemente von £ heilen die Ecken unseres Gra-
phen, die Elemente von K seine Kanten. Zwei verschiedene Ecken, die zu einer
gemeinsamen Kante gehoren, heilen benachbart. Ein Isomorphismus zwischen
zwei Graphen ist eine Bijektion zwischen ihren Eckenmengen, die eine Bijektion
zwischen ihren Kantenmengen induziert. Zwei Graphen heiflen isomorph, wenn
es zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt. Die Aquivalenzklassen der kleins-
ten Aquivalenrelation auf der Eckenmenge eines Graphen, unter der benachbar-
te Elemente dquivalent sind, heilen die Zusammenhangskomponenten unseres
Graphen. Ein Graph heif3t zusammenhingend, wenn er aus einer einzigen Zu-
sammenhangskomponente besteht.

Ubung 4.4.23. Man zeige: Ein zusammenhingender Graph, in dem jede Ecke ge-
nau fiinf (vier, drei) Nachbarn besitzt und je zwei benachbarte Ecken genau zwei
gemeinsame Nachbarn, ist notwendig endlich und sogar isomorph zu jedem weite-
ren Graphen mit diesen beiden Eigenschaften. Den so charakterisierten Graphen
mag man den ,, Kantengraphen des Ikosaeders (Oktaeders, Tetraeders)* nennen.
Hinweis: Ausprobieren.

Ubung 4.4.24 (Endliche Untergruppen der SU(2)). Man zeige, da die Gruppe
SU(2) nur zwei Elemente g besitzt mit g> = 1, nimlich ¢ = =4 id. Man zeige, daB
jede endliche Untergruppe ungerader Kardinalitit n von SU(2) konjugiert ist zur
Untergruppe {diag(¢", (™)1 < r < n} fir ( = exp(27i/n). Man zeige, daB die
endlichen Untergruppen gerader Kardinalitit von SU(2) genau die Urbilder von
endlichen Untergruppen von SO(3) unter unserer Surjektion SU(2) — SO(3) aus
?? sind, die wir nach 4.4.3 bereits kennen. Das benotigt den Satz von Cauchy
3.1.13.

Ubung 4.4.25 (Ikosaeder). Es gibt in der Einheitssphiire zwolfelementige Teil-
mengen, die stabil sind unter der Drehung mit den Winkeln +27/5 um die Ur-
sprungsgeraden durch jeden ihrer Punkte, und je zwei derartige Teilmengen lassen
sich durch eine Drehung ineinander iiberfiihren.

Ubung 4.4.26 (Endliche Untergruppen der Isometriegruppe des Raums). Jede
Wahl eines von Null verschiedenen Richtungsvektors versieht den Anschauungs-
raum mit einer Metrik. Alle diese Metriken unterscheiden sich nur um eine posi-
tive reelle Konstante und liefern folglich dieselben Isometrien. Die Gruppe aller
Isometrien des Anschauungsraums ist damit wohldefiniert. Sie kann im {ibrigen
auch beschrieben werden als die von allen Bewegungen und allen Punktspiege-
lungen erzeugte Gruppe von Selbstabbildungen. Diejenigen Isometrien des An-
schauungsraums, die eine gegebene Teilmenge stabilisieren, nenne ich ihre Iso-
metriesymmetrien oder im folgenden auch kurz Symmetrien. Man zeige, dal3
jede endliche Untergruppe der Gruppe der Isometrien alias abstandserhaltenden
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Ein zusammenhédngender Graph mit fiinf Punkten, von denen drei vier Nachbarn
haben und zwei nur drei Nachbarn. Die beiden Punkte ,,auf halber Hohe auf dem
Rand* haben drei gemeinsame Nachbarn.
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Selbstabbildungen des Anschauungsraums konjugiert ist zu genau einer Unter-
gruppe der folgenden Liste:

1. Der Gruppe aller Symmetrien bzw. Symmetriebewegungen eines Tetraeders,
Wiirfels, oder Ikosaeders, insgesamt 6 Félle mit den Kardinalitdten 24, 12,
48, 24, 120, 60;

2. Der Gruppe aller Symmetrien bzw. Symmetriebewegungen eines regelma-
Bigen k-eckigen Bierdeckels, £ > 3, also 2 Fille fiir jedes &£ von Gruppen
der Kardinalititen 4k und 2k;

3. Der Gruppe aller Symmetrien bzw. Symmetriebewegungen einer regelma-
Bigen k-eckigen Schale, £ > 3, also 2 Fille fiir jedes & von Gruppen der
Kardinalitiaten 2k und k;

4. Der Gruppe aller Symmetrien bzw. Symmetriebewegungen, die von einem
Tripel bestehend aus drei durch einen gemeinsamen Punkt laufenden paar-
weise orthogonalen Geraden jede der drei Geraden stabilisieren und ei-
ne bzw. zwei dieser Geraden punktweise festhalten. In Formeln iibersetzt
und nach den entsprechenden Identifikationen also einer der Untergruppen
diag(+1,1, 1), diag(£1,+1,1), diag(41, £1 + 1) oder ihrer Schnitte mit
der Drehgruppe SO(3), insgesamt 6 Fille mit den Kardinalititen 2, 1, 4, 2,
8, 4;

4.5 Eulerformel*

Satz 4.5.1. Sei S? = A, U. ..U A, eine Zerlegung der Einheitssphiire S* := {x €
R3 | ||z|| = 1} in endlich viele paarweise disjunkte Teilmengen derart, daf3 gilt:

1. Fiir jeden Index i ist A; ist offenin A; Ll ... A,
2. Jedes A; ist homdomorph zu R? oder R' oder R° alias ist ein Punkt.

So gilt die Euler-Formel &' — K + F' = 2 fiir E, I, K die Zahl der jeweils zu
R°, R, R? homdomorphen Stiicke A;.

4.5.2. Die Bezeichnungen F, K, F' stehen fiir ,,Ecken, Kanten, Flichen*. Man
priift die Formel leicht explizit fiir die durch die Zentralprojektion eines platoni-
schen Korpers auf die Einheitssphire gegebene Zerlegung derselben in die Bilder
seiner Ecken, Kanten und Fldchen. Besitzt allgemeiner ein lokal kompakter Haus-
dorffraum X eine Zerlegung
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in endlich viele paarweise disjunkte Teilmengen derart, dal} fiir jeden Index ¢ gilt
A;@ A;U. ..U A, und daB jedes A; homdomorph ist zu R4? fiir ein d(i) > 0, so
ist Zi(—l)d(i) unabhingig von der Wahl einer derartigen Zerlegung. Den Beweis
mogen Sie in ?? nachschlagen, er bendtigt vertiefte Kenntnisse in Topologie.

4.5.3 (Heuristische Begriindung der Eulerformel). Wir gehen aus von der Zer-
legung der Einheitssphire in einen Punkt und sein Komplement. In diesem Fall
gilt sicher die Eulerformel. Jetzt argumentieren wir induktiv und gehen von einer
Zerlegung der Einheitssphire in Ecken, Kanten und Fldchen aus, in der wir die
Eulerformel bereits gepriift haben.

1. Ergédnzen wir eine Ecke, indem wir eine bereits existierende Kante in zwei
Kanten zerteilen, so entsteht eine neue Zerlegung mit einer zusétzlichen
Ecke und einer zusitzlichen Kante.

2. Erginzen wir eine Kante, indem wir zwei Ecken auf dem Rand einer bereits
vorhandenen Fliche innerhalb dieser Flidche durch eine Kante verbinden, so
entsteht eine neue Zerlegung mit einer zusétzlichen Kante und einer zusitz-
lichen Fldche, da ja unsere Fliche von unserer neuen Kante in zwei Teile
geschnitten wird.

Induktiv folgt so die Eulerformel fiir alle Zerlegungen der Einheitssphére in Ecken,
Kanten und Fliachen, die wir auf diese Weise induktiv konstruieren konnen. Die
Schwiche dieser Argumentation ist neben der allgemeinen Unschirfe der darin
verwendeten Begriffe, da3 nicht klar ist, welche Zerlegungen der Einheitssphire
in Ecken, Kanten und Fldchen wir denn so induktiv erreichen konnen. Da die-
se Fragen aber nur mit dem Aufbau eines entsprechend starken Begriffsapparats
befriedigend geklirt werden konnen, will ich sie hier nicht weiter verfolgen.

4.6 Bruhat-Zerlegung*

Satz 4.6.1 (Bruhat-Zerlegung). Gegeben ein Kring R und eine natiirliche Zahl
n > 1 zerfillt die Gruppe GL(n; R) unter der beidseitigen Operation der Un-
tergruppe der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen B C GL(n; R) in die dis-
junkte Vereinigung

der Doppelnebenklassen der Permutationsmatrizen.

Beweis. Multiplikation mit oberen Dreicksmatrizen von rechts bedeutet solche
Spaltenoperationen, bei denen eine Spalte mit einem invertierbaren Skalar multi-
pliziert oder ein Vielfaches einer Spalte zu einer Spalte weiter rechts addiert wird.
Ahnlich bedeutet die Multiplikation mit oberen Dreicksmatrizen von links solche
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Zeilenoperationen, bei denen eine Zeile mit einem invertierbaren Skalar multi-
pliziert oder ein Vielfaches einer Zeile zu einer Zeile weiter oben addiert wird.
Also besteht fiir jede Permutationsmatrix w die Nebenklasse Bw aus gewissen
,Zahnliickenmatrizen‘ und die Nebenklasse w B aus gewissen ,,Regaleinriumma-
trizen“, wie nebenstehendes Bild andeuten mag. Man erkennt so einerseits, daf3
aus Bw NvB # ( folgt v(i) < w(i) fir 1 < i < n, wobei wir unsere Permu-
tationsmatrizen nun als echte Permutationen aufgefalit haben. Das zeigt v = w
und wir erkennen, daf} die Doppelnebenklassen Bw B fiir w € §,, paarweise dis-
junkt sind. Andererseits konnen wir eine beliebige invertierbare Matrix g durch
Davormultiplizieren von b € B stets in eine Regaleinrdummatrix transformieren:
Wir beginnen dazu mit der ersten Spalte, nehmen darin den tiefsten von Null ver-
schiedenen Eintrag, und benutzen Zeilenoperationen ,,nach oben‘, um alle Eintri-
ge dariiber auch auszurdumen. Dann streichen wir die Zeile dieses Eintrags und
machen immer so weiter. Das zeigt, da3 die Doppelnebenklassen Bw B auch die
ganze Gruppe iiberdecken. [

4.6.2. Fiir die meisten Matrizen g wird der tiefste von Null verschiedene Eintrag
jedesmal in der untersten noch nicht gestrichenen Zeile auftauchen. Dann liegt die
Matrix in der Doppelnebenklasse Bw, B der Permutationsmatrix mit Einsen in der
Nebendiagonalen und Nullen sonst. Die zugehorige Permutation w, € S, ist die
Permutation, die ,,die Reihenfolge umdreht*. Diese Doppelnebenklasse hei3t die
dicke Zelle.

Ergdnzung 4.6.3. Sei weiter w, die Permutationsmatrix mit Einsen in der Neben-
diagonalen und Nullen sonst, der also die Permutation w, € S, entspricht, die
,die Reihenfolge umdreht. Dann besteht L := w, Bw, genau aus allen invertier-
baren unteren Dreiecksmatrizen. Die mit w, verschobene dicke Zelle kann also
auch beschrieben werden als

woBw.,B = LB

Bezeichnet U := U(n; R) die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen
auf der Diagonale, so besteht L N U nur aus der Einheitsmatrix und wir haben
LU = LB. Mithin liefert die Multiplikation eine Bijektion

LxU= LB

auf die mit w, verschobene dicke Zelle. In der Numerik nennt man diese Darstel-
lung einer Matrix aus der verschobenen dicken Zelle LB als Produkt einer unte-
ren mit einer oberen Dreiecksmatrix die LR-Zerlegung fiir ,,Links-Rechts* oder
LU-Zerlegung fiir ,,Jower-upper. Allgemeiner zeigt man, daf fiir eine beliebige
Permutation w € S,, die Abbildung (a, u) — awu eine Bijektion

Lx (UnNw'Uw) > LwB
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> By

Die Nebenklassen einer Permutationsmatrix unter der Operation der oberen
Dreiecksmatrizen. Das Symbol * steht fiir einen beliebigen Matrixeintrag, das
Symbol *- fiir einen invertierbaren Matrixeintrag.
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liefert. Die Surjektivitét folgt hierbei in den Notationen von 3.1.12 aus der Er-
kenntnis, dal das Aufmultiplizieren in einer beliebigen aber festen Reihenfol-
ge eine Bijektion [, _; ,)su Uy X (UNw “1Uw) = U liefert und daR gilt
wUs; = Upiyw(jyw € Lw fiir alle Faktoren des groBen Produkts.

4.6.1 Ubungen

Ubung 4.6.4. Seien R ein Ring. Wir betrachten in GL(n; R) die Untergruppen
B,U und U~ := w,Uw, der obereren Dreiecksmatrizen, oberen Dreiecksmatri-
zen mit Einsen auf der Diagonale und unteren Dreiecksmatrizen mit Einsen auf
der Diagonale. Man zeige, da8 fiir jedes w € S,, die Abbildung (b, u) — bwu eine
Bijektion
Bx (UnNw'U w) > BwB

induziert. Man zeige: Fiir je zwei Permutationen v, w € S, mit [(vw) = [(v) +
[(w) fiir I(o) wie in ?? die Zahl der Fehlstdnde einer Permutation o liefert die
Multiplikation eine Bijektion

BvB x ;3 BuB = BvwB

des balancierten Produkts nach 4.2.6 unserer Doppelnebenklassen mit einer wei-
teren Doppelnebenklasse. Ist dahingegen s € S,, eine Permutation mit nur einem
Fehlstand und w € S, beliebig und gilt [(sw) < [(w), so haben wir I(sw) =
[(w) —1und

BsBwB = BswB U BwB

4.7 Mobius-Geometrie*

4.7.1. Eine Teilmenge
K C R* U {oo}

heiBt ein verallgemeinerter Kreis, wenn sie entweder ein Kreis in R? ist, also
K = K(er) == {z € R? | ||z —¢|]| = r} fir c € R* und r € R, oder
eine affine Gerade disjunkt vereinigt mit der einpunktigen Menge {co}. Jedem
verallgemeinerten Kreis K ordnen wir eine Abbildung

skt R? U {oo} — R*U {oo}

zu, die wir die Spiegelung an unserem Kreis oder auch Inversion nennen, und
zwar die iibliche Spiegelung R? — R? mit der Zusatzregel co +— oo im Fall, daB
unsere verallgemeinerte Sphire eine Hyperebene ist, und die Inversion

c+T = c+ (r/|v])*

mit der Zusatzregel ¢ — oo und co +— ¢ im Fall K = K(¢; 7).
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Lemma 4.7.2 (Inversionen erhalten Kreise). Jede Kreisspiegelung macht ver-
allgemeinerte Kreise zu verallgemeinerten Kreisen.

4.7.3. Das war auch bereits die Ubung 1.1.19.

Beweis. Es reicht sicher, das fiir die Kreispiegelung am Einheitskreis zu zeigen
und fiir verallgemeinerte Kreise, die gewohnliche Kreise sind und ihr Zentrum
auf der x-Achse haben oder aber die Geraden entsprechen, die auf der x-Achse
senkrecht stehen. Unter der Standardidentifikation R? = C entspricht die Spie-
gelung am Einheitskreis der Abbildung s : z — 1/Z ergénzt durch die Regeln
0 — oo und oo — 0. Ein Kreis mit Zentrum ¢ € R und Radius » > 0 wird
gegeben durch die Gleichung K(c;7) = {2 € C | (2 — ¢)(z — ¢) = r*}. Gegeben
¢ € R sind fiir z € C* gleichbedeutend:

s(z) € K(gr)
(1/z) —e)((1/2) —¢) = =2

l—cz—cz+c%22 = r2zz

Im Fall ¢2 = r? haben wir ¢ # 0 und die Gleichung beschreibt die vertikale
Gerade 1 — 2cRe(z) = 0. Im Fall a := ¢* — r? # 0 kdnnen wir weiter umformen

“ l/a—(c/a)(z+Z)+22 = 0
(2 —c/a)(z—cla) = 2/a*>—1/a = r*/a®

So sehen wir, dal unter s der Schnitt von C* mit einem verallgemeinerten Kreis
auf den Schnitt von C* mit einem verallgemeinerten Kreis abgebildet wird. Daf}
das mit den Punkten 0 und oo auch pafit, priifen wir separat. Das Lemma folgt. []

Alternativer Beweis. Unsere verallgemeinerten Kreise sind genau die Nullstellen-
mengen in R? von Gleichungen der Gestalt

p(‘Tv CB> - 2<Ia U> +4q
fiir (v, v) > pq. Fir x # 0 gilt aber fiir y := x/(z, x) nach kurzer Rechnung

p(z,z) —2(x,0) +q < q(y,y) —2(y,v) +p O

4.7.4 (Konstruierbarkeit von Kreisspiegelungen). Gegeben ein Kreis /K mit
Zentrum c und ein Punkt p € C auBlerhalb unseres Kreises konnen wir sein Bild
unter der Kreisspiegelung sy konstruieren wie folgt. Wir zeichnen die Gerade pc
durch p und ¢ und irgendeinen Kreis L durch p und ¢, so daB gilt {p} = pc N L.
Dann ist notwendig sk (L) die Gerade durch die beiden Punkte von X N L und
wir haben {sk(p)} = p¢ N sk(L). Indem wir diese Konstruktion umgekehren,
erhalten wir auch eine Konstruktion fiir die Bildpunkte unter sx von Punkten
innerhalb unseres Kreises.
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4.7.5. Eine Verkniipfung von Spiegelungen an verallgemeinerten Kreisen heif3t
eine Mobiustransformation. Die Mobiustransformationen bilden also eine Un-
tergruppe

Méb € Ens*(R? L {oo})

Alle Mobiustransformationen machen nach 4.7 verallgemeinerte Kreise zu verall-
gemeinerten Kreisen. Alle Kongruenzen und alle Streckungen, ja alle Ahnlich-
keiten von R? liefern, wenn man sie durch die Vorschrift co — oo fortsetzt,
Mbobiustransformationen. In der Tat erhilt man alle Kongruenzen durch sukzes-
sive Spiegelungen an Geraden und alle Streckungen mit positivem Streckfaktor
als Verkniipfung zweier Kreisspiegelungen an konzentrischen echten Kreisen.

Lemma 4.7.6. Je zwei verallgemeinerte Kreise konnen durch eine Mobiustrans-
Jformation ineinander iiberfiihrt werden.

Beweis. Je zwei Geraden konnen offensichtlich ineinander iiberfiihrt werden, und
jeder echte Kreis kann in eine Gerade iiberfiihrt werden durch eine Kreisspiege-
lung an einem Kreis mit Zentrum auf unserem echten Kreis. [

4.7.7 (Appollonisches Problem). Es geht darum, alle Kreise zu konstruieren, die
drei verschiedene vorgegebene Kreise beriihren alias in genau einem Punkt tref-
fen. Wir verstehen hier unter Kreisen immer verallgemeinerte Kreise im Sinne der
Mobiusgeometrie. Davon gibt es manchmal gar keine Losung, wenn ndamlich ein
Kreis ,,die beiden anderen trennt*. Es kann aber bis zu acht Losungen geben. Ich
diskutiere, wie man eine Losung finden kann, wenn es sie denn gibt. Nehmen wir
Schrumpfe Kreis zu Punkt, mache ihn nach unendlich, finde gemeinsame Tangen-
ten an zwei Kreise, transformiere zuriick.

Satz 4.7.8 (Mobiustransformationen, die co festhalten). Mdobiustransformatio-
nen von R? U {oo}, die den Punkt co festhalten, sind genau alle Fortsetzungen
durch oo — oo von Ahnlichkeiten der Standardkongruenzebene R2.

Beweis. Sei ¢ eine Mobiustransformation mit ¢(0co) = oco. So tiberfiihrt die indu-
zierte Abbildung ¢ : R? = R? Geraden in Geraden und ist nach ?? folglich affin.
Wir finden mithin eine Ahnlichkeit 1) : R? = R? derart, daB 1) sowohl (0,0) als
auch (1, 0) festhilt. Da diese Abbildung affin ist und (0, 0) festhélt, muB sie linear
sein. Da sie auerdem (1,0) festhilt und echte Kreise in echte Kreise tiberfiihrt,
muf sie Lingen von Vektoren erhalten und ist damit eine orthogonale Abbildung,
ja genauer die Identitit oder die Spiegelung an der x-Achse. U

Proposition 4.7.9 (Charakterisierung von Kreispiegelungen). Jede Mobius-
transformation, die einen vorgegebenen verallgemeinerten Kreis K punktweise
festhdilt, ist die Kreisspiegelung sy oder die Identitdt.
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Beweis. Da sich nach 4.7.6 je zwei verallgemeinerte Kreise durch eine Mobi-
ustransformation ineinander iiberfithren lassen, diirfen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, unser K sei eine Gerade. Nach 4.7.8 miissen wir
also nur zeigen, daf} alle Anlichkeiten, die eine Gerade punktweise festhalten,
entweder die Identitdt oder die Spiegelung an besagter Gerade sind. Das ist aber
klar. ]

Korollar 4.7.10. Gegeben eine Mobiustransformation ¢ und ein verallgemeiner-
ter Kreis K gilt psxo™" = Su(k).

Beweis. Beide Seiten sind Mobiustransformationen, die nicht die Identitit sind
und den verallgemeinerten Kreis ¢(K) punktweise festhalten. Das Korollar folgt
so aus der Charakterisierung von Kreispiegelungen 4.7.9. U

Definition 4.7.11. Gegeben verallgemeinerte Kreise K, L C R? Ul {oo} sagen
wir, K stehe senkrecht auf . und schreiben K 1 L, wenn gilt K # L und

4.7.12. In den Ubungen mogen Sie sich genauer iiberlegen, inwiefern die in die-
ser Definition gegebene Charakterisierung unserer anschaulichen Vorstellung von
Senkrechtstehen entspricht.

Proposition 4.7.13. Gegeben verallgemeinerte Kreise K # L C R? LI {oco} ist
K 1 L gleichbedeutend zu sis;, = spSx und damit auch zu L | K.

Beweis. Wir finden

SKSL = SLSK < SKSLSE = s, wegen s = id
S Ssp(L) = SL nach Korollar 4.7.10

]

Proposition 4.7.14. Sind K, L verallgemeinerte Kreise mit K | L und ist © eine
Mobiustransformation, so gilt auch p(K) L ¢(L).

Beweis. Aus sk (L) = L folgt s,k (p(L)) = pskxp (L) = ¢(L). O

Satz 4.7.15 (Kreiskettensatz von Steiner). Seien zwei disjunkte Kreise gegeben.
Schliefst sich dazwischen eine Kreiskette, so schliefst sich jede Kreiskette.

Beweis. Das gilt fiir zwei Kreise offensichtlich genau dann, wenn es fiir ihre Bil-
der unter irgendeiner Mobiustransformation gilt. Es reicht also zu zeigen, dal wir
fiir je zwei disjunkte Kreise eine Mobiustransformation finden, die sie in konzen-
trische Kreise iiberfiihrt. Das aber leistet das folgende Lemma 4.7.16. [
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Lemma 4.7.16. Zu je zwei verallgemeinerten Kreisen K, L mit leerem Schnitt
finden wir eine Mobiustransformation, die sie in konzentrische Kreise iiberfiihrt.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dafl L eine
erweiterte Gerade ist. Dann ist notwendig K ein echter Kreis. Nun finden wir
sicher eine erweiterte Gerade Amit A | Lund A | K. AuBerdem finden wir mit
elementaren Konstruktionen einen echten Kreis B mit Zentrum in A N L, der auf
K senkrecht steht. Fiir jede Inversion s an einem Punkt von AN B sind dann s(A)
und s(B) aufeinander senkrechte erweiterte Geraden, die beide auf s(/) und s(L)
senkrecht stehen. Damit aber sind s(K') und s(L) konzentrische Kreise. O

Spiter!

4.7.17. Eine Abbildung ¢ : V' — W von komplexen Vektorraumen heif3t schiefli-
near, wenn sie ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen
ist und wenn zusitzlich fiir alle A € Cund v € V gilt

p(A) = Ag(v)

Ich will die Konvention einhalten, Schieflineares nach Moglichkeit mit Querstrich
zu notieren.

4.7.18 (Mobiustransformationen und birationale Abbildungen). Bezeichne 7 :
C? — C? die schieflineare Abbildung 7 : (w, 2) > (w, z). Die Gruppe

GL(2; C)(3) := GL(2;C) U GL(2;C)7

aller linearen oder schieflinearen Automorphismen des komplexen Vektorraums
C? operiert offensichtlich auf der Menge P! C aller Ursprungsgeraden. Unter un-
serer kanonischen Bijektion C LI {oo} = P!C mit 2z + (1,2) und co — (0, 1)
entspricht 7 der Spiegelung an der reellen Achse. Weiter entspricht die Operation
der Matrix (* Z) auf P'C einer Abbildung mit z — (c+dz)/(a + bz) falls z # oo
und a + bz # 0 sowie gewissen Sonderregeln an den verbleibenden Stellen. Das
Bild des so konstruierten Gruppenhomomorphismus

GL(2;C)(3) — Ens*(C U {o0})

enthélt offensichtlich alle Spiegelungen an verallgemeinerten Sphéaren und wird
auch von diesen erzeugt. Besagtes Bild ist also genau die Gruppe der Mobius-
transformationen von C LI {oco}. Nur die Vielfachen der Einheitsmatrix operieren
als die Identitit, so daB wir einen Isomorphismus GL(2; C)(y)/C* = Md&b mit
unserer Mobiusgruppe erhalten.
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Vorschau 4.7.19. Unser Isomorphismus GL(2; C)(%)/C* = Méb induziert einen
Isomorphismus PGL(2; C) = Mob* mit der Untergruppe der ,,orientierungser-
haltenden* Mobiustransformationen. Wenn Sie bereits etwas mit Funktionentheo-
rie vertraut sind, mag Thnen bekannt sein, dal alle biholomorphen Abbildungen
,winkeltreu* sind. So folgt leicht, da} auch alle M6biustransformationen ,,win-
keltreu* sind, aber ich will an dieser Stelle nicht diskutieren, was das nun ganz
genau bedeuten soll, und gebe mich mit einer Diskussion des ,,Senkrechtstehens
zufrieden.

Definition 4.7.20 (Tangenten an verallgemeinerte Kreise). Gegeben ein verall-
gemeinerter Kreis K C R? U {oo} und darauf ein endlicher Punkt p € K N R?
erkldren wir die affine Gerade

T,K C R?

als die eindeutig bestimmte Gerade mit T, N K = {p} im Fall eines echten
Kreises K und als die Gerade T, K := K N R? im Fall eines verallgemeinerten
Kreises durch den Punkt oo.

Definition 4.7.21. Gegeben verallgemeinerte Kreise K, L sagen wir, K stehe
senkrecht auf L und schreiben K | L, wenn gilt K N L # () und

T,K L T,L Vpe KNLNR?

Proposition 4.7.22. Gegeben in R? LU {co} zwei verschiedene verallgemeinerte
Kreise K # L ist sg(L) = L gleichbedeutend zu K 1 L. (Versuche, das als
Definition zu nehmen!)

Beweis. Nur im Fall zweier echter Kreise ist das nicht unmittelbar klar. Dann
aber impliziert K | L, dal K N L aus zwei Punkten besteht und daf} fiir jedes
p € K N L die Gerade T, L durch das Zentrum von K geht. Es folgt T, (sx (L))
und dann unmittelbar sy (L) = L. Gilt umgekehrt nicht X' | L, so gilt entweder
KNL = (),und dann ist s (L) = L schon ganz unmoglich, oder fiireinp € KNL
trifft die Gerade 7" durch p und das Zentrum von K den Kreis L noch in einem
weiteren Punkt ¢ # p. Dieser muB auch auf K liegen, sonst wire sy (L) = L auch
unmoglich. Also schneidet 7' den Kreis L in zwei Teile und eines liegt innerhalb
von K und das andere auBlerhalb von /. Dann aber kann L auch nicht unter sg
stabil sein. ]

ALTERES!
4.7.23 (Mobius-Geometrie). Wir halten n > 1 fest. Eine Teilmenge

K C R"U{oc0}
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heile eine verallgemeinerte Sphire, wenn sie entweder eine Sphire in R” ist,
also K = K(¢;r) == {z € R" | ||z — ¢| = r} fur c € R” und r € R, oder
eine affine Hyperebene disjunkt vereinigt mit der einpunktigen Menge {co}. Die
Bezeichnung K riihrt von der alternativen Bezeichnung einer Sphire als ,,Kugel-
schale* her. Jeder verallgemeinerten Sphire K ordnen wir eine Abbildung

sk R"U{oo} — R" U {oo}

zu, die wir die Spiegelung an unserer verallgemeinerten Sphére nennen, und
zwar die iibliche Spiegelung R" — R" mit der Zusatzregel oo — oo im Fall, da3
unsere verallgemeinerte Sphiire eine Hyperebene ist, die Abbildung y — /||y
mit der Zusatzregel 0 — oo und oo +— 0 im Fall der in Null zentrierten Einheits-
sphire K(0; 1), und allgemeiner die Inversion

T2

ly —cl?
mit der Zusatzregel ¢ — oo und oo +— ¢ im Fall K = K(c; ). Die von Spiegelun-
gen an verallgemeinerten Sphiren erzeugte Untergruppe von Ens™(R™ LI {o0})
hei3t die Mobiusgruppe und ihre Elemente heilen Mobiustransformationen.
Analog erkldren wir fiir jeden reellen affinen euklidischen Raum, ja fiir jeden

affinen Skalarproduktraum £ iiber einem angeordneten Korper die Gruppe der
Méobiustransformationen als Untergruppe von Ens™ (E U {oo}).

Yy c+ (y — ¢

Erginzung 4.7.24. Die von allen Verkniipfungen von zwei solchen Spiegelun-
gen erzeugte Untergruppe heif3t die Gruppe der orientierungserhaltenden Mo6-
biustransformationen: Sie besteht ndmlich genau aus denjenigen Mobiustrans-
formationen, deren Differential ?? an jeder Stelle des R", die nicht gerade nach
oo abgebildet wird, die Orientierung erhilt.

4.7.25 (Mobiustransformationen erhalten verallgemeinerte Sphiiren). Mobi-
ustransformationen iiberfiihren verallgemeinerte Sphiren stets in verallgemeinerte
Sphiren. Im Fall n = 2 und fiir die Inversion am Einheitskreis £'(0; 1) sollten Sie
das bereits in 1.1.19 mithilfe der komplexen Zahlen nachgerechnet haben, mit de-
nen das besonders gut geht. Der allgemeine Fall folgt leicht aus dem ebenen Fall,
da eine Inversion an einer echten Sphére offensichtlich mit allen Rotationen um
Achsen durch das Zentrum der Sphire kommutiert, wenn wir diese Rotationen
durch co — oo auf R™ U {oo} erweitern. Andererseits ist auch klar, da$ sich je
zweli verallgemeinerte Spharen durch eine Mobiustransformation ineinander iiber-
fiihren lassen.

Definition 4.7.26. Eine reelle Form eines komplexen Vektorraums V ist ein
reeller Untervektorraum Vg C V derart, da3 Vi ganz V' als C-Vektorraum erzeugt
und daB jede tiber R linear unabhéngige Teilmenge unseres Untervektorraums Vg
auch iiber C linear unabhingig istin V.
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Erginzung 4.7.27 (Verallgemeinerte Kreise und reelle Formen). Im zweidi-
mensionalen Fall sprechen wir unsere verallgemeinerten Sphéren auch als verall-
gemeinerte Kreise an. Die reellen Formen von C? bilden offensichtlich eine Bahn
sowohl unter der Operation der Gruppe GL(2; C) auf der Menge P (C?) aller Teil-
mengen von C? als auch unter der Operation unserer Gruppe GL(2; C)(7) aller
linearen oder schieflinearen Automorphismen von C2. Unter der Komposition von
hoffentlich offensichtlichen Abbildungen P(C?) — P(C?\0) — P(C U {o0})
liefern unsere reellen Formen mithin eine Bahn unter Operation der Gruppe der
Mébiustransformationen auf P(C LI {co}). Da die reelle Form R? auf den verall-
gemeinerten Kreis RU{oo} abgebildet wird, muB damit jede reelle Form auf einen
verallgemeinerten Kreis abgebildet werden und diese Abbildung ist surjektiv. Es
werden jedoch durchaus verschiedene reelle Formen auf denselben verallgemei-
nerten Kreis abgebildet. Genauer haben zwei reelle Formen genau dann dasselbe
Bild, wenn sie durch die Multiplikation mit einer von Null verschiedenen kom-
plexen Zahl auseinander hervorgehen.

4.7.28 (Identifikation von R" LI {co} mit einer Sphire). Die Spiegelung an
der Sphire mit Zentrum im Standardbasisvektor e, und Radius Zwei identi-
fiziert die Einheitssphire S™ = K(0;1) € R™"! U {co} mit der Hyperebene
{z,41 = —1} U {oc}, wie nebenstehendes Bild im Fall n = 1 illustriert. Halten
wir noch eine Verschiebung um e, ; dahinter, so erhalten wir eine Identifikation
S™ = R™ U {oo}. Wir verwenden sie unter anderem, um die rechte Seite und
insbesondere auch P'C = CLI{oco} mit einer Topologie zu versehen. Will man an
diese Vorstellung appellieren, nennt man P!C die Riemann’sche Zahlenkugel.

4.7.29 (Kreise auf der Riemann’sche Zahlenkugel). Unter unserer Identifika-
tion S? = R? U {oo} aus 4.7.28 entsprechen die anschaulichen Kreise auf der
Einheitssphiire genau unseren verallgemeinerten Kreisen in R? L {oo}. In der Tat
haben wir unsere Identifikation ja als die Restriktion einer M&biustransformati-
on auf R? Ll {oco} konstruiert, und die muR stets mehrpunktige Schnitte von zwei
verallgemeinerten Sphiren auf ebensolche abbilden.

Ubungen

Ubung 4.7.30. Man zeige, daB vier paarweise verschiedene Elemente der Zah-
lenkugel C Ul {oco} genau dann ein reelles Doppelverhiltnis haben, wenn sie auf
einem gemeinsamen verallgemeinerten Kreis liegen.

Ubung 4.7.31 (Reelle Formen und schieflineare Involutionen). Unter einer schief-
linearen Involution eines komplexen Vektorraums V' versteht man eine schiefli-
neare Abbildung § : V' — V mit #> = idy. Man zeige: Gegeben ein komplexer
Vektorraum V' liefert die Vorschrift, die jeder schieflinearen Involution von V' ihre
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Der gestrichelte Kreis wird durch die ,,stereographische Projektion® mit der
gestrichelten Geraden identifiziert. Demnichst werden Sie diese Abbildung auch
als ,,Inversion* am durchgezogenen Kreis verstehen lernen. Diese Inversion hilt
jeden Punkt auf dem durchgezogenen Kreis fest und wirft sein Zentrum nach oo.

Folglich vertauscht die Inversion am durchgezogenen Kreis den gestrichelten
Kreis mit der gestrichelten Geraden. Die gezackte Gerade oder vielmehr der
zugehorige verallgemeinerte Kreis wird von besagter Inversion auf sich selbst
geworfen, folglich wirkt unsere Inversion auf den Punkten des gestrichelten
Kreises wie die stereographische Projektion.
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Fixpunktmenge zuordnet, eine Bijektion

schieﬂirleare Involutionen ~ reelle Formen
6:V -V VeCV

0 —> |74

Ubung 4.7.32. Man zeige, dall Inversionen Winkel erhalten in dem Sinne, daf3
ihr Differential an jedem vom Zentrum der Inversion verschiedenen Punkt Winkel
erhilt. Hinweis: Es reicht zu zeigen, daf} eine Orthonormalbasis unter dem Dif-
ferential an jedem festen Punkt eine mit einem festen Faktor skalierte Orthonor-
malbasis wird. Man betrachte hierzu Orthonormalbasen, bei denen ein Vektor die
Richtung vom Zentrum der Inversion zu unserem festen Punkt angibt. Alternativ
16st das auch ?? in sogar noch groBerer Allgemeinheit.

Erginzende Ubung 4.7.33. Die Mobiustransformationen R™ L1 {co} = R™U{oco}
mit Fixpunkt oo sind genau die Fortsetzungen der Ahnlichkeiten auf R™ durch
die Vorschrift oo — oo. Hinweis: Mithilfe von ?? folgere man dann, daf} unse-
re Abbildung auf R" affin sein muf3. Mit ?? folgere man dann, dafl diese affine
Abbildung eine Ahnlichkeit sein muB.

Ergiinzende Ubung 4.7.34. Man zeige, daB fiir n > 2 jede bijektive Abbildung
R"U{oo} = R™"U{oo} mit der Eigenschaft, dal das Bild jeder verallgemeinerten
Sphére eine verallgemeinerte Sphire ist, bereits eine Mobiustransformation sein
muB. Hinweis: Man ziehe sich auf den Fall zuriick, da oo ein Fixpunkt unserer
Abbildung ist, so da3 man 4.7.33 anwenden kann.

Ergiinzende Ubung 4.7.35. Wir betrachten fiir n > 1 das Anfiigen einer Null
R" U {oo} < R*"™! LI {oco}. Man zeige, daB eine Selbstabbildung von R" LI {oo}
eine Mobiustransformation ist genau dann, wenn sie sich zu einer Mdbiustrans-
formation auf R"*! Ll {co} fortsetzen ldBt. Hinweis: Will man direkte Rechnung
vermeiden, mag man mit 4.7.34 argumentieren.

Ergiinzende Ubung 4.7.36. Hilt eine Mobiustransformation auf R™{co} fiirn >
1 eine verallgemeinerte Sphire punktweise fest, so ist sie entweder die Identitit,
oder aber die Inversion an besagter verallgemeinerter Sphire. Hinweis: 4.7.33

Ergiinzende Ubung 4.7.37. Man betrachte die stereographische Projektion der
Einheitssphire auf die xy-Ebene vermehrt um einen Punkt oo, die jedem Punkt
auBer dem Nordpol n = (0,0, 1) den Schnittpunkt mit der zy-Ebene der Geraden
durch diesem Punkt und den Nordpol zuordnet, und die den Nordpol auf oo wirft.
Sie kann verstanden werden als Restriktion der Inversion an derjenigen Sphire
mit Zentrum im Nordpol, die die xy-Ebene im Einheitskreis schneidet. Mit der
vorhergehenden Ubung 4.7.23 erkennt man so, daB unter der stereographischen
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Projektion Kreise auf der Einheitssphire als Schnitte der Einheitssphére mit an-
deren Sphéren iibergehen in verallgemeinerte Kreise in der zy-Ebene, und daf3 die
stereographische Projektion Winkel erhiilt.

Ergdnzung 4.7.38. Gegeben p,q € N erkldren wir O(p,q) C GL(p + ¢;R) als
die Gruppe aller derjenigen invertierbaren Matrizen, die die quadratische Form
f=at+. . +a—a2, — ... — a5, auf RP™ invariant lassen. Diese Grup-
pe stabilisiert den sogenannten Lichtkegel N aller Vektoren, auf denen unsere
quadratische Form verschwindet, und nach dem Satz von Witt ?? ist diese Ope-
ration auf dem Komplement des Ursprungs N\0 transitiv. Die auf dem Quotien-
ten (IV\0)/R-, induzierte Operation ist erst recht transitiv, und da die Einbettung
SP=1x §971 — RP x RY offensichtlich eine Bijektion SP~' x S9! 5 (N\0)/R-g
induziert, erbt die linke Seite ein transitive Operation von O(p, q).

Erginzung 4.7.39 (Mobiustransformationen als Liegruppe). Diese Ergidnzung
ist fiir Leser mit Grundkenntnissen in Differentialgeometrie gemeint. Unter der
Operation von O(p, ¢) auf SP~1 x S9! aus 4.7.38 ist die pseudoriemannsche Me-
trik s X (—s), die man als externes Produkt der Standardmetrik auf SP~! mit dem
Negativen der Standardmetrik auf S9! erhilt, konform invariant. In der Tat ist
der Tangentialraum an das Ursprungskomplement des Lichtkegels N\0 in einem
Vektor v € N\0 genau

T,(N\0) = ker(d, f) = {w € RP™ | (v,w) =0}

fiir ( , ) die zu unserer quadratischen Form f gehorige symmetische Bilinearform.
Die Operation unserer Gruppe 148t den 2-Tensor auf N\0 invariant, der durch Re-
striktion von ( , ) auf die Tangentialrdiume von N\0 entsteht. Unter dem Diffe-
rential der radialen Projektion auf SP~! x S9! ist dieser 2-Tensor an jeder Stelle
verwandt zu einem Vielfachen von s X (—s) am Bild besagter Stelle. So folgt
die konforme Invarianz von s X (—s) unter O(p, ¢). Im Spezialfall O(n + 1,1)
erhalten wir eine transitive konforme Operation von O(n + 1, 1) auf S™, die unter
einer und jeder durch eine Mobiustransformation gegebenen Identifikation wie et-
wa der stereographischen Projektion S™ = R” LI {oo} der Operation der Gruppe
der Mobiustransformationen entspricht.

Beispiel 4.7.40. Gegeben ¢, s € R mit ¢ — s> = 1 gehort die Matrix (¢°) zu
O(1, 1) und folglich gehort die Matrix

o O =
»w o O
o v O

zu O(2, 1). Man priift durch explizite Rechnung, da3 die Operation unserer Ma-
trix auf dem projektivisierten Lichtkegel unter seiner Identifikation mit S durch
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(x,y) — {(x,y,1) und der Identifikation S* = R LI {oo} mit der stereographi-
schen Projektion gegeben durch (z,y) — /(1 — y) mit ihrer Inversen ¢ +—
(2t/(1+1¢),(1—1t%)/(1+t*)) der Streckung um den Faktor a = ¢ — s entspricht.

Erginzung 4.7.41 (Bezug zu Losungen der Maxwell’schen Gleichungen). Die-
se Erginzung ist fiir Leser mit Grundkenntnissen in Differentialgeometrie und
Elektromagnetismus gedacht. In 4.7.39 erhalten wir speziell eine Operation von
O(4,2) auf S* x S'. Wir finden andererseits eine Einbettung R3™! — 33 x §1
als offene dichte Teilmenge, die konform ist fiir die Minkowski-Metrik (und zwar
wie?). Da nach ?? die Maxwell’schen Gleichungen ?? , konform invariant* sind,
konnen wir, wenn wir Definitionsliicken in Kauf nehmen, aus jeder Losung durch
Transformation mit g € O(4, 2) eine weitere Losung erhalten.

4.8 Die hyperbolische Ebene

4.8.1. Uber 2000 Jahre wurde die Geometrie nach dem axiomatischen Aufbau
gelehrt, den Euklid in seinen ,,Elementen niedergelegt hat. Ich denke, daf} die-
ses Buch auch ein Modell fiir den axiomatischen Aufbau einer Theorie iiberhaupt
war und damit eine zentrale Rolle beim Aufbau der modernen Mathematik ge-
spielt hat. Heutzutage sind wir jedoch in der formalen Strenge des Aufbaus dar-
iiber hinausgewachsen und Euklid’s Definitionen wie etwa ,,Ein Punkt ist, was
keine Teile hat* oder ,,Eine Linie ist eine breitenlose Ldnge* scheinen uns nicht
mehr ausreichend. Stattdessen baut die moderne Mathematik auf den Begriffen
der Mengenlehre auf. Natiirlich sind die Grundbegriffe der naiven Mengenleh-
re dhnlich vage, aber hier existiert in der Logik ein grundsolider Unterbau. Ein
Axiomensystem fiir die “euklidische Ebene* in diesem Rahmen ist das, was wir
als eine “Kongruenzebene* erklirt haben.

4.8.2. Im Rahmen der urspriinglichen Axiome von Euklid war eines der Axiome
das sogennante ,,Parallelenaxiom* nach dem man zu jeder Geraden durch jeden
Punkt auBerhalb besagter Geraden genau eine Parallele ziehen kénnen sollte. Uber
Jahrhunderte ist versucht worden, das Parallelenaxiom aus den anderen Axiomen
herzuleiten, bis man im 19.-ten Jahrhundert Geometrien fand, die alle Axiome des
Euklid mit Ausnahme des Parallelenaxioms erfiillen. Sie heiflen die nichteuklidi-
schen Geometrien.

4.8.3. In dem in dieser Vorlesung verfolgten axiomatischen Aufbau kann man
das formulieren wie folgt: Es gibt Tripel (X, Z, K') bestehend aus einer Inzidenz-
geometrie X mit Zwischenrelation Z und einer Automorphismengruppe K von
(X, Z) mit folgenden Eigenschaften:

1. Es gibt in X ein Tripel nicht kollinearer Punkte;

2. Unsere Zwischenrelation hat die Supremumseigenschatft.

134



Eine Teilmenge S C X heiflt dann ein Strahl, wenn es eine Gerade g gibt und
ein Punkt p € g und eine mit unserer Zwischenrelation vertrigliche Anordnung <
auf g mit S = {q € g | ¢ > p}. Mit dieser Terminologie fordern wir dann noch:

3. Zu je zwei Strahlen S, T C X gibt es genau zwei Kongruenzen k € K mit
k(S) =T,

4. Durch einen Punkt auBerhalb einer Gerade gibt es mehr als nur eine Paral-
lele zu besagter Gerade.

4.8.4 (Die Kreisscheibe von Poincaré). Ein Beispiel fiir ein Paar (X, K') mit den
vier Eigenschaften aus 4.8.3 erhilt man wie folgt: Als X nimmt man alle Punkte
der offenen Einheitskreisscheibe. Als Geraden nimmt man alle Schnitte mit der
offenen Einheitskreisscheibe von solchen verallgemeinerten Kreisen, die auf dem
Einheitskreis senkrecht stehen. Als A nimmt man alle M&biustransformationen,
die die offene Einheitskreisscheibe in sich selber iiberfithren. Man zeigt, dal} diese
Gruppe von den Spiegelungen an den verallgemeinerten Kreisen von eben erzeugt
wird.

4.8.5. Eine angeordnete Gruppe G, in der keine nichttriviale zyklische Untergrup-
pe eine obere Schranke hat, ist nach einem Satz von Holder [] ordnungsisomorph
zu einer Untergruppe von (R, +). Versehen wir also jede Gerade mit der durch un-
sere Gruppe K bestimmten Gruppenstruktur, so erhalten wir eine zu R ordnungs-
isomorphe Gruppe. (Zeige noch, dal zwischen je zwei Punkten wieder einer liegt.
Das geht so: Zu p # ¢ nimm Dreieck (p, ¢, ). Verldngere gr zu grs. Verldngere
ps zu psw. Die Gerade wr muB} pq in der Mitte treffen.)
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S Mehr zu Gruppen

5.1 Die Frage nach der Klassifikation

5.1.1. Ich erinnere an die Definition ??. Eine Gruppe ist eine Menge GG mit einer
Verkniipfung G x G — G, (a, b) — ab derart, daB fiir alle a, b, ¢ € G gilt (ab)c =
a(bc), daB es ein Element 1 € G gibt mit la = al = a Ya € G, und daB es fiir alle
a,b € G ein Element ¢ € G gibt mit ac = b. Gegeben eine weitere Gruppe H ist
ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H eine Abbildung von G nach H mit
w(ab) = ¢(a)p(b) fir alle a, b € G. Die Menge aller Gruppen homomorphismen
von G nach H notiere ich Grp(G, H).

5.1.2. Wir wollen im folgenden der Frage nachgehen, welche endlichen Grup-
pen ,.es liberhaupt gibt“. Wir nennen zwei Gruppen isomorph, wenn es zwischen
ihnen einen Isomorphismus als da heif3t einen bijektiven Homomorphismus gibt.
Die Frage, welche endlichen Gruppen es tiberhaupt gibt, konnen wir dann konkret
fassen als die folgende Aufgabe: Man gebe eine Liste von endlichen Gruppen an
derart, daf} jede beliebige endliche Gruppe isomorph ist zu genau einer Gruppe
dieser Liste. In mathematischer Terminologie ist das die Frage nach der Klassifi-
kation der endlichen Gruppen.

Beispiel 5.1.3. Fir Gruppen mit hochstens 4 Elementen konnen wir diese Auf-
gabe noch ohne alle Theorie auf direktem Wege 16sen. Eine endliche Menge mit
Verkniipfung beschreiben wir dazu durch ihre Verkniipfungstabelle, die im Fall
einer Gruppe auch Gruppentafel hei3t. Zum Beispiel bilden die dritten Einheits-
wurzeln 1, ¢ = exp(27i/3) und n = exp(47i/3) in C unter der Multiplikation
eine Gruppe mit der Gruppentafel

—{ S ||y

N
|| |
YRS S

Bei einer Gruppentafel muf3 nach der Kiirzungsregel ?? in jeder Spalte und in
jeder Zeile jedes Element genau einmal vorkommen. Man sieht so recht leicht,
daf3 es bis auf Isomorphismus nur eine Gruppe GG gibt mit |G| Elementen fiir
|G| = 1,2, 3. Man sieht so auch, daB es fiir |G| = 4 bis auf Isomorphismus genau
zweil Moglichkeiten gibt, die sich dadurch unterscheiden, ob jedes Element sein
eigenes Inverses ist oder nicht: Je nachdem haben wir, bis auf Isomorphismus, die
sogenannte Klein’sche Vierergruppe Z /27 x 7 /27 oder die zyklische Gruppe
Z./AZ vor uns.
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Die vier Symmetrien des Buchstabens H und des Sonnenrads, das wohl nicht
zuletzt auch wegen seiner Symmetriegruppe so unvermittelt an furchtbare Zeiten
der deutschen Geschichte erinnert.

137



5.1.4. Warum interessieren wir uns iiberhaupt fiir Gruppen? Stellen wir uns doch
einmal eine ebene Figur vor, zum Beispiel eine stilisierte Bliite, einen Buchsta-
ben, oder allgemein eine beliebige Teilmenge der Ebene A C R2. Unter einer
»Symmetriebewegung® oder kurz Symmetrie unserer Figur verstehen wir eine
abstandserhaltende Selbstabbildung g der Ebene, die unsere Figur in sich selber
tiberfiihrt, in Formeln gA = A. Alle Symmetrien unserer Figur bilden unter der
Hintereinanderausfiihrung als Verkniipfung eine Gruppe, die Symmetriegruppe
der Figur. Bei den meisten Figuren besteht die Symmetriegruppe nur aus einem
Element, der Identitit, aber ein Herz hat schon zwei Symmetrien, die Identitéit
und eine Spiegelung. Der Buchstabe H hat sogar 4 Symmetrien, ebensoviele wie
das Sonnenrad, aber die Symmetriegruppen dieser beiden Figuren sind nicht iso-
morph. In diesem Sinne kann man das Konzept einer Gruppe interpretieren als
eine Formalisierung der Idee eines ,,abstrakten Symmetrietyps.

5.2 Kompositionsreihen

5.2.1. Ich erinnere an Restklassen 3.1, Normalteiler 3.2, Gruppenwirkungen 4.1.1,
Bahnformel 4.2 und Konjugationsklassen 4.3.

Definition 5.2.2. Eine Gruppe heif3t einfach, wenn sie nicht nur aus dem neutralen
Element besteht, aber auer dem neutralen Element und der ganzen Gruppe keine
weiteren Normalteiler hat.

Beispiele 5.2.3. Beispiele einfacher Gruppen sind die zyklischen Gruppen von
Primzahlordnung und die sogenannten alternierenden Gruppen

A, = ker(sgn : S, — {£1})

aller geraden Permuationen von r Objekten unter der Annahme r > 5, wie wir als
Satz 5.6.2 zeigen werden. Nicht zeigen werden wir, daf} die alternierende Gruppe
As die kleinste nichtabelsche einfache Gruppe ist. Diese Gruppe ist iibrigends
genau unsere Ikosaedergruppe aus 4.4.3 aller Drehsymmetrien eines lkosaeders,
was wir im anschlieenden Satz 5.2.5 zeigen.

Ergdnzung 5.2.4. Alle endlichen einfachen Gruppen sind seit etwa 1980 bekannt,
ihre Klassifikation ist jedoch schwierig und man kann nur hoffen, dafl zukiinfti-
ge Forschungen noch substantielle Vereinfachungen der Argumente erlauben. Ei-
ne wesentliche Zutat ist ein beriihmter Satz von Feit-Thompson, nach dem jede
endliche einfache nicht abelsche Gruppe eine gerade Ordnung haben mu8.

Satz 5.2.5. Die lkosaedergruppe ist einfach und isomorph zur alternierenden
Gruppe As.
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Beweis. Ein lkosaeder hat 12 Ecken, 20 Flachen und 30 Kanten. Jedes Paar von
gegeniiberliegenden Ecken liefert vier Elemente der Ordnung 5 in /, macht 24
Elemente der Ordnung 5. Jedes Paar von gegeniiberliegenden Flidchen liefert zwei
Elemente der Ordnung 3 in /, macht 20 Elemente der Ordnung 3. Jedes Paar von
gegeniiberliegenden Kanten liefert ein Element der Ordnung 2 in /, macht 15
Elemente der Ordnung 2. Zusammen mit dem neutralen Element haben wir damit
alle Gruppenelemente aufgelistet, denn es gilt

60=1+15+20+24

Da je zwei Kanten des Ikosaeders durch eine Drehsymmetrie des Ikosaeders in-
einander iiberfithrt werden konnen, bilden die 15 Elemente der Ordnung 2 eine
Konjugationsklasse: Sind in der Tat K und L Kanten und d, d;, die nichttrivialen
Drehsymmetrien, die sie jeweils in sich selbst tiberfiihren, und ist g eine Dreh-
symmetrie mit g(K) = L, so gilt dix = g~ 'drg. Ahnlich sieht man, daB alle 20
Elemente der Ordnung 3 eine Konjugationsklasse bilden. Fiir die Elemente der
Ordnung 5 kann das nicht gelten, denn 24 ist kein Teiler von 60. Mit dhnlichen
Uberlegungen erkennt man jedoch, daB die 24 Elemente der Ordnung 5 zerfal-
len in zwei Konjugationsklassen von je 12 Elementen, bestehend aus Drehungen
einmal um Winkel j:%’r und ein andermal i‘%. Die Kardinalititen der Konjuga-
tionsklassen sind also genau die Summanden auf der rechten Seite der Gleichung

60=1+15+20+12+12

Gibe es nun in / einen echten Normalteiler N, so miiite die Ordnung von N
ein Teiler sein von 60 und eine Summe von Kardinalitdten von Konjugationsklas-
sen, darunter die Konjugationsklasse des neutralen Elements. Die einzigen sol-
chen Zahlen sind aber 1 und 60, folglich ist die Ikosaedergruppe / einfach. Man
iberlegt sich nun anhand der nebenstehenden Zeichnung, daf3 es genau fiinf Mog-
lichkeiten gibt, aus den 20 Ecken eines Dodekaeders, die ja gerade die Flachen-
mitten eines Ikosaeders bilden, 8 Ecken so auszusuchen, daf} sie die Ecken eines
Wiirfels bilden: Auf der Menge dieser 5 einbeschriebenen Wiirfel operiert unsere
Gruppe dann natiirlich auch. Wir erhalten so einen Gruppenhomomorphismus

(p:]—)Sg,

Der Kern von sgnoy : I — {+1,—1} ist ein von 1 verschiedener Normalteiler
von I, es folgt ker(sgn op) = I und ¢ induziert einen Gruppenhomomorphismus
nach As = ker(sgn) C Ss. Der Kern von ¢ : I — S5 ist ein von [ verschiedener
Normalteiler von I, es folgt ker ¢ = 1, und durch Abzdhlen folgt dann, daf} ¢
einen Isomorphismus ¢ : I = Aj induziert. O
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Einer der fiinf eingeschriebenen Wiirfel eines Dodekaeders, mit gestrichelt
eingezeichneten Kanten. Diese Wiirfel entsprechen im iibrigen auch eineindeutig
den 2-Sylows unserer Ikosaedergruppe: Diese sind genau die vierelementigen
Diedergruppen, die von den drei durch die Flachenmitten eines festen Wiirfels
stechenden Geraden jede in sich liberfithren. Wenn Sie dieser Anschauung nicht
so recht trauen, wofiir ich durchaus Sympathie hitte, konnen Sie auch abstrakt
die ,,Symmetriegruppe des Graphen mit den durchgezogenen Kanten* betrachten.
Sie wiirde den ,,Dreh- und Spiegelsymmetrien* eines Ikosaeders entsprechen,
aber wenn Sie zusitzlich an jeder Ecke auf der Menge der von ihr ausgehenden
Kanten in der Terminologie ?? die zyklische Anordnung ,,im Uhrzeigersinn®
festlegen, so wird die Gruppe derjenigen Symmetrien unseres Graphen, die diese
zyklischen Anordnungen respektieren, genau die Ikosaedergruppe werden.
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Definition 5.2.6. Eine Kompositionsreihe einer Gruppe G ist eine Folge von
Untergruppen
G=G,D0G_1D...0G =1

derart, da3 jede Gruppe unserer Folge ein Normalteiler in der nédchstgroferen
Gruppe ist und daB die sukzessiven Quotienten einfach sind, daf also in Formeln
G;/G;_1 einfach ist fir 1 < i < r. Die Gruppen G;/G;_; heiBen die Subquoti-
enten der Kompositionsreihe.

Satz 5.2.7 (Jordan-Holder). Je zwei Kompositionsreihen einer endlichen Gruppe
haben dieselbe Linge und bis auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten, die man
die Kompositionsfaktoren unserer Gruppe nennt. Ist genauer G eine endliche
Gruppe und sind G = M, D ... D My = 1lund G = Ny, D ... D Ny =1
Kompositionsreihen von GG, so haben wir r = s und es gibt eine Permutation
o €S, mit Ni/Ni—l = Ma(i)/Mg(i),l fiir alle 1.

Beispiel 5.2.8. Jede abelsche Gruppe mit n Elementen hat als Kompositionsfakto-
ren die zyklischen Gruppen Z/p;Z fiir n = p; . . . p, die Primfaktorzerlegung von
n. Jeder endlichdimensionale Vektorraum V liber IF), fiir eine Primzahl p hat insbe-
sondere als Kompositionsfaktoren dim V' Kopien von F,. Die Kompositionsfak-
toren der symmetrischen Gruppen S, werden wird in 5.6.2 und 5.6.3 diskutieren:
Ab r = 5 ist der Kern des Signums ein einfacher Normalteiler und unsere Gruppe
hat folglich nur zwei Kompositionsfaktoren: Diesen Normalteiler und Z/27Z.

Beweis. Wir zeigen das durch Induktion iiber die Gruppenordnung. Seien

G O M > ... O1
G O N DO ... O1

zwei Kompositionsreihen. Gilt M = N, so folgt der Satz per Induktion. Sonst
ist das Bild von M in G/N ein von 1 verschiedener Normalteiler, und da G/N
einfach ist, liefert die offensichtliche Abbildung notwendig eine Surjektion M —»
G/N und einen Isomorphismus M /(M N N) = G/N. Ebenso erhalten wir auch
N/(MNN) = G/M.Deuten wir mit (MNN) D ... D 1 eine Kompositionsreihe
des Schnitts an, so hat die Gruppe G also Kompositionsreihen

G O M D ... D1
G DO M > (MNN) D D1
G DO N D (MnNnN) D ... D1
G D N D ... D1

Je zwei in dieser Liste benachbarte Kompositionsreihen haben aber nun nach In-
duktionsvoraussetzung und den oben erwihnten Isomorphismen bis auf Reihen-
folge dieselben Subquotienten. ]
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 5.2.9. Man zeige die Aussage des Satzes von Jordan-Holder
5.2.7, ohne die Endlichkeit der Gruppe vorauszusetzen. Man zeige auch, dal} in
einer Gruppe mit Kompositionsreihe eine absteigende Folge von Untergruppen,
die jeweils echte Normalteiler in der ndchstgroleren Untergruppe sind, hdchstens
so lang sein kann wie besagte Kompositionsreihe.

Erginzende Ubung 5.2.10. Man zeige: Sind N und B Gruppen und 7 : B —
Grp* N ein Gruppenhomomorphismus alias eine Operation von B auf N durch
Gruppenautomorphismen, notiert (7(a))(n) =: (“n), so kann man N X B mit
einer Gruppenstruktur versehen vermittels der Vorschrift

(m,a)(n,b) = (m (“n), ab)

Diese Gruppe heilit das oder genauer ein semidirektes Produkt von N mit B und
wird auch notiert als
NxB=Nx,B

Man zeige weiter: Ist ¢ : G — B ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, N
sein Kern und ¢ : B — G eine Spaltung von ¢, so erhalten wir einen Gruppen-
homomorphismus 7 : B — Grp* N durch (7(b))(n) := ¥(b)ny(b)~! und die
Abbildung (n,b) — ni(b) definiert einen Gruppenisomorphismus

NxB3@G

Erginzung 5.2.11. Ist speziell eine Gruppe N ein Produkt von n Kopien einer
festen Gruppe N = A" = A x ... x A und operiert eine weitere Gruppe B dar-
auf durch Vertauschung der Faktoren, also in hoffentlich offensichtlicher Weise
vermittels eines Gruppenhomomorphismus B — S,,, so bezeichnet man das zu-
gehorige semidirekte Produkt als Kranzprodukt und notiertes N x B =: A B.

Ergiinzende Ubung 5.2.12. Man zeige, daB die symmetrische Gruppe S, isomorph
ist zum semidirekten Produkt der S; mit der Klein’schen Vierergruppe F2 in Be-
zug auf einen und jeden Isomorphismus S3 = GL(2; Fy).

5.3 p-Gruppen
Definition 5.3.1. Das Zentrum einer Gruppe G ist die Menge

Z(G) ={r e G|zg=gx VgeG}

derjenigen Gruppenelemente, die mit allen anderen Gruppenelementen kommu-
tieren.
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5.3.2. Offensichtlich ist das Zentrum ein Normalteiler, was im Ubrigen auch die
alternative Beschreibung Z(G) = ker(int : G — Grp™(G)) als Kern eines Grup-
penhomomorphismus in den Notationen aus 4.3 sofort zeigt.

Definition 5.3.3. Die Standgruppe von g € G unter der Operation von GG auf sich
selbst durch Konjugation heift der Zentralisator Zq(g) von g, in Formeln

Za(g) ={z € G |xga™" =g}

5.3.4. Ist GG eine endliche Gruppe, G = C; U. .. C, ihre Zerlegung in Konjuga-
tionsklassen und g; € C; jeweils ein Element, so liefert die Bahnformel 4.2.2 die
sogenannte Klassengleichung

G| = |Ci] + ... + |G
= |G|/|Za(g1)| + ... +1G|/|Zc(g:)]

Die einelementigen Konjugationsklassen sind dabei genau die Konjugationsklas-
sen der Elemente des Zentrums.

Definition 5.3.5. Sei p eine Primzahl. Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe,
deren Ordnung eine Potenz von p ist.

5.3.6. Die triviale Gruppe hat p° Elemente und ist damit nach unserer Konvention
3.4.3 eine p-Gruppe fiir jede Primzahl p.

Proposition 5.3.7. Jede nichttriviale p-Gruppe hat nichttriviales Zentrum.

Beweis. Wir zerlegen unsere Gruppe in Konjugationsklassen G = C; U ... U C,.
Nach der Bahnformel sind alle Kardinalitdten von Konjugationsklassen |C;| Teiler
von |G, also p-Potenzen. Die einelementigen Konjugationsklassen gehoren dabei
genau zu den Elementen des Zentrums von G und wir folgern

Gl =1Z(G)] (mod p)

Da nun das Zentrum stets mindestens ein Element hat, ndmlich das neutrale Ele-
ment, muf} es im Fall einer nichttrivialen p-Gruppe sogar mindestens p Elemente
haben. OJ

Korollar 5.3.8. Ist die Ordnung einer Gruppe das Quadrat einer Primzahl p, so
ist die besagte Gruppe abelsch, in Formeln:

Gl =p* = ZG)=C
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Beweis. Nach der vorhergehenden Proposition 5.3.7 hat das Zentrum unserer Grup-
pe mindestens p Elemente. Gibe es nun aullerhalb des Zentrums noch ein Element
unserer Gruppe, so mii3te dieses Element zusammen mit dem Zentrum eine kom-
mutative Untergruppe mit mehr als p Elementen erzeugen, und diese wire dann
nach dem Satz von Lagrange 3.1.5 notwendig bereits die ganze Gruppe. [

Satz 5.3.9 (Struktur von p-Gruppen). Ist G eine p-Gruppe, so gibt es in G ei-
ne Kette G = G, D G,_1 D ... D Gy = 1 von Normalteilern von G mit
\Gi/Gi—1| = p fiir alle i. Zusdtzlich kénnen wir sogar erreichen, daf3 G;/G;_1
Jeweils im Zentrum von G /G;_1 liegt.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion iiber die Gruppenordnung. Ist
G nicht trivial, in Formeln G # 1, so hat G nach 5.3.7 nichttrivales Zentrum
Z(G) # 1. Indem wir von irgendeinem nichttrivialen Element des Zentrums eine
geeignete Potenz nehmen, finden wir im Zentrum sogar ein Element = der Ord-
nung p. Die von z erzeugte Untergruppe G; = (x) ist also isomorph zu Z/pZ,
und da x im Zentrum liegt, ist G; ein Normalteiler in G. Nach Induktion finden
wir nun im Quotienten G := G /G eine Kette G=G>...0G DG, =1
wie gewlinscht. Dann nehmen wir G; := can_l(éi_l) fiir can : G — G die Pro-
jektion. Wegen 3.2.20 erhalten wir so eine Kette von Normalteilern von G. Wegen
3.1.6 haben wir |G| = p|G;_| = p'. Damit hat G;/G;_; genau p Elemente. []

5.3.10. Eine Gruppe G heifit auflosbar,) wenn es eine Folge von Untergruppen
G=G DG DG_92D ... DGy =1 gibt mit G;_; normal in G; und
G;/G;_q abelsch fiir 1 <14 < r. Aus 5.3.17 wird folgen, dal wir dann sogar solch
eine Folge finden konnen, bei der jedes G; bereits in ganz GG normal ist. Die Termi-
nologie ,,auflosbar* kommt von der Beziehung dieses Begriffs zum Auflésen von
Gleichungen her und wird erst im Licht von Satz 8.6.20 verstdndlich. Bemerkung
5.6.3 zeigt, daf} die symmetrische Gruppe S, auflosbar ist. Eine nichtabelsche ein-
fache Gruppe kann nie auflosbar sein. Alle Gruppen mit weniger als 60 Elementen
sind auflosbar, und die Ikosaedergruppe alias die Gruppe der geraden Permutatio-
nen von 5 Elementen ist bis auf Isomorphsmus die einzige nichtauflosbare Gruppe
mit 60 Elementen. Beides werden wir aber hier nicht zeigen.

Ubungen

Ubung 5.3.11. Eine Gruppe G heiBt nilpotent, wenn es eine Folge G = G, D
G,—1 D Gr_2 D ... D Gy =1 von Untergruppen von G gibt derart, daB G;/G;_,
fir 1 < i < rim Zentrum von G/G;_; liegt. Jede endliche p-Gruppe ist nil-
potent nach 5.3.9. Natiirlich kénnen wir zu jeder Gruppe G die Gruppe G /Z(G)
konstruieren. Man zeige: Eine Gruppe ist nilpotent genau dann, wenn wiederhol-
tes Anwenden dieser Konstruktion in endlich vielen Schritten von unserer Gruppe
zur trivialen Gruppe fiihrt.
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Erginzende Ubung 5.3.12. Diese Ubung soll die Herkunft der Bezeichnung ,,nil-
potent* erkldren. Gegeben Elemente a,b einer Gruppe G setzt man (a,b) :=
aba~'b~! und nennt dies Element den Kommutator von ¢ und b. Gegeben Teil-
mengen A, B einer Gruppe bezeichnen wir mit ((A, B)) die von den Kommutato-
ren erzeugte Untergruppe. Vielfach wird sie auch vereinfacht (A, B) notiert. Jetzt
definiert man induktiv die absteigende Zentralreihe einer Gruppe G durch

G0 =G, Gl = ((G,G)),...,GH = ((G.G)),...

Man zeige, dal} eine Gruppe genau dann nilpotent ist, wenn ihre absteigende Zen-
tralreihe nach endlich vielen Schritten bei der trivialen Gruppe landet, wenn also
in Formeln gilt G* = 1 fiir i > 0.

Ubung 5.3.13. Eine Gruppe G heiBt iiberauflosbar, wenn es eine Folge G =
G, D G,1 DG, D ... DGy = 1von Normalteilern von G gibt mit G;/G;_1
zyklisch fiir 1 <7 < r. Man zeige: Jede endliche nilpotente Gruppe ist iiberauf-
16sbar.

Ergiinzende Ubung 5.3.14. Jede Untergruppe einer nilpotenten Gruppe ist nilpo-
tent. Fiir jedes n ist die Gruppe der oberen (n x n)-Dreiecksmatrizen mit Einsen
auf der Diagonale und Eintrdgen in irgendeinem Ring nilpotent.

Ergiinzende Ubung 5.3.15. Man bestimme das Zentrum der Gruppe GL(n; k) fiir
n € N und k ein Korper. Man bestimme das Zentrum der Symmetriegruppe eines
Quadrats.

Ubung 5.3.16. Jede Untergruppe einer aufldsbaren Gruppe ist auflosbar. Gegeben
G D N eine Gruppe mit Normalteiler ist die ganze Gruppe GG auflosbar genau
dann, wenn N und G/N auflosbar sind. Hinweis: 3.2.19.

Ergiinzende Ubung 5.3.17. Gegeben eine Gruppe G erklirt man ihre derivierte
Gruppe als DG := ((G, G)) und setzt induktiv DTG := D(D'G). Man zeige,
daf eine Gruppe genau dann auflosbar ist, wenn ihre hoheren derivierten Gruppen
irgendwann trivial werden, wenn also in Formeln gilt D'G = 1 fiir 7 > 0. Man
zeige weiter, daB} alle hoheren derivierten Gruppen Normalteiler von G sind.

5.4 Sylowsitze

Definition 5.4.1. Seien G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Eine Unter-
gruppe P C G heif}t eine p-Sylowuntergruppe oder kurz p-Sylow von G, wenn
ihre Kardinalitiit | P| die hochste p-Potenz ist, die die Gruppenordnung |G| teilt.

Beispiel 5.4.2. Eine 2-Sylow in der Gruppe der 24 Drehsymmetrien eines Wiirfels
ist per definitionem eine Untergruppe mit 8 Elementen. Zum Beispiel wire jede
Untergruppe, die die Achse durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender

145



Flachen stabilisiert, eine solche 2-Sylow. Die einzige 5-Sylow in derselben Grup-
pe wire in unserer Terminologie die einelementige Untergruppe. Viele Autoren
verstehen aber auch abweichend unter Sylowuntergruppen nur diejenigen Unter-
gruppen, die wir in unserer Terminologie als ,,nichttriviale Sylowuntergruppen*
ansprechen wiirden.

5.4.3. Die Operation durch Konjugation einer Gruppe G auf sich selber induziert
eine Operation unserer Gruppe auf ihrer Potenzmenge P(G), die wir auch als
,Konjugation* ansprechen. Im folgenden verwenden wir oft die davon auf der
Teilmenge U(G) C P(G) aller Untergruppen induzierte Operation. Insbesondere
heiBen also zwei Untergruppen H, K C G zueinander konjugiert, wenn es g €
G gibt mit H = gK g~ .

Satz 5.4.4 (Siatze von Sylow). Seien G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl
und p" die grifite p-Potenz, die die Gruppenordnung |G| teilt. So gilt:

1. Unsere Gruppe G besitzt Untergruppen der Ordnung p” alias p-Sylows;
2. Je zwei p-Sylows von G sind zueinander konjugiert;

3. Jede Untergruppe von GG, deren Ordnung eine p-Potenz ist, liegt in einer
p-Sylow von G;

4. Die Zahl der p-Sylows von G ist ein Teiler von |G|/p" und kongruent zu 1
modulo p.

Beispiel 5.4.5. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so gibt es insbesondere ge-
nau eine p-Sylow fiir alle p. Wir kennen diese Untergruppe schon aus Proposition
3.3.17: Es ist genau unsere Untergruppe G(p) aller Elemente von G, deren Ord-
nung eine p-Potenz ist.

Beispiel 5.4.6. Im Fall der Gruppe der 24 Drehsymmetrien eines Wiirfels liefern
die drei Paare gegeniiberliegender Flichen drei paarweise verschiedene 2-Sylows,
bestehend aus allen Drehsymmetrien, die das jeweilige Paar in sich iiberfiihren.
Das miissen dann auch bereits alle 2-Sylows alias alle 8-elementigen Untergrup-
pen dieser Gruppe sein, wie man unschwer aus Teil 2 oder auch aus Teil 4 des
vorhergehenden Satzes folgern kann.

Beweis. 1. Wir argumentieren durch Induktion iiber |G|. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf} p die Ordnung unserer Gruppe teilt. Be-
sitzt G eine echte Untergruppe H C G mit p 1 |G/H|, so folgt die Aussage aus
der Induktionsannahme. Teilt sonst p den Index |G/ H | jeder echten Untergruppe
H C G, so ist die Kardinalitit jeder Konjugationsklasse mit mehr als einem Ele-
ment teilbar durch p. Aus der Klassengleichung 5.3.4 folgt damit die Kongruenz
|G| = |Z(G)| (mod p) und p teilt die Ordnung des Zentrums Z(G'). Dann gibt es
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nach 3.3.18 in Z(G) ein Element g der Ordnung p. Nach der Induktionsannahme
finden wir nun eine p-Sylow von G/(g), und deren Urbild in G ist notwendig eine
p-Sylow von G.

5. Vor dem weiteren Fortgang des Beweises erginzen wir nun unseren Satz um
einen etwas technischeren Teil 5, der dann als néchstes bewiesen wird. Bezeichne
S die Menge aller p-Sylows von G. Sicher operiert G auf S durch Konjugation.
Wir vereinbaren als Notation fiir den weiteren Verlauf des Beweises die folgen-
den Konventionen: Bezeichnen wir eine Sylow durch einen kleinen Buchstaben,
so fassen wir sie primér als ein Element x € S auf und notieren die mit g € G kon-
jugierte Sylow gz. Bezeichnen wir eine Sylow jedoch durch einen groBen Buch-
staben, so fassen wir sie primir als eine Teilmenge P C G auf und notieren die
mit g € G konjugierte Sylow gPg~". Ich ergiinze nun mit diesen Notationen den
Satz um die folgende technischere Aussage:

5. Ist H C G eine p-Gruppe und y = () € S ein Fixpunkt von H in der Menge
aller p-Sylows von G, so gilt H C Q).

In der Tat besagt die Fixpunkteigenschaft genau hQh™! = @ Vh € H. Mithin
ist HQ = QH eine Untergruppe von G. Thre Ordnung ist |QH| = |QH/H| - |H]|.
Nun ist ) H/ H unter der Operation von () durch Linksmultiplikation eine einzige
Bahn und damit ist |(QH/H| eine p-Potenz. Da aber auch |H| eine p-Potenz ist,
mull Q) H eine p-Gruppe sein. Es folgt QH = @), also H C (). Nun beweisen wir
die restlichen Teile des Satzes.

2&3. Sei eine Sylow P = x gegeben. Fiir ihre Isotropiegruppe G, gilt G, D P,
also ist nach der Bahnformel 4.2.2 die Kardinalitit |Gz| der Bahn Gz C S von
x teilerfremd zu p. Sei weiter H C G eine Untergruppe von p-Potenzordnung.
Sicher zerfillt Gx in Bahnen unter H, und die Ordnung jeder solchen Bahn muf3
eine p-Potenz sein. Folglich gibt es in Gz einen Fixpunkt y von H. Nach dem
eben bewiesenen Teil 5 ist dieser Fixpunkt y = () eine p-Sylow ) mit () D H,
und wegen y € Gx gibtes g € G mit gPg~! = Q.

4. Nach Teil 5 gibt es nur einen Fixpunkt unserer Sylow P auf der Menge aller
p-Sylows S, nimlich den Punkt z = P selber. Alle anderen P-Bahnen in § haben
als Kardinalitit eine echte p-Potenz, und das zeigt |S| = 1 (mod p). Die Isotro-
piegruppe GG, von x € S umfalit schlieBlich unsere Sylow P = x. Da nun je zwei
p-Sylows konjugiert sind alias ganz S ein homogener G-Raum ist, folgt auch, daf3
|S| = |G/G.,| ein Teiler ist von |G/ P)|. O

Erginzung 5.4.7. Ein alternativer Beweis des ersten Teils geht so: Man betrach-
tet das System M C P(G) aller Teilmengen unserer Gruppe mit p” Elementen.
Die Gruppe G operiert auf M durch Konjugation. Hat der Stabilisator von einem
M € M genau p” Elemente, so ist er eine p-Sylow. Sonst haben alle Stabilisatoren
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weniger Elemente und damit alle Bahnen eine durch p teilbare Kardinalitit: Wi-
derspruch dazu, daf} nach expliziter Rechnung die Kardinalitit von M teilerfremd
ist zu p, vergleiche ??.

Korollar 5.4.8 (Satz von Cauchy). Jeder Primfaktor der Ordung einer endlichen
Gruppe tritt auch als Ordnung eines Elements besagter Gruppe auf.

5.4.9. Man beachte, dal wir diese Aussage im Fall abelscher Gruppen bereits in
3.3.18 bewiesen hatten, und da} wir sie in diesem Fall ihrerseits beim Beweis der
Sylowsitze verwendet haben. Einen alternativen Beweis konnten Sie als Ubung
3.1.13 ausarbeiten. Allgemeinere Teiler der Ordung einer endlichen Gruppe miis-
sen keineswegs als Ordnung eines Elements besagter Gruppe auftreten. So gibt es
etwa in der symmetrischen Gruppe S; gibt es keine Untergruppe mit 15 Elemen-
ten, was Sie als Ubung gleich zeigen konnen. Teilt jedoch eine Primzahlpotenz
die Ordnung einer Gruppe, so gibt es eine Untergruppe mit besagter Primzahlpo-
tenz als Ordnung: Das folgt dhnlich wie im anschlieBenden Beweis leicht aus den
Sylowsitzen zusammen mit unseren Erkenntnissen zur Struktur von p-Gruppen
5.3.9.

Beweis. Sei p unser Primfaktor. Man findet zunédchst nach 5.4.4 in unserer Gruppe
eine p-Sylow. Darin findet man ein Element, das nicht das neutrale Element ist.
Dieses erzeugt eine zyklische Untergruppe, die isomorph ist zu Z/p"Z fiir r > 1.
Darin ist dann die Nebenklasse von p"~! das gesuchte Element der Ordnung p. [

Proposition 5.4.10. Jede Gruppe mit genau sechs Elementen ist entweder zyklisch
oder isomorph zur symmetrischen Gruppe Ss.

Beweis. Sei G unsere Gruppe der Ordnung |G| = 6. Wir finden nach dem Satz
von Cauchy 5.4.8 Elemente a,b € G der Ordnungen 2 und 3. Nach Ubung 1.3.8
zum Satz von Lagrange gilt (a) N (b) = 1, also definiert die Multiplikation eine
Bijektion
(a) x (b) > G

Sicher kann unter diesen Umsténden ba weder eine Potenz von a noch eine Potenz
von b sein. Gilt ba = ab, so ist unsere Gruppe kommutativ und folglich isomorph
2uZ/27 x Z./3Z = 7, /6Z. Gilt ba = ab?, so legt diese Gleichung schon die ganze
Gruppenstruktur fest und wir haben die S5 vor uns. [

Korollar 5.4.11. Jede Gruppe der Ordnung 15 ist zyklisch.

Beweis. Die Zahl der 3-Sylows teilt 5 und ist kongruent zu 1 modulo 3. Es gibt
also genau eine 3-Sylow und damit genau zwei Elemente der Ordnung 3. Ahnlich
gibt es genau eine 5-Sylow und damit genau 4 Elemente der Ordnung 5. Zusam-
men mit dem neutralen Element sind das nur 7 Elemente. Die iibrigen 8 Elemente
haben notwendig die Ordnung 15. [
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Ergdnzung 5.4.12 (Gruppen mit hochstens 15 Elementen). Mit den folgenden
Ubungen konnen Sie die Klassifikation der Gruppen mit hochstens 15 Elementen
zu Ende bringen. Gruppen mit 2, 3,5,7,11 oder 13 Elementen sind ja zyklisch
nach 3.3.5. Gruppen mit 4 oder 9 Elementen sind abelsch nach 5.3.8 und wer-
den damit durch 3.4.5 klassifiziert. Gruppen mit 6 Elementen hatten wir in 5.4.10
diskutiert. Fiir Gruppen mit 10 oder 14 Elementen funktioniert dieselbe Argu-
mentation, wie Sie als Ubung 5.4.15 ausarbeiten diirfen. Gruppen mit 8 Elemen-
ten klassifizieren wir in 5.4.13, Gruppen mit 12 Elementen klassifizieren Sie in
5.4.19, und jede Gruppe mit 15 Elementen ist zyklisch nach 5.4.11. Bei Gruppen
mit 16 Elementen fingt es aber an, uniibersichtlich zu werden, es gibt von ihnen
bereits 14 Isomorphieklassen.

Ergdnzung 5.4.13 (Gruppen mit 8 Elementen). Es gibt 5 Isomorphieklassen
von Gruppen der Ordnung acht, als da wiren die drei abelschen Gruppen Z /87,
Z.JA7 x 7./2Z und (Z/27)3, die Diedergruppe der Ordnung acht sowie die Qua-
ternionengruppe der acht Quaternionen {+1, +1i, +j, =k} nach 2.7.4. Um das
einzusehen, kann man argumentieren wie folgt: Jede nichtabelsche Gruppe der
Ordnung acht besitzt nach ?? Elemente der Ordnung vier, also nach 3.2.21 einen
zyklischen Normalteiler der Ordnung vier. Gibt es eine Involution auflerhalb die-
ses Normalteilers, so sehen wir schnell, dal unsere Gruppe ein semidirektes Pro-
dukt (Z /A7) x (Z./27) sein muB fiir die einzige nichttriviale Operation, so daB wir
eine Diedergruppe vor uns haben. Sonst haben alle Elemente auBerhalb unseres
Normalteilers die Ordnung vier und in unserer Gruppe bleibt nur noch Platz fiir
ein einziges Element der Ordnung zwei. Unsere Gruppe ist also die Vereinigung
von drei zyklischen Gruppen der Ordnung vier, und der Schnitt dieser Gruppen
ist auch der Schnitt von je zweien unter ihnen und ist zyklisch von der Ordnung
zwel und zentral. Bezeichne 1 das neutrale Element und —1 das andere Element
dieses Schnitts. Wihlen wir i und j Erzeuger von zwei verschiedenen zyklischen
Untergruppen der Ordnung vier, so miissen ij und auch k := (—1) 1] die dritte zy-
klische Untergruppe der Ordnung vier erzeugen, denn diese Elemente sind weder
eine Potenz von i noch eine Potenz von j. Von hier aus ist leicht zu sehen, daf3 wir
gerade die Quaternionengruppe vor uns haben.

Erginzung 5.4.14. Jede Gruppe der Ordnung 18 ist auflosbar. In der Tat gibt es
nur eine 3-Sylow, die ist notwendig normal, und wir sind fertig.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 5.4.15. Fiir jede Primzahl p gibt es bis auf Isomorphismus ge-
nau zwei Gruppen der Ordnung 2p, eine zyklische Gruppe und eine Diedergruppe.
Hinweis: Man erinnere die Argumentation im Fall p = 3 und interessiere sich fiir
die Anzahl der 2-Sylows.
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Ergiinzende Ubung 5.4.16. Sind p > ¢ Primzahlen und ist ¢ kein Teiler von p — 1,
so ist jede Gruppe der Ordnung pq zyklisch. Hinweis: 5.4.11.

Erginzende Ubung 5.4.17 (Struktur endlicher nilpotenter Gruppen). Man zei-
ge: In einer endlichen nilpotenten Gruppe ist jede Sylow ein Normalteiler. Ins-
besondere gibt es zu jeder Primzahl p nur eine Sylow, die aus allen Elementen
von p-Potenzordnung besteht. Hinweis: Vollstindige Induktion iiber die Gruppen-
ordnung. Man zeige weiter, daB in einer endlichen nilpotenten Gruppe Elemente
aus verschiedenen Sylowuntergruppen kommutieren und dall unsere Gruppe iso-
morph ist zum Produkt ihrer nichttrivialen Sylowuntergruppen.

Ergiinzende Ubung 5.4.18 (Funktorialitiit semidirekter Produkte). Seien A, M,
B, N Gruppen und x : A — Grp* M sowie 7 : B — Grp™ N Gruppenhomo-
morphismen. Wie bei der Definition semidirekter Produkte in 5.2.10 schreiben
wir (k(a))(m) =: (*“m) und (7(b))(n) =: (°n). Seien weiter v» : A — B und
¢ : M — N Gruppenhomomorphismen mit ¥(¥p(m) = ¢(*m) fiir alle a € A
und alle m € M alias 7(¢0(a)) o ¢ = p o k(a) fur alle a € A. So ist ¢ X 9 ein
Homomorphismus der semidirekten Produkte

(px9):MxA— NxB

Speziell haben wirN x, B = N x, B im Fall k = (int ¢) o 7 fiir einen Automor-
phismus ¢ € Grp* N der Gruppe N.

Erginzende Ubung 5.4.19 (Gruppen mit 12 Elementen). In dieser Ubung sol-
len Sie zeigen, daB3 es bis auf Isomorphismus genau 5 Gruppen der Ordnung
12 gibt: Die beiden abelschen Gruppen (Z/2Z)* x Z/37 und Z/AZ x 7./3Z,
die Diedergruppe Dg, die alternierende Gruppe A, und ein semidirektes Produkt
7.]AZ % 737, fir das mir keine konkrete Interpretation eingefallen ist. Ich rate,
der Reihe nach folgendes zu zeigen:

1. In einer Gruppe mit 12 Elementen gibt es entweder nur eine 2-Sylow oder
nur eine 3-Sylow. Hinweis: Mehr Platz ist nicht vorhanden.

2. Schreiben wir im folgenden X nur fiir semidirekte Produkte, die nicht ge-
wohnliche Produkte sind, so gehort jede Gruppe mit 12 Elementen zu einer
der sechs Typen

(Z)22)? x Z/3Z (Z)2Z)> x Z/3Z (Z/2Z)? % Z/3Z
ZJAZ x /3T ZJAZ = ZJ3Z — ZJAZ x Z/3Z

3. Vom letzten dieser Typen existiert keine Gruppe, von jedem anderen Typ
existiert bis auf Isomorphismus genau eine, und diese fiinf Gruppen sind
paarweise nicht isomorph. Hinweis: Man beachte 5.4.18 und beachte auch,
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daB fiir den Fall, in dem es von beiden Typen von Sylow nur eine gibt, die
Gruppe kommutativ sein muf}: Sind H, K die beiden Sylows, so gilt dann
jahkh™'k~'' e HN K firalle h € H k € K.

Ergiinzende Ubung 5.4.20. Man zeige, daB die 2-Sylow in der symmetrischen
Gruppe S, der Drehsymmetrien eines Wiirfels isomorph ist zur Diedergruppe der
Ordnung 8.

Ergiinzende Ubung 5.4.21. Gegeben in einer endlichen Gruppe G zwei Sylow-
Untergruppen P, Q gilt stets {p € P | pQp~' = Q} = P N Q. Hinweis: Die
Losung ist im Beweis der Sylowsitze versteckt.

Ubung 5.4.22. Seien G O N eine endliche Gruppe mit einem Normalteiler und
sei p prim. Man zeige: Genau dann ist eine Untergruppe P C G eine p-Sylow von
G, wenn PN N eine p-Sylow von N ist und das Bild von P in G/N eine p-Sylow
von G/N.

Ubung 5.4.23. Eine Gruppe mit 30 Elementen kann nie einfach sein. Hinweis:
Entweder besitzt sie nur eine 3-Sylow oder nur eine 5-Sylow.

5.5 Symmetrische Gruppen

Definition 5.5.1. Eine Partition ) einer natiirlichen Zahl n € N ist eine mo-
noton fallende Folge von natiirlichen Zahlen A\; > X\ > ... derart, daf fast alle
Folgenglieder verschwinden und die von Null verschiedenen Folgenglieder sich
zu n aufsummieren. Die Menge aller Partitionen von n notieren wir P,,.

Beispiel 5.5.2. Die Zahl 5 hat genau sieben Partitionen. Salopp kdonnen wir sie
beschreiben als die Zerlegungen

= 5

4+1

3+2

3+1+1
2+2+1
2+1+1+1

= 1+1+1+1+1

A IS IS G B Sy
I

Hier haben wir nur die von Null verschiedenen Folgenglieder aufgeschrieben und
sie durch + getrennt. Formal meinen wir zum Beispiel im vierten Fall die Folge
3,1,1,0,0,.... Zur Abkiirzung verwendet man auch oft die sogenannte exponen-
tielle Schreibweise, in der unsere Partitionen von 5 der Reihe nach als 5, 41, 32,
312,221, 213 und 1° geschrieben wiirden. Sie ist allerdings nur fiir Partitionen von
Zahlen < 9 geschickt.
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Ergdnzung 5.5.3. Eine in vielen Zusammenhédngen geschickte Art, sich Partitio-
nen zu veranschaulichen, sind die sogenannten Youngdiagramme. Unter einem
Youngdiagramm verstehen wir eine endliche Teilmenge ¥ C N x N mit der
Eigenschaft

((i,j) €eYundi <iundj <j) = (i',j)eY

Die Elemente von Y nennen wir die Késtchen unseres Youngdiagramms und stel-
len uns ein Element (4, j) vor als das Késtchen auf einem Rechenpapier, bei dem
die Koordinaten der linken unteren Ecke gerade (7, j) sind. Zum Beispiel stellt das
Bild

die Menge {(0,0), (0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(2,0),(3,0)} dar. In der Praxis den-
ke ich bei Youngdiagrammen stets an Bilder dieser Art.

Ergdnzung 5.5.4. Jedes Youngdiagramm Y mit n Kistchen im Sinne von 5.5.3 lie-
fert zwei Partitionen der Zahl n, die Partition durch die Zeilenldngen z(Y') und die
Partition durch die Spaltenlidngen s(Y). Bezeichnet ), die Menge aller Youngdia-
gramme mit n Kistchen und P,, die Menge aller Partitionen der Zahl n, so erhalten
wir auf diese Weise zwei Bijektionen

z S

P & V= Pa

die zusammen eine selbstinverse Bijektion P, — P, liefern. Diese Bijektion
notieren wir A — )\’ und nennen )\’ die duale Partition zu \. Zum Beispiel ist die
duale Partition zu 3, 2 die Partition 2,2, 1 und die duale Partition zu 3,2, 1, 1 ist
4,2, 1, im Bild also ist

|| dual zu |

5.5.5. Unter einer Partition einer Menge X verstehen wir wie in 4.1.13 ein Sys-
tem U C P(X) von paarweise disjunkten nichtleeren Teilmengen, deren Vereini-
gung ganz X ist. Die Menge aller Partitionen einer gegebenen Menge X notieren
wir Px. Hat X genau n Elemente, so erhalten wir, indem wir die Kardinalititen
der Teilmengen unserer Mengensysteme der GroB3e nach auffithren und danach
Nullen anhingen, eine offensichtliche Surjektion

Px—»Pn
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0

Eine Partition einer Menge mit dreizehn Elementen durch vier Teilmengen. Die
im Sinne von 5.5.5 zugehorige Partition der Zahl 13 wire 13 =5+ 4+ 3 + 1.

~~ ~

- e .
g > {) 0
]

2 ‘
/——_——->. ) ( 3_’_ 7 /9023 /

/

Eine Permutation o € S, unter der die Bilder der Zahlen 1,2, 3,4, 5,6, 7 der
Reihe nach gerade 2, 5, 3,4, 1,7, 6 sind. Die zugehorige Partition der Menge
{1,2,3,4,5,6, 7} ist durch die gestrichelten Linien angedeutet und wire in
Formeln die Zerlegung {1,2,3,4,5,6,7} = {1,2,5} U{6,7} U {3} U {4}. Die
zugehorige Partition der Zahl 7ist 7 =3+ 2+ 1 + 1.
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5.5.6. Jede Permutation o € Ens™(X) einer Menge X liefert eine Partition von
X, namlich die Partition in die Bahnen der von o erzeugten Untergruppe (o) =
{o" | r € Z}. Im Fall |X| = n < oo erhalten wir durch Verkniipfung dieser
Abbildung Ens™ (X)) — Px mit der in 5.5.5 diskutierten Abbildung Px — P,
die sogenannte Zykelléingenabbildung Ens™* (X) — P,.ImFall X = {1,... ,n}
ist das eine Abbildung S,, — P,..

5.5.7. Ich erinnere an die Operation durch Konjugation einer Gruppe auf sich
selber aus 4.3.1 und an ihre Bahnen, die Konjugationsklassen.

Satz 5.5.8 (Konjugationsklassen in den symmetrischen Gruppen). Ist X eine
endliche Menge mit |X| = n Elementen, so sind die Fasern der Zykellingenab-
bildung

Ens*(X) — P,

genau die Konjugationsklassen in der Permutationsgruppe Ens™ (X).

Ergdnzung 5.5.9. Eine analoge Aussage gilt mit demselben Beweis auch fiir eine
beliebige Menge X.

Beweis. Seien Permutationen o, 7 € Ens™ (X)) gegeben. Ist X = X; U... U X,
die Partition von X in die Bahnen von (o), so ist

X=7(X)U...Ut(X,)

die Partition in die Bahnen von (ro77!), folglich ist die Zykellingenabbildung
konstant auf Konjugationsklassen. Die Zykelldingenabbildung ist auch offensicht-
lich surjektiv. Um schlieBlich zu zeigen, dal3 je zwei Permutationen mit denselben
Zykelldngen konjugiert sind, seien etwa o, k € Ens™ (X ) unsere beiden Permuta-
tionen und

X = XjU...UX,
X = Yu...uY,

die Zerlegungen in Bahnen unter (o) und (k) mit | X;| = |Y;| = ;. Gegeben
z € X; und u € Y, haben wir dann

X, = {z,0(2),0%2),...,0"(2) = 2}
Vi = {uw(u), k2), ..ok
Definieren wir also 7 : X; = Y; durch 7(0%(2)) = k”(u), so kommutiert das

Diagramm
Xi—=Xi



Setzen wir dann alle diese 7 : X; — Y; zusammen zu 7 : X — X, so gilt ebenso
KT = 70 alias k = ToT L. O

Definition 5.5.10. Hat (o) auBer einer p-elementigen Bahn nur einelementige
Bahnen, so nennt man o einen p-Zykel. Die Zweizykel heilen auch Transpo-
sitionen.

5.5.11 (Zykelschreibweise fiir Permutationen). Eine Moglichkeit, Permutatio-
nen zu notieren, besteht darin, unter jedes Element sein Bild zu schreiben, also
etwa

Eine andere Moglichkeit ist die Notation als Produkt paarweise disjunkter Zykel.
Ein p-Zykel o wird notiert in der Form o = (2,0(2),0%(2),...,0P71(z)) wobei
oP(z) = z zu verstehen ist. In Zykelschreibweise hitten wir fiir unsere Permuta-
tion 7 von eben etwa

T=(1,6)(2,4,3)(b)

und das ist so zu verstehen, daf} jedes Element auf das dahinterstehende abgebildet
wird, auBler wenn es direkt vor einer Klammer steht: Dann wird es auf das erste
Element innerhalb seiner Klammer abgebildet. Oft werden Fixpunkte nicht mit
notiert, so dafl wir also auch schreiben konnten

T =(1,6)(2,4,3)

Das ist iibrigends auch das Produkt der Transposition x = (1, 6) mit den Dreizykel
p = (2,4,3) und wir haben 7 = kp = pk, was die Sinnhaftigkeit unserer Notation
zeigt. Zwei Zykel heillen disjunkt genau dann, wenn jedes Element von einem
der beiden festgehalten wird. Ganz allgemein kommutieren disjunkte Zykel, so
giltetwa (1,6)(2,3,4) = (2,3,4)(1,6) in Se.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 5.5.12 (Partitionen und nilpotente Matrizen). Gegeben ein
n-dimensionaler Vektorraum V bildet fiir jeden nilpotenten Endomorphismus N €
EndV die Folge der Dimensionen dim(im N”"/im N"*!) eine Partition von n,
und die Fasern der so konstruierten Abbildung

{N € End V' | N nilpotent} — P,

sind genau die Bahnen der Operation von GL (V") durch Konjugation auf der Men-
ge der nilpotenten Endomorphismen von V.
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Zwei Permutationen o, 0’ € S5, die dieselbe Partition 5 = 3 + 2 liefern, und eine
Permutation 7, die sie ineinander konjugiert.
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Ubung 5.5.13. Man zeige, daB die symmetrische Gruppe S5 genau sieben Konju-
gationsklassen besitzt.

Ergiinzende Ubung 5.5.14. Man zeige, daB das Signum eines p-Zykels stets (—1)PT!
ist.

Ubung 5.5.15. Man zeige unabhiingig von unseren geometrischen Betrachtungen
zur Ikosaedergruppe 5.2.5, da3 es in der alternierenden Gruppe Aj; genau 5 Kon-
jugationsklassen gibt, die die Kardinalititen 20, 15, 12, 12 und 1 haben. Man
folgere, daB die alternierende Gruppe Aj; einfach ist.

Ergiinzende Ubung 5.5.16 (Zentralisatoren in symmetrischen Gruppen). Sei-
en X eine endliche Menge und 0 € S := Ens™ X eine Permutation von X. Thr
Zentralisator Zs (o) nach 5.3.3 operiert auf dem Bahnenraum von (o) und jede
Permutation des Bahnenraums X/(o), die die Kardinalititen von Bahnen erhilt,
kann durch ein Element unseres Zentralisators realisiert werden. Hat unser o je-
weils (i) Zykel der Lange 7 und keinen Zykel einer Linge > r, so hat das Bild
von Zs(o) — Ens™(X/(o)) also genau n(1)!n(2)!...n(r)! Elemente. Der Kern
hinwiederum besteht aus denjenigen Elementen des Zentralisators, die jede Bahn
von (o) auf sich selber abbilden, und davon gibt es offensichtlich 17(1) . 7n(")
Stiick. Zusammen erhalten wir mit 1.3.11 so

|Zs(0)| = Hn(z’)!i”@)

5.6 Alternierende Gruppen®

5.6.1. Die Abbildung sgn, die jeder Permutation 7 € S, ihr Signum zuordnet, ist
ein Gruppenhomomorphismus sgn : S, — {1, —1}. Der Kern dieses Gruppen-
homomorphismus, d.h. die Gruppe aller geraden Permutationen von r Objekten,
hei3t die r-te alternierende Gruppe und wird notiert als

A, =ker(sgn: S, — {1,—-1})
Satz 5.6.2. Die alternierenden Gruppen A, sind einfach fiir r > 5.

5.6.3. In der alternierenden Gruppe A, bilden die drei Doppeltranspositionen
zusammen mit dem neutralen Element einen Normalteiler, der isomorph ist zur
Klein’schen Vierergruppe 7 /27 x 7./27. Insbesondere ist A4 nicht einfach. Die
Gruppen A; und A, sind trivial, A3 = 7 /37 ist jedoch auch noch einfach. Daf}
Ajs einfach ist, kann man wie beim Beweis der Einfachkeit der Ikosaedergrup-
pe unmittelbar einsehen, indem man die Kardinalititen der Konjugationsklassen
berechnet. Dem Beweis des Satzes im allgemeinen schicken wir zwei Lemmata
voraus.
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5.6.4. Hat das Erzeugnis (o) einer Permutation o genau zwei zweielementige und
sonst nur einelementige Bahnen, so heiBt o eine Doppeltransposition. Hat (o)
genau zwei dreielementige und sonst nur einelementige Bahnen, so nennen wir o
einen Doppeldreizykel.

Lemma 5.6.5. Die symmetrischen Gruppen S, werden von den Transpositionen
erzeugt, die alternierenden Gruppen A, von den Dreizykeln.

Beweis. Die erste Aussage war Ubung ??. Die Zweite folgt daraus, daB man jede
Doppeltransposition als Produkt von zwei Dreizykeln schreiben kann, (ab)(cd) =
(abc)(bed), und daBl das Produkt von zwei nicht kommutierenden Transpositionen
ein Dreizykel ist, (ab)(ac) = (acb). Jedes Produkt einer geraden Zahl von Trans-
positionen 146t sich demnach auch als ein Produkt von Dreizykeln darstellen. [

Lemma 5.6.6. Fiir r > 5 wird die alternierende Gruppe A, nicht nur erzeugt von
den Dreizykeln, sondern auch von den Doppeltranspositionen. Des weiteren sind
fiir r > 5 je zwei Doppeltranspositionen und je zwei Dreizykel auch schon in A,
konjugiert.

Beweis. Jeder Dreizykel kann als Verkniipfung von zwei Transpositionen seiner
drei Elemente dargestellt werden. Haben wir noch zwei weitere Elemente zur
Verfiigung, so konnen wir diese beiden Transpositionen durch das Verkniipfen
mit der Vertauschung dieser beiden Elemente zu Doppeltranspositionen machen.
Das zeigt die erste Aussage. Zwei Doppeltranspositionen (ab)(cd) und (a’d’)(¢'d’)
sind konjugiert unter jeder Permutation 7 mit a — d/, ..., d — d’' und auch unter
7 o (ab). Entweder 7 oder 7 o (ab) ist aber stets gerade. Zwei Dreizykel (abc) und
(a'b'’) sind konjugiert unter jeder Permutation 7 mit @ — a’,...,¢ — ¢ und
insbesondere auch unter 7 o (de) fiir (de) disjunkt von (abc). Entweder 7 oder
T o (de) ist aber stets gerade. Das zeigt die zweite Aussage. O

Beweis von 5.6.2. Sei ab jetzt r beliebig und N C A, ein nichttrivialer Normal-
teiler. Nach dem vorhergehenden Lemma 5.6.6 reicht es zu zeigen, dafl es in N
entweder eine Doppeltransposition oder einen Dreizykel gibt. Dazu zeigen wir,
wie man zu jedem nichttrivialen Element ¢ € N, das weder eine Doppeltranspo-
sition noch ein Dreizykel ist, ein anderes nichttriviales Element g € N mit noch
mehr Fixpunkten konstruieren kann. Indem wir zu Potenzen von ¢ iibergehen,
konnen wir g von Primzahlordnung annehmen.

Ist ord g > 5, so wihlen wir einen Zykel von g und betrachten einen Drei-
zykel h, der von einem festen Ausgangspunkt auf dem Zykel von g zwei Schritte
mitlauft um dann wieder zum Ausgangspunkt zuriickzukehren. Dann ist unser
Ausgangspunkt ein Fixpunkt von § = h~'¢g~'hg und wir haben ein nichttriviales
g € N gefunden, das mehr Fixpunkte hat als g.
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Die durchgezogenen Pfeile stellen eine Permutation g der Ordnung > 5 auf der
Menge der fetten Punkte dar, die gestrichelten Pfeile den im Beweis
beschriebenen Dreizykel /, der umrandete Punkt unseren ,,Ausgangspunkt®.

Die durchgezogenen Pfeile stellen einen Doppeldreizykel g auf der Menge der
fetten Punkte dar, die gestrichelten Pfeile den im Beweis beschriebenen dazu
konjugierten Doppeldreizykel h, der umrandete Punkt einen Fixpunkt von hg.

159



Ist ord g = 3 und ist g kein Dreizykel, so mufl g ein Produkt sein von min-
destens zwei disjunkten Dreizykeln. Dann stimmen die Konjugationsklassen von
g in A, und in S, iiberein, da es ndamlich eine ungerade Permutation gibt, die mit
g kommutiert, zum Beispiel eine geeignete ,,.Dreifachtransposition zwischen zwei
Dreizykeln von g*“. Es ist nun ein Leichtes, in Sg zwei Doppeldreizykel zu finden
derart, daf} ihr Produkt nicht trivial ist und dennoch einen Fixpunkt hat. Wenn wir
also einen Doppeldreizykel von g auf der zugehorigen 6-elementigen Menge kon-
jugieren zu einem geeigneten anderen Doppeldreizykel, so erhalten wir ein h € N
derart, da3 hg nicht trivial ist und mehr Fixpunkte hat als g.

Ist schlieBlich ord ¢ = 2 und g keine Doppeltransposition, so muf3 g ein Pro-
dukt sein von mindestens zwei disjunkten Doppeltranspositionen. Wieder stim-
men dann die Konjugationsklassen von ¢ in A, und in S, iberein, da es eine
ungerade Permutation gibt, die mit ¢ kommutiert, zum Beispiel eine ,, Transposi-
tion aus einer Doppeltransposition von g¢*“. Wir finden also h € N derart, daf3 h
auf einer vierelementigen Teilmenge eine andere Doppeltransposition ist als g und
auBerhalb dieser vierelementigen Teilmenge mit g libereinstimmt. Dann ist hg die
dritte Doppeltransposition auf unserer vierelementigen Teilmenge und die Identi-
tit auBerhalb, ist also einerseits nicht trivial und hat andererseits mehr Fixpunkte
als g. O

Ubungen

Ubung 5.6.7. Man zeige, daB3 die Gruppe aller jeweils nur endlich viele Elemente
bewegenden geraden Permutationen einer unendlichen Menge eine einfache aber
nicht endlich erzeugte Gruppe ist.

Ergiinzende Ubung 5.6.8. Man zeige fiir » > 5, daB A, der einzige nichttriviale
echte Normalteiler von &, ist. Man bestimme alle Kompositionsreihen aller sym-
metrischen Gruppen.

5.6.9. Nach der vorhergehenden Ubung ist fiir » > 5 jeder Gruppenhomomorphis-
mus von der symmetrischen Gruppe S, in eine weitere Gruppe entweder injektiv
oder konstant oder hat denselben Kern wie das Signum. Salopp gesprochen kann
es also kein ,,verbessertes Signum* geben.

Erginzende Ubung 5.6.10. In dieser Ubung sollen Sie zeigen, daB die Gruppe
SL(2;F5) genau fiinf 2-Sylows besitzt und daB die Operation dieser Gruppe auf
der Menge ihrer 2-Sylows einen Isomorphismus

SL(2;F5)/{+id} = Aj

mit der sogenannten ,,alternierenden Gruppe‘ aller geraden Permutationen ei-
ner fiinfelementigen Menge induziert. Den Quotienten auf der linken Seite no-
tiert man auch PSL(2;TF5), er liegt als Untergruppe vom Index 2 in der Gruppe
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PGL(2; F5) aller von invertierbaren Matrizen induzierten Automorphismen der
projektiven Gerade alias dem Quotienten von GL(2; F5) nach der Gruppe der vier
darin enthaltenen Diagonalmatrizen. Ich rate, der Reihe nach folgendes zu zeigen:

1. Jedes Element der Ordnung 4 in SL(2; F5) ist diagonalisierbar und der Nor-
malisator seines Erzeugnisses ist eine 2-Sylow. Jede 2-Sylow enthilt 6 Ele-
mente der Ordnung 4.

2. Es gibt in SL(2;F5) genau dreifig Elemente der Ordnung 4 und fiinf 2-
Sylows, und der Schnitt von je zwei verschiedenen 2-Sylows besteht nur
aus =+ id.

3. Jede 2-Sylow von PSL(2; F5) ist eine Klein’sche Vierergruppe und operiert
nach 5.4.21 frei auf der Menge der vier anderen 2-Sylows. Vom Bild unseres
Homomorphismus PSL(2; F5) — S wissen wir damit, da} es alle Doppel-
transpositionen enthélt und aus hochstens 60 Elementen besteht. Nach 5.6.6
mub dieses Bild folglich die A5 sein.

Erginzung 5.6.11. Genau dann ist jede gerade Permutation von n Objekten ein
Produkt von zwei [-Zykeln, falls gilt 3n/4 < [. Edward Bertram: Even permuta-
tions as a product of two conjugate cycles. J. Combinatorial Theory Ser. A, 12: S.
368-380, 1972.
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6 Mehr zu Ringen

6.1 Restklassenringe

6.1.1. Wir erinnern die grundlegenden Definitionen zu Ringen aus 2.1: Unter ei-
nem Ring versteht man eine Menge mit zwei Verkniipfungen (R, +, -) derart, daB
(R, +) eine abelsche Gruppe ist und (R, -) ein Monoid und daB fiir alle a, b, c € R
die Distributivgesetze a(b + ¢) = ab + ac und (a + b)c = ac + be gelten.

6.1.2. Das neutrale Element des multiplikativen Monoids eines Rings notiert man
meist 1z = 1. Ein typisches Beispiel ist der Ring Z der ganzen Zahlen mit der
iiblichen Addition und Multiplikation als Verkniipfung. Ebenfall typisch ist der
Ring Mat(n; R) der (n X n)-Matrizen mit Eintrigen aus einem beliebigen Ring
R mit der Addition und Multiplikation von Matrizen als Verkniipfung.

6.1.3. Eine Abbildung ¢ : R — S von einem Ring in einen anderen heif3it ein
Ringhomomorphismus, wenn sie sowohl ein Gruppenhomomorphismus ist fiir
die zugrundeliegenden additiven Gruppen als auch ein Monoidhomomorphismus
ist fiir die zugrundeliegenden multiplikativen Monoide.

6.1.4. Wir fordern von einem Monoidhomomorphismus stets, dal er das neutrale
Element auf das neutrale Element abbildet. Insbesondere fordern wir damit von
einem Ringhomomorphismus stets ¢(1z) = 1g. Die Menge aller Ringhomomor-
phismen von einem Ring R in einen Ring S notieren wir Ring(R, S).

6.1.5. Die Stirke der Ringtheorie liegt unter anderem darin, daf es sehr viele
Vefahren gibt, die zu einem gegebenen Ring einen weiteren Ring konstruieren,
und daf} man auf diese neuen Ringe dann wieder alle bereits bekannten Sitze an-
wenden kann. Beispiele sind das Bilden von Polynomringen, Potenzreihenringen
2.3.40 und Matrizenringen. Wir besprechen im folgenden zusitzlich das Bilden
von Restklassenringen.

Satz 6.1.6 (Universelle Eigenschaft surjektiver Ringhomomorphismen). Seien
s : R — (@ ein surjektiver Ringhomomorphismus und ¢ : R — S ein beliebiger
Ringhomomorphismus. Genau dann existiert ein Ringhomomorphismus ¢ : () —
S mit p = @ o s, wenn gilt ker(p) D ker(s).

6.1.7. Dieser Homomorphismus ¢ ist dann natiirlich eindeutig bestimmt. In die-
sem Sinne kann man diesen Satz auch dahingehend zusammenfassen, daf das
Vorschalten eines surjektiven Homomorphismus s : R — () fiir jeden weiteren
Ring S eine Bijektion

(os) : Ring(@, S) = {¢ € Ring(R, S) | ker(¢) D ker(s)}
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liefert. Der Ubersichtlichkeit halber stelle ich die in diesem Satz auftauchenden
Ringe und Morphismen auch noch wieder anders in einem Diagramm dar:

R—Q

|
@
>\V

S

Man formuliert diesen Satz auch mit den Worten,  faktorisiere in eindeutiger
Weise iiber s.

Beweis. Offensichtlich ist ¢ konstant auf den Fasern von s. Damit, oder auch
indem wir die universelle Eigenschaft von surjektiven Gruppenhomomorphismen
3.2.1 zitieren, finden wir schon mal eine Abbildung ¢ wie behauptet. Man priift
leicht, daf sie ein Ringhomomorphismus ist. [

6.1.8 (Surjektive Ringhomomorphismen mit gleichem Kern). Gegeben ein Ring
R und zwei surjektive Ringhomomorphismen s : R — Q und ¢ : R — P mit
demselben Kern ker(s) = ker(t) sind die Ringhomomorphismen ¢ : () — P mit
tos=tund5: P — (Qmit 50t = s nach 6.1.6 offensichtlich zueinander inverse
Isomorphismen () — P — (). Salopp gesprochen wird also bei einem surjektiven
Ringhomomorphismus ,,das Ziel bereits durch den Ausgangsraum und den Kern
festgelegt bis auf eindeutigen Isomorphismus®.

Definition 6.1.9. Sei R ein Ring. Ein Ideal von R ist eine Teilmenge / C R mit
der Eigenschaft, daB8 I eine Untergruppe ist von (R, +) und daB zusitzlich gilt
RIClund IR C I

6.1.10. Anders gesagt ist also Teilmenge / C R eines Rings ein Ideal genau
dann wenn gilt 0 € [, a,b € I = a+b € I,a € I = (—a) € I sowie
r € R,a € I = ra,ar € I. Die Bedingung (—a) € I ist dabei sogar iiberfliissig,
weil ja eh gilt (—a) = (—1)a fiir alle @ € R. Weiter kann die Bedingung 0 € /
durch die Bedingung I # () ersetzt werden, da ja gilt 0 = 0b fiir alle b € R.

Beispiele 6.1.11. Ein Ideal von Z ist dasselbe wie eine Untergruppe von Z, die
Ideale von Z sind also nach 1.3.4 genau die Teilmengen der Gestalt Zm fiir m €
N. Fiir ein beliebiges Element a in einem kommutativen Ring R ist die Menge Ra
aller Vielfachen von « ein Ideal. Der ganze Ring R und {0} sind stets Ideale.

6.1.12. Ist p : R — S ein Ringhomomorphismus, so ist ker ¢ := ¢ ~(0) ein Ideal
von R. Man versteht bei Ringhomomorphismen den Kern stets in Bezug auf die
additive Struktur. Allgemeiner ist das Urbild von einem Ideal unter einem Ring-
homomorphismus stets wieder ein Ideal, und desgleichen das Bild eines Ideals
unter einem surjektiven Ringhomomorphismus.

163



Proposition 6.1.13 (Restklassenringe). Seien R ein Ring und I C R ein Ideal.
So gibt es einen von R ausgehenden surjektiven Ringhomomorphismus mit I als
Kern.

6.1.14. Nach 6.1.8 ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern / eindeutig
bis auf das Nachschalten eines eindeutigen Isomorphismus. Wir notieren ihn

can = cang : R - R/I

Vorsichtig veranlagte Leser mogen unter R/ alternativ das im folgenden Beweis
konstruierte explizite Beispiel fiir solch einen Ringhomomorphismus verstehen.
Das Bild in R/I von a € R bezeichnet man auch oft mit can(a) = a.

Beispiel 6.1.15. Den Spezialfall der Restklassenringe Z/mZ kennen wir bereits
aus 2.2.4.

Beweis. Wir gehen aus von der Surjektion ¢ : R — R/ auf die Quotientengrup-
pe in Bezug auf die additive Struktur. Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung
m: R/I x R/I — R/I derart, dal mit der Multiplikation m in der oberen Hori-
zontale das Diagramm

RxR—>"—=R

o

R/Ix R/I-">R/I

kommutiert, denn g o m ist konstant auf den Fasern von ¢ X ¢. In der Tat haben wir
(r+i)(s+j) =rs+is+rj+ij € rs+1firallei,j € Tundr,s € R.In groferer
Allgemeinheit haben Sie das moglicherweise bereits als Ubung 3.2.27 gepriift. Es
ist dann leicht zu sehen, daB m als Multiplikation die Nebenklassengruppe R /I
zu einem Ring macht. ]

6.1.16. Ganz allgemein ist ein Schnitt von Idealen eines Rings IR stets wieder ein
Ideal. Gegeben eine Teilmenge 7' C R bezeichen wir mit (7)) C R das kleinste
Ideal von R, das T umfaf}t, und nennen es das von 7" erzeugte Ideal. Wir konnen
(T') entweder beschreiben als den Schnitt aller Ideale, die 7" umfassen, oder als
die Menge aller endlichen Ausdriicke

<T> = {a1t1b1 + ...+ antnbn ‘ n Z O, a;, bl € R, tz € T}

Hierbei ist der leere Ausdruck mit n = 0 wie iiblich als die Null von R zu ver-
stehen. Ist ' = {t,...,t.} eine endliche Menge, so schreiben wir auch (T') =
(t1,...,t.). Insbesondere gilt fiir einen kommutativen Ring R zum Beispiel (a) =
Ra fiir alle a € R. Wollen wir betonen, dafl das Symbol zwischen den Spitzklam-
mern fiir eine Menge von Erzeugern und nicht fiir einen einzigen Erzeuger steht,
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so schreiben wir (T') = (,T). Ideale, die von einem einzigen Element erzeugt wer-
den konnen, heilen Hauptideale. Insbesondere ist nach 1.3.4 jedes Ideal in Z ein
Hauptideal.

Ergdnzung 6.1.17. Sei R ein Ring und T' C R eine Teilmenge. Wenn wir betonen
wollen, da (7') das von T' erzeugte Ideal und nicht etwa die von 7' erzeugte
Untergruppe meint, schreiben wir auch z(7") g oder im Fall eines kommutativen
Rings (T") . Im Fall eines nichtkommutativen Rings dahingegen meint (T")  das
von 1" erzeugte Rechtsideal, wie es in ?? eingefiihrt wird.

Erginzung 6.1.18 (Herkunft der Bezeichnung ,,Ideal* ). Die Bezeichnung als
,Ideal ist abgeleitet von Kummer’s Begriff einer ,,idealen Zahl*“. Diese ,,idea-
len Zahlen* fiihrte Kummer ein, um Schwierigkeiten im Zusammenhang mit der
Nicht-Existenz eindeutiger Primfaktorzerlegungen in sogenannten ,,Ganzheitsrin-
gen von Zahlkdrpern zu umgehen. Das einfachste Beispiel o = Z[v/—5] fiir die-
ses Phidnomen besprechen wir in 6.4.8. Erkldren wir auf der Menge aller von Null
verschiedenen Ideale eines solchen Ganzheitsrings o eine Verkniipfung, in dem
wir [J als das von allen Produkten ab mit a € I und b € J erzeugte Ideal ver-
stehen, so gilt in dieser Menge aller Ideale ndmlich das Analogon der eindeutigen
Primfaktorzerlegung, vergleiche etwa ??. Ordnen wir nun jeder Zahl a € o das
von a erzeugte Hauptideal (a) zu, so erhalten wir eine Einbettung

0/0* — {I Co|Iistldeal}

des Monoids aller ,,bis auf Einheiten wohlbestimmten Elemente von 0%, in dem
das Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung nicht immer gilt, in das Mo-
noid aller von Null verschiedenen Ideale, in dem es im Fall des Ganzheitsrings
eines Zahlkorpers eben doch gilt. Kummer konnte das in einigen Fillen bereits
selbst zeigen und bezeichnete deshalb die Elemente dieses groleren Monoids, das
er selbst auf noch verschlungeneren Wegen konstruierte, als ,,ideale Zahlen®.

6.1.19. Gegeben ein Kring R und Elemente a,b € R ist a ein Teiler von b genau
dann, wenn gilt (a) > b oder gleichbedeutend (a) O (b). Gegeben ein Kring R
und ein Element u € R ist u eine Einheit genau dann, wenn gilt (u) = R. Gegeben
ein kommutativer Integrititsbereich folgt aus (a) = (b), daB es eine Einheit u gibt
mit au = b.

Beispiel 6.1.20 (Quotienten von Polynomringen). Gegeben ein Korper £ und ein
Polynom P € k[X] vom Grad grad P = d > 1 bilden die Nebenklassen der Mo-
nome 1, X, X2, ..., X941 eine k-Basis des Restklassenrings k[X]/(P). Genauer
liefert Polynomdivision mit Rest 2.3.15 fiir jeden Kring k£ und jedes normierte
Polynom P € k[X], daB die Polynome von einem Grad < (grad P) — 1 ein Re-
prisentantensystem fiir die Menge k[ X|/(P) der Nebenklassen nach dem von P
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erzeugten Hauptideal bilden. Bezeichnet also k[ X|=" C k[X| die Menge aller Po-
lynome vom Grad < n, so liefert fiir jedes normierte Polynom P die kanonische
Projektion einen Gruppenisomorphismus

k[X]=EREDE 5 KX /(P)

Beispiel 6.1.21. Wir erinnern die komplexen Zahlen C mit ihrem ausgezeichneten
Element i € C. Das Einsetzen von i fiir X im Sinne von 2.3.5 liefert mithilfe
der universellen Eigenschaft des Quotienten 6.1.13 Isomorphismen von Ringen
R[X]/(X? + 1) = C und Z[X]/(X? + 1) = Z[i]. Hier ist Z[i] im Sinne von
6.2.1 zu verstehen als der Ring aller komplexen Zahlen mit ganzzahligem Real-
und Imaginérteil.

6.1.22. Gegeben ein Kring £ und ein Element A € k£ kommutiert das Diagramm

Y

k - RIXT/HX = A)

mit der Auswertungsabbildung ¢, und der von der Einbettung k¥ — k[X] indu-
zierten unteren Horizontalen.

Vorschau 6.1.23. Ich fiihre an dieser Stelle den Begriff des maximalen Ideals noch
nicht ein, da er mir fiir die Ziele dieser Vorlesung ein Umweg scheint. Ich zeige in
6.5.5 nur, dal der Restklassenring eines Hauptidealrings nach dem von einem ir-
reduziblen Element erzeugten Hauptideal ein Korper ist. Die Erkenntnis, daf3 das
allgemeiner fiir beliebige Restklassenringe von kommutativen Ringen zu maxi-
malen Idealen gilt, erkldre und verwende ich erst in ?? folgende.

6.1.24 (Polynomringe iiber Restklassenringen). Gegeben sei ein Ring R mit
einem Ideal /. Bezeichnet /[X] C R[X] das von unserem Ideal / im Polynomring
erzeugte Ideal, so induziert der offensichtliche Ringhomomorphismus R[X] —
(R/I)[X] aus 2.3.11 offensichtlich einen Isomorphismus

RIX]/IX] = (R/D]X]

Ubungen

Ergiinzende Ubung 6.1.25. Man zeige: Gegeben ein surjektiver Ringhomomor-
phismus ¢ : R — S liefert das Bilden des Urbilds eine Bijektion zwischen der
Menge der Ideale von S und der Menge derjenigen Ideale von R, die ker ¢ um-
fassen.

166



6.2 Teilringe

Definition 6.2.1. Eine Teilmenge eines Rings heif3t ein Teilring, wenn sie so mit
der Struktur eines Rings versehen werden kann, da8 die Einbettung ein Ringho-
momorphismus wird. Gleichbedeutend und expliziter ist das eine Teilmenge ei-
nes Rings, die sein Einselement enthilt, die abgeschlossen ist unter Addition und
Multiplikation, und die mit diesen Verkniipfungen zu einem Ring wird.

Erginzung 6.2.2. Die in 2.1.5 bereits angesprochene Begriffsverwirrung setzt sich
hier fort: Autoren, deren Ringe kein Einselement zu enthalten brauchen, fordern
von ihren Teilringen zwar dem Wortlaut nach dasselbe wie wir im ersten Satz der
Definition 6.2.1. Es bedeutet dann aber in unserer Terminologie nur noch, daf3
unsere Teilmenge unter Addition und Multiplikation abgeschlossen ist und mit
diesen Verkniipfungen zu einem Rng wird. Wir nennen eine derartige Teilmenge
eine Z-Unteralgebra. Jedes Ideal eines Rings ist eine Z-Unteralgebra, aber das
einzige Ideal, das ein Teilring ist, ist der ganze Ring selber. Es ist im iibrigen auch
durchaus moglich, daf eine Z-Unteralgebra eine Rings selbst wieder ein Ring
ist, ohne aber in unserem Sinne ein Teilring zu sein: Der Nullring etwa ist eine Z-
Unteralgebra aber kein Teilring von Q, und der Ring Z x 0 ist eine Z-Unteralgebra
aber kein Teilring von Z X 7.

6.2.3. Jeder Schnitt von Teilringen ist selbst ein Teilring. Den kleinsten Teilring
eines Ringes 2, der eine gegebene Teilmenge 7' C R umfalit, heiBit der von 1T’
erzeugte Teilring. Gegeben S D R ein Kring mit einem Teilring und Elemente
ai,...,a, € S bezeichnet man mit

Rlay,...,a,] C S

den Teilring von S, der von R und den a; erzeugt wird, in anderen Worten den
kleinsten Teilring von .S, der R umfalt und alle a; enthilt.

6.2.4. Die Notation aus 6.2.1 fiihrt leicht zu Verwechslungen mit Polynomringen.
Viele Autoren verwenden die Konvention, nach der die ,,freien* oder ,,unabhin-
gigen* Variablen in Polynomringen mit groen Buchstaben vom Ende des Al-
phabets geschrieben werden, die ,,abhéngigen* Erzeuger eines Teilrings in einem
bereits gegebenen Ring dahingegen mit kleinen Buchstaben. Nebenbei bemerkt
kann man R[ay, ..., a,] auch beschreiben als das Bild des Einsetzungshomomor-
phismus R[X, ..., X,] — S mit X; — q;. Ist dieser Einsetzungshomomorphis-
mus injektiv, also ein Isomorphismus auf sein Bild, so heilen die Elemente a;
algebraisch unabhéngig iiber 2. Wollen wir besonders betonen, da} wir mit
freien Verdnderlichen arbeiten, so setzen wir ein kleines ,,Freiheitsstrichlein® vor-
ne in die Klammer und schreiben R['Xj, ..., X, ]. Diese Notation gibt es jedoch
vorerst nur in diesem Skriptum.
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6.2.5. Gegeben ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S ist nach 6.1.12 der Kern
ker ¢ ein Ideal von R und das Bild im ¢ offensichtlich ein Teilring von S. Nach
6.1.13 und dem Isomorphiesatz 3.2.12 faktorisiert ¢ dann iiber einen Ringisomor-
phismus

R — R/(ker ) = imp — S

Ubungen

Ergiinzende Ubung 6.2.6. Seien K C L Korper, [ C K[X},...,X,] ein Ideal.
Bezeichne (I L[ X, ..., X,]) das von I im Polynomring iiber L erzeugte Ideal. So
gilt

[=K[Xy,..., X ] 0 {IL[Xy, ..., Xa])
Hinweis: Jedes Element von (/L[ X7, ..., X,,]) hat die Gestalt ¢; f; + ... + ¢, f;
mit f, € [ und ¢, € L linear unabhingig iiber K.

Ubung 6.2.7. Man zeige, daB der Teilring Q[v/2] C R ein Korper ist.

Ubung 6.2.8. Man zeige, daB Z der einzige Teilring von Q ist, der endlich erzeugt
ist als abelsche Gruppe.

6.3 Abstrakter chinesischer Restsatz

6.3.1. Gegeben Ringe Ry, ..., R, bilden wir den Produktring R; X ... x R, mit
komponentenweiser Addition und Multiplikation. Gegeben ein weiterer Ring R
und Ringhomomorphismen f; : R — R; erhalten wir natiirlich einen Ringhomo-

morphismus
(fi,--,fs): R — Ry X...xR,

ro—= (filr),..., fs(r))

Genauer sind die Projektionen Ringhomomorphismen pr; : 71 X ... X Ry — R;
und das Nachschalten der Projektionen liefert fiir jeden weiteren Ring 2 eine
Bijektion

Ring(R, Ry X ... x Rs) = Ring(R, R1) X ... x Ring(R, R;)

In der Terminologie ?? liefert unsere Konstruktion also ein Produkt in der Kate-
gorie der Ringe.

Definition 6.3.2. Gegeben Ideale a, b in einem Ring R ist auch ihre Summe a +
b:={a+b|a € a, b € b} einldeal, und wir nennen ihr Produkt und bezeichnen
mit (ab) dasjenige Ideal oder gleichbedeutend diejenige additive Untergruppe von
R, das bzw. die von allen Produkten ab mit @ € a und b € b erzeugt wird. Analog
notieren wir auch Produkte von mehr als zwei Idealen.
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6.3.3. Fiir das Produkt zweier Ideale ist die Notation ab gebréduchlicher, die wir
aber bereits fiir die von der Multiplikation eines Rings auf seiner Potenzmenge
induzierte Verkniipfung vergeben haben. Dennoch werden wir spiter meist diese
abkiirzende Notation fiir das Produkt von Idealen verwenden.

Satz 6.3.4 (Abstrakter chinesischer Restsatz). Seien aq,...,a, Ideale eines
Rings R. Gilt a; + a; = R fiir i # j, so ist die offensichtliche Abbildung eine
Surjektion

k:R— R/a; x...x R/ag

mit dem Schnitt der a; als Kern. Fiir einen Kring R fallt dieser Schnitt auch zusam-
men mit dem Produktideal (a; ... as) und wir erhalten einen Ringisomorphismus

R/{ay...as) = R/a; x...x R/a

Beispiel 6.3.5. Der Name dieses Satzes riihrt von seiner Bedeutung im Ring der
ganzen Zahlen her, die wir bereits in 3.3.11 folgende besprochen hatten.

Beweis. Fiir die Surjektivitit reicht es nachzuweisen, dal alle nur in einem Ein-
trag von Null verschiedenen Tupel im Bild liegen. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit reicht es also zu zeigen, dal fiir alle r € R das Tupel (7,0, ...,0) im Bild
liegt. Es reicht sogar, wenn wir das fiir r = 1 zeigen, denn aus x(z) = (1,0,...,0)
folgt k(rz) = k(r)s(xz) = (7,0,...,0). Nach Annahme gilt fiir i # 1 jedoch
a; + a; = R, wir finden fiir ¢ # 1 also eine Darstellung a; + b; = 1 mit a; € a;
und b; € a;. Fiir das Ringelement a; = 1 — b; hat x(a;) dann natiirlich die Gestalt

Rlai) = (1%, ..., %,0,%,...%)

mit einer Null an der i-ten Stelle. Fiir das Bild des Produkts der a; folgt dann
k(agag...as) = (1,0,...,0) und die Surjektivitit ist gezeigt. Der Kern dieser
Surjektion ist offensichtlich genau der Schnitt der a;, und wir miissen nur noch
zeigen, daB3 er fiir kommutatives i mit dem Produktideal zusammenfillt. Im Fall
s = 2 impliziert a4+ b = R schon mal anb = (ab), denn schreiben wir 1 = a+b
mita € aund b € b, so gilt x = xa + xb auch fiir alle x € a N b. Im allgemeinen
beachten wir, da3 das Aufmultiplizieren unserer Identitdten a; + b; = 1 von eben
fir 2 < i < n sogar zeigt a; + (ay...as) = R. Mit vollstindiger Induktion
erhalten wir dann a; N (ax N ... Nas) = a; N (ay...a5) = ({ag...a5)) =
(a109...0ay). O

6.3.6. Wir schreiben auch (I") fiir das n-fache Produkt eines Ideals mit sich

selbst. Betrachten wir zum Beispiel R = k[X, Y] fiir einen Korper k£ und darin
das Ideal I = (X,Y), so gilt (I?) = (X2, XY, Y?), (I*) = (X3 X2V, XY?2,Y?)
und so weiter.
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Korollar 6.3.7 (Polynominterpolation). Seien k ein Korper und n € N. Wir
finden stets ein Polynom P € k[ X1, ..., X,], das an endlich vielen vorgegebenen
Stellen des k™ vorgegebene Werte annimmt und sogar eine beliebig vorgegebene
., laylorentwicklung bis zu einem festen endlichen Grad‘ hat.

Beweis. Fiir einen Punkt p € k™ bezeichne /(p) das Ideal aller Polynome, die
bei p verschwinden. Mit der vagen Formulierung ,,die Taylorentwicklung bei p
eines Polynoms P € k[Xj,...,X,] bis zum Grad m — 1 vorzugeben* meinen
wir, seine Nebenklasse in k[ X7, ..., X,,]/(I(p)™) vorzugeben. Damit wir den ab-
strakten chinesischen Restsatz anwenden konnen, miissen wir nur noch zeigen
(I(p)™) + (I(q)™) = (1) falls p # q. Offensichtlich gilt I(p) + I(¢) = (1), denn
p und q unterscheiden sich in mindestens einer Koordinate, sagen wir p; # ¢;, und
dann ist (X; — p;) + (¢; — X;) eine Einheit im Polynomring. Schreiben wir nun
1 =a+bmita € I(p)und b € I(q) und nehmen von dieser Gleichung die 2m-te
Potenz, so folgt 1 € (I(p)™) + (I(q)™) wie gewiinscht. O

6.4 Euklidische Ringe und Primfaktorzerlegung

6.4.1. Die folgende schematische Ubersicht soll die Struktur dieses Abschnitts
und die Beziehungen der darin neu eingefiihrten Begriffe untereinander verdeut-
lichen:

Interessante Ringe, etwa Z, Z|i|, oder der Ring k[X] fiir einen Korper k;
Euklidiscr;le Ringe, in denen es eine ,,Division mit Rest* gibt;
HauptidCZIringe, in denen jedes Ideal von einem Element erzeugt wird;
Faktoriel;; Ringe, d.h. Ringe mit ,,eindeutiger Primfaktorzerlegung®.

Wir arbeiten nun unser Schema von unten nach oben ab und beginnen mit fakto-
riellen Ringen.

Definition 6.4.2. Ein Element a eines Krings ? heil3t irreduzibel oder genauer
irreduzibel in R, wenn beide folgenden Aussagen gelten:

1. a ist keine Einheit, in Formeln a & R*;

2. In jeder Darstellung von a als Produkt von zwei Kringelementen ist einer
der beiden Faktoren eine Einheit, in Formeln ¢ = bc = b € R* oder
c e R
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P - e -

Eine Interpolation in einer Variablen mit vorgegebenen Werten an zwei Punkten
und vorgegebenem Wert und Wert der Ableitung an einem weiteren Punkt.
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Beispiele 6.4.3. Die Null ist nie irreduzibel: Im Nullring ist sie eine Einheit, in
anderen Kringen das Produkt der zwei Nichteinheiten 0 = 0 - 0. Eine ganze Zahl
n € Z ist irreduzibel in Z genau dann, wenn ihr Betrag |n| eine Primzahl ist.
In einem Korper gibt es iiberhaupt keine irreduziblen Elemente, insbesondere ist
auch keine ganze Zahl n irreduzibel in Q.

6.4.4. Ich erinnere daran, dal man unter einem Integrititsbereich einen von Null
verschiedenen Ring versteht, bei dem das Produkt je zweier von Null verschiede-
ner Elemente stets auch wieder von Null verschieden ist.

Definition 6.4.5. Ein Ring R heif3t faktoriell, wenn R ein kommutativer Integri-
tatsbereich ist und wenn zusétzlich gilt:

1. Jedes a € R\0 14t sich darstellen als ein Produkt von irreduziblen Elemen-
ten und einer Einheit, in Formeln a = up; ... p, mitu € R*, p; irreduzibel
und n > 0.

2. Diese Darstellung ist eindeutig bis auf Einheiten und die Reihenfolge der
Faktoren. Ist genauer a = u'p] ... p/, eine zweite Darstellung wie eben, so
gilt n = n’ und es gibt eine Permutation 7 € S,, von n sowie Einheiten
u; € R* mit pj = u;p,) firl <i <n.

6.4.6. Unsere einzigen Beispiele fiir faktorielle Ringe sind bisher Z und alle Kor-
per. Im folgenden werden wir viele weitere Beispiele fiir faktorielle Ringe kennen-
lernen. Insbesondere zeigen wir, dal Polynomringe iiber Korpern stets faktoriell
sind.

Ergdnzung 6.4.7. Gegeben ein Integritdtsbereich bilden die von Null verschiede-
nen Elemente ein Monoid, und die Definition eines faktoriellen Rings 6.4.5 ist
dquivalent zu einer Forderung an die Struktur dieses Monoids: Ein Ring ist fakto-
riell genau dann, wenn er ein Integritéitsbereich ist und das multiplikative Monoid
seiner von Null verschiedenen Elemente isomorph ist zum Produkt einer kommu-
tativen Gruppe mit dem Monoid aller fast iiberall verschwindenden Abbildungen
von einer Menge in das additive Monoid N.

Beispiele 6.4.8 (Ein Integrititsbereich, der nicht faktoriell ist). Als Beispiel
fiir einen nicht faktoriellen Integritéitsbereich betrachten wir den Teilring Z[/—5|
der komplexen Zahlen, der gegeben wird durch

Z|v=5] = {a+biV5|a,be Z} c C
Ich behaupte, dal 6 = 2-3 = (1++/—5)-(1—+/—b) zwei Zerlegungen in irreduzi-

ble Faktoren sind, die sich nicht nur um Einheiten und Reihenfolge unterscheiden.
Das folgt leicht unter Verwendung der Multiplikativitit der Norm |zw| = |z||w|
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A ¢

Einige Elemente des Rings Z[/—5| als Punkte in der Gaull’schen Zahlenebene
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fir z,w € C aus der anschlieBenden Tabelle, in der alle Elemente z € Z[/—5]
der Quadratlinge |z|* < 9 aufgelistet sind.

2|2 | mogliche z € Z[v/=5]
0
+1
+2
+v/-5
(£1) + (£y/-5)
+3, (£2) + (£v/-5)

I

O O O — O

Definition 6.4.9. Ein Ring R heilit ein Hauptidealring, wenn R ein kommutati-
ver Integritidtsbereich ist und jedes Ideal von R ein Hauptideal ist, also von einem
einzigen Element erzeugt wird.

Beispiel 6.4.10. Nach 1.3.4 ist der Ring Z der ganzen Zahlen ein Hauptidealring.
Der Polynomring in zwei Variablen C[X, Y] ist kein Hauptidealring, denn das
Ideal aller beim Ursprung von C? verschwindenden Polynome ist kein Hauptideal:
Jedes Polynom, das am Ursprung verschwindet, verschwindet auch sonst noch
irgendwo, und dasselbe gilt fiir alle Polynome des von ihm erzeugten Hauptideals.

6.4.11. Ein Element a eines Hauptidealrings ist irreduzibel genau dann, wenn das
von ihm erzeugte Hauptideal nicht Null und nicht der ganze Kring ist, jedes echt

groere Hauptideal aber der ganze Kring ist, in Formeln ausgedriickt: Wenn gilt
0 # (a) # Rund ((a) & (b) = (b) = R).

Satz 6.4.12. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Erginzung 6.4.13. In diesem Beweis verwenden wir implizit das Auswahlaxi-
om, um die Existenz einer Faktorisierung in Irreduzible zu zeigen. Will man das
Zorn’sche Lemma an dieser Stelle vermeiden, mag man sich auf den Fall euklidi-
scher Ringe beschrinken, fiir die wir in 6.4.22 einen Beweis ohne Auswahlaxiom
geben.

Beweis. Wir zeigen als erstes, da3 sich in einem Hauptidealring jedes Element
a € R\O zerlegen 146t als Produkt einer Einheit mit endlich vielen irreduziblen
Elementen. Wir bemerken dazu, dal} in einem Integrititsbereich R die Gleichheit
(a) = (b) von Hauptidealen #quivalent ist zu a = ub mit einer Einheit u € R*.
Jetzt argumentieren wir durch Widerspruch. Gibe es a € R\0, das sich nicht in
ein Produkt einer Einheit mit hochstens endlich vielen Irreduziblen zerlegen 148t,
so wire insbesondere a selbst weder eine Einheit noch irreduzibel, also von der
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Gestalt a = a1b; mit a;,b; € R*. Hier konnen nicht sowohl a; als auch b; eine
Zerlegung in ein Produkt von Irreduziblen besitzen. Wir diirfen ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen, a; habe keine Zerlegung in Irreduzible, und
konnen schreiben a; = asbs mit as, by ¢ R* und ay ohne Zerlegung in Irreduzi-
ble. Indem wir so weitermachen, finden wir in R eine unendliche echt aufsteigen-
de Folge von Hauptidealen

(@) € {ar) & {a2) & ...

Die Vereinigung iiber alle diese Hauptideale ist auch ein Ideal, also ein Haupt-
ideal (h). Andererseits ist diese Vereinigung aber auch das Erzeugnis (h) =
{(a,aq,as, ...)der a;. Es folgt eine Relation der Gestalt h = ra+ria;+. ..+ rya,
und damit (h) = (a,) im Widerspruch zu (a,) # (a,+1). Dieser Wiederspruch
zeigt die Existenz der Zerlegung. Jetzt zeigen wir die Eindeutigkeit. Dazu verein-
baren wir folgende Definition.

Definition 6.4.14. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element p € R heifit ein
Primelement oder kurz prim, falls es (1) weder Null noch eine Einheit ist und
falls (2) aus p|ab folgt p|a oder p|b.

6.4.15 (Diskussion der Terminologie). Mir scheint diese Terminologie eine un-
gliickliche Wahl, aber sie ist nun einmal historisch gewachsen. Einerseits sind nun
zwar die positiven Primelemente des Rings der ganzen Zahlen Z genau unsere
Primzahlen, aber das ist bereits ein nichttrivialer Satz: Von ihrer urspriinglichen
Definition her versteht man unter Primzahlen ja viel eher die positiven irredu-
ziblen Elemente dieses Rings. Andererseits wire es auch natiirlich, in einem belie-
bigen kommutativen Ring diejenigen Elemente als Primelemente zu bezeichnen,
die im Sinne von ?? ,.ein Primideal erzeugen*, aber dann miilten wir in der obigen
Definition auch die Null als Primelement zulassen. So gesehen sitzt man mit der
obigen allgemein gebréduchlichen Definition eines Primelements leider zwischen
allen Stiihlen.

6.4.16. Primelemente in Integritdtsbereichen sind offensichtlich stets irreduzibel,
aber irreduzible Elemente miissen auch in Integritdtsbereichen im allgemeinen
nicht prim sein. In einem faktoriellen Ring sind die Primelemente genau die irre-
duziblen Elemente. Um allerdings zu beweisen, daf ein Hauptidealring faktoriell
ist, brauchen wir ein weiteres Lemma.

Lemma 6.4.17. In einem Hauptidealring sind die Primelemente genau die irre-
duziblen Elemente.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dal} jedes irreduzible Element ein Primelement
ist. Sei also R unser Hauptidealring und sei p € R irreduzibel. Seien a,b € R
gegeben mit p|ab. Wir nehmen an p { @ und folgern p|b. Denn sei (a, p) das von a
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und p erzeugte Ideal. Es ist nach Annahme ein Hauptideal, sagen wir (a, p) = (d).
Da p irreduzibel ist, liegt nach 6.4.11 iiber dem von p erzeugten Hauptideal als
einziges weiteres Hauptideal der ganze Ring, in Formeln gilt also (d) = (p) oder
(d) = (1). Da p nicht a teilt, folgt (d) # (p), also (d) = (1). Mithin kénnen wir
schreiben 1 = ax + py fiir geeignete x,y € R. Es folgt b = abx + pby und aus
plab erhalten wir wie gewiinscht p|b. O

Damit sind also alle irreduziblen Elemente in unserem Hauptidealring R Primele-
mente. Ist nun p} ein Faktor unserer alternativen Zerlegung von a, so gibt es ein ¢
mit pf |p; und damit p| = wu,p; fiir eine Einheit u;. Wir setzen ¢ = 7(1), kiirzen in
beiden Produkten, und beenden den Beweis mit Induktion. O]

Definition 6.4.18. Ein euklidischer Ring ist ein kommutativer Integrititsbereich
mit einer Abbildung o : R\0 — N derart, dal man fiir alle a,b € R mita # 0
Elemente ¢, € R finden kann mit b = ag + r und r = 0 oder o(r) < o(a).

6.4.19. Grob gesagt ist also ein euklidischer Ring ein Integritétsbereich, in dem
man ,teilen kann mit Rest*, wobei der Rest in einer prizisen, durch o spezifizier-
ten Weise ,kleiner* sein soll als der Teiler. Alle unsere Argumente funktionie-
ren auch noch, wenn o allgemeiner Werte in einer beliebigen ,,wohlgeordneten*
Menge annimmt, als da heifit einer angeordneten Menge, in der jede nichtleere
Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.

Beispiele 6.4.20. 1. R=Zmito(n) = |n|;
2. R = k[X] fiir einen Korper &k und o(P) = grad P, siehe 2.3.15;

3. R=Z[i| = {z +yi| x,y € Z}, o(z + yi) = 2> + y>. Dieser Ring der
sogenannten Gauf}’schen Zahlen ist als Teilring von C zu verstehen. Wir
werden dies Beispiel in 6.6 noch ausfiihrlich besprechen.

Satz 6.4.21. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring und damit insbesonde-
re faktoriell.

Beweis. Seil C Reinldeal.Ist [ = 0,soist / = (0) ein Hauptideal. Sonst finden
wir a € I\0 mit o(a) kleinstmoglich. Wir behaupten I = (a). Gidbe es nidmlich
b € I\(a), so konnten wir schreiben b = aq+r mitr # 0und o(r) < o(a). Dann
gilt aber auch r = b — aq € I, und das steht im Widerspruch zur Wahl von a. []

Erginzung 6.4.22 (Faktorialitit ohne Zorn). Fiir die Beweise der zentralen Re-
sultate dieser Vorlesung miissen wir nur wissen, daf} euklidische Ringe faktoriell
sind. In diesem Fall konnen wir die Existenz einer Faktorisierung in Irreduzi-
ble auch ohne Auswahlaxiom einsehen. Dazu brauchen wir nur die Erkenntnis
aus dem vorhergehenden Beweis, nach der jedes von Null verschiedene Ideal von
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jedem seiner von Null verschiedenen Elemente mit kleinstmoglichem o-Wert er-
zeugt wird. Gibe es nun von Null verschiedene Elemente ohne Faktorisierung
in Irreduzible, so auch ein derartiges Element a mit kleinstmoglichem o-Wert. Es
hitte dann eine Faktorisierung in ein Produkt von zwei Nichteinheiten a = be, und
die Hauptideale (b) und (c) wiren echt groBer als (a). Das Minimum von o auf
diesen beiden Hauptidealen miif3te also echt kleiner sein als das Minimum von o
auf (a). Es gibe mithin Einheiten u,v € R* mit o(ub) < o(a) und o(vc) < o(a).
Dann aber miiiten ub und vc und damit auch b und ¢ Faktorisierungen in Irredu-
zible besitzen und damit auch a selbst. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung.

6.4.23. Der vorhergehende Satz 6.4.21 und sein Beweis verallgemeinern Satz
1.3.4 iiber die Untergruppen von Z und den dort gegebenen Beweis.

Korollar 6.4.24. Der Polynomring in einer Verdnderlichen mit Koeffizienten ei-
nem Korper ist stets ein Hauptidealring und ist insbesondere stets faktoriell.

Beweis. Wie in 6.4.20 ausgefiihrt wird, ist unser Polynomring ein euklidischer
Ring. Das Korollar folgt damit aus 6.4.21. 0

6.4.25. Die irreduziblen Elemente des Polynomrings k[ X | mit Koeffizienten in ei-
nem Korper k£ nennt man irreduzible Polynome. Wenn wir mit mehreren Korpern
gleichzeitig arbeiten, werden wir manchmal priziser von k-irreduziblen Polyno-
men reden, da dieser Begriff ganz entscheidend von & abhédngt. Zum Beispiel ist
das Polynom X2 + 1 zwar R-irreduzibel, aber keineswegs C-irreduzibel.

Beispiel 6.4.26. Die irreduziblen Polynome in C[X] sind nach 2.3.26 genau die
Polynome vom Grad Eins. Die irreduziblen Polynome in R[X] sind nach 2.3.28
genau die Polynome vom Grad Eins sowie die Polynome vom Grad Zwei ohne
reelle Nullstelle. Die irreduziblen Polynome in Q[X] zu bestimmen, ist dagegen
schwieriger.

6.5 Quotienten von Hauptidealringen

Definition 6.5.1. Ein Ideal in einem Ring heif3t ein echtes Ideal, wenn es nicht
der ganze Ring ist. Ein Ideal in einem Ring heiflt ein maximales echtes Ideal,
wenn es ein maximales Element der durch Inklusion partiell geordneten Menge
aller echten Ideale unseres Ringes ist. Es ist eine allgemeine Konvention, unsere
maximalen echten Ideale abkiirzend als maximale Ideale zu bezeichnen, obwohl
sie natiirlich nicht die maximalen Elemente der Menge aller Ideale unseres Ringes
sind: Diese Menge hat nimlich nur genau ein maximales Element, den Ring selbst.
Ich werde dieser allgemeinen Konvention folgen.

Beispiele 6.5.2. Die maximalen Ideale in Z sind genau die Ideale pZ C Z fiir
p eine Primzahl. Ist £ ein Korper, so ist (X — a) C k[X] ein maximales Ideal,
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fiir alle a € k, und es ist leicht zu sehen, da3 wir so im Fall eines algebraisch
abgeschlossenen Korpers bereits alle maximalen Ideale von k[ X] erhalten.

Vorschau 6.5.3. Der Nullring besitzt iiberhaupt kein maximales Ideal. In ?? zeigen
wir, daf3 er der einzige Ring ohne maximales Ideal ist.

Proposition 6.5.4 (Quotienten nach maximalen Idealen). Ein Ideal in einem
Kring ist maximal genau dann, wenn der Quotientenring nach besagtem Ideal ein
Korper ist.

Erster Beweis. Sei R unser Kring und m C R unser Ideal. Ist R/m ein Korper,
so gilt m # R und es gibt fiir jedes a € mein b € R mit ab € 1 + m. Folglich
gilt (a,m) = R fiir jedes a ¢ m und damit ist m ein maximales Ideal von R. Ist
umgekehrt m ein maximales Ideal von R, so ist R/m nicht der Nullring und fiir
jedes a & mgilt (a, m) = Rund folglich gibtes b € Rund m € m mit ab+m = 1.
Dann aber folgt @b = 1 in R/m und dieser Quotient ist ein Korper. [

Satz 6.5.5 (Quotienten von Hauptidealringen). Fiir ein von Null verschiedenes
Element a # 0 eines Hauptidealrings sind gleichbedeutend:

1. Der Quotient nach dem Hauptideal {a) ist ein Korper;
2. Unser Element a ist irreduzibel;

3. Das Hauptideal {a) ist maximal.

Beweis. 1<3 haben wir schon in 6.5.4 in groBerer Allgemeinheit gezeigt. Wir
zeigen nun noch (Nicht 2)<(Nicht 3). Sei R unser Hauptidealring. Ist a nicht
irreduzibel, so ist entweder a € R* oder es gibt eine Zerlegung a = bc mit b, ¢ ¢
R*.Im ersten Fall ist (a) = R nicht maximal. Im zweiten Fall gilt (a) C (b) C R
und (a) = R ist wieder nicht maximal. Damit haben wir = gezeigt. Ist umgekehrt
das Hauptideal (a) nicht maximal, so gibt es ein Ideal [ mit (a) C I C R und
nach Annahme ein Element b € R mit (b) = I, also mit

() G () G R

Wegen (b) # R ist b keine Einheit und wegen a € (b) gibt es ¢ mit a = bc und
wegen (a) # (b) ist ¢ auch keine Einheit. Also ist a nicht irreduzibel. O

Beispiel 6.5.6. Gegeben p € Z ist Z/pZ ist genau dann ein Korper, wenn p oder
—p eine Primzahl ist.

Beispiel 6.5.7. R[X]/(X?+1) ist ein Korper, genauer induziert das Einsetzen von
i fiir X einen Isomorphismus dieses Korpers mit C.

Beispiel 6.5.8. R[X]/(X?+2) ist ein Korper, genauer induziert das Einsetzen von
iv/2 fiir X einen Isomorphismus dieses Korpers mit C.
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Beispiel 6.5.9. R[X]/(X + 1) ist ein Korper, genauer induziert das Einsetzen von
—1 fiir X einen Isomorphismus dieses Korpers mit R.

Beispiel 6.5.10. R[X]/(X? — 1) ist kein Korper. Vielmehr liefert der chinesische
Restsatz in Verbindung mit dem vorhergehenden Beispiel einen Ringisomorphis-
mus R[X]/(X%?—1) = R x R, und R x R besitzt Nullteiler: Es gilt darin ja etwa
(1,0) - (0,1) = (0,0).

Ubungen

Ubung 6.5.11. Der Quotient eines faktoriellen Rings R nach einem Hauptideal
(a) ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn gilt « = 0 oder a irreduzibel.

Ubung 6.5.12. Man zeige, daB Z[X] kein Hauptidealring ist.

Ubung 6.5.13. Sei k ein Korper. Man zeige: (1) Alle Polynome vom Grad 1 sind
irreduzibel in k[X]. (2) Ist P € k[X] irreduzibel und grad P > 1, so hat P keine
Nullstelle in k. (3) Ist P € k[X] \ k vom Grad grad P < 3 und hat P keine
Nullstelle in k, so ist P irreduzibel in k[X]. (4) Ist k algebraisch abgeschlossen,
so sind die irreduziblen Polynome in k[X] genau die Polynome vom Grad 1. Man
gebe auch (5) ein Polynom positiven Grades in R[X]| an, das keine Nullstelle hat,
aber dennoch nicht irreduzibel ist.

Ergiinzende Ubung 6.5.14. In einem Polynomring in mindestens einer Variablen
iiber einem Korper gibt es stets unendlich viele normierte irreduzible Polynome.
Hinweis: Man multipliziere sonst alle zusammen und ziehe 1 ab.

Ergiinzende Ubung 6.5.15. Man zeige: Gegeben ein Korper k ist der Ring k[ X]
der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten aus k aus 2.3.40 ein Hauptidealring,
und die Ideale dieses Rings sind das Nullideal sowie die Ideale X"k[X] fiir n €
N. Man bespreche die Primfaktorzerlegung in diesem Hauptidealring.

Ubung 6.5.16. Sei k ein Korper und seien f, g € k[T]\0 teilerfremde Polynome.
Man zeige, daB} es dann fiir jedes Polynom % Polynome a, b gibt mit h = a f + bg.
Man zeige, daBl man hier (a, b) sogar so wihlen kann, daf§ gilt grada < gradg,
und daB im Fall grad(h) < grad(f) + grad(g) — 1 unser Paar (a, b) dadurch dann
eindeutig bestimmt ist. Hinweis: Dimensionsabschitzung. Die analoge Aussage
gilt nicht fiir £ = Z, selbst wenn wir f und g normiert annehmen.

Ubung 6.5.17. Sei R ein faktorieller Ring und ¢ € Quot(R) ein Element seines
Quotientenkorpers und 7 > 1 mit ¢" € R. Man zeige q € R.

6.6 Irreduzible im Ring der GauB3’schen Zahlen

Lemma 6.6.1. Der Ring Z[i| der Gauf3’schen Zahlen ist euklidisch und mithin
faktoriell.
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Die Elemente des von 1 4 31 im Ring der Gau3’schen Zahlen erzeugten
Hauptideals habe ich in diesem Bild als fette Punkte dargestellt, die anderen
Elemente des Rings der Gaul3’schen Zahlen durch kleine Punkte.
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Beweis. Die Elemente des von einem festen von Null verschiedenen Element 0 #
a = x + iy € Z[i] im Ring Z[i] der GauB’schen Zahlen erzeugten Hauptideals
bilden die Ecken eines quadratischen Rasters auf der komplexen Zahlenebene,
mit |a| = /22 + y? der Seitenldnge der Quadrate. Jedes b € Z[i] liegt in einem
dieser Quadrate und hat von einer der Ecken einen Abstand < v/2|a|/2 < |a|.
Folglich ist unser Ring euklidisch mit o (a) = |a|?. O

6.6.2. Von nun an wird in diesem Abschnitt der Begriff ,,Quadrat® nicht mehr
in seiner geometrischen Bedeutung verwendet, sondern in seiner algebraischen
Bedeutung als Abkiirzung fiir ,,Quadratzahl®. Die ersten Quadrate in Z sind also
0,1,4,9,16,25,...

6.6.3. Gegeben ein faktorieller Ring R bezeichne irk(R) die Menge Irreduziblen-
klassen, als da heif3t der Bahnen irreduzibler Elemente von R unter der Einheiten-
gruppe R*. Gegeben ein irreduzibles r € R bezeichne [r] € irk(R) seine Klasse.

Proposition 6.6.4 (Irreduziblenklassen in Invariantenringen). Seien R ein fak-
torieller Ring und I eine endliche Gruppe von Automorphismen von R derart, daf3
auch der Ring R* der I'-Invarianten faktoriell ist. So erhalten wir eine Bijektion

irk(R") = irk(R)/T

durch die Abbildung, die jedem R'-irreduziblen Element p die Menge seiner R-
irreduziblen Faktoren 1 zuordnet, und die Vielfachheit von m in p teilt |I'j5|.

Beweis. Fiir m € R gehort das Produkt b(r) := [, v(m) zu R". Mithin ist je-
des R-irreduzible Element ein Teiler mindestens eines R -irreduziblen Elements.
Teilt andererseits ein R-irreduzibles Element 7 zwei R'-Irreduzible p und ¢, so
teilt b(m) sowohl b(p) = p!'! als auch b(q) = ¢!, und da b(r) keine Einheit sein
kann, konnen sich p und ¢ hochstens um eine Einheit unterscheiden und wir fin-
den sogar genauer b(m) = ep" fiir ¢ € R eine Einheit. Wenn r die Vielfachheit
von 7 in p ist und I die Isotropiegruppe der Irreduziblenklasse [7], so haben wir
genauer
p=n [[ =)

FET /T

mit einer Einheit n € R, die von der Wahl der Représentanten -y unserer Neben-
klassen 7 abhingt, und fiir d = |I'[| folglich p? € b(m)"R* alias d = rn. O

Beispiel 6.6.5 (Irreduzible im Ring der GauB’schen Zahlen). Betrachten wir
nun R := Z[i] und I" die zweielementige Gruppe bestehend aus der Identitit und
der komplexen Konjugation, so erhalten wir als Invariantenring R* = Z und fin-
den eine Bijektion

irk(Z) = irk(Z[i])/T
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Sie ordnet jeder Primzahl p € Z die Menge aller Irreduziblenklassen [7] zu mit
7|p. Der Ring der GauB’schen Zahlen besitzt genau vier Einheiten, als da sind 1,
—1, 1, und —i. Damit sind wir fiir jede Primzahl p in genau einem der folgenden
Fille:

1. p— {[n],[7]} mit [r] # [7]. Dann gilt nach der letzten Aussage der Propo-
sition notwendig p = e7m fiir eine Einheit €, die dann offensichtlich sogar
Eins sein muB, also p = 77;

2. p — {[n],[7]} mit [x] = [7]. Dann sind wir nach der letzten Aussage der
Proposition in genau einem der folgenden Unterfille:

(a) Die Vielfachheit von 7 in p ist Eins, also p = e fiir eine Einheit
e € {1, +£i};

(b) Die Vielfachheit von 7 in p ist Zwei, also p = e7? fiir eine Einheit
e € {£1, £i}, und dann folgt auch wieder p = 77;

Fiir den Fall 2 bemerken wir, da3 diejenigen Gauf3’schen Zahlen, die sich von
ihrem komplex Konjugierten hochstens um das Produkt mit einer Einheit un-
terscheiden, reell, rein imaginir, oder von der Gestalt a &= ai mit a € 7Z sein
miissen. An Irreduziblen letzterer Art gibt es offensichtlich nur die vier Elemente
+1 41, und diese gehoren alle zu derselben Irreduziblenklasse [1 + i], die wegen
2 = (1+1i)(1—1) = —i(1 +1)? die Primzahl 2 teilt. Es ist damit klar, daB nur
die Primzahl p = 2 zum Fall 2(b) gehort. Zum Fall 2(a) gehoren alle Primzahlen
p € N, die im Ring der Gaul3’schen Zahlen irreduzibel bleiben. Wir zeigen im An-
schluf3 als Proposition 6.6.6, dal genau die Primzahlen p € N mit p = 3 (mod 4)
im Ring der Gaul’schen Zahlen irreduzibel bleiben, wohingegen alle Primzahlen
p € Nmitp = 1 (mod 4) zum Fall 1 gehdren und zerfallen als p = 77 mit

7] # [7].

Proposition 6.6.6. Fiir eine Primzahl p € N sind gleichbedeutend:

~

. p bleibt nicht prim im Ring Z[i] der Gauf3’schen Zahlen;

N

. p ist Summe von zwei Quadraten, in Formeln p = 2% + ?;

|9Y)

. p ldpt beim Teilen durch Vier den Rest Eins oder Zwei, in Formeln p = 1
(mod 4) oder p = 2;

N

. Das Polynom (X? + 1) ist nicht irreduzibel in F,[X];
5. (—1) ist ein Quadrat in F,,.

Beispiele 6.6.7. 2 =124 12,5 =12 +22,13 =22+ 32, 17T =12+ 42, . ..
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Versuch einer graphischen Darstellung des Zerfallens der gewohnlichen
Primzahlen im Ring der Gaul3’schen Zahlen. Die Zwei ist ein Sonderfall, weil bei
ihr ein irreduzibles Element des Rings der Gaul3’schen Zahlen als zweifacher
Faktor auftritt.
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Beweis. Ist m = x + iy ein irreduzibler Faktor echt kleinerer Lange von p, so ist
77t = 2% + y? ein Primfaktor echt kleinerer Linge von p?, also 22 + y? = p. Das
zeigt 1=2. Aus p = 2 +y? folgt umgekehrt p = (z +iy)(z — iy), also haben wir
auch 2=-1. Die Implikation 2=>3 folgt daraus, da} jedes Quadrat kongruent ist zu
Null oder Eins modulo Vier, da nidmlich gilt {z* | = € Z/4Z} = {0,1}. Eine
Summe von zwei Quadraten kann also modulo 4 nie zu 3 kongruent sein. 14
folgert man durch die Betrachtung des Diagramms von Ringen

z ]\
F,[X] < 70 = Z[X
F,[X]/(X? + 1) = Z[i}/(p)

(X
[/(X2+1)

+1

Alle vier Morphismen sind hierbei Surjektionen mit einem Hauptideal als Kern.
Nach 6.5.5 sind also sowohl 1 als auch 4 gleichbedeutend dazu, dal der Ring
F,[X]/(X?+1) kein Korper ist, und damit sind sie auch untereinander dquivalent.
445 ist evident. SchlieBlich zeigen wir noch 3=-5. Sicher ist ndmlich —1 ein
Quadrat in [Fy. Unter der Vorausetzung p = 1 (mod 4) gilt dasselbe in [F,,. Wir
wissen namlich aus 3.4.17, daB8 F} als endliche Untergruppe der multiplikativen
Gruppe eines Korpers zyklisch ist, und in einer zyklischen Gruppe von durch
Vier teilbarer Ordnung gibt es offensichtlich Elemente der Ordnung Vier. So ein
Element der Ordnung Vier 16st dann die Gleichung 22 = —1 in Fy. [

6.6.8. Man beachte, daf jede Gaul3’sche Zahl ungleich Null durch Multiplikation
mit einer Einheit auf genau eine Gauly’sche Zahl z + iy mit z > y > —ux, also
auf genau eine Gauly’sche Zahl im ,,um 45° im Uhrzeigersinn verdrehten offenen
ersten Quadranten mitsamt seiner oberen Kante ohne den Ursprung® abgebildet
werden kann. Die im wesentlichen eindeutige Zerlegung einer Primzahl p € N
in ein Produkt irreduzibler Elemente von Z[i] hat nach unserem Satz folgende
Gestalt:

p=3 (mod4) p=p;

p#3 (mod4) p=(r+iy)(z —iy) fiir 2* + y* = p.
Beschrinken wir uns auf die irreduziblen Elemente x + iy mit x > y > —x, so ist
das die eindeutige Faktorisierung von p in eine Einheit und irreduzible Elemente

dieser Art in allen Fillen mit Ausnahme des Falls p = 2, in dem diese eindeutige
Faktorisierung die Gestalt 2 = —i(1 + i)? hat.

Erginzung 6.6.9. Es gibt auch einen sehr elementaren Beweis ,,durch Zauberei*
nach Zagier fiir die Tatsache, daB} jede Primzahl p, die bei Teilen durch Vier den
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Rest Eins 14Bt, eine Summe von zwei Quadraten ist: Man betrachtet die endliche
Menge S := {(z,y,2) € N* | 22 + 4yz = p} und definiert darauf eine Involution
durch die Vorschrift

(x+2z,z,y—x—2) fallsx <y—z;
(x,y,2) > Qu—z,y,x—y+2) fallsy— 2z <z < 2y;
(r —2y,x —y+2,y) fallsx > 2y.

Diese Involution hat genau einen Fixpunkt, also ist die Zahl der Elemente von S
ungerade und die Involution (x,y, z) — (x, z,y) von S muB auch einen Fixpunkt
haben. Fiir den aber gilt 72 + (2y)*> = p. Bei diesem Beweis sind noch einige
implizit enthaltene Behauptungen zu priifen, das geht alles mit Schulstoff. Aber
man muf} eben die Zauberformel auswendig hersagen konnen!

Korollar 6.6.10 (Summen von zwei Quadraten). Eine positive natiirliche Zahl
ist Summe von zwei Quadratzahlen genau dann, wenn in ihrer Primfaktorzerle-
gung alle diejenigen Primfaktoren, die modulo Vier kongruent sind zu Drei, in
geraden Potenzen auftreten.

Beweis. Genau dann ist n € Z Summe von zwei Quadratzahlen, wenn es a € Z[i]
gibt mit n = aa. Ist n # 0 und a = emmy... 7, eine Darstellung als Produkt
einer Einheit £ mit Primelementen, von denen wir 7y, ..., s weder reell noch
rein imagindr annehmen und 7s, 1, ..., 7, aus N, so muf3

n = (€§)<W1ﬁ1) c. (7T57TFS>7TS+17T5+1 L TT

die Primfaktorzerlegung in N sein. Damit folgt das Korollar aus unserer Beschrei-
bung ?? der Primelemente im Ring der Gauf3’schen Zahlen. [

6.6.11. Um aus einer Primfaktorzerlegung einer natiirlichen Zahl » > 1 im Ring
der Gaul3’schen Zahlen alle moglichen Darstellungen als Summe zweier Quadrate
zu erhalten, muf3 man alle Zerlegungen n = (x+iy)(z—1iy) finden, also alle Zerle-
gungen n = ad, wobei der Ubergang von a zu ea mit einer Einheit ¢ € Z[i]* und
der Ubergang von a zu a bis auf Reihenfolge dieselbe Zerlegung liefert. Dafiir
ist es besonders iibersichtlich, mit dem in 6.6.8 beschriebenen Reprisentanten-
system modulo Einheiten aller irreduziblen Elemente zu arbeiten, das stabil wird
unter der komplexen Konjugation, sobald wir die Ausnahmestelle 1 + i entfernen.

Ubungen

Ubung 6.6.12. Man bestimme simtliche Zerlegungen von 1000000 in eine Summe
von zwei Quadratzahlen.
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6.7 Primfaktorzerlegung in Polynomringen

6.7.1. Gegeben ein faktorieller Ring R und ein irreduzibles Element p € R erkli-
ren wir die zugehorige p-Bewertung oder englisch valuation

v, Quot R — Z L {oo}

als die eindeutig bestimmte Abbildung mit v, (p"a/b) = n fiir a,b € R\0 teiler-
fremd zu p und mit v,(0) = oo. Offensichtlich gilt v,(fg) = v,(f) + v,(g) fiir
alle f,g € R.

Beispiele 6.7.2. v5(16/6) = 3, v3(16/6) = —1, v5(16/6) = 0. Ist k ein Korper
und R = klt], so ist per definitionem Quot R = k() der Funktionenkorper und
fiir A € kist vu_y)(f) die Nullstellenordnung beziehungsweise das Negative der
Polstellenordnung der gebrochen rationalen Funktion f an der Stelle \.

6.7.3 (Bewertung von Polynomen). Gegeben ein faktorieller Ring R mit ei-
nem irreduziblen Element p und ein Polynom A = a, X" + ...+ a1 X + a¢ €
(Quot R)[X] erkldren wir seine p-Bewertung durch

vp(A) = min(vy,(a;))

Speziell ist das Nullpolynom das einzige Polynom A mit v,(A) = occ.

Beispiele 6.7.4. Als Beispiel fiir die Bewertung eines Polynoms mit rationalen
Koeffizienten haben wir etwa vo(10X?% + 6X + 8) = 1.

Proposition 6.7.5 (Lemma von GauB}). Gegeben ein faktorieller Ring R und ein
irreduzibles Element p € R und Polynome A, B € (Quot R)[X] gilt

Up(AB) = vy(A) + vy(B)

Beweis. Ist eines unserer Polynome konstant, so gilt die Gleichung offensichtlich.
Mit dieser Erkenntnis konnen wir uns auf den Fall zuriickziehen, da A und B
Koeffizienten in R haben und da8 gilt v,(A) = v,(B) = 0. Es bleibt, aus diesen
Annahmen v,(AB) = 0 zu folgern. Fiir ein Polynom A € R[X] ist v,(A) = 0
nun gleichbedeutend dazu, daB sein Bild A € (R/(p))[X] nicht das Nullpolynom
ist. Wir haben also

0y(4) = 0= v,(B)

DN

0+# B
40
£0
AB) =

L4l
=
’\U:JU:J\\H\

mit der zweiten Implikation, da R/(p) und dann auch (R/(p))[X] Integrititsbe-
reiche sind. L
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Definition 6.7.6. Sei R ein faktorieller Ring. Ein Polynom )_, ;X" aus dem
Polynomring R[X] heiBt primitiv, wenn es kein irreduzibles Element von R gibt,
das alle seine Koeffizienten teilt. Ein Polynom mit Koeffizienten im Quotienten-
korper P € (Quot R)[X] nennen wir primitiv oder genauer R-primitiv, wenn es
bereits in R[X] liegt und dort primitiv ist.

6.7.7 (Diskussion der Terminologie). Ich bin nicht gliicklich dariiber, da} mit
dieser Definition auch alle Einheiten von R primitive Polynome in R[X] sind. An
primitive Polynome aber noch zusitzliche Bedingungen zu stellen, schien mir ein
groBeres Ubel.

6.7.8. Offensichtlich ist ein Polynom A € (Quot R)[X] primitiv genau dann,
wenn gilt v,(A) = 0 fiir alle irreduziblen Elemente p von R. Offensichtlich gibt
es fiir jedes von Null verschiedene Polynom A € (Quot R)[X]\0 ein Element
¢ € Quot R mit cA primitiv.

6.7.9 (Lemma von GauB}, urspriingliche Form). In seiner urspriinglichen Form
sagt das Lemma von GauB}, daB das Produkt zweier primitiver Polynome mit ganz-
zahligen Koeffizienten auch selbst wieder primitiv ist. Das folgt sofort aus 6.7.5
und ist auch im wesentlichen die Aussage, auf die wir uns dort beim Beweis zu-
riickgezogen haben.

Beispiele 6.7.10. Die Polynome X?2+2X +10 und 3X?2+20X + 150 sind primitiv
in Z[X]. Das Polynom 10X? + 6X + 8 ist nicht primitiv in Z[X].

Satz 6.7.11 (Polynomringe iiber faktoriellen Ringen). Ist R ein faktorieller
Ring, so ist auch der Polynomring R[X] ein faktorieller Ring und die irreduziblen
Elemente von R[X] sind genau:

1. Alle irreduziblen Elemente von R;
2. Alle primitiven Polynome aus R[X], die irreduzibel sind in (Quot R)[X].

Beweis. Man sieht leicht, dafl die unter 1 und 2 aufgefiihrten Elemente irreduzi-
bel sind. Wir nennen sie fiir den Moment kurz die 1&2-Irreduziblen von R[X].
Wir vereinbaren fiir das weitere die Notation Quot R = K. Gegeben P € R[X]
zerlegen wir P = ) ...(Q, als Produkt von irreduziblen Polynomen in K [X]
und schreiben (); = CZ’QZ' mit ¢; € K* und QZ primitiv. So erhalten wir eine Zer-
legung P = ¢Q; ...Q, mit Q; primitiv und irreduzibel in K[X] sowie ¢ € K*.
Nach dem Lemma von GauB} 6.7.5 folgt v,(c) = v,(P) > 0 fir alle Irreduziblen
p von R und damit ¢ € R. Wir konnen also ¢ faktorisieren in ¢ = up; ... p, mit
u € R*, p; € R irreduzibel, und folgern so die Existenz einer Zerlegung von P
in ein Produkt einer Einheit mit 1&2-Irreduziblen. Das zeigt insbesondere, daf3
wir unter 1 und 2 in der Tat alle irreduziblen Elemente von R aufgelistet haben.
Ist P = u'p}...pl,Sy... S, eine weitere Zerlegung von P in ein Produkt einer

187



Einheit mit irreduziblen Elementen, sagen wir v’ € R*, p; € R irreduzibel und
S; € R[X] primitiv und irreduzibel in K [X], so liefert die Eindeutigkeit der Prim-
faktorzerlegung in K [X| zunéichst n = n’ und S; = QiQJ(i) fiir geeignetes 0 € S,
und ¢; € K*. Dann folgt ¢; € R*, und schlieBlich aus der Faktorialitit von R die
Gleichheit » = 1’/ sowie die Existenz einer Permutation 7 € S, und von Einheiten
u; € R* mit pj = w;pr(s). O

Ergdnzung 6.7.12. Die Zerlegung eines Polynoms aus Z[X| in irreduzible Fakto-
ren kann im Prinzip durch Ausprobieren in endlicher Zeit bestimmt werden. Ein
Polynoms vom Grad n» muf} ja, wenn es nicht irreduzibel ist, einen Faktor haben
von hochstens dem halben Grad, sagen wir hochstens Grad m. Nehmen wir dann
m + 1 ganzzahlige Stellen, so miissen die Werte unseres Faktors die Werte des
urspriinglichen Polynoms teilen. Wir miissen also nur fiir alle Wahlen von Teilern
der Werte des urspriinglichen Polynoms an besagten Stellen das Interpolationspo-
lynom bilden und priifen, ob es unser urspriingliches Polynom teilt.

Korollar 6.7.13. Sei R ein faktorieller Ring. Ist ein von Null verschiedenes Poly-
nom P € R[X|\O nicht irreduzibel als Element des Polynomrings P € (Quot R)[X],
so gibt es bereits in R[X| Polynome A, B positiven Grades mit AB = P.

Erster Beweis. Ist P primitiv, so folgt das unmittelbar aus unserem Satz. Andern-
falls schreiben wir P = cP mit ¢ € R und P primitiv und argumentieren genau-
SO. [

Beispiel 6.7.14. Ich will auch noch an einem Beispiel erkldaren, wie man dies
Korollar direkt aus dem Gauf3’schen Lemma folgern kann. Nehmen wir an, wir
htten fiir 7X? — 7 in Q[X] die Faktorisierung

TX? — 7= (3X/T+3/7)(49X/3 — 49/3)

gefunden. Dann gilt v7(3X/7 + 3/7) + v7(49X/3 — 49/3) = 1 > 0 nach dem
Gaufy’schen Lemma und wir kdnnen folglich so Primfaktoren 7 zwischen den Fak-
toren unserer Faktorisierung austauschen, daf} beide Faktoren dadurch eine posi-
tive 7-Bewertung kriegen. Diese Moglichkeiten wiren hier 7X? — 7 = (3X +
3)(7X/3 —7/3)und 7X? — 7 = (21X + 21)(X/3 — 1/3). Ebenso konnen wir
fiir den Primfaktor 3 vorgehen und erhalten so die beiden Zerlegungen 7X2 — 7 =
(X+1)(7X =T)und 7X? - 7= (7TX +7)(X — 1) in Z[X].

Korollar 6.7.15. Fiir jeden Korper k ist der Polynomring k[ X1, ..., X,| faktori-
ell. Sogar 7| X1, . . ., X,,| ist ein faktorieller Ring.

Korollar 6.7.16. Ist k ein Korper und sind f, g € k[X, Y] teilerfremde Polynome,
so haben f und g héchstens endlich viele gemeinsame Nullstellen in k>.
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Die Nullstellenmengen zweier Polynome f, g € R[X, Y] ohne gemeinsamen
nichtkonstanten Teiler als durchgezogener Kreis und gestrichelter Umrif3 eines
auf dem Riicken liegenden Kamels. Hierfiir ist die Papierebene vermittels eines

Koordinatensystems mit dem R? zu identifizieren. Legen wir etwa den Ursprung
ins Zentrum des durgezogenen Kreises, so wiirden wir f(X,Y) = X? + Y2 -1
und g(X,Y) = X4 —2X2% + % — Y in etwa die skizzierten Nullstellenmengen
besitzen.
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Vorschau 6.7.17. In 6.10.2 werden wir genauer die ,,Schranke von Bézout* fiir die
maximal mogliche Zahl gemeinsamer Nullstellen herleiten.

Beweis. Unsere Polynome haben nach der Beschreibung 6.7.11 der irreduziblen
Elemente in Polynomringen iiber faktoriellen Ringen auBler Einheiten erst recht
keine gemeinsamen Teiler im Ring k(X )[Y]. Da dieser Ring nach 6.4.24 ein
Hauptidealring ist, und da jeder Erzeuger des von unseren beiden Polynomen dar-
in erzeugten Ideals ein gemeinsamer Teiler ist, gibt es notwendig p, g € k(X)[Y]
mit 1 = pf+qg. Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner A von p und ¢ erhalten
wir eine Identitit der Gestalt
h=pf+4dg

mit 0 # h € k[X] und p,§ € k[X,Y]. Die endlich vielen Nullstellen von h
sind dann die einzigen x-Koordinaten, die fiir gemeinsame Nullstellen von f und
g in Frage kommen. Ebenso kommen auch nur endlich viele y-Koordinaten fiir
gemeinsame Nullstellen in Frage. Das Korollar folgt. 0

Ubungen

Ubung 6.7.18. Ist R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K und sind P, Q €
K[X] normierte Polynome mit PQ) € R[X], so folgt bereits P, ) € R[X].

Ubung 6.7.19. Sei k ein Korper. Gibt es fiir ein Polynom P aus dem Polynomring
P € k[X3,...,X,] ein Element Q € k(Xq,...,X,) aus dem Quotientenkorper
mit Q% = P, so ist () bereits selbst ein Polynom, in Formeln Q € k[X, ..., X,)].
Hinweis: 6.5.17.

Ubung 6.7.20. Seien k ein Korper und 0 < n(1) < n(2) < ... < n(r) < n
natiirliche Zahlen, » > 0. Man zeige, daf} das Polynom

T" 4+ a, 7™ + .. 4+ a; 7" + qq

irreduzibel ist in K[T], fir K = Quot k[ aq, . . ., a,] der Funktionenkorper. Hin-
weis: Jede Zerlegung kiime nach 6.7.18 und 6.7.11 notwendig von einer Zerlegung
im Polynomring k['ag, . . ., a,, T'] her und miite unter dem Einsetzen a; = ... =
a, = 0 zu einer Zerlegung von 7" + ay in k[ ay, T'] fithren.

Ubung 6.7.21. Sei K ein Korper und K (X) sein Funktionenkérper. Man zeige,
daB jedes K-irreduzible Polynom in K[T| auch K (X)-irreduzibel ist. Hinweis:
6.7.18.

Ubung 6.7.22 (Satz iiber rationale Nullstellen). Man zeige: Gegeben ein Poly-
nom
a, " + ... +a;T + ag

mit ganzzahligen Koeffizienten und eine rationale Wurzel p/q mit p, g teilerfrem-
den ganzen Zahlen ist p ein Teiler von a( und ¢ ein Teiler von a,,.
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6.8 Kreisteilungspolynome

6.8.1. Wir interessieren uns in dieser Vorlesung besonders fiir uns die Zerlegung
der Polynome X™ — 1 in irreduzible Faktoren in Z[ X |. Die komplexen Nullstellen
von X" — 1 heilen diec komplexen n-ten Einheitswurzeln. Sie bilden in der
komplexen Zahlenebene die Ecken eines in den Einheitskreis eingeschriebenen
regelmifBigen n-Ecks. In C[X] gilt natiirlich

xXt—1=[(x=¢

¢n=1

Nun bilden wir in C[X] die Polynome

2X)= [[ x—-0)

ord (=d

Dann gilt offensichtlich

X" —1=]]®ax)
dln

Sicher sind alle unsere Polynome ®; normiert. Daraus folgt durch Teilen mit Rest
2.3.15 und Induktion @, (X) € Z[X] fiir alle n > 1. Dies Polynom ®,, heifit
das n-te Kreisteilungspolynom oder bei griechisch Gebildeten das n-te zykloto-
mische Polynom. Natiirlich gilt grad(®,,) = ¢(n), der Grad des n-ten Kreistei-
lungspolynoms ist also genau der Wert der Euler’schen ¢-Funktion an der Stelle
n, und das macht auch die Notation plausibel. Wir werden in 8.4.2 zeigen, daf3
alle Kreisteilungspolynome irreduzibel sind in Q[X ], so daB wir das n-te Kreis-
teilungspolynom auch und vielleicht eher noch besser charakterisieren konnen
als das eindeutig bestimmte normierte in Q[X] irreduzible Polynom, das die n-te
Einheitswurzel exp(27i/n) als Nullstelle hat. Natiirlich haben wir fiir p > 1 stets
die Zerlegung X? — 1 = (X — 1)(XP~! + XP72 + ... + X + 1), also ist fiir p
prim der zweite Faktor das p-te Kreisteilungspolynom @,,. In diesem Fall konnen
wir die Irreduzibilitit mithilfe des gleich folgenden ,,Eisensteinkriteriums* bereits
hier zeigen.

Satz 6.8.2 (Eisensteinkriterium). Sei P = a, X" + ...+ a; X + ag € Z[X] ein
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und p eine Primzahl. Gilt p ta,,, pla,_1,
., plag und p* tay, so ist P irreduzibel in Q[X].

6.8.3. Eine analoge Aussage gilt mit demselben Beweis auch fiir Polynome mit
Koeffizienten in einem beliebigen faktoriellen Ring.

Beweis. Ist P nicht irreduzibel in Q[X], so besitzt es nach 6.7.13 bereits eine
Faktorisierung P = QR in Z[X| mit (), R von positiven Graden r, s > 0 und
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r 4+ s = n. Wir reduzieren nun die Koeffizienten modulo p und folgern in F,[X]|
eine Faktorisierung
P=QR

Nach Annahme haben wir aber P = @, X" mit a,, # 0. Es folgt @ = bX" und
R = cX* fiir geeignete b, ¢ € [F,' und denselben positiven r, s > 0, denn das sind
die einzig moglichen Faktorisierungen von @, X" als Produkt von Nichteinheiten
im faktoriellen Ring F,[X|. Daraus folgt hinwiederum, daf8 die konstanten Terme
von () und R durch p teilbar sind, und dann muf der konstante Term von QR = P
teilbar sein durch p? im Widerspruch zur Annahme. 0

Korollar 6.8.4. Gegeben eine Primzahl p ist das p-te Kreisteilungspolynom ®,(X)
XP~t 4 XP=2 4 4+ X + 1irreduzibel in Q[X].

Beweis. Wir haben X? — 1 = (X — 1)®,(X). Reduzieren wir diese Gleichung
modulo p und beachten die Gleichung X? — 1 = (X — 1)? in F,[X], so folgt
®,(X) = (X —1)?"!in F,[X] und nach der Substitution X = Y + 1 haben wir
®,(Y +1) = YP~LinF,[Y], als da heiBt, alle Koeffizienten von ®,(Y + 1) bis auf
den Leitkoeffizienten sind durch p teilbar. Jetzt priifen wir einfach explizit, da3
der konstante Term von ®,(Y" + 1) genau p ist, und haben gewonnen nach dem
Eisensteinkriterium 6.8.2. [l

Ergdnzung 6.8.5. Nach ersten Rechnungen mag man vermuten, daf3 als Koeffizi-
enten von Kreisteilungspolynomen nur 1, 0 und —1 in Frage kommen. Das erste
Gegenbeispiel fiir diese Vermutung liefert das 105-te Kreisteilungspolynom, in
dem X7 mit dem Koeffizienten 2 auftritt. Man kann allgemeiner sogar zeigen,
daf jede ganze Zahl als Koeffizient mindestens eines Kreisteilungspolynoms vor-
kommt [ , 1.

Ubungen

Ubung 6.8.6 (Kreisteilungspolynome zu Primzahlpotenzen). Man zeige die
Formel ®¢(X) = X + X3 + 1 fiir das neunte Kreisteilungspolynom. Man zeige
allgemeiner @, (X) = ®,(X?" ") fiir p prim und 7 > 1. Man gebe auch explizite
Formeln fiir alle kleineren Kreisteilungspolynome @, ..., ®s.

Ubung 6.8.7. Man zeige, daB das neunte Kreisteilungspolynom ®¢(X) = X6 +
X3 + 1 in Q[X] irreduzibel ist. Hinweis: Man substituiere X = Y + 1 und wen-
de das Eisensteinkriterium an. Mit einem bereits weiter oben verwendeten Trick
kann die Rechnung stark vereinfacht werden. Dasselbe Argument zeigt, daf} alle
Kreisteilungspolynome ®,-(X) fiir eine Primzahl p in Q[X| irreduzibel sind.

Ubung 6.8.8. Man zeige, daB X" — 9 ein irreduzibles Polynom in Z[X] ist. Hin-
weis: Man betrachte die Einbettung Z[X] < Z[Y] mit X > Y,

192



Ergiinzende Ubung 6.8.9. Man zerlege (X" — Y") in C[X,Y] in ein Produkt
irreduzibler Faktoren.

Ergiinzende Ubung 6.8.10 (Quantisierte Binomialkoeffizienten). Ist F ein end-
licher Korper mit g Elementen, so ist die Zahl der k-dimensionalen Teilrdume von
F™ genau

(" =" —q).-- (" — ")

(" =" —q).. . (¢" =)

Setzen wir [n], :=¢" ' +¢" ' +...4+1=(¢"—1)/(¢— 1), so konnen wir unser
Ergebnis auch darstellen als

n]gn—1],...[n—k+1],
[k]q[k - 1]!] s mq

Fiir diese quantisierten Binomialkoeffizienten ist auch eine Notation wie fiir die
gewohnlichen Binomialkoeffizienten mit eckigen statt runden Klammern iiblich.
Man zeige, daB3 unsere quantisierten Binomialkoeffizienten, wenn wir sie als Ele-
ment des Quotientenkorpers Q('q) lesen, fiir alle k£,n mit 0 < k& < n bereits im
Polynomring Z['q] C Q(’q) liegen. Hinweis: Man finde eine induktive Beschrei-
bung der Art, wie sie dem Pascal’schen Dreieck zugrunde liegt.

6.9 Symmetrische Polynome

Definition 6.9.1. Sei £ ein Ring. Fiir jede Permutation 0 € §,, setzen wir die
Identitit auf k fort zu einem Ringhomomorphismus

o : ]{J[Xh,Xn] — k?[Xl,...,Xn]
X; — Xo‘(i)

Ein Polynom f € k[X}, ..., X,] heiBt symmetrisch, wenn gilt f = of Vo €
S,,- Die Menge aller symmetrischen Polynome ist ein Teilring des Polynomrings
k[X1,...,X,]. Wir notieren ihn k[ X1, ... X,,]5".

6.9.2. Operiert ganz allgemein eine Gruppe GG auf einem Ring R durch Ringho-
momorphismen, so bilden die G-Invarianten stets einen Teilring R, den soge-
nannten Invariantenring.

6.9.3. Operiert eine Gruppe G auf einem Ring 12 durch Ringhomomorphismen, so
operiert unsere Gruppe natiirlich auch auf dem Polynomring iiber R in einer oder
sogar in mehreren Verdnderlichen. Die Invarianten des Polynomrings fallen dann
mit dem Polynomring iiber dem Invariantenring zusammen, in Formeln R[T]¢ =
RE[T).
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Beispiele 6.9.4. Das Produkt X, ... X, und die Summe X; + ...+ X, sind sym-
metrische Polynome. Allgemeiner definieren wir die elementarsymmetrischen
Polynome in n Verinderlichen s;(X,...,X,) € Z[Xi,...,X,]° durch die
Identitit

(TH+X)(TH+Xa)...(T+X,) =T "+ 5T+ 5T 2 ...+ 5,
im Ring Z[ X1, ..., X,)][T]|5 = Z[X1, ..., X,,]°*[T], so daB wir also haben

8; = Z (H X j>
[I|=i \jeI

Die Summe lduft iiber alle i-elementigen Teilmengen I C {1,...,n}. Speziell
ergibt sich S1 = X1 +... —f—Xn und SS9 = X1X2 +X1X3 —+... +X1Xn +X2X3 +
...—|—X2Xn+...+Xn_1Xnundsn :Xan
6.9.5. Gegeben ein kommutativer Ring £ sind fiir beliebige (;,...,(, € k die
Koeffizienten des Polynoms [[;_, (7' — ¢;) € k[T] per definitionem die elementar-
symmetrischen Polynome in den (—¢;). Grob gesprochen sind also ,,die Koeffizi-
enten eines Polynoms bis auf Vorzeichen die elementarsymmetrischen Polynome
in seinen Nullstellen*.

Satz 6.9.6 (iiber symmetrische Polynome). Alle symmetrischen Polynome sind
polynomiale Ausdriicke in den elementarsymmetrischen Polynomen, und die ele-
mentarsymmetrischen Polynome s; sind algebraisch unabhdngig. Fiir einen belie-
bigen Ring k haben wir also in Formeln

kX1, X% = k['s1,..., 8]

mit einem ,, Freiheitsstrichlein“ an der eriffnenden Klammer im Sinne unserer
Notation 6.2 4.

Beispiel 6.9.7. Wir haben X3 + X3 + X3 = s? — 35159 + 3s3.

Beispiel 6.9.8. Die Darstellung von (X; — X5)? durch elementarsymmetrische
Polynome ist
(X1 —X5)?2 = (X1+X9)2—4X1X,
= s —4sy
Ein quadratisches Polynom 7% — pT + q = (T — {)(T — &) mit Koeffizienten
p,q und Nullstellen (, ¢ in einem Integritdtsbereich & hat also genau dann eine
doppelte Nullstelle ( = &, wenn gilt

0=p* —4q

In diesem Spezialfall 1duft unsere Argumentation darauf hinaus, fiir unsere p, q
die Identitdt (¢ — £)? = (¢ + £)? — 4¢€ = p? — 4q zu zeigen, was nicht schwer
nachzurechnen ist.
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Beweis. Da die symmetrischen Polynome einen Ring bilden, folgt aus sy, ...,

s, € k[Xy,...,X,]% sofort k[X,..., X,]% D k[si,...,s,]. Fiir das weitere
verwenden wir die Multiindexnotation wie in ?? und vereinbaren fiir einen Mul-
tiindex o = (v, ..., a,) € N die Abkiirzung

XO = X0 XOon

Um nun die umgekehrte Inklusion C zu zeigen, betrachten wir auf N” die lexiko-
graphische Ordnung, also etwa (5,1,3) > (4,7,1) > (4,7,0) > (4,6,114) im
Fall n = 3. In Formeln ist sie induktiv definiert durch

(1, ) 2 (Br,- ., Ba) & a1 > B
oder

alzﬁlund(ag,...,an)2(62,...,Bn).

Beziiglich dieser Ordnung besitzt jede nichtleere Teilmenge von N" ein kleinstes
Element. Fiir ein von Null verschiedenes Polynom 0 # f = > ¢, X nennen wir
das grofite o € N™ mit ¢, # 0 seinen ,,Leitindex“. Zum Beispiel hat das ¢-te ele-
mentarsymmetrische Polynom s; den Leitindex (1,...,1,0,...,0) mit ¢ Einsen
vorneweg und dann nur noch Nullen. Gilte unsere Inklusion C nicht, so konn-
ten wir unter allen symmetrischen Funktionen auBerhalb von klsi, ..., s,] ein f
mit kleinstmoglichem Leitindex o wihlen. Wegen f = > ¢, X® symmetrisch gilt
Co = Cg, falls sich die Multiindizes « und 3 nur in der Reihenfolge unterscheiden.
Der Leitindex von f hat folglich die Gestalt

a=(a,...,qp)mitag > ... > ay,

Dann hat das Produkt

g = sy g T g0
denselben Leitindex wie f und den Koeffizienten Eins vor dem entsprechenden
Monom. Die Differenz f —c,g ist folglich entweder Null oder hat zumindest einen
echt kleineren Leitindex, gehort also zu k[sy, ..., s,|. Dann gehort aber auch f
selbst zu k[sy, . .., s,,] im Widerspruch zu unseren Annahmen. Um schlieflich die
lineare Unabhingigkeit der Monome s]" ... s in den elementarsymmetrischen
Funktionen zu zeigen beachten wir, dal diese Monome paarweise verschiedene
Leitindizes haben. Ist nun eine Linearkombination mit Koeffizienten in % unserer
Monome null, so notwendig auch der Koeffizient des Monoms mit dem grof3ten
Leitindex, und dann induktiv alle Koeffizienten aller Monome. OJ

Definition 6.9.9. Gegeben ein Multiindex o = («, . . ., «,) € N" verwenden wir
wie in ?? die Notation
lal ==a; 4+ ...+ ay
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Ein Polynom in mehreren Veridnderlichen mit Koeffizienten in einem beliebigen
Ring heiflit homogen vom Grad d, wenn es eine Linearkombination von Mono-
men X ist mit |a| = d, in Formeln

f= ZCQXO‘

laf=d

Nennt man ein Polynom einfach nur homogen, so ist gemeint, da3 es einen Grad
d gibt derart, da3 unser Polynom homogen ist vom Grad d. Das Nullpolynom ist
homogen von jedem Grad, aber jedes von Null verschiedene homogene Polynom
ist homogen von genau einem Grad. Das Produkt zweier homogener Polynome
ist wieder homogen, und ist unser Produkt nicht Null, so ist sein Grad die Summe
der Grade der Faktoren. Gegeben ein nicht notwendig homogenes Polynom g =
> 0 CaX heilit Zm: 4 CaX® seine homogene Komponente vom Grad d. Jedes
Polynom ist mithin die Summe seiner homogenen Komponenten, und fast alle
dieser homogenen Komponenten sind Null.

Beispiel 6.9.10. Das Polynom X3Y3Z + X275 — 98X*Y Z? ist homogen vom
Grad 7. Ein elementarsymmetrisches Polynom s, ist stets homogen vom Grad d.

Beispiel 6.9.11 (Diskriminante eines kubischen Polynoms). Wir versuchen, A =
(X —=Y)2(Y — Z)%(Z — X)? durch elementarsymmetrische Funktionen auszu-
driicken, wo ich statt X7, Xo, X3 iibersichtlicher X, Y, Z geschrieben habe. Unser
Polynom ist homogen vom Grad 6 und das i-te elementarsymmetrische Polynom
s; ist homogen vom Grad 7. Wir machen also den Ansatz

A = AsV + Bslsy + Csis3 + Dsisy + Esisys3 + Fsy + Gs)

Hier haben wir die Summanden nach ihren Leitindizes geordnet. Da in A keine
Monome X° oder X°Y vorkommen, gilt A = B = 0. Setzen wir Z = 0, so folgt

(XY)(X?=2XY + Y3 = D(X + Y)A(XY)? + F(XY)?
und damit D = 1 und ' = —4. Wir kommen so zu einer Darstellung der Form
A = Cs}s3 + ss5 + Esysys3 — 4sy + G's3

Zihlen wir die Monome XY Z auf beiden Seiten, so folgt C = —4. Setzen wir
jetzt fiir (XY, Z) speziell die Werte (1,1, —1) und (2, —1, —1) ein, so erhalten
fiir (s1, s, s3) die Werte (1, —1, —1) und (0, —3, 2) und finden

44+14+FE+G+4=0=4G +4-27
Daraus folgt sofort G = —27, £ = 18, und dann als Endresultat

A = 5353 — 45353 + 18515953 — 453 — 2753
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Ein kubisches Polynom 7% + aT? + 0T + ¢ = (T + «)(T + B)(T + ) mit
Koeffizienten a, b, c und Nullstellen —a,, —3, — in einem Integrititsbereich £ hat
also mehrfache Nullstellen genau dann, wenn gilt

0 = a’b? — 4a’c + 18abc — 4b> — 272

Man nennt das Negative Az := —A dieses Ausdrucks in den Koeffizienten die
Diskriminante. Das Vorzeichen fithren wir hier nur ein, um keine Unstimmig-
keiten mit unserer allgemeinen Definition 6.9.14 aufkommen zu lassen. Es sind
jedoch auch andere Konventionen in Gebrauch.

6.9.12 (Ursprung der Terminologie). Die Bezeichnung ,,Diskriminante wird
verstindlich, wenn man mehrfache Nullstellen ansieht als ,,eigentlich verschie-
dene* Nullstellen, die nur ungliicklicherweise zusammenfallen und deshalb nicht
mehr voneinander unterschieden oder lateinisierend ,,diskriminiert” werden kon-
nen.

6.9.13. Ist speziell 7% + pT + ¢ = (T — «)(T — B)(T — ) ein Polynom mit
Nullstellen «, 3, v ohne quadratischen Term, so ergibt sich fiir die Diskriminante
die Formel

—(a =B (B =) (v — a)? = 4p* +27¢*

Satz 6.9.14. Es gibt genau ein Polynom, genannt die n-te Diskriminante A,, €
Z[ay, ..., a,), mit der Eigenschaft, daf3 beim Einsetzen derjenigen Polynome a; €
Z[C, .. ., G, die durch die Identitiit T"+a, T" '+. . -4+a, = (T+() ... (T+¢)
gegeben werden, im Polynomring Z[ 1, . . ., () gilt

An(ar, ... an) =[G - &)
i#j
Beweis. Unser Produkt ist offensichtlich symmetrisch und 146t sich nach 6.9.6

folglich eindeutig schreiben als Polynom in den elementarsymmetrischen Poly-
nomen. H

6.9.15. Fiir jeden kommutativen Integrititsbereich k£ und jedes normierte Polynom
T+ aT" ' + ...+ a, im Polynomring k[T, das in k[T vollsténdig in Line-
arfaktoren zerfillt, sind fiir die eben definierte Diskriminante /\,, offensichtlich
gleichbedeutend:

1. Ay(aq,...,a,) =0;
2. Das Polynom T" + a;T""! + ... + a,, hat mehrfache Nullstellen.

Man nennt das Element A, (ay,...,a,) € k auch die Diskriminante des nor-
mierten Polynoms 7" + a,;T"! + ... + a,,. Eine explizite Formel fiir die Diskri-
minante geben wir in 7.9.23.
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Ubungen

Ubung 6.9.16. Was ist die Summe der A} + A3 + A3 + \} dritten Potenzen der vier
komplexen Nullstellen )y, ..., \s des Polynoms X4 +3X3 — 5X2 + X +1?

Ergiinzende Ubung 6.9.17. Man zeige fiir symmetrische Polynome im Fall n > k
die Identitét

Sor (X1, Xy = X1, .00, = X0) = (= DFsp(X2 ..., X

Ergiinzende Ubung 6.9.18. Man zeige, daB die Polynome P € Z[X,Y], die bei
Vertauschung von X und Y in ihr Negatives libergehen, gerade die Produkte von
(X —Y) mit symmetrischen Polynomen sind.

Ergiinzende Ubung 6.9.19. Sei k ein Korper einer von Zwei verschiedenen Cha-
rakteristik. Ein Polynom f € k[X7,..., X,] heifit antisymmetrisch genau dann,
wenn gilt o f = sgn(o)f Vo € S,. Man zeige, da} die antisymmetrischen Po-
lynome genau die Produkte von [];_;(X; — Xj;) mit symmetrischen Polynomen
sind. Hinweis: 2.4.5. Man zeige dasselbe auch allgemeiner im Fall eines faktori-
ellen Rings k einer von Zwei verschiedenen Charakteristik.

Ergiinzende Ubung 6.9.20. Ist der Koeffizientenring k ein unendlicher Integritiits-
bereich, so ist ein Polynom f € k[X1, ..., X,,] homogen vom Grad d genau dann,
wenn gilt

FOX1, . AX,) = M f(Xy,. ., X)) YAek

Ubung 6.9.21. Man stelle X* + Y4 + Z* 4 WW* als Polynom in den elementar-
symmetrischen Polynomen dar.

Ergiinzende Ubung 6.9.22. Ist R ein Kring mit einer Primzahl p als Charakteristik,
so bilden die Elemente a € 12 mit a” = a einen Teilring.

Erginzende Ubung 6.9.23. Der Ring der symmetrischen Funktionen in n Ver-
dnderlichen mit Koeffizienten aus Q wird auch als Ring erzeugt von Q und den
Potenzsummen X + ...+ X fiir 1 < k < n. Eine (n x n)-Matrix A iiber einem
Korper der Charakteristik Null ist nilpotent genau dann, wenn fiir die Spuren ihrer
Potenzen gilt

0 =tr(A) =tr(4%) = ... = tr(4")

Ubung 6.9.24. Man zeige: Die Darstellung eines symmetrischen Polynoms vom
Grad d durch elementarsymmetrische Polynome ist dieselbe fiir jede Zahl von
Variablen > d. Zum Beispiel impliziert unsere Formel X3 + X3 + X3 = 53 —
35182+ 353, daB auch in 14 Variablen gilt X3 + X3 +. ..+ X}, = 53 — 35159+ 3s3.

Ubung 6.9.25. Sei k ein Kérper und seien f, g € k[X, Y]\0 teilerfremde homoge-
ne Polynome der Grade m und n. Man zeige, daB3 sich jedes homogene Polynom
h vom Grad m 4+ n — 1 eindeutig schreiben 148t als h = a f + bg mit a homogen
vom Grad n — 1 und b homogen vom Grad m — 1. Hinweis: 6.5.16.
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6.10 Schranke von Bézout*

Definition 6.10.1. Sei k& ein Korper. Ein Polynom in zwei Verinderlichen f €
k[X, Y] konnen wir in eindeutiger Weise schreiben in der Gestalt f = ) ¢,, X?Y?
mit ¢,, € k. Wir definieren den Grad oder genauer Totalgrad von f durch die
Vorschrift

grad f = sup{p + q | cpq # 0}

Speziell geben wir im Lichte von ?? dem Nullpolynom den Grad —oo. Analog
definieren wir auch den Grad eines Polynoms in beliebig vielen Verdnderlichen.

Satz 6.10.2 (Schranke von Bézout). Sei k ein Korper und seien im Polynomring
k[ X, Y| zwei von Null verschiedene teilerfremde Polynome f, g gegeben. So haben
[ und g in der Ebene k* hichstens (grad f)(grad g) gemeinsame Nullstellen.

Vorschau 6.10.3. Ist k = k algebraisch abgeschlossen und zihlt man die gemein-
samen Nullstellen von f und ¢g mit geeignet definierten Vielfachheiten und nimmt
auch noch die ,,Nullstellen im Unendlichen mit dazu, so haben f und g in diesem
verfeinerten Sinne sogar genau (grad f)(grad g) gemeinsame Nullstellen. Mehr
dazu konnen Sie in der algebraischen Geometrie ?? lernen.

Beispiel 6.10.4. Ist eines unserer beiden Polynome von der Gestalt a,, X" 4 ... +
a1 X +ap—Y und seine Nullstellenmenge mithin der Graph des Polynoms a,, X"+
... 4+ a1 X + qg in einer Verdnderlichen, so kann man diese Schranke schnell
einsehen: Man setzt einfach in das andere Polynom Y = a,, X" + ... + a1 X + qg
ein und erhilt ein Polynom in X, das eben nur hochstens so viele Nullstellen
haben kann, wie sein Grad ist.

Beweis. Sicher reicht es, wenn wir unsere Schranke zeigen fiir geeignet trans-
formierte Polynome f o o, g o ¢ mit ¢ € GL(2;k) als da heiBt ¢ : k? = k?
linear. Wir interessieren uns hier insbesondere fiir die Scherungen ¢, : k? — k2,
(x,y) — (z+Ay,y) mit A € k. Gegeben f € k[X, Y] ein Polynom vom Totalgrad
grad f = n enthélt f o @, fiir alle A € k mit hochstens endlich vielen Ausnahmen
einen Term cY™ mit ¢ # 0. Das ist formal leicht einzusehen und entspricht der
anschaulichen Erkenntnis, daf3 ,,das Nullstellengebilde von f nur hochstens end-
lich viele Asymptoten besitzt“. Wir wissen nach 6.7.16 schon, daf3 unsere beiden
Polynome hochstens endlich viele gemeinsame Nullstellen haben konnen. Ist &
unendlich, und jeder Korper £ 148t sich notfalls in den unendlichen Korper k()
einbetten, so finden wir nun A € k derart, dal unsere transformierten Polynome
fopxbzw. gop, beide Monome der Gestalt cY” bzw. dY™ mit ¢ # 0 # d enthal-
ten, fiir n = grad f, m = grad g, und daf zusitzlich die gemeinsamen Nullstellen
unserer transformierten Polynome paarweise verschiedene x-Koordinaten haben.
Anschaulich gesprochen bedeutet das, dal wir die y-Achse so kippen, dal keine
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Zwei verschiedene Ellipsen schneiden sich in hochstens vier Punkten. In der Tat
sind sie jeweils Nullstellenmengen von Polynomfunktionen vom Totalgrad Zwei,
so daB} wir das unmittelbar aus der Schranke von Bézout folgern konnen.
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unserer Nullstellenmengen ,,einen in Richtung unserer gekippten y-Achse ins Un-
endliche gehenden Teil hat* und daf jede Parallele zu unserer gekippten y-Achse
hochstens eine gemeinsame Nullstelle unserer beiden Polynome trifft. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit diirfen wir also annehmen, daf unsere Polynome f
und ¢ die Gestalt

f Y"+a(X)Y™ 1+ 4 a,(X)
g = Y™+ b (X)Y™ 4 +0,(X)

haben mit a;, b; € k[X], grada; < 4, grad b; < j, und daB dariiber hinaus die ge-
meinsamen Nullstellen von f und g paarweise verschiedene z-Koordinaten haben.
Die z-Koordinaten gemeinsamer Nullstellen sind aber genau die Nullstellen der
im folgenden definierten ,,Resultante® R(f,g) € k[X], und in 6.10.9 zeigen wir,
daf diese Resultante als Polynom in X hochstens den Grad nm hat. Das beendet
dann den Beweis. O

Satz 6.10.5 (iiber die Resultante). Gegeben m,n > 0 gibt es genau ein Po-
lynom mit ganzzahligen Koeffizienten in n + m Verdnderlichen, sagen wir R €
Zl'ay, ... an, by, ..., by derart, dafs unter der Substitution der a; und b; durch
diejenigen Elemente von Z['Cy, . . ., (n, &1,y - - -, &), die erkliirt sind durch die Glei-
chungen

T+ a7 + . 4a, = (TH+¢G)... (TH+¢),
T+ 0T o+ by, = (T+&) ... (THEn),

im Polynomring in den (; und §; gilt

R(ay,...an,by, .. bn) = ] (G—&)

i=1,j=1

Definition 6.10.6. Gegeben normierte Polynome f(T') = T"+a;T" ' +... +a,
und g(T) = T™+b,T™ 1 +. ..+, mit Koeffizienten in einem Kring & benutzen
wir die Abkiirzung

R(ai,...,an,b1,...,bp) = R(f,g)
und nennen dies Element von k die Resultante von f und g.

6.10.7 (Bedeutung der Resultante). Ist & = £ ein algebraisch abgeschlosse-
ner Korper, so verschwindet die Resultante von zwei normierten Polynomen mit
Koeffizienten in % per definitionem genau dann, wenn die beiden Polynome eine
gemeinsame Nullstelle haben. Im allgemeinen verschwindet die Resultante jeden-
falls, wann immer die beiden Polynome eine gemeinsame Nullstelle haben.
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Das Nullstellengebilde von f = Y3 + ay(X)Y? + ...+ ao(X) als
durchgezognene und von g = Y2 + by (X)Y + ... + by(X) als gestrichelte
Linien. Uber jedem Punkt der z-Achse liegen genau drei bzw. zwei Losungen
von f bzw. g.
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Beispiel 6.10.8. Im Fall m = n = 2 folgt aus T2 + a;T +ay = (T — ()(T — ()
und 72 + 01T + by = (T — &) (T — &) unmittelbar

az = (12, a1 = G + (o,
by = &i&2, by =& + &,

Eine kurze Rechnung liefert dann

(G — &) (G — &) (G — &) (G — &) = (az — b2)? — (a2 + ba)arby + asbi + byai

Der Ausdruck rechts in den Koeffizienten ist also die Resultante der Polynome
f(T)=T?+aT + ayund g(T) = T? + by T + by. Zum Beispiel sehen wir, daB
im Fall a; = b; unsere Polynome f und ¢ in einem algebraisch abgeschlossenen
Korper genau dann eine gemeinsame Nullstelle haben, wenn gilt as = by. Das hit-
ten wir natiirlich auch so schon gewuft, aber es ist doch ganz beruhigend, unseren
Argumenten mal in einem iiberschaubaren Spezialfall bei der Arbeit zugesehen
zu haben.

Beweis. Das Polynom [ ._ (G — &) € Z[C1, .-+, Gal[61, - - - €] ist symme-

trisch in den &; und liegt nach 6.9.6 folglich in

Z[Ciy ., Glb1, -y ] = Z]by, - 0] (G - G

Unser Polynom ist aber auch symmetrisch in den (;, folglich liegt es wieder nach
6.9.6 sogar in Z[by, . .., by|[a1, ..., ay)]. O

6.10.9 (Grad der Resultante). Wir zeigen nun noch die Behauptungen fiir den
Grad der Resultante, die beim Beweis fiir die Schranke von Bézout benotigt wur-
den. Als Polynom in Z[(y, . .., Cu, &1, - - -, En] ist die Resultante ja offensichtlich
homogen vom Grad mn. Dahingegen sind die a; € Z[(3, ..., (,] homogen vom
Grad i und die b; € Z[¢, ..., &) homogen vom Grad j. Aus der algebraischen
Unabhiéngigkeit der elementarsymmetrischen Polynome folgt, dal ein Monom
alt ... a) b .. b*m nur dann mit von Null verschiedenem Koeffizienten in der
Resultante auftauchen kann, wenn gilt

MA20+ . 0N+ g+ 200+ .+ My, = nm

Setzen wir hier insbesondere fiir a; gewisse a;(X) € k[X] vom Grad < 7 und fiir
b; gewisse b;(X) € k[X] vom Grad < j ein, so ist die Resultante ein Polynom in
k[X] vom Grad < mn.

Ergdnzung 6.10.10 (Die Resultante als Determinante). Sei M die Matrix aus
nebenstehendem Bild. Eine explizite Formel fiir die Resultante ist

R(al,...,ambl,...,bm):detM
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Die Matrix M, deren Determinante die Resultante liefert.
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Um das einzusehen, kann man wie folgt argumentieren: Gegeben zwei normierte
nicht konstante Polynome f, g € k[T| mit Koeffizienten in einem Korper £ sind
ja gleichbedeutend:

(1) Unsere beiden Polynome sind teilerfremd in k[T;

(2) Es gibt Polynome p, ¢ mit degp < degg und degq < deg f, fiir die gilt
pf+ag=1

In der Tat ist (2) = (1) offensichtlich und (1) = (2) folgt unmittelbar aus dem
abstrakten chinesischen Restsatz 6.3.4, wenn wir etwa das Urbild kleinsten Gra-
desvon (0,1) € R/(f) x R/(g) in R aufsuchen. Insbesondere sehen wir so, daf} p
und ¢ bereits eindeutig bestimmt sind, wenn es sie denn gibt. Nun kdnnen wir die
Gleichung pf + gqg = 1 als ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten
von p und ¢ auffassen, und die Matrix dieses Systems ist dann genau die oben
gegebene Matrix, wie der Leser leicht selbst einsehen wird. Genau dann ist also
unser System eindeutig l6sbar, wenn die Determinante der fraglichen Matrix nicht
Null ist. Genau dann verschwindet also diese Determinante, wenn f und ¢ nicht
teilerfremd sind, und im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers £ ist das
gleichbedeutend dazu, dal f und g eine gemeinsame Nullstelle haben. Speziell
erkennen wir so mit 2.4.5, daf8 das Polynom [[({; — &;) in Q[(;, &;] unsere De-
terminante teilt, wenn wir sie zu den Polynomen aus 6.10.5 mit Koeffizienten in
QI[¢;, &;] bilden. Wir erkennen sogar genauer, dafl unsere Determinante bis auf ei-
ne von Null verschiedene Konstante ein Produkt von Faktoren (¢; — &;) ist, wobei
jeder Faktor mindestens einmal vorkommt. Daf} hier keine Faktoren mehrfach auf-
treten und daf3 die besagte von Null verschiedene Konstante eine Eins ist, konnen
wir unschwer priifen, indem wir alle (; Null setzen.

Ubungen

Erginzende Ubung 6.10.11. Zwei beliebige homogene Polynome f(X,Y) =
ap X"+ X" WY+ 4a,Y"und g(X,Y) = b X™+b XY +. . .+D,, Y™ mit
Koeffizienten in einem algebraisch abgeschlossenen Korper & haben genau dann
eine gemeinsame Nullstelle auerhalb des Ursprungs, wenn die Determinante der-
jenigen Variante der nebenstehenden Matrix verschwindet, die entsteht, wenn wir
die erste Reihe von Einsen durch ay und die zweite Reihe von Einsen durch b
ersetzen. Diese Determinante heillt dann auch die Sylvester-Determinante.
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7 Mehr zu Korpern

7.1 Grundlagen und Definitionen

Beispiele 7.1.1. Ein Korper ist nach 2.2.24 ein kommutativer von Null verschie-
dener Ring, in dem jedes Element ungleich Null eine Einheit ist. Aus den Grund-
vorlesungen bekannt sind die Korper R und C der reellen und komplexen Zah-
len sowie der Korper Q der rationalen Zahlen. Allgemeiner haben wir in 2.6 zu
jedem kommutativen Integritétsbereich R seinen Quotientenkorper Quot R kon-
struiert, zum Beispiel ist Quot Z = Q unser Korper der rationalen Zahlen und
Quot K[X] = K(X) der Funktionenkorper iiber einem gegebenen Korper K.
Weiter ist nach 6.5.5 der Restklassenring R/pR von einem Hauptidealring nach
dem von einem irreduziblen Element p € R erzeugten Ideal ein Korper, speziell
die Restklassenringe F, = Z/pZ fiir p eine Primzahl in Z und K[X]|/(P) fiir
P € K[X] ein irreduzibles Polynom im Polynomring K [X] iiber einem Korper
K.

Definition 7.1.2. Eine Teilmenge eines Korpers heiflt ein Unterkorper, wenn
sie so mit der Struktur eines Korpers versehen werden kann, daf} die Einbettung
ein Korperhomomorphismus ist. Gleichbedeutend ist die Forderung, da3 unsere
Teilmenge ein Teilring und mit der induzierten Ringstruktur ein Korper ist.

7.1.3. Sicher ist ein beliebiger Schnitt von Unterkorpern eines Korpers wieder ein
Unterkorper. Ist K ein Korper und 7' C K eine Teilmenge, so heifit der kleinste
Unterkorper von K, der T' enthilt, der von 7' erzeugte Unterkorper. Den kleins-
ten Unterkorper von K, in anderen Worten den von der leeren Menge T = ()
erzeugten Unterkorper, nennt man den Primkorper von K.

7.1.4. Fiir jeden Korper K erinnern wir uns aus 2.2.29 an die Definition seiner
Charakteristik, eines Elements (char K') € N, durch die Identitit

ker(Z — K) =7 - (char K)

Hier meint Z — K den nach 2.1.10 eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus
von Z nach K.

7.1.5 (Diskussion der Charakteristik). Die Charakteristik ist also Null, wenn
das neutrale Element der multiplikativen Gruppe K als Element der additiven
Gruppe (K, +) unendliche Ordnung hat, und ist sonst genau diese Ordnung. Gibt
es demnach in noch anderen Worten eine natiirliche Zahl d > 0 derart, dal} in
unserem Korper K gilt 1 + 1+ ... 4+ 1 = 0 (d Summanden), so ist das kleinst-
mogliche derartige d > 0 die Charakteristik d = char K von K, und gibt es kein
derartiges d, so hat K die Charakteristik Null.
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Lemma 7.1.6 (Kleinster Unterkorper eines Korpers). Die Charakteristik eines
Korpers ist entweder Null oder eine Primzahl und es gilt:

char K =0 < Der kleinste Unterkorper von K ist isomorph zu Q;
char K =p >0 < Der kleinste Unterkorper von K ist isomorph zu I,

Beweis. Sei d = char K. Da wir eine Inklusion Z/dZ — K haben, muf} Z/dZ
nullteilerfrei sein, also ist die Charakteristik eines Korpers nach 2.2.25 entweder
null oder eine Primzahl. Im Fall char X' = p > 0 prim induziert Z — K unter
Verwendung der universellen Eigenschaft des Resklassenrings 6.1.13 oder spezi-
eller 6.2.5 einen Isomorphismus von I, = Z/pZ auf einen Unterkorper von K. Im
Fall d = 0 induziert Z — K unter Verwendung der universellen Eigenschaft des
Quotientenkorpers 2.6.5 einen Isomorphismus von Q = Quot Z auf einen Unter-
korper von K. Man priift leicht, daf die Bilder jeweils die kleinsten Unterkorper
von K sind. ]

7.2 Korpererweiterungen

Definition 7.2.1. Eine Korpererweiterung ist ein Paar L. O K bestehend aus
einem Korper L mit einem Unterkorper /. So ein Paar L O K nennt man dann
auch eine Korpererweiterung von /X. Man schreibt statt L O K meist L /K und
nennt ' den Grundkorper und L den Erweiterungskorper oder Oberkorper
der Korpererweiterung. Von einer echten Korpererweiterung fordern wir zusitz-
lich, da3 der Erweiterungskorper nicht mit dem Grundkdrper zusammenfillt.

Beispiele 7.2.2. Ein Grundbeispiel ist die Korpererweiterung C O R. Das Beispiel
C(X) D C(X?) zeigt, daB es auch bei einer echten Korpererweiterung durchaus
vorkommen kann, daf es einen Korperisomorphismus zwischen Grundkérper und
Oberkorper gibt. In diesem Beispiel ist mit C(X?) der Quotientenkorper des Rings
der geraden Polynome C[X?] C C[X] gemeint.

Vorschau 7.2.3. In 7.8.7 werden wir unsere Definition abdndern und eine Kor-
pererweiterung als Synonym fiir einen Kérperhomomorphismus erklidren. Zum
jetzigen Zeitpunkt fiihrt dieser Standpunkt jedoch noch nicht zu mehr Klarheit,
sondern vielmehr nur zu einer unnotig aufgeblidhten Notation, unter der das Ver-
standnis, so fiirchte ich, mehr leidet als unter einer spiteren Umwidmung des
Erweiterungs-Begriffs.

Definition 7.2.4 (Erzeugung von Korpererweiterungen). Gegeben eine Kor-
pererweiterung L/ K und Elemente des Erweiterungskorpers a, . .., «, € L be-
zeichnet man mit K («q, ..., a,) C L den von K und den «; erzeugten Unterkor-
per von L. Erist im allgemeinen verschieden von dem von K und den «; erzeugten
Teilring K[y, ..., a,] C L. Eine Korpererweiterung L/ K heifie korperendlich,
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wenn der Erweiterungskorper iiber dem Grundkorper als Korper endlich erzeugt
ist, wenn es also in Formeln endlich viele Elemente o, . .., a,, € L gibt mit

L=K(a,...,a)

7.2.5 (Diskussion der Notation). Das Symbol K (X ') kann nun leider auf zweier-
lei Weisen interpretiert werden: Einerseits als der Quotientenkorper des Polynom-
rings K [X] tiber K in einer Verdnderlichen X, andererseits als der von K und ei-
nem weiteren Element X in einem groferen Korper L erzeugte Unterkorper. Wie
viele Autoren benutzen wir nach Moglichkeit grole Buchstaben vom Ende des Al-
phabets fiir die ,,algebraisch unabhéngigen* Variablen in einem Funktionenkorper,
also im ersten Fall, und kleine Buchstaben fiir Elemente einer bereits gegebenen
Korpererweiterung, also im zweiten Fall. Wollen wir die Freiheit unserer Verin-
derlichen besonders betonen, so setzen wir wie in 6.2.4 ein ,,Freiheitsstrichlein®
oben an die eroffnende Klammer und schreiben K ('X) fiir den Funktionenkorper
in einer Variablen X.

Ergdnzung 7.2.6. Gegeben Korper K C L und eine Teilmenge 7' C L bezeichnen
wir mit K(7T") C L auch den von K und 7" in L erzeugten Teilkorper und nennen
ihn den iiber K von 7" erzeugten Teilkorper von L. Wenn wir besonders betonen
wollen, da} hier 7" eine Teilmenge von L ist und nicht etwa ein Element von
L, schreiben wir auch ausfiihrlicher K (,7"). Gegeben Korper K C L und eine
Teilmenge 7" C L kann der von K und T erzeugte Teilkorper K (,7) C L von
L beschrieben werden als die Vereinigung aller von endlichen Teilmengen von 7
iiber K erzeugten Teilkoper, in Formeln

K= |J Kla,... 4

Beispiele 7.2.7. Wir haben R(i) = R[i] = C und Q[v/2] = Q(\/2), aber K[ X] #
K('X), der Polynomring ist namlich verschieden von seinem Quotientenkdrper.

Ubungen

Ubung 7.2.8. Alle Elemente von Q(+/2) lassen sich eindeutig schreiben in der
Form a + bv/2 mit a,b € Q, vergleiche ??. Man schreibe das Inverse von 7 + V2
in dieser Form.

Ubung 7.2.9. Man zeige v/5 ¢ Q(v/2).

Ubung 7.2.10. Gegeben a,b € Q* zeige man, daB gilt Q(y/a) = Q(+/b) genau
dann, wenn a/b in Q ein Quadrat ist.
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Ubung 7.2.11. Sei L/K eine Korpererweiterung und seien P,Q € K[X] tei-
lerfremd in K[X]. So haben P und ) auch in L keine gemeinsame Nullstelle.
Hinweis: Unser Polynomring ist ein Hauptidealring. Nun verwende man ein Ana-
logon des Satzes von Bezout. Weitergehende Aussagen in Richtung dieser Ubung
faB3t Proposition 7.9.10 zusammen.

Ergdnzung 7.2.12. Sehr viel allgemeiner kann man fiir paarweise verschiedene
Primzahlen p, q, . . . w und beliebige n, m, ..., r > 2 zeigen, daB gilt

P& QY- VW)

Das und vieles weitere in dieser Richtung lernt man in der algebraischen Zahlen-
theorie, die auf dieser Vorlesung aufbaut.

Ubung 7.2.13. Seien K ein Koérper und P € K[X]\K ein nichtkonstantes Poly-
nom. So ist der Ringhomomorphismus K[Y] — K[X]| mit Y — P injektiv und
die davon induzierte Korpererweiterung K (Y) < K (X) hat als Grad den Grad
von P.

7.3 Elemente von Korpererweiterungen

Definition 7.3.1. Sei L/K eine Korpererweiterung und o € L. Gibt es ein vom
Nullpolynom verschiedenes Polynom 0 # @) € K[X] mit Q(«) = 0, so heifit «
algebraisch iiber K. Sonst heifit « transzendent iiber & . Unter einer algebrai-
schen beziehungsweise transzendenten Zahl versteht man eine komplexe Zahl,
die algebraisch beziehungsweise transzendent ist iiber dem Korper der rationa-
len Zahlen. Ein beriihmter Satz von Lindemann besagt, daf} die Kreiszahl 7 € R
transzendent ist tiber dem Korper QQ der rationalen Zahlen, vergleiche ??.

7.3.2. Gegeben eine Korpererweiterung L /K und ein Element o € L betrachten
wir die Auswertungsabbildung

KX] - L
Q = Qo)
Ist o transzendent, so ist diese Abbildung injektiv und induziert nach der univer-

sellen Eigenschaft des Quotientenkdrpers 2.6.5 einen Isomorphismus K (X) =
Quot K[X] = K(«) C L. Den anderen Fall klart der folgende Satz.

Satz 7.3.3 (iiber das Minimalpolynom). Seien L/K eine Kirpererweiterung
und o € L algebraisch iiber K. So gilt:

1. Es gibt in K[X] unter allen normierten Polynomen P mit P(«) = 0 genau
eines von minimalem Grad. Es heifst das Minimalpolynom P = Irr(«, K)
von « iiber K;
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2. Dies Minimalpolynom ist K-irreduzibel und jedes Polynom Q) € K[X] mit
einer Nullstelle bei « ist ein Vielfaches des Minimalpolynoms von «;

3. Gegeben ein normiertes K -irreduzibles Polynom Q € K[X| mit einer Null-
stelle bei « ist () bereits das Minimalpolynom von «;

4. Das Auswerten bei « liefert einen Isomorphismus

K[X]/(Irr(a, K)) = K ()

5. Ist d = grad(Irr(«, K)) der Grad des Minimalpolynoms von « iiber K, so
bilden die Potenzen 1, c, o, . .. ! eine Basis des K -Vektorraums K («).

Beispiel 7.3.4. Wir betrachten die Korpererweiterung C/R. Das Element i € C ist
algebraisch iiber R mit Minimalpolynom Irr(i, R) = X2+ 1. Wir haben R(i) = C
und die Abbildung R[X]| — C mit X > i definiert einen Ringisomorphismus
R[X]/(X? 4+ 1) = C. Die beiden Elemente 1 = i’ und i = i' bilden eine Basis
von C tiber R.

Beweis. Da K[X] nach 6.4.24 ein Hauptidealring ist und da das Auswerten ¢, :
K[X] — L mit Q — Q(«) keine Injektion ist, wir hatten ja o algebraisch iiber
K angenommen, gibt es ein von Null verschiedenes und dann natiirlich auch ein
normiertes Polynom P € K[X] mit ker(p,) = (P). Alle anderen normierten
Polynome aus (P) haben offensichtlich einen Grad, der echt groBer ist als der
Grad von P, und das zeigt bereits den ersten Teil des Satzes. Fiir unser P haben
wir nach 6.2.5 weiter eine Einbettung K[X|/(P) — L, folglich ist K[X]/(P)
ein Integrititsbereich. Nach 6.5.5 ist also P irreduzibel und K[X]/(P) sogar ein
Korper. Dann induziert aber offensichtlich die Einbettung einen Isomorphismus
K[X]/(P) = K(«). Nach 6.1.20 bilden fiir d = grad P die Bilder der Potenzen
1,X,X?% ..., X9 eine Basis von K[X]|/(P) iiber K, und damit bilden dann
auch 1,a, a2, ..., a%! eine Basis von K (o) iiber K. O
7.3.5. Ich will die Irreduzibilitit des Minimalpolynoms auch noch einmal ganz
explizit begriinden. Wire das Minimalpolynom P ein Produkt P = QR von Po-
lynomen positiven Grades, so gilte Q(«) # 0 # R(«) wegen der Minimalitit des
Minimalpolynoms, und das wiirde wegen der Nullteilerfreiheit unseres Erweite-
rungskorpers sofort zum Widerspruch P(«) # 0 fiihren.

7.3.6. Sei L/K ein Korpererweiterung und o € L. Das Minimalpolynom von «
iber K ist im allgemeinen nur in K [X] irreduzibel, in L[X] spaltet es zumindest
einen Faktor (X — «) ab und ist also reduzibel, es sei denn, wir sind im Fall
a € K.Zum Beispiel ist X3 — 2, da es ja Q-irreduzibel ist, das Minimalpolynom
von v/2 iiber Q und es gilt

Q(V2) = {a+bV2+¢(V2)*| a,b,c € Q}
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7.3.7. Ist eine Korpererweiterung als Korpererweiterung erzeugt von einem ein-
zigen Element iiber dem Grundkorper, so nennt man sie eine einfache oder auch
eine primitive Korpererweiterung des Grundkorpers und das fragliche Element
heifit ein primitives Element der Korpererweiterung. In dieser Terminologie ge-
ben die vorhergehenden Uberlegungen einen Uberblick iiber die primitiven Erwei-
terungen eines gegebenen Korpers: Bis auf den Funktionenkorper sind das genau
die Quotienten des Polynomrings nach irreduziblen Polynomen. Dabei kdnnen
allerdings verschiedene normierte irreduzible Polynome durchaus zu ,,derselben*
primitiven Korpererweiterung fithren — und was hier genau mit ,,derselben Kor-
pererweiterung gemeint ist, wird im weiteren noch ausfiihrlich diskutiert werden
miissen.

Ubungen

Ubung 7.3.8. Alle Elemente von Q(+/2) lassen sich eindeutig schreiben in der
Form a + by/2 + c(\3/§)2 mit a, b, ¢c € Q. Man schreibe das Inverse von 7 + /2 1in
dieser Form.

Ubung 7.3.9. Gegeben eine Korpererweiterung L/ K und ein Element a € L, das
algebraisch ist iiber K, zeige man, da} das Minimalpolynom Irr(a; K') bis auf ein
Vorzeichen mit dem charakteristischen Polynom nach ?? des durch Multiplikati-
on mit a gegebenen Endomorphismus des K -Vektorraums K (a) zusammenfillt.
Hinweis: Cayley-Hamilton.

Ubung 7.3.10. Man bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 1 + i
iber R.

Ergiinzende Ubung 7.3.11. Zeigen Sie, daB das Minimalpolynom von +/2 iiber
Q in Q(+/2) nicht in Linearfaktoren zerfillt. Zeigen Sie, daB fiir jede Einheits-
wurzel ¢ das Minimalpolynom von ( iiber Q in Q(¢) in Linearfaktoren zerfillt.
Zeigen Sie, dab fiir ¢ eine nichttriviale dritte Einheitswurzel und K = Q(() das
Minimalpolynom von /2 iiber K in K (\3/5) in Linearfaktoren zerfllt.

Ergiinzende Ubung 7.3.12. Sei K O C eine Korpererweiterung von C. Gilt K #
C, so kann der C-Vektorraum K nicht von einer abzihlbaren Teilmenge erzeugt
werden, d.h. K hat ,,iiberabzdhlbare Dimension* iiber C. Hinweis: C ist algebra-
isch abgeschlossen nach ?? und abzihlbar viele gebrochen rationale Funktionen
aus C(X) konnen nur abzéhlbar viele Polstellen haben.

Ubung 7.3.13. Seien R O K ein Kring mit einem Teilring, der sogar ein Korper
ist. Genau ist « € R Nullstelle eines von Null verschiedenen Polynoms P &
K[X], wenn K [a] endlichdimensional ist als K -Vektorraum.

Ubung 7.3.14. Sei K ein Koérper und K (X) der Funktionenkérper iiber K. So
sind die Elemente von K die einzigen Elemente von K (X ), die algebraisch sind
iiber K.
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7.4 Endliche Korpererweiterungen

Definition 7.4.1. Gegeben eine Korpererweiterung L/ K ist der Oberkorper L in
natiirlicher Weise ein Vektorraum iiber dem Unterkorper K. Die Dimension von
L als K-Vektorraum notieren wir

IL: K] :=dimg L € NU {oo}

und nennen sie den Grad der Korpererweiterung. Eine Korpererweiterung von
endlichem Grad heifit eine endliche Korpererweiterung.

7.4.2 (Diskussion der Terminologie). Jede endliche Korpererweiterung ist kor-
perendlich im Sinne unserer Definition 7.2.4, aber das Umgekehrte gilt nicht.
Wenn wir einmal Moduln iiber Ringen eingefiihrt haben, werden wir unsere endli-
chen Korpererweiterungen manchmal auch ausfiihrlicher ,,modulendlich* nennen,
um diesen Unterschied zu betonen.

7.4.3 (Grad einer primitiven Korpererweiterung). Ist /K eine Korpererwei-
terung und o € L algebraisch iiber £, so stimmt nach dem letzten Teil des Satzes
7.3.3 uiber das Minimalpolynom der Grad [K («) : K] der von « erzeugten Kor-
pererweiterung iiberein mit dem Grad grad(Irr(«, K')) des Minimalpolynoms von
« iiber K. Daher rithrt wohl auch die Begriffsbildung des ,,Grades einer Korperer-
weiterung®. Wir vereinbaren fiir diese Zahl die abkiirzende Bezeichnung

grad g (a) = grad(Irr(o, K)) = [K(a) : K]

und nennen sie den Grad von « iiber K.

Ergdnzung 7.4.4 (Diskussion der Notation). Man kann sich fragen, warum man
fiir den Grad einer Korpereweiterung L/K zusitzlich zu dimy L noch eine ei-
gene Notation einfiihren sollte. Meine Antwort auf diese Frage wire, daf} in der
Notation dimg L der Kérper K unten im Index steht und dadurch weniger wichtig
erscheint und schlecht selbst mit Indizes versehen werden kann. Diese Notation
ist deshalb nur fiir das Arbeiten iiber einem festen Korper /K praktisch. Im Zu-
sammenhang der Korpertheorie aber sind alle auftretenden Korper gleichermafen
Hauptdarsteller, und in derartigen Situationen ist eine Notation wie [L : K] ge-
schickter.

Beispiele 7.4.5. Es gilt [Q(v/2) : Q] =2, [C: R] =2, [R : Q] = 0.

Beispiel 7.4.6. Jede endliche Korpererweiterung L/ K eines algebraisch abge-
schlossenen Korpers ist trivial, als da heil3t, es gilt L = K. In der Tat muB} das
Minimalpolynom jedes Elements von L den Grad Eins haben. Eine andere For-
mulierung eines sehr #hnlichen Arguments war Ubung ??.

Proposition 7.4.7. Sei L/ K eine Korpererweiterung. Fiir o € L sind gleichbe-
deutend:
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1. « ist algebraisch iiber KK
2. [K(a): K] < oo;
3. Es gibt einen Zwischenkérper K C L' C Lmit [L' : K] < cound o € L.

Beweis. 1 = 2 folgt unmittelbar aus 7.3.3. Die Implikation 2 = 3 ist offen-
sichtlich. Aber falls gilt dimx L' < oo, konnen die Potenzen o von « fiir v =
0,1,2,...nicht K-linear unabhéngig sein, also 3 = 1. [

Definition 7.4.8. Eine Korpererweiterung vom Grad 2 heilit eine quadratische
Korpererweiterung.

Proposition 7.4.9 (Quadratische Korpererweiterungen). Fiir eine Korperer-
weiterung L/ K mit char K # 2 sind gleichbedeutend:

1. L/K ist eine quadratische Korpererweiterung, in Formeln [L : K| = 2.

2. L entsteht aus K durch Adjunktion einer Quadratwurzel, in Formeln L =
K («) fiir ein « € L\K mit o* € K.

Beweis. 2 = 1 ist klar. Fiir die andere Richtung 1 =- 2 beachte man, daf} jedes
B € L\K ja notwendig ein Minimalpolynom P(X) = X? + aX + b vom Grad
zwei hat. Schreiben wir das um zu P(X) = (X + £)* + (b — %), so finden wir

(B+9)2= %—bund das gesuchte avist a = 3 + . O

Ergdnzung 7.4.10. Wir werden in 7.7.1 sehen, da3 auch der Korper [F5 eine Erwei-
terung vom Grad 2 besitzt. Diese Erweiterung entsteht jedoch sicher nicht durch
Adjunktion einer Quadratwurzel, da jedes Element von [y seine eigene Quadrat-
wurzel ist.

Satz 7.4.11 (Multiplikativitiit des Grades). Fiir Korper M D L D K gilt
M : K]=[M: L|[L: K]

Beweis. Wir betrachten nur den endlichen Fall. Sei mg, ..., m, eine Basis von
M iber L und [y, ..., eine Basis von L iiber K. Wir behaupten, dal dann die
Produkte /;m; eine Basis von M iiber K bilden. Natiirlich sind sie ein Erzeugen-
densystem. Gilt andererseits ZZ j kijlim; = 0 mit k;; € K, so folgt zunichst
>, ki;li = 0 fiir alle j aufgrund der linearen Unabhingigkeit der m; iiber L und
dann k;; = O fiir alle 4, j aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der /; tiber K. [

Korollar 7.4.12 (Grade von Elementen in Korpererweiterungen). Gegeben ei-
ne endliche Korpererweiterung ist jedes Element des Oberkorpers algebraisch
iiber dem Unterkorper und sein Grad iiber dem Unterkorper teilt den Grad unse-
rer Korpererweiterung.
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Beweis. Sei L/ K unsere Korpererweiterung und o € L unser Element. Die Kette
LD K(a) D K zeigt[L: K] =[L: K(a)][K(a) : K]. O

Beispiel 7.4.13. Es gilt v/2 & Q(+/2). In der Tat sind nach 6.5.13 die Polynome
X? —2und X® — 2 irreduzibel in Q[X], nach 7.3.6 sind sie also bereits die Mini-
malpolynome von /2 bzw. /2, und folglich hat v/2 den Grad 2 iiber Q und 2
den Grad 3.

Korollar 7.4.14. Seien L/K ein Kiorpererweiterung und o, ..., o, € L alge-
braisch iiber K. So ist K (a1, . .., ay) endlich iiber K und insbesondere sind alle
Elemente dieser Korpererweiterung auch algebraisch iiber K.

Beweis. Im Korperturm K C K (o) C K(ag,a0) C ... C K(ay,...,a,) sind
alle Schritte endliche Korpererweiterungen. Nach 7.4.11 ist also auch die ganze
Erweiterung endlich. [

Ubungen

Ergiinzende Ubung 7.4.15. Ist V243 algebraisch iiber Q? Wenn ja, was ist sein
Minimalpolynom iiber Q? Liegt /2 in Q(v/2 + v/3)?

Ergiinzende Ubung 7.4.16. Sei K ein Korper und seien P, Q € K|[X] irreduzibel
mit grad P und grad @ teilerfremd. Sei L. = K(«) eine Korpererweiterung von
K, wobei a € L eine Nullstelle von P ist. Dann ist () auch irreduzibel in L[X].

Hinweis: Wire sonst 3 Nullstelle eines irreduziblen Faktors von @ in L[X], so
hitte K («, ) zu kleinen Grad iiber K, denn es umfaBt K («) und K ().

Ubung 7.4.17. Die durch den Funktionenkorper K (X) iiber einem vorgegebenen
Korper K gegebene Korpererweiterung K (X)/ K ist stets korperendlich, aber nie
endlich.

Ubung 7.4.18. Man zeige fiir jede Korpererweiterung L /K, daB ihr Grad iiber-
einstimmt mit dem Grad der auf den Funktionenkdrpern induzierten Erweiterung,
in Formeln [L : K] = [L(X) : K(X)]. Hinweis: Man ziehe sich auf den Fall
primitiver Erweiterungen zuriick und verwende 6.7.21 und 7.3.14.

7.5 Notationen fiir Erzeugung**
7.5.1. Im folgenden sollen die folgenden Konventionen befolgt werden:

| ) Unsymmetrische Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Monoid an-
zudeuten, manchmal in der Form | , T) im Fall der Verkniipfung T;

() Spitze Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Modul oder Erzeugung
als Gruppe anzudeuten, manchmal in der Form ( ), im Fall von Moduln
tiber einem Ring k;
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[] Eckige Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Kring anzudeuten, all-
gemeiner auch Erzeugung als Ring iiber einem nicht notwendig kommuta-
tiven Ring, aber mit paarweise kommutierenden Erzeugern;

| | Oben offene eckige Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Ring an-
zudeuten, insbesondere im Fall von nicht kommutierenden Erzeugern;

() Runde Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Korper anzudeuten;

), (), 0] [ ], (1) Steht zwischen den Klammern nur ein Symbol und meint
dies Symbol eine Menge von Erzeugern und nicht einen einzigen Erzeuger,
so kann das aber muf} nicht durch ein Ausrufezeichen unten an der eroff-
nenden Klammer angezeigt werden, den Mengenanzeiger;

"), ("),['],|" | Freies Erzeugen als Monoid oder Modul oder Kring oder Krin-
gerweiterung kann aber muf3 nicht durch ein kleines Freiheitsstrichlein
oben an der er6ffnenden Klammer angezeigt werden;

(") Im Fall einer Korpererweiterung meint das Freiheitsstrichlein, dal zwischen
den Klammer algebraisch unabhéngige Erzeuger stehen.

Beispiele 7.5.2. Wir schreiben also etwa k['x1, ..., z,| = k[z1,...,z,] fir Poly-
nomring iiber £ in den Variablen x4, ..., z,. Der freie k-Vektorraum iiber einer
Menge X aus ?? kann nun bezeichnet werden kann mit k({X) = k(X) = kX.
Ist ein k-Vektorraum M/ bereits gegeben und X C M eine Teilmenge, so schrei-
ben wir (,X); = (X)r C M fiir den von X erzeugten Untervektorraum, kiirzen
{x1,.. . xn )k = (x1,...,Zn)k = k{x1,...,2,) ab und lassen k ganz weg,
wenn wir hoffen, dafl es aus dem Kontext hervorgeht oder wenn Erzeugung als
Untergruppe gemeint ist. Allerdings setzen wir nur dann ein Freiheitsstrichlein,
wenn die Erzeuger linear unabhéngig sind. Sind weiter R D k ein Kring mit einem
Teilkring und sind 21, . .., ,, Elemente von R, so notieren wir k[z1,...,2,] C R
den von den z; liber £ in R erzeugten Teilring und erlauben uns das Freiheitss-
trichlein nur, wenn die Erzeuger iiber k algebraisch unabhingig sind.

7.6 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Definition 7.6.1. Sei £ C C eine Teilmenge der komplexen Zahlenebene.

1. Eine reelle affine Gerade durch zwei verschiedene Punkte von E heif3t eine
,,aus I elementar konstruierbare Gerade*;

2. Ein Kreis durch einen Punkt von £ mit Mittelpunkt in einem anderen Punkt
von FE heiflt ein ,,aus F elementar konstruierbarer Kreis* ;
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3. Alle aus F elementar konstruierbaren Geraden und Kreise fassen wir zu-
sammen unter dem Oberbegriff der ,,aus £ elementar konstruierbaren Figu-
ren‘’;

4. Ein Punkt z € C heil3t elementar konstruierbar aus £/, wenn er im Schnitt
von zwei verschiedenen aus £ elementar konstruierbaren Figuren liegt.

Satz 7.6.2 (Konstruierbarkeit und quadratische Erweiterungen). Die folgen-
den beiden Teilmengen K und () von C stimmen iiberein:

1. Die kleinste Teilmenge K C C, die 0 und 1 enthdlt und stabil ist unter
elementaren Konstruktionen, also die Eigenschaft hat, daf3 jede aus K ele-
mentar konstruierbare komplexe Zahl wieder in K liegt. Wir nennen die
Elemente von K die konstruierbaren Zahlen;

2. Die kleinste Teilmenge () C C, die sowohl ein Teilkorper ist als auch stabil
unter dem Bilden von Quadratwurzeln.

7.6.3. Als allererstes und eigentlich noch vor der Formulierung des Satzes sollten
wir uns hier iiberlegen, daB3 es solche kleinsten Teilmengen iiberhaupt gibt. Das ist
aber klar: Wir konnen jeweils einfach den Schnitt aller Teilmengen mit besagter
Eigenschaft nehmen, und der hat offensichtlich wieder besagte Eigenschaft.

Beweis. Wir beginnen mit der Inklusion () C K. Dazu reicht es zu zeigen, dal3
K C C ein Teilkorper und stabil unter dem Bilden von Quadratwurzeln ist. Of-
fensichtlich ist K stabil unter Addition. Um die Stabilitédt unter Multiplikation und
Inversenbildung zu zeigen beachten wir, da$ fiir a € C* offensichtlich gleichbe-
deutend sind:

1. aliegtin K;

2. |a| und a7 liegen in K;

3. Re(a) und Im(a) liegen in K.

Nun ist es unproblematisch, Punkte auf dem Einheitskreis mithilfe von Zirkel
und Lineal zu invertieren und zu multiplizieren. Dall das auch fiir reelle Zah-
len moglich ist, zeigen die nebenstehenden Abbildungen. Also ist K ein Teilkor-
per von C. Er ist stabil unter dem Bild von Quadratwurzeln: In der Tat ist klar,
wie wir die Wurzeln von Punkten auf dem Einheitskreis mit Zirkel und Lineal
bestimmen konnen, und dafl das Wurzelziehen mit Zirkel und Lineal aus einer
positiven reellen Zahl moglich ist, zeigt das nebenstehende Bild, in dem ja gilt
(h? + a®) + (h* + 12) = (a + 1), also h? = a. Also ist K C C ein Teilkorper,
der stabil ist unter dem Bilden von Quadratwurzeln, und wir erhalten () C K. Wir
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Die Konstruktion von Produkten und Inversen
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Die Konstruktion der Wurzel
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zeigen nun umgekehrt K C (). Dafiir miissen wir nur zeigen, dal () stabil ist unter
elementaren Konstruktionen. Sicher ist () stabil unter der komplexen Konjugati-
on, denn mit () ist auch Q N Q ein unter dem Bilden von Quadratwurzeln stabiler
Unterkorper von C. Eine komplexe Zahl z gehort folglich zu () genau dann, wenn
ihr Real- und Imaginirteil zu ) gehoren. Mit z = x + iy werden unsere aus ()
elementar konstruierbaren Figuren nun aber beschrieben durch Gleichungen der
Gestalt
(x—a)+ (-0 =
azr + by =

fiir geeignete a, b, c € @) N R, und simultane Losungen zweier verschiedener der-
artiger Gleichungen sind in der Tat Losungen von linearen oder quadratischen
Gleichungen mit Koeffizienten aus (), ja sogar aus () N R. Im kompliziertesten
Fall des Schnitts zweier Kreise bildet man zunichst die Differenz beider Glei-
chungen und erhilt so eine lineare Gleichung in x und ¥, die man anschlieend
nach einer Variable auflost und in eine der Kreisgleichungen einsetzt. Das zeigt,
dal @ C C stabil ist unter elementaren Konstruktionen. Da auch 0 und 1 zu @)
gehoren, folgt K C Q. [

Korollar 7.6.4 (Eine notwendige Bedingung fiir Konstruierbarkeit). Jede kon-
struierbare Zahl ist algebraisch und ihr Grad iiber Q ist eine Zweierpotenz.

Vorschau 7.6.5. Das Umgekehrte gilt nicht. Es gibt durchaus algebraische kom-
plexe Zahlen, deren Grad iiber Q eine Zweierpotenz ist, die aber keineswegs
konstruierbar sind. Ein hinreichendes und notwendiges Kriterium konnen Sie in
8.4.15 kennenlernen: Eine algebraische komplexe Zahl ist konstruierbar genau
dann, wenn der Grad des Zerfillungskorpers ihres Minimalpolynoms als Kor-
pererweiterung von Q eine Zweierpotenz ist.

Beweis. Es scheint mir offensichtlich, dal () auch beschrieben werden kann als
die Vereinigung aller Teilkorper von C der Gestalt Q(ay, as, . . ., «;) fiir Folgen
a1, s, ..., q, komplexer Zahlen mit der Eigenschaft a? € Q(ay, ag, ..., ;1)
fiir alle 7. In der Tat ist die Vereinigung aller derartigen Teilkorper offensichtlich
selbst ein Teilkorper von C und damit sicher der Kleinste unter dem Ziehen von
Quadratwurzeln stabile Teilkorper von C. Sei nun z unsere konstruierbare Zahl.
Nach dem Satz gibt es eine Kette von Korpererweiterungen

Q:K0CK1C...CKT

mit [K; : K;—1] =2und z € K,. Es folgt [K, : Q] = 2" und der Grad von z iiber
Q ist nach 7.4.12 ein Teiler von K, : Q. O

Korollar 7.6.6 (Klassische unléosbare Konstruktionsaufgaben). 1. Das regel-
mdflige Siebeneck ist nicht konstruierbar mit Zirkel und Lineal;

219



2. Die Seitenlinge eines Wiirfels mit Volumen Zwei ist nicht konstruierbar mit
Zirkel und Lineal;

3. Es gibt keine Konstruktion mit Zirkel und Lineal, die es erlaubt, einen be-
liebig vorgegebenen Winkel zu dritteln.

Ergdnzung 7.6.7. Wir werden in 8.4.7 allgemeiner zeigen, daB} sich fiir n > 3
das regelmiBige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruieren 146t genau dann, wenn
die Anzahl p(n) = [{a | 1 < a < n, (a,n) = 1}| der zu n teilerfremden
Zahlen unter n eine Zweierpotenz ist. Zum Beispiel ist das regelméfige Dreieck
konstruierbar, aber nicht das regelmifige Neuneck. Das heif3t, da3 der Winkel
27 /3 nicht mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden kann. Hier geben wir fiir diese
beiden Aussagen schon mal direkte Argumente.

Ergdnzung 7.6.8. Die Griechen scheinen in der hellenistischen Hochkultur Kon-
struktionen mit Zirkel und Lineal auf Papyrus in derselben Weise eingesetzt zu
haben, wie bei uns bis etwa 1960 Rechenschieber, dann Taschenrechner, und mitt-
lerweile Laptops eingesetzt wurden und werden: Als unverzichtbare Hilfsmittel
des Ingenieurs. Das Ziehen von Kubikwurzeln etwa war wichtig, um gemif3 der
Formel eines gewissen Philon die Dicke des Spannseils einer Wurfmaschine so zu
berechnen, daf} sie ein vorgegebenes Gewicht iiber eine vorgegebene Entfernung
schleuderte. Mehr dazu findet man in [ ] in Abschnitt 2.3 und zu Ende des
Abschnitts 4.3.

Ergdnzung 7.6.9. Die Frage der Wiirfelverdopplung, also die Frage, mit Zir-
kel und Lineal aus einer gegebenen Strecke eine weitere Strecke zu konstruieren
derart, daB das Lingenverhiltnis der beiden Strecken gerade +/2 ist, heiBt das De-
li’sche Problem. Diese Bezeichnung geht auf eine Geschichte zuriick, nach der
das Orakel in Delphi den Deliern aufgab, zur Abwehr einer Pest den wiirfelférmi-
gen Altar ihres Tempels zu verdoppeln.

Beweis. 1. Nach der Bestimmung des siebten Kreisteilungspolynoms in 6.8.4 und
der Gleichheit 7.3.6 vom Grad einer primitiven Korpererweiterung und dem Grad
des Minimalpolynoms eines jeden Erzeugers hat exp(27i/7) den Grad 6 tiber Q
und ist nach 7.6.4 also nicht konstruierbar.

2. Nach 7.3.6 hat die gesuchte Linge /2 als algebraische Zahl den Grad 3 iiber
Q und ist nach 7.6.4 also nicht konstruierbar.

3. Sicher gilt exp(27i/3) € K. Es reicht, exp(27i/9) ¢ K zu zeigen. Sicher ist
exp(27i/9) = ( eine Nullstelle des Polynoms X? — 1. Natiirlich zerfillt dieses
Polynom in

X' 1=(X*-D(X°+X3+1)
und ¢ ist Nullstelle des zweiten Faktors, unseres neunten Kreisteilungspolynom
aus 6.8.6. Es reicht zu zeigen, dal} dieses Polynom irreduzibel ist iiber (Y, denn
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dann hat ¢ den Grad 6 iiber QQ und kann nach 7.6.4 nicht konstruierbar sein. In
8.4.2 werden wir zeigen, da} alle Kreisteilungspolynome irreduzibel sind. Hier
basteln wir nur ein schnelles Argument fiir unseren speziellen Fall zusammen,
vergleiche auch 6.8.7. In F3[X] gilt sicher (X? —1) = (X —1)? und (X3 —1) =
(X —1)3 und folglich X®+X?+1 = (X —1)°. Substituieren wir in X°+X3+1 nun
X =Y +1, so erhalten wir in F5[Y] also das Polynom Y. Gehen wir wieder iiber
zu Q[Y], so hat (Y + 1)5 + (Y 4 1)? + 1 den konstanten Term 3. Damit kénnen
wir aus dem Eisenstein-Kriterium 6.8.2 folgern, dal unser Polynom irreduzibel
ist. U

Satz 7.6.10 (Konstruierbarkeit, Variante). Gegeben eine Teilmenge A C C
stimmen die folgenden beiden Teilmengen K 4 und () o von C iiberein:

1. Die kleinste Teilmenge K, C C, die 0 und 1 enthdlt und A umfaf3t und
stabil ist unter elementaren Konstruktionen;

2. Der kleinste Teilkirper Q4 C C, der A und A umfaf3t und stabil ist unter
dem Bilden von Quadratwurzeln.

7.6.11. Gegeben eine Teilmenge A C C nennen wir die Elemente der Menge
K 4 aus 7.6.10 die aus A konstruierbaren Zahlen. Der Beweis unserer Variante
ist vollstindig analog zum Beweis von 7.6.2 und bleibe dem Leser iiberlassen.
Durch Anwendung auf die einelementige Menge A = {a} und Beachtung der
Formel aa = 1 fiir Punkte auf dem Einheitskreis erkennt man daraus, daB ein
Winkel genau dann mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden kann, wenn fiir den
zugehorigen Punkt a auf dem Einheitskreis das Polynom X3 — a iiber Q(a) nicht
irreduzibel ist alias eine Nullstelle hat. Zum Beispiel lassen sich 360° und 180° mit
Zirkel und Lineal dritteln, denn X? — 1 und X? + 1 haben rationale Nullstellen.
Ebenso 148t sich 135° mit Zirkel und Lineal dritteln, denn fiir die primitive achte
Einheitswurzel a = (i—1)/+/2 ist a® eine Nullstelle von X? — a. Andererseits
146t sich ein durch einen tranzendenten Punkt a auf dem Einheitskreis gegebener
Winkel nie mit Zirkel und Lineal dritteln, denn im Funktionenkorper Q(X) =
Q(a) besitzt die Variable X offensichtlich keine dritte Wurzel.

7.7 Endliche Korper

Satz 7.7.1 (Klassifikation endlicher Korper). Die Kardinalitdit eines endlichen
Korpers ist stets eine Primzahlpotenz, und zu jeder Primzahlpotenz gibt es umge-
kehrt bis auf Isomorphismus genau einen endlichen Korper mit dieser Kardinali-
tdt.

7.7.2. Gegeben eine Primzahlpotenz ¢ notiert man ,,den* Korper mit ¢ Elementen
meist F,. Ich weill nicht, ob [F in diesem Zusammenhang fiir , finite* oder fiir
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»field®, die englische Bezeichnung fiir Korper, steht. Ich erinnere daran, daf} bei
mir die 1 nach 3.4.3 keine Primzahlpotenz ist.

Vorschau 7.7.3. Man kann zeigen, daB} jeder endliche Schiefkorper schon ein Kor-
per ist, siche zum Beispiel [ 1,1, §1.

Beweis. Ein endlicher Korper [F hat sicher positive Charakteristik p = char F > 0.
Nach 7.1.6 ist p eine Primzahl und wir haben eine Einbettung F,, — F. Damit
wird IF ein endlichdimensionaler F,-Vektorraum. Fiir 7 = dimg, F = [F : )]
gilt dann offensichtich |F| = p". Das zeigt, daB die Kardinalitit eines endlichen
Korpers stets eine Primzahlpotenz ist. Unser Satz behauptet dariiber hinaus, daf3
die Kardinalitét eine Bijektion

{endliche Kérper, bis auf Isomorphismus} = {Primzahlpotenzen}

liefert. Wir unterbrechen nun den Beweis durch einen Satz und zwei Lemmata,
um die notigen Hilfsmittel bereitzustellen. [

Satz 7.7.4 (Zerfallung von Polynomen in Korpererweiterungen). Gegeben ein
Korper K und ein von Null verschiedenes Polynom P € K[X)| gibt es eine endli-
che Korpererweiterung L von K derart, daf$ P als Element von L[X] vollstindig
in Linearfaktoren zerfdllt.

Beweis. Das folgt mit Induktion aus dem anschlieBenden Lemma 7.7.7, wenn wir
beachten, da3 nach 2.2.42 jeder Kdérperhomomorphismus injektiv ist. [l

7.7.5. Gegeben ein Korper K und ein Polynom P € K[X] und eine Korperer-
weiterung K C L und eine Nullstelle « € L unseres Polynoms P sagen wir auch,
der Korper K (o) C L entstehe aus K durch Adjunktion einer Nullstelle von P.
In 7.7.9 werden wir zeigen, daB die Korpererweiterung K () von K im Fall eines
K-irreduziblen Polynoms P von der Wahl von L und o im wesentlichen gar nicht
abhiéngt.

Vorschau 7.7.6. Natiirlich folgt obiger Satz auch unmittelbar aus der Existenz ei-
nes algebraischen Abschlusses 7.11.5. Diese Argumentation ist jedoch zumindest
im Rahmen der hier gegebenen Darstellung unzuléssig, da unser Satz selbst einen
wesentlichen Baustein beim Beweis der Existenz algebraischer Abschliisse dar-
stellt. Zumindest um das folgende Lemma kommt meines Wissens kein Beweis
fiir die Existenz algebraischer Abschliisse herum.

Lemma 7.7.7 (Adjunktion von Nullstellen). Seien K ein Korperund P € K[X]\ K
ein nichtkonstantes Polynom. So gibt es einen Korperhomomorphismus i : K —

L derart, daf3 das Bild i(P) von P unter der von i auf den Polynomringen indu-
zierten Abbildung i = i;x) : K| X] — L[X] eine Nullstelle in L hat.
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7.7.8. Die Adjunktion von Quadratwurzeln haben Sie moglicherweise bereits so-
zusagen zu FuB als Ubung ?? ausgearbeitet, um die komplexen Zahlen aus den re-
ellen Zahlen zu gewinnen. Das Verfahren aus dem Beweis unseres Lemmas wird
in manchen Quellen als die Kronecker-Konstruktion bezeichnet. Es ist eine gute
Ubung, im Fall der Adjunktion einer Quadratwurzel einen expliziten Isomorphis-
mus zwischen der hier konstruierten und der in ?? beschriebenen Korpererweite-
rung anzugeben.

Beweis. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit P irreduzibel in X [X]. Dann
ist L := K[X]/(P) nach 6.5.5 als Quotient eines Hauptidealrings nach einem von
einem irreduziblen Element erzeugten Ideal ein Korper. Wir notieren Q € L die
Nebenklasse eines Polynoms () € K[X]. Jetzt betrachten wir den offensichtlichen
Korperhomomorphismus

i K = L=K[X]/(P)

mit i(a) = @ und behaupten, daB die Nebenklasse X € L von X € K[X] eine
Nullstelle des Polynoms i(P) € L[X] ist. In der Tat finden wir fiir unser Polynom
P =a, X"+ ...+ a1 X + ag mit Koeffizienten a, € K sofort i(P) = a, X" +
...+ a1 X + @p und dann

G(P)X) =, X"+... 4@ X +ay=0a, X"+ ...+ a1 X +ag=P =00

7.7.9. Gegeben ein Korper K und ein irreduzibles Polynom P € K[X] und eine
Korpererweiterung K C L und eine Nullstelle o € L induziert das Einsetzen von
a fiir X einen Korperisomorphismus

K[X]/{P) = K(a)

In diesem Sinne darf man also an die linke Seite denken, wenn von der ,,Adjunkti-
on einer Nullstelle eines Polynoms zu einem Korper* die Rede ist, sofern besagtes
Polynom irreduzibel ist.

Beispiel 7.7.10. In F5 sind 0 und +1 die einzigen Quadrate. Wir erhalten also
einen Korper mit 25 Elementen, indem wir zu [F5 eine Wurzel aus 2 adjungieren,
und konnen alle Elemente dieses Korpers dann eindeutig schreiben in der Form
a+b\/§mita,b € Fs.

Lemma 7.7.11. Seien p eine Primzahl, ¢ = p" mit r > 1 eine echte Potenz von
p und L ein Korper der Charakteristik p. Zerfdllt das Polynom X1 — X iiber
dem Korper L vollstindig in Linearfaktoren, so bilden die Nullstellen unseres
Polynoms in L einen Unterkorper der Kardinalitdit q.
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Beweis. Nach 2.2.36 ist die Abbildung F': L — L, a — a? ein Kérperhomomor-
phismus. Die Nullstellen unseres Polynoms sind nun genau die Fixpunkte dieses
Korperautomorphismus, und als Fixpunkte eines Korperautomorphismus bilden
sie damit einen Unterkorper I von L. Um zu zeigen, dafl dieser Unterkorper [F
genau ¢ Elemente hat, miissen wir nachweisen, dall das Polynom X9 — X nur
einfache Nullstellen hat. Ist aber a eine Nullstelle, so gilt im Polynomring F,[X|
die Gleichheit X7 — X = (X —a)?— (X —a) = ((X —a)? ! = 1) (X —a). Also
ist jede Nullstelle unseres Polynoms einfach. 0

Beweis von 7.7.1, Fortsetzung. Jetzt konnen wir zeigen, dall es zu jeder echten
Potenz ¢ einer Primzahl p auch tatsédchlich einen Korper mit genau ¢ Elementen
gibt. Wir finden ja nach 7.7.4 eine Korpererweiterung L von [F,,, in der das Po-
lynom X7 — X € F,[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, und nach 7.7.11
bilden die Nullstellen dieses Polynoms in L dann einen Unterkorper der Kardi-
nalitdt ¢g. SchlieBlich miissen wir, um unsere Klassifikation der endlichen Korper
abzuschlieBen, noch zeigen, da} je zwei endliche Korper derselben Kardinalitéit
isomorph sind. Ist IF ein endlicher Korper mit ¢ = p” Elementen, so gilt a?~! = 1
fiir alle a € F* nach 3.3.8, also haben wir ¢? — a = 0 fiir alle a € F. Insbesondere
sind die Minimalpolynome der Elemente von I iiber IF,, genau die I ,-irreduziblen
Faktoren des Polynoms X? — X € F,[X]. Die Erzeuger der Korpererweiterung
I sind damit genau die Nullstellen der F,-irreduziblen Faktoren P vom Grad r
unseres Polynoms X? — X. Nach 3.4.17 gibt es solche Erzeuger und damit auch
solche Faktoren und mit 7.3.3 folgt

F = F,[X]/{P)

fiir einen und jeden [F-irreduziblen Faktor P vom Grad r des Polynoms X7 — X
Das zeigt, daB ein endlicher Korper durch die Zahl seiner Elemente bis auf Iso-
morphismus eindeutig bestimmt ist. Das Argument zeigt nebenbei bemerkt auch,
wie man in endlichen Korpern explizit rechnen kann. 0

7.7.12. Teile dieses Beweises lassen sich mithilfe der allgemeinen Theorie, so-
bald wir sie einmal entwickelt haben, auch schneller erledigen: Die Eindeutigkeit
erhdlt man aus dem Satz 7.8.2 tiber die Eindeutigkeit von Zerféallungskorpern. Die
Existenz folgt wie oben daraus, dal X? — X keine mehrfachen Nullstellen hat,
aber das kann man nach 7.9.12 auch daraus folgern, dal die Ableitung dieses
Polynoms keine Nullstellen hat.

Satz 7.7.13 (Endliche Erweiterungen endlicher Korper). Gegeben ein endli-
cher Korper F' liefert die Kardinalitiit eine Bijektion

{Unterkirper K C F} = {qe€ N |3d € Nmitq® = |F|}
K — K|
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7.7.14. Gegeben zwei endliche Korper 146t sich insbesondere der eine in den an-
deren einbetten genau dann, wenn die Kardinalitét des einen eine Potenz der Kar-
dinalitit des anderen ist. Mit den Methoden der Galois-Theorie werden wir dies
Resultat in 8.3.3 sehr viel miiheloser einsehen kénnen als im folgenden Beweis.

Beweis. Fiir den Grad d = [F' : K] unserer Korpererweiterung gilt sicher |F'| =
| K'|4, also liefert die Kardinalitit jedenfalls eine Abbildung zwischen den im Satz
beschriebenen Mengen. Weiter muf3 unser Unterkorper K, wenn es ihn denn gibt,
genau aus den (| K| — 1)-ten Einheitswurzeln von F' mitsamt der Null bestehen,
und das zeigt die Injektivitdt unserer Abbildung. Fiir den Nachweis ihrer Surjek-
tivitdt betrachten wir schlieBlich die Identitét

Y-y l+y 24 +1)=Y—1
Aus dieser Identitét folgt

q—1 teilt q —1 fiir beliebige natiirliche Zahlen ¢ und r,
X*—1 teilt X —1 fiir beliebiges a,
X9 ! —1 teilt X9~'—1 nachden beiden vorhergehenden Punkten,
X9—-X teilt X9 —X  nach Multiplikation mit X.

Ist nun ¢ eine Primzahlpotenz und r > 1 eine natiirliche Zahl, so zerfillt also das
Polynom X“ — X iiber F;- in Linearfaktoren und nach 7.7.11 bilden dann seine
Nullstellen einen Unterkdrper von - mit ¢ Elementen. O

Ubungen

Ubung 7.7.15. Ein endlicher Korper kann nie algebraisch abgeschlossen sein.

Ubung 7.7.16. Geben Sie einen Korperisomorphismus F5(1/2) = F5(1/3) an als
F5-lineare Abbildung in Bezug auf die Basen 1, V2 links und 1, V'3 rechts.

Erginzende Ubung 7.7.17 (Partialbruchzerlegung). Ist k ein Korper, so wird
eine k-Basis des Funktionenkorpers k(X ') gebildet von erstens den (X"),,>; mit-
samt zweitens den

(Xdp_n)nzl, grad P>d>0
fiir P € k[X] normiert und irreduzibel zuziiglich drittens der 1 aus k(X ). Fiir den
Fall k algebraisch abgeschlossen vergleiche man 2.6.11. Sonst ziehe man sich fiir

den Beweis der linearen Unabhingigkeit mit 7.7.4 auf den Fall von in Linearfak-
toren zerfallenden Nennern zuriick.

Ergiinzende Ubung 7.7.18. Man bestimme die Partialbruchzerlegung, also die
Darstellung in der Basis aus 7.7.17, von (1 + z%)~! in R(X).
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Ubung 7.7.19. Man zeige, daBl es im Polynomring iiber einem endlichen Korper
irreduzible Polynome von jedem positiven Grad gibt.

Ergiinzende Ubung 7.7.20. Geben Sie Verkniipfungstafeln fiir die Addition und
die Multiplikation eines Korpers mit vier Elementen an.

7.8 Zerfallungskorper

Definition 7.8.1. Sei K ein Korper und P € K[X]\0 ein von Null verschiedenes
Polynom. Unter einem minimalen Zerfillungskorper oder kurz Zerfillungs-
korper von P verstehen wir eine Korpererweiterung L/K derart, daB (1) das
Polynom P in L[X] vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt und daB (2) der Korper
L iiber K erzeugt wird von den Nullstellen von P. Mit einem Zerfallungskdrper
meint man also eigentlich eine Korpererweiterung und sollte deshalb besser von
einer Zerfillungserweiterung reden, aber das tut kein Mensch.

Satz 7.8.2 (Existenz und Eindeutigkeit von Zerfillungskorpern). Seien K ein
Kérper und P € K[X]\O ein von Null verschiedenes Polynom. So existieren Zer-
fallungskorper von P, und sind L/ K und L' | K zwei Zerfdllungskorper von P, so
gibt es einen Korperisomorphismus L = L', der auf K die Identitdit induziert.

7.8.3. Die Existenz eines Zerfallungskorpers folgt leicht aus Satz 7.7.4, nach dem
es fiir jedes Polynom eine Korpererweiterung gibt, in der es in Linearfaktoren
zerfillt: Wir miissen darin dann nur noch den von besagten Nullstellen erzeugten
Teilkorper betrachten. Die Existenz zeigen wir erst nach den Beweis von 7.8.12.

7.8.4 (Fragen der Eindeutigkeit und Terminologie). Da ein Zerfillungskorper
fiir ein Polynom damit in gewisser Weise eindeutig ist, spricht man auch oft von
dem Zerfillungskorper eines Polynoms. Das ist jedoch auch wieder irrefiihrend:
Im allgemeinen gibt es namlich zwischen zwei Zerfillungskorpern L, L dessel-
ben Polynoms durchaus verschiedene Isomorphismen L. = L', und das auch
dann noch, wenn wir die naheliegende Forderung stellen, dafl unsere Isomorphis-
men auf K die Identitdt induzieren sollen. Zerfillungskorper eines vorgegebenen
Polynoms sind in diesem Sinne ,,wohlbestimmt bis auf nicht eindeutigen Isomor-
phismus®. Sie sollten bereits einige Strukturen kennen, die wohlbestimmt sind bis
auf nicht eindeutigen Isomorphismus: Mengen mit zwei Elementen, Gruppen mit
drei Elementen, eindimensionale Vektorrdume iiber einem gegebenen Korper, etc.
Beispiele fiir Strukturen, die wohlbestimmt sind bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus, wiren dahingegen: Mengen mit einem Element, Gruppen mit zwei Elemen-
ten, der Ring der ganzen Zahlen, der Korper der rationalen Zahlen, der Korper
der reellen Zahlen. Eigentlich brauchte man eben zum Schreiben iiber Mathema-
tik auBer dem bestimmten und dem unbestimmten Artikel noch ein Zwischending
fiir ,,wohlbestimmt bis auf nicht eindeutigen Isomorphismus®, aber es wire wohl
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vermessen, die deutsche Grammatik dahingehend erweitern zu wollen. Wir sind
mit unseren beiden Arten von Artikeln verglichen etwa mit dem Russischen so-
gar schon gut bedient. Sie werden das merken, sobald Sie mathematische Artikel
lesen, die aus dieser Sprache iibersetzt sind: Oft sind dann in der Ubersetzung oh-
ne Verstand bestimmte oder unbestimmte Artikel gewihlt worden, was man dann
beim Lesen erst im Geiste korrigieren muf3, damit sich ein sinnvoller Text ergibt.
Um diese Phidnomene der ,,Wohlbestimmtheit bis auf nicht eindeutigen Isomor-
phismus* im vorliegenden Fall begrifflich zu fassen, fithren wir zunéchst einmal
eine geeignete Terminologie ein.

Definition 7.8.5. Sei K ein Kring. Unter einem K -Kring verstehen wir ein Paar
(L, i) bestehend aus einem Kring L und einem Ringhomomorphismus ¢ : K — L.
Ist (M, 7) ein weiterer K -Kring, so verstehen wir unter einem Homomorphismus
von K-Kringen . — M einen Kringhomomorphismus ¢ : L. — M mit poi = j.
Alternativ sprechen wir auch von einem Homomorphismus iiber /. Die Menge
aller solchen Homomorphismen notieren wir

Kring® (L, M)

Einen bijektiven Ringhomomorphismus iiber K nennen wir auch einen Isomor-
phismus von K -Kringen oder einen Isomorphismus iiber .

Beispiel 7.8.6. Unser Satz 2.3.5 iiber das Einsetzen in Polynome kann in dieser
Terminologie dahingehend formuliert werden, daf fiir jeden Kring A und jeden
K-Kring (R, i) das Auswerten ¢ — (X ) bei X eine Bijektion

Kring® (K[X],R) = R

liefert. Die Umkehrabbildung ordnet jedem b den durch das Einsetzen von b er-
klarten Ringhomomorphismus K [X| — R zu.

Definition 7.8.7. Ist K ein Korper, so bezeichnen wir einen K-Kring, der sei-
nerseits ein Korper ist, auch als eine Korpererweiterung von K. Das hatten wir
bereits in 7.2.3 angedeutet. Wenn wir pedantisch sein wollen, sprechen wir auch
von einer ,, Korpererweiterung im verallgemeinerten Sinne*. Unsere Homomor-
phismen und Isomorphismen von K -Kringen nennen wir in diesem Kontext Ho-
momorphismen beziehungsweise Isomorphismen von Korpererweiterungen.
Fassen wir ¢ : K < L auf als die Einbettung eines Unterkorpers X C L und
ist j : K — M ein weiterer Korperhomomorphismus, so nennen wir einen Kor-
perhomomorphismus L. — M iiber K auch eine Ausdehnung von j auf L und
benutzen Notationen wie zum Beispiel 7 : L — M.

Erginzung 7.8.8. Ist K ein Korper, so ist jeder K -Kring im Sinne der vorherge-
henden Definition 7.8.5 eine K -Kringalgebra im Sinne unserer Definition ??, und
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jede K-Kringalgebra A wird umgekehrt durch den einzigen Homomorphismus
K — A von K-Kringalgebren zu einem K-Kring. Diese beiden Konzepte sind
also dquivalent.

Proposition 7.8.9 (Ausdehnungen auf primitive Erweiterungen). Gegeben ei-
ne Korpererweiterung j : K — M und eine primitive algebraische Erweiterung
K (a) von K werden die Ausdehnungen von j zu einer Einbettung j : K(«o) — M
parametrisiert durch die Nullstellen in M des Minimalpolynoms von « iiber K.
Genauer liefert das Auswerten an « eine Bijektion

Kring® (K (a),M) = {8€ M |Irr(a, K)(8) =0}
v = ple)
7.8.10. In der Formulierung dieser Proposition haben wir beim Auswerten des
Polynoms Irr(a, K) € K[X] auf 8 € M stillschweigend die Elemente von K mit

ihren Bildern in M unter j identifiziert. Dieselbe abkiirzende Notation ist gemeint,
wenn wir im gleich folgenden Beweis den Teilkorper K () C M bilden.

Beispiel 7.8.11. Wir haben im Fall K = Q, M = C, a =i etwa

Kring(Q(i),C) = {8eC|p+1=0}

e = (i)
Beweis. Sicher induziert das Auswerten eine injektive Abbildung zwischen den
angegebenen Mengen und wir miissen nur noch die Surjektivitit zeigen. Nach
7.3.3 haben wir jedoch fiir jede Nullstelle 5 von Irr(«, K') in M Isomorphismen
K(a) & KIX]/(r(a, K)) 5 K(9)

mit X — a bzw. X — B, und diese liefern unmittelbar die gesuchte Einbettung
K(a) = K(f) C M mita — f. O

Proposition 7.8.12 (Ausdehnbarkeitskriterium). Seien K (o, ..., «,) eine end-
liche Erweiterung eines Korpers K und j : K — M eine Einbettung von K in
einen Korper M derart, daf$ die Minimalpolynome Irr(«v,, K) aller unserer Er-
zeuger «,, in M [X| vollstindig in Linearfaktoren zerfallen. So lifst sich die Ein-
bettung j ausdehnen zu einer Einbettung j : K(ay, ..., a,) < M, im Diagramm

K—— K(ay,...,a9)
|
v
M

Beweis. Mit der Proposition 7.8.9 iiber das Ausdehnen auf primitive Erweiterun-
gen sehen wir, da3 das Einschrianken eine Kette von Surjektionen der Gestalt

Ring (K, M) « Ring” (K (a;), M) « ... « Ring" (K(ay, ..., ay), M)
liefert. 0

228



7.8.13. Man beachte, dal} es in obigem Satz nicht ausreicht, nur zu fordern, daf3
die Minimalpolynome Irr(cv,, K) jeweils eine Nullstelle in M/ haben: Dann konn-
ten wir zwar den ersten Schritt in obigem Argument noch gehen, aber das Mi-
nimalpolynom von «s tiber K (c;) ist im allgemeinen nur noch ein Teiler des
Minimalpolynoms Irr(as, K) von «y iiber K, und auch wenn Irr(as, K) eine
Nullstelle in M hat, muf} das fiir Irr(ae, K (cq)) noch lange nicht gelten — man
denke zum Beispiel an K = Q, M = R, a; = V2 und ap = exp(27ri/3)\?/§.
Zerfillt jedoch Irr(as, K) vollstindig in M, so auch Irr(as, K (aq)), und zerfillt
allgemeiner Irr(o;, K) vollstandig in M, so auch Irr(ay, K(aq, ..., a;-1)).

Vorschau 7.8.14. Diese Proposition wird auch unmittelbar aus der allgemeineren
und vielleicht etwas ,,glatteren* Aussage 7.11.7 iiber Einbettungen in den alge-
braischen Abschluf3 folgen: Mit 7.11.3.2 diirfen wir M algebraisch iiber K an-
nehmen. Nach 7.11.7 1aBt sich M dann iiber K in einen algebraischen Abschluf3
K von K einbetten. Wieder nach 7.11.7 kdnnen wir auch K (ay, ..., a,) iiber K
in K einbetten, und nach Annahme liegt sein Bild dann notwendig im Bild von
M.

Beweis der Eindeutigkeit von Zerfillungskorpern 7.8.2. Proposition 7.8.12 liefert
uns Injektionen L. — L' und L' < L iiber K. Da hier beide Seiten endlichdimen-
sionale Vektorrdume sind iiber /', und da unsere Injektionen beide K -linear sind,
miissen sie beide Isomorphismen sein. O

Satz 7.8.15 (Maximalzahl von Ausdehnungen). Gegeben eine Korpererweite-
rung ist die Zahl der Ausdehnungen auf den Erweiterungskorper eines Homomor-
phismus des Grundkorpers in irgendeinen weiteren Korper beschrdankt durch den
Grad unserer Korpererweiterung. Ist also in Formeln L/ K eine endliche Korper-
erweiterung und j : K — M ein Kérperhomomorphismus, so gilt

| Kring™ (L, M)| < [L : K]

Erster Beweis. Gibt es einen Zwischenkorper L' mit K C L' C L aber K #
L’ # L, so folgt der Satz mit vollstdndiger Induktion iiber den Grad unserer Kor-
pererweiterung. Sonst gilt L = K («) fiir ein @ € L, und die Erweiterungen von
J zu einer Einbettung von K («) in M werden nach 7.8.9 parametrisiert durch die
Nullstellen in M des Minimalpolynoms von « iiber K. Dieses Polynom hat aber
den Grad [K («) : K] und hichstens ebensoviele Nullstellen in M. O

Zweiter Beweis. Seien o1y, ...,0, paarweise verschiedene K -lineare Korperho-
momorphismen L, — M. Wire A, ..., \; ein Erzeugendensystem des /i -Vektor-
raums L mit weniger Elementen s < r, so gibe es aj,...,a, € M nicht alle
Null mit ) . a,0;();) = 0 fiir alle j. Dann aber wire ) . a,0; die Nullabbildung
im Widerspruch zu Satz 7.8.16 iiber die lineare Unabhéngigkeit der Charaktere
o1, ..,0, im M-Vektorraum Ens(L*, M). O
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Satz 7.8.16 (Lineare Unabhéingigkeit von Charakteren). Die Menge aller Ho-
momorphismen von einer Gruppe in die multiplikative Gruppe eines Korpers ist
stets linear unabhdngig im Vektorraum aller Abbildungen von besagter Gruppe in
besagten Korper.

7.8.17. Dasselbe gilt mit demselben Beweis allgemeiner auch fiir die Menge aller
Homomorphismen von einem Monoid in die multiplikative Gruppe eines Korpers.

Beweis. Bezeichnen wir unsere Gruppe mit G und unserem Korper mit M, so
behaupten wir in Formeln, dal Grp(G, M *) eine linear unabhingige Teilmenge
des M-Vektorraums Ens(G, M) ist. Sei in der Tat sonst

arx1+asx2+ ... +apXx, =0

eine nichttriviale lineare Relation kiirzestmoglicher Linge mit a; € M und y; :
G — M* paarweise verschiedenen Gruppenhomomorphismen. Wegen x(1) = 1
fiir alle Charaktere x haben wir notwendig n > 2. Wegen y; # x- finden wir
g € G mit x1(g9) # x2(g). Unsere Gleichung impliziert nun aber fiir jedes und
insbesondere auch fiir dieses g € G die Gleichungen

arx1(g)xa + azx2(9)x2 + anXn(g)Xn =0
arx1(g9)x1 + azx1(g)x2 + anx1(g)Xn =0

und deren Differenz wire eine kiirzere und wegen x;(g) # Xx2(g) nichttriviale
Linearkombination im Widerspruch zu unserer Annahme. [

Definition 7.8.18. Eine Korpererweiterung heift algebraisch, wenn alle Elemen-
te der Erweiterung algebraisch sind iiber dem Grundkorper.

7.8.19. Jede endliche Korpererweiterung ist also nach 7.4.7 auch algebraisch. Ge-
nauer ist nach 7.4.7 eine Korpererweiterung algebraisch genau dann, wenn sie eine
Vereinigung von Teilerweiterungen ist, die jeweils endlich sind tiber dem Grund-
korper.

Definition 7.8.20. Eine Korpererweiterung L/K heifit normal, wenn sie alge-
braisch ist und wenn gilt: Jedes irreduzible Polynom mit Koeffizienten im Grund-
korper P € K[X], das im Erweiterungskorper L eine Nullstelle hat, zerfillt im
Polynomring L[X] iiber dem Erweiterungskorper bereits vollstindig in Linearfak-
toren.

7.8.21 (Diskussion der Terminologie). In der dlteren Literatur, zum Beispiel in
[Art], wird der Begriff ,,normal* manchmal auch abweichend definiert als diejeni-
ge Eigenschaft einer Korpererweiterung, die wir spiter mit ,,Galois* bezeichnen
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werden. Ich finde die Begriffsbildung in beiden Varianten ungeschickt: Normaler-
weise ist eine Korpererweiterung nimlich keineswegs normal im mathematischen
Sinne, oder um es anders auszudriicken: Normal zu sein ist fiir Korpererweite-
rungen etwas ganz Besonderes. Aber gut, ein Psychologe ist vermutlich durchaus
auch der Ansicht, daf3 es fiir einen Menschen etwas ganz Besonderes ist, normal
zu sein, und fiir eine Korpererweiterung erst recht: So fern vom umgangssprach-
lichen Wortsinn ist unsere mathematische Terminologie also auch wieder nicht.

Beispiele 7.8.22. Q(\/i) ist normal iiber Q, aber Q(\g/i) ist nicht normal iiber Q,
denn wir konnen Q(+/2) einbetten in R und die beiden anderen Wurzeln des in
Q[X] irreduziblen Polynoms X3 — 2 sind nicht reell.

Satz 7.8.23 (Charakterisierung normaler Erweiterungen). Fiir eine endliche
Korpererweiterung L/ K sind gleichbedeutend:

1. L/K ist normal;

2. L ist der Zerfiillungskirper eines Polynoms P € K|[X].

Beweis. 1=-2. Ist L normal iiber K und erzeugt von v, . . ., o, so ist L ein Zer-
fallungskorper fiir das Produkt der Minimalpolynome Irr(«;, K) der «; iiber K.
Fiir die andere Implikation machen wir einen Umweg und zeigen zusétzlich die
Aquivalenz zu der folgenden technischen Aussage:

3. Fiir jede Einbettung j : K — M von K in einen weiteren Kérper M haben
alle Fortsetzungen von j zu Einbettungen ¢, : L — M dasselbe Bild, in
Formeln o(L) = (L) Vo, € Kring* (L, M).

Jetzt zeigen wir 2=-3=-1 und beginnen mit 2=-3. Sowohl ¢ als auch v identifi-
zieren die Nullstellen von P in L mit den Nullstellen von P in M, wenn auch
nicht notwendig in derselben Weise. Da nun L erzeugt wird iiber /X von den Null-
stellen von P, ist sowohl (L) als auch ¢(L) der von allen Nullstellen von P
in M iiber K erzeugte Teilkorper und es folgt ¢(L) = w(L). SchlieBlich zei-
gen wir noch 3=-1. Sei P € K[X] irreduzibel mit einer Nullstelle « € L. Wir
erginzen « zu einem endlichen Erzeugendensystem von L iiber K, sagen wir
L = K(a, B4, ..., 5,). Dann wihlen wir fiir M eine Korpererweiterung von L,
in der sowohl das Minimalpolynom von « als auch die Minimalpolynome aller /3;
vollstindig in Linearfaktoren zerfallen. Fiir jede Nullstelle o, € M von P koénnen
wir unsere Einbettung K — M zunéchst nach 7.8.9 fortsetzen zu einer Einbet-
tung K («) < M mit o — «,, und dann nach 7.8.12 weiter zu einer Einbettung
¢, : L — M. Jede Nullstelle von P in M liegt also in ¢, (L) fiir geeignetes
¢y, und da alle diese Bilder ¢, (L) nach Annahme iibereinstimmen, in Formeln
v, (L) = L fir alle p,, zerfillt unser Polynom P schon iiber L vollstindig in
Linearfaktoren. O
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Proposition 7.8.24 (VergrofSern zu normaler Erweiterung). Jede endliche Kor-
pererweiterung ldfit sich zu einer endlichen normalen Korpererweiterung vergro-

Pern.

Beweis. Gegeben eine endliche Korpererweiterung L/ K behaupten wir in For-
meln, daf es stets eine endliche Erweiterung N/ L gibt, fiir die N/K normal ist.
Um das zu zeigen, nehmen wir Erzeuger a4, . . ., ;. von L iiber K und konstruie-
ren N als einen Zerféllungskorper iiber L des Produkts ihrer Minimalpolynome.
Dies N ist dann natiirlich auch ein Zerfillungskorper des besagten Produkts iiber
K und damit normal iiber K. ]

Ubungen

Ubung 7.8.25. Man zeige, daf eine algebraische Korpererweiterung eines unend-
lichen Korpers stets dieselbe Kardinalitdt hat wie der Ausgangskorper. Diese Er-
kenntnis wird bei einer Konstrution des algebraischen Abschlusses benétigt wer-
den.

Ubung 7.8.26. Es sei K ein Korper, P € K[X] ein Polynom vom Grad n und
L/K der Zerfillungskorper von P. Zeigen Sie die Abschitzung [L : K| < nl.

Ubung 7.8.27. Es seien M/L und L/K endliche oder allgemeiner algebraische
Korpererweiterungen. Ist M/ K normal, so ist auch M /L normal. Sind L; und Lo
normale Korpererweiterungen von K und Ly, Lo C M, so ist L1 N Ly normal iiber
K. Geben Sie ein Beispiel fiir Korper M D L O K an, bei dem M/L und L/K
jeweils normal sind, M /K jedoch nicht normal ist.

Ubung 7.8.28. Man formuliere prizise und zeige, daB es bis auf nichteindeutigen
Isomorphismus genau ein minimales N wie in Proposition 7.8.24 gibt. Dies N
heift die normale Hiille von L iiber K.

Ubung 7.8.29. Jede endliche Korpererweiterung von R ist isomorph im Sinne von
7.8.5 zu R oder C. Hinweis: C ist bekanntlich algebraisch abgeschlossen.

Erginzende Ubung 7.8.30. Sei k ein Korper und a € k* und n > 1. Man zeige,
daB im Zerfillungskorper des Polynoms X" — a auch das Polynom X — 1 stets in
Linearfaktoren zerfillt, da} aber umgekehrt im Zerfillungskorper des Polynoms
X™ — 1 ein Polynom X" — a nicht notwendig in Linearfaktoren zerfallen muf.

Ubung 7.8.31. Gegeben eine endliche Korpererweiterung K C L zeige man,
daB jedes Polynom aus dem Polynomring L[X] Teiler eines Polynoms aus dem
Polynomring K[X] ist.

Ubung 7.8.32. Gegeben eine Primzahl p und zwei primitive p-te Einheitswurzeln
(,& € Cgilt Q(¢) = Q(&) und es gibt genau einen Korperhomomorphismus
Q(¢) — Q(¢) mit ¢ — &. Hinweis: Irreduzibilitit des p-ten Kreisteilungspoly-
noms 6.8.4.
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7.9 Vielfachheit von Nullstellen

7.9.1. Unter einer mehrfachen Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten in
einem Korper oder allgemeiner einem kommutativen Integrititsbereich verstehen
wir eine Nullstelle mit der Vielfachheit Zwei oder mehr. Sagen wir, ein Poly-
nom habe in irgendeinem vorgegebenen Korper ,,mehrfache Nullstellen®, so ist
gemeint, daf} es mindestens eine mehrfache Nullstelle haben soll. Eigentlich wire
es gemil unserer allgemeinen Konventionen ?? préziser, zu sagen, es habe ,.eine
mehrfache Nullstelle®, aber das ist uniiblich: Hier fiirchtet man offensichtlich das
MiBverstindnis ,,genau eine* mehr als in anderen mathematischen Zusammen-
hingen und zieht es vor, den Fall genau einer mehrfachen Nullstelle gedanklich
in den Plural ,,mehrfache Nullstellen* mit einzuschlieBen. Moglicherweise riihrt
diese Sprechweise auch daher, dal man eine mehrfache Nullstelle gerne denkt
als ,,mehrere Nullstellen, die zusammenfallen*. Das Nullpolynom hat mehrfache
Nullstellen, bei ihm haben ja sogar alle Nullstellen die Vielfachheit oc.

Satz 7.9.2 (Irreduzible Polynome haben selten mehrfache Nullstellen). Seien
K C L Korper. Gilt char K = 0 oder ist K endlich, so hat ein K-irreduzibles
Polynom P € K[X] keine mehrfachen Nullstellen in L.

7.9.3. Wir werden in 7.9.15 und 7.9.21 sogar noch etwas allgemeinere Aussagen
zeigen. Das braucht jedoch einige Vorbereitungen.

Beispiel 7.9.4 (Ein irreduzibles Polynom mit mehrfachen Nullstellen). Uber
Korpern positiver Charakteristik konnen auch irreduzible Polynome mehrfache
Nullstellen haben. Um ein Beispiel anzugeben, beachten wir zunichst, daB fiir /A
ein Korper positiver Charakteristik char K = p > 0 jedes Element a € K hochs-
tens eine p-te Wurzel in K hat. In der Tat folgt aus b* = a leicht (X? — a) =
(X — b)P, mithin ist b die einzige Nullstelle des Polynoms X? — a. Betrachten wir
nun den Korper K := F,(7T), so besitzt das Element a« = T keine p-te Wurzel
in K, denn die Menge der p-ten Potenzen von Elementen von [F,(7") kann ex-
plizit beschrieben werden als IF,(77) und enthilt 7" nicht. Das Polynom X? — T
ist nun sogar K -irreduzibel, da jeder seiner irreduziblen Faktoren das Minimal-
polynom Irr(x’/T, K) sein muB, so daB unser Polynom notwendig eine Potenz
dieses Minimalpolynoms ist. Das 148t aber wegen p prim nur die Moglichkeit
XP —T = Irr(Y/T, K) offen. Dies Polynom ist also irreduzibel iiber K und hat in
seinem Zerféallungskorper mehrfache Nullstellen, genauer eine einzige Nullstelle
YT der Vielfachheit p.

Definition 7.9.5. Fiir ein Polynom P = a, X" + ... + a;X? + a; X + ao mit
Koeffizienten in einem beliebigen Ring R definieren wir seine Ableitung oder
genauer seine formale Ableitung P’ € R[X| durch die Vorschrift

P i=na, X"+ ... 420X +a
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Lemma 7.9.6 (Ableitungsregeln). Auch fiir unser formales Ableiten gelten die
Summenregel (P + Q) = P’ + Q' und die Produktregel (PQ) = P'Q + PQ'.

Beweis. Die Summenregel ist offensichtlich. Bei der Produktregel sind mithin
beide Seiten additiv in P und Q und wir diirfen uns deshalb auf den Fall P = X*
und Q = X7 zuriickziehen, in dem man die Formel leicht explizit priift. [

Lemma 7.9.7 (Ableitung und mehrfache Nullstellen). Ist K ein Korper, g €
K[X] ein Polynom und o € K eine Nullstelle von g, so ist o genau dann eine
mehrfache Nullstelle von g, wenn auch die Ableitung g’ von g bei o verschwindet.

Beispiel 7.9.8. Unser Polynom X? — T" mit Koeffizienten in F,,(7") hat nach 7.9.4
in seinem Zerféllungskorper IE‘p(W ) nur eine einzige Nullstelle der Vielfachheit
p. In der Tat verschwindet dort auch seine Ableitung, die ist ndmlich schlicht das
Nullpolynom.

Beweis. Ist g = (x — a)%f, so folgt mit der Produktregel 7.9.6 leicht ¢'(a) = 0.
Gilt umgekehrt g(a) = ¢’(a)) = 0 und schreiben wir g = (z—«)h, so folgt wieder
mit der Produktregel 7.9.6 aus ¢'(«) = 0 schon h(a) = 0. O

7.9.9. Gegeben eine Menge von Polynomen in einer Verdnderlichen mit Koeffizi-
enten einem Korper, nicht alle Null, besitzt das von unserer Menge erzeugte Ide-
al genau einen normierten Erzeuger. Er ist offensichtlich unter allen normierten
gemeinsamen Teilern aller Polynome unserer Menge derjenige von gro3tmogli-
chem Grad. Wir nennen ihn den normierten groften gemeinsamen Teiler un-
serer Menge von Polynomen. Man kann ihn, analog wie in 1.4.18 im Fall der
ganzen Zahlen erklért, mit dem euklidischen Algorithmus auch unschwer explizit
berechnen.

Proposition 7.9.10 (Korpererweiterungen und Polynomdivision). Es seien K C
L Korperund f, g € K[X] Polynome mit g # 0. So gilt:

1. Das Teilen mit Rest von f durch g fiihrt zum selben Resultat unabhdingig
davon, ob wir es in K[X] oder in L[X| durchfiihren;

2. Genau dann ist g ein Teiler von f in L|X|, wenn dasselbe gilt in K[X];

3. Der normierte grifite gemeinsame Teiler von f und g in K[X]| ist auch der
normierte grofite gemeinsame Teiler von f und g in L[ X].

Beweis. 1. Schreiben wir f = ¢qg + r mit gradr < gradg, so sind ¢ und r
schon eindeutig bestimmt. Insbesondere ist die Losung in K [X] auch die einzig
mogliche Losung in L[ X].

2. Das ist der Spezialfall von Teil 1 mit Rest r = 0.
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3. Seien dazu dx bzw. d;, der normierte grof3te gemeinsame Teiler von f und g in
K[X] bzw. in L[X] nach 7.9.9. Natiirlich ist dx auch ein gemeinsamer Teiler in
L[X], also gilt d|dy. Andererseits haben wir eine Darstellung dx = ¢ f + pg mit
q,p € K[X], also gilt auch umgekehrt dy|d. Zusammen folgt d;, = d. O

7.9.11. Ich erinnere an unsere Definition 2.2.16: Zwei Elemente eines Krings oder
allgemeiner die Elemente einer beliebigen Teilmenge eines Krings heilen teiler-
fremd, wenn sie aufler Einheiten keine gemeinsamen Teiler haben.

Lemma 7.9.12 (Ableitung und Existenz mehrfacher Nullstellen). Fiir ein von
Null verschiedenes Polynom mit Koeffizienten in einem Korper sind gleichbedeu-
tend:

1. Das Polynom hat mehrfache Nullstellen in seinem Zerfdillungskorper;

2. Das Polynom hat mehrfache Nullstellen in mindestens einer Erweiterung
seines Koeffizientenkorpers;

3. Das Polynom und seine Ableitung sind nicht teilerfremd.

7.9.13. Bei der Bedingung ,.teilerfremd* kommt es wegen 7.9.10 nicht darauf
an, ob wir sie in unserem urspriinglichen Polynomring oder im Polynomring mit
Koeffizienten in einem beliebigen Erweiterungskorper verstehen.

Beweis. Sei K unser Korper und P € K[X]\0 unser Polynom.
1 = 2. Das ist offensichtlich.

2 = 3. Ist « eine mehrfache Nullstelle des Polynoms P in einer Korpererwei-
terung L von K, so ist (X — «) ein Teiler von P und P’ in L[X] und es folgt
(P, P) #(1).

3 = 1. Wir betrachten wir den Zerfillungskorper M des Produkts PP’ bezie-
hungsweise im Fall P’ = 0 den Zerfillungskorper M von P. Gilt (P, P') # (1),
so gibt es in M ein Element « derart, daf (X — «) sowohl P als auch P’ teilt.

In anderen Worten ist o eine Nullstelle von P und P’ und damit eine mehrfache
Nullstelle von P nach 7.9.7. O]

7.9.14. Ein Polynom, das in keinem Erweiterungskorper seines Koeffizientenkor-
pers mehrfache Nullstellen hat, heifit separabel. Gleichbedeutend ist die Bedin-
gung, dafl unser Polynom keine mehrfachen Nullstellen in seinem Zerfallungskor-
per hat.

Satz 7.9.15 (Irreduzible Polynome mit mehrfachen Nullstellen). Seien K ein
Korper und P € K|X| ein K-irreduzibles Polynom. So sind gleichbedeutend:
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1. Das Polynom P ist nicht separabel, hat also mindestens eine mehrfache
Nullstelle in mindestens einer Erweiterung seines Koeffizientenkorpers;

2. Die Ableitung P' von P ist das Nullpolynom;
3. Es gilt char K = p > O und es gibt () € K[X] mit P(X) = Q(X?);

4. Jede Nullstelle unseres Polynoms in einer beliebigen Erweiterung seines
Koeffizientenkorpers ist ein mehrfache Nullstelle.

Beweis. 1 = 2. Hat P mehrfache Nullstellen, so ist es nach 7.9.12 nicht teiler-
fremd zu seiner Ableitung. Wenn aber ein irreduzibles Polynom nicht teilerfremd
ist zu einem weiteren Polynom echt kleineren Grades, muf} dieses weitere Poly-
nom das Nullpolynom sein.

2 < 3. Das scheint mir offensichtlich.

2 = 4. Ist die Ableitung das Nullpolynom, so ist jede Nullstelle unseres Polynoms
auch eine Nullstelle seiner Ableitung, mithin nach 7.9.7 eine mehrfache Nullstelle
unseres Polynoms.

4 = 1. Das scheint mir offensichtlich. O]

Definition 7.9.16. Ein Element « eines Korpers L heif3t separabel iiber einem
Teilkorper X' C L, wenn es algebraisch und eine einfache Nullstelle seines Mi-
nimalpolynoms ist. Eine Korpererweiterung L/K heifit separabel, wenn jedes
Element von L separabel ist iiber K.

7.9.17. Nach 7.9.15 ist in anderen Worten ein Element eines Korpers separabel
iiber einem Teilkorper genau dann, wenn es iiber diesem algebraisch ist mit sepa-
rablem Minimalpolynom.

Beispiel 7.9.18. In Charakteristik Null ist jede algebraische Korpererweiterung
separabel nach 7.9.15. Jede algebraische Korpererweiterung eines endlichen Kor-
pers ist separabel nach 7.9.19 und 7.9.21. Nicht separabel ist F,(¥/T) iiber F,(T).

Definition 7.9.19. Ein Korper hei3t vollkommen, wenn er entweder die Charak-
teristik Null hat oder aber fiir p = char K > 0 die Abbildung x — 2P eine
Surjektion K — K ist. Zum Beispiel ist jeder endliche Korper vollkommen, denn
jeder Korperhomomorphismus ist injektiv.

Ergdnzung 7.9.20. Fir ,,vollkommen* sagt man in diesem Zusammenhang auf
Englisch perfect und auf Franzosisch parfait.

Satz 7.9.21 (Irreduzible Polynome iiber vollkommenen Korpern). Jedes irre-
duzible Polynom iiber einem vollkommenen Korper ist separabel. Jede algebrai-
sche Erweiterung eines vollkommenen Korpers ist separabel.
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Beweis. Sei K unser vollkommener Korper. Den Fall char X' = 0 haben wir
bereits durch 7.9.2 oder besser 7.9.15 erledigt. Sei also ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit char X' = p > 0 und P € K[X] irreduzibel. Wire P nicht separa-
bel, so hitte P nach 7.9.15 die Form P = b,,(X?)" 4+ ... + by X? + by. Nehmen
wir aber nun a,, ...,ay € K mit a! = b; und betrachten Q) = a, X™ + ... + ao,
so folgt P = QP im Widerspruch zur Irreduzibilitit von P. [

Satz 7.9.22 (Charakterisierung separabler Erweiterungen). Fiir eine Korperer-
weiterung L /K sind gleichbedeutend:

1. L/K ist separabel;
2. L wird erzeugt iiber K von Elementen, die separabel sind iiber K.

Ist L/ K endlich, so sind auch gleichbedeutend:

3. Fiir jede Vergrofferung N/L von L zu einer normalen Erweiterung von K
gilt [Kring™ (L, N)| = [L : K];

4. Es gibt mindestens eine Korpererweiterung N/K von K mit der Eigen-
schaft |Kring” (L, N)| = [L : K].

Beweis. Zeigen wir 1 < 2 fiir endliche Erweiterungen, so folgt es mit 7.2.6 im
allgemeinen. Wir diirfen uns also fiir den Rest des Beweises auf den Fall L/K
endlich beschrianken. 1 = 2 ist klar. Fiir 2 = 3 diirfen wir mit Induktion iiber
den Grad [L : K| annehmen L = K(«). Da « separabel ist, sind die [L : K]
Nullstellen seines Minimalpolynoms in N paarweise verschieden und liefern mit
7.8.9 paarweise verschiedene Erweiterungen der Einbettung K' — N zu Kor-
perhomomorphismen K (a) < N. Die Implikation 3 = 4 ist klar. Fir 4 = 1
argumentieren wir durch Widerspruch: Wire ein o« € L nicht separabel, so gibe
es nach 7.8.9 fiir jedes N weniger als [K(«) : K] Ausdehnungen von K < N zu
einer Einbettung K () <— N und damit nach Satz 7.8.15 iiber die maximal mog-
liche Zahl von Ausdehnungen notwendig auch weniger als [L : K| Ausdehnungen
von K — N zu einer Einbettung L — N. [

Ergdnzung 7.9.23 (Die Diskriminante als Determinante). Ich behaupte fiir die
a; € Z['¢, - . ., (), die gegeben werden durch die Identitéit 7" + a; 7" + ... +
a, = (T+ () ... (T + (), daB die Determinante der nebenstehenden Matrix M
gegeben wird durch die Formel

det M =[G - ¢)

i#]
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Illustration zum Beweis von 7.9.22, Implikation 2 = 3. Die durchgezogenen
Pfeile ganz oben sollen mogliche Erweiterungen des durchgezogenen Pfeils in
der Mitte andeuten. Jeder andere der [K («) : K| Pfeile in der Mitte besitzt ganz
genauso [L : K (a)] Erweiterungen nach ganz oben, nur sind diese nicht
eingezeichnet.
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und folglich genau unsere Diskriminante aus 6.9.14 ist. Um das zu zeigen, beach-
ten wir zunéchst, daB beide Seiten symmetrische Polynome sind und dal} zumin-
destin Q['(y, ..., ) alle (¢; —¢;) nach 7.9.12 und 2.4.5 und 6.10.10 das Polynom
(det M) teilen miissen. Dann aber wechselt der Ausdruck (det M) /(¢; —(;) unter
der Vertauschung von ¢; und ¢; sein Vorzeichen und muf3 nach 2.4.5 folglich ein
weiteres Mal durch (¢; — ;) teilbar sein. Mithin ist det M in Q['(y, .. ., ¢,] durch
I 2 j(g — (;) teilbar. Sicher ergibt das Wegteilen ein symmetrisches Polynom,
das hochstens auf den Hyperebenen (; = (; verschwindet. Wire dies Polynom
nicht konstant, so konnten wir mit denselben Argumenten ein weiteres Mal einen
Faktor [ [, ;(¢; — ¢;) herausziehen. Das fiihrt jedoch zu einem Widerspruch, wenn
wir etwa erst durch Cf (n=1) teilen, fiir (s, .. ., (,, paarweise verschiedene rationale
Zahlen einsetzen, und ¢; € Q gegen oo streben lassen: (det M) /¢ "1 bleibt
dann ndmlich beschrinkt, wie wir sehen, indem wir alle Spalten au3er der Ersten
mit ¢;' multiplizieren, und (TJ, 4G —¢))/ ¢ "1 strebt gegen eine von Null
verschiedene Zahl, aber ([,_.;(G — ¢;))"/ ¢ "1 gtrebt fiir > 2 stets nach Un-
endlich. Es gilt also nur noch, die Konstante ¢ € Q zu bestimmen mit

det M =[] (G - &)

i#]

Dazu setzen wir (; = —(’ mit ¢ einer primitiven n-ten Einheitswurzel. Dann folgt
(T+¢)...(T+¢,) =T"—1und (det M) = n"(—1)""" und andererseits

[HG-¢ =11 (c‘ [Ja- G“"))

i#j =1\ j#i

Das Produkt aller n-ten Einheitswurzeln ist nun sicher (—1)"~! und das zweite
Produkt kann berechnet werden als der Wert an der Stelle ¢ = 1 des Polynoms
(t"—1)/(t —1) =t""1+...4+ ¢+ 1. So erhalten wir fiir die gesuchte Konstante
c schlieBlich (—1)""'n™ = (—1)""!'n"c und damit ¢ = 1 wie gewiinscht.

Ubungen

Ubung 7.9.24 (Ableitung und logarithmische Ableitung von Reihen). Gegeben
ein Ring R erkldrt man die formale Ableitung einer Laurentreihe f = > a,t" €
R((t)) durch f" := 3" na,t" . Wieder zeige man Summenregel und Produktregel.
Fir f € 1+ tR[t] und Q C R zeige man zusitzlich (log f) = f'/ f fur log f wie
in ?2.

Erginzende Ubung 7.9.25. Seien P, () nicht konstante Polynome mit Koeffizien-
ten in einem algebraisch abgeschlossenen Korper £ der Charakteristik Null. Man
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Die Determinante dieser Matrix stimmt iiberein mit der Diskriminante des
Polynoms 7" + a; 7" ! + ... + a,,, wie sie in 6.9.15 fiir jedes normierte
Polynom erklért wird. Im iibrigen ist diese Determinante im wesentlichen die
Resultante unseres Polynoms und seiner Ableitung.
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zeige: Haben unsere beiden Polynome dieselben Nullstellen und dieselben ,,Eins-
stellen, gelten also in Formeln fiir die zugehorigen Abbildungen P, Q) : k£ — k
die Gleichheiten P~1(0) = Q'(0) und P~*(1) = Q~'(1) von Teilmengen von
k, so folgt P = (). Hinweis: Fiir d das Maximum der Grade unserer Polynome
zeige man d > |P~1(1) U P=1(0)|. Es folgt, daB P’ viele Nullstellen haben muB.

Ubung 7.9.26. Man zeige: Ein Polynom mit Koeffizienten in einem Korper der
Charakteristik Null ist separabel genau dann, wenn es von keinem Quadrat eines
irreduziblen Polynoms geteilt wird.

Ubung 7.9.27. Seien M O L D K Korper. Man zeige: Ist M/ L separabel und
L/K separabel, so ist M /K separabel. Hinweis: Man ziehe sich zunéchst auf
den Fall endlicher Erweiterungen zuriick und verwende dann 7.9.22, insbesondere
4 = 1, mit N einer Vergroerung von M zu einer normalen Erweiterung von K.

Ergiinzende Ubung 7.9.28. Man zeige: In jeder Korpererweiterung M/ K gibt es
unter allen Zwischenkorpern L C M, die separabel sind iiber K, einen Grof3ten.
Er heif3t der separable Abschlufl von K in M. Hinweis: Man verwende 7.9.27.

Ubung 7.9.29. Eine algebraische Korpererweiterung derart, daB nur die Elemente
des kleinen Korpers iiber diesem separabel sind, heifit rein inseparabel. Man
zeige, daf eine algebraische Erweiterung L/ K eines Korpers K der Charakteristik
p rein inseparabel ist genau dann, wenn fiir jedes Element von L die p"-te Potenz
fiir hinreichend groBes r in K liegt. Salopp gesprochen sind also rein inseparable
Erweiterungen genau die Erweiterungen, die durch die sukzessive Adjunktion p-
ter Wurzeln in Charakteristik p entstehen. Hinweis: 7.9.15.

Ergiinzende Ubung 7.9.30. Man zeige: Ist M/ K eine algebraische Korpererwei-
terung und L. C M der separable Abschlul von K in M, so ist die Korpererwei-
terung M /L rein inseparabel. Hinweis: Man verwende 7.9.27.

Vorschau 7.9.31. Man kann im Fall positiver Charakteristik p > 0 auch fiir jede
Korpererweiterung L/ K die Menge L; aller Elemente von L betrachten, die unter
wiederholtem Anwenden des Frobenius, also unter wiederholtem Bilden der p-ten
Potenz irgendwann einmal in K landen. Dann ist L; der grofte iiber K rein inse-
parable algebraische Unterkorper von L. Auch wenn L/ K algebraisch oder sogar
endlich ist, muB hier L/L; nicht separabel sein. Das gilt jedoch, wenn zusétzlich
L/K eine normale algebraische Korpererweiterung ist, vergleiche 8.1.30.

Ubung 7.9.32. Man zeige fiir jede rein inseparable algebraische Korpererweite-
rung L/K und jede weitere Korpererweiterung N/ K die Abschitzung

|Kring” (L, N)| < 1

Ergiinzende Ubung 7.9.33. Gegeben eine algebraische Korpererweiterung L/K
erkldrt man ihren Separabilititsgrad als [L : K] := [S : K] fur S C L den
separablen Abschlufl von K in L.
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1. Gegeben eine endliche Korpererweiterung L/ K zeige man
[L: K] := supyx |Kring™ (L, N)|

Das Supremum der Zahl moglicher Homomorphismen ist dabei iiber alle
Korpererweiterungen N/K zu bilden und alle Werte in N LI {oo} sind er-
laubt. Hinweis: 7.9.30 und 7.9.32.

2. Man zeige, da3 der Separabilititsgrad im Fall endlicher Korpererweiterun-
gen multiplikativ ist, daB also fiir M//L/K endliche Erweiterungen gilt

M : K|s=[M : L|[L : K]s

Die beiden Identititen aus der vorhergehenden Ubung gelten auch fiir beliebi-
ge algebraische Korpererweiterungen. Um das zu zeigen, mufl man nur wissen,
daB sich jeder Korper in einen algebraisch abgeschlossenen Korper einbetten
146t, und muB sich iiberlegen, daf fiir jede algebraische Korpererweiterung L/ K
und jede algebraisch abgeschlossene Korpererweiterung N/K gilt [L : K]; =
|Kring™ (L, N)|.

Ubung 7.9.34 (Rein inseparable Erweiterungen eines Funktionenkorpers). Sei
k ein vollkommener Korper positiver Charakteristik p > 0 und L/k(T') eine end-
liche rein inseparable Erweiterung seines Funktionenkorpers. So ist unsere Kor-
pererweiterung fiir genau ein ~ € N isomorph zur Korpererweiterung k(X )/k(T)
gegeben durch X ~ T?". Hinweis: Man mag ohne Beschriinkung der Allgemein-
heit [L : k(T)] = p annehmen. Dann iiberlegt man sich, da in k({/T) bereits alle
Elemente von k(7T') eine p-te Wurzel haben.

Ergiinzende Ubung 7.9.35. Gegeben ein Korper k induzieren die Einbettungen
kE[X] — k[X] < k(X)) einen Ringhomomorphismus und nach 2.6.5 eine Ein-
bettung k£(X) — k((X)). Man zeige, daB diese Einbettung im Fall chark = 0
fiir rationale Funktionen, die bei X = 0 keinen Pol haben, durch ein formales
Analogon der Taylorformel beschrieben werden kann. Hierbei gilt es zunéchst,
die Ableitung eines Quotienten vermittels der Quotientenregel zu erkldren.

7.10 Satz vom primitiven Element

Lemma 7.10.1 (Uberdeckung durch affine Teilriiume). Ein Vektorraum oder
allgemeiner ein affiner Raum iiber einem unendlichen Korper kann nicht durch
endlich viele echte affine Teilrdume iiberdeckt werden.

Ergdnzung 7.10.2. Unser Argument zeigt allgemeiner: Ein affiner Raum tiber ei-
nem Korper IF mit mehr als n Elementen, in Formeln |F| > n, kann nie die Verei-
nigung von n echten affinen Teilrdumen sein.
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Ilustration zum Beweis von 7.10.1
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Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch und gehen von einer Uberdeckung
durch moglichst wenige Teilrdume aus. Wir finden also einen Punkt, der im ersten
Teilraum liegt aber nicht in den anderen, und einen weiteren Punkt, der im zweiten
Teilraum liegt aber nicht in den anderen. Eine Gerade durch diese beiden Punkte
trifft jeden unserer Teilrdume in hochstens einem Punkt, hat aber selbst unendlich
viele Punkte. O

Lemma 7.10.3 (Uberdeckung durch Untervektorriume). Ein Vektorraum kann
nie durch endlich viele Untervektorriiume von unendlicher Kodimension iiber-
deckt werden.

Beweis. Sei sonst V' = U; U ... U U, ein Gegenbeispiel mit 7 kleinstmoglich.
Natiirlich gilt notwendig r > 2. Ganz allgemein liefern die offensichtlichen Ab-
bildungen Isomorphismen U, /(U; N U;) = (Uy + U;)/U;. Wiren diese beiden
Riume fiir ein ¢ > 1 endlichdimensional, so hitte mit U; auch U; + U; unendli-
che Kodimension und wir hitten ein noch kleineres Gegenbeispiel gefunden. Das
kann nicht sein, also haben auch alle (U; N U;) mit 4 > 1 unendliche Kodimensi-
on in U; und kdnnen, wieder wegen der Minimalitidt unseres Gegenbeispiels, Uy
nicht iiberdecken. In Formeln folgt

U ¢ | JUs

1>1

Wihlen wir eine Ursprungsgerade GG, so konnen aus demselben Grund auch die
Untervektorrdaume U; + G fiir ¢ > 1 nicht U; iiberdecken. Wihlen wir nun G
mit GNU; = 0und g € G\0, so konnen die U; + G fiir i > 1 den affinen
Teilraum g 4 U; ebensowenig iiberdecken, und damit kann die Vereinigung aller
U; unmoglich ganz V' sein. [

Korollar 7.10.4 (Uberdeckung durch Teilkorper). Ein Kirper kann nicht durch
endlich viele echte Teilkorper iiberdeckt werden.

Beweis im Fall von Charakteristik Null. Jeder Unterkorper ist in diesem Fall ein
Q-Untervektorraum, und wir wissen bereits aus 7.10.1, daB ein (Q-Vektorraum
nicht durch endlich viele echte Untervektorrdume iiberdeckt werden kann. U]

Beweis im Fall eines endlichen Korpers. Ein endlicher Korper kann nicht durch
echte Teilkorper tiberdeckt werden, da seine multiplikative Gruppe nach 3.4.17
zyklisch ist. ]

Beweis im Fall eines unendlichen Korpers positiver Charakteristik. Jeder echte Teil-
korper eines unendlichen Korpers ist entweder unendlich oder endlich und hat in
beiden Fillen als Untervektorraum in Bezug auf den Primkorper unendliche Ko-
dimension. Die Behauptung folgt so aus unserem Lemma 7.10.3, nach dem ein
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Vektorraum nicht durch endlich viele Untervektorraume von unendlicher Kodi-
mension iiberdeckt werden kann. O]

Proposition 7.10.5 (Unterscheidung von Korperhomomorphismen). Gegeben
Korpererweiterungen L/ K und M /K desselben Grundkérpers K und endliche
viele paarweise verschiedene Homomorphismen o, . . ., o, € Kring® (L, M) von
Korpererweiterungen gibt es stets ein Element o € L, dessen Bilder o;(«) unter
unseren Korperhomomorphismen paarweise verschieden sind.

Beweis. Sicher ist L;; := { € L | 0,(8) = 0;(B)} stets ein Teilkorper von L
und ist fiir ¢ # j ist L;; sogar ein echter Teilkorper von L. Da ein Korper nach
7.10.4 nicht durch endlich viele echte Teilkorper iiberdeckt werden kann, gibt es
stets ein o € L\ U Lij- N

Korollar® 7.10.6 (Teilkorper und Primitivitit). Eine Korpererweiterung ist ge-
nau dann endlich und primitiv, wenn sie nur endlich viele Zwischenkorper zuldpft.

Beweis. LiBt eine Korpererweiterung L/ K nur endlich viele Zwischenkorper zu,
so kann sie von ihren echten Zwischenkorpern nach 7.10.4 nicht iberdeckt wer-
den. Also gibt es ein @ € L, das in keinem echten Zwischenkorper liegt. Dann
gilt notwendig L = K(«a) und es ist leicht zu sehen, daB8 « nicht transzendent
sein kann. Ist umgekehrt L = K(«a) eine primitive endliche Korpererweiterung,
so betrachten wir die Abbildung

Zwischenkorper M, Normierte Teiler in L[ X]
KcMcK(a) des Minimalpolynoms irr(c, K)

M — irr(ov, M)

Es reicht zu zeigen, daf sie injektiv ist. In der Tat wird aber M iiber K bereits
von den Koeffizienten des Minimalpolynoms irr(c, M) erzeugt, denn fiir den von
diesen Koeffizienten iiber K erzeugten Teilkorper M’ C M gilt [L : M'] =
grad(Irr(a, M)) = [L : M]. Da jedes Polynom nur endliche viele normierte
Teiler besitzt, folgt die Behauptung. [

Satz* 7.10.7 (vom primitiven Element). Ist L /K eine endliche separable Kir-
pererweiterung, so gibt es ein Element o € L mit L = K(«).

Beweis. Nach 7.8.24 konnen wir L vergroBern zu einer normalen Erweiterung N
von K. Wegen der Separabilitit von L/K gibt es dann nach 7.9.22 genau [L : K]
Korperhomomorphismen iiber K von L nach N, in Formeln

|Kring” (L, N)| = [L : K]
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Nach 7.10.5 gibt es Elemente a € L derart, daB die o(«) fiir 0 € Kring™ (L, N)
paarweise verschieden sind. Gegeben solch ein « liefert die Restriktion eine Injek-
tion Kring®™ (L, N) — Kring® (K («), N), denn verschiedene o # 7 links bilden
auch schon unser « auf verschiedene Elemente von N ab. Die Identitidt L = K ()
folgt dann unmittelbar aus der Kette von Gleichungen und Ungleichungen

[L: K] = |Kring® (L, N)| < |[Kring® (K (a),N)| < [K(a): K] < [L: K] O

Lemma* 7.10.8 (Uberdeckung durch Nebenklassen). Eine abelsche Gruppe
kann nicht durch endlich viele Nebenklassen zu Untergruppen von unendlichem
Index iiberdeckt werden.

Erginzung 7.10.9. Dies Lemma ist eine gemeinsame Verallgemeinerung unserer
beiden Lemmata 7.10.1 und 7.10.3 vom Beginn dieses Abschnitts, aber abgesehen
davon fiir uns nicht von Belang. Noch stirker gilt sogar: Eine Uberdeckung einer
Gruppe durch endlich viele Linksnebenklassen bleibt eine Uberdeckung, wenn
wir daraus alle Linksnebenklassen zu Untergruppen von unendlichem Index weg-
lassen. Diese Aussage wird als Neumann’s Lemma zitiert. Bernhard Neumann
studierte in den dreiliger Jahren Mathematik in Freiburg und Berlin. Die Macht-
tibernahme durch die Nationalsozialisten trieb ihn in die Emigration.

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch und gehen von einem Gegenbei-
spiel einer Uberdeckung durch méglichst wenige Nebenklassen aus. Bezeichne
bei so einem Gegenbeispiel G unsere abelsche Gruppe und Hy, Hy,...,H, C G
unsere iiberdeckenden Nebenklassen. Die zugehdrigen Untergruppen notleren wir
Hy, Hy, ..., H,. Fir alle i diirfen wir |(H0 + H)/H| € {1, 00} annehmen, in-
dem wir andernfalls fiir alle ¢ mit |(H0 + H; ) /H;| < oo die Nebenklasse H; von
H zur Nebenklasse Ho + H; von Ho + H vergrofern und beachten, daf} die
Untergruppe Hy + H; in diesem Fall immer noch unendlichen Index in G hat.
Weiter konnen unsere Nebenklassen nicht alle Nebenklassen unter derselben Un-
tergruppe sein, wir diirfen also H, 04 H; annehmen. Da wir von einem kleinsten
Gegenbeispiel ausgegangen waren, finden wir g € H;\ |, 41 Hi. Wegen g ¢ Hy
giltg—i—ﬁg Cc HHUH,U...U H, alias

mcU( mm)

Hier sind aber die (H; — g) N FIO entweder leer oder Nebenklassen unter FIi N FIO,
das wegen |(H, + H;)/H;| = |Ho/(H; N Hy)| € {1, 00} jeweils entweder ganz
H, ist oder eine Untergruppe von unendlichem Index. Ersteres kann nicht passie-
ren, da g + ﬁo in keinem der H; enthalten ist. Wir hitten also ein noch kiirzeres
Gegenbeispiel konstruiert, und dieser Widerspruch zeigt das Lemma. [
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7.11 Algebraischer Abschluf3*

7.11.1. In der Literatur ist es iiblich, sich bei der Entwicklung der Korpertheo-
rie stark auf den Satz von der Existenz eines algebraischen Abschlusses zu stiit-
zen. Das hat meines Erachtens den Nachteil, da3 der Beweis dieses Satzes das
Zorn’sche Lemma ?? benotigt, dessen Herleitung aus dem a priori anschaulich
besser motivierten Auswahlaxiom nicht ganz einfach ist. Um die Entwicklung
der Grundlagen der Algebra von diesen Schwierigkeiten bei der Formalisierung
der Mengenlehre zu entlasten, entwickle ich in diesem Text die Grundziige der
Korpertheorie unabhingig vom Satz iiber die Existenz eines algebraischen Ab-
schlusses. Ich diskutiere den Satz und seinen Beweis hier nur, damit weiterfiih-
rende Vorlesungen darauf zuriickgreifen konnen. Der folgende Abschnitt ist also
fiir die weitere Entwicklung dieser Vorlesung unerheblich und kann ohne Schaden
iibersprungen werden.

7.11.2. Ich erinnere daran, dal eine Korpererweiterung nach 7.8.18 algebraisch
heifit, wenn alle Elemente der Erweiterung algebraisch sind iiber dem Grundkor-
per. Ich erinnere daran, daB eine Korpererweiterung L/K korperendlich heiBt,
wenn der Erweiterungskorper iiber dem Grundkorper als Korper endlich erzeugt
ist.

Satz 7.11.3 (iiber algebraische Korpererweiterungen). 1. Jede korperendli-
che algebraische Korpererweiterung ist endlich;

2. Sei L/ K eine Kirpererweiterung. Diejenigen Elemente von L, die algebra-
isch sind tiber K, bilden einen Unterkorper von L;

3. Seien M D L D K Korper. Ist M algebraisch iiber L und L algebraisch
iiber K, so ist M algebraisch iiber K.

Beweis. 1. Sei L = K(ay,...,q,). Sind alle o; algebraisch tiber K, so sind sie
erst recht algebraisch iiber K («, ..., a;_1). Wir betrachten die Korperkette

KCK(OQ) CK(OQ,CKQ) C... CK(O&l,...,Oén):L

Da hier alle Schritte endlich sind nach 7.4.7, ist auch L/K endlich nach der Mul-
tiplikativitidt des Grades 7.4.11.

2. Sind avund 5 € L algebraisch iiber K, so haben wir [K («a, #) : K] < oo nach
Teil 1. Mithin sind alle Elemente von K («, 3) algebraisch iiber K nach 7.4.7.

3. Fiir o € M betrachten wir die Koeffizienten (3, . .., 3, € L seines Minimalpo-
lynoms iiber L. Dann ist v sogar algebraisch iiber K (5o, ..., 3,). Der Turm von
endlichen Korpererweiterungen

KCK(ﬁo,...,BT)CK(ﬂQ,...,ﬂr,O{)

247



zeigt damit, da} « algebraisch ist tiber K. [

Definition 7.11.4. Ein algebraischer Abschluf} eines Korpers ist eine algebrai-
sche Erweiterung unseres Korpers durch einen algebraisch abgeschlossenen Kor-
per.

Satz 7.11.5 (iiber den algebraischen AbschluB}). Jeder Korper besitzt einen al-
gebraischen Abschluf, und dieser algebraische Abschluf3 ist eindeutig bis auf im
allgemeinen nicht eindeutigen Isomorphismus von Korpererweiterungen.

7.11.6. Wegen dieser partiellen Eindeutigkeit erlaubt man sich meist den be-
stimmten Artikel und eine Notation und spricht von dem algebraischen Abschluf3
eines Korpers K und notiert ihn

K

Ein algebraischer Abschluf}l von R wire etwa der Korper C, wie wir ihn in 1.1.4
als Teilring des Rings der reellen (2 x 2)-Matrizen eingefiihrt haben, mit der dort
konstruierten Einbettung von R. Ein weiterer algebraischer Abschlufl wére der
wie in ?? zu K = R durch das explizite Erkliren einer Multiplikation auf R?
konstruierte Korper, wieder mit der dort konstruierten Einbettung von R. Sicher
sind diese beiden Korpererweiterungen von R isomorph, aber es gibt zwischen
thnen sogar genau zwei Isomorphismen, von denen keiner ,,besser* ist als der
andere. Die grofite separable Teilerweiterung in einem algebraischen Abschluf}
eines Korpers nennt man seinen separablen Abschluf3.

Beweis. Gegeben ein Korper K konstruiert man ohne Schwierigkeiten eine Men-
ge (2, deren Kardinalitidt echt groBer ist als die Kardinalitéit jeder algebraischen
Erweiterung von K in dem Sinne, dal3 es fiir keine algebraische Erweiterung von
K eine surjektive Abbildung nach 2 gibt. Die Menge 2 = P(K[X] x N) wire
etwa eine Moglichkeit: Jedes Element einer algebraischen Erweiterung L von K
ist ja eine von endlich vielen Nullstellen eines Polynoms aus K [X], so daB wir un-
ter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms eine injektive Abbildung L — K[X] x N
finden konnen. Die Existenz einer Surjektion L. — (2 stiinde damit im Wider-
spruch zu ??, wonach es keine Surjektion K[X]| x N — P(K[X]| x N) geben
kann. Jetzt betrachte man die Menge aller Tripel (M, s, p) bestehend aus einer
Teilmenge M C (2, einer Struktur s eines Korpers darauf und einem Koperho-
momorphismus ¢ : K — M, beziiglich dessen M algebraisch ist iiber K. Nach
dem Zorn’schen Lemma ?? existiert beziiglich der offensichtlichen Ordnungsre-
lation ein maximales derartiges Tripel, und bei solch einem maximalen Tripel
ist M notwendig algebraisch abgeschlossen: Sonst konnten wir ndmlich mit der
Kronecker-Konstruktion 7.7.7 eine endliche Erweiterung L /M von M finden und
die Einbettung M < (2 zu einer Einbettung von Mengen L — () ausdehnen —
hier verwenden wir implizit nocheinmal das Zorn’sche Lemma, nach dem es eine
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maximale Ausdehnung auf eine Teilmenge von L geben mulf, die aber nicht sur-
jektiv sein kann und deshalb bereits auf ganz L definiert sein muf3. So erhielten
wir ein noch groBeres Tripel und dieser Widerspruch zeigt die Existenz. Seien nun
K — K und K < E zwei algebraische Abschliisse von K. Nach Proposition
7.11.7 iiber Ausdehnungen von Korpereinbettungen, die wir im Anschlufl bewei-
sen, 146t sich die Identitéit auf K fortsetzen zu einem Korperhomomorphismus
¢ : K — E. Er ist natiirlich injektiv und liefert fiir jedes Polynom P € K[X]
eine Bijektion zwischen den Nullstellen von P in K und den Nullstellen von P in
E'. Folglich muB er auch surjektiv sein. 0

Alternativer Beweis fiir die Existenz eines algebraischen Abschlusses. Dieser Be-
weis basiert auf Grundkenntnissen iiber maximale Ideale, die in dieser Vorlesung
nicht behandelt wurden, genauer auf ?? und ??. Sei K unser Korper. Wir betrach-
ten die Menge S = K[X]\K aller nicht konstanten Polynome mit Koeffizienten
in K und bilden den riesigen Polynomring

R = K[X{|fes

Hier gibt es also fiir jedes nichtkonstante Polynom f aus K[ X]| eine eigene Varia-
ble X . In diesem riesigen Polynomring betrachten wir das Ideal a C R, das von
allen f(Xy) erzeugt wird, und zeigen a # R. Sonst konnten wir namlich 1 € R
schreiben als eine endliche Summe

1= g1 f(Xy)

feE

fir £ C S endlich und geeignete gy € R. Nun gibt es nach 7.7.4, angewandt auf
das Produkt der f aus F, eine Korpererweiterung L von K derart, daB§ alle f aus
E in L eine Nullstelle ooy € L haben. Fiir die tibrigen f € .S wihlen wir Elemente
oy € L beliebig und betrachten den Einsetzungshomomorphismus

p: R — L
Xfl—>0./f

Dieser Ringhomomorphismus mii3te nun die Eins in R auf die Null in L abbilden
und das kann nicht sein. Folglich gilt a # R und es gibt nach ?? ein maximales
Ideal m D a. Dann ist K; = R/m nach ?? ein Korper, und jedes nichtkonstante
Polynom f € K[X]\K hat eine Nullstelle in K7, ndmlich die Nebenklasse von
X. Iterieren wir diese Konstruktion, so erhalten wir ein Kette von Korpern

K=Ky— K — Ky, — ...

derart, daB3 jedes nichtkonstante Polynom mit Koeffizienten in K; eine Nullstelle
hat in K. Die aufsteigende Vereinigung | J;°, K; ist dann ein algebraisch ab-
geschlossener Korper, der K enthilt. Eigentlich hatte ich versprochen, beliebige
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Vereinigungen nur zu bilden von Systemen von Teilmengen einer bereits ander-
weitig bekannten Menge, und recht eigentlich miissen unsere Inklusionen auch
keine Einbettungen von Teilmengen sein. Wenn Sie es so genau nehmen, muf3
ich daran erinnern, da} wir disjunkte Vereinigungen von beliebigen Familien von
Mengen erlaubt hatten. Dann kann ich mich darauf zuriickziehen, daf hier ei-
gentlich der Quotient der disjunkten Vereinigung | |;°, K; nach derjenigen Aqui-
valenzrelation gemeint sein soll, die erzeugt wird durch die Bedingung, daf3 fiir
alle ¢ jedes « € K dquivalent sein soll zu seinem Bild in ;. Formal ist diese
Konstruktion ein Spezialfall der allgemeinen Konstruktion eines ,,Kolimes in der
Kategorie der Mengen®, wie Sie ihn in ?? in voller Allgemeinheit kennenlernen
konnen. ]

Proposition 7.11.7 (Ausdehnung von Korpereinbettungen). Eine Einbettung
eines Korpers in einen algebraisch abgeschlossenen Korper lifst sich auf jede
algebraische Erweiterung unseres urspriinglichen Korpers ausdehnen.

7.11.8. Ist also in Formeln K — L eine algebraische Korpererweiterung, so 148t
sich jede Einbettung K — F' von K in einen algebraisch abgeschlossenen Korper
F' ausdehnen zu einer Einbettung L. — F'. Es reicht hier sogar, wenn wir von
F nur fordern, daf die Minimalpolynome Irr(«, K') aller Elemente « irgendeines
Erzeugendensystems von L iiber K vollstindig in Linearfaktoren zerfallen, sobald
wir sie als Polynome in F'[X| betrachten.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir X' C L annehmen.
Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es unter allen Zwischenkorpern M mit X' C
M C L, auf die sich unsere Einbettung K — F' fortsetzen 146t, mindestens einen
Maximalen. Ich behaupte M = L. Sonst gibe es nidmlich a € L\ M, und dies «
wiire algebraisch iiber M, mit Minimalpolynom f € M[X]. Die Minimalpolynom
hitte eine Nullstelle 8 € F', und nach Proposition 7.8.9 iiber das Ausdehnen auf
primitive Erweiterungen konnten wir dann M — F' fortsetzen zu einer Einbettung
M (o) = F, o — [ im Widerspruch zur Maximalitit von M. O

7.11.9. Der algebraische Abschluf} des Korpers (Q der rationalen Zahlen ist ab-
zdhlbar nach 7.8.25.

Beispiel 7.11.10 (Algebraischer Abschlufl endlicher Korper). Einen algebrai-
schen AbschluB eines endlichen Primkdrpers [F,, konnen wir wie folgt konstruie-
ren: Wir wihlen eine Folge (0), (1), ... von natiirlichen Zahlen so, daB} jeweils
gilt 7(i)|r(i + 1) und daB jede natiirliche Zahl eines unserer Folgenglieder teilt.
Dann haben wir nach 7.7.13 Einbettungen Fpm-) — Fpr(m) und die aufsteigende
Vereinigung

o0
F, = U F
=0
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ist offensichtlich ein algebraischer Abschlu3 von [F,,. Wie diese aufsteigende Ver-
einigung ganz genau zu verstehen ist, hatte ich bereits zu Ende des alternativen
Beweises fiir die Existenz eines algebraischen Abschlusses 7.11.5 erldutert. Der
Nachweis, dal wir so in der Tat einen algebraischen Abschluf3 von IF,, erhalten, ist
nicht schwer und bleibe dem Leser iiberlassen.

7.11.11. Ich erinnere an dem Korper C((¢)) der formalen Laurentreihen mit kom-
plexen Koeffizienten aus 2.3.41.

Satz 7.11.12 (Algebraischer AbschluBl des Laurentreihenkorpers). Der in hof-
fentlich offensichtlicher Weise prdzise zu definierende Korper

U c@)y

YEN>

der Puiseux-Reihen mit komplexen Koeffizienten ist algebraisch abgeschlossen
und damit der algebraische Abschlufs des Korpers der formalen Laurentreihen

C((t) = Quot C[1].

7.11.13. Analoges gilt, wenn wir C durch einen beliebigen algebraisch abge-
schlossenen Korper der Charakteristik Null ersetzen.

Beweis. Das folgt sofort aus dem im Anschlufl bewiesenen Lemma 7.11.15. [

7.11.14. Die obige Konstruktion kann auch fiir einen beliebigen Koeffizientenring
k durchgefiihrt werden. Wir erhalten so den Ring der Puiseux-Reihen mit Ko-
effizienten in £. Fiir eine formal befriedigende Definition mag man sich auf das
allgemeine Konzept eines ,,Kolimes von Mengen* aus ?? stiitzen.

Lemma 7.11.15 (Nullstellen von Polynomen in Laurentreihen). Seien k = k
ein algebraisch abgeschlossener Korper, P € k[t]|[X] ein Polynom mit Koeffizi-
enten im Potenzreihenring iiber k, und \ € k eine n-fache Nullstelle von seinem
Bild P € k[X]. Wird n nicht von der Charakteristik unseres Korpers geteilt, so
besitzt P fiir geeignetes v mit 1 < v < n eine Nullstelle in \ + t'/7k[t'/7].

7.11.16. Wir erlauben hier nur Nullstellen endlicher Ordnung und machen insbe-
sondere keine Aussage fiir den Fall, daB P € k[X] das Nullpolynom ist. Mit dem
Symbol k[t!/7] ist der Ring k[s] gemeint mit seiner durch ¢ > s7 gegebenen Ein-
bettung von k[t]. Ich bin verbliifft, daB mir der Beweis auch fiir nicht notwendig
normiertes P zu gelingen scheint.

Beweis. Indem wir X durch X + ) substituieren, diirfen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit A = 0 annehmen. Nach unseren Annahmen hat P dann die
Gestalt

PX)=as+a X +...+a, X"+ ... +ayX"
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mit ag, . .., a,—1 € tkt] und a,, € k> +tk[t]. Wir verwenden nun die Bewertung
v : k[t] = NU {co}, die jeder Potenzreihe a den Grad ihres Terms niedrigster
Ordnung v(a) := sup{v | t“|a} zuordnet. Im Spezialfall v(ag) = 1 alias ay €
k>t + t2k[¢t] fiihrt fiir unsere Nullstelle der Ansatz

,ultl/" +,LL2t2/n + ...

mit p1; € k zum Ziel. Ist etwa ag € aot + t*k[t] und a,, € a, + tk[t], so erhal-
ten wir die Gleichung ay + a,u7 = 0 und konnen dazu eine Losung 1; finden,
die notwendig verschieden ist von Null. Dann erhalten wir leicht induktiv eines
unserer 4; aus den Vorhergehenden: Der wesentliche Punkt ist dabei, dal} in einer
Entwicklung

(pat /™ + h)" = pt 4+ (npt VM 4

der Koeffizient des linearen Terms nicht Null ist. Im etwas allgemeineren Fall,
daB fiir das kleinste & < n mit a; # 0 auch die Bewertung b := v(a;) minimal
ist unter den Bewertungen der Koeffizienten v(ay), . .., v(a,_1), miissen wir ,,in
erster Niherung* eine Losung der Gleichung a,t°X* + @, X™ = 0 finden, mit
der Notation a € k> fiir den Koeffizienten der ¢-Potenz niedrigsten Grades in
a € k[t]\0. Solch eine Losung finden wir in der Form p1t® mit o = b/(n — k),
und wir finden sogar eine von Null verschiedene Losung mit 1; € £*. Dann fiihrt
dhnlich der Ansatz

,ulta + M2ta +1/(n—k) + ,ugta +2/(n—k) 4+

fiir eine Nullstelle mit jo, 43, ... € k zum Erfolg. Um schlieBlich unser Problem
in voller Allgemeinheit zu 16sen, diirfen wir ohne Beschriankung der Allgemein-
heit ag # 0 annehmen, da ja sonst die Null von k[t] bereits eine Losung ist. Dann
suchen wir das Minimum « der v(ax)/(n — k) mit 0 < k < n, es werde et-
wa an den Stellen 7, j, . .., [ angenommen, und miissen ,,in erster Ndherung* eine
Losung der Gleichung

ait" X a I X gt X 4G, X" =0
finden. Wegen v(a;) + ia = v(a;) + ja = ... = v(q;) + lae = no finden wir
mit dem Ansatz X = p;t* eine Losung dieser Gleichung, und zwar sogar eine

Losung mit p; € k*. Ist nun v der Nenner von « in seiner maximal gekiirzten
Darstellung, so fiihrt wieder der Ansatz

pat® ot T gt T2 4

und induktiv zu bestimmenden s, i3, . . . € k zum Erfolg. [
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Definition 7.11.17. Seien K ein Korper und P C K[X]\0 ein Menge von von
Null verschiedenen Polynomen. Unter einem Zerféillungskorper von P verste-
hen wir eine Korpererweiterung L/ K derart, daB (1) jedes Polynom P € P in
L[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt und daf (2) der Korper L tiber K er-
zeugt wird von den Nullstellen der Polynome P € P.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 7.11.18. Man zeige, daB eine Korpererweiterung L/ K normal
ist genau dann, wenn sie der Zerfillungskorper einer Menge von Polynomen P C
K[X]\0 ist. Hinweis: Man kopiere den Beweis von 7.8.23. Bei Punkt 3 dort reicht
es, fiir M einen algebraischen Abschlufl von K zu betrachten.

Ubung 7.11.19. Gegeben ein endlicher Korper ist die multiplikative Gruppe sei-
nes algebraischen Abschlusses in unkanonischer Weise isomorph zur Gruppe aller
Elemente von Q/Z, deren Ordnung teilerfremd ist zur Charakteristik unseres Kor-
pers.

Ubung 7.11.20. Ist L/K eine Korpererweiterung durch einen algebraisch abge-
schlossenen Korper, so bilden die iiber K algebraischen Elemente von L einen
algebraischen Abschlul3 von K.

Ubung 7.11.21. Sei L/K eine Korpererweiterung durch einen algebraisch abge-
schlossenen Korper. Man zeige, dall jede normale Korpererweiterung von K als
Korpererweiterung von K isomorph ist zu genau einem Unterkorper M C L mit
M D K.

7.12 Schiefkorper iiber den reellen Zahlen*

7.12.1. Der Inhalt des folgenden Abschnitts ist fiir die weitere Entwicklung die-
ser Vorlesung nicht von Belang. Die Thematik schien mir jedoch zu interessant,
um sie ganz auszulassen. Anwendungen ergeben sich insbesondere in der Darstel-
lungstheorie endlicher Gruppen und allgemeiner in der abstrakten Theorie nicht
notwendig kommutativer Ringe, in der Schiefkorper eine wichtige Rolle spielen.
Unter einem Schiefkorper verstehen wir wie in ?? einen Ring R, der nicht der
Nullring ist, und in dem alle von Null verschiedenen Elemente Einheiten sind.

Proposition 7.12.2 (Schiefkorper iiber den reellen Zahlen). Jede endlichdimen-
sionale R-Ringalgebra, die ein Schiefkorper ist, ist als R-Ringalgebra isomorph
zu R, C, oder zum Schiefkorper H der Quaternionen aus 2.7.4.

Ergdnzung 7.12.3. Statt endlicher Dimension iiber R brauchen wir sogar nur an-
zunehmen, daf} unsere Ringalgebra als R-Vektorraum abzihlbar erzeugt ist. Der-
selbe Beweis funktioniert, da wir etwa nach 7.3.12 wissen, da} auch jede Erwei-
terung abzédhlbarer Dimension von R bereits algebraisch ist.
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Beweis. Sei K unsere R-Ringalgebra. Die Struktur als R-Ringalgebra liefert uns
einen eindeutig bestimmten Homomorphismus von R-Ringalgebren R — /K, der
wegen K # 0 sogar injektiv sein mufl. Wir fassen ihn von nun an zur Verein-
fachung der Notation als die Inklusion einer Teilmenge R C K auf. Gegeben
a € K\R konnen wir unsere Einbettung R < K zu einer Einbettung C — K
fortsetzen, deren Bild « enthilt: In der Tat ist die R-Ringalgebra R[] notwendig
eine echte algebraische Korpererweiterung von R und mufl nach 7.8.29 also iso-
morph sein zu C. Um die Notation nicht unnétig aufzubldhen, denken wir uns von
nun an vermittels dieser Einbettung C als einen Teilkorper C C K. Jetzt machen
wir K zu einem C-Vektorraum durch Multiplikation von links. Die Multiplikation
mit i € C von rechts wird dann ein C-linearer Endomorphismus J € End¢ K mit
J? = —idg. Als Endomorphismus endlicher Ordnung ?? oder einfacher als En-
domorphismus der Ordnung vier ist er diagonalisierbar nach ?? und liefert wegen
J? = —id eine Zerlegung K = K™ @& K~ mit K* = {a € K |ia = £ai}. Nun
ist K ein endlichdimensionaler Schiefkorper iiber C mit C im Zentrum, woraus
sofort folgt K = C. Gilt K # C, so gibt es nach dem Beginn des Beweises auch
in K~ @ R ein Element j mit Quadrat —1. Setzen wir j = § + c anmit § € K~
und o € R, so folgt —1 = j> = 32 + 2a3 + a2 mit dem ersten und letzten Term
in K und dem mittleren Term in K. Damit folgt 2«5 = 0 und dann o = 0 und
man erkennt j € K . Fiir jedes von Null verschiedene j € K~ induziert aber die
Multiplikation mit j von rechts einen Isomorphismus K+ = K. Der Rest des
Arguments kann dem Leser iiberlassen bleiben. [

Ergdnzung 7.12.4. Eine Kompositionsalgebra ist ein reeller endlichdimensio-
naler euklidischer Vektorraum V' zusammen mit einer bilinearen Abbildung p :
V x V — V derart, daB gilt ||u(v,w)| = ||v] - [Jw| Vov,w € V. Topologische
Methoden zeigen, daf} die Dimension eine Bijektion

Kompositionsalgebren mit Einselement,
bis auf Isomorphismus

} = {0,1,2,4,8}

liefert. Die fraglichen Kompositionsalgebren sind 0, R, C, H und die sehr merk-
wiirdige Struktur der sogenannten Oktaven O, auch genannt Oktonionen oder
Cayley’sche Zahlen, bei denen die Multiplikation nicht mehr assoziativ ist. Zur
Konstruktion dieser Struktur erinnern wir aus 2.7.7 den dort ausgezeichneten Iso-
morphismus H = HC°PP, ¢ — ¢ und setzen O := H x H mit der nicht-assoziativen
Multiplikation (a, b)(z,y) = (ax — yb, bZ + ya). Mehr dazu findet man etwa bei

[ I

Ubungen

Erginzende Ubung 7.12.5. Man zeige mit Hilfe der Oktaven: Sind zwei natiirliche
Zahlen jeweils eine Summe von acht Quadraten, so auch ihr Produkt.
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8 Galoistheorie

8.1 Galoiserweiterungen

Definition 8.1.1. Ein Isomorphismus von einem Korper zu sich selbst heif3t auch
ein Automorphismus unseres Korpers. Gegeben eine Korpererweiterung L /K
heiBt die Gruppe aller Kérperautomorphismen von L, die K punktweise festhal-
ten, die Galoisgruppe Gal(L/K) der Korpererweiterung L/ K.

8.1.2. Sprechen wir von der Galoisgruppe eines Polynoms oder genauer von der
Galoisgruppe tiber einem Korper K eines Polynoms P € K|[T], so meinen wir
die Galoisgruppe seines Zerfillungskorpers L/ K.

Erginzung 8.1.3. Bezeichnet Ring die Kategorie der Ringe und Ring”® die Ka-
tegorie der Ringe unter K, so konnen wir die Galoisgruppe in kategorientheo-
retischer Notation schreiben als Gal(L/K) = (Ring™)*(L) und im Fall einer
endlichen Erweiterung als Gal(L/K) = Ring”™ (L, L), da dann alle Kérperhomo-
morphismen iiber K von L in sich selber bereits [Isomorphismen sind.

Beispiele 8.1.4. Gal(C/R) ist eine Gruppe mit zwei Elementen, der Identitit und
der komplexen Konjugation. Betrachten wir in R die dritte Wurzel /2 von 2, so
besteht Gal(Q(+/2)/Q) nur aus der Identitit, denn jeder Kérperhomomorphismus
Q(v2) — Q(¥/2) muB die einzige Losung der Gleichung #* = 2 in diesem
Korper auf sich selbst abbilden.

Lemma 8.1.5. Der Grad einer Korpererweiterung ist eine obere Schranke fiir die
Kardinalitiit ihrer Galoisgruppe. Ist also in Formeln L] K unsere Korpererweite-
rung, so gilt in N U {oo} die Ungleichung

| Gal(L/K)| < [L: K]

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 7.8.15, nach dem sogar die Zahl der Korper-
homomorphismen iiber K von L in einen beliebigen weiteren Korper M iiber K
beschrinkt ist durch der Erweiterunggrad, | Ring” (L, M)| < [L : K]. O

Vorschau 8.1.6. Aus dem im Anschluf3 bewiesenen Satz 8.1.12 folgt unmittelbar,
daf fiir den Fall einer endlichen Korpererweiterung die Kardinalitidt der Galois-
gruppe sogar den Grad der Korpererweiterung teilen muf3, in Formeln

|Gal(L/K)| | [L: K]

Proposition 8.1.7. Ist q eine Primzahlpotenz und r > 1, so ist die Galoisgrup-
pe Gal(F,-/F,) eine zyklische Gruppe der Ordnung r, erzeugt vom Frobenius-
Homomorphismus

F:Fp =Fp, a—al
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8.1.8. In 2.2.36 hatten wir bereits einen Frobenius-Homomorphismus eingefiihrt.
Der Frobenius-Homomorphismus hier ist seine [-te Potenz fiir [ gegeben durch
q = p' mit p prim.

Beweis. Sicher erzeugt F'in der Galoisgruppe eine zyklische Untergruppe der Or-
dung . Nach dem vorhergehenden Satz 8.1.5 hat die Galoisgruppe jedoch hochs-
tens r Elemente. 0

Definition 8.1.9. Eine Korpererweiterung L/K heifit eine Galoiserweiterung
oder kurz Galois, wenn sie normal und separabel ist.

8.1.10. Gegeben eine endliche Galoiserweiterung L/K gilt fiir die Kardinalitit
der Galoisgruppe die Identitit

|Gal(L/K)| = [L : K]

In der Tat gibt es nach (7.9.22, 1 = 3) fiir L endlich, separabel und normal
iiber K genau [L : K| Korperhomomorphismen L — L iiber K. Als Korper-
homomorphismen sind diese natiirlich injektiv, und wegen der Gleichheit der K-
Dimensionen sind sie dann auch surjektiv. In 8.1.14 werden wir im iibrigen zeigen,
daB umgekehrt eine endliche Korpererweiterung L/ K mit | Gal(L/K)| = [L : K]
auch notwendig bereits Galois ist.

8.1.11. Operiert eine Gruppe G auf einer Menge X, so schreiben wir ganz all-
gemein X fiir die Menge der Fixpunkte. Ist speziell X ein Koérper L und G
eine Gruppe von Korperautomorphismen von L, so ist LS C L offensichtlich ein
Unterkorper von L. Er heif3t der Fixkorper von G.

Satz 8.1.12 (Galoiserweiterungen durch Gruppenoperationen). Seien L ein
Korper, G eine endliche Gruppe von Automorphismen von L und LE der Fixkor-
pervon G. So gilt:

1. Jedes Element oo € L ist algebraisch iiber L® und sein Minimalpolynom
iiber L wird gegeben durch die Formel

Irr(a, LY) = H (X —p)

BeGa

2. Die Kirpererweiterung L/ LC ist eine endliche Galoiserweiterung vom Grad
[L : LY] = |G| mit Galoisgruppe Gal(L/L%) = G.

Beweis. Wir setzen L% = K. Schreiben wir [[; (X — ) = > a; X", so gilt
fiir jedes Element ¢ € G die von der Mitte her zu entwickelnde Gleichungskette

Y oola)xi=[[(X-0®)= [ (X =8) =D aX

BEGa BEGa
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Also gehort unser Produkt zu K[X]. Es teilt das Minimalpolynom Irr(«, K), da
es bei « verschindet. Es wird aber auch von fraglichem Minimalpolynom geteilt,
da ja mit « auch alle o(«) fiir o € G Nullstellen des besagten Minimalpolynoms
sein miissen. Da unser Produkt ebenso wie das Minimalpolynom normiert ist,
miissen diese beiden Polynome iibereinstimmen und der erste Punkt ist erledigt.
Per definitionem ist dann L /K normal und separabel, also Galois. Als nichstes
zeigen wir die Identitit

[L: K] =|G]|
Zunichst bemerken wir dazu, da3 es nach Proposition 7.10.5 tiber die Unterschei-
dung von Koérperhomomorphismen, ein o € L gibt mit |Ga| = |G|. Unsere Be-

schreibung des Minimalpolynoms von « iiber K zeigt [K(«) : K] = |G|. Fir
[ € L ist aber auch K («, 3) eine endliche separable Erweiterung von K und
nach dem Satz vom primitiven Element 7.10.7 gibt es v mit K («, 5) = K(v).
Aus grad(Irr(v, K)) < |G| folgt dann K () = K(«) und damit 5 € K(«). Ins-
gesamt folgt K (o) = Lund [L : K| = [K(«) : K] = |G|. Mit dieser Erkenntnis
bewaffnet folgern wir schlieBlich die Gleichheit G = Gal(L/K) ohne weitere
Schwierigkeiten aus der Ungleichungskette

G < [Gal(L/K)| < [L: K] = |G|

Hier kommt die mittlere Ungleichung von 8.1.5 her und wir miissen unsere Er-
kenntnis 8.1.10, daf sie im Fall endlicher Galois-Erweiterungen sogar eine Gleich-
heit ist, gar nicht bemiihen. [

Alternative zum Beweis der Abschiitzung [L : L¢] < |G|. Wir konnen hier alter-
nativ auch durch Widerspruch mit dem Satz iiber die lineare Unabhéngigkeit von
Charakteren argumentieren. Nehmen wir an, die Elemente von G seien o, . .., 0,
und es gebe in L eine um Eins groBere iiber K := L linear unabhiingige Familie
Zo, - . ., ,. In der Matrix der o;(z;) sind dann notwendig die Spalten o, (z;) linear
abhéingig, wir finden also yo, . ..,y in L nicht alle Null mit } _; y;0:(x;) = 0 Vi.
Durch Umnummerieren der z; diirfen wir hier ohne Beschréinkung der Allgemein-
heit yg # 0 annehmen, und indem wir von vy, . .., y, Zu yyo, - . . , yy, libergehen,
finden wir sogar eine lineare Relation unserer Spaltenvektoren fiir beliebig vor-
gegebenes yop = z € L. Schreiben wir das um zu o;  (yj)z; = 0 Vi und
summieren diese Gleichungen, so ergibt sich

Z/\jl‘j = O
J

fir \; = >, 0, '(y;). Sicher gilt auch \; € K fiir alle j, und aus der linearen
Unabhiingigkeit der x; folgt so \; = 0 fiir alle j und insbesondere Ay = 0. Nach
dem Satz iiber die lineare Unabhéngigkeit von Charakteren 7.8.16, angewandt auf
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die Homomorphismen o; : L* — L*, gibtes jedochein z € L* mit ), 0; ' (2) #
0, und das ist der gesuchte Widerspruch. O]

Ergdnzung 8.1.13. Ist L/ K eine endliche Galois-Erweiterung, so ist « € L nach
dem ersten Beweis von 8.1.12 ein primitives Element genau dann, wenn es von
keinem Element der Galoisgruppe festgehalten wird. Wir konnen sogar stets ein
a € L so wihlen, dall es mit seinen Galois-Konjugierten eine K-Basis von L
bildet: Das sagt uns der ,,Satz von der Normalbasis“ ??. Diese schirfere Aussage
stimmt keineswegs fiir jedes primitive Element, wie das Beispiel L = C, K = R,
a =i zeigt.

Satz 8.1.14 (Charakterisierung endlicher Galoiserweiterungen). Seien L/K
eine endliche Korpererweiterung und G = Gal(L/K) ihre Galoisgruppe. So sind
gleichbedeutend:

1. L/K ist eine Galoiserweiterung;

2. Die Ordnung der Galoisgruppe stimmt iiberein mit dem Grad der Korper-
erweiterung, in Formeln |G| = [L : K|;

3. Der Unterkorper K stimmt iiberein mit dem Fixkorper der Galoisgruppe,
in Formeln K = L°.

Beweis. 1=-2 war 8.1.10. Die Implikation 2=-3 folgt daraus, da8 wir |G| = [L :
L%] ja bereits nach 8.1.12 wissen. Gilt dann auBerdem |G| = [L : K] fiir einen
Unterkdrper K C L€, so erhalten wir aus der Multiplikativitit des Grades von
Korpererweiterungen unmittelbar erst [LY : K] = 1 und dann L¢ = K. Die
Implikation 3=-1 folgt direkt aus 8.1.12. [

Ergdnzung 8.1.15. Auch fiir eine beliebige algebraische Korpererweiterung gilt
noch, dal sie genau dann Galois ist, wenn der Unterkorper der Fixkorper der
Galoisgruppe ist. Hier folgt die eine Implikation aus 8.1.33, und die andere aus
7.11.8.

Beispiel 8.1.16. Unter der Voraussetzung char K # 2 ist jede quadratische Kor-
pererweiterung L von K Galois mit Galoisgruppe Z/27Z, und die Elemente @ €
L\K mit a?® € K sind genau diejenigen von Null verschiedenen Elemente von
L, die vom nichttrivialen Element der Galoisgruppe auf ihr Negatives geschickt
werden.

Definition 8.1.17. Eine Wirkung einer Gruppe auf einer Menge heifit treu, eng-
lisch faithful, franzosisch fidele, wenn nur das neutrale Element jedes Element
der Menge festhilt.
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8.1.18. Wir erinnern aus 4.1.5.6, daf} eine Wirkung einer Gruppe auf einer Menge
transitiv heifit, wenn unsere Menge nicht leer ist und je zwei ihrer Elemente durch
ein geeignetes Gruppenelement ineinander iiberfiihrt werden konnen.

Satz 8.1.19 (Operation der Galoisgruppe auf Nullstellen). Gegeben K ein Kor-
per, P € K[X] ein irreduzibles Polynom und L/K sein Zerfillungskorper ope-
riert die Galoisgruppe Gal(L/K) auf der Menge {«« € L | P(a) = 0} der
Nullstellen von P in L treu und transitiv.

Beweis. Treu ist die Operation, da besagte Zerfillungserweiterung per definitio-
nem bereits von den Nullstellen des besagten Polynoms erzeugt wird. Transitiv
ist sie, da es fiir je zwei Nullstellen o, 8 von P nach unserer Proposition 7.8.9
tiber das Ausdehnen auf primitive Erweiterungen einen Kérperhomomorphismus
K(a) — L tiber K gibt mit o — /3, der sich dann nach 7.8.12 weiter ausdehnen
1468t zu einem Korperhomomorphismus L — L iiber K. [

8.1.20 (Grundfrage der Galoistheorie). Die Grundfrage der Galoistheorie ist,
welche Permutationen der Nullstellenmenge eines vorgegebenen irreduziblen Po-
lynoms denn nun von einem Automorphismus seines Zerfallungskorpers oder ge-
nauer von einem Element der Galoisgruppe seiner Zerféallungserweiterung her-
kommen. Man nennt diese Galoisgruppe auch die Galoisgruppe unseres irredu-
ziblen Polynoms. Hierzu gebe ich gleich drei Beispiele.

Beispiel 8.1.21 (Ein kubisches Polynom mit Galoisgruppe S;). Ist L der Zer-
fillungskorper von X2 — 2 iiber Q, so kommen alle Permutationen der Nullstel-
lenmenge unseres Polynoms von Elementen der Galoisgruppe her und wir haben
folglich Gal(L/Q) = Ss. In der Tat ist L/Q normal als Zerfallungskorper und
sogar Galois, da in Charakteristik Null jede Korpererweiterung separabel ist. Da-
mit folgt insbesondere [L : Q] = | Gal(L/Q)|. Jetzt realisieren wir L als einen

Teilkorper
L= Q(\B/ivcwu C2\3/§) cC

der komplexen Zahlen, mit V2 € R der reellen dritten Wurzel von 2 und ¢ =
exp(27 i /3) einer dritten Einheitswurzel. Diese Darstellung zeigt L # Q(+v/2), da
ja unser L nicht in R enthalten ist. In Q(+/2)[X] zerfillt unser Polynom X3 — 2
also in einen linearen und einen irreduziblen quadratischen Faktor, folglich ist
L eine quadratische Erweiterung von Q(~/2). Zusammen ergibt sich [L : Q] =
6 und mithin | Gal(L/Q)| = 6. Die Operation von Gal(L/Q) auf der Menge
{3/2,¢V/2,¢%/2} definiert nun nach 8.1.19 eine Einbettung Gal(L/Q) — Ss,
und da beide Seiten gleichviele Elemente haben, muf3 diese Einbettung ein Iso-
morphismus sein.

Beispiel 8.1.22 (Ein kubisches Polynom mit zyklischer Galoisgruppe). Ist L
der Zerfillungskorper von X3 + X? — 2X — 1 iiber Q, so kommen genau die
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zyklischen Permutationen der Nullstellenmenge unseres Polynoms von Elemen-
ten der Galoisgruppe her und wir haben folglich Gal(L/Q) = Z/3Z. In der Tat
konnen wir mit ( = exp(27i/7) einer siebten Einheitswurzel die drei komple-
xen Nullstellen unseres Polynoms schreiben als a = ¢ + ¢, 8 = (% + (2 sowie
v = (3 + 3, wie man leicht nachrechnet. Ich bin im iibrigen den umgekehrten
Weg gegangen und habe mein Polynom aus den Linearfaktoren zu diesen drei
Nullstellen zusammenmultipliziert. Wie dem auch sei, besitzt unser Polynom kei-
ne ganzzahligen Nullstellen, also nach 2.3.39 auch keine Nullstellen in (Q, und ist
als Polynom vom Grad 3 folglich irreduzibel iiber Q. Unsere Nullstellen erfiillen
nun jedoch die Relationen o? = 8+ 2, 2 = v + 2 und v* = «a + 2, woraus
unmittelbar die Behauptung folgt. In 8.7.9 geben wir im {ibrigen ein Kriterium an,
das es erlaubt, die Galoisgruppe einer kubischen Gleichung ganz mechanisch zu
bestimmen.

Beispiel 8.1.23 (Ein kubisches Polynom mit trivialer Galoisgruppe). Man be-
trachte den Funktionenkorper F3(7") iiber dem Korper mit drei Elementen und
dariiber das Polynom X3 — T. Es hat nur eine einzige Nullstelle in seinem Zer-
fallungskorper, die aber eben eine dreifache Nullstelle ist. Seine Galoisgruppe ist
folglich trivial.

Proposition 8.1.24 (Quotientenkorper eines Invariantenrings). Operiert eine
endliche Gruppe G auf einem kommutativen Integritditsbereich R, so definiert die
offensichtliche Einbettung einen Isomorphismus

Quot(R%) = (Quot R)“

des Quotientenkorpers seines Invariantenrings mit den Invarianten seines Quoti-
entenkorpers.

Beweis. Jeden Bruch f/h € (Quot R)“ kinnen wir mit [T cqi o(h) erweitern

zu einem Bruch, dessen Nenner in R¢ liegt, da er ja das Produkt aller o(h) mit o €
G ist und bei diesem Produkt die Gruppenoperation nur die Faktoren permutiert.
So ein Bruch kann nur dann G-invariant sein, wenn auch sein Zihler in R¢ liegt.

]

Beispiel 8.1.25. Fiir jeden Korper £ ist nach 8.1.12 und 8.1.24 in den Notationen
von 6.9.6 die Erweiterung

k('sy, ... 80) = k('X1,..., X)) Ck('Xy,...,X,)

eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe S,,. Unsere Erweiterung ist natiirlich
auch ein Zerfillungskorper der allgemeinen Gleichung

T+ 57" 4+ 81T + sp
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wo wir die s; schlicht als algebraisch unabhingige Variablen des Funktionenkor-
pers k('s1,...,s,) liber k auffassen. Nach unserer Konvention sollten wir hier
vielleicht sogar gro3e Buchstaben vom Ende des Alphabets benutzen, zum Bei-
spiel Y; statt s;. Insbesondere ist die allgemeine Gleichung nach 8.1.12 irreduzi-
bel, da ja alle ihre Wurzeln einfach sind und zueinander konjugiert unter der Ga-
loisgruppe. Die Irreduzibilitit dieses Polynoms kann aber auch bereits aus 6.7.20
abgeleitet werden.

Ubungen

Ubung 8.1.26. Gegeben n > 1 zeige man, daB C(X") C C(X) eine Galoiserwei-
terung vom Grad n ist mit zyklischer Galoisgruppe.

Erginzende Ubung 8.1.27. Man zeige, daB sich jede endliche Erweiterung ei-
nes vollkommenen Korpers zu einer endlichen Galoiserweiterung vergrof3ern 1a6t.
Man zeige, dal} sich wie in ?? behauptet jeder Endomorphismus x eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums iiber einem vollkommenen Korper auf genau eine Wei-
se zerlegen laBt als x = x5+ x,, mit x4 halbeinfach, x,, nilpotent und z,z, = =, ;.

Ubung 8.1.28. Man zeige: Gegeben eine Korpererweiterung L /K und zwei ver-
schiedene normierte irreduzible Polynome in K[X] kann kein Element der Ga-
loisgruppe eine Nullstelle des einen Polynoms in eine Nullstelle des anderen Po-
lynoms iiberfiihren.

Ubung 8.1.29. Sei k ein Korper der Charakteristik pund A\ € kX und t = ¢, :
k(X) = k(X) der Kérperautomorphismus iiber £ mit X — X + . Man zeige,
daB der Korper der Invarianten genau das Bild derjenigen Einbettung k(Y) —
k(X) ist, die durch Y — X? — \P71 X gegeben wird. Man zeige, daB auch die
induzierte Einbettung kY| — k[X] einen Isomorphismus auf den Ring der ¢-
Invarianten von k[ X| induziert.

Ergiinzende Ubung 8.1.30. Jede normale Korpererweiterung mit trivialer Galois-
gruppe ist rein inseparabel im Sinne von 7.9.29. Fiir jede normale Korpererwei-
terung K /k mit Galoisgruppe G ist K¢ /k rein inseparabel. Hinweis: 7.9.15. Im
Fall unendlicher Erweiterungen verwende man 7.11.7.

Ergiinzende Ubung 8.1.31 (Satz von Gilmer). Man zeige, daB eine algebraische
Korpererweiterung L/ K derart, daBl jedes Polynom aus K'[X] in L eine Nullstelle
hat, ein algebraischer Abschlu3 von K sein muf3. Hinweis: Man beginne mit dem
Fall der Charakteristik Null. Jede endliche Korpererweiterung von K besitzt dann
nach 7.10.7 ein primitives Element und 148t sich folglich in L einbetten. Gegeben
ein Polynom P € L[X] gilt das insbesondere fiir seinen Zerfallungskorper iiber
dem von seinen Koeffizienten in L erzeugten Teilkorper iiber K. Im Fall positi-
ver Charakteristik argumentiere man erst mit dem separablen Abschlufl von K in
unserem Zerféallungskorper und dann mit 7.9.29.
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Ubung 8.1.32. Man bestimme die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers des Poly-
noms X* — 5 iiber Q und iiber Q[i].

Ergiinzende Ubung 8.1.33. Ist L/ K eine algebraische, aber nicht notwendig end-
liche Korpererweiterung und G C Gal(L/K) eine beliebige, nicht notwendig
endliche Untergruppe, so ist L/L% immer noch eine Galoiserweiterung, deren
Galoisgruppe jedoch nicht mit GG tibereinzustimmen braucht. Zum Beispiel er-
zeugt der Frobenius-Homomorphismus nicht die Galoisgruppe Gal(F,/F,), aber
der Fixkorper seines Erzeugnisses ist dennoch [F),.

8.2 Anschauung fiir die Galoisgruppe*

8.2.1. Formal ist der nun folgende Abschnitt fiir die logische Kohirenz dieser
Vorlesung nicht von Belang. Es wird darin auch nichts bewiesen. Ich denke je-
doch, daB} die im folgenden erklédrten Ideen bei der historischen Entwicklung der
Theorie von zentraler Bedeutung waren und hoffe, daB sie Ihnen beim Verstdandnis
helfen.

8.2.2 (Reelle Nullstellen einer Familie reeller Polynome). Zum Aufwirmen be-
trachten wir zunéchst einmal ein normiertes Polynom P € R(¢)[X] mit Koef-
fizienten im Funktionenkorper R(¢) = Quot R[¢] iiber dem Korper der reellen
Zahlen. Sei £ C R die endliche Menge aller Punkte, an denen mindestens ein
Koeffizient von P eine Polstelle hat. An jeder anderen Stelle A\ € R\ £ konnen
wir die Koeffizienten von P bei ¢ = A auswerten und erhalten so ein Polynom
P, € R[X]. Die reellen Nullstellen dieser Polynome P, hingen dann von \ ab,
und eine bildliche Darstellung der Menge

Z(P) = {(\a) e R |\ ¢ E, P\(a) = 0}

als Teilmenge der Ebene vermittelt eine gewisse Anschauung fiir diese Abhingig-
keit. Istetwa P = X?—1/t, so besteht die Ausnahmemenge F aus dem Nullpunkt,
E = {0}, und wir haben Z(P) = {(\,a) | A # 0, a* —1/X = 0}.
8.2.3 (Komplexe Nullstellen einer Familie komplexer Polynome). Nun betrach-
ten wir analog ein normiertes Polynom P € C(t)[X] mit Koeffizienten im Funk-
tionenkorper C(t) = Quot C[t] iiber dem Korper der komplexen Zahlen. Sei wie-
der £/ C C die endliche Menge aller Punkte, an denen mindestens ein Koeffizient
von P eine Polstelle hat. An jeder anderen Stelle A € C\ £ konnen wir die Koef-
fizienten von P bei t = X auswerten und erhalten so ein Polynom P, € C[X]. Die
komplexen Nullstellen dieses Polynoms P, hidngen dann von A ab, und wir bilden
die Menge

Z(P):={(\a)eC*| N ¢ E, P\(a) =0}
Ist etwa zur Abwechslung diesmal P = X? —, so ist die Ausnahmemenge F leer
und wir haben Z(P) = {(\,a) | o — X\ = 0}.

262



Graphische Darstellung der Menge {(\,a) | A # 0, a? — 1/X = 0}
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Dies Bild kam bereits in 1.1.6 vor als Illustration fiir die Abbildung z + 22 der
komplexen Zahlenebene auf sich selbst. Fiir die durch Adjunktion einer
Quadratwurzel aus ¢ entstehende Erweiterung L des Funktionenkorpers C(t) ist
nun P = X? — t das Minimalpolynom eines Erzeugers und wir erhalten eine
stetige Bijektion C = Z(P) mit stetiger Umkehrung vermittels der Vorschrift
2+ (2%, z). Die Komposition C = Z(P) — C mit der Projektion auf die erste
Koordinate ist also gerade unsere Abbildung » ~ 22. Wir sehen so anschaulich,
daB die Galoisgruppe von L/C(t) gerade Z/27 ist. Ahnlich zeigt diese
Anschauung, da3 die Galoisgruppe der durch Adjunktion einer n-ten Wurzel von
t entstehende und oft C (/) /C(t) notierten Korpererweiterung gerade Z/nZ
sein sollte, was Sie bereits als Ubung 8.1.26 formal bewiesen haben.
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8.2.4. Gegeben eine stetige Abbildung p : Z — C' von metrischen oder auch von
topologischen Raumen verstehen wir unter einer Decktransformation von p eine
stetige Abbildung f : 7 — Z mitpo f = p.

Satz 8.2.5 (Anschauung fiir die Galoisgruppe). Sei P € C(t)[X] ein normiertes
irreduzibles Polynoms und L/C(t) die Kirpererweiterung von C(t), die durch die
Adjunktion einer Nullstelle von P entsteht. Bezeichne weiter

Z(P) :={()\, 2) € C*| P\ € C[X] ist definiert bei t = \ und P\(z) = 0}

die simultane Nullstellenmenge. So ist die Galoisgruppe Gal(L/C(t)) isomorph
zum Monoid aller Decktransformationen der Projektion pr, : Z(P) — C.

8.2.6. Hier meint pr; : C2 — C die Projektion auf die erste Komponente alias
die erste Koordinate und Stetigkeit ist fiir die von C? induzierte Metrik gemeint.
Wir werden den vorhergehenden Satz im Rahmen dieser Vorlesung weder bewei-
sen noch verwenden, ihn aber in 8.2.10 noch prizisieren, indem wir einen Iso-
morphismus der Galoisgruppe mit unserem Monoid von Decktransformationen
explizit angeben. Der Satz vom primitiven Element 7.10.7 sagt uns im {ibrigen,
daB jede endliche Korpererweiterung von C(t) primitiv ist, also durch Adjunktion
eines einzigen Elements erhalten werden kann.

8.2.7 (Hilfen zur graphischen Darstellung). Die Abbildung pr, : Z(P) — C
hat endliche Fasern. Ist P nicht konstant, so sind die Fasern tiber Punkten A ¢ F
auch nie leer. Ist weiter P irreduzibel oder allgemeiner teilerfremd zu seiner Ab-
leitung, so ist seine Diskriminante nicht die Null von C(¢), und bezeichnet F* C C
die endliche Menge aller Null- und Polstellen dieser Diskriminante, so hat jede
Faser von pr; : Z(P) — C iiber Punkten A\ € C\(E U F') genau grad P Ele-
mente. Indem wir nun um jeden Punkt aus £/ U I in der komplexen Zahlenebene
einen Kreis zeichnen, der keinen anderen Punkt von £ U F umléuft, und alle diese
Kreise durch sich nicht kreuzende Wege mit einem festen Punkt verbinden, und
weiter das Urbild eines solchen Gebildes in Z(P) zeichnen, erhalten wir eine ge-
wisse Anschauung fiir die Abbildung pr; : Z(P) — C und das Monoid ihrer
Decktransformationen: Bezeichnet genauer S C C? unser Gebilde, so liefert die
Restriktion auf pr;!(S) eine Bijektion zwischen dem Monoid der Decktransfor-
mationen von pr; : Z(P) — C und dem Monoid der Decktransformationen von
pr, : pryt(S) — S.

Vorschau 8.2.8. Betrachten wir in der Situation der vorhergehenden Bemerkung
8.2.7 eine beliebige endliche Teilmenge H C C, die £ U F umfaft, und bilden
Zy(P) == {(\,a) € Z(P) | A ¢ H}, so induziert die Projektion sogar eine
Uberlagerung pr; : Zy(P) — C\H im Sinne von ?? und die Restriktion liefert
einen Isomorphismus des Monoids der Decktransformationen von pr, : Z(P) —
C mit der Deckbewegungsgruppe besagter Uberlagerung im Sinne von 2?.
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C_ D

Anschauung fiir die durch Adjunktion einer dritten Wurzel aus ¢ entstehende
Korpererweiterung des Funktionenkorpers C(¢) nach 8.2.7. Ich finde, man sieht
in diesem Fall auch recht anschaulich, daf} die Galoisgruppe zyklisch von der
Ordnung drei sein sollte.

=

Versuch der bildlichen Darstellung einer Korpererweiterung vom Grad 3 mit
trivialer Galoisgruppe, die also insbesondere nicht normal ist.
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8.2.9. Ich will zum AbschluBl noch genauer erkldren, wie in Satz 8.2.5 die Ga-
loisgruppe mit unserem Monoid von Decktransformationen identifiziert werden
kann. Fiir jede Menge Z und jeden Ring £ erkldren wir den Ring Ensf(Z, k) der
fast iiberall definierten Funktionen auf Z mit Werten in % als den Quotient des
Rings Ens(Z, k) nach dem Ideal aller Funktionen, die nur an endlich vielen Stel-
len einen von Null verschiedenen Wert annehmen. Fiir jede Abbildung f : Y — Z
mit endlichen Fasern liefert das Vorschalten von f einen Ringhomomorphismus
(of) : Ensf(Z, k) — Ensf(Y, k) in die Gegenrichtung, das Zuriickholen fast
tiberall definierter Funktionen.

8.2.10 (Decktransformationen als Korperautomorphismen). Seien nun ein nor-
miertes Polynom P € C(t)[X] gegeben und sei Z = Z(P) C C? wie oben er-
klirt. Die Restriktion von Polynomen in zwei Variablen zu Funktionen auf 7 lie-
fert offensichtlich einen Ringhomomorphismus C[¢, X] — Ens(Z, C) in den Ring
der komplexwertigen Funktionen auf Z. Dieser Ringhomomorphismus besitzt ge-
nau eine Fortsetzung zu einem Ringhomomorphismus C(¢)[X] — Ensf(Z, C),
der hinwiederum iiber einen Ringhomomorphismus

C(t)[X]/(P) — Ensf(Z,C)

faktorisiert. Letzterer Ringhomomorphismus ist notwendig injektiv, da er von ei-
nem Korper startet und in einem vom Nullring verschiedenen Ring landet. Unser
Satz 8.2.5 iiber die anschauliche Bedeutung der Galoisgruppe 148t sich nun da-
hingehend prézisieren, da3 die offensichtliche Operation ,,durch Vorschalten* des
Monoids D der Decktransformationen von pr, : Z — C auf dem Ring Ensf(Z, C)
das Bild der obigen Einbettung C(¢)[X|/(P) — Ensf(Z, C) stabilisiert, und daf}
die so induzierte Operation unseres Monoids auf L = C(¢)[X]/(P) einen Isomor-
phismus D = Gal(L/C(t)) unseres Monoids mit der fraglichen Galoisgruppe
liefert. Auch diese Prizisierung soll hier nicht bewiesen und im weiteren Verlauf
nicht verwendet werden.

8.3 Galoiskorrespondenz

Satz 8.3.1 (Galoiskorrespondenz). Gegeben eine endliche Galoiserweiterung
L/K mit Galoisgruppe G = Gal(L/K) liefern das Bilden der Galoisgruppe
M s Gal(L/M) und das Bilden des Fixpunkkorpers H — L zueinander in-
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verse inklusionsumkehrende Bijektionen

Zwischenkorper M Untergruppen H
unserer Korpererweiterung & ihrer Galoisgruppe
KcMcL HcG
M A Gal(L/M)
" & H

Unter dieser Bijektion entsprechen die Normalteiler H von G genau denjeni-
gen Zwischenkorpern M, die normal sind iiber K, und in diesen Fidillen definiert
das Einschrdnken von Elementen der Galoisgruppe einen Isomomorphismus von
Gruppen G/H = Gal(L* /K) alias eine kurze exakte Sequenz

Gal(L/M) = Gal(L/K) — Gal(M/K)

Vorschau 8.3.2. In der Sprache der Kategorientheorie nimmt dieser Satz die fol-
gende Form an: Ist L/ K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G,
so liefert Funktor Kring®™ ( , L) der K -linearen Kérperhomomorphismen nach L
eine Aquivalenz von Kategorien

Korpererweiterungen von K,
die sich in L einbetten lassen

} = {transitive G-Mengen }°"P

Beweis. Nach Eigenschaft 7.8.27 der Normalitit und der Definition der Separa-
bilitdt 7.9.16 ist fir jeden Zwischenkorper M auch L/M normal und separabel,
also Galois, und damit folgt 1) o ¢ = id aus unserer Erkenntnis 8.1.14, daf} bei
einer endlichen Galoiserweiterung der Grundkorper gerade der Fixkorper der Ga-
loisgruppe ist. Ohne alle Schwierigkeiten folgt ¢ o ¢ = id aus unserer Erkenntnis
8.1.12, daf} das Bilden des Fixkorpers zu einer endlichen Gruppe von Korperauto-
morphismen stets eine Galoiserweiterung mit besagter Gruppe als Galoisgruppe
liefert. Das zeigt die erste Behauptung. Man priift nun leicht g(L7) = L979™" fiir
alle g € GG. In Worten entspricht unter unserer Galoiskorrespondenz also das Ver-
schieben von Zwischenkorpern mit einem Element der Galoisgruppe g € G der
Konjugation von Untergruppen mit besagtem Element g € G. Insbesondere ist L
invariant unter G genau dann, wenn f in G ein Normalteiler ist. Da aber GG tran-
sitiv operiert auf den Wurzeln der Minimalpolynome aller Elemente von L, ist L
invariant unter G genau dann, wenn es normal ist tiber K. Schlielich faktorisiert
dann die durch Einschrinken von Kérperhomomorphismen gegebene Abbildung
G — Gal(L¥ /K) iiber G/ H und liefert eine Injektion G/H — Gal(L” /K), die
mit einem Abzdhlargument bijektiv sein mubf. 0
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Beispiel 8.3.3. Nach 8.1.7 ist fiir jede Potenz ¢ = p” mit » > 1 einer Primzahl p
die Galoisgruppe Gal(F,/F,) eine zyklische Gruppe der Ordnung , erzeugt vom
Frobenius-Homomorphismus a +> a”. Die Untergruppen dieser Gruppe Z/Zr
sind nach 3.3.20 genau die Gruppen Zd/Zr fiir Teiler d von r. Das liefert im
Licht der Galoiskorrespondenz 8.3.1 einen neuen Beweis unserer Klassifikation
7.7.13 aller Unterkorper eines endlichen Korpers.

Definition 8.3.4. Sei char K # 2. Eine Korpererweiterung L /K heifit biquadra-
tisch, wenn sie den Grad [L : K] = 4 hat und erzeugt ist von zwei Elementen
L=K(a,p)fira,3 € Lmita? 3? € K.

Beispiel 8.3.5. Q(v/3,/5) ist biquadratisch iiber Q, denn (a + bv/5)? = a? +
2ab\/5 + 5b? kann nie 3 sein, weder fiir @ = 0 noch fiir b = 0 und erst recht nicht
fiira # 0, b # 0.

Lemma 8.3.6. Jede biquadratische Erweiterung ist Galois, und ihre Galoisgrup-
pe ist die Klein’sche Vierergruppe 7./27, x 7. 2.

Beweis. Fiir die nichttrivialen Elemente 0 € Gal(L/K(«)), 7 € Gal(L/K(B))

haben wir
. { e { a = -«
LB = B L= B
und wir haben {id, o, 7,07} C Gal(L/K). Das muf dann aber schon die ganze
Galois-Gruppe sein. O

8.3.7. Die Klein’sche Vierergruppe Z/27Z x 7,/27 = F2 hat fiinf Untergruppen:
Den Nullpunkt, drei Geraden, und die ganze Gruppe. Sie entsprechen in unserer
biquadratischen Erweiterung aus 8.3.6 den Unterkodrpern

LD K(a),K(B),K(aB) D K

Eine K-Basis von L besteht aus 1, «, 3, a3, wie die simultane Eigenraumzerle-
gung von L unter o und 7 zeigt. Hier ist & + S ein primitives Element, da es von
keinem nichttrivialen Element der Galoisgruppe festgehalten wird.

Satz 8.3.8 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper der komplexen Zahlen
ist algebraisch abgeschlossen.

8.3.9. Alternative Beweise diskutieren wir in 2.3.25. Als Ubung diirfen Sie zei-
gen, dal aus einem beliebigen angeordneten Korper 12, in dem jedes Polynom
ungerader Ordnung eine Nullstelle hat und jedes positive Element eine Quadrat-
wurzel, durch Adjunktion einer Quadratwurzel von (—1) bereits ein algebraisch
abgeschlossener Korper entsteht.

269



Dies Bild ist wie in 8.2.7 zu verstehen und stellt eine biquadratische Erweiterung
des Funktionenkorpers C(t) dar, etwa durch die Adjunktion von Quadratwurzeln
aus (t £+ 1), wo die beiden Punkte £1 in den beiden Kreisen unten zu denken
sind.

G K
v S 7 N RN\
&> <> KTy Loy K KIp) K(.c{s)

N V 4 A4
A L

Links die fiinf Untergruppen der Klein’schen Vierergruppe, rechts die ihnen
unter der Galoiskorrespondenz entsprechenden fiinf Zwischenkorper einer
biquadratischen Erweiterung.
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Beweis. Sei [L : R] eine endliche normale Erweiterung von R. Sei G = Gal(L/R)
ihre Galoisgruppe und S C G eine 2-Sylow von G, die in unseren Konventionen
auch die triviale Gruppe sein darf. So haben wir [L : R] = |G| und [L : L®] = | 9|
und folglich ist L° /R eine Erweiterung von ungeradem Grad. Da jedes Polynom
aus R[X] von ungeradem Grad nach dem Zwischenwertsatz ?? eine reelle Null-
stelle hat, folgt L° = R. Mithin haben wir S = G und G ist eine 2-Gruppe.
Damit entsteht nach unserem Satz 5.3.9 iiber die Struktur von p-Gruppen und un-
ter Zuhilfenahme der Galoiskorrespondenz und Ubung 8.3.10 die Kérpererweite-
rung L aus R durch sukzessive Korpererweiterungen vom Grad 2, also nach 7.4.9
durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln. Adjungiert man aber eine ech-
te Quadratwurzel zu R, so erhédlt man C, und in C hat jedes Element schon eine
Quadratwurzel. Daraus folgt L = R oder L = C. [

Ubungen

Ubung 8.3.10. Gegeben eine endliche Galoiserweiterung L /K und zwei Unter-
gruppen I C H ihrer Galoisgruppe zeige man fiir den Grad der Erweiterung der
zugehorigen Fixkorper die Formel

(L' L") = |H/1]
Hinweise: 8.1.10, 7.4.11,3.1.5, 8.3.1,

Ubung 8.3.11. Man driicke v/3 aus als Polynom in V3 4+ /5 mit rationalen Ko-
effizienten: Das mufl moglich sein, da dies Element nach 8.3.7 primitiv ist in
Q(V3,V5).

Ergdnzung 8.3.12. In der algebraischen Zahlentheorie konnen Sie lernen, warum
ganz allgemein fiir paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen aq, . . ., a,, die Kor-
pererweiterung Q(y/a1, . .., \/a,) iiber Q die Galoisgruppe (Z/27Z)" hat. Daf} es
sich dabei um eine Galoiserweiterung handelt, sollten Sie jedoch auch hier bereits
unmittelbar einsehen konnen.

Ubung 8.3.13. Seien L/K eine endliche Korpererweiterung und K, Ky C L
zwei Zwischenkorper mit K;/K Galois und K; N Ky = K. So ist auch der
von K; und K5 erzeugte Unterkorper /1Ky C L Galois iiber K und es gilt
Gal(K 1 Ky/K) = Gal(K,/K) x Gal(K,/K) vermittels der Restriktionen.
Ergiinzende Ubung 8.3.14. Sei L/ K eine endliche Galoiserweiterung mit Galois-
gruppe G und sei H C G eine Untergruppe. Man konstruiere einen Isomorphis-
mus zwischen Gal(L* / K') und dem Quotienten N/H nach H des Normalisators
N=NgH)={9geG|gHg'=H}von HinG.

Ubung 8.3.15. Fiir jeden Korper k, dessen Charakteristik kein Teiler von n ist, hat
der Zerfillungskorper des Polynoms

T+ asT" 2+ ... 4+ anT + ay,
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mit Koeffizienten im Funktionenkorper k(‘as, ..., a,) in n — 1 algebraisch un-
abhingigen Veridnderlichen als Galoisgruppe die volle symmetrische Gruppe S,,.
Hinweis: Man gehe aus von 8.1.25; Die Galoisgruppe eines Polynoms iiber ei-
nem Korper K @ndert sich nicht unter Substitutionen des Typs 7" = Y + A fiir
A € K; die Galoisgruppe dndert sich nicht beim Ubergang zu Funktionenkdrpern
Gal(L/K) = Gal(L(X)/K(X)). Die Irreduzibilitit folgt bereits aus 6.7.20.

Ergdnzung 8.3.16. Bei der Behandlung kubischer Gleichungen in 8.7.4 werden
wir sehen, dall auch im Fall eines Korpers k& der Charakteristik drei das Polynom
T3 + pT + q tiber k('p, q) die volle symmetrische Gruppe als Galoisgruppe hat.
Andererseits ist im Fall eines Korpers k£ der Charakteristik zwei das Polynom
T? + p iiber k('p) inseparabel und seine Galoisgruppe ist trivial und ist nicht die
volle symmetrische Gruppe.

8.4 Galoisgruppen von Kreisteilungskorpern

8.4.1. Gegeben n > 1 interessieren wir uns nun fiir den Zerfallungskorper tiber
des Polynoms X" — 1. Dieser Zerfillungskoper heifit der n-te Kreisteilungskor-
per und wird unter MiBbrauch der Notation bezeichnet mit Q(</1). Er ist normal
als Zerfillungskorper und separabel iiber Q wegen Charakteristik Null und mithin
eine Galois-Erweiterung von Q. Ich stelle mir als n-ten Kreisteilungskorper meist
konkret den Unterkorper Q(¢) C C vor mit ¢ = e*™/™. Auch ohne Riickgriff auf
den Korper der komplexen Zahlen wissen wir nach 3.4.17, da3 die n-ten Einheits-
wurzeln in Q({/1) eine zyklische Gruppe der Ordnung n bilden. Die Erzeuger
dieser Gruppe heiflen die primitiven n-ten Einheitswurzeln. Nach unserer Defi-
nition der Kreisteilungspolynome in 6.8.1 sind sie gerade die Nullstellen des n-ten
Kreisteilungspolynoms
o~ I] (x-0
ord {=n

Wir hatten schon in 6.8.1 mit Induktion iiber n gezeigt, dal dieses Polynom Ko-
effizienten in (Q und sogar in Z hat, und 6.8.4 besagte, daB fiir n = p prim das p-te
Kreisteilungspolynom &, irreduzibel ist in Q[X|. Nun zeigen wir ganz allgemein,
daB fur alle n > 1 das n-te Kreisteilungspolynom ®,, irreduzibel ist in Q[X].
Nach 6.7.11 ist das ganz allgemein fiir normierte Polynome in Z[X] gleichbedeu-
tend dazu, irreduzibel zu sein in Z[X].

Satz 8.4.2 (Galoisgruppen der Kreisteilungskorper). 1. Die Kreisteilungspolynome
®,,(X) sind irreduzibel in Q[ X|;

2. Bezeichnet i, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln im n-ten Kreisteilungs-
kirper Q(/1) und Aut(u,) ihre Automorphismengruppe, so liefern die of-
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Die zwolften Einheitswurzeln in C, eingekringelt die vier primitiven zwolften
Einheitswurzeln
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fensichtichen Abbildungen Isomorphismen
Gal(Q(V1)/Q) = Aut(un) & (Z/nZ)"

Auf diese Weise erhalten wir einen ausgezeichneten Isomorphismus zwi-
schen der Galoisgruppe des n-ten Kreisteilungskorpers und der Einheiten-
gruppe des Restklassenrings 7./nZ;

3. Gegeben zwei primitive n-te Einheitswurzeln (,§ € Q( (‘/T) existiert genau
ein Korperhomomorphismus o : Q(3/1) — Q(/1) mit o(¢) = &.

8.4.3. Die Irreduzibilitit der Kreisteilungspolynome fiir prime Einheitswurzeln
haben wir bereits in 6.8.4 gezeigt. In diesem Fall vereinfacht sich der Beweis
entsprechend.

8.4.4. Wihlt man eine Einbettung des n-ten Kreisteilungskorpers Q(</1) nach C,
so ist das Bild stets der von Q und e>™/™ in C erzeugte Teilkorper. Von den Auto-
morphismen unseres Kreisteilungskorpers 148t sich jedoch auBBer der Identitéit nur
ein einziger stetig auf C fortsetzen, und dieser Automorphismus ist fiir jede Wahl
der Einbettung derselbe und kann beschrieben werden als der Automorphismus,
der jede Einheitswurzel auf ihr multiplikatives Inverses wirft.

8.4.5. Ich schicke dem Beweis einige allgemeine Betrachtungen zu zyklischen
Gruppen voraus. Fiir n > 1 liefert ja sicher die Multiplikation einen Isomorphis-
mus (Z/nZ)* = Aut(Z/nZ) zwischen der Einheitengruppe unseres Restklas-
senrings und der Automorphismengruppe seiner zyklischen Gruppe, das Inverse
kann angegeben werden durch die Abbildungsvorschrift 1) — (1) fiir jeden Au-
tomorphismus ). Ist allgemeiner C' irgendeine additiv notierte zyklische Grup-
pe der Ordnung n, so erhalten wir folglich einen Isomorphismus (Z/nZ)* =
Aut(C) durch die Abbildungsvorschrift a — (¢ — ac), und ist p irgendeine
multiplikativ notierte zyklische Gruppe der Ordnung n, so erhalten wir eben-
so einen Isomorphismus (Z/nZ)* = Aut(u) durch die Abbildungsvorschrift
a — (¢ — (). Des weiteren gibt es fiir je zwei Erzeuger einer zyklischen Grup-
pe genau einen Automorphismus, der den einen in den anderen iiberfiihrt.

Beweis. 1.1Ist ( eine primitive n-te Einheitswurzel, so sind alle anderen primitiven
n-ten Einheitswurzeln von der Form ¢ fiir a € Z mit a teilerfremd zu n alias mit
(a,n) = (1). Seinun ®,, = fg eine Zerlegung in Z[ X | mit f irreduzibel. Es reicht
zu zeigen, daB fiir jede Nullstelle ¢ € C von f und p € N prim mit p { n auch
(P eine Nullstelle von f ist, denn dann sind alle Wurzeln von ®,, schon Wurzeln
von f und es folgt ®,, = f. Aber sei sonst { eine Nullstelle von f und p prim
mit p { n und ¢g(¢?) = 0. Nach 7.3.3.2 teilt dann f das Polynom ¢(X?), und nach
Ubergang zu F,[X] ist f Teiler von g(X?) = g”. Dann haben aber f und g eine
gemeinsame Nullstelle im Zerfiallungskorper von X™ — 1 iiber IF,,, und das steht
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im Widerspruch dazu, daB nach 7.9.12 das Polynom X™ — 1 iiber I, fiir p 1 n
keine mehrfachen Nullstellen in seinem Zerféallungskorper hat.

2. Sicher wird Q(+/1) erzeugt von jeder primitiven n-ten Einheitswurzel ¢, und
da @, nach Teil 1 ihr Minimalpolynom ist, folgt mit 7.3.3

[Q(V1) : Q] = deg @, = |(Z/nZ)"|

Sicher liefert die Operation der Galoisgruppe auf den n-ten Einheitswurzeln wei-
ter eine Einbettung Gal(Q(/1)/Q) — Aut(s,) und nach 4.3.3 haben wir einen
kanonischen Isomorphismus (Z/nZ)* = Aut(u,). Da diese drei Gruppen alle
gleichviele Elemente haben, folgt der Satz. O

8.4.6. Man erklirt die Euler’sche p-Funktion ¢ : Z>; — Z>; durch die Vor-
schrift

p(n) = Zahlderzun teilerfremden d € Nmit 1 < d <n
= Zahl der Erzeuger der Gruppe Z/nZ
= |{z € Z/nZ | ord(z) = n}|
= |(Z/nz)~]

Wir haben etwa p(1) = ¢(2) =1, p(3) = ¢(4) = 2, ¢(5) = 4, ¢(6) = 2 und so
weiter. Nach 8.4.2 haben wir auch ¢(n) = deg ®,, = [Q(¥/1) : Q].

Satz 8.4.7 (Konstruierbarkeit regelméiBiger n-Ecke). Genau dann ist das re-
gelmapige n-Eck konstruierbar mit Zirkel und Lineal, wenn der Wert o(n) der
Euler’schen p-Funktion an der Stelle n eine Zweierpotenz ist.

Beweis. Sei ( eine primitive n-te Einheitswurzel. Ist ¢(n) = [Q(() : Q] keine
Zweierpotenz, so kann ( nicht konstruierbar sein nach 7.6.4. Ist p(n) eine Zwei-
erpotenz, so ist G = Gal(Q(¢)/Q) eine 2-Gruppe. Nach 5.3.9 oder einfacher
induktiv nach 3.3.18 gibt es dann in G eine Kette von Normalteilern von G der
Gestalt

G:GTDGT713...DG0:1

mit G;/G;_1 = Z/2Z fur 1 < i < r. Deren Fixkorper bilden eine Kette
Q=K. CK,1C...CKy=Q()

von Teilkorpern mit [K; ; : K;] = 2firl < ¢ < r. Diese Kette hinwiederum
zeigt mit 7.6.2, da} ¢ konstruierbar ist. O]

Lemma 8.4.8 (Rechenregeln fiir die Euler’sche o-Funktion). /. Sind posi-
tive natiirliche Zahlen n und m teilerfremd, so gilt o(nm) = @(n)p(m);

2. Fiir p eine Primzahl und r > 1 beliebig gilt o(p") = p"*(p — 1).
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Beweis. 1. Der Isomorphismus Z/nmZ = Z/nZ x Z/mZ von Ringen induziert
einen Isomorphismus (Z/nmZ)* = (Z/nZ)* x (Z/mZ)* der zugehorigen Ein-
heitengruppen.

2. Es gibt p"~! Vielfache n von p mit 1 < n < p’, also gilt
QO(I?T) — pr _pr—l — pr—l(p - 1) ]

8.4.9 (Diskussion der Zahlen n mit p(n) eine Zweierpotenz). Damit ¢(n) eine
Zweierpotenz ist, darf nach den eben erklidrten Rechenregeln 8.4.8 nur der Prim-
faktor 2 in n mehrfach vorkommen, und alle anderen Primfaktoren miissen die
Gestalt 2" + 1 haben. Nur dann kann aber 2" + 1 eine Primzahl sein, wenn r
selbst eine Zweierpotenz ist, denn sonst wére » = st mit ¢ > 1 ungerade, und wir
konnten die Gleichung

1-XH=1-X)1+X+...+X"h

spezialisieren zu X = —2° und so 1 + 2" nichttrivial faktorisieren. Genau dann
ist also ¢(n) eine Zweierpotenz, wenn alle Primfaktoren von n Fermat’sche Prim-
zahlen im Sinne der folgenden Bemerkung sind und keine Primfaktoren auBer der
Zwei mehrfach vorkommen.

Erginzung 8.4.10. Die Zahlen Fj, := 1 + 22" heiBen Fermat’sche Zahlen. Fy,
F\, Fy, F3, Fy sind prim, aber Fy = 1 4 232 = 641 - 6700417 ist nicht prim. Es
ist nicht bekannt, ob es aufler den 5 Ersten noch weitere Fermat’sche Zahlen gibt,
die prim sind. Bekannt ist, daf} die Fermat’schen Zahlen F}, fiir 5 < k < 32 nicht
prim sind, jedenfalls habe ich das 2009 mit Zitat in Wikipedia gelesen.

Erginzung 8.4.11. Wie gesagt kann ¢(m) auch interpretiert werden als die Ord-

nung der Einheitengruppe des Restklassenrings Z/mZ, in Formeln ¢(m) = |(Z/mZ)*|.
Wenden wir auf diese Gruppe unsere Erkenntnis 3.3.8 an, daB die Ordnung jedes
Elements einer endlichen Gruppe die Gruppenordnung teilt, so erhalten wir fiir b
teilerfremd zu m insbesondere die sogenannte Euler’sche Kongruenz

b?™ =1 (mod m)

Ergdnzung 8.4.12. Wenn man die Eulersche ¢-Funktion einfiihrt, so darf die wit-

zige Identitét
n=> (d
dn
nicht fehlen. Um sie zu zeigen bemerke man, daf3 auch fiir jedes Vielfache n = cd
einer Zahl d schon gilt ¢(d) = |{z € Z/nZ | ord(z) = d}|. In der Tat definiert
niamlich die Multiplikation mit ¢ eine Einbettung Z/dZ < Z/nZ, deren Bild
genau aus allen x € Z/nZ besteht, deren Ordnung d teilt.
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Ubungen

Ubung 8.4.13. Man zeige, daB man aus einem regelmiBigen 7-Eck mit Zirkel
und Lineal ein regelmiBiges 35-Eck konstruieren kann. Hinweis: Man verwende
7.6.10.

szmg 8.4.14. Wieviele zu 140000 teilerfremde Zahlen ¢ mit 1 < a < 140000
gibt es?

Ubung 8.4.15 (Konstruierbarkeitskriterium). Man zeige: Eine algebraische kom-
plexe Zahl ist konstruierbar genau dann, wenn der Grad des Zerfillungskorpers
ihres Minimalpolynoms tiber Q eine Zweierpotenz ist.

Ubung 8.4.16. Man zeige, da die Einheitswurzeln des n-ten Kreisteilungskorpers
fiir gerades n genau die n-ten Einheitswurzeln sind und fiir ungerades n genau die
2n-ten Einheitswurzeln.

8.5 Quadratisches Reziprozititsgesetz

8.5.1. Gegeben ganze Zahlen a, b € Z stellen wir uns nun die Frage, ob es ganze
Zahlen z,y € 7 gibt mit
a= 2%+ by

Ist das der Fall, so nennt man a einen quadratischen Rest modulo 0. Gleich-
bedeutend konnen wir auch fragen, ob eine Restklasse & € Z/bZ existiert mit
a = T2, ob also a ein Quadrat ist in Z/bZ. Es mag nicht a priori klar sein, ob diese
Frage derart wichtig ist, dafl ihre Behandlung einen eigenen Abschnitt verdient.
A posteriori hat sich die Untersuchung dieser Frage und ihrer Verallgemeinerun-
gen jedoch als derart fruchtbar erwiesen, dall es mir angemessen scheint, sie hier
zu diskutieren. Zunichst reduzieren wir unsere Frage dazu auf den Fall b prim
und erkldren dann, wie sie in diesem Fall durch das sogenannte ,,quadratische
Reziprozititsgesetz* gelost wird. Es gibt verschiedene Beweise des quadratischen
Reziprozititsgesetzes, dessen verbliiffende Aussage viele Mathematiker fasziniert
hat. Wir geben hier einen Beweis mit den Methoden der Galoistheorie. Er ist viel-
leicht nicht der elementarste Beweis, aber in meinen Augen doch der Beweis, bei
dem am wenigsten ,,gezaubert wird. Dariiber hinaus weist er die Richtung, in der
die meines Erachtens interessantesten Verallgemeinerungen zu finden sind.

8.5.2 (Reduktion auf b = p" eine Primzahlpotenz). Gegeben by,b, € Z tei-
lerfremd ist a ein Quadrat modulo b,b, genau dann, wenn es ein Quadrat ist mo-
dulo b; und ein Quadrat modulo b,. Das folgt unmittelbar aus unserem Ring-
isomorphismus

Z)b1byZ = 7)1y 7 x 7]y,

alias dem chinesischen Restsatz 3.3.11. Nach dieser Bemerkung werden wir uns
bei der Untersuchung unserer urspriinglichen Frage auf den Fall beschrinken, dal3
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b eine Primzahlpotenz ist. Fiir Zahlen b, deren Primfaktorzerlegung wir nicht ken-
nen, ist uns damit zwar wenig geholfen, aber fiir diese b ist nun einmal schlicht
kein schnelles Verfahren bekannt, mit dem die Frage entschieden werden konnte,
ob ein gegebenes a quadratischer Rest modulo b ist oder nicht.

8.5.3 (Reduktion auf « teilerfremd zu b = p™). Sei nun also b eine Primzahlpo-
tenz, sagen wir b = p". Ist dann a = p"« die Darstellung von a als Produkt mit «
teilerfremd zu p, so ist die Gleichung

a=pa=z+yp"

fiir » > n bereits mit x = 0 16sbar. Haben wir dahingegen r +¢ = n mit¢ > 0, so
folgt aus der Identitiit p"ov = 2% +yp"p’, daB die maximale p-Potenz, die die rechte
Seite teilt, entweder gerade ist oder mindestens p" 1. Diese Gleichung ist also nur
unter der Annahme r gerade ganzzahlig 16sbar, und unter dieser Annahme genau
dann, wenn die Gleichung

a =i+ yp'

16sbar ist alias wenn « ein Quadrat ist modulo p'. Auf diese Weise konnen wir uns
bei der Untersuchung unserer urspriinglichen Frage weiter auf den Fall zuriickzie-
hen, dal} b eine Primzahlpotenz ist und zusitzlich a teilerfremd zu b.

8.5.4 (Reduktion von b = p" auf b = p fiir p # 2). Ist p eine ungerade Primzahl
und a teilerfremd zu p, so ist @ ein Quadrat modulo p” fiir n > 2 genau dann, wenn
a ein Quadrat ist modulo p. Das folgt leicht aus 3.4.31 oder besser seinem Beweis,
wo Sie gezeigt haben, daf} die Projektion (Z/p"Z)* — (Z/pZ)* faktorisiert iiber
einen Isomorphismus mit der Projektion als zweitem Pfeil in der Form

(Z/p"2)* = Z/p" "L x (Z/pL)* — (Z/pZL)"

Da die Zwei teilerfremd ist zu p, ist nun jedes Element von Z/p"~'7Z das Doppelte
von einem anderen, und das beendet auch bereits unsere Reduktion. Durch durch
Induktion iiber n kann man sogar explizit eine Losung finden: Gegeben z,y € Z
mit @ = &% + §p" machen wir zur Losung der Gleichung a = 22 + yp"*! den
Ansatz x = T + Ap" und finden fiir \ die Gleichung

a =" +2\p"F + Np™" + yp" T
Wegen a — 2 = ¢p" kann sie umgeschrieben werden zu
AT = — N°p" —yp

Da nun nach Annahme 2 und @ und damit auch Z invertierbar sind in Z/pZ, hat
diese Gleichung stets eine Losung .
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8.5.5 (Reduktion von b = 2" auf b = 8). Eine ungerade Zahl ist ein quadratischer
Rest modulo 2" fiir n > 3 genau dann, wenn sie ein quadratischer Rest ist modu-
lo 8 alias kongruent zu 1 modulo 8. Dal} diese Bedingung notwendig ist, scheint
mir offensichtlich. Um zu zeigen, daB sie auch hinreichend ist, erinnern wir wie-
der aus 3.4.31 oder besser seinem Beweis, daB sich die offensichtliche Surjektion
(Z)2"Z)* — (Z/8Z)* als rechte Vertikale in ein kommutatives Diagramm

(Z)2"Z)< S ZJ20727 x (ZJAZ) = 7)2"27 x 7.)27

\J 3 \J
(Z/8Z)< = ZJ2T x (ZJAZ)* = ZJ27 x ZJ2.

mit den offensichtlichen Surjektionen in den Vertikalen einbetten 1483t. Aus diesem
Diagramm ist die Behauptung dann unmittelbar ersichtlich. Um eine explizite Lo-
sung zu finden, machen wir wieder Induktion iiber s und gehen also aus von einer
Losung der Gleichung a = 22 + y2° mit s > 3. Ist y gerade, also y = 27, so steht
unsere Losung fiir s + 1 schon da. Sonst ersetzen wir x durch x + 2°~1 und finden
so auch eine Losung mit y gerade.

8.5.6. Mit diesen Uberlegungen haben wir also unsere urspriingliche Frage zu-
riickgefiihrt auf die Frage, welche Zahlen quadratische Reste sind modulo unge-
rader Primzahlen und modulo 8. Ganz allgemein wissen wir seit 2.3.35, wiewiele
Elemente eines endlichen Korpers [ Quadrate sind, namlich im Fall der Charak-
teristik Zwei alle und im Fall einer von 2 verschiedenen Charakteristik knapp iiber
die Hilfte, genauer (|F| + 1)/2 Elemente. Aber welche? In 8.5.17 erkldren wir,
wie diese Frage fiir endliche Primkorper durch das Zusammenwirken von qua-
dratischem Reziprozititsgesetz 8.5.7 und Ergidnzungssatz 8.5.16 effizient gelost
werden kann.

Satz 8.5.7 (Quadratisches Reziprozititsgesetz). Seien p und q zwei verschiede-
ne ungerade Primzahlen.

1. Ist p oder q kongruent zu 1 modulo 4, so ist p ein Quadrat modulo q genau
dann, wenn q ein Quadrat ist modulo p;

2. Sind p und q kongruent zu 3 modulo 4, so ist p ein Quadrat modulo q genau
dann, wenn q kein Quadrat ist modulo p.

Beispiel 8.5.8. Wir betrachten p = 7 und ¢ = 103. Wir finden 103 = 5 (mod 7)
und durch Ausprobieren sehen wir, da3 0, 1, 2, 4 die einzigen Quadrate im Korper
mit 7 Elementen sind. Insbesondere ist 103 kein Quadrat modulo 7. Unsere Prim-
zahlen sind nun beide kongruent zu 3 modulo 4, und Teil zwei des quadratischen
Reziprozititsgesetzes sagt uns dann, da 7 notwendig ein Quadrat modulo 103
sein mub.
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8.5.9. Wir schicken dem Beweis einige allgemeine Uberlegungen voraus. Ich er-
innere zunidchst daran, daB nach 3.4.25 jede nichttriviale zyklische Gruppe G ge-
rader Ordnung 2n genau eine Untergruppe mit zweil Elementen und genau eine
Untergruppe vom Index Zwei hat. Fiir den in additiver Notation geschriebenen

Gruppenhomomorphismus
(n):G—G

ist das Bild die einzige Untergruppe mit zwei Elementen und der Kern die ein-
zige Untergruppe vom Index Zwei. Fiir den in additiver Notation geschriebenen

Gruppenhomomorphismus
(29):G— G

ist dahingegen das Bild die einzige Untergruppe vom Index Zwei und der Kern
die einzige Untergruppe mit zwei Elementen.

8.5.10. Im Fall der additiven Gruppe Z/2nZ ist zum Beispiel {0,n} = nZ/2nZ
die einzige zweielementige Untergruppe und 27Z/2nZ die einzige Untergruppe
vom Index Zwei.

8.5.11. Im Fall der multiplikativen Gruppe F; fiir p eine ungerade Primzahl ist
entsprechend {1, —1} die einzige zweielementige Untergruppe und (F)* einzige
Untergruppe vom Index Zwei und das Potenzieren mit (p— 1) /2 ist ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus FY — {1, —1} mit Kern (F)*. Wir fiihren nun fiir p
prim und a € Z das sogenannte Legendre-Symbol ein durch die Vorschrift

a 0 a ist ein Vielfaches von p;
<—> = 1 aist kein Vielfaches von p, aber ein Quadrat modulo p;
p —1 sonst,

Fiir p eine ungerade Primzahl erhalten wir damit die Identitit
a p—1
— ] =a?z (modp
(p ) ( )

In der Tat folgt das fiir @ teilerfremd zu p aus den vorhergehenden Uberlegungen,
und in den anderen Fillen ist es eh klar. Des weiteren hingt auch fiir beliebige
Primzahlen p das Legendresymbol nur von der Restklasse modulo p ab und es gilt

In der Tat folgt das fiir @ und b teilerfremd zu p aus den vorhergehenden Uberle-
gungen, und in den anderen Fillen ist es eh klar.
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Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes. Wir betrachten den p-ten Kreis-
teilungskorper Q(/1) mit ¥/1 = ( einer primitiven p-ten Einheitswurzel. Darin
betrachten wir den Teilring Z[(] und darin das Element

-2 ()

aGF;

Ich erkldre im Anschluf3, wie man mit Galoistheorie auf diesen Ansatz kommt und
warum dann o? € Q, ja sogar a® € Z eh klar ist. Hier machen wir einfach eine
explizite Rechnung und erhalten sogar genauer die Formel

o =(-1)"7p
In der Tat, beachten wir (%) = (3), so ergibt sich durch Substitution von ab fiir
a die zweite Gleichung der Kette

LSz

a,beFy acFy beF,

Bei a = —1 ergibt sich ganz rechts der Beitrag (%)(p —1).Bei a # —1 beachten

wir, daB fiir = (%! wie fiir jede primitive p-te Einheitswurzel die Relation
L+n+n°+.. .+ =0

erfiillt ist, so dal die Summanden mit a # —1 jeweils den Beitrag — (%) liefern. Da

nun die Summe der (%) iiber alle a € F,; verschwindet, liefern alle Summanden

mit a # —1 zusammen den Beitrag (_?1) und mit 8.5.10 folgern wir

o’ = <_?1) p=(-1)"%p

Ist p eine ungerade Primzahl und ( eine primitive p-te Einheitswurzel, so besitzt
demnach (—1) "3 p die Quadratwurzel o € Z[C]. Das quadratische Reziprozitits-
gesetz ergibt sich nun, indem wir fiir unsere zweite Primzahl ¢ den Korperho-
momorphismus o, : Q(¢() — Q(¢) mit ¢ — (7 aus 7.8.32 oder alternativ 8.4.2
betrachten, und das Vorzeichen, mit dem er aus o wirkt, auf zwei Weisen berech-
nen. Ein Vergleich der Resultate zeigt dann das Reziprozititsgesetz. Einerseits
erhalten wir durch Umsummieren



Andererseits erhalten fiir beliebiges o = >~ ¢;¢* € Z[(] := R mit der Notation =
fiir die Gleichheit im Restklassenring R/qR unter Verwendung des Frobeniusho-
momorphismus

o,(a) = o, (Z ciCi) = Z G chcqi =a? (mod qR)

Beide Formeln zusammen liefern fiir unser spezielles o dann

<g> a=a! (mod ¢R)
p

Unser Ring R? ist nun offensichtlich eine endlich erzeugte torsionsfreie abelsche
Gruppe, insbesondere gilt fiir unsere Primzahl ¢ notwendig ¢R # Z[(] und damit
1 € qRund damit qRNZ = qZ.Dao?* = (—1)% p und damit auch « invertierbar
sind in R/qR, folgt

<%> = ()T =pT (-1 T = (9) (—1)"7 2 (mod ¢R)

mit 8.5.10 im letzten Schritt. Hier sind jedoch beide Seiten ganze Zahlen, also
gilt diese Kongruenz auch modulo ¢Z. Am Anfang und am Ende dieser Kette von
Kongruenzen stehen weiter die Zahlen +1 zur Auswabhl, folglich gilt dort sogar
Gleichheit. Man iiberzeugt sich aber miihelos anhand der Definitionen, daf} diese
Gleichheit gerade bedeutet, was wir in Worten als quadratisches Reziprozititsge-
setz formuliert hatten. 0

8.5.12 (Der Beweis des Reziprozititsgesetzes im Licht der Galoistheorie). Wir
haben fiir p eine ungerade Primzahl und ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel in
8.4.2 einen Isomorphismus ¢ = Gal(Q(¢)/Q) konstruiert. Er zeigt daB8 diese
Galoisgruppe eine zyklische Gruppe von gerader Ordnung ist. Sie hat also ge-
nau eine Untergruppe vom Index Zwei und nach der Galois-Korrespondenz hat
dann auch Q(¢) genau einen Unterkorper, der eine quadratische Erweiterung von
Q ist. Bezeichnet G := Gal(Q(¢)/Q) die Galoisgruppe in additiver Notation, so
sind die Elemente dieser quadratischen Erweiterung genau die Fixpunkte der Un-
tergruppe 2G und diejenigen Elemente unserer quadratischen Erweiterung auf3er-
halb von @, deren Quadrat in Q liegt, sind darin die Eigenvektoren zum Eigenwert
(—1) jedes Elements von G, das nicht in 2G liegt. Das sind nun genau alle von
Null verschiedenen Elemente der Gestalt

a=3 o)=Y aly)

oc€2G o2G

fiir beliebiges 7 € Q(¢). Unser « aus obigem Beweis ist nun genau dieses o im
Fall v = (. Es war also eh klar, daB wir o® € Q finden muBten. DaBl wir sogar
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o? € Z finden muBten, liegt an der Identitit Q N Z[¢] = Z. In der Tat ist Z[(] eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe, der Schnitt ist also auch eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe, andererseits aber auch ein Teilring von @, und diese beiden
Eigenschaften zusammen zeigen nach Ubung 6.2.8 bereits, daB unser Schnitt Z
sein muB.

8.5.13. Versteckt im Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes ist die Aus-
sage, dab fiir jede ungerade Primzahl p die Zahl (—1) = p im p-ten Kreisteilungs-
korper eine Wurzel besitzt. Die durch Adjunktion einer solchen Wurzel entstehen-
de quadratische Erwiterung von Q ist also unsere eindeutig bestimmte quadrati-
sche Erweiterung von QQ im p-ten Kreisteilungskorper. Explizit priift man fiir eine
von Null verschiedene dritte Einheitswurzel ¢ leicht (¢ — ¢?)? = —3 und damit
+v/—3 € Q(v/1) und die Beziehung zwischen regelmiBigem Fiinfeck und dem
goldenen Schnitt ?? zeigt v/5 € Q(v/1).

Vorschau 8.5.14. Vom hoheren Standpunkt aus betrachtet mogen Sie, falls Sie
sich weiter mit Zahlentheorie beschiftigen, die beim Beweis des Reziprozititsge-
setzes gegebene Argumentation wie folgt einordnen: Man kann die Frage nach der
Losbarkeit polynomialer Gleichungen in ganzen Zahlen, sogenannter diophanti-
scher Gleichungen, oft uminterpretieren als Frage nach dem ,,Verzweigungsver-
halten* endlicher algebraischer Erweiterungen des Korpers der rationalen Zah-
len. Allgemeiner als im analogen Fall der Riemann’schen Flidchen kann sich der
Grad der Erweiterung lokal auf drei Weisen bemerkbar machen: (1) Verzweigung,
(2) mehrere Stellen iiber einer gegebenen lokalen Stelle und (3) Erweiterung des
Restklassenkorpers. Erster zu untersuchender Fall ist natiirlich a priori der Fall
quadratischer Erweiterungen, und speziell der Fall der Adjunktion der Wurzel aus
einer Primzahl oder auch aus dem Negativen einer Primzahl. Als viel einfacher
erweist sich jedoch der Fall der Kreisteilungskorper, in dem alles explizit aus-
gerechnet werden kann. Und nun basiert der im folgenden gegebene Beweis des
quadratischen Reziprozititsgesetzes im wesentlichen auf dem Trick, den durch
Adjunktion der Quadratwurzel einer Primzahl, genauer den durch Adjunktion der
Quadratwurzel aus (—1) "3 p fiir eine ungerade Primzahl p, entstehenden Korper
als Teilkorper des p-ten Kreisteilungskorpers zu realisieren und besagte Frage im
Fall quadratischer Erweiterungen auf diesem Wege zu 16sen.

8.5.15. Wann 2 ein Quadrat ist modulo einer ungeraden Primzahl p, das sagt uns
der folgende ,,Ergiinzungssatz zum quadratischen Reziprozititsgesetz*.

Proposition 8.5.16 (Erginzungssatz). Fiir jede ungerade Primzahl q gilt

(2)_(_”%_1 { 1 firg=+1 (mod 8);

q) ~ 1 =1 fiirg=43 (mod 8).

Beweis. Wir betrachten die primitive achte Einheitswurzel { = exp(mi/4). Wir
priifen ¢ + (' = /2. Bezeichne o4 das Element der Galoisgruppe mit ¢ > (9.
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Sei ¢, das Vorzeichen mit ,(1/2) = £,4/2. Wir rechnen im Ring R := Z[¢] und
erhalten

eV2=0,(V2) ="+ (1= (C+¢H) = (V2)? (mod ¢R)

Es folgt ¢, = (v2)7 ! = 2% (mod ¢) und damit ¢, = (%) Fiir das Vorzeichen
e, priift man andererseits anhand der Formel ,(¢+¢ ') = (7+( ¢ leicht explizit,
daB es durch die im Ergénzungssatz behauptete Formel gegeben wird. [

Ergdnzung 8.5.17. Will man Legendre-Symbole tatsdchlich ausrechnen, so er-
weist sich deren Erweiterung zu den sogenannten Jacobi-Symbolen als praktisch.
Man definiert genauer fiir a € Z beliebig und n € N>; mit Primfaktorzerlegung
n = p1ps . . . pr das Jacobi-Symbol als Produkt von Legendre-Symbolen

(=G GG

Aus den entsprechenden Eigenschaften des Legendre-Symbols folgt, da auch das
Jacobi-Symbol nur von der Restklasse von @ modulo n abhidngt und daf} gilt

(9)-(4) ()

SchlieBlich folgt aus dem quadratischen Reziprozititsgesetz 8.5.7, daB allgemei-
ner fiir je zwei ungerade Zahlen m,n > 1 das Reziprozititsgesetz fiir Jacobi-

Symbole
m n—1m-—1 n
) =(=1)=z = <_>
(Z)=co= (5
gilt, denn auch die Vorzeichen sind multiplikativ in ungeraden m und n, wie man
durch Fallunterscheidung priift. Fir jede ungerade Zahl n > 1 folgt schlie-

lich aus dem Ergidnzungssatz 8.5.16 miihelos der Erginzungssatz fiir Jacobi-
Symbole

2 _(_1)%_ 1 firn=+1 (mod 8);
N | -1 firn=43 (mod R).

Fiir die Primzahlen 1231 und 1549 finden wir so etwa
(55) = (551) = (50) = () (5350 = (1) = — (556) = — (5%9) =
== (%) (%) = - (%) = - () = - (%) = - (&)
= @@ =-@=-E=-=-0=-0=06"=

mit unserem Reziprozitidtsgesetz und Ergdnzungssatz fiir Jacobi-Symbole. Die

Zahl 1231 ist demnach kein quadratischer Rest modulo 1549. Alternativ hitten wir
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auch den Rest von 1231'%48/2 = 12317 modulo 1548 ausrechnen konnen. Das
dauert so lange auch wieder nicht, da wir zur Beschleunigung der Rechnung 774 in
eine Summe von Zweierpotenzen entwickeln konnen als 774 = 512 +256 +4 42,
und dann miissen wir nur noch neun Quadrate in Z /15497 berechnen und vier
dieser Quadrate in Z /15497 multiplizieren. Ganz so schnell wie obige Rechnung
geht das dann aber doch nicht.

Ubungen

Ubung 8.5.18. Sei a € Z fest vorgegeben. Man zeige: Ob a ein Quadrat ist modulo
einer Primzahl ¢ hdngt nur von der Restklasse von ¢ modulo 4a ab.

Ergdnzung 8.5.19. Im Fall a = —1 kennen wir das das Resultat der vorhergehen-
den Ubung 8.5.18 im Ubrigen bereits aus 6.6.6. In der Sprache der algebraischen
Zahlentheorie ist das eine starke Aussage iiber die Beziehungen zwischen dem
,,Verzweigungsverhalten der Erweiterung Q(1/a)/Q an verschiedenen Primstel-
len*. Unser Beweis des Reziprozititsgesetzes, das erst mal den Fall a prim liefert,
geht aus vom explizit bekannten Verzweigungsverhalten bei Kreisteilungserwei-
terungen und folgert das Resultat daraus durch eine Art Galois-Abstieg.

Ergiinzende Ubung 8.5.20. Ein beriihmter Satz von Kronecker-Weber besagt,
daB jede endliche Galoiserweiterung des Korpers (Q der rationalen Zahlen mit
abelscher Galoisgruppe als Unterkorper eines Kreisteilungskorpers realisiert wer-
den kann. Man zeige das fiir alle quadratischen Erweiterungen von Q.

Ergdnzung 8.5.21. Man mag den Satz von Kronecker-Weber interpretieren als ei-
ne explizite Beschreibung der ,,maximalen abelschen Erweiterung* von Q : Sie
entsteht durch die Adjunktion aller Einheitswurzeln. Hilbert’s zwolftes Problem
fragt nach einer dhnlich expliziten Beschreibung der ,,maximalen abelschen Er-
weiterung® eines beliebigen Zahlkorpers, als da heil3t, eines beliebigen Korpers
der Charakteristik Null von endlichem Grad iiber Q.

Ubung 8.5.22. Ist 283 ein quadratischer Rest modulo 397? Hinweis: 397 ist eine
Primzahl.

Ubung 8.5.23. Gibt es eine Quadratzahl, deren Darstellung im Dezimalsystem
mit der Ziffernfolge 39 endet? Fiir welche Ziffern a,b € {0,1,...,9} gibt es eine
Quadratzahl, die mit der Ziffernfolge ab endet?

8.6 Radikalerweiterungen

Definition 8.6.1. Eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe heif3t ei-
ne zyklische Erweiterung. Eine Galoiserweiterung mit abelscher Galoisgruppe
heillt eine abelsche Erweiterung.
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8.6.2. Zerfillt das Polynom X" —1 in einem Korper vollstidndig in Linearfaktoren,
so sagen wir, der besagte Korper enthalte alle n-ten Einheitswurzeln. Wir sagen,
eine Korpererweiterung L/K entstehe durch Adjunktion einer n-ten Wurzel,
wenn gilt L = K(a) fireina € L mita” € K.

Satz 8.6.3 (Zyklische Erweiterungen). Seien K ein Korper und n > 2 eine
natiirliche Zahl derart, daf3 unser Korper alle n-ten Einheitswurzeln enthdlt und
daf3 seine Charakteristik n nicht teilt. So gilt:

1. Alle zyklischen Erweiterungen von K vom Grad n entstehen durch die Ad-
junktion einer n-ten Wurzel;

2. Adjungieren wir zu K eine n-te Wurzel, so erhalten wir eine zyklische Er-
weiterung, deren Grad n teilt.

8.6.4. Der Beweis beschreibt im Fall einer zyklischen Erweiterung vom Grad n
sogar die Elemente genauer, deren n-te Potenz im Grundkoérper liegt und die un-
sere Erweiterung erzeugen: Es handelt sich genau um alle Eigenvektoren eines
beliebigen Erzeugers der Galoisgruppe mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel
als Eigenwert.

8.6.5 (Adjunktion von Einheitswurzeln und anderen Wurzeln, Vergleich).
Man beachte den fundamentalen Unterschied zwischen der Erweiterung eines
Korpers durch n-te Einheitswurzeln und der Erweiterung eines Korpers mit n-
ten Einheitswurzeln durch n-te Wurzeln aus von Eins verschiedenen Elemen-
ten: Setzen wir der Einfachkeit halber Charakteristik Null voraus, so ist im ers-
ten Fall nach 8.4.2 und 8.6.10 die Ordnung der Galois-Gruppe ein Teiler von
w(n) = |(Z/nZ)*|, im zweiten Fall jedoch ein Teiler von n.

Beweis. 2. Bezeichne p,, C K* die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Entsteht
L = K(«) durch Adjunktion einer n-ten Wurzel aus a = o, so sind die Wurzeln
des Polynoms X" — a die (« mit ¢ den n-ten Einheitswurzeln, folglich ist unsere
Erweiterung Galois. Weiter erhalten wir eine Injektion der Galois-Gruppe in die
Gruppe p,, der n-ten Einheitswurzeln, indem wir jedem o € Gal(L/K) diejeni-
ge Einheitswurzel ¢ zuordnen mit o(a) = (a, also die Einheitswurzel o(«a) /.
Da nach 3.4.17 jede endliche Gruppe von Einheitswurzeln zyklisch ist, liefert die
Adjunktion n-ter Wurzeln in der Tat zyklische Erweiterungen, deren Ordnung n
teilt.

1. Sei umgekehrt L/K eine zyklische Erweiterung vom Grad n. Sei o # id
ein Erzeuger der Galoisgruppe. Wir fassen o auf als eine K -lineare Abbildung
o : L — L.Da gilt 0" = id nach Voraussetzung und da X™ — 1 in K[X] voll-
standig in Linearfaktoren zerfillt und paarweise verschiedene Nullstellen hat, ist
o nach der im Anschlufl bewiesenen Proposition 8.6.6 diagonalisierbar und seine

286



=

J

Anschauung fiir die durch Adjunktion einer dritten Wurzel aus 7" entstehenden
Korpererweiterung des Funktionenkorpers C(7'). Am zweiten Bild zu ?? wird
erklart, wie auch dies Bild zu interpretieren ist. Ich finde, man sieht in diesem
Fall auch recht anschaulich, dal} die Galoisgruppe zyklisch von der Ordnung drei
ist.
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Eigenwerte sind n-te Einheitswurzeln. Da aus o(«) = (a und o(f) = np fiir n-
te Einheitswurzeln (, 7 folgt o(af) = (naf, bilden die Eigenwerte von o sogar
eine Untergruppe U C pu,. Enthielte diese Untergruppe nicht alle n-ten Einheits-
wurzeln, so gibe es einen Teiler d von n mit d # n derart, daB o als einzigen
Eigenwert die 1 hiitte. Dann miite aber o bereits selbst die Identitit sein im Wi-
derspruch zu unseren Annahmen. Also besteht U aus allen n-ten Einheitswurzeln
und es gibt ein von Null verschiedenes o € L mit o(«) = (o fiir ¢ eine primitive
n-ten Einheitswurzel. Wir haben dann notwendig o(a") = o™, also o™ € K, aber

die Potenzen o, o, ..., o™ sind linear unabhiingig iiber K als Eigenvektoren zu
paarweise verschiedenen Eigenwerten von o. Es folgt [K(«) : K] = n und damit
L=K(a). N

Proposition 8.6.6. Seien f ein Endomorphismus eines Vektorraums V iiber ei-
nem Korper K und P € K|[X]| ein normiertes Polynom ohne mehrfache Nullstel-
len, das in K vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt und f annulliert, in Formeln
P(f) = 0. So ist f diagonalisierbar und seine Eigenwerte sind Nullstellen von P.

Beweis. Man wihle einen festen Vektor v € V' und suche dazu einen normier-
ten Teiler ) = (X — A1)...(X — A,) von P Kkleinstmoglichen Grades r mit
Q(f) : v+ 0.Dannist £ := (v, f(v), f2(v),... f7~Y(v)) ein unter f stabiler
Untervektorraum von V. Andererseits ist (f — A\2)...(f — A,)v nach Annahme
nicht Null und folglich ein Eigenvektor von f zum Eigenwert \; in E. In der-
selben Weise finden wir auch Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ao, ..., A,.. Da
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten linear unabhiingig sind
nach ??, ist damit f|g diagonalisierbar und v eine Summe von Eigenvektoren von
f. Die Proposition folgt. [

Zweiter Beweis. Der chinesische Restsatz liefert einen Ringisomorphismus
K[X]/(P) S K[X]/(X — A1) X ... x K[X]/(X — \,)

fiir \; die Nullstellen von P. Ist 1 = e; + ... + e, die zugehorige Zerlegung der
Eins in die Einselemente der Faktoren und vereinbaren wir fiir jeden Vektor v € V'
und @ € K[X]/(P) die Notation Qu = (Q(f))(v), so wird v = e;v + ... + e,v
eine Zerlegung mit e;v € Eig(f; ;). O

Korollar 8.6.7 (Adjunktion primer Wurzeln). Seien p eine Primzahl und K ein
Korper einer Charakteristik char K # p, der alle p-ten Einheitswurzeln enthdilt.
Genau dann ist eine echte Erweiterung unseres Korpers Galois vom Grad p, wenn
sie durch Adjunktion einer p-ten Wurzel entsteht.

Beweis. Eine Galoiserweiterung von Primzahlordnung ist notwendig zyklisch,
denn jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch. Das Korollar folgt damit
aus 8.6.3. ]
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Definition 8.6.8. Sind in einem Korper €2 zwei Teilkorper K, L C €) gegeben, so
bezeichnet (K L) C 2 den von K und L erzeugten Teilkorper. Man nennt diesen
Korper das Kompositum von /i und L.

8.6.9 (Diskussion der Notation). Fiir das Kompositum ist die abkiirzende Nota-
tion (K'L) = K L iiblich. Ich verwende hier etwas pedantisch die Notation (K L),
da ja KL in unseren Konventionen ?? a priori nur die Menge aller Produkte be-
deutet und man oft runde Klammern als Symbol fiir die ,,Erzeugung als Korper*
verwendet.

Satz 8.6.10 (Translationssatz der Galoistheorie). Seien in einem Korper §2 zwei
Teilkorper K, L C ) gegeben. Ist L O (K N L) eine endliche Galoiserweiterung,
soistauch (K L) D K eine endliche Galoiserweiterung und die Restriktion liefert
einen Isomorphismus von Galoisgruppen

Gal((KL)/K) = Gal(L/K N L)

8.6.11. Insbesondere gilt dieser Situation [L : K N L] = [(KL) : K]. Ohne
die Galois-Bedingung gilt das im Allgemeinen nicht. Als Gegenbeispiel betrachte
man in €2 := C die von zwei verschiedenen dritten Wurzeln aus 2 tiber Q erzeug-
ten Teilkorper K und L. Da jeder von ihnen nur zwei Teilkorper hat, muf} hier
gelten K N L = Q. Thr Kompositum (K L) hat Grad 6 iiber Q und damit Grad 2
tiber i und iiber L.

Vorschau 8.6.12. Der obige Translationssatz gilt auch ohne die Annahme, unsere
Erweiterung sei endlich. Sogar wenn wir nur L O (K N L) normal annehmen,
folgt bereits (K'L) D K normal und die Restriktion liefert einen Isomorphismus
von Galoisgruppen. Wir zeigen das in ??.

Beweis. Mit L/(K N L) ist auch (K'L)/K erzeugt von endlich vielen separa-
blen Elementen beziehungsweise ein Zerfallungskorper. Also ist (K'L)/K Ga-
lois und K ist nach 8.1.14 der Fixkorper der Galoisgruppe, in Formeln gilt also
K = (KL)% fir G = Gal((KL)/K). Da L normal ist iiber (K N L), stabilisieren
alle Korperautomorphismen von (K L) iiber K den Unterkorper L, und die durch
Restriktion gegebene Abbildung res : Gal((KL)/K) — Gal(L/(K N L)) zwi-
schen den Galoisgruppen ist offensichtlich injektiv. Der Fixkorper des Bildes von
res ist aber genau K N L, und das zeigt mit unserem Satz 8.1.12 iiber Galoiser-
weiterungen durch Gruppenoperationen die Bijektivitét von res. [

Korollar 8.6.13. Sind in einem grofien Korper €2 Teilkorper M sowie T D S
gegeben und ist T O S endlich und Galois, so ist auch (TM) D (SM) endlich
und Galois und die Restriktion liefert eine Inklusion von Galoisgruppen

Gal((TM)/(SM)) — Gal(T/S)
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Beweis. Mit T D S ist ja erst recht T D (7' N (SM)) Galois, also nach dem
Translationssatz 8.6.10 auch (TM) = (T(SM)) D (SM), und diese beiden Er-
weiterungen haben nach dem Translationssatz auch dieselbe Galoisgruppe. [l

Definition 8.6.14. Sei L/ K eine Korpererweiterung. Wir nennen L eine Radika-
lerweiterung von K, wenn es eine Korperkette

K=KyCKiCKyC...CcK,=1L

gibt derart, da3 der nédchstgroBere Korper jeweils entsteht durch Adjunktion einer
Waurzel, daf3 es also in Formeln jeweils o; € K; und n; > 2 gibt derart, daf} gilt
CY,Lm € Ki—l und KZ = Ki_l(ai).

8.6.15. Das Wort ,,Radikal‘ ist der lateinische Ausdruck fiir ,, Wurzel*. Unsere Ra-
dikalerweiterungen wiirde man also auf Deutsch bezeichnen als ,,Erweiterungen,
die durch sukzessives Wurzelziehen entstehen.

Definition 8.6.16. Sei M /K eine Korpererweiterung. Wir sagen, ein Element
«a € M 14Bt sich darstellen durch Radikale iiber i, wenn sich K («) in eine
Radikalerweiterung von K einbetten l1463t.

Beispiel 8.6.17. Die folgende reelle Zahl 148t sich darstellen durch Radikale iiber
dem Korper Q der rationalen Zahlen:

7/ 5

VV6+3+13

\/2_+ 2 /19876 + sin
V3+38

Definition 8.6.18. Seien K ein Korper und P € K[X] ein Polynom. Wir sagen,
die Gleichung P(X) = 0 ldBt sich auflosen durch Radikale, wenn sich alle
Nullstellen des Polynoms P in seinem Zerfillungskorper durch Radikale iiber
K darstellen lassen. Ist unser Polynom irreduzibel, so ist es offensichtlich auch
gleichbedeutend, daB sich eine Nullstelle durch Radikale iiber /i darstellen 146t.

(m/7)

8.6.19. Ich erinnere, daf eine Gruppe G nach 5.3.10 auflosbar heifit, wenn es
eine Folge von Untergruppen G = Gy D G; D Gy D ... D G, = 1 gibt mit G,
normal in G;_; und G;_1 /G, abelsch fiir 1 <i <.

Satz 8.6.20 (Auflosbarkeit von Gleichungen durch Radikale). Seien K ein
Korper der Charakteristik char K = 0 und P € K[X] ein Polynom. So sind
gleichbedeutend:

1. Die Gleichung P(X) = 0 lifst sich auflosen durch Radikale;

2. Die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers von P iiber K ist auflosbar.
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Beweis. Die Gleichung P(X) = 0 146t sich auflosen durch Radikale genau dann,
wenn sich der Zerfillungskorper L unseres Polynoms in eine Radikalerweiterung
von K einbetten 14B3t. Nach der anschlieBenden Proposition 8.6.21 ist das gleich-
bedeutend dazu, daB} sich L in eine endliche Galoiserweiterung M des Korpers K
mit auflosbarer Galoisgruppe einbetten 1463t. Und da L schon selbst Galois ist und
da seine Galoisgruppe Gal(L/K) ein Quotient der Galoisgruppe Gal(M/K) ist,
und da nach 5.3.16 Quotienten auflosbarer Gruppen auflosbar sind, ist das auch
gleichbedeutend dazu, dal L selbst eine auflosbare Galoisgruppe hat. [l

Proposition 8.6.21. Sei K ein Korper der Charakteristik char K = 0 und sei
L/K eine Korpererweiterung von K. So sind gleichbedeutend:

1. Die Erweiterung L ldfst sich einbetten in eine Radikalerweiterung des Kor-
pers K;

2. Die Erweiterung L laft sich einbetten in eine endliche Galoiserweiterung
des Korpers K mit auflosbarer Galoisgruppe.

Beweis. Nun, es gilt zu zeigen, daB sich jede Radikalerweiterung einbetten laft
in eine endliche Galoiserweiterung mit auflosbarer Galoisgruppe und umgekehrt,
daB sich jede endliche Galoiserweiterung mit auflosbarer Galoisgruppe einbetten
146t in eine Radikalerweiterung. Wir beginnen mit letzterem.

2 = 1. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit auflosbarer Galoisgruppe
G = Gal(L/K). So gibt es eine Folge von Untergruppen

G=Gyo>G1D...0G, =1

mit G; normal in G;_; und G;_1 /G, zyklisch von Primzahlordnung fiir 1 < i < r.
Die zugehorige Kette von Fixkorpern ist eine Kette von zyklischen Erweiterungen
von Primzahlordnung

K=KyCK,C...CK,=1L

Adjungieren wir eine primitive |G|-te Einheitswurzel (, so erhalten wir nach dem
Translationssatz 8.6.10 oder besser seinem Korollar 8.6.13 wieder eine Kette

K =Ko C Ko(¢) C Ki(¢) C ... C K.(¢) = L(¢)

von Galoiserweiterungen. Nach unserem Satz iiber Adjunktion primer Wurzeln
8.6.7 ensteht hier auch jede hohere Stufe durch Adjunktion einer geeigneten Wur-
zel aus der vorherigen Stufe. Mithin 148t sich L in eine Radikalerweiterung von
K einbetten, nimlich in die Radikalerweiterung L(().
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1 = 2. Sei L/K eine Radikalerweiterung. Offensichtlich konnen wir L auch er-
halten, indem wir sukzessive Wurzeln von Primzahlordnung zi/a; adjungieren, fiir
geeignete Primzahlen p;. Es gibt also eine Korperkette

K=KyCcK,CcKycC...CK,=1L

sowie geeignete «; € K; und Primzahlen p; derart, da fiir alle : > 1 gilt K; =
K;_1(a;) und o € K;_ . Ist n das Produkt dieser p; und adjungieren wir zu L
eine primitive n-te Einheitswurzel (, so ist im Korperturm

K =Ky C Ko(¢) C Ki(¢) C ... C K, (¢) = L(C)

jeder Schritt eine abelsche Erweiterung: Das folgt, indem wir den Translationssatz
der Galoistheorie oder besser 8.6.13 im ersten Schritt auf die nach 8.4.2 abelsche
Kreisteilungserweiterung Q C Q(¢) anwenden und danach auf die K; C K.
VergroBern wir nun L(¢) zu einer normalen Erweiterung N/K und betrachten
darin das Kompositum M C N aller p(L(¢)) mit ¢ € Ring®(L(¢), N), also die
normale Hiille von L((), so ist M eine Galoiserweiterung von K und es gibt einen
Korperturm
K=MycMCcMyCc...CcM;=M

in dem jede Stufe eine abelsche Erweiterung ist: Um solch einen Korperturm an-
zugeben, zidhlen wir unsere ¢ auf als ¢q,. .., @, beginnen mit M; = My(C)
und adjungieren der Reihe nach ¢1(a1), p1(az),. .., ¢1(a.), a(aq), @a(as),

(), om(ar), em(ag), ... @m(a,). Die Galoiskorrespondenz zeigt
dann, daf} die Galoisgruppe Gal(M /K) auflosbar ist. O

Proposition 8.6.22. Hat ein irreduzibles Polynom fiinften Grades aus Q[X] ge-
nau drei reelle und zwei komplexe Nullstellen, so ist seine Galoisgruppe die volle
symmetrische Gruppe Ss und ist damit nicht auflosbar.

Beweis. Die komplexe Konjugation 7 vertauscht zwei Nullstellen und 148t die
tibrigen fest. Da die Galoisgruppe G transitiv auf der 5-elementigen Menge der
Nullstellen operiert, teilt nach der Bahnformel 5 die Gruppenordnung und es gibt
nach 5.4.8 ein g € G von der Ordnung ord g = 5. Man sieht etwa mit ??, dal3 ¢
und 7 schon ganz S5 erzeugen. [l

Beispiel 8.6.23. Das Polynom X (X? + 4)(X? —4) = X5 — 16X hat genau drei
reelle Nullstellen und Extrema bei X = +2/v/5 mit Werten +32(1 — 1)1//5,
die im Absolutbetrag groBer sind als zwei. Das Polynom X° — 16X + 2 hat also
ebenfalls genau drei reelle und zwei komplexe Nullstellen, und es ist dariiber hin-
aus irreduzibel in Q[X] nach dem Eisensteinkriterium 6.8.2. Seine Galoisgruppe
ist nach 8.6.22 folglich nicht auflésbar, und damit kann nach 8.6.20 die Gleichung
X® — 16X + 2 = 0 nicht durch Radikale gel6st werden.

Beispiel 8.6.24. Das Polynom X° — 2 in Q[X] ist irreduzibel nach dem Eisen-
steinkriterium 6.8.2. Es ist jedoch durchaus auflosbar durch Radikale.
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Ubungen

Ubung 8.6.25. Seien p, g Primzahlen. So ist die Galoisgruppe des Zerfillungskor-
pers von X? — ¢ € Q[X] isomorph zum semidirekten Produkt IF,, < F in Bezug
auf die offensichtliche Wirkung von I auf F,.

Ubung 8.6.26. Seien in einem Korper ) zwei Teilkorper K, L C §) gegeben.
Sind K D (KN L)und L D (K N L) endliche Galoiserweiterungen, so ist auch
(KL) D (K N L) eine endliche Galoiserweiterung und die Restriktionen liefern
einen Gruppenisomorphismus

Gal((KL)/K N L) > Gal(K/K N L) x Gal(L/K N L)

8.7 Losung kubischer Gleichungen

8.7.1. Jetzt interessieren wir uns fiir kubische Gleichungen, also Gleichungen
der Gestalt
P 4ar +br+c=0

Ihre Galoisgruppen sind auflosbar als Untergruppen von Ss, also miissen sich ku-
bische Gleichungen zumindest in Charakteristik Null durch Radikale 16sen lassen.
Um explizite Losungsformeln anzugeben, bringen wir zunéchst durch die Substi-
tution z = y — a/3 den quadratischen Term zum Verschwinden und gehen iiber
zu einer Gleichung der Gestalt v + py + ¢ = 0. Fiir die Losungen derartiger
Gleichungen gibt der folgende Satz eine explizite Formel.

Satz 8.7.2. Gegeben komplexe Zahlen p, q erhdlt man genau die Losungen der
Gleichung y® + py + q = 0, wenn man in der Cardano’schen Formel

bei beiden Summanden dieselbe Quadratwurzel fest wahlt und dann die beiden
Kubikwurzeln so zieht, daf ihr Produkt gerade —p/3 ist.

8.7.3. Dasselbe gilt sogar fiir jeden beliebigen algebraisch abgeschlossenen Kor-
per einer von zwei und drei verschiedenen Charakteristik. Dieser Trick war bei den
Italienern schon im 16. Jahrhundert bekannt und wurde von den Experten sorg-
sam geheimgehalten. Diese schlagende Anwendung der komplexen Zahlen war
der Ausgangspunkt ihres Siegeszugs in der hoheren Mathematik. Selbst wenn alle
drei Nullstellen unserer kubischen Gleichung reell sind, ist es nicht moglich, un-
ser Losungsverfahren ohne die Verwendung der komplexen Zahlen anzuwenden.
Die Bemerkung 8.7.6 zeigt, daB der Ubergang zu komplexen Zahlen hier wirklich
notwendig und nicht etwa nur unserer Ungeschicklichkeit geschuldet ist.
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Beweis. Dal} wir auf diese Weise wirklich nur Losungen unserer Gleichung er-
halten, kann man unschwer nachrechnen. Dall wir alle Losungen erhalten, folgt
auch recht schnell: Stimmen zwei derartige Losungen iiberein, sagen wir « + v =
Cu+ ¢ 1w fiir vertrigliche Wahlen u und v der beiden Kubikwurzeln und eine pri-
mitive dritte Einheitswurzel ¢, so folgern wir (1 —¢)u = (¢™' — 1)v, also Cu = v,
damit das Verschwinden der Diskriminante 27¢? + 4p?, und damit gibt es auch nur
hochstens zwei Losungen nach 6.9.13. Stimmen alle drei so konstruierten Losun-
gen iiberein, so folgt zusitzlich ("'u = v, alsou = v = 0 und ¢ = p = 0 und
unsere Gleichung hat in der Tat als einzige Losung y = 0. U

8.7.4. Wie wir sehen, ist es nicht schwer, die Cardano’sche Formel nachzupriifen.
Ich will nun erklidren, wie man durch Galois-Theorie auf diese Formel gefiihrt
wird. Sei dazu k ein Korper einer von Zwei und Drei verschiedenen Charakteristik
char k # 2,3, der eine nichttriviale dritte Einheitswurzel { = /1 € k enthalten
moge. Wir bilden den Funktionenkdrper

K = k('p,q) = Quot k['p, q

in zwei iiber £ algebraisch unabhingigen Verinderlichen p und ¢. Unser Polynom
Y3 + pY + ¢ ist dann irreduzibel in K'[Y], denn nach 6.7.11 muB jede Faktorisie-
rung von einer Faktorisierung im Polynomring k['p, ¢, Y| herkommen, in der wir
p = q setzen konnten und so einen Widerspruch zum Eisensteinkriterium fiir fak-
torielle Ringe 6.8.3 erhielten. Ist L /K ein Zerfallungskorper unseres Polynoms,
so schreiben wir

Y4 pY +q=(Y —a)Y = B)(Y =)
mit o, 5, € L und erhalten

at+B+y =0
af+pBy+ya = p
q

—afy = ¢ = 2B+

Da die Diskriminante 4p® + 27¢* aus 6.9.13 in unserem Fall nicht verschwindet,
sind die drei Nullstellen paarweise verschieden und unsere Erweiterung ist Galois.
Die Galoisgruppe von L /K muB treu und transitiv operieren als eine Gruppe von
Permutationen der Menge {«, 3,~} der drei Wurzeln. Damit kommen fiir diese
Galoisgruppe nur die Gruppe S; aller Permutationen und die Gruppe A; aller ge-
raden Permutationen in Betracht. Der Fixkorper des Normalteilers A3 der geraden
Permutationen enthilt das Element

E=(a—=p8)(B—-7)(y—a)=-2a"=3a’5+3a5” + 25
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Nach 6.9.13 oder auch elementarer Rechnung ist sein Quadrat bis auf ein Vorzei-
chen die Diskriminante, genauer gilt

E? = —4p® — 2747

Hier sei gleich die Formel (¢? —()? = —3 bemerkt, das Quadrat von ((*—(¢)E/18
ist also genau der Ausdruck, von dem in der Cardano’schen Formel die Quadrat-
wurzel zu ziehen war. Ist die Charakteristik unseres Korpers nicht gerade Zwei,
so ist —4p® — 27¢* nach 6.7.19 in K = k(p,q) kein Quadrat und wir folgern
[K(FE) : K] = 2. Da nun unsere Erweiterung L/K hochstens Grad 6 haben kann
und da L iiber dem Fixkorper der geraden Permutationen notwendig Grad drei
hat, mul K'(F) bereits dieser Fixkorper sein und L/ K (FE) ist eine Galoiserweite-
rung mit der Galoisgruppe As. Sei nun o € G der Erzeuger dieser Galoisgruppe
mit o(a) = S, 0(f) = v und o(y) = «. Nach 8.6.4 entsteht dann L aus K (F)
durch Adjunktion eines Eigenvektors von ¢ zu einem von 1 verschiedenen FEi-
genwert. Hier benotigen wir unsere Voraussetzung, dall es in & nichttriviale dritte
Einheitswurzeln gibt, und damit ist insbesondere auch der Fall der Charakteristik
drei ausgeschlossen. Die dritte Potenz eines solchen Eigenvektors liegt in K (E),
so daB3 L aus K (F) entsteht durch Adjunktion einer Kubikwurzel. Ist { € k eine
nichttriviale dritte Einheitswurzel, so liegt zum Beispiel

u = a+(o(a)+ ?o?(a)
= (1-¢a+(C-¢)B

im Eigenraum Eig(c; ¢?) und ist nicht Null, da sonst gilte 3 € k« im Widerspruch
zu (o) = 8 # «. Ebenso erzeugt

v = a+ o(a)+ (o)
= (1-Qa+ (=B

den Eigenraum Eig(c; () als K (F)-Vektorraum und die 1 erzeugt als K (F)-
Vektorraum den Eigenraum Eig(o; 1). Die drei Elemente w, v, 1 bilden also eine
K (E)-Basis von L und wir miissen unsere drei Wurzeln linear aus ihnen kombi-
nieren konnen. In der Tat erhalten wir unmittelbar v + v = 3« und dann durch
Teilen durch Drei und Anwenden von o
QU v u QU
a=gts B=C5+g  v=03+03
Die dritten Potenzen von « und von v miissen nun wie gesagt in K (F) liegen,
also als K'-Linearkombinationen von 1 und £ zu schreiben sein. Um besagte
dritte Potenzen explizit darzustellen, zerlegen wir sie unter dem Element 7 der
Galoisgruppe, das o und /3 vertauscht, in Eigenvektoren: Schreiben wir 2v® =
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(v +7(v*)) + (v® —7(v?)), so muB offensichtlich der erste Summand zu K geho-
ren und der zweite zu K E. Nun konnen wir ja unsere obige Gleichung auch um-
formen zu v = (1 — )(a — (/3). Packen wir der Einfachkeit der Rechnung halber
den Faktor (1 — () noch auf die andere Seite und setzen ¢ := (1—¢) v = a— (8,
so erhalten wir

93 = +a3 —3Ca?B+ 3C%ap? - 33

7(0)} = —a®+3C%a?B — 3CaB? + °
0 +7(0)° = 3(¢C* = O)(*B + af?) =3(¢* = {)q
0* —7(0)° = 20® = 3(C+ ¢*)a’B + 3(¢C + ¢*)ap® — 237

= 2a% 4 3028 — 3a8% — 233 =—-F

und damit 203 = 3(¢? — ()g— F und wegen (1 —¢)® = 3(¢?— () und (¢* —()? =
¢ 4+ (% — 2 = —3 schlieBlich

<§>3Z_§+ = 1g)

Genauso liefert Ersetzen von ¢ durch ¢? in obiger Rechnung auch

() -4

und es folgt, da} die beiden Ausdriicke
q q\?  (P\?
54y (E) + ()
2 2 + 3
? liefern. Unsere Losung « hat also die Gestalt

AT T T

Wenn wir andererseits die beiden kubischen Wurzeln so ziehen, daf3 ihr Produkt
gerade —p/3 ist, so erhalten wir auch stets Losungen.

’lL

genau (g) und (

Ovl

8.7.5. Haben wir statt dem Funktionenkorper K = k('p, q) einen beliebigen Kor-
per K einer Charakteristik char K # 2,3 mit nichttrivialen dritten Einheitswur-
zeln vor uns, so kann obiges Argument in verschiedener Weise zusammenbrechen:
Unser Polynom muf} nicht irreduzibel sein, und wenn es irreduzibel ist, konnte
seine Galoisgruppe nur aus den drei geraden Permutationen der drei Nullstellen
bestehen. In diesen Fillen funktioniert das obige Argument nur noch in mehr oder
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weniger stark modifizierter Form. Es scheint mir jedoch einigermal3en klar, daf3
unsere fir allgemeines p, ¢ hergeleiteten Formeln ihre Giiltigkeit behalten sollten,
,was immer man fiir p und ¢ einsetzt, solange dabei nicht Nullen in Nennern auf-
treten®. In unserem Fall haben wir das ja sogar in 8.7.3 bereits explizit gepriift.
Fiir eine formalere Begriindung mu8 ich Sie auf spezialisiertere Vorlesungen ver-
weisen.

8.7.6 (Notwendigkeit des Ausgreifens in die komplexen Zahlen). Sei eine ku-
bische Gleichung X3 +pX +¢ = 0 mit p, ¢ € R gegeben, die drei reelle Losungen
besitzt, von denen keine zum Koeffizientenkorper K := Q(p, ¢) C R gehért, etwa
unsere Gleichung X° — 16X + 2 = 0 aus 8.6.23. Wir zeigen, daB es dann nicht
moglich ist, eine Kette

K=KyCcK,Cc...CK,CR

von Teilkorpern von R so zu finden, daB unser Polynom in K, zerfillt und K4
jeweils durch Adjunktion der positiven /;-ten Wurzel aus einem positiven Element
a; € K; entsteht, in Formeln

Ky = Ki(¥/a;)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir hier die /; als prim annehmen.
Weiter ist das Quadrat A = —4p3 — 27¢> des Produkts der Differenzen der Null-
stellen aus 6.9.13 in unserem Fall notwendig positiv und wir diirfen K; = K (v/A)
annehmen. Unser irreduzibles kubisches Polynom ist dann auch irreduzibel iiber
K, denn es kann erst in einer Korpererweiterung vom Grad Drei eine Nullstel-
le haben, und fiir seinen Zerfillungskorper Z C R iiber K gilt Z7 D K; und
Gal(Z/K,) = 7Z/3Z nach 8.7.9 und insbesondere [Z : K;] = 3. Gegeben eine
Wurzel o € R unseres kubischen Polynoms mit o ¢ K ist also K (a)/ K, Ga-
lois vom Grad Drei. Fiir  kleinstmoglich mit o € K, mufl damit [K, : K,_;] ein
Vielfaches von Drei sein. Wegen K, = K,_(\/a) mit a = a, und [ = [, prim
muB aber nach 8.7.7 unser Polynom X' — a irreduzibel gewesen sein in K, _;[X]
und wir folgern [K,. : K, 1| = . Zusammen zeigt das [ = 3und K, = K, _(«)
und damit K,/ K,_; Galois vom Grad drei. Dann hinwiederum muB X?* — ¢ in K,
vollstidndig in Linearfaktoren zerfallen und K, muf} drei dritte Einheitswurzeln
enthalten und das steht im Widerspruch zu unserer Annahme K, C R. Der Uber-
gang ins Komplexe oder alternativ die Verwendung trigonometrischer Funktionen
zu ihrer Losung ,,durch Radikale® ist in anderen Worten unumgénglich. Latei-
nisch spricht man bei reellen Gleichungen dritten Grades dieser Art vom casus
irreducibilis.

8.7.7 (Ziehen primer Wurzeln). Ist K ein Korper und [ eine Primzahl, so ist fiir
a € K das Polynom X' — a entweder irreduzibel oder es besitzt eine Nullstelle. In
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der Tat zerféllt unser Polynom in seinem Zerféllungskorper als X' —a = [] (X —
¢Vb) fiir eine I-te Einheitswurzel (. Zerfillt es also in K als X! — a = fg mit
0 < grad f < [, so muB der konstante Term ¢ von f die Gestalt ¢ = £b% haben
fiir eine [-te Einheitswurzel €. Es folgt ¢! = b = q¢. Damit fiihrt der Ansatz
(c"a™)! = a zur Gleichung a"**™ = q alias nd + ml = 1 und damit zu einer
[-ten Wurzel von a in K.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 8.7.8. Sein > 1und K ein Korper, der alle n-ten Einheitswur-
zeln enthilt und dessen Charakteristik n nicht teilt. Man zeige: Gegeben a € K
ist das Polynom X™ — a irreduzibel in K [X] genau dann, wenn a fiir keinen Teiler
d > 1 von n eine d-te Wurzel in K besitzt.

Ubung 8.7.9. Ein irreduzibles Polynom dritten Grades der Gestalt Y3 + pY + ¢
mit Koeffizienten in einem Korper k der Charakteristik char k£ # 2 hat genau dann
die Galoisgruppe Ss iiber &, wenn —4p3 — 27¢? kein Quadrat in k ist. In unserer
Terminologie ist —4p® — 27¢* das Negative der Diskriminante unseres Polynoms,
aber hier sind auch andere Konventionen verbreitet.

Beispiel 8.7.10. Das Polynom X3 — 2 hat nach 8.1.21 oder 8.7.9 die Galoisgruppe
Ss iiber QQ, denn —108 = (—27)4 ist kein Quadrat in Q. Dasselbe Polynom hat
jedoch Galoisgruppe As iiber Q(+/1) nach unserem Satz iiber Radikalerweiterun-
gen 8.6.3. Damit alles zusammenpalt, mu3 —108 ein Quadrat im dritten Kreistei-
lungskorper Q(+/1) sein. Zum Gliick stimmt das auch, fiir ¢ eine primitive dritte
Einheitswurzel gilt nimlich (¢ — (71)? = —3.

8.8 Einheitswurzeln und reelle Radikale*
8.8.1. Die Tabelle
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sin CcoS
T 0 —1

/2 1 0
/3 V3/2 1/2
/4 1/v/2 1/v2
7/5 | VB —VB/2v2 | (VB+1)/4
/6 1/2 V3/2

/7 ? ?

/8 1-V2 \/ 3+ V2
/9 ? ?

/10 | (V5—=1/4 | V5+V5/22
/11 ? ?

aus ?? zeigt einige n > 1, fiir die sin(7/n) und cos(7/n) in geschlossener Form
als ,,reelle algebraische Ausdriicke* dargestellt werden konnen, ohne dall wir bei
der Berechnung der besagten Ausdriicke den Korper der reellen Zahlen verlassen
miilten. Sie zeigt auch einige Fragezeichen fiir Fille, in denen keine derartige
Darstellung zur Verfiigung steht. Wir zeigen im Folgenden, daf3 das nicht etwa
an unserer Ungeschicklichkeit liegt, sondern daf es derartige reelle Darstellungen
fiir die meisten n schlicht nicht gibt. Diese Aussage gilt es zunédchst einmal zu
prézisieren.

Definition 8.8.2. Gegeben eine Korpererweiterung F' C FE definieren wir den
RadikalabschluB von F' in E' als den kleinsten Zwischenkorper R C F derart,
da fur alle p > 1 gilt (2? € R) = (x € R). Wir notieren ihn

R =rad(F C E)

Beispiel 8.8.3. Die folgende reelle Zahl gehort zum Radikalabschlufl des Korpers
@Q der rationalen Zahlen im Korper R der reellen Zahlen:

7/ 5
VV6+3+13
V643413 vyagrs
V3+38
Definition 8.8.4. Gegeben eine Korpererweiterung F' C FE definieren wir den

QuadratwurzelabschluB von /' in E als den kleinsten Zwischenkorper () C E
derart, daB gilt (z? € Q) = (x € Q). Wir notieren ihn

Q =quad(F C E)
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8.8.5. Den Quadratwurzelabschluf} der rationalen Zahlen in den komplexen Zah-
len haben wir bereits in 7.6.2 betrachtet und gezeigt, dall er genau aus allen kon-
struierbaren Zahlen besteht.

Satz 8.8.6 (Markus Rost). Der Radikalabschluf3 der rationalen Zahlen in den
reellen Zahlen trifft jeden Kreisteilungskorper nur innerhalb des Quadratwurzel-
abschlusses der rationalen Zahlen in den reellen Zahlen. Fiir jedes n € N gilt
also in Formeln

rad(Q C R)NQ(¥1) ¢ quad(Q C R)

Erginzung 8.8.7. Fir jeden Teilkdrper K C R und jedes n > 1 gilt allgemei-
ner rad(K C R) N K (/1) C quad(K C R). Der Beweis ist im wesentlichen
derselbe.

8.8.8. Der Satz von Rost zeigt, daB cos(27/7) nicht zum Radikalabschluf} von Q
in R gehoren kann. In der Tat gehort diese reelle Zahl zu einem Kreisteilungs-
korper und miilte nach dem Satz von Rost anderfalls sogar zum Quadratwurzel-
abschluBl von Q in R gehoren. Das steht jedoch im Widerspruch zu unserer Er-
kenntnis, daf das regelméfige Siebeneck nicht mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden kann. Weiter ist cos(27/7) nach 8.1.22 auch eine von drei reellen Null-
stellen des Polynoms X3 + X2 — 2X — 1. Wir sehen so ein weiteres Mal, daf3
kubische Gleichungen mit rationalen Koeffizienten, selbst wenn sie drei reelle
Nullstellen haben, im allgemeinen nicht durch ,,algebraische Rechenoperationen
im Rahmen der reellen Zahlen* gelost werden kénnen. Im iibrigen ist cos(27/7)
ein Erzeuger des Schnitts des siebten Kreisteilungskorpers mit der reellen Achse,
dieser Schnitt mufl Grad 6/2 = 3 iiber Q haben, und besagtes Polynom ist gerade
das Minimalpolynom von cos(27/7) iiber Q.

8.8.9. Genau dann gehért sin(7/n) zum Radikalabschlu der rationalen Zahlen
in den reellen Zahlen, wenn das regelméBige n-Eck konstruierbar alias ¢(n) eine
Zweierpotenz ist. In der Tat liegt sin(7/n) sicher in einem Kreisteilungskorper.
Liegt sin(7/n) auch im Radikalabschluf rad(Q C R) der rationalen in den reellen
Zahlen, so folgt sin(m/n) € quad(Q C R) aus dem Satz 8.8.6 von Rost. Damit
ist sin(7/n) aber nach 7.6.2 konstruierbar und damit dann unschwer auch das
regelmiBige n-Eck. Der Beweis der Gegenrichtung bleibe dem Leser liberlassen.

Beweis des Satzes von Rost 8.8.6. Wir halten eine natiirliche Zahl n > 1 fiir den
folgenden Beweis fest und vereinbaren die Abkiirzung @) := quad(Q C R)
fiir den Quadratwurzelabschluf} der rationalen Zahlen in den reellen Zahlen und
E := Q(/1) fiir den n-ten Kreisteilungskorper, mit einem E wie Einheitswurzel.
Um den Satz zu zeigen, reicht es sicher nachzuweisen, daf fiir jeden Teilkorper
R C R mit der Eigenschaft R N £ C () auch der durch Adjunktion einer primen
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reellen Wurzel, also durch Adjunktion eines Elements z € R mit 2 € R fiir
eine Primzahl p entstehende Teilkorper R(z) C R diese Eigenschaft hat. Im Fall
[R(z) : R] < p folgt aus unseren Annahmen bereits R(x) = R. In der Tat haben
wir fiir ¢ = [R(z) : R und @ = 2P ja

detr(z|R(x))P = detg(a?|R(x)) = a?

Es gibt also ¢ € R mit ¢? = a9. Im Fall ¢ < p konnen wir 1 = ap + 3¢ schreiben,
es folgt a = a®?™P4 = (a®c”)? und a hat bereits eine p-te Wurzel y = a®c” in R,
woraus wegen R C Rund z € R folgt y = +2 und R(z) = R. Es bleibt also nur
noch, den Fall [R(x) : R] = p zu diskutieren und in diesem Fall die Implikation

RNEcCQ@ = RExNECQ

zu zeigen. Im Fall R(z) N E = RN E ist das klar. Sonstist (R(z) N E)/(RNE)
eine nichttriviale Galoiserweiterung, denn das sind beides Zwischenkorper einer
endlichen abelschen Erweiterung. Nach dem Translationssatz 8.6.10 ist dann auch
((R(z)NE)R)/R eine nichttriviale Galoiserweiterung. Da R(z)/R Primzahlgrad
hat, folgt ((R(z) N E)R) = R(z), und R(z)/R ist mithin selbst eine Galoiser-
weiterung vom Grad p. Das Polynom X? — a ist dann notwendig das Minimalpo-
lynom von z iiber R, und da jede Galoiserweiterung normal ist, miissen alle seine
Nullstellen auch zu R(x) gehoren, also alle (x fiir ¢ eine beliebige p-te Einheits-
wurzel. Damit miissen aber alle p-ten Einheitswurzeln zu R(z) gehoren, also zu
R, und das gilt nur im Fall p = 2. Mithin sind wir in diesem Fall, und durch das
Riickverfolgen unserer Argumente erhalten wir

(R(z) N E): (RNE)] =2

Der Korper R(z) N E entsteht also aus dem Teilkorper R N E C @ durch Ad-
junktion einer Quadratwurzel. Folglich liegt R(z) N E in der Tat bereits selbst im
Quadratwurzelabschluf3 ) von Q in R. O
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10 Vorlesung Algebra und Zahlentheorie WS 16/17

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen.

19.10 Gruppen und Gruppenhomomorphismen. Klassifikation der Gruppen mit
hochstens vier Elementen 5.1 zu Ful3. Klassifikation der Gruppen F' mit
fiinf Elementen durch Theorie: Untergruppen, Untergruppen von Z nach
1.3.4, Nebenklassen 3.1 und Lagrange: F' hat nur die beiden Untergruppen
1 und F. Bijektion Grp(Z, G) = G, ¢ — (1) fiir jede Gruppe G. Also fiir
|G| = 5 Surjektion Z — G durch 1 — g mit g # e. Universelle Eigenschaft
surjektiver Gruppenhomomorphismen.

21.10 Normalteiler 3.2 und Quotient danach. Isomorphiesitze. Ordnung von Grup-
penelementen, Struktur zyklischer Gruppen. Gruppen von Primzahlordnung
sind zyklisch. Kleiner Fermat fiir Kongruenzen von Potenzen modulo Prim-
zahl. Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Satz iiber den
grofften gemeinsamen Teiler.

26.10 Chinesischer Restsatz mit zwei Resten. RSA-Verschliisselung. Einfache Grup-
pen, Satz von Jordan-Holder. Operationen von Gruppen und Monoiden auf
Mengen. Operation durch Konjugation ganz kurz. Noch nicht Bahnformel.

28.10 Bahnen als homogene Rdume. Bahnformel. Operation durch Konjugation.
Konjugationsklassen in der Wiirfelgruppe und der Ikosaedergruppe. Die
Ikosaedergruppe ist einfach 5.2.5.

2.11 Struktur von p-Gruppen. Gruppen mit p? Elementen sind abelsch. Sylow-
Sitze bewiesen. Noch nachholen: Jeder Primteiler der Ordnung einer abel-
schen Gruppe ist die Ordnung eines Elements 3.3.15, 3.3.17.

4.11 Jeder Primteiler der Ordnung einer abelschen Gruppe ist die Ordnung eines
Elements 3.3.15, 3.3.17. Klassifikation endlich erzeugter abelscher Grup-
pen durch Multimengen von Primpotenzen, ohne Beweis. Gruppen mit 6
Elementen mit Beweis. Gruppen mit 8 Elementen ohne Beweis. Dann Kon-
struktion der natiirlichen Zahlen im Rahmen der Mengenlehre. Konstrukti-
on der Addition, noch ohne Beweis der Eigenschaften.

9.11 Konstruktion und Eigenschaften der Addition. Ringe, Ringhomomorphis-
men. Universelle Eigenschaft surjektiver Ringhomomorphismen. Ideale. Kon-
struktion von Restklassenringen, noch nicht ganz fertig.

11.11 Konstruktion von Restklassenringen. Von Teilmengen erzeugte Ideale. Quo-
tientenringe von Polynomringen nach von normierten Polynomen erzeugten
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16.11

18.11

23.11

25.11

30.11

2.12

7.12

9.12

14.12

16.12

Hauptidealen. Konstruktion von C als Quotient R[X]/(X? + 1). Teilringe.
Von Teilmengen erzeugte Teilringe. Algebraische Unabhéngigkeit. Produk-
te von Ringen. Abstrakter chinesischer Restsatz. Interpolation als Beispiel.

Euklidische Ringe, Faktorielle Ringe, Hauptidealringe, Beispiele, deren Be-
ziehung untereinander. Quotienten von Hauptidealringen. Noch nicht der
Ring der Gau3’schen Zahlen.

Gauly’sche Zahlen und Summen von zwei Quadraten. Endliche Untergrup-
pen der multiplikativen Gruppe eines Korpers sind zyklisch. Konstruktion
des Quotientenkorpers. Bewertung auf dem Quotientenkdrper eines fakto-
riellen Rings an einem irreduziblen Element.

Polynomringe iiber faktoriellen Ringen, Bewertung von Polynomen, Lem-
ma von GauB}. Zwei teilerfremde Polynome in zwei Variablen haben hochs-
tens endlich viele gemeinsame Nullstellen. Kreisteilungspolynome haben
ganze Zahlen als Koeffizienten. Noch nicht Irreduzibilitit von Kreisteilungs-
polynomen.

Irreduzibilitit von Kreisteilungspolynomen. Eisensteinkriterium. Symme-
trische Polynome, Hauptsatz.

Diskriminante eines Polynoms vom Grad Drei. Allgemeine Diskriminante.
Schranke von Bézout mit Beweis.

Konstruktion der ganzen Zahlen aus den natiirlichen Zahlen. Konstruktion
der reellen Zahlen.

Korpererweiterungen. Algebraische und transzendente Elemente. Minimal-
polynom.

Endliche und algebraische Korpererweiterungen. Quadratische Korperer-
weiterungen.

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Angefangen mit endlichen Korpern.
Gezeigt, daB3 deren Kardinalitit stets Charakteristik hoch Grad iiber dem
Primkorper ist.

Endliche Korper und deren Unterkorper. Zerfillungskorper definiert, Satz
iber Eindeutigkeit formuliert, aber noch nicht bewiesen. Satz iiber Ausdeh-
nung von Korperhomomorphismen auf primitive algebraische Erweiterun-
gen bewiesen, aber kurz. Beweis nochmal!
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21.12

23.12

11.1

13.1

18.1

20.1

25.1

27.1

1.2

32

Ausdehnungen von Korperhomomorphismen. Maximalzahl, Existenz. Ein-
deutigkeit des Zerfillungskorpers. Normale Erweiterungen, Definition und
Anschauung. Formuliert, aber nicht bewiesen, dal Zerfillungskorper nor-
mal sind.

Ich will nur die Ableitung einfithren mit Summen- und Produktregel und
zeigen, da3 mehrfache Nullstellen Nullstellen der Ableitung sind. Dann ha-
be iiber den Koordinatisierungssatz geredet und gezeigt, wie man in jeder
Desargues-Ebene Richtungsvektoren einfiihrt. Nicht gezeigt, da3 diese eine
kommutative Gruppe bilden.

Ableitung von Polynomen und Separabilitit von Polynomen und Korperer-
weiterungen. Noch nicht den Satz iiber die Zahl von Ausdehnungen von
Korperhomomorphismen auf separable Erweiterungen fertig bewiesen.

Satz iiber separable Korpererweiterungen fertig bewiesen. Satz vom primiti-
ven Element, Charakterisierung endlicher primitiver Korpererweiterungen.
Konstruktion und Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses.

Galoisgruppe, Galois-Erweiterungen. Galois-Erweiterungen iiber Fixkor-
per. Transitive treue Operation der Galoisgruppe eines Zerfiallungskorpers
eines irreduziblen Polynoms auf den Nullstellen. Noch nicht: Invarianten
eines Quotientenkdrpers.

Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung. Anschauung fiir die Galoisgrup-
pe. Galois-Korrespondenz, aber noch keine Anwendungen dazu.

Biquadratische Erweiterungen. Beweis mit Galoistheorie, da3 C algebra-
isch abgeschlossen ist. Irreduzibilitit von Kreisteilungspolynomen.

Galoisgruppen von Kreisteilungskorpern und hinreichendes Kriterium fiir
die Konstruierbarkeit regelmifBiger n-Ecke mit Zirkel und Lineal. Euler’sche
p-Funktion.

Erweiterungen durch Radikale: Zyklische Erweiterungen, Translationssatz,
Zusammenhang zwischen Radikalerweiterungen und endlichen Galoiser-
weiterungen mit auflosbarer Galoisgruppe. Noch nicht Auflosbarkeit von
Gleichungen gleichbedeutend zur Auflosbarkeit ihrer Galoisgruppe.

Auflosbarkeit von Gleichungen gleichbedeutend zur Auflosbarkeit ihrer Ga-
loisgruppe. Unmoglichkeit der Auflosung kubischer Gleichungen nur durch
reelle Wurzeln aus positiven reellen Zahlen selbst im Fall von drei reellen
Losungen.
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8.2 Herleitung der Cardano’schen Formeln aus der Galoistheorie. Quadratisches
Reziprozititsgesetz, Legendre-Symbol, Beispiele. Quadratische Erweiterun-
gen in Kreisteilungskorpern zu Einheitswurzeln von ungerader Primzahl-
ordnung. Beides noch ohne Beweis.

10.2 Beweis quadratisches Reziprozititsgesetz. Beweis quadratische Erweiterun-
gen in Kreisteilungskorpern zu Einheitswurzeln von ungerader Primzahl-
ordnung.
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Endomorphismenring der abelschen

Gruppe X, 28

ABC-Vermutung, 24
abelsch

Korpererweiterung, 284
abgeschlossen

algebraisch, 42
Ableitung

formale, 232
Abschlul3

algebraischer, von Korper, 247
Abspalten von Linearfaktoren, 41
Abstindezahl, 113
Acht als natiirliche Zahl, 18
Addition

in Ring, 27

natiirlicher Zahlen, 16
Adjunktion

einer Nullstelle, 221
Aquivalenzklasse, 53
Aquivalenzrelation

auf einer Menge, 52

erzeugt von Relation, 54
Algebra

Z-Algebra, 27
algebraisch

abgeschlossen, Korper, 42

AbschluB3, 247

in Korpererweiterung, 208

Korpererweiterung, 229

komplexe Zahl, 208
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unabhingig, iiber Ring, 166
Algebrenhomomorphismen, 28
allgemeine Gleichung, 259
alternierende Gruppe, 137, 156
anneau, 27
antisymmetrisch

Polynom, 197
Artin

Vermutung von, 89
Assoziativitit

bei Gruppenoperation, 90
auflosbar

Gruppe, 143, 289
Auflosbarkeit von Gleichungen, 289
Ausdehnbarkeitskriterium, 227
Ausdehnung, 226
Automorphismus

einer Gruppe, 102

eines Korpers, 254

Bahn, 92
Bahnenraum, 97
Bahnformel, 100
Bahnpolordnungsabbildung, 109
balanciertes Produkt, 101
Betrag

bei Quaternionen, 63
Bewertung, 185
Bézout

Schranke von, 198
Bierdeckelgruppe, 104
bilinear

bei abelschen Gruppen, 72
Bindrdarstellung, 18
Binomialkoeffizienten

quantisierte, 192
biquadratisch, 268
Bruhat-Zerlegung

in der GL(n; R), 119

C,, zyklische Gruppe, 73

C komplexe Zahlen, 7
Cardano’sche Formeln, 292
casus irreducibilis, 296
Cauchy

Satz von, 67, 147
Cayley’sche Zahlen, 253
char Charakteristik, 36
Charakteristik, 205

eines Rings, 36
Chinesischer Restsatz, 75

abstrakter, 168
corps gauche, 61
cyclotomic polynomial, 190

D(f) Definitionsbereich von f, 57
Darstellung durch Radikale, 289
Decktransformation, 264
Definitionsbereich, 57
degré, 40
degree, 40
Deli’sches Problem, 219
deriviert

Gruppe, 144
Dezimaldarstellung, 18
Dezimalsystem, 18
dicke Zelle

in der GL(n; K), 120
Diedergruppe, 103
Diffie-Hellman, 35
Diffie-Hellman-Problem, 35
diophantische Gleichung, 282
disjunkt, 154
diskret

Logarithmus, 35
Diskriminante, 196

eines kubischen Polynoms, 196
Distributivgesetz, 27
Divisionsring, 61
Dodekaeder, 103
Doppeldreizykel, 157
Doppeltransposition, 157
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Drehgruppe, 104
Drei als natiirliche Zahl, 18
Dreiecksungleichung

fiir komplexen Absolutbetrag, 12

duale Partition, 151
Dualsystem, 18

echt

Ideal, 176
Ecke

von Graph, 116
einfach

Gruppe, 137

Korpererweiterung, 210
Einheit

von Ring, 33
Einheitswurzel

eines Korpers, 85

in C, 190
einhiillende Gruppe, 54
Eins als natiirliche Zahl, 18
Eins-Element

in Ring, 27

EinschluB3-Ausschlu3-Formel, 29
Einsetzungshomomorphismus, 39

Eisensteinkriterium, 190
Element
primitives, 210

elementarsymmetrische Polynome, 193

Elementarteiler, 81
Elementarteilersatz
iiber dem Grundring Z, 81
End
Endomorphismenring
von abelscher Gruppe, 28
Endk
Endomorphismenring
von k-Vektorraum, 28
endlich
Korpererweiterung, 211
Menge, 13

endliche Korper, 220
endliche Primkorper, 34
Endomorphismenring

von abelscher Gruppe, 28

von Vektorraum, 28
Endomorphismus

von abelscher Gruppe, 28

Ensf fast iiberall definierte Funktionen,

266
Ergénzungssatz
fiir Jacobi-Symbole, 283

zum Reziprozititsgesetz, 282

Erweiterungskorper, 206
erzeugende Funktion

der Fibonacci-Folge, 59
erzeugt

Aquivalenzrelation, 54

Teilring, 166

Untergruppe, 20
Euklid

Lemma von, 23
euklidisch

Ring, 175
Euler

Satz von, 89
Euler’sche Kongruenz, 275
Euler-Formel, 118
Exponent, 85

v, Euler’sche p-Funktion, 274
faithful, 257
faktoriell, 171
Feit-Thompson

Satz von, 137
Fermat’sche Zahlen, 275
fidele, 257
Fixator, 91
Fixkorper, 255
Fixpunkt

von Gruppenwirkung, 91
Frac Quotientenkorper, 55

310



fraction field, 55
frei
Gruppenwirkung, 92
Wirkung eines Monoids, 92
Freiheitsstrichlein, 214

Frobenius-Homomorphismus, 37, 254

Fiinf als natiirliche Zahl, 18
Fundamentalsatz der Algebra, 42
Funktion

rationale, 56
Funktionenkorper, 56

Gal(L/K) Galoisgruppe, 254
Galoiserweiterung, 255
Galoisgruppe, 254

eines Polynoms, 258
Galoiskorrespondenz, 266
Gaul3’sche Zahl, 175
GauB}, Lemma von, 186
gerade

Zahl, 31
Gilmer

Satz von, 260
Gitter

Z-Gitter in Q-Vektorraum, 89
GL(2;C)(¥), 126
Goldbach-Vermutung, 22
grad

Grad

eines Polynoms, 40

grad (o) Grad von « iiber K, 211

Grad
einer Korpererweiterung, 211
eines Polynoms, 40

in mehreren Verianderlichen, 198
von Element in Korpererweiterung,

211
Graph
kombinatorischer, 114
grofter gemeinsamer Teiler, 22

Grp™(G) Automorphismen von G, 102

Grundkorper, 206
Gruppe
einfache, 137
einhiillende, 54
Gruppe der Einheiten, 33
Gruppentafel, 135

Hamilton’sche Zahlen, 62
Hauptideal, 164
Hauptidealring, 173
Hexadezimalsystem, 18
Hilbert’sche Probleme
Nummer 12, 284
Nummer 18, 105
homogen
Polynom, 195
homogene Komponente
von Polynom, 195
homogener Raum, 92
Homomorphismus
iiber Grundring, 226
von Korpererweiterungen, 226
von K-Kringen, 226

i Wurzel aus —1in C, 7
Ideal

echtes, 176

erzeugt von, 163

maximales, 176

von Ring, 162
Ikosaeder, 103
Ikosaedergruppe, 103
Imaginérteil

bei komplexen Zahlen, 8
Index

einer Untergruppe, 66
innerer Automorphismus

einer Gruppe, 102
inseparabel

rein, Korpererweiterung, 240
Integritétsbereich, 33, 171
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interior automorphisms, 102
Invariante

von Gruppenwirkung, 91
Invariantenring, 192
Inversion, 10, 122, 128
invertierbar

in Ring, 33
Involution, 73
irk Irreduziblenklassen, 180
Irr(or, K') Minimalpolynom, 208
irreduzibel

k-irreduzibel, Polynom, 176

Element eines Krings, 169

Polynom, 176
Irreduziblenklasse, 180
Isometriesymmetrien, 116
isomorph

Graphen, 116

Gruppen, 135
Isomorphiesatz, 69

Noether’scher, 71
Isomorphismus

von Graphen, 116

von Korpererweiterungen, 226

Isotropiegruppe, 91
iteriertes Anwenden, 15

Jacobi-Symbol, 283
Jordan-Holder
fiir endliche Gruppen, 140
fiir Gruppen, 141

Kante
von Graph, 116
ker

der endlichen Gruppen, 135

Klein’sche Vierergruppe, 135

Kleiner Fermat, 74

kleinstes gemeinsames Vielfaches, 25
Koeffizient

von Polynom, 38

Korper

vollkommener, 235

korperendlich, 206
Korpererweiterung, 206

abelsche, 284
algebraische, 229
echte, 206
einfache, 210
endliche, 211

im verallgemeinerten Sinne, 226
normale, 229
primitive, 210
quadratische, 212
separable, 235
zyklische, 284

kommutativer Ring, 27
Kommutator

in Gruppe, 144

kommutieren, 39
komplexe Zahlen, 7

vergeBliche, 7

Kompositionsalgebra, 253
Kompositionsfaktor

von Gruppe, 140

Kompositionsreihe

einer Gruppe, 140

Kompositum, 288
kongruent modulo, 30

Kern von Ringhomomorphismus, 162Konjugation, 102

kgV kleinstes gemeinsames Vielfaches,

25
Klassengleichung, 142
Klassifikation

abelsche Gruppen, 79

Konjugationsklasse, 102
konjugiert

Untergruppen, 145

konjugierte komplexe Zahl, 10
konstant

Polynom, 38



konstruierbare Zahlen, 215
aus Teilmenge, 220
Konstruierbarkeit, 215, 220

Konstruierbarkeit regelmifBiger n-Ecke,

274
Kranzprodukt, 141
Kreis

verallgemeinerter, 12, 122, 129

Kreisgruppe, 10
Kreisteilungskorper, 271
Kreisteilungspolynom, 190
Kring

kommutativer Ring, 27
A-Kring, 226
Kring®, 226
Kristall

im Raum, 104
Kristallklasse, 105
Kristallsystem, 105
Kronecker-Konstruktion, 222
Kronecker-Weber, Satz von, 284
kubisch

Polynom, 40
kubische Gleichung, 292
Kiirzen in Ringen, 33

Lagrange

Satz von, 66
Laurententwicklung

algebraische, 57
Laurentreihe

formale, 47
Legendre-Symbol, 279
Leitkoeffizient, 40
lexikographische Ordnung, 194
Lichtkegel, 132
linear

Polynom, 40
Linearfaktor, 41
Linearfaktoren

Zerlegung in, 42

Linksnebenklasse, 30, 64
logarithmische Ableitung
formale, 238
Logarithmus
diskreter, 35
LR-Zerlegung, 120
LU-Zerlegung, 120

maximal

echtes Ideal, 176

Ideal, 176
mehrfache Nullstelle, 232
Menge

M-Menge, 90
Mengenanzeiger, 214
minimaler Zerfillungskorper, 225
Minimalpolynom, 208
Minor einer Matrix, 83
Mobius-Geometrie, 122, 128
Mobiusgruppe, 128
Mobiustransformation, 124, 128
monic polynomial, 40
Multiplikation

in Ring, 27

natiirlicher Zahlen, 17
Multiplikativitit

des Grades, 212

N¢(H) Normalisator, 270
Nachfolger, 13
natiirliche Zahlen, 13
Nebenklasse, 64
Nebenklassengruppe, 69
Neumann

Lemma, 245
Neun als natiirliche Zahl, 18
nilpotent

Element, 28

Gruppe, 143
Noether’scher Isomorphiesatz, 71
Norm
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einer komplexen Zahl, 8 einer Zahl, 150

normal perfect field, 235
Korpererweiterung, 229 platonisch
normale Hiille, 231 Eckenmenge, 104
Untergruppe, 69 Korper, 104
Normalisator Polordnung, 107
von Untergruppe, 270 Polstelle
Normalteiler, 69 von rationaler Funktion, 56
normiert Polynom
grofter gemeinsamer Teiler, 233 antisymmetrisches, 197
Polynom, 40 konstantes, 38
Null, 15 numerisches, 52
Nullring, 28 symmetrisches, 192
Nullstelle, 40 Polynominterpolation, 169
mehrfache, 232 Polynomring, 38
Nullteiler, 32 Potenz
nullteilerfrei, 32 p-Potenz, 79
numerisch Primpotenz, 79
Polynom, 52 Primzahlpotenz, 79
Potenzreihe
O(p, q), 132 formale, 45
Oberkorper, 206 prim, 174
Oktaeder, 103 Restklasse, 32

Oktaven, 253

Primelement, 174
Oktonionen, 253

. Primfaktorzerlegung
Operation Existenz, 21
ei‘ne.s Monoids, 90 primitiv
triviale Element von Korpererweiterung, 210
‘ von Gruppe, 90 Korpererweiterung, 210
orbit, 92 Polynom, 186
ord g Ordnung von g, 73 primitive Einheitswurzel, 271
Ordnung

primitives Element, 244
) Primitivwurzel, 89
emer Nullstelle, 42 Primkérper, 34’ 205
von Gruppenelement, 73 Primpotenz, 79
Primzahl, 21
Primzahlpotenz, 79
Primzahlzwillinge, 22
prinzipaler homogener G-Raum, 92
Produkt
balanciertes, 101

einer Gruppe, 73

p-Gruppe, 142
parfait, corps, 235
Partialbruchzerlegung, 57
Partition

einer Menge, 95
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von Gruppen
semidirektes, 141

von Idealen, 167

von Ringen, 167
Produktring, 167
Puiseux

Satz von, 250
Puiseux-Reihe, 250
Punktgruppe, 104
pythagoreische Zahlentripel, 51

Q(¥/1) Kreisteilungskarper, 271
quadratisch

Korpererweiterung, 212

Polynom, 40
quadratischer Rest, 276
Quadratwurzelabschluf3, 298
Quaternionen, 61
Quaternionengruppe, 63
Quaternionenring, 63
Quersumme, 32
Quot Quotientenkdrper, 55
Quotient, 30

von Gruppe, 69
Quotientenkorper, 55

Radikalabschluf3

in Korpererweiterung, 298
Radikalerweiterung

eines Korpers, 289
rang Rang einer abelschen Gruppe, 80
Rang

einer abelschen Gruppe, 80
rationale Funktion, 56
Realteil

bei komplexen Zahlen, 8

bei Quaternionen, 63
Rechtsmenge, 97
Rechtsnebenklasse, 64
Rechtsoperation, 97
Rechtstorsor, 98

reelle Form

von komplexem Vektorraum, 128
rein inseparabel, 240
Relation

auf einer Menge, 52
Reprisentant, 30, 53, 64
Reprisentantensystem, 30, 53
Restklasse, 30

prime, 32
Restklassenring, 163
Resultante, 200
Reziprozititsgesetz

fiir Jacobi-Symbole, 283

quadratisches, 278
Riemann’sche Zahlenkugel, 129
Ring, 27, 161
Ring Ringhomomorphismen, 28
Ring(R, S) Ringhomomorphismen, 161
Ringhomomorphismus, 28, 161
RSA-Verfahren, 78

S! Einheitskreis, 10
Schiefkorper, 61
schieflinear, 126
Sechs als natiirliche Zahl, 18
semidirektes Produkt, 141
separabel
Element von Korpererweiterung, 235
Korpererweiterung, 235
Polynom, 234
Separabilititsgrad, 240
separabler Abschlufl
eines Korpers, 247
in Korpererweiterung, 240
Sieb des Eratosthenes, 21
Sieben als natiirliche Zahl, 18
skew field, 61
Smith-Zerlegung, 88
soluble, 143
solvable, 143
spaltend
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Injektion, 72 Gruppe, 75

Surjektion, 72 Torsionsuntergruppe, 75
Spaltung Torsor, 95

bei abelschen Gruppen, 72 Rechtstorsor, 98
Sphére von links, 92

verallgemeinerte, 128 Totalgrad, 198
Spiegelung transitiv

an Kreis, 122 Gruppenwirkung, 92

an Sphire, 128 Translationssatz der Galoistheorie
stabil endlicher Fall, 288

unter Monoid, 92 Transposition, 154
Stabilisator, 91 transzendent
Standgruppe, 91 in Korpererweiterung, 208
stereographische Projektion, 131 komplexe Zahl, 208
Subquotient treu

einer Kompositionsreihe, 140 Gruppenwirkung, 257
Summe trivial

von Idealen, 167 Operation
Sylow, 144 von Gruppe, 90

Sylowsitze, 145

Sylowuntergruppe, 144 iiberauflosbar, 144

Sylvesterdeterminante, 204 unendlich
Symmetrie, 137 Mepge, %3 ‘
fiir Relation. 52 Unendlichkeitsaxiom, 13
Symmetriebewegung, 102 ungerade
Zahl, 31

Symmetriegruppe, 92, 137
symmetrisch
Polynom, 192

Universelle Eigenschaft
des Raums der Aquivalenzklassen,

symmetrische Polynome, 193 33
Untergruppe, 19
Teilen in Polynomringen, 40 erzeugt von Teilmenge, 20
Teiler, 22, 32 triviale, 19
teilerfremd, 234 Unterkorper, 205
Elemente eines Krings, 33 erzeugt von Teilmenge, 205
ganze Zahlen, 22 .
Teilring, 29, 166 valuation, 185
teilt, 22, 32 Variable
Tetraeder, 103 von Polynom, 38

verallgemeinerte Sphire, 128
verallgemeinerter Kreis, 122
vergeBliche komplexe Zahlen, 7

Tetraedergruppe, 103
Ayor Torsionsuntergruppe von A, 75
torsionsfrei
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Verschliisselung
Diffie-Hellman, 35
RSA-Verfahren, 78

Vielfachheit
einer Nullstelle, 42

Vier als natiirliche Zahl, 18

vollkommen
Korper, 235

vollstidndige Induktion, 16

Weierstrall

Vorbereitungssatz, 47
Wilson

Satz von, 37
Wirkung

eines Monoids, 90
wohldefiniert, 53
Wiirfel, 103
Wiirfelgruppe, 103
Wiirfelverdopplung, 219
Wurzel

von Polynom, 40

semidirektes Produkt, 141
Young-Diagramm, 151

Z, zyklische Gruppe, 73
Z, zyklische Gruppe, 73
Z(G) Zentrum der Gruppe G, 141
Zc(g) Zentralisator von g in G, 142
Zahl

gerade, 31

Hamilton’sche, 62

komplexe, 7

ungerade, 31
Zahldarstellungen, 18
Zahlenebene, 8
Zahlenkugel, 129
Zehn als natiirliche Zahl, 18
Zentralisator

von Element, 142
Zentralreihe

absteigende, 144
Zentrum

einer Gruppe, 141
Zerfillungserweiterung

eines Polynoms, 225
Zerfillungskorper

einer Menge von Polynomen, 252

eines Polynoms, 225
Zuriickholen

von fast iiberall definierten Funktio-

nen, 266

zusammenhéngend

Graph, 116
Zusammenhangskomponente

eines Graphen, 116
Zwei als natiirliche Zahl, 18
Zykel

in Permutationsgruppe, 154
Zykellangenabbildung, 153
Zykelschreibweise, 154
zyklisch

Gruppe, 73

Korpererweiterung, 284
zyklotomisches Polynom, 190
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