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1 Stetigkeit in abstrakten Ridumen

1.1 Metrische Riume

Definition 1.1.1. Unter einer Metrik d auf einer Menge X versteht man eine
Abbildung d : X x X — R derart, daB fiir alle z, y, 2 € X gilt:

L. dz,y) =0 2=y
2. d(z,y) =d(y, )
3. d(v,y) < d(z,2) +d(z,y)

Ein metrischer Raum ist ein Paar X = (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf X.

Beispiel 1.1.2. Der Buchstabe d steht in diesem Zusammenhang fiir ,,Distanz®.
Auf R" liefert der iibliche Skalarproduktabstand

d(mv y) = \/(331 - 91)2 + . (ajn - yn)2

eine Metrik. Die Ungleichung aus der Definition einer Metrik wird in diesem Bei-
spiel in [LA2] 2.1.24 formal bewiesen und bedeutet anschaulich, dal} in einem
Dreieck mit Seitenlidngen a, b, ¢ stets gilt a < b 4+ c. Sie heifit deshalb auch im
allgemeinen die Dreiecksungleichung.

[lustration zur Dreiecksungleichung

X\

TTT——

J

Beispiel 1.1.3. Auf dem R" ist auch der Betragsabstand

d(z,y) = sup |z; -y

1<i<n

eine Metrik. Wenn nichts anderes gesagt ist, fassen wir den R” stets auf als einen
metrischen Raum mit dem Betragsabstand als Metrik. Diese Metrik ist zwar weni-
ger anschaulich als der Skalarproduktabstand, 148t sich aber einfacher handhaben.
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Beispiel 1.1.4. Jede Teilmenge eines metrischen Raums ist mit der induzierten
Metrik selbst ein metrischer Raum.

Definition 1.1.5. Sei X ein metrischer Raum. Fir x € X und € > 0 setzen wir
B(z;e) ={z€ X |d(x,z) < e}

Diese Menge heif3t der e-Ball um x oder auch die e-Kugel um x oder auch die
e-Umgebung von z.

Beispiel 1.1.6. Fiir den Skalarproduktabstand im R? ist der Ball um z mit Radius
e anschaulich tatsdchlich ein Ball. Fiir den Betragsabstand ist B(x; €) dahingegen
der e-Quader mit Mittelpunkt x und Seitenldnge 2¢ aus [AN1] 12.3.2.19.

/ ‘ 7, .
: VAR EVS Bille in der Ebene fiir den
L. ‘ i/ / e " Betragsabstand und den
| S \/// e Skalarproduktabstand

Definition 1.1.7 (Stetigkeit bei metrischen Riumen). Eine Abbildung von me-
trischen Raumen f : X — Y heil3t stetig im Punkt p € X, wenn es fiir jedes
e>0eind =4, > 0 gibt mit f(B(p;d)) C B(f(p);e).

Beispiel 1.1.8. Erste Beispiele fiir stetige Abbildungen sind Einbettungen von ei-
nem Teilraum oder konstante Abbildungen. In diesen Fillen tutes § = ¢.
Beispiel 1.1.9 (Riickwirtskompatibilitit der metrischen Stetigkeit). Eine Ab-
bildung f : R™ D D — R" ist nach dem e-d-Kriterium [AN1] 12.3.2.21 stetig im

hier gegebenen Sinne in Bezug auf den Betragsabstand 1.1.3 genau dann, wenn
sie stetig ist im Sinne unserer bisherigen Definition [AN1] 12.3.2.14.

Lemma 1.1.10 (Verkniipfung stetiger Abbildungen). Sind f : X — Y und
g Y — Z Abbildungen metrischer Ridume und ist f stetig bei p € X und g stetig
bei f(p), so ist g o f stetig bei p.

Beweis. Gegeben ¢ > 0 finden wir > 0 mit g(B(f(p);n)) C B(g(f(p)); ). Fir
dieses 7 finden wir § > 0 mit f(B(p;d)) C B(f(p);n) und fiir dieses J gilt dann
auch g(f(B(p; 0))) € B(g(f(p)); e)- O
Definition 1.1.11. Gegeben metrische Rdume (X, d;) fir 1 < i < n machen wir

thr Produkt X = X; x ... x X,, zu einem metrischen Raum durch die Produkt-
metrik

d($7y) ‘= Sup dz(‘rl?yl)

1<i<n

firz = (z1,...,z,) undy = (y1,. .., Yn)-

6



Beispiel 1.1.12. Der Betragsabstand auf R"*™ ist die Produktmetrik zu den Be-
tragsabstinden auf R™ und R™.

Proposition 1.1.13 (Komponentenregel). Seien Z und Xi,..., X, metrische
Raume und f; : Z — X,; Abbildungen. Genau dann ist die Abbildung f =
(fi, s fn) : Z = X1 x ... x X, stetig bei p € Z, wenn alle f; dort stetig
sind.

1.1.14. Wenden wir diese Proposition aufid : X; x ... x X,, = X; x ... x X,
an, so ergibt sich, daB alle Projektionsabbildungen pr; : X; x ... x X,, = X
stetig sein miissen.

Beweis. Da die Projektionen pr; Abstinde zwischen Punkten nie vergroflern, kon-
nen wir ihre Stetigkeit direkt zeigen, indem ,,wir jeweils 6 = ¢ nehmen®. Ist f
stetig, so sind folglich auch die f; = pr,of stetig als Verkniipfungen stetiger
Abbildungen. Sind umgekehrt alle f; stetig in p, so gibt es fiir jedes € > 0 gewisse
0; mit d(p, z) < 6; = d;(fi(p), fi(2)) < e. Nehmen wir § = inf ¢;, so gilt

d(p,z) <6 = d(f(p), f(2)) <e¢
und das ist gleichbedeutend zu f(B(p;d)) C B(f(p);e). O

Beispiel 1.1.15. Eine Abbildung f = (f1,...,f,) : X — R"™ von einem me-
trischen Raum X in den R" ist genau dann stetig, wenn alle ihre Komponenten
fi + X — R stetig sind.

Korollar 1.1.16 (Summen und Produkte stetiger Abbildungen sind stetig). /st
X ein metrischer Raum und sind f, g stetige Abbildungen X — R, so sind auch
f + g und fg stetige Abbildungen X — R.

Beweis. Wir schreiben f + g beziehungsweise fg als die Verkniipfung der nach
der Komponentenregel 1.1.13 stetigen Abbildung X — R? z — (f(z),g(z))
mit der nach [AN1] 12.3.2.27 beziehungsweise [AN1] 12.3.2.28 stetigen Addition
beziehungsweise Multiplikation add, mult : R? — R. [

Definition 1.1.17. Ein metrischer Raum heif3t beschrinkt, wenn es fiir die mogli-
chen Abstidnde zwischen Punkten unseres Raums eine reelle obere Schranke gibt.
Eine Abbildung in einen metrischen Raum heil3t beschrinkt, wenn ihr Bild be-
schrinkt ist.



Ubungen

Ubung 1.1.18. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist die Metrik stetig als Ab-
bildung d : X x X — R.Ist A C X eine nichtleere Teilmenge eines metri-
schen Raums, so ist auch die Abbildung d4 : X — R gegeben durch ds(z) =
inf{d(x,a) | a € A} stetig. Alternativ verwenden wir fiir diese Abbildung auch
die Notation d(x, A) = da(x).

Ubung 1.1.19. Wir versehen den Kérper der komplexen Zahlen C mit der Metrik
d(z,w) = |z—w|. Man zeige, daB das in der Tat eine Metrik ist. Man zeige weiter,
dal3 die Addition und die Multiplikation stetige Abbildungen C x C — C sind und
das Bilden des Inversen eine stetige Abbildung C* — C*.

Ergiinzende Ubung 1.1.20. Man zeige, daB das Invertieren von Matrizen eine ste-
tige Abbildung GL(n;C) — GL(n;C) ist. Hinweis: Cramer’sche Regel [LA1]
6.4.6.

Ubung 1.1.21. Sei f : X — Y eine Abbildung von metrischen Ridumen, die
Abstinde nicht verkleinert, in Formeln d(f(x), f(z)) > d(z,z) Vz,z € X. Man
zeige, daB f injektiv istund f~!: f(X) — X stetig.

Ubung 1.1.22. Jede lineare Abbildung f : R — R" ist stetig. Jede multilineare
Abbildung f : RFM x .. x R — R™ ist stetig.

1.2 Normierte Vektorriume

Definition 1.2.1. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V' ist eine Abbil-
dung || || : V — Rxg,v — ||v|| derart, daB gilt:

L [[Av]| = |Al - |Jv|| VoeV,AeR
2. v[|[=00v=0
3. lv+w| < ||| + Jw|| Vv,weV

Unter einem normierten Vektorraum versteht man ein Paar (V|| ||) bestehend
aus einem Vektorraum V' und einer Norm || || auf V.

Beispiel 1.2.2. Mit v — ||v|| ist fiir jedes a > 0 auch v — «|v|| eine Norm. Auf
dem Nullraum gibt es nur eine Norm, die eben den Nullvektor auf Null wirft.

Beispiel 1.2.3. Auf dem R" definiert man die Skalarproduktnorm eines Vektors

v = (v1,...,v,) durch [[v]| = [jv]2 = /(v,v) = v+ ...+ v2. Wie man

formal zeigt, dal das tatsdchlich eine Norm ist, wird in [LA2] 2.1.24 diskutiert.

Beispiel 1.2.4. Auf dem R" fiir n > 0 definiert man die Maximumsnorm von
v = (v1,...,v,) durch |v] = ||v||eec = max(|vy|,...,|va])-
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Beispiel 1.2.5. Auf dem Raum V' = Ens”(D, R) aller beschrinkten reellwertigen

Funktionen auf einer Menge D erkldren wir die Supremumsnorm, gegeben fiir
D # () durch

[flloo = sup{|f(z)] | z € D}

und im Fall D = () als die einzig mogliche Norm auf dem Nullraum. Im Fall einer
endlichen Menge D mit n Punkten erhalten wir unsere Maximumsnorm auf dem
R™ als Spezialfall der Supremumsnorm.

1.2.6. Jeder normierte Vektorraum wird ein metrischer Raum vermittels der durch
die Norm induzierten Metrik

d(v, w) := [lv—w|
Zum Beispiel gehort unser Betragsabstand auf dem R" zur Maximumsnorm.

Satz 1.2.7 (Stetigkeit linearer Abbildungen). Eine lineare Abbildung zwischen
normierten Vektorrdumen f : V — W ist stetig genau dann, wenn es eine Kon-
stante C' > 0 gibt mit

If @) < Cllolf VveV

Vorschau 1.2.8. Wir werden in 1.2.11 sehen, da} lineare Abbildungen zwischen
endlichdimensionalen normierten reellen Vektorrdumen stets stetig sind. Daraus
wird folgen, daf lineare Abbildungen von einem endlichdimensionalen normier-
ten reellen Vektorraum in einen beliebigen weiteren normierten reellen Vektor-
raum stets stetig sind, da sie ja endlichdimensionales Bild haben.

Beweis. Tst f stetig, so gibtes § > O mit |[v — 0] < § = [[f(v) — f(O)|| < 1.
Setzen wir C' = 1/4, so folgt || f(v)|| < C||v|| zunichst fiir alle Vektoren v der
Norm ||v|| = ¢ und dann durch Multiplikation mit Skalaren fiir alle v € V. Gibt
es umgekehrt ein C' > 0 mit || f(v)|| < Cljv|]| Vv € V, so finden wir fiir alle
e>0eind :=¢/C > 0so daB gilt

lo—wll<d = [f(v) = flwll=flv-w)[| <Co=e O

Definition 1.2.9. Zwei Normen || ||1, || ||2 auf einem reellen Vektorraum V" heien
dquivalent, wenn es positive Konstanten ¢, C' > 0 gibt mit

[olly < Clloflz und o]z < o]y Yo e V.

Satz 1.2.10 (Aquivalenz von Normen). Auf einem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum sind je zwei Normen dquivalent.



Ilustration zur Aquivalenz von
Normen am Beispiel der
Betragsnorm und der
Skalarproduktnorm auf dem R2.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dal V' der
R™ ist mit n > 1 und daf eine unserer Normen die Maximumsnorm ||v||, ist.
Sei || || eine zweite Norm. Bezeichnet ey, . . ., ¢,, die Standardbasis des R™ und ist
v =wvie1 + ...+ v,e,, so haben wir

|lvier + ... + vaen]|
[or] - flexl] + ... + |on] - [lenll
V]| - C

mit C' = ||e;|| + ... + |lex|| und damit die eine Ungleichung. Wir folgern, da
| || - R* — R stetig ist im in [AN1] 12.3.2.14 erkldrten Sinne nach dem e-9-
Kriterium [AN1] 12.3.2.21, denn fiir alle ¢ > 0 folgt aus ||z — y||. < ¢/C bereits
lz]| = |lylll < ||z — y|| < e. Nun ist aber die Oberfliche

F:={veR"||v|w=1}

[v]]

IAIA

des Hyperkubus kompakt im Sinne von [AN1] 12.5.1.1, etwa als endliche Ver-
einigung [ANI1] 12.5.1.17 kompakter Quader [AN1] 12.5.1.16. Wegen n > 1
gilt auch F' # (). Nach [AN1] 12.5.1.5 nimmt folglich die Funktion || || auf F’
ein Minimum a an. Da die Oberfliche F' unseres Hyperkubus nicht den Nullvek-
tor enthilt, ist dies Minimum notwendig positiv, in Formeln a > 0. Wir folgern
zuniichst ||v]l = 1 < a7 Y|v]| fiir alle v € F. Dann gilt aber natiirlich auch
A\V|oo < @™t Av]| fiiralle A € Rund v € F, also |w|s < a Hw| Yw € R™ und
erhalten die andere Ungleichung mit ¢ := a ™. U

Korollar 1.2.11. Jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen normier-
ten reellen Vektorrdumen ist stetig.

Beweis. Jeder Isomorphismus zwischen endlichdimensionalen normierten reellen
Vektorrdumen ist stetig nach dem Satz iiber die Aquivalenz von Normen 1.2.10
und dem Kiriterium fiir die Stetigkeit linearer Abbildungen 1.2.7. So kdnnen wir
uns beim Beweis des Korollars auf den Fall linearer Abbildungen R" — R™
zuriickziehen, in dem die Stetigkeit miihelos aus Analysis 1 folgt. [

Definition 1.2.12. Ist f : V — W eine stetige lineare Abbildung normierter
Vektorrdume, so heif3t die kleinstmogliche Konstante C' > 0 wie in 1.2.7 auch die
Operatornorm || f|| von f, in Formeln

1P = sup{ [l F ()]l [ o]l <1}
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Ubungen

Ubung 1.2.13. Gegeben ein normierter Vektorraum V sind die Addition V x V —
V' und die Multiplikation mit Skalaren R x V' — V stetig. Aulerdem ist auch die
Norm || || : V' — R stetig.

Ubung 1.2.14. Man zeige: Der Raum B(V, W) aller stetigen linearen Abbildun-
gen zwischen normierten Vektorrdumen V, W ist ein Untervektorraum im Raum
Hom(V, W) aller linearen Abbildungen von V' nach W und die in 1.2.12 ein-
gefiithrte Abbildung f — || f|| ist eine Norm auf B(V,W). Gegeben ein weite-
rer normierter Vektorraum U und stetige lineare Abbildungen g : U — V und
[V =Wt fogll < [IF]llgll-

Ubung 1.2.15. Man zeige: Fiir je zwei Vektoren v, w eines normierten Vektor-
raums gilt [|v + w|[ = [[[v]} = [w]]].

Ubung 1.2.16. Man zeige: Gegeben ein normierter Vektorraum V ist jeder Ball in
V konvex, als da heifit, mit je zwei Punkten gehort auch das ganze sie verbindende
Geradensegment zu unserem Ball.

Ubung 1.2.17. Seien U, V, W normierte Vektorriume. Eine bilineare Abbildung
F U xV — W ist stetig genau dann, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt mit
| F'(u,v)|| < Cllul|||v]]. Man formuliere und beweise die analoge Aussage auch
fiir multilineare Abbildungen.

1.3 Topologische Riume

1.3.1 (Motivation). Die Begrifflichkeit der topologischen Raume bildet einen ge-
schickten Rahmen fiir die Untersuchung von Stetigkeit und Grenzwerten sowohl
fiir Abbildungen f : R™ > D — R™ als auch fiir unsere Abbildungen zwischen
metrischen Rdumen. Diese Begrifflichkeit erweist sich auch in vielen weiteren
Kontexten als geschickter Rahmen und durchdringt die gesamte Mathematik.

1.3.2. Gegeben eine Menge X bilden wir die Menge P (X ) aller Teilmengen von
X, die Potenzmenge von X. Weil es mich verwirrt, iiber Mengen von Mengen
zu reden, nenne ich wie in [LA1] 1.5.13 Teilmengen von P(X) lieber Systeme
von Teilmengen von X und spreche im folgenden von Teilsystemen, wenn ich
Teilmengen solcher Mengensysteme meine.

Definition 1.3.3. Gegeben eine Familie (.X;);c; von Teilmengen einer Menge X
im Sinne von [AN1] 12.3.5.16 erkldart man ihren Schnitt und ihre Vereinigung
durch die Vorschriften

Nic: Xi = ﬂféIXi = {r € X |Firallei € [ giltx € X;}
Ui Xi = U, Xi == {2 € X |Esexistierteini € [ mitx € X;}
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Der obere Index X wird meist weggelassen. Er ist nur relevant, wenn wir den
Schnitt iiber die leere Familie von Teilmengen von X betrachten, der X selber ist.

Definition 1.3.4. Eine Topologie 7 auf einer Menge X ist ein System von Teil-
mengen 7 C P(X), das stabil ist unter dem Bilden von endlichen Schnitten und
beliebigen Vereinigungen. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7") bestehend
aus einer Menge mit einer Topologie. Statt V' € T schreiben wir meist

VeX

und nennen V' eine offene Teilmenge von X. Die Notation @ ist in der Literatur
uniiblich.

1.3.5. In Formeln ausgedriickt fordern wir von einer Topologie 7 also:

. Vi,....V, e T=Vin...NnV, € T fir n > 0 und insbesondere auch
X € T als der Spezialfall n = 0. Gleichbedeutend dazu sind die beiden
Forderungen X € T sowie VW € T =V NW € T;

2.V C T = UyeyV € T und damit insbesondere auch () € 7, da ja das
leere Mengensystem ) = () in jedem Mengensystem enthalten ist.

Beispiel 1.3.6. Auf R” erkliren wir die natiirliche Topologie durch die Vor-
schrift, dall genau die Mengen offen sein sollen, die fiir jeden ihrer Punkte einen
Quader um diesen Punkt im Sinne von [AN1] 12.3.2.11 umfassen. In diesen To-
pologien ist (a, 00| offen in R und (a, oc] x (b, oo] offen in R? fiir alle a, b € R.

Beispiel 1.3.7. Auf einem metrischen Raum X wird die metrische Topologie
erklart durch die Vorschrift, da genau die Mengen offen sein sollen, die mit jedem
ihrer Punkte auch einen ganzen Ball um diesen Punkt umfassen. In Formeln haben
wir also U @ X genau dann, wenn gilt (‘v’x € U Je > 0 mit B(z;¢) C U).

1.3.8 (Bille sind offen). In der metrischen Topologie ist jeder Ball eine offene
Teilmenge
B(pir) @ X

In der Tat gibt es fiir jedes = € B(p;r) ein ¢ > 0 mit d(p,z) + ¢ < r und dann
folgt B(x;¢) C B(p;r) aus der Dreiecksungleichung.

Beispiel 1.3.9. Auf jedem endlichdimensionalen reellen Vektorraum V' erkldren
wir die natiirliche Topologie als die metrische Topologie der zu einer Norm ge-
bildeten Metrik. Aus dem Satz iiber die Aquivalenz von Normen 1.2.10 folgt, daf
diese Topologie von der gewihlten Norm gar nicht abhiingt.

Definition 1.3.10. Seien X ein topologischer Raum und p € X ein Punkt. Eine
Teilmenge U C X heiflit eine Umgebung von p in X, wenn es eine offene Menge
VeXgbtmitpe VCU.
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1.3.11 (Riickwirtskompatibilitit des Umgebungsbegriffs). Die Umgebungen
von Punkten p € R™ in Bezug auf die natiirliche Topologie sind dieselben wie
unsere Umgebungen aus [AN1] 12.3.2.11. In der Tat umfaft jede ,,topologische*
Umgebung von p eine offene Menge um p und damit eine Quaderumgebung von p.
Also ist jede ,,topologische Umgebung von p auch eine ,,Analysis-1-Umgebung*
von p. Umgekehrt umfalit jede ,,Analysis-1-Umgebung* von p per definitionem
eine Quaderumgebung von p und diese kann offensichtlich verkleinert werden zu
einer offenen Quaderumgebung von p. Also ist jede ,,Analysis-1-Umgebung* von
p auch eine ,,topologische Umgebung von p.

Definition 1.3.12. Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen
heiBt stetig im Punkt p € X, wenn es fiir jede Umgebung U von f(p) eine
Umgebung U’ von p gibt mit f(U’) C U. Eine Abbildung zwischen topologischen
Réiumen heillt stetig, wenn sie stetig ist in jedem Punkt.

1.3.13 (Riickwiirtskompatibilitiit zur Stetigkeit im Fall von R"). Eine Abbil-
dung R™ — R™ ist topologisch stetig fiir die natiirlichen Topologien im Sinne der
obigen Definition 1.3.12 genau dann, wenn sie stetig ist im Sinne unserer Defini-
tion [AN1] 12.3.2.14. Das folgt unmittelbar aus der Riickwirtskompatibilitét des
Umgebungsbegriffs 1.3.11.

Lemma 1.3.14 (Riickwirtskompatibilitit zur metrischen Stetigkeit). Eine Ab-
bildung von metrischen Riaumen f : X — Y ist metrisch stetig bei p € X genau
dann, wenn sie bei p topologisch stetig ist fiir die metrische Topologie.

Beweis. Weil in der metrischen Topologie alle Bélle offen sind nach 1.3.8, ist
eine Umgebung eines Punktes p in der metrischen Topologie dasselbe wie eine
Teilmenge, die fiir ein € > 0 den Ball B(p; ) umfaft. Das Lemma folgt. N

Satz 1.3.15 (Verkniipfung stetiger Abbildungen). Jede Verkniipfung von steti-
gen Abbildungen ist stetig. Sind genauer f - X — Y und g :' Y — Z Abbildungen
zwischen topologischen Rédumen und ist p € X ein Punkt und f stetig bei p und g
stetig bei f(p), so ist (g o f) stetig bei p.

Beweis. Ist g stetig bei f(p), so finden wir fiir jede Umgebung U von ¢(f(p))
eine Umgebung U’ von f(p) mit g(U’) C U. Ist zusitzlich f stetig ist bei p,
finden wir fiir diese Umgebung U’ von f(p) weiter eine Umgebung U” von p mit
f(U") C U'. Damit haben wir aber auch eine Umgebung U” von p gefunden mit
(g0 F)(U") C U. =

Definition 1.3.16. Gegeben eine Teilmenge D C X eines topologischen Raums
X erklart man die auf D induzierte Topologie oder Spurtopologie durch die
Vorschrift

WeD & VaeXmitW=VnD.
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In Worten ist also eine Teilmenge von D offen fiir die induzierte Topologie genau
dann, wenn sie der Schnitt von D mit einer offenen Teilmenge von X ist. Ab jetzt
fassen wir stillschweigend jede Teilmenge D eines topologischen Raums X als
topologischen Raum mit der induzierten Topologie auf.

1.3.17. Es ist klar, daB3 das in 1.3.16 beschriebene Mengensystem auf einer Teil-
menge eines topologischen Raums in der Tat eine Topologie auf besagter Teil-
menge liefert und daB die Einbettungsabbildung stetig ist.

1.3.18. Wenn wir eine Menge einfach nur ,,offen* nennen, so in der Hoffnung,
dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen grofleren Raum X dies ,,offen gemeint
ist. Ist X ein topologischer Raum und sind M C D C X Teilmengen, so meint
M @ D, daB M offen ist als Teilmenge des Raums D mit seiner induzierten
Topologie.

Beispiel 1.3.19 (Riickwirtskompatibilitiit zur Stetigkeit im Fall von R™ O D).
Eine Abbildung f : R™ O D — R ist stetig im Sinne unserer Definition [AN1]
12.3.2.14 genau dann, wenn die Abbildung f : D — R™ stetig ist fiir die auf D
induzierte Topologie. Das folgt direkt aus den Definitionen.

Lemma 1.3.20 (Universelle Eigenschaft der induzierten Topologie). Seien f :
X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Riumen, Z C Y eine Teilmenge
mit {(X) C Z und p € X ein Punkt. Genau dann ist f : X — Y stetig bei p,
wenn die induzierte Abbildung f : X — Z stetig ist bei p fiir die auf Z induzierte
Topologie.

Beweis. Es ist klar, da3 die Umgebungen U C Z eines Punktes ¢ € Z in Bezug
auf die induzierte Topologie genau die Schnitte Uy N Z mit Z von Umgebungen
Uy C Y von g € Y sind. Genau dann gibt es also fiir jede Umgebung Uy von
f(p) € Y eine Umgebung U’ C X von p mit f(U’) C Uy, wenn es fiir jede
Umgebung Uy von f(p) € Z eine Umgebung U’ C X von p gibt mit f(U’) C
Uyz. ]

1.3.21. Wir leiten unsere Aussage [AN1] 12.3.2.30 tiber die Stetigkeit der Ver-
kniipfung auch noch aus den obigen Aussagen ab. Gegeben f : R™ > D — R"
stetighbeip € Dund g : R® D E — R! mit f(D) C FE stetig bei f(p) ist ja
nach der universellen Eigenschaft der induzierten Topologie auch f : D — E
stetig bei p. Da nach Annahme ¢ : £ — R’ stetig ist bei f(p), folgt die Stetigkeit
der Verkniipfung nach [AN1] 12.3.2.30 aus der Stetigkeit der Verkniipfung nach
1.3.15.

Ubungen

Ubung 1.3.22. In einem normierten reellen Vektorraum ist jede nichtleere offene
Teilmenge bereits ein Erzeugendensystem im Sinne der linearen Algebra.
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Ubung 1.3.23 (Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft). Eine Abbildung f : X —
Y von topologischen Réumen ist stetig bei p € X genau dann, wenn es eine
Umgebung V' C X von p gibt mit f|, : V' — Y stetig bei p.

Ubung 1.3.24. Gegeben ein topologischer Raum X und B C D @ X zeige man
BeD & BgcX.

Ubung 1.3.25 (Summen und Produkte stetiger Abbildungen sind stetig). Ist
X ein topologischer Raum und sind f, g stetige Abbildungen X — R, so sind
auch f + g und fg stetige Abbildungen X — R. Hinweis: Man mag sich am Fall
metrischer Rdume 1.1.16 orientieren.

Ubung 1.3.26 (De Morgan’sche Regeln fiir Mengenfamilien). Gegeben eine
Familie (X;);c; von Teilmengen einer Menge X gilt

X\ X = Jx\x,) X\ X =Nx\x,)

el el el el

1.4 Grenzwerte in topologischen Riaumen

1.4.1. Ein Punkt eines topologischen Raums X heilit ein Hiufungspunkt von X,
wenn jede seiner Umgebungen auch noch andere Punkte unseres Raums enthilt.
Das ist gleichbedeutend dazu, dal die nur aus unserem Punkt bestehende Teil-
menge nicht offen ist. Man mag gleichbedeutend von einem nichtoffenen Punkt
reden.

1.4.2. Gegeben ein topologischer Raum 7" mit einer Teilmenge X C 7T nen-
nen wir ein Element ¢ € T einen Hidufungspunkt zu X oder ausfiihrlicher
einen Haufungspunkt zu X in 7', wenn er im Sinne unserer Definition 1.4.1
ein Haufungspunkt des Raums X U {t¢} mit seiner induzierten Topologie ist.

1.4.3. Ein topologischer Raum hei3t Hausdorff oder ein Hausdorff-Raum, wenn
in ihm je zwei verschiedene Punkte disjunkte Umgebungen besitzen. Zum Bei-
spiel ist jeder metrische Raum mit seiner metrischen Topologie offensichtlich ein
Hausdorffraum.

Satz 1.4.4 (Eindeutigkeit stetiger Fortsetzungen in Hiufungspunkten). Seien
X, Y topologische Riume, p € X ein Héiufungspunkt und f : X\p — Y eine
Abbildung. Ist Y Hausdorff, so gibt es hochstens eine Fortsetzung von f zu einer
Abbildung f : X =Y, die stetig ist bei p.

Beweis. Wiire sonst f eine weitere bei p stetige Fortsetzung mit fp) # f(p), s
fanden wir disjunkte Umgebungen V und V dieser beiden Bildpunkte und dazu
Umgebungen U und U von p mit f(U) C V und f(U) C V. Daraus folgte aber

fUNOU\p) c VAV =0

15



In einem Hausdorffraum haben je
zwel verschiedene Punkte disjunkte
Umgebungen.

im Widerspruch dazu, dafl die Umgebung U N U von p nicht nur aus unserem
Héufungspunkt p selbst bestehen darf. 0

Definition 1.4.5. Seien X, Y topologische Raume mit Y Hausdorff. Seien weiter
p € X ein Héaufungspunkt und f : X\p — Y eine Abbildung. Sei schlieBlich
b € Y ein Punkt. Wir sagen, f(z) strebt gegen b fiir z — p und schreiben

lim f(z) =10

T—p
als Abkiirzung fiir die Aussage, daB die Fortsetzung von [ zu f: X — Y durch
f(p) := b stetig ist bei p. In diesem Fall nennen wir b den Grenzwert oder la-

teinisierend Limes der Funktion f fiir x+ — p. Nach der Eindeutigkeit stetiger
Fortsetzungen 1.4.4 ist dieser Grenzwert eindeutig bestimmt, wenn er existiert.

1.4.6. Salopp gesprochen verhilt es sich demnach so, dafl eine Abbildung in einen
Hausdorffraum mit einer einpunktigen Definitionsliicke an einem Héaufungspunkt
ihres Definitionsbereichs auf hochstens eine Weise stetig in diese Definitionsliicke
hinein fortgesetzt werden kann. Der Wert dieser an besagter Stelle stetigen Fort-
setzung heifit dann der Grenzwert unserer Abbildung an besagter Stelle.

1.4.7. Insbesondere gilt fiir eine Folge N — Y, n — v,, in einem Hausdorffraum
Y und einen Punkt b € Y in unserer neuen Notation

lim y, =0

n—oo

genau dann, wenn jede Umgebung von b fast alle Glieder unserer Folge enthilt.
Wir sagen dann auch, die Folge y,, strebt gegen b oder konvergiert gegen b und

16



nennen b einen Grenzwert der Folge. Gleichbedeutend konnen wir ebensogut
fordern, daB jede offene Menge, die b enthilt, auch fast alle Glieder unserer Folge
enthalt.

1.4.8 (Grenzwerte von Verkniipfungen). Wie in [ANI1] 12.3.5.27 ausgefiihrt
vertauschen Limites mit dem Nachschalten stetiger Funktionen, dndern sich nicht
beim Vorschalten einer stetigen Funktion und lassen sich iterieren. Das folgt ge-
nau wie in [AN1] 12.3.5.27 direkt aus der hinreichenden Bedingung 1.3.15 fiir die
Stetigkeit einer Verkniipfung an einem vorgegebenen Punkt.

Vorschau 1.4.9. Um von hier an durchgehend mit topologischen Rdumen arbeiten
zu konnen, miiliten wir erkldaren, wie das Produkt zweier topologischer Raume
mit einer Topologie zu versehen ist, und allerhand Eigenschaften wie etwa das
Analogon der Komponentenregel priifen. Das vermeide ich vorerst und diskutiere
es erst in [AN3] 1.4.17.

Ubungen

Ubung 1.4.10. Konvergiert eine Folge von stetigen Funktionen von einem topolo-
gischen Raum in einen metrischen Raum gleichmifig, so ist auch die Grenzfunk-
tion stetig. Hinweis: Man kopiere den Beweis von [AN1] 12.6.1.10.

Ubung 1.4.11. Genau dann ist p Hiufungspunkt des metrischen Raums X, wenn
es eine Folge x,, in X' \p gibt mit lim,,_,o. z, = p.

Ubung 1.4.12. Seien X ein topologischer Raum, p € X ein Hiaufungspunkt und
fi + X\p — Y; Abbildungen in metrische Rdume fiir 1 < i < n. Sei Y =
Y1 x...xY, dasProduktund f = (fy,..., f,) : X = Y.Soistlim, ,, f(x) =b
fir b = (by,...,b,) gleichbedeutend zu lim,_,, f;(z) = b; Vi.

Ubung 1.4.13 (Grenzwert durch Einquetschen). Gegeben X ein topologischer
Raum, p € X ein Hiufungspunkt und f,g,h : X\p — R Funktionen mit der
Eigenschaft f(z) < g(z) < h(z) Vx € X\p folgt aus lim,_,, f(z) = b =
lim,_,, h(x) bereits lim,_,, g(z) = b.

Ubung 1.4.14 (Abstandskriterium fiir Grenzwerte in metrischen Riumen).
Gegeben eine Abbildung f in einen metrischen Raum mit Metrik d gilt

lim f(z) =y & limd(f(z),y) =0

Man mubB fiir einen Beweis der Riickrichtung auf die Definitionen zuriickgehen.

1.5 Abgeschlossene Teilmengen

Satz 1.5.1 (Stetigkeit und Urbilder offener Mengen). Eine Abbildung zwischen
topologischen Rdumen ist stetig genau dann, wenn das Urbild jeder offenen Men-
ge offen ist.
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1.5.2. In diesem Beweis verwenden wir zum ersten Mal unsere von einem topo-
logischen Raum geforderte Eigenschaft, dafl eine beliebige Vereinigung offener
Mengen wieder offen sein soll.

Beweis. Sei f : X — Y stetig an jeder Stelle p € X. Gegeben U G Y offen ist U
Umgebung eines jeden seiner Punkte. Folglich gibt es fiir jede Stelle p € f~1(U)
eine Umgebung U, mit f(U;) C U. Diese U, konnen sogar offen gewihlt werden
und damit ist f~*(U) offen als die Vereinigung aller U} mit p € f~'(U). Sei
umgekehrt das Urbild jeder offenen Menge offen und sei p € X gegeben und U
eine Umgebung von f(p). So gibtes V' @ Y mit f(p) € V C U und dann ist
U' := f~YV) eine Umgebung von p mit f(U’) C U. Ist also das Urbild jeder
offenen Menge offen, so ist unsere Abbildung auch stetig an jeder Stelle p. [

Ergdnzung 1.5.3. Entwickelt man die Theorie der topologischen Rdume ab initio,
so wird man in der Regel die im vorhergehenden Satz enthaltene Charakterisie-
rung wegen ihrer groen Eleganz gleich als Definition der Stetigkeit nehmen. Daf3
die Verkniipfung stetiger Abbildungen stetig ist, kann man von dieser Definition
ausgehend sehr leicht und direkt einsehen, indem man beachtet, daf aus f : X —
Yundg:Y — ZstetigfolgtV e Z = g (V) @Y = f(¢7(V)) @ X.Da
nun gilt f~1(¢g71(V)) = (g o f)~'(V), ist damit auch (g o f) stetig.

Korollar 1.5.4 (Stetigkeit von Umkehrabbildungen). Eine bijektive Abbildung
f X = Y von topologischen Riumen hat eine stetige Umkehrabbildung genau
dann, wenn das Bild jeder offenen Menge offen ist.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Satz 1.5.1 iiber Stetigkeit und Urbilder offener
Mengen. ]

Definition 1.5.5. Eine Teilmenge M eines topologischen Raums X heif3t ab-
geschlossen oder priziser abgeschlossen in X und wir schreiben in Formeln
M @& X, wenn ihr Komplement X\ M offen ist.

1.5.6. Wenn wir eine Menge einfach nur ,,abgeschlossen‘ nennen, so in der Hoft-
nung, dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen gréeren Raum X dies ,,abge-
schlossen* gemeint ist. Ist X ein topologischer Raum und sind M C D C X
Teilmengen, so meint M @& D, dall M abgeschlossen ist als Teilmenge des Raums
D mit seiner induzierten Topologie 1.3.16.

Satz 1.5.7 (Abgeschlossene Teilmengen metrischer Riume). Eine Teilmenge
M eines metrischen Raums X ist abgeschlossen genau dann, wenn jeder Punkt
x € X, der Grenzwert einer Folge aus M ist, bereits selbst zu M gehort.

1.5.8. Wir nennen die zweite Bedingung in unserem Satz folgenabgeschlossen
und nennen die Bedingung, dal das Komplement offen sein soll, ausfiihrlicher
topologisch abgeschlossen.
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Beweis. Ist M nicht topologisch abgeschlossen, so ist X'\ M nicht offen und es
gibt einen Punkt x € X\ M derart, daf fiir alle n > 1 der Ball B(x; 1/n) nicht in
X'\ M enthalten ist. Wihlen wir jeweils a,, € B(p; 1/n)N M, so giltlim,, , a,, =
xund x € M und damit ist M auch nicht folgenabgeschlossen. Ist umgekehrt
M nicht folgenabgeschlossen, so gibt es eine Folge a,, in M und x € X mit
lim,, o @, = x ¢ M. Dann kann es aber kein ¢ > 0 geben mit B(x;¢) C X\ M,
da jeder dieser Bille fast alle a,, enthélt. Also ist X'\ M auch nicht offen und M
nicht topologisch abgeschlossen. 0

Lemma 1.5.9. Jede endliche Vereinigung und beliebige Schnitte abgeschlossener
Mengen sind abgeschlossen.

Beweis. Das folgt mit der Definition einer Topologie sofort aus der in Ubung
1.3.26 behandelten de Morgan’schen Regel

X\ () M= |J x\M) O

MeM MeM

1.5.10. Fiir jede Teilmenge M C X eines topologischen Raums gibt es eine
kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M umfaf}t, namlich den Schnitt al-
ler abgeschlossenen Teilmengen von X, die M umfassen. Diese Teilmenge hei3t
der AbschluB von M in X. Man verwendet dafiir die beiden Notationen M =
Clx (M) mit Cl fiir ,,closure*.

Satz 1.5.11 (Stetigkeit und Urbilder abgeschlossener Mengen). Eine Abbil-
dung zwischen topologischen Rdumen ist stetig genau dann, wenn das Urbild je-
der abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist.

Beweis. Das folgt sofort aus der entsprechenden Aussage 1.5.1 fiir offene Mengen
und der Gleichheit X\ f~'(M) = f~'(Y\M) fiir jede Abbildung f : X — Y
und jede Teilmenge M C Y. O

Proposition 1.5.12 (Verkleben stetiger Abbildungen). Sei f : X — Y eine Ab-
bildung topologischer Riume und sei X iiberdeckt von endlich vielen abgeschlos-
senen Teilmengen X = Ay U ... U A, mit A; @ X. Sind die Einschrinkungen
fla, stetig fiir alle i, so ist f stetig.

1.5.13. Die analoge Aussage gilt auch fiir offene Teilmengen und sogar im Fall
einer beliebigen Uberdeckung durch offene Teilmengen, denn Stetigkeit ist nach
1.3.23 eine lokale Eigenschaft.

Beweis. Nach 1.5.11 muB nur gezeigt werden, daB fiir jede abgeschlossene Teil-
menge B @& Y von Y ihr Urbild f~!(B) abgeschlossen ist in X. Nun gilt aber
fY(B)=fYB)U...U f7Y(B)und f;*(B) & A; nach Annahme und wegen
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A; & X folgt mit Ubung 1.5.20 bereits f; *(B) @& X. Damit schlieBlich folgt
f~(B) & X, da jede endlich Vereinigung abgeschlossener Mengen abgeschlos-
sen 1st. [l

Definition 1.5.14. Ein metrischer Raum KA heif3t kompakt oder ausfiihrlicher fol-
genkompakt und als Substantiv ein Kompaktum, wenn jede Folge in K eine
Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt aus /K konvergiert.

Vorschau 1.5.15. Der Begriff der ,,Kompaktheit* ist fiir weite Teile der Mathema-
tik grundlegend. Sie werden in 5.1.3 sehen, wie er im Fall allgemeiner ,,topolo-
gischer Rdume* in die beiden Begriffe ,,folgenkompakt* und ,,iiberdeckungskom-
pakt® aufspaltet. Sie werden auch sehen, dall es letzterer Begriff ist, der weiter
tragt und zu ,.kompakt* abgekiirzt wird, obwohl ersterer Begriff die natiirlichere
Verallgemeinerung unserer obigen Definition scheint. Aber alles zu seiner Zeit!

Satz 1.5.16 (Heine-Borel). Eine Teilmenge K C R" ist kompakt genau dann,
wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis. Wir wissen bereits aus [AN1] 12.5.1.16, da [—M, M]™ kompakt ist. Ei-
ne abgeschlossene Teilmenge K @& [—M, M|™ muB dann auch kompakt sein, denn
jede Folge in K muB eine in [— M, M]™ konvergierende Teilfolge haben, da diese
Menge bereits als kompakt bekannt ist, und der Grenzwert dieser Teilfolge muf3
dann sogar in K liegen, weil wir K als abgeschlossen angenommen hatten. Also
ist jede abgeschlossene beschrinkte Teilmenge kompakt. Ist umgekehrt X' C R"
nicht beschrinkt, so nimmt die stetige Funktion x + |z| darauf kein Maximum
an und K kann nicht kompakt sein nach [AN1] 12.5.1.5. Ist schlieBlich A nicht
abgeschlossen in R™, so gibt es eine Folge in K, die gegen einen Punkt von R\ K
konvergiert, und jede ihrer Teilfolgen muf3 gegen denselben Punkt konvergieren
und keine gegen einen Punkt von K. Also kann K auch nicht kompakt sein. [

Korollar 1.5.17. Eine Teilmenge K C X eines endlichdimensionalen normierten
reellen Raums ist kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen und beschrdinkt
ist.

Beweis. Das folgt aus Heine-Borel 1.5.16 mit dem Satz iiber die Aquivalenz von
Normen 1.2.10. O

Ubungen

Ubung 1.5.18 (Abschliisse in metrischen Riumen). Gegeben A C X eine Teil-
menge in einem metrischen Raum besteht ihr Abschluf A = Clx(A) genau
aus allen Punkten von X, die Grenzwerte von Folgen in A sind. Hinweis: Gilt
r* = lima’ und z = lim 2%, so gilt auch z = lim .
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Ubung 1.5.19 (Extremwerte auf Kompakta). Jede stetige Funktion f : K — R
auf einem nichtleeren folgenkompakten metrischen Raum K nimmt das Supre-
mum und das Infimum der Menge ihrer Funktionswerte als Funktionswert an.
Hinweis: Man kopiere [AN1] 12.5.1.5.

Ubung 1.5.20. Gegeben ein topologischer Raum X und B C D C X haben wir
B@aD & dA @ X mit B= AN D. Gegeben ein topologischer Raum X und
BCD@XhabenwirB@D < B@X.

Ergiinzende Ubung 1.5.21. Man zeige, daB man auf dem Raum Ens(N, {W, Z})
aller Folgen in der zweielementigen Menge {W, Z} eine Metrik erklidren kann
durch die Vorschrift d(w,n) = 27" fiir n € N die kleinste Zahl mit w(n) # n(n),
beziehungsweise d(w,n) = 0 falls w = 7. Man zeige weiter, dal der so gebildete
metrische Raum kompakt ist. Nebenbei bemerkt denke ich bei W an ,,Wappen*
und bei Z an ,,Zahl und bei der Ubung an Anwendungen in der Wahrscheinlich-
keitstheorie.

Ergiinzende Ubung 1.5.22. Seien (X, d) ein metrischer Raum, K C X kompakt
und A C X abgeschlossen mit A N K = (). So gibtes ¢ > 0 mit d(x,y) > § fiir
allex € A, y € K. Hinweis: 1.1.18.

1.6 Vollstindige metrische Raume

1.6.1. Eine Folge (x,,) in einem metrischen Raum heif}t eine Cauchy-Folge, wenn
esfirallee > Oein N = N, gibt mitn,m > N = d(x,, z,,) < . Ein metrischer
Raum heif3t vollstindig, wenn darin jede Cauchy-Folge einen Grenzwert hat.

Beispiel 1.6.2. Die Zahlengerade R ist vollstandig nach [AN1] 12.3.6.8.

Beispiel 1.6.3. Gegeben vollstindige metrische Riume X, Y ist auch ihr Produkt
X x Y vollstindig. Das sollen Sie zur Ubung selbst zeigen.

Beispiel 1.6.4. Der R" ist vollstdndig. Jeder endlichdimensionale normierte Vek-
torraum ist vollstindig nach dem Satz 1.2.10 iiber die Aquivalenz von Normen.

1.6.5. Da jede abgeschlossene Teilmenge eines metrischen Raums folgenabge-
schlossen ist, ist jede abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen metrischen
Raums auch selbst ein vollstandiger metrischer Raum.

1.6.6. Ein vollstindiger normierter Vektorraum heif3it ein Banach-Raum.

Ubungen

Ubung 1.6.7. Gegeben vollstindige metrische Ridume X, Y ist auch ihr Produkt
X x Y vollstiandig.

Ubung 1.6.8. Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig. Jede vollstindige
Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen.
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Ubung 1.6.9. Seien V, W normierte Vektorrdume. Ist W vollstindig, so ist auch
der Raum B(V, W) der stetigen linearen Abbildungen von V' nach W aus 1.2.14
vollstindig.

Ubung 1.6.10. Ist V ein Banachraum und D eine Menge, so ist auch der Vektor-
raum Ens”(D, V) aus 1.2.5 aller beschrinkten Abbildungen von D nach V' mit
seiner Supremumsnorm || ||, vollstindig. Das brauchen wir beim Beweis von
Picard-Lindelof.

Ubung 1.6.11. Eine Abbildung f : X — Y von metrischen Ridumen heift gleich-
mibBig stetig, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt mit d(z,z;) < 0 =
d(f(x), f(x1)) < €. Man zeige, dal jede gleichmiaBig stetige Abbildung f : A —
Y von einer Teilmenge A eines metrischen Raums X in einen vollstindigen me-
trischen Raum Y auf genau eine Weise zu einer stetigen Abbildung A — Y auf
den Abschluf3 von A in X fortgesetzt werden kann.

Scholium 1.6.12. Wir werden die Aussage der vorhergehenden Ubung in die-
ser Vorlesung erst bei der Behandlung von gewohnlichen Differentialgleichungen
verwenden. Sie ist bei der Diskussion von Hilbertriumen wesentlich.

Ubung 1.6.13 (Invertieren stetiger Endomorphismen). Fiir V einen normierten
Vektorraum setzen wir

B(V) = B(V.V)

Man zeige: Gegeben ein Banachraum V und h € B(V) ein stetiger Endomorphis-
mus von V' einer Operatornorm ||h]| < 1 konvergiert die Folge der Partialsummen
der geometrischen Reihe )" ° / h" und der Grenzwert ist invers zu idy —h. Ins-
besondere sind alle f € B(V) mit || f —idy || < 1 stetig invertierbar. Man zeige
weiter, daf die Menge B(V)* C B(V) der stetig invertierbaren stetigen Endo-
morphismen offen ist und das Invertieren eine stetige Abbildung

inv : B(V)* — B(V)"

Scholium 1.6.14. Die Aussage der vorhergehenden Ubung brauchen wir in die-
ser Vorlesung nur, um beim Umkehrsatz im Fall von Banachrdumen unendlicher
Dimension zu zeigen, da3 die Umkehrabbildung auch stetig differenzierbar ist.

Erginzende Ubung 1.6.15 (Exponential von Endomorphismen). Man zeige:
Gegeben ein Banachraum V' und f € B(V) ein stetiger Endomorphismus von
V konvergiert die Folge der Partialsummen der Exponentialreihe - f* und
liefert eine stetige Abbildung

exp: B(V) — B(V)

Wir haben exp(0) = idy und gegeben f,g mit fg = gf gilt exp(f + g) =
(exp f)(exp g). Gegeben ein weiterer Banachraum W und ¢ : V' — W stetig und
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h € B(W) mit hp = of gilt (exp h)p = ¢(exp f). Die Exponentialfunktion von
Matrizen aus [AN1] 12.7.2.3 ist ein Spezialfall, aber ich finde die Darstellung im
Rahmen von Banachriumen viel transparenter als dieses Koordinatengekruschtel
aus Analysis 1.
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2 Ableitungen in mehreren Verinderlichen

2.1 Partielle Ableitungen und Gradient

Definition 2.1.1. Eine Funktion f : R” © A — R heift partiell differenzier-
bar nach der i-ten Variablen an einer Stelle p = (p1,...,p,) € A, wenn die
Funktion x — f(p1,...,Pi—1, %, Pi+1, - - -, Pn) differenzierbar ist bei x = p,. Die
Ableitung dieser Funktion heif3t die ¢-te partielle Ableitung von f und wird no-
tiert als

af T f(p177p2+h77pn>_f<p177pl77pn)

(Di f)(p) =

Veranschaulichen wir uns eine
3 reellwertige Funktion von zwei
reellen Verdnderlichen durch die
Hiigellandschaft ihres Graphen, so
beschreibt die partielle Ableitung
% (p) die Steigung bei p derjenigen
StraBe durch p, die besagte
N Hiigellandschaft in Richtung der
; x-Achse durchquert.

2.1.2. Unsere partiellen Ableitungen sind, soweit sie existieren, wieder reellwer-
tige Funktionen. Um 8f zu berechnen denkt man sich alle x; mit j # 4 als Kon-
stanten. Zum Beispiel berechnen wir die partiellen Ableitungen von f(z,y) =

x sin(zy) und erhalten

9 = sin(zy) + zy cos(zy)
9
8—5 = 2% cos(zy)

Dieses Beispiel zeigt auch die Vorteile der Notatlon — gegeniiber der formal ex-
akteren Notation D;, bei der man stets eine Relhenfolge der Variablen festlegen
mulf} und schneller in Indizes ertrinkt. Wenn die sonstige Notation es erlaubt, be-
nutzt man auch die sehr konzisen Schreibweisen

of
ox

2.1.3 (Diskussion der Notation). Ich will an einem Beispiel erldutern, aus wel-

chem Grund es sinnvoll ist, im Fall mehrerer Veridnderlichen unsere bisherige No-

tation f—x zu % abzuindern. Denken wir uns einen Wanderer auf einer Wanderung

=0uf = fa
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durch die Alpen, bei der schlechtes Wetter aufkommt. Der Luftdruck D = D(¢, h)
hingt dann sowohl von der Zeit als auch von der Hohe ab. Macht unser Wande-
rer zum Zeitpunkt ¢ = ¢, in der Hohe h = h eine Pause, so @ndert sich der
Luftdruck, den sein Barometer mift, mit der Rate %—? (to, ho). Geht er jedoch zum
Zeitpunkt ¢ = t, bergab oder bergauf und gibt die Funktion A () seine Hohe zum
Zeitpunkt ¢ an, so dndert sich der Luftdruck, den sein Barometer mif3t, mit der Ra-
te 4| 1y, (D(t, h(t))). Wir werden zeigen, daB sich diese Rate auch ausdriicken
1Bt in der Gestalt d—‘ﬂt:to (D(t, h(t))) = Z2(to, h(to)) + W (to) 22 (to, h(to)) oder

in Kurzschreibweise
dD B oD dh 0D

at ot Tt o
Der Zweck der Variation unserer Notation liegt nun eben darin, da3 mit ihr sol-
che Verkiirzungen verstédndlich bleiben. Um die behauptete Formel zu beweisen,
fiihren wir den Begriff des Differentials ein, studieren seinen Zusammenhang mit
den partiellen Ableitungen und erhalten unsere Formel als Korollar 2.4.8 der Ket-
tenregel fiir Differentiale.

Definition 2.1.4. Ist f : R” © A — R auf ganz A nach jeder der n Variablen
partiell differenzierbar, so erklaren wir den Gradienten von f als die Abbildung

gradf: A — R
.
T (%(m),...,%(m))

2.1.5. Man beachte, daf} in dieser Definition das Symbol x fiir ein Element des R"
steht und nicht wie zuvor fiir eine reelle Zahl. Ich stelle mir grad f meist vor als
ein Vektorfeld, das also jedem Punkt aus A einen Vektor aus dem R™ zuordnet.
Das ist auch der Grund dafiir, daB ich in obiger Definition den Zeilenvektor in
einen Spaltenvektor transponiert habe. Denken wir uns im Fall n = 2 den Graphen
von f als eine Hiigellandschaft, so zeigt grad f stets in die Richtung, in der es am
steilsten den Berg hinaufgeht, und grad f ist desto ldnger, je steiler es hinaufgeht.
Diese Anschauung wird durch Bemerkung 2.3.12 formal gerechtfertigt.

2.1.6. Der Begriff des Gradienten ist nur fiir reellwertige Funktionen auf dem R"
sinnvoll. Reellwertigen Funktionen auf abstrakten endlichdimensionalen reellen
Vektorrdumen kann nicht mehr sinnvoll ein Gradient in Gestalt eines Vektorfeldes
zugeordnet werden. Ich vermeide deshalb im folgenden nach Moglichkeit den Be-
griff des Gradienten und arbeite stattdessen mit den sogenannten ,,Differentialen®,
die in sehr viel groBerer Allgemeinheit definiert sind. Die Beziehung zwischen
Differentialen und Gradienten wird in 2.3.9 und 8.3.8 besprochen.
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Einige Niveaulinien und das Gradientenfeld eines Hiigels, hier moglicherweise
der Funktion $+/1 — 2 — y2 auf der Kreisscheibe 22 + y* < %

Ubungen

Ubung 2.1.7. Sei R(xz,y) = >, ; c;;z'y’ ein Polynom in zwei Variablen mit re-
ellen Koeffizienten c;; € R. Man zeige: Gibt es eine nichtleere offene Teilmenge
A @ R? derart, daB gilt R(p) = 0 Vp € A, so ist R das Nullpolynom, in Formeln
Cij = 0 VZ, ]

2.2 Affine Riume

2.2.1. Dieser Abschnitt ist ein Auszug aus Abschnitt [LA1] 3.1.1 einer Vorlesung
zur linearen Algebra. Ich habe ihn hier eingefiigt, um Unklarheiten zu vermeiden
was die im weiteren verwendeten Notationen und Begriffsbildungen angeht. Mei-
ne Hoffnung ist, durch eine begriffliche Trennung von Punkten und Richtungs-
vektoren das Verstdndnis des Differentials zu erleichtern.

Definition 2.2.2. Ein affiner Raum oder kurz Raum iiber einem Korper £ ist ein
Tripel
E=(FE,E,a)

bestehend aus einer nichtleeren Menge F, einer abelschen Gruppe E C Ens*E
von Permutationen von £ und einer Abbildung a : k£ x E — E derart, da gilt:

1. Fiir alle p,q € E gibt es genau ein ¥ € E mit U(p) =q;

2. Die Abbildung a : k x E — E ist die Multiplikation mit Skalaren einer
Struktur als k-Vektorraum auf F.
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Die Elemente von E heifen die Translationen oder Richtungsvektoren unseres
affinen Raums und den Vektorraum E selbst nennen wir den Richtungsraum un-
seres affinen Raums E. Die Operation von k auf E mag man die Reskalierung
von Translationen nennen. Unter der Dimension unseres affinen Raums verste-
hen wir die Dimension seines Richtungsraums. Das Resultat der Operation von
7 € E auf p € E notieren wir & + p := ¥(p) oder manchmal auch p + ¥.

2.2.3 (Diskussion der Notation). Die eben eingefiihrte Notation fiir den Rich-
tungsraum eines affinen Raums steht in Konflikt mit der Notation aus 9.3.6, nach
der mit Pfeilen versehene Mannigfaltigkeiten orientierte Mannigfaltigkeiten an-
deuten sollen. Was jeweils gemeint ist, muf3 man aus dem Kontext erschlieen.

2.2.4. Ist F ein affiner Raum, so liefert nach Annahme fiir jedes p € FE die
Operation eine Bijektion E 5 E, @+~ @+ pund es gilt 0 4+ p = p sowie
i@+ (T+p) = (i+7) +pfiralle @7 € E und p € E. Flapsig gesprochen
ist also ein affiner Raum ein ,,Vektorraum, bei dem man den Ursprung vergessen
hat*. Gegeben p, ¢ € E notieren wir

U=p—q

den Richtungsvektor @ € E mitp =1+ q.

Beispiel 2.2.5 (Modellierung von Raum und Zeit). Es scheint mir besonders
sinnfillig, den uns umgebenden Raum mathematisch als einen dreidimensionalen
reellen affinen Raum [ zu modellieren. Hierbei denkt man sich E als die Gruppe
aller ,,riumlichen Parallelverschiebungen®. Ahnlich mag man die Zeit modellieren
als einen eindimensionalen reellen affinen Raum T. Hierbei denkt man sich T
als die Gruppe aller ,,Zeitspannen* und erlaubt auch ,,negative Zeitspannen®. Die
Sekunde ist damit ein von Null verschiedener Vektor s € T.

2.2.6. Unter einem normierten Raum verstehen wir im folgenden einen reellen
affinen Raum X, dessen Richtungsraum X mit einer Norm versehen ist. Jeden
normierten Raum fassen wir als metrischen Raum auf mit der Norm d(z,y) =
||x—y|| des Richtungsvektors von y nach x als Metrik und versehen ihn mit der zu-
gehorigen metrischen Topologie. Aquivalente Normen liefern dieselbe Topologie.
Insbesondere liefern auf einem endlichdimensionalen reellen Raum X nach dem
Satz 1.2.10 iiber die Aquivalenz von Normen je zwei Normen dieselbe Topologie.
Sie heil3t die natiirliche Topologie auf X .

2.2.7. Gegeben ein normierter Raum X ist das Verschieben XxX — X, (v,p) —
v+ p eine stetige Abbildung. Um das einzusehen, wiederholt man den Beweis zur
Stetigkeit der Addition in normierten Vektorrdumen aus Ubung 1.2.13.

2.2.8 (Vom Nutzen allgemeiner normierter Rdume). Wir werden es vorerst nur
mit endlichdimensionalen normierten Raumen zu tun haben. Ich arbeite dennoch
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hier und im folgenden mit beliebigen normierten Raumen, weil das zum Ersten
in keiner Weise schwieriger ist, weil es zum Zweiten einen groeren Abstand
zum uniibersichtlichen Gestriipp der Koordinaten schafft, und weil es zum Drit-
ten bei der Behandlung von Differentialgleichungen 6.6.2 in dieser Allgemeinheit
gebraucht wird.

2.2.9 (Vektorraume als affine Ridume). Jeder Vektorraum V' kann als ein af-
finer Raum aufgefalit werden, indem wir als Translationen die durch die Ad-
dition von festen Vektoren gegebenen Abbildungen nehmen. Als Gruppe von
Translationen nehmen wir also das Bild des injektiven Gruppenhomomorphismus
V — Ens*(V), v — (v+). Die Reskalierung von Translationen erkldren wir dann
dadurch, dal dieser Gruppenhomomorphismus einen Vektorraumisomorphismus
auf sein Bild liefern soll. Insbesondere erhalten wir damit einen ausgezeichneten
Isomorphismus
trans: V 5V

zwischen unserem Vektorraum und dem Richtungsraum des zugehdrigen affinen
Raums. Diese Identifikation scheint mir derart kanonisch, daf} ich sie von nun an
in Sprache und Notation oft so behandeln werde, als seien diese beiden Vektor-
rdume schlicht gleich. Manchmal versuche ich den Unterschied durch die Notati-
on trans(v) = ¥ anzudeuten. In dieser Notation bedeutet etwa I € R C Ens* (R)
die Verschiebung (1+) : R — R.

Definition 2.2.10. Eine Abbildung ¢ : F — E’ zwischen affinen Rdumen heif3t
eine affine Abbildung, wenn es eine lineare Abbildung zwischen den zugehéri-
gen Richtungsrdumen ¢ : £ — E’ gibt mit

p(p) —¢lg) =dp—q) Ypge E

Diese lineare Abbildung ¢ ist dann durch ¢ eindeutig bestimmt und heifit der
lineare Anteil unserer affinen Abbildung.

Ubungen

Ubung 2.2.11 (Produkt affiner Riume). Gegeben affine Riume X, Y iiber einem
Korper £ gibt es genau eine Struktur als affiner Raum iiber k£ auf ihrem Produkt
X x Y derart, daB3 die Projektionen auf X und Y affine Abbildungen werden. Die
linearen Anteile der Projektionen induzieren dann einen Isomorphismus

(pTX,pTY):XXY%XX}?

Wir verwenden das Produkt affiner Rdume bei unserer Diskussion des Satzes iiber
implizite Funktionen.
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2.3 Differential

Definition 2.3.1. Seien X, Y normierte Raume. Eine Abbildung f : X 94 — Y
heifit differenzierbar an einer Stelle p € A, wenn es eine stetige lineare Abbil-
dung L : X — Y gibt mit

flp+0) = f(p) + Lt + [|t]e(¥)

fiir ¢ stetig bei ¥ = 0 mit Funktionswert 0, in Formeln lim ,5e(%) = £(0) = 0.
Hier ist implizit zu verstehen, daB3 die Abbildung ¢ definiert sein soll auf der Men-
ge aller v € X mit p+ v € A. Ausfiihrlicher sagt man total differenzierbar oder
Fréchet-differenzierbar. Wir zeigen gleich in 2.3.2, daf die lineare Abbildung L
eindeutig bestimmt ist, wenn sie existiert. Sie heiit dann das Differential von f
bei p und wird notiert als

dpf =1L

2.3.2 (Eindeutigkeit des Differentials). Gegeben zwei Differentiale L, M der-
selben Abbildung am selben Punkt haben wir lim (L — M)#/||#]| = 0. Es folgt
fiir jeden Vektor 1 # 0 insbesondere lim o( L — M )i/ ||| = 0 durch Einsetzen
von ¥ = t. Das hinwiederum zeigt (L — M) = 0 V47 und insgesamt L = M.

2.3.3 (Richtungsableitungen und Differential). Gegeben X, Y normierte Raume
und f: X 9 A — Y differenzierbar bei p € A gilt

(&, f) (@) = lim L0 = /()

t—0 t

In der Tat folgt das direkt durch Einsetzen von ¢ = tw in der Definition des
Differentials. Diesen Grenzwert in Y hinwiederum nennt man, wann immer er
existiert, die Richtungsableitung von f bei p in Richtung « und kiirzt ihn ab
mit

(Daf)(p)

fiir englisch directional derivative. Anschaulich mi3t die Richtungsableitung im
Fall Y = R, wie schnell unsere Funktion wichst beziehungsweise abnimmt, wenn
wir von p aus ,,mit der durch die Linge von W gegebenen Geschwindigkeit in
der Richtung @ gehen®. Unsere Richtungsableitung hingt insbesondere nicht nur
von der Richtung des Vektors w ab, sondern auch von seiner Linge. Existiert das
Differential von f an einer Stelle p € A, so existieren insbesondere auch alle
Richtungsableitungen und fiir alle Richtungsvektoren w € X gilt

(Daf)(p) = (dpf)(@)

Vorschau 2.3.4. Im folgenden diskutieren wir die Bedeutung dieser Definitionen
zunéchst fiir Abbildungen R™ — R, dann fiir Abbildungen R — R", dann fiir
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Abbildungen R — R"™ und schlieBlich fiir Abbildungen R — R. Anschlieend
diskutieren wir Anschauungen im abstrakten Kontext, etwa fiir bewegte Teilchen
alias Abbildungen T — [E von der Zeit in den Raum.

Beispiel 2.3.5 (Partielle Ableitungen als Richtungsableitungen). Fiir eine to-
tal differenzierbare Abbildung f : R™ © A — R existieren unsere partiellen
Ableitungen und sind gerade die Richtungsableitungen in Richtung der Einheits-
vektoren e;, in Formeln

_9f

(Dezf)(p> - 83:1 (p)

Hier haben wir in der Notation keinen Unterschied gemacht zwischen R bezie-
hungsweise R als affinen Rdumen und den zugehorigen Richtungsraumen, sonst
hitten wir ausfithrlicher (Dg, f)(p) = trans (%(p)) schreiben miissen, wobei
trans der reellen Zahl g—i (p) die durch Addition mit dieser Zahl gegebene Trans-
lation R — R zuordnet und wir €; := trans(e;) verstehen. Wir werden es auch

zukiinftig meist nicht ganz so genau nehmen.

Beispiel 2.3.6 (Partielle Ableitungen als Richtungsableitungen, Variante). Fiir
f=,-- fa)" : R™ A — R" total differenzierbar finden wir allgemeiner

0N = (G20 520) = 520

mit einer durch die zweite Gleichung erklirten vereinfachten Notation ganz rechts.

Beispiel 2.3.7 (Differential und Jacobimatrix). Gegeben eine lineare Abbildung
L : R™ — R™ ist ihre darstellende Matrix nach [LA1] 2.4.1 die Matrix [L] mit
den Spaltenvektoren L(e;). Ist speziell eine Abbildung

fR"2A - R"

differenzierbar bei p, so ist die darstellende Matrix ihres Differentials d,, f folg-

lich die Matrix mit den Spaltenvektoren (d, f)(e;) = %(p) in der in 2.3.6 ein-

gefiithrten Notation. Hat unsere Abbildung also die Gestalt f=f1,.-, fn)" mit
Funktionen f; : U — R, so hat die darstellende Matrix ihres Differentials d,, f die

Gestalt of of
o) - (D)
[dpf] =
L) .. 22 (p)
Diese Matrix heifit die Jacobi-Matrix unserer Abbildung. Wir denken uns in die-

sem Zusammenhang Vektoren stets als Spaltenvektoren und haben unsere Abbil-
dung f = (f1,..., fn)" geschrieben, um das zu betonen. Fiir die Jacobimatrix
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findet man héufig die Notation

a(fla cee afn)
31, -, m) Q

Wenn Thnen die Identifikation von Matrizen mit linearen Abbildungen R — R"
aus [LA1] 2.4.1 und [LA1] 2.4.7 einmal richtig in Fleisch und Blut iibergegangen
ist, werden Sie sich auch nicht mehr daran storen, wenn wir spéter einmal mit d,, f
sowohl das Differential als auch die Jacobimatrix bezeichnen sollten.

Vorschau 2.3.8 (Differenzierbarkeit bei stetigen partiellen Ableitungen). In
2.5.1 werden wir umgekehrt fir f : R™ © A — R" zeigen, da wenn alle %

J
auf ganz A existieren und stetig sind, dal dann f differenzierbar ist.

Beispiel 2.3.9 (Differential und Gradient). Gegeben eine reellwertige Abbil-
dung f : R™ 9 A — R ist die Jacobimatrix die Zeilenmatrix

1= (5200 50

und stimmt iiberein mit dem Transponierten des Gradienten, der ja als Vektor in
unseren Konventionen a priori als eine Spaltenmatrix aufzufassen ist, in Formeln

(/] = ((grad f)(p))

2.3.10 (Gradient in Bezug auf ein Skalarprodukt). Gegeben allgemeiner ein
endlichdimensionaler Raum X liefert jedes Skalarprodukt s auf seinem Rich-
tungsraum X einen Isomorphismus s : X = X7 vom Richtungsraum zu sei-
nem Dualraum durch §(v)(w) = s(v,w) und wir konnen fiir eine Abbildung
f X 9 A — R ihren s-Gradienten bei p € A erklidren durch die Vorschrift

(dpf)(w) = s((grad, f)(p), w) alias d,f = §((grad, f)(p)) alias
(grad, f)(p) :== 87" (d,f)

Im Fall des Standardskalarprodukts auf R™ erhalten wir so den iiblichen Gradien-
ten aus 2.1.4 zuriick.

2.3.11 (Gradient und Richtungsableitung). Fiir die Richtungsableitung einer
differenzierbaren reellwertigen Funktion f : R © A — R am Punkt p in Richtung
w erhalten wir speziell

(Duwf)(p) = (dpf)(w) = ((grad f)(p), w)

Insbesondere wird die Richtungsableitung bei p in Richtung eines Vektors w der
Linge Eins maximal genau dann, wenn der Gradient von f ein nichtnegatives
Vielfaches von w ist.

31



2.3.12 (Gradient und Richtungsableitung, Variante). Fiir die Richtungsablei-
tung (D, f)(p) einer differenzierbaren reellwertigen Funktion f : X — R auf ei-
nem endlichdimensionalen normierten Raum am Punktp € X in Richtung w € X
und ein Skalarprodukt s auf X erhalten wir allgemeiner

(Duf)(p) = (dpf)(w) = s((grad, £)(p), w)

In dieser Allgemeinheit wird also die Richtungsableitung bei p in Richtung eines
Vektors w der s-Liange Eins maximal genau dann, wenn der s-Gradient von f ein
nichtnegatives Vielfaches von w ist.

Beispiel 2.3.13 (Differential als physikalischer Geschwindigkeitsvektor). Ge-
geben eine differenzierbare Abbildung 7 : T © A — E von der Zeit in den Raum
ist ihr Differential d;y : T — E zu einem Zeitpunkt ¢ € A ein Element

dyy € Homg(T, E)

Die Elemente dieses Vektorraums heilen vektorielle Geschwindigkeiten. Man
verwendet in diesem Fall meist die alternative Notation dyy = 7(t).

Beispiel 2.3.14 (Differential als mathematischer Geschwindigkeitsvektor). Ge-
geben eine differenzierbare Abbildung v : R © A — FE von einem Teil der Zah-
lengerade in einen normierten Raum F ist ihr Differential d;v : R— Ebeite A
ein Element

dyy € HomR(R E)

Man schreibt dann meist +/(t) := (d;7)(I) € E mit T € R wie in 2.2.9 und
nennt diesen Vektor manchmal auch den Geschwindigkeitsvektor. Fiir £/ = R"
spezialisiert unser Geschwindigkeitsvektor zu dem bereits in [AN1] 12.7.1.4 ein-
gefiihrten Geschwindigkeitsvektor /().

Beispiel 2.3.15 (Differential und Ableitung). Gegeben eine differenzierbare Ab-
bildung f : R — R ist insbesondere ihr Differential d,, f : R — R bei peR
die lineare Abbildung d,,f = (f’(p)-) der Multiplikation mit der Ableitung. Thre
Jacobimatrix ist also die (1 x 1)-Matrix [d,f] = (f'(p)).

2.3.16 (Diskussion der Notation). Fiir das Differential, das wir hier mit d,, f be-
zeichnen, findet man in der Literatur auch die alternativen Notationen (D f)(p)
und f'(p). Ich ziehe die Notation d,, f vor, weil sie kohérent ist mit unserer Nota-
tion % fiir Differenzenquotienten und der Notation dz, mit der wir beim Integral
die Integrationsvariable auszeichnen. Das wird in 8.4.9 ausgefiihrt.

2.3.17 (Aquivalente Normen liefern dasselbe Differential). Unser Differenzier-
barkeitsbegriff und das Differential dndern sich nicht, wenn wir die Normen auf
den beteiligten Richtungsrdumen durch dquivalente Normen ersetzen. Das sieht
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Dies Bild soll die Bedeutung des Differentials in der Anschauung einer Abbildung
,»als Abbildung* verdeutlichen. Wir betrachten die Polarkoordinatenabbildung
iRy x (0,27) = R2, (r,9) + (r cos ¥, rsind). Ihr Differential an der Stelle
p = (r,9) = (13, 7) wird beschrieben durch die Jacobi-Matrix

cost — rsind 0 —12
[dpf J=1.. = X
sind  rcosv 1 0
Die Pfeile im Bild sollen zeigen, daf} das in der Tat diejenige lineare Abbildung

L ist, fur die fiir kleines i die Abbildung p + h — f(p) + Lh unsere Abbildung
p+ h+— f(p+ h) am besten approximiert.
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Dieses Bild soll das Differential einer Abbildung R — R veranschaulichen, ge-
nauer der Abbildung f : R* — R gegeben durch z — 2/x an der Stelle z = 1.
Nach der allgemeinen Theorie wird in diesem Fall das Differential gegeben durch
die (1 x 1)-Matrix [d,f] = (f'(p)) mit dem einzigen Eintrag f’(p). In unserem
Fall hitten wir etwa [d; f] = (—2). Im Bild habe ich versucht, unsere Abbildung
sowohl durch ihren Graphen als auch durch eine echte Abbildung, in unserem Fall
einem ,,Umdrehen und Verzerren der Zahlengeraden®, zu veranschaulichen. Ein
kleiner von 1 ausgehender Richtungsvektor wird dann in etwa und im Grenziiber-
gang ganz genau auf das Doppelte seines Negativen abgebildet. Das will unser
Bild anschaulich machen.
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man direkt, es wird aber auch formal aus der Kettenregel 2.4.2 folgen. Sind ins-
besondere X und Y endlichdimensional, so ist unser Differenzierbarkeitsbegriff
nach dem Satz iiber die Aquivalenz von Normen 1.2.10 unabhiingig von der Wahl
der Normen.

Ein Kegelchen der Gestalt p + [0, 1]C' in der
Papierebene, fiir C' die Menge aller
Richtungsvektoren, die von p ins Innere der
ellipsenformigen Menge zeigen.

7u

Definition 2.3.18. Eine Teilmenge A eines normierten Raums X nennen wir
halboﬁfen, wenn es fiir jeden Punkt p € A eine nichtleere offene Teilmenge
C @ X gibt mitp + [0,1]C C A.

2.3.19. Anschaulich gesprochen ist eine Teilmenge eines normierten Raums halb-
offen, wenn es fiir jeden Punkt p € A ein kleines Kegelchen mit Spitze in p gibt,
das auch noch ganz in A liegt.

2.3.20 (Riickwirtskompatibilitit). Offensichtlich ist eine Teilmenge D C R
genau dann halboffen im Sinne von [AN1] 12.5.3.1, wenn sie halboffen ist im
hier erkldrten Sinne.

2.3.21 (Differential bei halboffenem Definitionsbereich). Gegeben normierte
Riums X, Y und eine Abbildung f : X D A — Y mit A C X halboffen ist das
Differential

df: X =Y

offensichtlich immer noch wohldefiniert and jeder Stelle p € A, wenn es denn
existiert. Formal folgt das zum Beispiel aus Ubung 1.3.22, nach der ein normierter
reeller Vektorraum von jeder nichtleeren offenen Teilmenge erzeugt wird.

2.3.22 (Diskussion der Terminologie). Der Begriff ,,halboffen* kommt in der Li-
teratur sonst nicht vor. Er scheint mir jedoch niitzlich, da er hilft, Verkrampfungen
bei der Definition der Differenzierbarkeit auf abgeschlossenen Halbraumen und
dergleichen zu vermeiden. Eine Definition in dieser Allgemeinheit hinwiederum
bendtigen wir bei der Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung auf hthere Dimensionen.

Ergdnzung 2.3.23 (Virtuelle partielle Ableitung). Gegeben A C R" eine halb-
offene Teilmenge und f : R® D A — R differenzierbar bei p € A setzen wir

L) 1= (@)
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auch dann, wenn der Grenzwert lim,_,o in unserer urspriinglichen Definition einer
partiellen Ableitung gar nicht gebildet werden kann, weil in {¢ | p + te; € A} die
Null ein isolierter Punkt ist.

Beispiel 2.3.24 (Differential affiner und linearer Abbildungen). Das Differen-
tial einer stetigen affinen Abbildung ist an jeder Stelle ihr linearer Anteil. Sind
also X, Y normierte Rdume und ist ¢ : X — Y stetig und affin, so gilt d,o = ¢
fiir alle p € X. Insbesondere ist das Differential einer konstanten Abbildung an
jedem Punkt die Nullabbildung. Sind X, Y bereits selbst normierte Vektorraume
und ist ¢ : X — Y stetig linear, so haben wir J o trans = transop : X — Y.In
diesem Fall macht man die Unterscheidung zwischen X und X beziehungsweise
¢ und ¢ meist nicht explizit und schreibt etwa d,o = ¢ und sagt, jede lineare
Abbildung sei ,.ihr eigenes Differential .

(RIS

]
ﬁ- 4

Anschauliche Bedeutung des Differentials einer reellwertigen Funktion einer
reellen Variablen in der Veranschaulichung der Funktion durch ihren Graphen
nach 2.3.25. Der Graph des Differentials ist bis auf eine Verschiebung gerade die
Tangente.

2.3.25 (Graph des Differentials einer reellen Funktion auf der Ebene). Im
allgemeinen kann man sich d,f vorstellen als ,,den linearen Anteil der affinen
Abbildung, die unsere Funktion in der Nédhe der vorgegebenen Stelle bestmdoglich
approximiert oder in anderen Worten als ,,diejenige lineare Abbildung L, fiir die
x — f(p) + L(z — p) unsere Funktion x — f(x) in der Ndhe von p am besten
approximiert*. Veranschaulichen wir uns zum Beispiel eine Funktion f : R? — R
durch ihren Graphen, eine hiigelige Landschaft, so ist die schmutzige anschau-
liche Tangentialebene an unsere hiigelige Landschaft im Punkt (p, f(p)) im ver-
schobenen Koordinatensystem mit Ursprung (p, f(p)) der Graph des Differentials
d,f : R? = R.
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Anschauliche Bedeutung des Differentials einer reellwertigen Funktion von zwei
reellen Variablen in der Veranschaulichung der Funktion durch ihren Graphen
nach 2.3.25. Der Graph des Differentials ist bis auf eine Verschiebung gerade
die Tangentialebene. Der Wert des Differentials auf dem Vektor £ ist etwa der im
Bild durch eine geschweifte Klammer angedeutete Abstand oder noch genauer die
zugehorige positive reelle Zahl.
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Ubungen

Ubung 2.3.26 (Schrankensatz, Variante). Seien X ein normierter Raum und
v : [a,b] — X eine differenzierbare Abbildung und C' @ X ein offene kon-
vexe Teilmenge. Gilt 7/(t) € C' Vt € [a, ], so folgt v(b) — v(a) € (b — a)C.
Hinweis: Man kopiere mutatis mutandis den Beweis des Schrankensatzes [AN1]
12.7.1.10. Unser Satz gilt genauso fiir C' konvex und abgeschlossen in X, da
wir so ein C' schreiben konnen als den Schnitt der offenen konvexen Mengen

C = Ny20(C + B(0;7).

Ubung 2.3.27 (Bogenliinge als Integral, Variante). Gegeben v : [a,b] — X eine
stetig differenzierbare Abbildung in einen normierten Raum zeige man

b n
/ 17/ (#)]l dt = sup {Z [v(a:) = v(ai)l|a=a0o < a1 < ... < ap, = b}
@ i=1

Hinweis: Man orientiere sich am Spezialfall [AN1] 12.7.1.14.

Erginzende Ubung 2.3.28. Das Differential bei der Nullmatrix der Exponential-
abbildung exp : Mat(n;C) — Mat(n; C) ist die Identitit, in Formeln gilt also
dpexp = id : Mat(n; C) — Mat(n; C). Man zeige das und zeige es allgemeiner
auch fiir die Exponentialabbildung auf dem Raum der stetigen Endomorphismen
eines beliebigen Banachraums aus 1.6.15.

Ergiinzende Ubung 2.3.29. Man erinnere die Polarzerlegung [LA2] 2.6.23 einer
invertierbaren Matrix A = UP mit U = U(A) orthogonal und P = P(A) sym-
metrisch positiv definit. Man zeige fiir das Differential bei der Einheitsmatrix der
Abbildungen, die jeder invertierbaren Matrix ihre ihren orthogonalen beziehungs-
weise positiv definiten symmetrischen Anteil zuordnen, die Formeln d;U : D +—
(D—D")/2und d;P : D — (D + D")/2.Im allgemeineren Fall der Polarzerle-
gung von Automorphismen eines Skalarproduktraums zeige man dieselbe Formel,
wo D' den zu D adjungierten Endomorphismus meint.

2.4 Kettenregel in mehreren Verinderlichen

2.4.1 (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit). Weil wir in der Definition for-
dern, daf} das Differential eine stetige lineare Abbildung sein soll, ist jede bei p
differenzierbare Abbildung bei p auch stetig. Genauer verwenden wir dazu die
Stetigeit der Addition, der Multiplikation mit Skalaren und der Norm nach 1.2.13,
die Stetigkeit des Verschiebens mit Richtungsvektoren 2.2.7, die Stetigkeit von
Verkniipfungen 1.3.15 und die Komponentenregel 1.1.13. Die Stetigkeit des Dif-
ferentials d,,f : X — Y wird auch benotigt fiir die Giiltigkeit der Kettenregel
2.4.2.
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Satz 2.4.2 (Kettenregel). Seien A, B, C halboffene Teilmengen normierter Riume
X,Y,Z. Seien f : A — Bund g: B — C Abbildungen und p € A ein Punkt
derart, daf [ differenzierbar ist bei p und g differenzierbar bei f(p). So ist auch
g o f differenzierbar bei p und es gilt

dp(go f) = (df(p)g> o (dyf)

2.4.3. Es ist anschaulich klar, daf} die bestmogliche affine Approximation an die
Verkniipfung g o f zweier Abbildungen f und g bei einer vorgegebenen Stelle p
gerade die Verkniipfung der bestmoglichen affinen Approximation an f bei p mit
der bestmoglichen affinen Approximation an g bei f(p) sein muB. Die Kettenre-
gel formalisiert diese Anschauung fiir die linearen Anteile unserer bestmoglichen
affinen Approximationen.

Beispiel 2.4.4. Sind unsere drei normierten Riume R”, R™ R/, so bedeutet die
Kettenregel die Identitédt von Jacobi-Matrizen

[dy(g 0 )] = [dsyg] o [dpf]

oder ausgeschrieben die Identitit

T (v) - TE)

W) - )
W) o EmUO)Y e . P
S(f(P) - B(f(p) Se(p) . G(p)

Beweis. Zur Vereinfachung setzen wir ¢ = f(p), L = d,f und M = d,g und

haben
fe+h) = flp)+Lh +[hle(h)

9la+7) = glg)+Mj +|jln)
fiir Abbildungen € und 7, die stetig sind bei Null und die dort verschwinden. Wir
schreiben

fo+h)=q+jh)
mit j(h) = Lh + ||h||e(h) und erhalten durch Einsetzen
(goNp+h) = glg+jh)
9(@) + Mj(h) + |7 (R)[In(5(h))
(90 f)(p) + MLh + M|hlle(h) + 7(R)[In(5(h))
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Wir sind fertig, sobald wir zeigen

. _ W
}LIL%Mg(h)_O und %I_)Hé 7 n(j(h)) =0

Der erste Grenzwert ergibt sich miihelos, h — Me(h) ist eben auch stetig bei
h = 0 und nimmt dort den Wert Null an. Um den zweiten Grenzwert zu berechnen,
schiitzen wir erst ab || (h)|| < ||2||(||L]| + |le(h)||) und dann

[FIQl|
7]

G EDIE< LI+ e DI ()]

Die rechte Seite ist wieder stetig bei h = 0 und nimmt dort den Wert Null an,
gleichbedeutend strebt sie also fiir ~ — 0 gegen Null, und durch Einquetschen
1.4.13 strebt die linke Seite dann erst gegen Null. ]

Beispiel 2.4.5 (Kettenregel beim Nachschalten affiner Abbildungen). Gegeben
normierte Rdume X, Y, Z und f : X — Y differenzierbar und ¢ : Y — Z stetig
affin liefert die Kettenregel d, (¢ o f) = ¢ o d,f nach 2.3.24.

Beispiel 2.4.6 (Kettenregel beim Nachschalten linearer Abbildungen). Ge-
geben normierte Vektorraume X,Y,Z und f : X — Y differenzierbar und
p Y — Z stetig linear liefert die Kettenregel unter den in diesem Fall iibli-
chen Identifikationen d, (¢ o f) = ¢ o d, f nach 2.3.24 und noch spezieller folgt
dpy(Af) = A(d,f) fur A € R.

Beispiel 2.4.7 (Kettenregel fiir Geschwindigkeiten). Gegeben normierte Rdume
Y, Zund v : R = Y sowie g : Y — Z differenzierbar liefert die Kettenregel
di(g 0 v) = dypg o dyy. Mit der Beziehung 2.3.14 zwischen Differential und
Geschwindigkeit erhalten wir daraus durch Auswerten auf 1 € R sofort

(g07)' () = dywg (V(1)

Korollar 2.4.8 (Spezialfall der Kettenregel fiir Geschwindigkeiten). Gegeben
seien differenzierbare Abbildungen x1,...,x, : R — Rund F' : R" — R dif-
ferenzierbar. So ist die durch die Vorschrift t — F(x1(t),...,x,(t)) gegebene
Abbildung differenzierbar und ihre Ableitung an der Stelle t = a wird unter Ver-
wendung der Abkiirzung x(t) = (x1(t), ..., x,(t)) gegeben durch die Formel

d oF dzq oOF dz,
@ F(z(t) = a—xl(fff(a))g(a) ot o (2(a))—(a)

2.4.9. Natiirlich gilt die Aussage auch dann noch, wenn unsere Funktionen z; auf
einer halboffenen Teilmenge I C R definiert sind und F' auf einer halboffenen
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Teilmenge von R", solange nur z(t) stets im Definitionsbereich von F' liegt. Man
schreibt diese Formel meist etwas salopp in der Form

dFf  OF dxy P OF dx,
dt ax1 dt T On, dt

Beweis. Das ist die Kettenregel fiir Geschwindigkeiten 2.4.7 ausgeschrieben fiir
Y = R" und Z = R in anderen Buchstaben. Wir betrachten x als eine Abbildung
z : R — R". Nach Definition ist 5| _ F(z(t)) der einzige Eintrag in der Matrix
[dy(F ox)] der linearen Abbildung d, (F ox) : R — R. Mit der Kettenregel finden
wir nun

[do(Foxz)] = [dy@)F odez]
= [dy(a)F] o [dax]

= (am z(a)),. "78xn( (CL))) <%(a>>""’%(a)>T

(2= (@)%t () + ... + 25 (0(a)) 52 (a)

wobei in der vorletzten Zeile das Produkt einer Zeilenmatrix mit einer Spaltenma-
trix zu verstehen ist, wie der obere Index + andeutet. O]

Erginzung 2.4.10 (Partielle Ableitungen mit Einheiten). Oft werden auch par-
tielle Ableitungen in groflerer Allgemeinheit verwendet als in unserer Definiti-
on 2.1.1. Sind genauer X1, ..., X,, eindimensionale reelle Riume und ist Y ein
normierter reeller Raum und U @ X; x ... X X, eine offene Teilmenge und
x; : U — X, die i-te Projektion und f : U — Y eine Abbildung, so bezeichnet

of
axi

auch das ,,Differential der Restriktion auf X, bei festen anderen Variablen®, eine
Abbildung g—g{i U — HomR(Xi, )7) Unter der Identifikation des Richtungs-
raums unseres Produkts X; x ... x X, mit dem Produkt der Richtungsriume und
des Raums Homomorphismen von dort nach Y mit dem Produkt der Homomor-
phismenrdume haben wir dann
of
' 8%)

of

d
f ( 3:6 1

Im Fall Y = R™ erhalten wir speziell wieder unsere Jacobimatrix als eine Zeilen-

matrix von Spaltenvektoren.
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Ubungen

Ubung 2.4.11. Seien X,Y normierte reelle Riume. Sei A C X halboffen und
f A — Y differenzierbar. Liegt fiir zwei Punkte p, ¢ € A das ganze verbindende
Geradensegment [p, ¢| in A und ist die Operatornorm des Differentials von f auf
[p, q] beschrinkt durch eine Konstante K, in Formeln || d,f|| < K Vz € A, so
gilt | f(p) — f(q)|| < K||p — ¢l|- Hinweis: Schrankensatz 2.3.26.

2.5 Differenzierbarkeit iiber partielle Ableitungen

Proposition 2.5.1 (Differenzierbarkeit bei stetigen partiellen Ableitungen).
Sei f : R™ U — R eine Abbildung. Existieren alle partiellen Ableitungen
von f und sind stetig als Abbildungen % : U — R, so ist die Abbildung f total
differenzierbar. ’

2.5.2. Es folgt unmittelbar, daB f : R™ U — R" total differenzierbar ist, wenn
alle % stetig sind auf U.

Beispiel 2.5.3. Eine stetige Funktion f : R? — R, deren simtliche Richtungs-
ableitungen an jeder Stelle existieren, die jedoch im Ursprung nicht total differen-
zierbar ist, kann man wie folgt erhalten: Man wihlt eine stetig differenzierbare
Funktion ¢ : R — R mit der Eigenschaft g(z + m) = —g(x), die nicht iden-
tisch Null ist, und setzt f(r cos@,rsinf) = rg(#) fir r > 0 und f(0,0) = 0. Ist
g nicht die Nullfunktion und hat mehr als zwei Nullstellen auf [0, 27), so hingen
die Richtungsableitungen am Ursprung unserer Funktion f nicht linear vom Rich-
tungsvektor ab und sie kann folglich beim Ursprung nicht total differenzierbar
sein.

Beweis. Es gilt, an jeder Stelle p € U die totale Differenzierbarkeit zu zeigen.
Indem wir vor f eine geeignete Verschiebung davorschalten, diirfen wir ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit p = 0 annehmen. Indem wir zu f eine geeignete
Konstante sowie eine geeignete lineare Abbildung addieren, diirfen wir ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit weiter annehmen, daB gilt f(p) = 0 und ngj(p) =
0 Vj. Unter diesen zusitzlichen Annahmen miissen wir nun zeigen, dafl f total
differenzierbar ist bei p = 0 mit Differential Null, in Formeln d,, f = 0. Gegeben
e > 0 finden wir nun sicher 6 = §. > 0 derart, daB gilt B(0;9) C U und daB alle
partiellen Ableitungen 887]; auf diesem Ball nur Werte in C' := (—¢, ¢) annehmen.
Aus dem Mittelwertsatz folgt fiir |h| < § schon f(hy,...,hj_1,h;,0,...,0) —
f(h1,...,h;—1,0,0,...,0) € h;C und insgesamt

f(h) = f(h) = f(0) € (hy + ... + )T
Fiir 0 < |h| < 6. gilt also | f(h)|/|h| < me. Da wir fiir alle € > 0 so ein 6. finden
konnen, folgt limy,_,o f(h)/|h| = 0 wie gewiinscht. N
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.5.4. Man zeige, daB die komplexe Exponentialfunktion exp :
C — C differenzierbar ist mit Differential

d,exp=(expz)-:C = C

Ergiinzende Ubung 2.5.5. Jede stetig differenzierbare reellwertige Funktion auf
einer offenen Teilmenge der Hyperebene 0 x R"™ oder einer offenen Teilmenge
des Halbraums R« x R™ 148t sich zu einer stetig differenzierbaren Funktion auf
einer offenen Teilmenge des R™*! fortsetzen.

2.6 Weitere Ableitungsregeln®

Proposition 2.6.1 (Komponentenregel). Seien X, Y, Y, normierte Riume und
A C X eine halboffene Teilmenge und f = (f1, f2) : A — Y1 xY; eine Abbildung.
Genau dann ist f differenzierbar bei p € A, wenn f| und fs es sind, und dann gilt
fiir die Differentiale die Formel

dpf = (dpf1,dpfs) - X = Y, X Yy

2.6.2. Man beachte, daB (d, fi,d,f2) in Matrixschreibweise unter unseren Kon-
ventionen [LLA1] 2.4.13, anders als die Schreibweise suggerieren mag, als Spal-
tenmatrix von Homomorphismen aufzufassen wire.

Beweis. Die Projektionen pr; : X — Y; sind stetig und linear. Ist f differenzier-
bar bei p, so sind damit nach der Kettenregel auch die f; = pr;, o f differenzierbar
bei p und die Kettenregel liefert zusitzlich d, f; = ds¢) pr;od,f = pr;od,f,
also d, f = (d,f1,d,f2). Sind umgekehrt f; und f, differenzierbar bei p mit Dif-
ferentialen L; und Lo, so konnen wir nach Definition schreiben

filp + 1) = fi(p) + Lih + ||hl[e:(h)

fiir geeignete Abbildungen ¢;, die stetig sind bei Null und die dort den Wert
£;(0) = 0 annehmen. Setzen wir L. = (L, Ly) und ¢ = (g1,€3), so ist L ist
stetig linear und ¢ stetig bei 0 mit Funktionswert £(0) = 0 und es gilt

fp+h) = f(p)+ Lh+[[h]le(h)

Das bedeutet aber, da3 f differenzierbar ist bei p mit Differential d,,f = L. [

2.6.3. Mit Induktion folgt die analoge Aussage fiir eine Abbildung f : A —
Y1 x...xY,, inein lingeres kartesisches Produkt normierter Riume. Insbesondere
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ist eine Abbildung f = (f1,..., fm) : A — R™ differenzierbar bei p € A genau
dann, wenn alle f; es sind, und in diesem Fall gilt fiir die Differentiale die Formel

dof = (dpfi, ..., dpfm) : X = R™

Wieder ist hier (d,fi,...,d,f,) gemiB unseren Konventionen, anders als die
Schreibweise suggerieren mag, als Spaltenmatrix von Homomorphismen aufzu-
fassen.

Korollar 2.6.4 (Summenregel). Seien X ein normierter Raum, Y ein normierter
Vektorraum und A G X eine halboffene Teilmenge. Sind f,qg : A — Y diffe-
renzierbar bei p € A, so ist auch f + g : A — Y differenzierbar bei p und es
gilt

dp(f+9) = dpf + dpg

Beweis. Die Addition + : Y x Y — Y, (w,w') — w + w’ ist linear und stetig,
und wir kénnen f + g schreiben als die Verkniipfung f + g = + o (f,g). Das
Differential von f + ¢ an der Stelle p ergibt sich also mit der Kettenregel zu

dp(f + g)=+o (dpf7 dpg) =dpf + dyg. O

Proposition 2.6.5 (Differential bilinearer Abbildungen). Seien X , 17', 7 nor-
mierte Vektorriume und sei ¢ : X xY — Z, (v,w) — (v, w) eine stetige
bilineare Abbildung. So ist ¢ differenzierbar und das Differential von @ im Punkt
(p, q) ist die lineare Abbildung

—

dpge: X x Y
(h, k)

—~ 7
= p(h,q) + o(p, k)
Beweis. Wir rechnen

o(p+h,q+k) = 0P, q) +eh,q) +op,k) +olh k)

und miissen nur noch lim, ky—o @ (h, k)/||(h, k)| = 0 zeigen. Das folgt aber mit
1.2.17 aus der Stetigkeit von . [l

Beispiel 2.6.6. Die Leibnizregel [AN1] 12.5.4.1 konnen wir aus der Kettenregel
fiir Differentiale herleiten wie folgt: Gegeben f, g : R — R schreiben wir das Pro-
dukt fg als die Verkniipfung fg = mult o( f, g) der Funktion (f, g) : R — R? mit
der Multiplikation mult : R? — R. Sind f und g differenzierbar bei ¢t € R,
so nach der Komponentenregel auch ihre Zusammenfassung (f,¢g), und deren
Jacobi-Matrix ist die Spaltenmatrix [d;(f,g)] = (f'(¢),¢'(t))". Andererseits ist
die Multiplikation differenzierbar als stetige bilineare Abbildung oder auch nach
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2.5.1 wegen der Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen und ihr Diffe-
rential bei (z, y) hat als Jacobi-Matrix die Zeilenmatrix [d(, ,) mult] = (y, z). Mit
der Kettenregel in mehreren Veridnderlichen folgt dann

(f9)'t) = [d(fog)]
= [d(s@.g(e mult] o [di(f, 9)]
= (9(t), @) o (f' (D). g'(1))"
= g(t)f'(t) + f(H)g'(t)

Korollar 2.6.7. Seien A : R — Mat(n x m;R) und B : R — Mat(m x
k;R) differenzierbare matrixwertige Funktionen. So ist auch das Produkt AB :
t — A(t)B(t) differenzierbar und die Geschwindigkeit (AB)’ der Produktfunkti-
on AB : R — Mat(n x k;R) wird gegeben durch die Formel

(AB) = A'B + AB'

2.6.8. Das sollten Sie zur Ubung schon in Koordinaten nachgerechnet haben. Der
hier gegebene Beweis ist komplizierter und dient in erster Linie nicht der Herlei-
tung des Resultats, sondern vielmehr der Illustration unserer allgemeinen Regeln
durch ein iibersichtliches Beispiel. Man beachte jedoch auch, wie uniibersichtlich
dieses Beispiel wird, sobald wir versuchen, statt mit abstrakten Differentialen mit
Jacobi-Matrizen zu arbeiten.

Beweis. Die Matrixmultiplikation ist eine stetige bilineare Abbildung
Mult : Mat(n x m;R) x Mat(m x k;R) — Mat(n x k;R)

und wir konnen AB schreiben als die Verkniipfung AB = Mult o(A, B). Mit der
Kettenregel und der Komponentenregel ergibt sich

d¢(AB) = (d(aw),B@) Mult) o (d;A,d,B)
Wenden wir diese lineare Abbildung R — Mat(n x k:R) an auf & € R, so
erhalten wir mit 2.6.5 wie gewiinscht
(AB)(t) = di(AB)(9)
= (deaw),Bay Mult)(A'(1), B'(¢))
= A'(t)B(t)+ A(t)B'(t) ]
2.6.9. Gegeben Y ein normierter Raum und f : R” © U — Y eine Abbildung

erkldren wir die partiellen Ableitungen weiter als die Richtungsableitungen nach
den Vektoren der Standardbasis, in Formeln

gi (p) == (De, f)(p) = 15% f(p—l-te;) — f(p)
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2.6.10. Seien X,Y normierte Raume und A C X halboffen. Eine Abbildung
f A — Y heiflt differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist bei jedem Punkt
p € A. Sie heifit stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist und wenn
zusitzlich die Abbildung A — B(X,Y) gegeben durch p d,f stetig ist in
Bezug auf die Operatornorm 1.2.14 auf dem Raum B ()Z' , 17) der stetigen linearen
Abbildungen.

Proposition 2.6.11 (Differenzierbarkeit iiber partielle Ableitungen, Variante).
Seien Y ein normierter Raum und f : R™ 92U — Y eine Abbzldung Existieren
alle partiellen Ableitungen von f und sind stetig als Abblldungen U =Y,

so ist die Abbildung f stetig differenzierbar.

Beweis. Es gilt, an jeder Stelle p € U die totale Differenzierbarkeit zu zeigen.
Indem wir zu f eine geeignete Konstante sowie eine geeignete lineare Abbildung
addieren, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf} gilt
f(p) = 0 und %(p) = (0 Vj. Unter diesen zusitzlichen Annahmen miissen wir
nun zeigen, daf} } total differenzierbar ist bei p mit Differential Null. Indem wir
vor f eine geeignete Verschiebung davorschalten, diirfen wir zusétzlich auch oh-
ne Beschrankung der Allgemeinheit p = 0 annehmen. Gegeben eine punktsym-
metrische offene konvexe Umgebung C' @ Y des Nullvektors von Y finden wir
nun sicher § = d¢c > 0 derart, daf alle partiellen Ableitungen dafj auf dem Ball
B(0; 0) nur Werte in C' annehmen und da$ dieser Ball ganz in U enthalten ist. Aus
dem Schrankensatz 2.3.26 folgt fiir |h| < ¢ schon f(hy,...,hj_1,h;,0,...,0) —
f(h1,...,h;—1,0,0,...,0) € h;C = |h;|C und insgesamt

f(h) = f(h) = f(0) € (|a] + ... + [hn])C

Fir h # 0 und |h| < d¢ gilt also f(h)/|h| € mC. Da wir fiir alle C' so ein d¢
finden konnen, folgt lim;,_,o f(h)/|h| = 0 wie gewiinscht. H

Ubungen

Erginzende Ubung 2.6.12. Man zeige, daB auch im Kontext normierter Vektor-
rdume stetige multilineare Abbildungen differenzierbar sind, und gebe eine zur
Produktregel 2.6.5 analoge Formel fiir deren Differential. Hinweis: 1.2.17.
Erginzende Ubung 2.6.13. Gegeben ein eindimensionaler Vektorraum V' hat die
Abbildung f : v — v®" bei w € V das Differential d,f : v = nw®" ! ® v.
Hinweis: Differential multilinearer Abbildungen 2.6.12 und Kettenregel.
Ergiinzende Ubung 2.6.14. Man zeige, daB det : Mat(n; R) — R differenzierbar
ist, und daB das Differential der Abbildung det an der Einheitsmatrix I die Spur

tr ist, in Formeln
drdet = tr : Mat(n;R) - R
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Fiir das Differential von det an einer beliebigen Stelle P zeige man die Formel
(dpdet)(H) = tr((det P)P~'H). Hier meint (det P)P~! den Wert bei P der
stetigen Fortsetzung der Abbildung P + (det P)P~! vom Raum der invertierba-
ren Matrizen auf den Raum aller Matrizen alias die ,,adjungierte Matrix* P! aus
[LAT] 6.4.6. Hinweis: Man mag mit 2.6.12 arbeiten, oder auch mit partiellen Ab-
leitungen. Erinnerung: Die Spur einer Matrix ist die Summe der Eintrdge auf der
Diagonalen.

Ubung 2.6.15. Sei inv : GL(n;R) — Mat(n x n;R) das Invertieren von Ma-
trizen, inv(X) = X! Man zeige fiir das Differential des Invertierens bei der
Einheitsmatrix I die Formel d;inv : H — —H. Man zeige allgemeiner, daf} das
Differential dieser Abbildung am Punkt P in Verallgemeinerung der Ableitungs-
regel fiir z — 1/ gegeben wird durch

dpinv: Mat(n x n;R) — Mat(n x n;R)
H — —P'HP!

Hinweis: Man zeige erst, daBl inv differenzierbar ist. Dann nehme man in der
Gleichung inv(X)X = I auf beiden Seiten das Differential an der Stelle P. Al-
ternativer Hinweis: Man erinnere die Darstellung des Inversen durch eine Reihe
1.6.13 und die Identitéit (-P~!) o invo(P~!.) = inv.

Ubung 2.6.16. Gegeben ein Banachraum V ist das Invertieren inv : B(V)* —
B(V) differenzierbar mit dem Differential d,, inv : h — —p~'hp~' an einer Stelle
p. Hinweis: Ubung 1.6.13.

Erginzende Ubung 2.6.17. Sei B € Mat(n;R) fest. Das Differential der Abbil-
dung ¢ : GL(n;R) — Mat(n;R) gegeben durch A — ABA™! bei der Einheits-
matrix ist die lineare Abbildung 7 — HB — BH.

Ergiinzende Ubung 2.6.18 (Inversionen sind konforme Abbildungen). Sei I ein
endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einer symmetrischen Bilinearform
( , ). Die auf dem Komplement des Nullkegels {v € V | (v,v) = 0} erklirte
Abbildung inv : v — v/(v,v) heiBt dann in Verallgemeinerung von [EL] 5.2.5.1
eine Inversion. Die Fixpunktmenge unserer Inversion ist {v € V' | (v,v) = 1}.
Man zeige fiir das Differential von inv bei v die Formel

h 2(h,v)v

(d,inv)(h) = oo " (00)?

und folgere ((d, inv)(h), (d,inv)(k)) = (h,k)/{v,v)? fiir alle h, k. In Worten
erhilt d, inv also fiir alle v unsere Bilinearform bis auf einen von Null verschie-

denen skalaren Faktor. Abbildungen inv mit dieser Eigenschaft heilen konforme
Abbildungen, deshalb die Uberschrift.
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Ergiinzende Ubung 2.6.19 (Differential iiber partielle Ableitungen, Zugabe).
Seien X, Y, Z normierte Riume, U @ X sowie V' @ Y offene Teilmengen und
f U xV — Z eine Abbildung. Wir betrachten fiir alle z € U die ,,vertikale*
Einbettung j, : V — U x V, y — (z,y) und fiir alle y € V die ,,horizontale
Einbettung i, : U — U x V, z — (x,y). Existieren fiir alle (z,y) € U x V
die Differentiale d,(fi,) : X — Z und d,(fj,) : ¥ — Z und sind stetig als
Funktionen U x V — B(X, Z) beziehungsweise U x V — B(Y, Z), so ist die
Abbildung f differenzierbar mit Differential

Ay [ (U, @) = da(fiy) (V) + dy(fJ2) (@)

Die offensichtliche Identifikation von X x Y mit dem Richtungsraum des Produkts
X x Y haben wir hier der Ubersichtlichkeit halber nicht explizit notiert. Hinweis:
Man kopiere mutatis mutandis den Beweis von 2.5.1. Mutige mogen umgekehrt
2.5.1 aus dem Ergebnis dieser Ubung ableiten durch Induktion iiber n.
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3 Mehrfache Integrale und Ableitungen

3.1 Integration iiber Quader

Satz 3.1.1 (iiber Integrale mit Parametern). Gegeben ein Kompaktum X C R"
und eine stetige Funktion f : X X [a,b] — R ist auch die Funktion X — R,

T f: f(x,t)dt stetig.

3.1.2. Der Satz gilt allgemeiner fiir einen beliebigen metrischen Raum X, ja so-
gar in noch groBerer Allgemeinheit, aber die Formulierung und der Beweis in
dieser Allgemeinheit brauchen Begriffe und Hilfsmittel, die uns noch nicht zur
Verfiigung stehen.

Beweis. Mit X ist auch X x [a, b] kompakt nach [AN1] 12.5.1.20 und nach [AN1]
12.5.1.15 ist f dort gleichméBig stetig. Fiir alle € > 0 gibt es insbesondere § > 0
mit

lz —y| <0 = |f(x,t) — f(y,t)| < efirallet € [a,b].

Aus |z — y| < ¢ folgt mithin

/abf(x,t)dt—/abf(y,t)dt' < /ablf(x,t)—f(yjmdtg (b—a)e

und das zeigt die Behauptung. [

3.1.3. Ein Produkt von n Intervallen in R™ nennen wir einen Quader. Ein kom-
pakter Quader in R? ist eine Rechtecksfliche der Gestalt [a, b] x [c, d]. Beispiele
fiir nichtkompakte Quader / C R" sind etwa ganz R" oder im Fall n > 0 der
Halbraum Ry x R" L,

Definition 3.1.4. Gegeben () = [ai,b1] X ... X [a,,b,] C R™ ein kompakter
Quader in R" und f : () — R stetig erkldren wir das Integral von f iiber (), eine
reelle Zahl | o/ € R, durch die Formel

/f:/Qf::/ain (( ajlf(xl,...,xn)dxl)...)dxn

im Fall @ # 0 und durch |, o/ =0imFallQ = (). Im Fall n = 0 interpretieren wir
unsere Definition dahingehend, daf} das Integral der Funktionswert am einzigen
Punkt des leeren Produkts sein soll.

3.1.5. Satz 3.1.1 zeigt, daB in dieser Definition alle Integranden stetig vom Inte-
grationsparameter abhéngen, so dal alle unsere Integrale definiert sind. Aus den
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Eigenschaften des Integrals von Funktionen einer reellen Verdnderlichen folgt so-
fort die Linearitit [(f +¢g) = [f+ [g, [(\f) = X [ [ fir A € R sowie die
Monotonie f < g = [ f < [ g und insbesondere auch | [ f| < [|f]. Fiir
das Integral der konstanten Funktion 1 iiber einen nichtleeren kompakten Quader
Q = [a1,01] X ... X [an, by] erhalten wir [, 1= (b; —a1) ... (b, — ay). Wir nen-
nen diese Zahl das Volumen des Quaders () und notieren sie vol (). Anschaulich
bedeutet vol () ein Volumen im Fall n = 3, eine Fliche im Fall n = 2, eine Linge
im Fall n = 1 und die Zahl 1 im Fall n = 0.

~

VAN
/4 J Die vierte Riemannsumme der
/R Funktion f(x,y) = (z +y)/2 auf
/AR dem Einheitsquadrat mag man sich
VR /Y als das Volumen des hier
/R4 gezeichneten rdumlichen Gebildes
Y/

7 //% //%// : denken.

3.1.6. Fiir n = 2 bedeutet | 0 f anschaulich den Rauminhalt zwischen dem Gra-
phen der Funktion f : () — R und der xy-Ebene, wobei Rauminhalte unterhalb
der zy-Ebene negativ zu zdhlen sind. Diese Anschauung wird im folgenden for-
mal gerechtfertigt.

Definition 3.1.7. Sei Q = [a,b] X [c,d] C R? ein nichtleerer kompakter zweidi-
mensionaler Quader alias ein Rechteck und f : () — R eine stetige Funktion.
Bezeichne vol @ = (b — a)(d — ¢) die Fldche von Q. Fiir r > 1 definieren wir
die r-te Riemannsumme S”(f) von f wie folgt: Wir betrachten die dquidistanten
Unterteilungen

a=a <1 <...<aq,=0b

c=c<c¢<...<c¢ =d

der Kanten unseres Rechtecks, erhalten eine Unterteilung unseres Rechtecks in r?

kleine Rechtecke Q;; = [ai, a;+1] X [¢}, ¢;41] mit Flidcheninhalt (vol Q)/r?, und
setzen
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Proposition 3.1.8 (Integral durch Riemannsummen). Gegeben () C R? ein
Rechteck und f : Q — R stetig ist das Integral von f iiber () der Grenzwert
unserer Riemannsummen, in Formeln

/ f=lim S"(f)
T—00
Beweis. Wir definieren Unter- und Obersummen durch

S = 5 10w 2L wna 57 = 3 s £(@uy) A2

4,7=0 1,7=0

Bei den Untersummen lassen wir etwa auf unseren kleinen Quadern (); ; Tiirm-
chen hochwachsen, bis sie am Graphen unserer Funktion anstofen, und bilden die
Summe der Volumina aller dieser Tiirmchen. Bei den Obersummen nehmen wir
entsprechend die kleinstmoglichen Tiirmchen, aus denen unsere Funktion nicht
mehr oben herausguckt. Nun behaupten wir die Ungleichungen

ST(f) <S°(f) < 57(f)

/f<§

Die Ungleichungen der ersten Zeile sind offensichtlich. Um die Ungleichungen
der zweiten Zeile einzusehen, benutzen wir zunéchst die Regeln fiir Integrale einer
Verédnderlichen und erkennen

vol Q

inf f(QZ]>

Aus unseren Regeln fiir Integrale einer Veridnderlichen folgt zusétzlich auch noch
fQ f=> me’ f. Summieren wir dann fiir 0 < 4, 7 < r — 1 alle unsere Unglei-
chungen auf, so ergibt sich die zweite Zeile oben. Fiir alle ¢ > 0 gibt es nun wegen
der gleichmiBigen Stetigkeit unserer Funktion auf unserem kompakten Rechteck
ein 0 = 0, > 0 mit

[(r1,91) = (,9)| <0 = |f(zr,m) = flz,y) <e

Ist R = R. so groB, daf} alle Kantenlédngen unserer kleinen Rechtecke (); ; bei
dquidistanter Unterteilung in R Stiicke unter 4 sinken, so folgt aus » > R damit
1S"(f) — S"(f)| < (volQ)e und mit unseren beiden Zeilen von Ungleichungen
ergibt sich | [, f — S"(f)| < (volQ)e. Das zeigt [, f = lim, o S"(f) wie
behauptet. [
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Korollar 3.1.9 (Vertauschen partieller Integrationen). Gegeben ein Rechteck
Q =[a,b] X [c,d] CR?und f : Q — R stetig gilt

/cd (/abf(x’w dx) dy = /ab (/Cdf(fcay) dy) da

Beweis. Beide Seiten sind der Grenzwert derselben Folge von Riemannsummen.

]

3.1.10. Den gemeinsamen Wert dieses Integrals notieren wir dann kiirzer auch
) o f(z.y) d(z, y) und benutzen analoge Notationen im Fall von noch mehr Ver-

dnderlichen. Steht dahingegen x fiir eine Veriinderliche des R¥, so benutzen wir
die Notation [ f(z) d*z.

3.1.11. Da das Differenzieren so in etwa der inverse Prozess zum Integrieren ist,
miissen mit den partiellen Integralen auch die partiellen Ableitungen sowie parti-
elle Ableitung und partielles Integral vertauschen. Diese Idee wird im Folgenden
ausgefiihrt.

Korollar 3.1.12 (Vertauschen partieller Ableitungen). Seien Q C R? ein Recht-
eck mit beiden Seiten von positiver Linge und [ : () — R eine Funktion. Existiert
die gemischte partielle Ableitung 0,0, f auf () und ist dort stetig und existiert
dariiber hinaus die partielle Ableitung O, f auf (), so existiert sogar die umge-
kehrte gemischte partielle Ableitung 0,0, f auf () und es gilt

o (0f\ 0 (0f

Oz (33/) Oy (896)
Vorschau 3.1.13. Eine anschauliche Interpretation dieses Korollars wird der Satz
iiber die Taylorentwicklung 3.2.1 geben: Geeignet differenzierbare reelle Funk-
tionen von zwei Variablen besitzen lokal an jeder Stelle eine ,,beste® Approxi-
mation durch ein Polynom vom Grad hochstens zwei, in Formeln ausgedriickt
flp+z,q+y) ~ f(p,q) + azx+ By +~yx? + dxy + 0y?, und die gemischte parti-
elle Ableitung unserer Funktion an besagter Stelle ist dann genau der Koeffizient
0 des ,,gemischten Terms*.

Beispiel 3.1.14. Die Funktion f(z,y) = zy(z* — y*)/(2® + y?) kann durch
f(0,0) = 0 stetig auf ganz R? fortgesetzt werden und ist iiberall zweimal par-
tiell differenzierbar, aber ihre beiden gemischten partiellen Ableitungen stimmen
im Ursprung nicht iiberein. Das zeigt, da3 unsere Forderung der Stetigkeit an eine
gemischte partielle Ableitung im vorhergehenden Korollar 3.1.12 notwendig ist.

Beweis. Wir verwenden fiir die partiellen Ableitungen nach der ersten bezie-
hungsweise zweiten Variablen die Abkiirzungen f; und f; und schreiben f;o =
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(f1)2 fiir die gemischte partielle Ableitung ,.erst nach x, dann nach y*. Fiir (a, ¢)
die untere linke Ecke unseres Rechtecks und (x,y) € @ beliebig finden wir

fax fcy fia(s,t) dt ds = fax fi(s,y) — fi(s,¢) ds
= f(:C,y)—f(:U,C)—f(a,y)—Irf(a,c)

Jetzt vertauschen wir vorne die Integrationsreihenfolge, bringen hinten die drei
letzten Summanden auf die andere Seite und erhalten

(/Cy /a:c fia(s,t) ds dt) + f(x,¢)+ fla,y) — fla,c) = f(z,y)

Die linke Seite ist hier ganz offensichtlich partiell differenzierbar erst nach y und
dann nach x und ihre gemischte partielle Ableitung ergibt sich zu f, wie ge-
wiinscht. 0

Korollar 3.1.15 (Differenzieren unter dem Integral). Seien [a,b] C R ein kom-
paktes Intervall, I C R ein mehrpunktiges Intervall und f : [a,b] x [ — R,
(x,y) — f(x,y) stetig mit stetiger partieller Ableitung nach der zweiten Varia-
blen. So ist die Funktion y > f; f(x,y) dx differenzierbar und man darf die
Integration iiber die erste Variable mit der partiellen Ableitung nach der zweiten
Variablen vertauschen, in Formeln

d—i(/abf(x,y)dm) =/f%<w,y>dx

Vorschau 3.1.16. Einen allgemeineren Satz zum Differenzieren unter dem Integral
werden Sie in Ubung [AN3] 1.6.17 im Rahmen der Lebesgue’schen Integrations-
theorie herleiten.

Beweis. Wir kiirzen wieder die partielle Ableitung von f nach der zweiten Varia-
blen mit f; ab. Dann wihlen wir ¢ € [ beliebig und finden

/ab/cny(x,t)dtdx:/abf(x,y)_f(xjc)dx

Vertauschen wir vorne die Integrationsreihenfolge und bringen den letzten Sum-
manden auf die andere Seite, so ergibt sich

/cy/abe(x,t)dxdt—/abf(x,c)dx:/abf(xay)dx

Die linke Seite ist aber offensichtlich partiell differenzierbar nach y mit Ableitung
b
[ fo(z,t) da. O
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Ubungen

Ubung 3.1.17 (Losungen der linearen Wellengleichung). Sei f : R? — R eine
zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion, es sollen also 9% f, 0,0, f, 0,0, f
und 02 f alle auf ganz R? existieren und stetig sein. Es gelte weiter

02 f(w,1) = & (x,1)
Man zeige, da3 es dann zweimal stetig differenzierbare Funktionen u,v : R — R
gibt mit
flz,t) =u(x —t) +v(r +t)

und daB diese Funktionen u, v durch f eindeutig bestimmt sind bis auf den Uber-
gang zu u + c¢,v — c¢ mit einer Konstante ¢ € R. Hinweis: Man untersuche
zuniichst zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen ¢ : R? — R mit
0,0.9(y,z) = 0 und zeige, daB es zweimal stetig differenzierbare Funktionen
h,k:R — R gibt mit g(y, z) = h(y) + k(z).

Ergdnzung 3.1.18 (Motivation fiir die lineare Wellengleichung). Wir denken
uns eine waagerechte Kette von reibungslos rutschenden Wiirfeln der Masse M,
die durch Federn verbunden sind und einen Abstand von jeweils einem Meter

> <> > o

= > <> ) &> <« 3
E L ata Las Leca L b Lo Lo

[lustration zur Motivation der linearen Wellengleichung mit Platten statt
Wiirfeln.

haben. Storen wir dieses System und bezeichnet f(n,t) die Auslenkung der n-ten
Kugel zum Zeitpunkt ¢, so erfiillen die Funktionen f (7, t) nach den Newton’schen
Bewegungsgleichungen ein System von Differentialgleichungen der Gestalt

Matzf(nat) = C((f(n+1>t)_f(n7t))_(f(n’t)_f<n_1’t)))
= C(f(n+1,t)+ f(n—1,t) — 2f(n,t))

mit einer Konstante C', die von der Federkonstante abhingt. Teilen wir die Ab-
stinde zwischen unseren Wiirfeln und die Masse unserer Wiirfel durch N, so
werden die Federn entsprechend kiirzer und die entsprechende Gleichung lautet

M, 1 1
Nat(x7t) —NO(f(ZE—i—N,t)—i—f(ZL‘—N,t)—?f(l‘,t))
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fir x € (1/N)Z. Setzen wir stattdessen h = 1/, so ergibt sich
fx+h,t)+ f(x —h,t) —2f(z,t)
B2

fiir alle x € hZ. Gehen wir schlieBlich zum Grenzwert fir N — oo alias h — 0
iber, so erhalten wir nach [AN1] 12.6.2.8 die Wellengleichung

M2 f(z,t) =C

MO f(x,t) = CO*f(z,1)

Erginzende Ubung 3.1.19. Gegeben ein Vektorraum V und A € End V erklirt
man die lineare Abbildung ad A : End V' — End V durch die Vorschrift ad A :
B +— (AB — BA). Man zeige, daB fiir V' endlichdimensional und reell das Dif-
ferential von exp : EndV — EndV bei A € EndV gegeben wird durch die

Formel
exp(ad A) — 1
ad A
Beim letzten Faktor ist gemeint, da ad A in die Potenzreihe ) -, 2”/(v+1)! der

Funktion (exp(z) — 1)/z eingesetzt werden soll. Hinweis: Man wende 0°/0s0t =
0% /0tds an auf exp(s(A + tB)) exp(—sA), setze t = 0 und integriere iiber s.

daexp=(-expA)o (

3.2 Taylorentwicklung in mehreren Veréinderlichen

Satz 3.2.1 (Taylorentwicklung in zwei Veridnderlichen). Gegeben eine d-mal
stetig partiell differenzierbare Funktion f : R? A — R mit (0,0) € A gibt es
genau ein Polynom in zwei Verdnderlichen T'(z,y) = cijx'y? vom Grad

< d mit
-T
PG 593 y)
@y—-00  |(z,y)|
und die Koeffizienten c; ; dieses Polynoms T' werden gegeben durch die Formel

i+j<d

=0

1 ai—i—jf
Cij = 77 25(0,0)
115! 0xt Oy

Beweis. Wir zeigen das gleich in mehreren Verédnderlichen. [

3.2.2. Ist f(x,y) = >, ai;z'y’ selbst eine Polynomfunktion, so erkennt man
leicht, daf} gilt o
1 oitJ f
a;j = ﬁm( ,0)
ilj! 0x' Oy
In diesem Fall liefert unsere Formel also T'(z,y) = >
sofort, daf dieses 7" die geforderte Eigenschaft hat.

i+j<d @ij2'y’ und man sieht
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3.2.3. Um unseren Satz auch in mehr als zwei Veridnderlichen iibersichtlich for-
mulieren zu konnen, fithren wir geeignete Notationen ein. Gegeben ein Multiin-
dex o = (aq, ..., ) € N™ setzen wir

la] = a+...+ay
«! = aql.. .o

[ a1 m
r* = xyt...ay
°f = olely

0(1 [e%
Oxq ' ...0xy"

Fiir die letzte Notation nehmen wir dabei an, da f : R™ © A — R eine |«|-
mal stetig partiell differenzierbare Funktion ist, so daf} es beim partiellen Ableiten
nicht auf die Reihenfolge ankommit.

3.2.4. Unter einem Polynom in mehreren Verinderlichen x, zo, ..., z,, mit
reellen Koeffizienten versteht man eine ,,endliche formale Summe* der Gestalt

g Cor® = E (Nl P i

« «

Dabei lduft die Summe iiber Multiindizes o« € N und alle Koeffizienten ¢, sind
reelle Zahlen, die dariiber hinaus fast alle verschwinden miissen, wir lassen also
nur endliche formale Summen zu. Mit dem Grad oder genauer dem Totalgrad
eines Polynoms in mehreren Verinderlichen meint man sup{|«| | ¢, # 0}. Das
Nullpolynom hat also den Grad —oo, konstante Polynome haben den Grad 0 und

2hP — Py + 32202

ist ein Polynom in den drei Verdnderlichen z, y, z vom Grad 7. Wir werden in 3.2.7
zeigen, dal} verschiedene polynomiale Ausdriicke auch verschiedene Funktionen
liefern, so dal wir im Fall reeller Koeffizienten nicht so genau zu hinterfragen
brauchen, was wir unter solch einem ,,formalen Ausdruck® genau verstehen wol-
len. Den Fall beliebiger Koeffizienten diskutieren wir in [LA1] 5.3.2 im Fall einer
Variablen und in [LA1] 5.3.32 im allgemeinen.

Satz 3.2.5 (Taylorentwicklung). Gegeben f : R™ © A — R eine d-mal stetig
partiell differenzierbare Funktion und p € A ein Punkt gibt es genau ein Polynom
T vom Grad <d mit

fp+h) =T(h) + |h|*e(h)

fiir eine Funktion & mit €(0) = limy,_,o £(h) = 0 und dieses Polynom wird gegeben
durch die Formel

T(h) _ Z (aaf)(p> he

ol
lo|<d
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3.2.6. Dieser Satz ist schwicher als unsere verschiedenen Versionen im Fall einer
Variablen in [AN1] 12.6.2.2 folgende. Ich denke jedoch, da3 es an dieser Stelle
den Aufwand nicht wert ist, entsprechend stirkere Versionen zu zeigen. Ich habe
in einer Variablen den Aufwand auch nur getrieben, um den Aspekt der ,,Verall-
gemeinerung der Ableitung durch die Taylorentwicklung* herauszuarbeiten. In ??
deute ich an, wie der vorhergehende Satz koordinatenfrei formuliert werden kann.
Ich schicke dem Beweis ein Lemma voraus.

Lemma 3.2.7. Sei R ein Polynom in m Verdnderlichen mit reellen Koeffizienten
vom Grad < d. Gilt limy,_,o R(h)/|h|? = 0, so folgt R = 0.

Beweis. Wir zeigen das durch Widerspruch. Wire R # 0, so gibe es v # 0 mit
R(v) # 0, und t — R(tv) wire ein von Null verschiedenes Polynom in einer
Verénderlichen ¢ € R vom Grad < d mit lim,_,o R(tv)/[t|* = 0. Wir wissen aber
aus [AN1] 12.3.5.53, daB es solch ein Polynom in einer Variablen nicht gibt. []

Beweis des Satzes. Aus unserem Lemma folgt sofort die Eindeutigkeit von 7',
denn ist 7' ein anderes mogliches Approximationspolynom, so konnen wir das
Lemma auf R = T — T anwenden. Um die Existenz der Taylorentwicklung nach-
zuweisen, nehmen wir ein h € R™, das so klein ist, dal sogar das ganze Gera-
densegment [p,p + h] = {p+th | t € [0,1]} in A enthalten ist, und betrachten
die Taylorentwicklung der Funktion ¢ = ¢, : [0,1] — R, ¢ — f(p + th). Wir
behaupten zunichst, dall die hoheren Ableitungen von g gegeben werden durch

00 = 3 @)+ in) e

la|=v
In der Tat gilt nach der Kettenregel in mehreren Verinderlichen 2.4.8 schon mal

= Of .
g(t)—axl(p+th) h1+...+amm(p+th) o

und wir folgern induktiv

o f
W) (4) — _vr e .
g™ (t) E N T (p+th)-hi ...h;,

U1 yeensly v
wobei die Summe iiber alle moglichen v-Tupel aus {1, ..., m} laufen soll. Nach
dem anschlieBenden Lemma 3.2.8 gibt es aber genau v!/«a! Moglichkeiten, ein
v-Tupel (iy,...,3,) € {1,...,m}” so zu wihlen, daB unter den i, ...,1, jedes
J genau oj;-mal vorkommt. Fassen wir also gleiche Summanden zusammen, so
ergibt sich die behauptete Formel fiir die v-te Ableitung g*) von g. Jetzt schreiben

wir zur Funktion ¢(¢) die Taylorreihe mit der Lagrange’schen Form des Restglieds
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[AN1] 12.6.2.5 um den Entwicklungspunkt ¢ = 0 hin und erhalten an der Stelle
t = 1 mit einer kleinen Umformulierung die Gleichung

forh =3 (<9“J“)(p)ha+ 3 0 f)(p +&h) = (0°f)(P) o

al al
la|<d |a|=d

fiir geeignetes &, € (0, 1). Es reicht also, wenn wir fiir |a| = d zeigen, daf gilt
limy,,0(0%f)(p+&nh) — (0% f)(p) = 0, und das folgt sofort aus der Stetigkeit der
partiellen Ableitungen. ]

Lemma 3.2.8. Seien o, ...,a,, € N gegeben und sei v = oy + ... + «, ihre
Summe. So gibt es genau v!/aq! . .. ay,! Abbildungen von einer Menge X mit v
Elementen nach {1,...,m} derart, daf3 der Wert j jeweils genau o ;-mal ange-
nommen wird.

Beispiel 3.2.9. Wollen wir 10 nummerierte Bélle so anmalen, dafl 5 Bille blau,
3 Bille rot und 2 Bille gelb werden, so gibt es dafiir also 10!/(5!312!) = 2520
Moglichkeiten.

Beweis. Es gibt genau v! Moglichkeiten, unsere Menge X anzuordnen. Jede die-
ser Moglichkeiten liefert eine Abbildung ¢ wie folgt: Wir bilden die ersten oy
Zahlen auf 1 ab, die nichsten oy, Zahlen auf 2, und so weiter, bis wir zum Schluf3
die letzten «,, Zahlen auf m abbilden. So erhalten wir nur Abbildungen der ge-
wiinschten Form, genauer erhalten wir so jede der gewiinschten Abbildungen ge-
nau (aq!- - - ay,!)-mal. Das Lemma ist bewiesen. O

3.3 Rechnen mit Approximationen

Definition 3.3.1. Eine Abbildung P : R — R" hei3t polynomial oder auch
regulir, wenn sie die Gestalt P = (P, ..., P,) hat fiir Polynome Py, ..., P, in

m Veridnderlichen. Haben alle unsere P; Grad < d, so sagen wir, die polynomiale
Abbildung P habe Grad < d.

Definition 3.3.2. Seien f,g: R™ D D — R™ Abbildungen, p € D ein Punkt und
d € N eine natiirliche Zahl. Wir sagen, f und g stimmen bei p iiberein bis zur
Ordnung d und schreiben

[~y
als Abkiirzung dafiir, daB gilt f(p + h) — g(p + h) = |h|%(h) fiir eine Funktion
g, die stetig ist bei A = 0 mit Funktionswert £(0) = 0.
3.3.3. Ist p € D ein Haufungspunkt von D, so ist das gleichbedeutend zur Forde-
rung, daf gilt f(p) = g(p) und
L f@) -~ o)

=0
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3.3.4. Natiirlich stimmen zwei R"-wertige Funktionen bis zu einer gewissen Ord-
nung iiberein genau dann, wenn alle ithre Komponenten bis zu der entsprechen-
den Ordnung tibereinstimmen. Schreiben wir also f = (fi,...,f,) und g =
(g1, .-, 9n), so gilt
frtg o (fi el g Vi)

Offensichtlich folgt auch aus f ~¢ g und g ~¢ h schon f ~¢ h. Sind weiter
P,Q : R™ 9D — R" polynomiale Abbildungen vom Grad < d, so folgt nach
3.2.7 aus P ~ Q schon P = Q.

3.3.5 (Approximation und Taylorentwicklung). Der Satz iiber die Taylorent-
wicklung 3.2.5 liefert uns fiir d-mal stetig partiell differenzierbares f die eindeutig
bestimmte polynomiale Abbildung P vom Grad < d mit P Ng f. Genauer besagt
unser Satz, daff diese polynomiale Abbildung P = (P, ..., P,) dadurch charak-
terisiert wird, dal} die partiellen Ableitungen der Polynome F; bis zur Ordnung
d bei p denselben Wert annehmen wie die entsprechenden partiellen Ableitungen
der Funktionen f;. Im Fall n = 1 wiirde in den dortigen Notationen unser Poly-
nom P = P, gegeben durch P(p + h) = T'(h) alias P(z) = T(x — p).

Satz 3.3.6 (Rechnen mit Approximationen). Seien f : R™ D D — R", g :
R™ D> E — R! Abbildungen mit f(D) C E. Gegeben p € D und polynomiale
Abbildungen P, () mit f Ng Pund g Nfc(p) Q folgt

gof ~y QoP

3.3.7. Im Fall d = 0 bedeutet die Aussage schlicht die Stetigkeit der Verkniipfung
bei p von punktweise stetigen Abbildungen. Es reicht also, den Satz fiir d > 1
zu beweisen. Im Fall d = 1 ist die Aussage des Satzes im {ibrigen dquivalent zur
Kettenregel in mehreren Verdnderlichen. Dem eigentlichen Beweis schicken wir
ein Lemma voraus.

Lemma 3.3.8. Seien fi, fo : R™ D D — R Funktionen. Gegeben p € D und
Polynome Py, P, mit f; Ng P; folgt

At foriPi4+ Py ound fifs ~i PP,

3.3.9. Dies Lemma besteht in der Tat aus zwei Spezialfillen des Satzes, man kann
nimlich die Addition (+) : R?* — R betrachten und rechnen f; + fo = (+) o
(f1, f2) ~% (+) o (P1,P,) = Py + P, und idhnlich fiir die Multiplikation. Wir
brauchen jedoch einen unabhingigen Beweis, damit wir das Lemma beim Beweis
des Satzes verwenden diirfen.

Beweis des Lemmas. Dem Leser liberlassen. Statt F; polynomial reicht es auch,
P; stetig bei p anzunehmen. [
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Beweis des Satzes. Wir zeigen nun zunichst g o f Ng Qo funddann Qo f Ng

Q o P. Fiir die erste Ausage schreiben wir g(y) = Q(y) + |y — f(p)|%e(y — f(p))
und erhalten durch Einsetzen von y = f(x) und Erweitern des rechtesten Terms

|f(x) = f(p)|
|z —pl

(95 F)(&) = (Qo £)(x) + |z — p|? [( ) “(f() - f(p))]

fiir alle  # p. Wir hatten uns ja bereits in 3.3.7 auf den Fall d > 1 zuriickge-
zogen. In diesem Fall stimmt f bei p bis mindestens zur Ordnung 1 iiberein mit
der polynomialen Abbildung P, folglich ist f differenzierbar bei p, die vordere
Klammer in den eckigen Klammern bleibt mithin beschrénkt fiir x — p und der
Ausdruck in eckigen Klammern strebt fiir + — p gegen Null. Wir miissen also
nur noch fiir jede polynomiale Abbildung () zeigen

Qof~iQoP
Es reicht sicher, das im Fall [ = 1 zu zeigen, also fiir () ein Polynom. In diesem
Fall folgt es aber sofort aus dem vorhergehenden Lemma 3.3.8. [

Beispiel 3.3.10. Wollen wir fiir die Funktion f(x,y) = sin(ze?) die partielle

Ableitung % im Nullpunkt bestimmen, so benutzen wir unseren Satz 3.3.6

und rechnen ,
sint = — g—, + ...

reY = x+xy+Lg2+...

. 2 3
sin(re¥) = z+ay+H- -5+

und die gesuchte partielle Ableitung bei = y = 0 ergibt sich mit der Taylorreihe
zu 1.

Ubungen

Ubung 3.3.11. Eine Potenzreihe in mehreren Verinderlichen, die an allen Stel-
len einer offenen Menge punktweise absolut konvergiert, stellt auf dieser offenen
Menge eine beliebig oft partiell differenzierbare Funktion dar.

Ubung 3.3.12. Man zeige die Identitit log((1—u)(1—v)) = log(1—u)+log(1—v)
im Ring der formalen Potenzreihen in zwei kommutierenden Variablen w, v mit
rationalen Koeffizienten.

3.4 Maxima und Minima in mehreren Veranderlichen

Definition 3.4.1. Seien A ein topologischer Raum, f : A — R eine Funktion und
p € A ein Punkt.
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1. Wir sagen, f hat bei p ein lokales Minimum, wenn es eine Umgebung U
von p gibt mit f(z) > f(p) Yz € U,

2. Wir sagen, f hat bei p ein isoliertes lokales Minimum, wenn es stirker
eine Umgebung U von p gibt mit f(z) > f(p) Vo € U\p;

Analog erklidren wir lokale Maxima und isolierte lokale Maxima.

Proposition 3.4.2. Sei f : R" 9 A — R differenzierbar und p € A ein Punkt.
Besitzt f bei p ein lokales Minimum oder Maximum, so gilt %(p) = 0 fiir alle i.

3.4.3. Die Bedingung, A sei offen, ist in diesem Zusammenhang wesentlich, wie
wir bereits im Fall einer Verdnderlichen in [AN1] 12.5.5.4 diskutiert hatten.

Beweis. Fiir beliebiges ¢ und hinreichend kleines € > 0 betrachten wir das para-
metrisierte Geradensegment g : (—¢,e) — A, t — p + te;. Natiirlich muf auch
fog:(—e,e) = R ein lokales Minimum oder Maximum bei ¢t = 0 haben, also

gilt (f 0 9)'(0) = 3-(p) = 0. O

Definition 3.4.4. Sei f : R” © A — R eine reellwertige Funktion. Verschwinden
alle ersten partiellen Ableitungen unserer Funktion an einer Stelle p € A, so sagt
man, die Funktion habe bei p eine kritische Stelle.

Ergdnzung 3.4.5. Ist allgemeiner A eine halboffene Teilmenge eines normierten
reellen Vektorraums und f : A — R eine reellwertige Funktion und verschwindet
ihr Differential an einem Punkt p € A, in Formeln d,, f = 0, so sagt man auch, die
Funktion habe bei p eine kritische Stelle.

Die Summe der Absténde zu drei
vorgegebenen Punkten, die nicht auf
einer Gerade liegen und ein Dreieck

bilden, in dem kein Winkel
grosergleich 120° ist, wird minimal
an der Stelle, an der die
Halbgeraden zu den Ecken jeweils
den Winkel 120° einschlieBen. Ist
dahingegen ein Winkel groergleich
120°, so liegt das Minimum bei der
fraglichen Ecke selbst.

Beispiel 3.4.6. Gegeben drei Punkte p, ¢,r € R? suchen wir die Punkte € R,
fiir die die Summe der Abstidnde

S(x) = llz —pll +llz = all + [l = r|
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kleinstmoglich wird. Sicher gilt lim, | S(x) = oo, folglich existiert ein Kom-
paktum K C R? mit

inf S(z)= inf S

4 50 = 5
und damit nimmt unsere Funktion nach [AN1] 12.5.1.5 ihr Infimum auch wirklich
als Funktionswert an. Unsere Funktion ist auf R*\{p, ¢, r} stetig differenzierbar
und ihr Gradient bei x ergibt sich nach kurzer Rechnung zu

T —0p T —q x—r

grad S)(x) = + +
(rad $)@) = ol Y o =gl T e =1

Fiir das Minimum kommen nach unseren Erkenntnissen nur unsere drei Punkte
p, q, 7 sowie die Nullstellen des Gradienten in Frage. Die weiteren Uberlegungen
fiihren wir nicht mehr in formaler Strenge durch, da das von unseren formalen
Kenntnissen ausgehend einen unangemessenen Aufwand bedeuten wiirde. An-
schaulich scheint es mir klar, dafl unser Gradient nur dann verschwinden kann,
wenn nicht alle drei Punkte p, ¢, r auf einer Geraden liegen und = im Inneren der
zugehorigen Dreiecksflache alias ihrer konvexen Hiille liegt und wenn die drei
Vektoren x — p, x — q und x — r jeweils einen Winkel von 120° alias 27 /3 ein-
schlieBen. Das ist fiir einen Punkt im Innern der Dreiecksfliche jedoch nur dann
moglich, wenn jeder der Winkel unseres Ausgangsdreiecks kleiner ist als 120°.
Nur unter den Voraussetzungen, dafl unsere drei Punkte p, ¢, r nicht auf einer Ge-
raden liegen und jeder der Winkel des Dreiecks mit den Ecken p, ¢, r kleiner ist als
120°, kann also das Minimum auBerhalb der drei Punkte {p, ¢,r} angenommen
werden. Sind sie erfiillt, so kann das Minimum hinwiederum nicht an einem die-
ser Punkte angenommen werden, da der Wert von S(x) dann abnimmt, wenn wir
auf einer Winkelhalbierenden ins Dreieck hineinlaufen, wie man etwa an unserer
Beschreibung des Gradienten sehen kann. Folglich muf3 dann das Minimum bei
der kritischen Stelle angenommen werden, die eben dadurch charakterisiert ist,
daB die Vektoren x — p, x — q und = — r jeweils einen Winkel von 120° = 27/3
einschliefen.

3.4.7. Um eine hinreichende Bedingung fiir ein lokales Minimum oder Maximum
zu erhalten, miissen wir wie im Fall einer Verédnderlichen die zweiten Ableitungen
untersuchen. Am Beispiel der Funktionen (z,y) — x* + y? beziehungsweise 2>
beziehungsweise x> — 3* kann man sehen, was lokal um (0, 0) € R? so alles pas-
sieren kann. Wir betrachten nun allgemeiner eine beliebige quadratische Form
Qx1,...,z,) = > ax;x; mita;; € R wie in [LA2] 4.2.1.

62



Definition 3.4.8. Eine quadratische Form () : R" — R heif3t

positiv definit, wenn gilt Q(x) >0 Vx #0;
positiv semidefinit, wenn gilt Q(z) >0 Vu;
negativ definit, wenn gilt Q(x) <0 Vz #0;
negativ semidefinit, wenn gilt Q(z) <0 Vaz;
indefinit, wenn gilt es gibt x,y € R"” mit

Q(r) >0, Q(y) <0

3.4.9. Wir werden nachher erklidren, wie man fiir eine gegebene quadratische
Form entscheiden kann, welche Definitheitseigenschaften sie hat. Zunichst dis-
kutieren wir jedoch, inwieweit diese Eigenschaften fiir den quadratischen Ap-
proximationsterm das lokale Verhalten einer Funktion an einer kritischen Stelle
bestimmen.

Satz 3.4.10 (Maxima und Minima in mehreren Verinderlichen). Sei A c R"
offen, f : A — R zweimal stetig partiell differenzierbar und p € A eine kriti-
sche Stelle. Wir bilden zu unserer Funktion eine quadratische Form déQ)f als das
Doppelte der quadratischen Terme der Taylorreihe, in Formeln

(2)
4, ) Z 89&1(%]

1. Ist unsere quadratische Form d§,2)f positiv definit, so hat f bei p ein isolier-
tes lokales Minimum;

2. Ist unsere quadratische Form dj(f) f negativ definit, so hat f bei p ein isolier-
tes lokales Maximum;

3. Ist unsere quadratische Form déz) f indefinit, so hat f bei p weder ein lokales
Minimum noch ein lokales Maximum.

3.4.11. Die Notation dl(,z) f wird in ?? auf Ableitungen beliebigen Grades verall-
gemeinert. Man beachte, da3 der Satz keine Aussage fiir die semidefiniten Fille
macht, in Verallgemeinerung der Tatsache, dal man auch fiir Funktionen einer
Verinderlichen bei Verschwinden der ersten und zweiten Ableitung an einer vor-
gegebenen Stelle ohne weitere Informationen noch nichts tiber Maxima oder Mi-
nima aussagen kann.

Beweis. Wir verwenden fiir das folgende die Abkiirzung () := %(d(2 f). Aus un-
seren Annahmen folgt mit der Taylor-Formel

fp+h) = f(p) +Q(h) +e(h)|hf
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fiir eine Funktion ¢ mit £(0) = lim;_,oc(h) = 0. Wir behandeln nun als erstes
den Fall () positiv definit. Sei a das Minimum nach [AN1] 12.5.1.5 von ) auf der
Oberfliche des Einheitswiirfels, a = inf{Q(h) | |h| = 1}. Aus unserer Annahme
folgt a > 0. Offensichtlich gilt Q(h) > a|h|* fiir alle h € R". Wegen £(0) =
limy,_,0e(h) = 0 finden wir 6 > 0 derart, da3 aus |h| < § folgt |e(h)| < a/2.
Damit ergibt sich fiir |h| < § aber

fp+h) > f(p)+ (a/2)|h)

und f hat in der Tat ein isoliertes lokales Minimum. Ist ) negativ definit, so ar-
gumentieren wir entsprechend. Ist () indefinit, so finden wir zwei Geraden durch
Null derart, daf} die Einschriankung von () auf diese Geraden auBerhalb des Null-
punkts positiv beziehungsweise negativ ist. Dann muf} aber die Restriktion von
f auf die erste Gerade ein isoliertes lokales Minimum haben bei p, und auf der
zweiten Geraden ein isoliertes lokales Maximum. Folglich hat f bei p weder ein
lokales Maximum noch ein lokales Minimum. [

3.4.12. Jeder reellen quadratischen Form Q(xy,...,z,) = 2?,3:1 a;;x;x; ord-
nen wir die symmetrische Matrix S’ mit Eintrdgen (a;; + aj;)/2 zu, so daf} gilt
Q(z) = 2" Sz. Nach den Definitionen hat die quadratische Form () eine gewisse
Definitheit im Sinne von 3.4.8 genau dann, wenn ihre Matrix .S die entsprechende
Definitheit hat im Sinne der linearen Algebra.

Definition 3.4.13. Die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen, die zur quadra-
tischen Form df) f aus unserem Satz gehort, heilit die Hesse-Matrix von f bei p,

in Formeln >’f
H = d(2) =
esse(f) == [d})f] (axiax) 1<i<n

Korollar 3.4.14 (Maxima, Minima und Hessematrix). Sei f : R” 9 A — R
zweimal stetig partiell differenzierbar und p € A ein kritischer Punkt.

1. Ist die Hessematrix von f bei p positiv definit, so hat f bei p ein isoliertes
lokales Minimum,;

2. Ist die Hessematrix von f bei p negativ definit, ein isoliertes lokales Maxi-
mum;

3. Ist die Hessematrix von f bei p indefinit, so hat | bei p weder ein lokales
Minimum noch ein lokales Maximum.

Beweis. Das ist nur eine offensichtliche Umformulierung von Satz 3.4.10. [

64



3.4.15. Um die Definitheitseigenschaften einer symmetrischen quadratischen Ma-
trix zu bestimmen, bringt man sie am einfachsten durch Basiswechsel in Diago-
nalgestalt, wie im Beweis von [LA2] 4.3.11 erklért. Bei kleineren Matrizen kann
auch das Hauptminoren-Kriterium [LA2] 4.3.25 ein guter Trick sein: Danach ist
eine symmetrische (n x n)-Matrix positiv definit genau dann, wenn fiir alle &k < n
die quadratische Untermatrix, die man erhélt durch Wegstreichen der letzten £
Spalten und der untersten k& Zeilen, eine positive Determinante hat.

Ubungen

Ubung 3.4.16. Sei V ein normierter Raum, f : V © A — R differenzierbar und

p € A ein Punkt. Besitzt f bei p ein lokales Minimum oder Maximum, so folgt
d,f =0.

Ubung 3.4.17. Man zeige in der Situation von Satz 3.4.10: Ist d;()z) f positiv semi-
definit und verschieden von Null, so kann f bei p kein lokales Maximum haben.
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4 Umkehrsatz und Anwendungen

4.1 Umkehrsatz

Definition 4.1.1. Eine im Sinne von 2.6.10 stetig differenzierbare Abbildung zwi-
schen halboffenen Teilmengen normierter Réume heiBt auch eine C'-Abbildung.
Der Buchstabe C steht hier fiir englisch ,,continous® oder franzosisch ,,continu®,
zu deutsch stetig, und die hochgestellte 1 deutet an, dal nur die Existenz und Ste-
tigkeit der ersten Ableitung gefordert wird. Eine bijektive C*-Abbildung, deren
Umkehrung auch eine C*-Abbildung ist, heift ein C'-Diffeomorphismus.

Satz 4.1.2 (Umkehrsatz). Seien X,Y endlichdimensionale reelle affine Rdume
und [ : X oU — Y stetig differenzierbar. Ist an einer Stelle p € U das Differen-
tial ein Isomorphismus d, f : X Y, so induziert f einen C'-Diffeomorphismus
zwischen einer offenen Umgebung von p in U und einer offenen Umgebung von

f(p)inY.

4.1.3. In Formeln gibt es fiir unser p also V mit U @V 3 pund Y @ f(V') derart,
daB die induzierte Abbildung f : V' = f(V) ein C'-Diffeomorphismus ist.

Eine stetig differenzierbare
Abbildung f : R?2 9U — R? mit
iberall injektivem Differential ist im
allgemeinen nur ,,lokal injektiv*
selbst dann, wenn U
,wegzusammenhdngend*® ist.

4.1.4. Wir zeigen diesen Satz nach einigen Vorbereitungen zu Ende dieses Ab-
schnitts. Als erste Priifung fiir unseren Umkehrsatz iiberlege man sich die Giiltig-
keit der Behauptung im Spezialfall X = Y = R. Die Kettenregel liefert im
tibrigen fiir das Differential des Inversen eines C'-Diffeomorphismus sofort die
Formel

Ay (f71) = (dpf) ™

4.1.5. Unser Umkehrsatz gilt auch fiir unendlichdimensionale normierte Rdume
X und Y, wenn wir zusitzlich annehmen, daf} sie vollstindig sind. Der Beweis
bleibt derselbe, wenn wir zusitzlich voraussetzen, daf3 das Inverse des Vektorrau-
misomorphismus d, f stetig ist. Der Satz vom offenen Bild [AN3] 4.2.19 wird
spater einmal zeigen, daf} jeder stetige Vektorraumisomorphismus von vollstiandi-
gen normierten Vektorrdumen eine stetige Umkehrabbildung hat, aber das soll
vorerst weder bewiesen noch verwendet werden. Die Allgemeinheit unendlichdi-
mensionaler Riaume ist durchaus von Interesse, eroffnet sie doch einen direkten
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Zugang zum Studium von Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen. Das
wird in 6.6.2 ausgefiihrt.

4.1.6 (Polarkoordinaten). Wir betrachten die durch P(r,d) := (r cos ), rsin 9)
gegebene Polarkoordinatenabbildung P : R* — R Sie ist eine C'-Abbildung
und ihr Differential ist ein Isomorphismus an jeder Stelle (r, ) mit r # 0. Ge-
geben p := (r,9) mit r > O istetwa V := (0,00) x (¢ — 7,9 + 7) eine offene
Umgebung mit P(V) @ R? mit P : V = P(V) ein Diffeomorphismus. Haben
wir noch spezieller p := (0,1) und nehmen wir V' := (0,00) x (0,7), so ist
P(V) ={(z,y) | y > 0} eine offene Halbebene und wir kénnen die Umkehrab-
bildung zu
P:(0,00) x (0,7) = P(V)

explizit angeben durch die Vorschrift (z,y) — (r(z,y),¥(z,y)) mit r(z,y) =
V22 +y? und ¥(z,y) = arccot(x/y). Die Funktionen r und 6 heifen Radius
und Winkel und geben den Abstand von (z,y) zum Ursprung an sowie den ori-
entierten Winkel von der z-Achse zur Ursprungsgerade durch (z, y). Die Kompo-
nenten dieser Umkehrabbildung alias die Funktionen Radius und Winkel nennen
wir Polarkoordinaten.

Definition 4.1.7. Ein Punkt, der unter einer Abbildung auf sich selbst abgebildet
wird, heilt ein Fixpunkt besagter Abbildung.

Definition 4.1.8. Eine Abbildung f von metrischen Riumen heiflit Lipschitz-
stetig, wenn es eine Konstante A > 0 gibt mit

d(f(x), f(y)) < Ad(z,y)

fiir alle x,y im Ausgangsraum. Wir sagen dann auch, f sei lipschitzstetig zur
Lipschitz-Konstante )\. Eine Abbildung f zwischen metrischen Raumen heift
kontrahierend, wenn sie lipschitzstetig ist zu einer Lipschitzkonstante A < 1,
wenn es also A < 1 gibt mit

d(f(z), f(y)) < Ad(z,y) Va,y

Beispiel 4.1.9. Natiirlich ist jede lipschitzstetige Abbildung stetig. Eine Abbil-
dung R — R ist lipschitzstetig zu einer Lipschitzkonstante A genau dann, wenn
alle ihre Sekantensteigungen betragsméBig beschrinkt sind durch A. Es ist hof-
fentlich anschaulich klar, dal im Fall A < 1 der Graph einer derart ,,flachen*
Funktion von R nach R oder auch von einem nichtleeren reellen Kompaktum K
in sich selber f : K — K an genau einer Stelle die Hauptdiagonale alias den
Graphen der Identitédt kreuzen muf3. Der Cosinus ist als Abbildung R — R nicht
kontrahierend, das Supremum seiner Sekantensteigungen ist ja Eins. Allerdings
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ist x — Acos(x) fir |\| < 1 kontrahierend und auch die Einschriankung des Co-
sinus zu einer Abbildung [0, 1] — [0, 1] ist kontrahierend. Den im Banach’schen
Fixpunktsatz versteckten Algorithmus zur Bestimmung des Fixpunktes illustriert
nebenstehende Abbildung.

Stellt man den Taschenrechner auf

— ‘ Bogenmal und driickt wiederholt
die Taste ,,cos®, so wird die Anzeige

schnell stabil. Der Cosinus liefert

namlich eine kontrahierende
Selbstabbildung des Intervalls [0, 1]
und was wir sehen ist ein

— > : Illustration fiir den Beweis des

\ N\ Fixpunktsatzes 4.1.10.

[

Satz 4.1.10 (Banach’scher Fixpunktsatz). Jede kontrahierende Selbstabbildung
eines vollstindigen nichtleeren metrischen Raums besitzt genau einen Fixpunkt.

Beweis. Seien f : M — M unsere kontrahierende Selbstabbildung und A < 1
eine Lipschitzkonstante. Wir wiahlen 2y € M und betrachten die rekusiv definierte
Folge x,.1 = f(x,). Mit Induktion folgt d(x,,, ,,+1) < A"d(xq,z1) und mit der
Dreiecksungleichung folgt fiir n < m

n

A2y, Tpp1) < A"+ A" N d (20, 71) < X

d(.fL'o, Z’l)

Also ist unsere Folge z,, eine Cauchy-Folge und konvergiert aufgrund der Voll-
standigkeit 1.6.1 gegen einen Punkt lim,, .., z, = p € M. Da nun eine kontra-
hierende Abbildung notwendig stetig ist, folgt aus der Vertauschbarkeit 1.4.8 von
Grenzwerten mit dem Anwenden stetiger Abbildungen

fp) = lim f(an) = lim 20t = p

n—oo

und wir haben einen Fixpunkt gefunden. Ist ¢ ein zweiter Fixpunkt, so folgt
d(p,q) = d(f(p), f(q)) < Ad(p, q) fir A < 1, also d(p, q) = 0, also p = q. O

Erginzung 4.1.11. Lassen wir in der Ungleichungskette aus obigem Beweis m
nach Unendlich streben, so erhalten wir fiir den Abstand der n-ten Approximation
x5, zum Fixpunkt p zusitzlich die Abschitzung

n

d(zn,p) <

=71 )\d(%,%)
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Satz 4.1.12 (Umkehrsatz fiir stetige Abbildungen). Seien X ein vollstindiger
normierter Raum und f : X ©V — X eine Abbildung, deren Differenz zur
Identitdit

(f—id):V = X

kontrahierend ist alias lipschitzstetig zu einer Lipschitzkonstante A < 1. So ist
unsere Abbildung injektiv mit offenem Bild f(V') @ X und ihre Umkehrabbildung
74 f(V) — V ist lipschitzstetig zur Lipschitzkonstante 1/(1 — \).

Beispiel 4.1.13. In Fall einer differenzierbaren Funktion f : V' — R auf einem
offenen Intervall V' @ R ist unsere Annahme gleichbedeutend zur Bedingung
1—X < f'(x) <14\ Vz € V und die Folgerung ist klar aus Analysis 1. Anhand
dieses Falls kann ich selber den Beweis am besten nachvollziehen. Ganz konkret
mag man f(z) := sin(x) auf dem Intervall V' := (0, 1) nehmen.

Ergdnzung 4.1.14. Unter einer Norm auf einer abelschen Gruppe X verstehen
wir eine Abbildung von unserer Gruppe in die nichtnegativen reellen Zahlen mit
lv+w| < |Jv]|+||w] und ||v]] = 0= v =0und || —v| = ||v| firalle v, w € X.
Der Umkehrsatz fiir stetige Abbildungen 4.1.12 gilt mit demselben Beweis fiir
jede vollstindige normierte abelsche Gruppe.

Vorschau 4.1.15. Man kann sogar zeigen, daf} jede stetige injektive Abbildung
von einer offenen Teilmenge eines R" in den R" offene Teilmengen auf offene
Teilmengen abbildet und folglich eine stetige Umkehrabbildung hat. Dieser ,,Satz
iber die Invarianz von Gebieten* gilt jedoch nur im endlichdimensionalen Kontext
und sein Beweis benotigt stirkere Hilfsmittel, vergleiche etwa [TS] 3.3.14.

Ergdnzung 4.1.16. Der Leser mag zur Ubung aus den Argumenten des anschlie-
Benden Beweises folgern, dal unter den Annahmen des Umkehrsatzes fiir stetige
Abbildungen 4.1.12 genauer gilt

B(p; R) CV = B(f(p); 1 -NR) C f(V)

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, X sei ein
vollstindiger normierter Vektorraum. Die Injektivitdt von f ergibt sich, da aus
unserer Annahme ||(f —id)(z) — (f —id)(y)|| < ||z — y|| sofort folgt ||y — z|| —

1f(2) = F)ll < Allz — ]| alias
(1 =Nz =yl <|f(x) = FW)

Durch Einsetzen von z = f~!(p) und y = f~*(q) folgt weiter ohne Schwierigkei-
ten (1 —N)||f~2(p) — f~*(¢)|| < |lp — ¢q|| und damit sogar die Lipschitzstetigkeit
der Umkehrfunktion f~' : f(V)) — V. Bis hierher brauchten wir weder V' of-
fen noch X vollstindig anzunehmen und unsere Aussagen sind wenig mehr als
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ein Spezialfall der allgemeinen Resultate fiir ,,nicht abstandsverkleinernde* Ab-
bildungen metrischer Riume aus Ubung 1.1.21. Der wesentliche Punkt besteht
darin, zu zeigen, daf} f offenes Bild hat. Dazu betrachten wir fiir alle y € X die
Abbildung
ky: V. = X
r = x—f(z)+y

Offensichtlich sind die Fixpunkte von k, die Urbilder von y unter f. Offensicht-
lich ist £, kontrahierend, genauer gilt

[y (z) = Ky ()| < Al — 2] Va,z eV

Gegeben p € V finden wir nun einen Radius R > 0 derart, daf der ,,abgeschlos-
sene Ball*
Alp;R) ={z € X ||p—=z|| < R}

ganz in V enthalten ist. Fir y € B(f(p); (1 — A\)R) bildet dann k, unseren
abgeschlossenen Ball A(p; R) in sich ab, denn fiir diese y gilt ||p — k,(p)|| =
| f(p) — y|| < (1 — A)R und damit erhalten wir fiir x € A(p; R) sogar

lp = ky (@) < llp = ky @) + [[ky () = ky(2)| <AL= MR+ AR =R

Wenden wir den Banach’schen Fixpunktsatz 4.1.10 auf die Selbstabbildung £,
von A(p; R) an, das nach 1.6.5 als abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen
metrischen Raums vollstindig ist, so finden wir, da} &, einen Fixpunkt in A(p; R)
haben muB. Es folgt f(A(p; R)) D B(f(p); (1 — A)R) und das zeigt, daB das Bild
von [ offen sein muB, in Formeln f(V) @ X. O

4.1.17 (Anschauung im Fall einer Verinderlichen). Im Fall einer Verianderli-
chen kann man sich den Beweis auch anschaulich gut klarmachen. Die Annahmen
bedeuten dann, daf} die Sekantensteigungen von f alle im Intervall [1 — A\, 1 + )]
liegen. Die Abbildung (z,y) — (k,(z),y) bedeutet anschaulich, da§ wir von
(x,y) senkrecht auf den Graph der Funktion f gehen und von dort parallel zur
Hauptdiagonale wieder auf die Horizontale in der vorgegebenen Hohe .

Beweis des Umkehrsatzes fiir C*-Abbildungen 4.1.2. Ohne Beschriinkung der All-
gemeinheit seien X,Y Vektorrdume. Sicher reicht es, wenn wir den Satz fiir
(d,f) o f statt fiir f zeigen. Wir diirfen also ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit X = Y und d,f = id annehmen. Es folgt d,(f — id) = 0. Wéhlen wir eine
Norm auf X und beachten, daf f stetig differenzierbar angenommen war, so folgt
leicht die Existenz eines offenen Balls B um p mit || d,(f —id)|| < 1/2 Vz € B.
Nach der Variante zum Schrankensatz aus Ubung 2.4.11 ist dann jedoch (f —id) :
B — X kontrahierend mit Lipschitzkonstante < 1/2. Mit unserem Umkehrsatz
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Fiir eine Abbildung f von einer
offenen Teilmenge V' G R nach R
ist (f — id) kontrahierend mit
Kontraktionsfaktor A genau dann,
wenn alle Sekantensteigungen von
f im Intervall [1 — A\, 1 4 )] liegen.
In diesem Fall sollte es anschaulich
klar sein, daB8 f injektiv und offen
ist und daf3 die Sekantensteigungen
der Umkehrfunktion betragsméaBig
beschrinkt sind durch (1 — \)~!. In
diesem Fall liegen alle
Sekantensteigungen der
Umkehrfunktion sogar im Intervall
[(T+X)7 (=37
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Das Verfahren aus dem Beweis von 4.1.2 ist auch durchaus von praktischer
Bedeutung: Ausgeschrieben besagt es, dall wir eine Losung x der Gleichung
f(z) = y unter geeigneten Annahmen finden kdnnen als den Fixpunkt der
kontrahierenden Abbildung

ke Voo X
z = rt (dpf) 7 (y = f(2)

fiir p mit f(p) hinreichend nah bei y. Es ist dem Newtonverfahren aus [AN1]
12.3.7.2 eng verwandt, stimmt jedoch nicht damit {iberein: Beim
Newtonverfahren etwa im Fall einer Verdnderlichen ,,gehen wir ja immer auf der
Tangente bei (x, f(z)) wieder herunter zur z-Achse, wohingegen wir bei
unserer Korrektur k, aus besagtem Beweis stattdessen auf der Parallelen durch
(x, f(x)) zur Tangente bei (p, f(p)) heruntergehen, wie im Bild dargestellt.
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fiir stetige Abbildungen 4.1.12 angewandt auf V' := B folgt, dal f eine Injek-
tion mit offenem Bild f : B — X liefert, deren Umkehrung lipschitzstetig ist
zur Lipschitzkonstante Zwei. Um die Differenzierbarkeit von f~! : f(B) — B
an der Stelle f(p) zu zeigen, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
zusitzlich annehmen, daf gilt p = 0 und f(p) = 0. Da wir f differenzierbar bei p
mit Differential id angenommen hatten, konnen wir dann schreiben

fx) =z + [|lz|le(x)

fiir eine Abbildung € : B — X, die stetig ist bei 0 und die dort den Wert Null
annimmt. Setzen wir hier x = f~!(y) ein mit y € f(B), so ergibt sich

y=f")+ 1 Wl e(f ()

Nun liefert die Lipschitzstetigkeit der Umkehrfunktion fiir unseren eben gewihl-
ten offenen Ball B nach dem Umkehrsatz fiir stetige Funktionen 4.1.12 aber auch
fiir alle y € f(B) die Abschitzung || f~!(y)|| < 2||y||. Zusammen ergibt sich dann

leicht .
. (y) —y

=0
=0yl

Das aber besagt gerade, daB die Umkehrabbildung f~! bei y = 0 differenzier-
bar ist mit Differential id. Verkleinern wir unsere offene Umgebung von p noch
so weit, dal df dort iiberall invertierbar ist, so folgt die Differenzierbarkeit der
Umkehrabbildung an jeder Stelle des Bildes unserer verkleinerten offenen Umge-
bung. Die Stetigkeit des Differentials der Umkehrabbildung folgt dann leicht aus
der Stetigkeit des Differentials der urspriinglichen Abbildung und der Stetigkeit
des Invertierens linearer Abbildungen. Im Fall von Banachrdumen verwende man
dazu Ubung 2.6.16. 0

Ubungen

Ubung 4.1.18. Im reellen Vektorraum Mat(n x m;R) aller reellen Matrizen bil-
den die Matrizen von vollem Rang eine offene Teilmenge. Hinweis: Man betrachte
Determinanten von quadratischen Untermatrizen. Diese Ubung gehort zur Hilfte
in die lineare Algebra und steht nur an dieser Stelle, weil wir die Aussage dem-
nichst brauchen.

4.2 Mannigfaltigkeiten in reellen Riumen

4.2.1. Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir Maxima und Minima von
Funktionen auf einer Kugel, einem Ellipsoid oder einem Torus alias Schwimmring
im R? untersuchen. Spiter werden wir dariiber hinaus Formeln fiir die Oberfliche
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derartiger Gebilde herleiten und Funktionen iiber derartige Gebilde integrieren.
Um all diese Formeln in angemessener Allgemeinheit diskutieren zu konnen,
fiihren wir hier den Begriff einer Mannigfaltigkeit in einem endlichdimensionalen
reellen Raum ein und erklédren, wie man mit diesem Begriff umgeht. AnschlieBend
diskutieren wir dann die entsprechenden Extremwertaufgaben.

3

Y >

o~

/ -

/ 4 \<//’%a)/{/,
‘\\\/\/4,,/

Der Einheitskreis ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit der Ebene
M C R?. Eine Plittung um beliebige Punkte aus der oberen Halbebene U wird
etwa gegeben durch g(z,y) = (x, /22 + y? — 1). In diesem Fall besteht g(U)
aus dem schraffierten Bereich, also aus allen Punkten oberhalb des Graphen der

Funktion z +— |z| — 1.

M

4.2.2. Sei X ein n-dimensionaler reeller Raum. Ein C!-Diffeomorphismus g von
einer offenen Umgebung U @ X eines Punktes p € X zu einer offenen Teil-
menge von R” heift ein lokales C!-Koordinatensystem von X um den Punkt p
und die Komponenten ¢,...,g, : U — R von g heilen die Koordinaten unse-
res lokalen Koordinatensystems. Typische Beispiele sind die Polarkoordinaten auf
geeigneten offenen Teilmengen von X = R?, bei denen man statt (g;, go) meist
(r,9) schreibt, oder die sogenannten Kugelkoordinaten auf geeigneten offenen
Teilmengen des R3, wie wir sie gleich in 4.2.3 einfiihren.

Beispiel 4.2.3. Die Kugelkoordinaten im Raum werden beschrieben durch eine
geeignete Einschrinkung der Abbildung

K R3 — R3
(r,9,¢) +— (rcospsind, rsingsind, rcos?)

Deren anschauliche Bedeutung wird im Anschluf} erlédutert.
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Kugelkoordinaten

4.2.4 (Anschauliche Bedeutung der Kugelkoordinaten). Stellen wir uns ein
Teleskop vor, das im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems auf ei-
nem waagerechten, als da heil3t, in der xy-Ebene liegenden Drehteller steht und
senkrecht nach oben in Richtung der z-Achse zeigt. Um einen Stern zu betrach-
ten, schwenken wir zunichst das Teleskop zur Seite in Richtung der positiven
x-Achse um einen Winkel ¢ € [0, 7] und drehen dann den Drehteller um einen
geeigneten Winkel, sagen wir um den ,,Winkel ¢ € [0,27) gegen den Uhrzei-
gersinn®, so daf} etwa die Drehung um 7 /2 die positive z-Achse in die posi-
tive y-Achse iiberfiihrt. Ist schlieBlich  die Entfernung unseres Sterns, so gibt
K(r,9,¢) seine kartesischen Koordinaten an. Im Fall eines senkrecht iiber oder
unter dem Teleskop befindlichen Sterns ist der Drehwinkel ¢ fiir unseren Dreh-
teller nicht eindeutig bestimmt, und befindet sich das gedachte Teleskop bereits
im Stern, so sind beide Winkel nicht eindeutig bestimmt. Die Einschrinkung un-
serer Abbildung auf » > 0,9 € (0,7) und ¢ € [0,27) hinwiederum ist zwar
injektiv, aber nicht surjektiv. Oft findet man auch eine Variante, bei der wir uns
das Teleskop zu Beginn horizontal in Richtung der positiven x-Achse ausge-
richtet denken und wo die zweite Koordinate # € [—n/2,7/2] den Winkel be-
zeichnet, um den das Teleskop nach oben beziehungsweise bei negativem Win-
kel nach unten geschwenkt werden muf3. Die Formeln lauten dann abweichend
(r,0,¢) — (rcospcosf, rsingcosf,rsin).

4.2.5. Wenn wir besonders betonen wollen, dafl unsere Koordinatensysteme nicht
im Sinne der linearen Algebra [LA1] 2.9.5 gemeint sind, sprechen wir von einem
lokalen System von krummlinigen Koordinaten.

Definition 4.2.6. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und £ > 0.
Eine Teilmenge M C X heif}t eine k-Mannigfaltigkeit, wenn es um jeden Punkt
p € M ein lokales Koordinatensystem (U, g) von X gibt mit

MNU={q€U|gi1(q) =... = gulq) =0}
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In Worten fordern wir also, daB§ es fiir alle p € M ein lokales Koordinatensys-
tem (U, g) von X um p gibt, in dessen Definitionsbereich U die Punkte von M
gerade diejenigen Punkte sind, auf denen die letzten n — k lokalen Koordinaten
verschwinden. Wir nennen dann (U, ¢) ein an M angepaBtes lokales Koordina-
tensystem.

Definition 4.2.7. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und M C X
eine Teilmenge und ¢ : M < X die Einbettung. Gegeben ein Punkt p € M
erkldaren wir den Tangentialkegel

K,M c X

an die Menge M als die Menge K,M aller Richtungsvektoren v € X derart,
daBese > Ound v : [0,e) — M gibt mit v(0) = pundio~y : [0,e) — X
differenzierbar und (i o v)'(0) = v.

Lemma 4.2.8 (Tangentialrdume einer Mannigfaltigkeit). Gegeben X ein end-
lichdimensionaler Raum und M C X eine k-Mannigfaltigkeit und p € M ein
Punkt und (U, g) ein an M angepafStes lokales Koordinatensystem um p gilt

K,M = ker(d,gr+1) N ... Nker(d,g,)

4.2.9. Insbesondere ist der Tangentialkegel K, M C X an eine k-Mannigfaltigkeit
in einem Punkt p € M stets ein k-dimensionaler Untervektorraum des Richtungs-
raums. Wir nennen ihn den Tangentialraum bei p an unsere Mannigfaltigkeit und
notieren ihn statt K, M in dieser Situation iiblicherweise

T,M :=K,M c X

Die Elemente des Tangentialraums heilen Tangentialvektoren. Wenn wir spiter
einmal abstrakte Mannigfaltigkeiten betrachten und besonders betonen wollen,
dal wir den hier erkldrten Begriff fiir eingebettete Mannigfaltigkeiten meinen,
schreiben wir ausfiihrlicher T} M.

Beweis. In der Tat konnen wir bei einem Weg v : [0,e) — M mit v(0) = p
unser € so verkleinern, daf3 er in U landet. Dann ist nach Annahme g; o v konstant
und folglich (g; o 7)'(0) = (d,g,)(7/(0)) = 0 fir j = k + 1,...,n. Das zeigt
C. Umgekehrt folgt O, indem man die Wege 7x(t) := ¢ ' (t\1, ..., t\,0,...,0)
betrachtet fiir A € R¥. O

4.2.10 (Anschauung fiir den Tangentialraum). Gegeben X ein endlichdimen-
sionaler Raum und M C X eine Mannigfaltigkeit in X und p € M ein Punkt ist
p + T, M in der schmutzigen Anschauung derjenige affine Teilraum von X, der
M bei p am besten approximiert.
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4.2.11. Wir nennen eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums ei-
ne Mannigfaltigkeit, wenn es ein £ gibt derart, daB} sie eine k-Mannigfaltigkeit
ist. Ist unsere Mannigfaltigkeit nicht leer, so ist dieses & wohlbestimmt als die Di-
mension des Tangentialraums in einem und jedem Punkt. Es heif3t die Dimension
unserer Mannigfaltigkeit.

Beispiel 4.2.12 (Kreislinie als Einsmannigfaltigkeit). Die Kreislinie S* C R?
ist eine 1-Mannigfaltigkeit in R2. In der Tat bilden auf der Halbebene U :=
{(z,y) | x > 0} unsere Polarkoordinaten Radius r(x,y) := y/22 + y? und Win-
kel ¥(x,y) := arctan(xz/y) ein lokales Koordinatensystem und die Funktionen
g1 ‘=Y und g5 := r — 1 desgleichen und wir haben

S'NU =A{(z,y) € U | galx,y) = 0}

In derselben Weise finden wir auch an die Kreislinie angepal3te lokale Koordi-
natensysteme auf den anderen drei Halbebenen zu den Koordinatenachsen. Diese
vier offenen Halbebenen iiberdecken aber unsere Kreislinie. Mithin ist die Kreis-
linie in der Tat eine Einsmannigfaltigkeit in der Ebene. Fiir ihre Tangentialraume
finden wir T, ,)S" = ((y, —x)).

Beispiel 4.2.13 (Kreislinie als Einsmannigfaltigkeit, Variante). Ein weiteres an
die Kreislinie S' C R? angepaBtes lokales Koordinatensystem wire der Streifen
U:={(z,y) € R*| -1 < x < 1,y > 0} mit den beiden Koordinaten g, (z, y) :=

zund go(z,y) ==y — V1 — a2

Beispiele 4.2.14 (Graph als Mannigfaltigkeit). Der Graph jeder C!-Funktion
f : R? — R ist eine 2-Mannigfaltigkeit in R3. Als lokales Koordinatensys-
tem mag man in diesem Fall das globale Koordinatensystem ¢ : R3 = R3 mit
g(x,y,2) = (v,y,2 — f(x,y)) nehmen. Ahnlich ist der Graph I'(f) jeder C!-
Abbildung f : R¥ © W — R" eine k-Mannigfaltigkeit in R¥*", Die Einheits-
sphire S™ C R"™! ist eine n-Mannigfaltigkeit in R"™, weil sie ,,lokal als Graph
einer Funktion beschrieben werden kann*. Eine alternative Begriindung geben wir
in 4.2.21. Fiir die Tangentialriume unserer Graphen finden wir

T(a,p@nl(f) = T'(dof)

In Worten ist also der Tangentialraum eines Graphen der Graph des Differentials,
jeweils am entsprechenden Punkt.

Beispiele 4.2.15 (Affiner Teilraum als Mannigfaltigkeit). Jeder £-dimensiona-
le affine Teilraum Y C X eines endlichdimensionalen reellen Raums X ist eine
k-Mannigfaltigkeit. Fiir seinen Tangentialraum gilt

T,Y =Y
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an jede Stelle y € Y. Eine 0-Mannigfaltigkeit in X ist dasselbe wie eine Teilmen-
ge M C X, die keine Hiufungspunkte in )/ hat. So eine Teilmenge werden wir
in 8.5.7 eine ,,diskrete Teilmenge* nennen. Jeder Schnitt einer k-Mannigfaltigkeit
in X mit einer offenen Teilmenge W @ X ist auch selbst eine k-Mannigfaltigkeit
in X.

Beispiele 4.2.16 (Offene Teilmenge als Mannigfaltigkeit). Eine n-Mannigfaltig-
keit in einem n-dimensionalen Raum X ist dasselbe wie eine offene Teilmenge. In
der Tat ist fiir p € M @ X jeder Isomorphismus g : X — R von affinen Rdumen
bereits eine angepalBites Koordinatensystem fiir jeden Punkt von M und anderer-
seits folgt aus der Existenz eines an M angepaliten lokalen Koordinatensystems
(U,g) um p € M bereits g(U N M) = g(U),alsoUNM = U, alsoU C M,
also M @ X. So eine offene Teilmenge M G X hat an jeder Stelle p € M den
Tangentialraum

T,M =X

4.2.17 (Diskussion der Terminologie). Wir werden im weiteren Verlauf noch
weitere Varianten des Begriffs einer Mannigfaltigkeit kennenlernen. Das hier ein-
gefiihrte Konzept heifit genauer eine in den affinen Raum X eingebettete Man-
nigfaltigkeit oder ganz ausfiihrlich eine k-dimensionale C'-Untermannigfaltig-
keit von X ohne Rand. Jenseits der Grundvorlesungen versteht man unter einer
Mannigfaltigkeit meist abweichend eine ,,abstrakte Mannifaltigkeit, wie wir sie
in [ML] 28.3.2.1 einfithren werden, aber alles zu seiner Zeit. In [ML] 28.3.3.3
werden wir auch allgemeiner den Tangentialraum T, M fiir abstrakte Mannig-
faltigkeiten M erkldren. Er ist im Fall der hier betrachteten eingebetteten Man-
nigfaltigkeiten ,.kanonisch isomorph* zu dem oben erklirten Konzept. Wenn wir
besonders betonen wollen, dal wir die obige Definition fiir eingebettete Mannig-
faltigkeiten meinen, schreiben wir genauer

TS M

Vorschau 4.2.18. Eine kompakte 1-Mannigfaltigkeit in R?® heift eine Verschlin-
gung und, wenn sie zusitzlich wegzusammenhingend ist, ein Knoten. Zwei Ver-
schlingungen heiBen isotop, wenn sie durch einen C!-Diffeomorphismus R? =
R3 mit iiberall positiver Funktionaldeterminante ineinander iiberfiihrt werden kon-
nen. Die ,,Knotentheorie* versucht, Kriterien dafiir zu entwickeln, wann zwei ge-
gebene Verschlingungen isotop sind.

4.2.19. Eine 1-Mannigfaltigkeit heiflt eine Kurve und eine 2-Mannigfaltigkeit ei-
ne Flidche. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X und ¢ < dim X
versteht man unter einer Mannigfaltigkeit der Kodimension ¢ in X eine k-
Mannigfaltigkeit mit £ = (dim X)) — c. Eine Mannigfaltigkeit in X der Kodi-
mension Eins hei3t eine Hyperflache in X.
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/7 Ein Beispiel fiir einen Knoten.

Diese Verschlingung ist besonders bemerkenswert
dadurch, daB je zwei der Ringe getrennt werden
/_\ konnten, wenn eben der Dritte nicht wiire. Sie heif3t
_/ die Verschlingung der Borroméischen Ringe nach
einer italienischen Familie, die sie in ihrem Wappen
fiihrte.

Proposition 4.2.20 (Mannigfaltigkeiten als Urbilder). Seien X und Y endlichdi-
mensionale reelle Riume und h : X © A — Y eine stetig differenzierbare Ab-
bildung, deren Differential d,h an jeder Stelle p € A surjektiv ist. So ist fiir alle
¢ € Y das Urbild M = h™'(c) eine Mannigfaltigkeit mit den Tangentialriiumen

T,M = ker(d,h)

Dick gezackelt die Niveaulinie einer
Funktion 2 : R?> U — R durchp € U.
Ist d,h surjektiv, so 148t sich A wie beim

Beweis von 4.2.20 durch eine lineare

Abbildung, etwa I(z,y) = y, zu einem
lokalen Koordinatensystem ergénzen.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir X = R" und ¥V =
R™ annehmen und haben h = (hq,...,h,,). Fir jedes p € M finden wir si-
cher lineare Abbildungen [y,...,l; : X — R derart, da} das Differential von
g=(ly,..., Ik, h1,..., hy)in p bijektiv ist. Nach dem Umkehrsatz 4.1.2 erhalten
wir so ein lokales Koordinatensystem auf einer Menge U mit p € U G A. Das

Tupel von Funktionen (l4,...,lg, hy — c1,..., hy — ¢,) ist dann ein an M ange-
palBites lokales Koordinatensystem in X. Die Beschreibung der Tangentialrdume
folgt unmittelbar. 0
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Beispiel 4.2.21. Die Sphiren S” = {z € R"*" | 2 + ... + 22, = 1} sind
n-Mannigfaltigkeiten in R"™!, denn das Differential von h : © — x4+ ...+ 22,
ist surjektiv an jeder Stelle von R"*'\0. An einer Stelle p € S™ ist [d,h] =
(2p1, - - -, 2pns1) und der Kern der durch diese Zeilenmatrix gegebene Linearform
ist das orthogonale Komplement zum Ortsvektor p unter dem Standardskalarpro-
dukt, in Formeln

TpSn = {p}l

Ubungen

Ubung 4.2.22. Eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen Teilmen-
ge eines endlichdimensionalen reellen Raums in einen weiteren endlichdimensio-
nalen reellen Raum hat offenes Bild, wenn ihr Differential an jeder Stelle surjektiv
ist. Ist unsere stetig differenzierbare Abbildung zusétzlich injektiv, so ist ihre Um-
kehrabbildung stetig und sogar stetig differenzierbar.

Ubung 4.2.23. In der Situation von 4.2.20 ist allgemeiner auch fiir jede Mannigfal-
tigkeit C' C Y ihr Urbild M = h~!(C) eine Mannigfaltigkeit in X der Dimension
dim X —dimY +dim C.

Ubung 4.2.24. Man zeige: Ist V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
( , ) eine von Null verschiedene symmetrische Bilinearform auf V und ¢ € R
eine Konstante, so ist M = {v € V\0 | (v,v) = ¢} eine Hyperfliche in V'
mit Tangentialraumn T, M = trans{w € V | (v,w) = 0} unter der iiblichen
Identifikation trans : V = V oder abkiirzend geschrieben

T,M = vt

Hinweis: Man erinnere das Differential bilinearer Abbildungen 2.6.5.

Ubung 4.2.25. Sind X, Y endlichdimensionale reelle Riume und M C X sowie
N C Y Mannigfaltigkeiten, so ist auch M x N C X x Y eine Mannigfaltigkeit
und die linearen Anteile der Projektionen liefern einen Vektorraumisomorphismus

T (M x N) = T,M x T,N

4.3 Implizite Funktionen

Satz 4.3.1 (iiber implizite Funktionen, geometrische Fassung). Seien X Y
endlichdimensionale Rédume und M C X X 'Y eine Mannigfaltigkeit. Liefert der
lineare Anteil der Projektion auf X an einer Stelle (p,q) € M einen Isomorphis-
mus

TpaM = X
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zwischen dem Tangentialraum an M und dem Richtungsraum von X, so gibt es
P,Qmitp € P© X undq € QQ @Y derart, daf$ M N (P x Q) der Graph einer
C'-Abbildung o : P — Q ist.

4.3.2. Diese Funktion ¢ hei3t dann die ,,durch M implizit gegebene Funktion®.
Sobald Sie einmal den Zusammenhangsbegriff kennengelernt haben, mogen Sie
zur Ubung zusitzlich zeigen, da3 im Fall von festem zusammenhingenden P alle
moglichen Wahlen fiir () dieselbe implizite Funktion ¢ : P — Y liefern.

Beweis. Seien k die Dimension von M und (U, g) ein System von an M angepaB-
ten lokalen Koordinaten um (p,¢) und g~' : g(U) = U die Umkehrabbildung,
ein C'-Diffeomorphismus von ¢(U) @ R" nach U @ (X x Y). Offensichtlich
induziert das Differential von g~ bei g(p, ¢) einen Vektorraumisomorphismus

RF x 05 TpoM

Nach Annahme induziert also das Differential von pry og~' bei g(p,q) einen
Vektorraumisomorphismus R x 0 = X. Nach dem Umkehrsatz 4.1.2 induziert
pry og~! mithin einen C!-Diffeomorphismus ¢ : A = B zwischen einer offe-
nen Umgebung A @ g(U) N (R* x 0) von ¢(p, q) und einer offenen Umgebung
B @ X von p. Indem wir sonst U geeignet verkleinern, diirfen wir sogar A =
g(U) N (R* x 0) annehmen. Fiir alle z € B ist dann ¢(z) := pry (¢~ (v "1 (2)))
das einzige y € Y mit (z,y) € M N U. Wihlen wir nun offene Umgebungen
P, @ X vonpund ) @ Y von ¢ mit P, x () C U und dann eine offene Umge-
bung P @ P, vonpmitx € P = ¢(z) € @, soist M N (P x Q) der Graph der
Cl-Abbildung ¢ : P — Q. 0

Satz 4.3.3 (iiber implizite Funktionen in Koordinaten). Gegeben sei eine stetig
differenzierbare Abbildung f : (RF x R™) © D — R™. Wir vereinbaren die Nota-
tion xy,...,%, Y1, - - -, Ym fiir die Variablen. Ist in diesen Notationen die Matrix

(5.
;) i1

nicht ausgeartet an einer Stelle (p,q) € D, so gibt es P,Q mitp € P @ R* und
g€ Q cR™und P x QQ C D derart, daf

{(z,y) e Px Q| fz,y) = f(p.a)}

der Graph einer C'-Funktion ¢ : P — Q ist. Die partiellen Ableitungen der
Komponenten von ¢ werden dann gegeben durch die Matrix-Gleichung

-1
()--(3.) (F..)
axk z ayj (z,0(x)) afL'k (z,p())
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4.3.4. In dieser Sprache ausgedriickt kann also ein System von m Gleichungen in
m + k Unbekannten ,,im allgemeinen und ,,lokal” in der Weise aufgelost wer-
den, daB3 wir k£ der Unbekannten frei wihlen und die restlichen m Unbekannten
dadurch im wesentlichen eindeutig festgelegt werden.

Beweis. Indem wir D verkleinern, diirfen wir annehmen, da3 f nicht nur bei
(p, q), sondern an jeder Stelle von D surjektives Differential hat. Damit ist

M = {(z,y) € D | f(z,y) = f(p,a)}

nach 4.2.20 eine k-Mannigfaltigkeit. Der Tangentialraum an M in (p, ¢) ist nach
4.2.9 der Schnitt der Kerne der d; 4 f; und trifft nach Annahme den Teilraum
0 x R™ nur in Null. Da er die Dimension £ hat, muf} die Projektion auf R” folg-
lich einen Isomorphismus T, ;)M — R¥ induzieren und die erste Aussage folgt
unmittelbar aus der geometrischen Fassung des Satzes iiber implizite Funktionen
4.3.1. Mit der Kettenregel folgt nun

id
d =
(@) © <dx w) 0

Schreiben wir darin d, ,(,)) f als Zeilen-Blockmatrix, so ergibt sich sofort die
behauptete Formel fiir das Differential. [

Beispiel 4.3.5. Wir betrachten f : R x R — R, f(z,y) = 2> + y* und (p,q) =
(0,1). Da g—i nicht verschwindet bei (0, 1), sind die Voraussetzungen des Satzes
erfullt. Ein mogliches Paar (U, V') bestiinde aus U = (—1,1), V = (0, 00) und
die zugehorige implizite Funktion ist ¢(x) = v/1 — 2. Unsere implizite Funktion
sucht sich in diesem Fall fiir jedes ©+ € (—1,1) dasjenige positive y = @(z)
aus, fiir das der Punkt (x,y) auf dem Einheitskreis liegt. Die Ableitung dieser
impliziten Funktion ergibt sich mit unserer Regel richtig zu

dp  (Of\'[Of\  2a @

or (83/) (896) 2y 122
Beispiel 4.3.6. Wir betrachten f(x,y) = y> + zy? — 3 als eine Schar von Poly-
nomen in y mit Parameter x. Fiir den Parameter x = 2 ist y = 1 eine Nullstelle,
f(2,1) = 0. Wir wollen nun untersuchen, wie diese Nullstelle ,,mit dem Parameter
x wackelt*, und wenden dazu den Satz iiber implizite Funktionen an. Die partielle
Ableitung nach y ist f, = 3y* + 2xy, insbesondere haben wir f,(2,1) =7 # 0
und nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es folglich ¢ > O und 6 > 0
derart, daB fiir alle z € (2 — ¢,2 + ¢) das Polynom f(z, ) genau eine Nullstelle
y = ¢(x) € (1 —9,1+ ) hat. Diese Funktion ¢ ist zwar schwer explizit anzuge-
ben, aber der Satz sagt uns, daB sie in einer Umgebung von = = 2 differenzierbar
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ist, und ihre Ableitung bei x = 2 kennen wir auch: Wir haben niamlich f, = y?,
f2(2,1) = 1 und folglich

P2 =—1,21)"f(2,1) = _%

Betrachten wir stattdessen h(x,y) = y* — x, so ist fir z = 0 natiirlich y = 0
eine Nullstelle, aber Entsprechendes gilt keineswegs: Schieben wir x etwas ins
Negative, so hat h(x, ) iiberhaupt keine reelle Nullstelle mehr, schieben wir x

Die Graphen von h(0, ), h(—1/2, )
und A(1/2, ) fiir die Funktion
h(z,y) = y* — x vom Ende des
Beispiels 4.3.6. Hier ist y die
horizontale Koordinate. Dies Bild
interpretiert diesselbe Formeln wie
das vorige in der alternativen
Anschauung der ,,Abhingigkeit der
Nullstellen von den Parametern®.

dahingegen etwas ins Positive, so werden aus unserer Nullstelle plotzlich zwei
Nullstellen, wie das nebenstehende Bild illustriert. Das zeigt, da3 die Bedingung
an die Ableitung auch wirklich notwendig ist.

Satz 4.3.7 (iiber implizite Funktionen in vollstiindigen Rdumen). Gegeben sei-
en vollstindige normierte Ridume X,Y und eine stetig differenzierbare Abbildung
f: (X xY) oD — Y. An einer Stelle (p,q) € D induziere das Differential
einen stetigen Isomorphismus mit stetiger Umkehrabbildung

d(pg) foing : Y 5Y

So gibtes P,QQmitp € P © X undq € () @Y von qgmit P x () C D derart, dafs
{(z,y) € Px Q| f(z,y) = f(p,q)} der Graph einer C*-Funktion ¢ : P — Q
ist. Diese Funktion hat dann bei x € P das Differential

dop = = (d(z () f 0 Ig) 0 (dap@yf 0 ing)

4.3.8. Hier konnen wir uns nicht mehr auf den Beweis der geometrischen Fassung
stiitzen, ja der Satz in seiner geometrischen Fassung 4.3.1 gilt gar nicht mehr in
dieser Allgemeinheit. Umgekehrt konnen wir aus dieser Fassung leicht die beiden
anderen Fassungen folgern. Sie ist also stérker, ist jedoch meiner Anschauung
schlechter zugénglich.
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Beweis. Wir setzen b := f(p, ¢) und betrachten die Abbildung

F:=(pry,f): D — XxY
(z,y) = (z,f(z,9))

Thr Differential bei (p, ¢) hat im Sinne von [LA1] 2.4.13 Block-Gestalt
id ¢ 0
dpgf oing dggfoing

und ist insbesondere invertierbar mit stetiger Umkehrabbildung. Nach der entspre-
chend allgemeinen Fassung des Umkehrsatzes gibt es also P, Q, W mitp € P ©
Xundge @ aYund F(p,q) € W @ X x Y derart, daB gilt P x ) C D und
daB F einen C'-Diffeomorphismus

F:PxQ3W

liefert. Die Umkehrabbildung G := F~! : W = P x (Q hat dann offensichtlich
die Gestalt (z,y) — (z, g(z,y)) fiir geeignetes g : W — X. Nuniist f(x,y) = b
gleichbedeutend zu F'(z,y) = (z,b) und unter den Zusatzannahmen (z,y) €
P x @Q und (z,b) € W ist das weiter gleichbedeutend zu (z,y) = G(z,b) alias
x = g(z,b). Verkleinern wir falls nétig P derart, da} zusitzlich gilt P x {b} C
W, so gibt es zu jedem x € P genau ein y = ¢(x) € Q mit f(z,y) = b,
namlich p(z) = g(x,b). Die so definierte Funktion ¢ ist stetig differenzierbar
nach dem Umkehrsatz. Ihre Ableitung bei « € U ergibt sich leicht, wenn man
die Definitionsgleichung f(x,¢(x)) = b als Abbildung U — Y auffafit und auf
beiden Seiten das Differential an der Stelle  nimmt. Mit der Kettenregel folgt

namlich .
1
d z,0(x f © ( ) =0
(z,0(x)) Ay

Zerlegen wir darin d(; o(2)) [ = (d(z,p())f 0 g, d(z,p()) foiny ) als Zeilen-Block-
matrix im Sinne von [LA1] 2.4.13, so ergibt sich sofort die behauptete Formel fiir
das Differential. O

Ubungen

Ubung 4.3.9 (Mannigfaltigkeiten als lokale Graphen in Koordinaten). Ge-
geben eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit M/ C R™ gibt es fiir jeden Punkt
p € M eine offene Umgebung U @ R” und eine Permutation o € S,, derart, daf3
M N U unter der entsprechenden Permutation der Koordinaten dem Graph einer
C'-Abbildung R* © W — R"* entspricht. Zum Beispiel ist jede Einsmannig-
faltigkeit der Ebene R? lokal entweder Graph einer reellwertigen C!'-Funktion der
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x-Koordinate oder der an der Hauptdiagonalen gespiegelte Graph einer reellwer-
tigen C!-Funktion der y-Koordinate.

Ubung 4.3.10. Man zeige, daB das Kreuz aus den beiden Koordinatenachsen in
R? keine Mannigfaltigkeit ist.

Ubung 4.3.11. Wir betrachten das Polynom f(z, v, 2) = 2"y*2 + zy2° und finden
f(1,1,1) = 2. Man zeige, daB es auf einem hinreichend kleinen Ball B C R?
um (1, 1) genau eine stetige Funktion ¢ : B — R gibt mit p(1,1) = 1 und
f(z,y,¢(z,y)) = 2 und bestimme bei (1, 1) deren partielle Ableitungen ¢, ¢,,.

Ubung 4.3.12 (Schnitt von Mannigfaltigkeiten). Man zeige: Gegeben in einem
endlichdimensionalen reellen Raum X zwei Mannigfaltigkeiten M, N C X und
ein Punktp € M NN mit T,M + T,N = X gibtes U mit p € U @ X derart,
daB U N M N N eine Mannigfaltigkeit ist und es gilt

T,(MNN)=T,MNT,N

4.4 Karten und Koordinatensysteme

Proposition 4.4.1 (Mannigfaltigkeiten als Bilder). Seien X ein n-dimensiona-
ler reeller Raum und k > 0. Eine Teilmenge M C X ist eine k-Mannigfaltig-

keit genau dann, wenn es fiir jeden Punkt p € M eine stetig differenzierbare
Abbildung ¢ : RF oW — X gibt derart, daf3 gilt:

1. pep(W)c M;
2. d,p ist injektiv fiir alle x € W;

3. st injektiv und o= : (W) — W ist stetig.

Ein Beispiel einer Teilmenge M der

Q_Q Papierebene, die keine
A ﬁ_> Untermannigfaltigkeit ist und fiir
W M die die Bedingung aus 4.4.1 erfiillt
J wire, wenn wir von unseren Karten
nicht auch noch fordern wiirden, daf3

ihre Umkehrabbildungen stetig sind.

4.4.2. Ein Paar (W, ¢) wie in der Proposition nenne ich eine Karte der Mannig-
faltigkeit M. Eine Karte der Stadt Freiburg kann als eine Variante dieses Begriffs
verstanden werden, bei der I/ ein Blatt Papier ist und bei der das Bild einiger
Punkte unseres Blatts unter der Abbildung ¢ in das wirkliche Freiburg durch bild-
liche Symbole auf besagtem Blatt angedeutet wird.

85



4.4.3. Eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen heifit ganz allgemein ein
Homoomorphismus, wenn sie stetig und bijektiv ist und auch ihre Umkehrab-
bildung stetig ist. In dieser Terminologie fordert Bedingung 3 oben, dal ¢ einen
Homoomorphismus ¢ : W = (W) induziert. Zwei topologische Rdume heilen
homoomorph, wenn es zwischen ihnen einen Homdomorphismus gibt.

4.4.4. Im Fall £ = 0 stellt bereits die erste Bedingung sicher, daf jeder Punkt von
M offen ist in M, so da3 M in der Tat eine nulldimensionale Untermannigfaltig-
keit von X ist.

Beweis. Ist M C X eine k-Mannigfaltigkeit und (U, g) ein an M angepaltes lo-
kales Koordinatensystem von X, sagen wir g : U = ¢g(U) @ R". Bezeichne wei-
ter i : R < R" die Nullen anhéngende Abbildung. So ist fiir W := i~(g(U))
die Komposition g~toi : W — M eine Karte von M. Folglich hat eine Mannigfal-
tigkeit um jeden Punkt mindestens eine Karte. Ist andererseits ¢ : W — M C X
eine Karte von M um p mit W @ RF¥, so konnen wir Vektoren v, ..., v, ) € X
finden derart, daf3 das Differential von

5: WxR"* o X
(w,t1, ... tng) = pw)+tv+ ..+ by kU g

im Punkt (¢ ~1(p), 0"~*) bijektiv ist, mit 0"~* als Abkiirzung fiir die einelemen-
tige Menge {0} C R"*. Nach dem Umkehrsatz 4.1.2 induziert % einen C-
Diffeomorphismus von einer offenen Umgebung G @ W x R"* des Punktes
(¢~ (p),0"*) mit einer offenen Umgebung U @ X von p. Das lokale Koordi-
natensystem (U, @~ 1) von X um p kinnen wir nun zu einem an M angepaBten
lokalen Koordinatensystem von X um p machen, indem wir seinen Definitions-
bereich so verkleinern, daB er ,,M nicht zu oft trifft*. Genauer ist i~!(G) offen
in TV und damit ¢(:~!(G)) offen in ¢ (W) und damit offen in M, aufgrund der
Stetigkeit von ¢! und unserer Bedingung o(W) @ M. Also gibt es U; @ X mit
©(i"Y(G)) = M N U,. Dann setzen wir U = U N Uy und g := ¢~ : U — R™ ist
das gesuchte an M angepalite lokale Koordinatensystem von X um p. 0

4.4.5. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und M C X eine k-
Mannigfaltigkeit. Unter einem lokalen Koordinatensystem von )/ verstehen wir
ein Paar (V,r) bestehend aus einer offenen Teilmenge V' @ M und einem Ho-
moéomorphismus 7 : V' = W mit einer offenen Teilmenge W @ R* derart, daB
(W,r~!) eine Karte von M ist. Die Komponenten rq,...,7 : V. — R von r
nennen wir dann die lokalen Koordinaten unseres Koordinatensystems. Salopp
gesprochen ist also ein lokales Koordinatensystem einer Mannigfaltigkeit schlicht
die Umkehrabbildung zu einer Karte. Viele Autoren verwenden allerdings auch
eine andere Terminologie und verstehen unter einer Karte das, was wir ein Koor-
dinatensystem genannt haben.
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Ein Bild zum Beweis von 4.4.1 imFalln =k =1
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4.4.6 (Verschiedene Arten lokaler Koordinatensysteme). Sei X ein endlichdi-
mensionaler Raum. Wir unterscheiden zwischen einem lokalen Koordinatensys-
tem einer Mannigfaltigkeit A/ C X und einem an eine Mannigfaltigkeit M/ C X
angepaBten lokalen Koordinatensystem von X. Im Fall der Mannigfaltigkeit X C
X fallen diese Begriffe zwar zusammen, im allgemeinen jedoch hat ein lokales
Koordinatensystem einer Mannigfaltigkeit M nur dim M Koordinaten und dise
sind nur Funktionen auf einer offenen Teilmenge von M.

Beispiel 4.4.7. Lokale Koordinaten um einen Punkt der Erdoberfliche, der nicht
gerade auf dem sogenannten ,Nullmeridian® liegt, sind etwa die Lingen- und
Breitengrade.

Beispiel 4.4.8. Im Fall einer n-Mannigfaltigkeit M in einem n-dimensionalen
Raum X alias einer offenen Teilmenge M G X ist ein lokales Koordinatensystem
von M dasselbe wie ein lokales Koordinatensystem von X im Sinne von 4.2.2 mit
einem in M enthaltenen Definitionsbereich.

4.4.9 (Lokale Erweiterungen lokaler Koordinatensysteme). Seien X ein re-
eller Raum der Dimension dimg X = n und M C X eine k-Mannigfaltigkeit
und p € M ein Punkt. Ist (V, (ry,..., 7)) ein lokales Koordinatensystem von
M um p, so gibt es nach dem Beweis von 4.4.1 sogar ein an M angepalites lo-
kales Koordinatensystem (U, (g1, ..., 9,)) von X um p mit (U N M) C V und
gilunm = riluan fiir 1 <@ < k. Wir sagen dann, das lokale Koordinatensystem
(U,g) von X um p sei eine lokale Erweiterung unseres lokalen Koordinaten-
systems (V,r) von M um p und notieren so eine lokale Erweiterung statt (U, g)
gerne
(V,7)

Beispiel 4.4.10. Lokale Koordinaten um einen Punkt der Erdoberfliche, der nicht
gerade auf dem sogenannten ,Nullmeridian® liegt, sind etwa die Lidngen- und
Breitengrade. Wenn wir diese Funktionen in hoffentlich offensichtlicher Weise
auf die Lufthiille und Punkte der Erdkruste nicht allzuweit unter der Erdoberfliche
ausdehnen und die Hohe iiber dem Meeresspiegel als dritte Koordinate hinzuneh-
men erhalten wir eine lokale Erweiterung dieses lokalen Koordinatensystems der
Erdoberfliche zu einem lokalen Koordinatensystem des Raums.

4.4.11 (Partielle Ableitungen in Bezug auf lokale Koordinaten). Ist )M eine
Mannigfaltigkeit und bilden Funktionen 1, ...,7r; : M ©V — R ein System von
lokalen Koordinaten von M, also r = (ry,...,r) : M @2V = W @ R¥, und ist
f 'V — R eine weitere Funktion, so bezeichnen wir mit

of _0(for™)

—_— = —— 07

073- 073-
die Funktion V' — R, die unter der zugehorigen Karte ¢ = r~! : W 5 V
der partiellen Ableitung ‘9(5—;“") entspricht, wenn denn f o ¢ : W — R partiell
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differenzierbar ist nach der i-ten Variablen. Dabei gilt es zu beachten, daf} die ¢-
te partielle Ableitung, auch wenn das aus der Notation nicht direkt hervorgeht,
von der Wahl aller lokalen Koordinaten abhingt und keineswegs nur von Wahl
der i-ten Koordinate. Im Fall einer Einsmannigfaltigkeit // mit einem lokalen
Koordinatensystem aus einer einzigen Koordinate  : M 9V = W @ R schreibt
man statt % fiir gewohnlich

df

dr

Definition 4.4.12. Sind (W,, ¢,) und (W3, ps) zwei Karten einer Mannigfaltig-
keit M, so setzen wir W,5 = ¢, ' (p3(1W3)) und nennen die Abbildung

Ppa = @El 0 Yo i Wap = Waqa
den Kartenwechsel zwischen unseren beiden Karten.

Proposition 4.4.13. Seien X, Z endlichdimensionale reelle Ridume und M C X
eine k-Mannigfaltigkeit und (V,r) ein System lokaler Koordinaten von M. Sei
Vv Z DA —V gegeben mit A C Z halboffen und iop : Z DO A — X stetig
differenzierbar. So ist die Verkniipfung von i mit unserer Koordinatenabildung
eine stetig differenzierbare Abbildung

rov:Z>A—=RF

4.4.14 (Kartenwechsel sind Diffeomorphismen). Insbsondere sind in den Nota-
tionen von 4.4.12 unsere Kartenwechsel C!-Diffeomorphismen, denn die Umkehr-
abbildung @' : M ©3(Ws) = W unserer zweiten Karte ist per definitionem
ein lokales Koordinatensystem (V,7) von M und ¢ := ¢, : R* W, — M wird
stetig differenzierbar beim Nachschalten der Einbettung 7 : M — X.

Beweis. Die Hauptschwierigkeit beim Verfolgen dieses Beweis liegt darin, dal3
man sich einige Einbettungsabbildungen dazudenken muf3. Notiert man diese alle,
wird es aber auch schnell uniibersichtlich. Gegeben a € A finden wir nach 4.4.9
eine lokale Erweiterung (V,7) von (V,r) zu einem lokalen Koordinatensystem
von X um 1(a). Wir haben also

Tolp:(Fl,...,fk>O’iow

auf ¢)~1(V') und die rechte Seite ist eine Verkniipfung von C'-Abbildungen zwi-
schen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler affiner Rdume. Die Abbil-
dung r o 1 ist also C! auf einer offenen Umgebung von a in A. Da das fiir alle
a € A gilt, ist sie damit C! auf ganz A. O
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Ubungen

Ubung 4.4.15. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Gegeben eine Karte
(W, ¢) einer Mannigfaltigkeit M C X und ein Punkt p € T gibt es stets ein
Paar (U, g) bestehend aus einer offenen Umgebung U @ X von ¢(p) und einer
C'-Abbildung g : U — W derart, daB gilt g(¢(y)) = y fiiralle y € o~ (U).

Ubung 4.4.16. Der Doppelkegel {(z,y,2) | #* + y?> = 2%} ist keine Mannig-
faltigkeit in R®. Auch die Teilmenge aller seiner Punkte mit nichtnegativer z-

Koordinate ist keine Mannigfaltigkeit in R3. Entfernen wir aus dem Doppelkegel
jedoch den Ursprung, so erhalten wir eine Mannigfaltigkeit in R3.

Ubung 4.4.17. Gegeben X C Y ein endlichdimensionaler reeller Raum mit einem
affinen Teilraum ist eine Teilmenge M C X eine Mannigfaltigkeit in X genau
dann, wenn M eine Mannigfaltigkeit in Y ist.

Ubung 4.4.18 (Tangentialriume durch Karten). Gegeben X ein endlichdimen-
sionaler reeller Raum und M C X eine Mannigfaltigkeit und (W, ) eine Karte
von M gilt fiir alle z € W die Identitit

Tgo(x)M = im(dxgo)

Ubung 4.4.19. Gegeben M C X eine Mannigfaltigkeit in einem endlichdimen-
sionalen reellen affinen Raum heifle eine Funktion f : M — R differenzierbar,
wenn fiir jede Karte ¢ von M die Verkniipfung f o ¢ differenzierbar ist. Man zei-
ge: Gegeben eine differenzierbare Funktion f : M — R und ein Punkt p € M
und ein Tangentialvektor v € T}, M gibt es genau eine reelle Zahl

D, f

mit der Eigenschaft, da} fiir jede Karte ¢ von M um p und ¢ den Punkt mit
©(q) = pund w den Vektor mit d,p : w +— v gilt D, f = (Dy,(f o ¢))(q). Diese
reelle Zahl heifit die Richtungsableitung von f in Richtung v.

4.5 Extrema auf Mannigfaltigkeiten

Satz 4.5.1 (Extrema unter Nebenbedingungen). Seien X ein endlichdimensio-
naler reeller Raum, h : X 92U — R™ stetig differenzierbar und p € U ein Punkt
mit d,h surjektiv. Wir setzen

M :={qeU|h(q) =h(p)}

Besitzt dann fiir eine differenzierbare Funktion f : U — R ihre Einschrinkung
f|ar ein lokales Extremum bei p, so gibt es Ay, ..., A\, € R mit

dpf = A dphy + o+ A Ay,
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Dies Bild soll den Satz iiber Extrema mit Nebenbedingungen veranschaulichen
fiir den Fall einer Funktion f auf der Papierebene, hier angedeutet durch einige
gestrichelt engezeichnete Niveaulinien, die maximiert werden soll unter einer
Nebenbedingung h, hier angedeutet durch die fett eingezeichnete Kurve M der
Punkte, bei denen sie erfiillt ist. Es scheint mir anschaulich recht offensichtlich,
da} Extrema von f auf M nur an Stellen p € M zu erwarten sind, an denen der
Gradient von f senkrecht steht auf M, also ein Vielfaches des Gradienten von h
ist. Im Bild hitten wir etwa grob geschitzt (grad f)(p) = —3(grad 2)(p).
Allerdings ist es fiir reellwertige Funktionen auf der Papierebene streng
genommen erst nach der Wahl eines Maf3stabs sinnvoll, von Gradienten zu reden,
und in allgemeineren Féllen erst nach Wahl eines Skalarprodukts auf dem
Richtungsraum, weshalb ich im Satz die koordinatenfreie Formulierung mit
Differentialen vorgezogen habe.
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4.5.2. In der Situation des Satzes nennt man ein lokales Extremum der Restrik-
tion f|y; auch ein lokales Extremum von f unter den Nebenbedingungen
hi(q) = ¢1,...,hm(q) = ¢, fur ¢ := h(p). Die \; heiBien die Lagrange’schen
Multiplikatoren. Im Fall X = R" kann man unsere Bedingung dahingehend in-
terpretieren, daf} der Gradient der Funktion f in p auf M senkrecht stehen muf,
oder auch, dal der Gradient der Funktion f in p eine Linearkombination der Gra-
dienten der Nebenbedingungen sein muf. Die Bedingung ,,d,,/» surjektiv‘ hinwie-
derum kann man dahingehend interpretieren, dal die Gradienten der h; bei p linear
unabhingig sein sollen.

Beweis. Indem wir U verkleinern, diirfen wir nach 4.1.18 ohne Beschriankung der
Allgemeinheit annehmen, daf3 d A surjektiv ist fiir alle ¢ € U. Nach 4.2.20 ist
dann M C X eine Mannigfaltigkeit. Ist ¢ : W — M eine Karte von M um p mit
p = @(w), so hat f|y~y ein lokales Extremum bei p genau dann, wenn f o ¢ ein
lokales Extremum bei w hat. Nach 3.4.16 ist eine notwendige Bedingung dafiir
dy(f o) =0, als da heit d,,f o d,,o = 0. Andererseits haben wir h o ¢ = 0,
also d,hod, e = 0. Aus Dimensionsgriinden bilden die d,h; fiir 1 < ¢ < m sogar
eine Basis fiir den Untervektorraum von X * aller Linearformen, die auf dem Bild
von d,, ¢ verschwinden. Verschwindet auch d, f auf diesem Teilraum, so muf3 es
folglich als Linearkombination der d,h; geschrieben werden kdnnen. [

Beispiel 4.5.3. Wir suchen lokale Extrema der Funktion f : (x,y) — x + y auf
dem Einheitskreis M = S! alias unter der Nebenbedingung x? + 3?> = 1. Diese
Nebenbedingung bedeutet, daB die Funktion & : (z,y) — x* + y* den Wert 1
annehmen muf. Lokale Extrema konnen nach unserem Satz nur an Stellen p € M
mit d,f = A\d,h angenommen werden, also an Stellen p = (z,y) € S’ mit
(1,1) = A(2z, 2y). Damit kommen nur die beiden Stellen (—1/+v/2, —1/+/2) und
(1/+/2,1/+/2) in Frage. Hier ist offensichtlich die erste ein lokales Minimum und
die zweite ein lokales Maximum.

Beispiel 4.5.4. Wir suchen lokale Extrema der Funktion f : (z,y,2) — ax +
by + cz auf dem Einheitskreis M = S! x 0 in der zy-Ebene, d.h. unter den
beiden Nebenbedingungen hy(z,y,2) = 2° + y?> = 1 und hy(z,y,2) = z = 0.
Lokale Extrema konnen nach unserem Satz nur an Stellen p € M angenommen
werden, fiir die es A\, Ao € R gibt mit d,f = A\; d,hy + A2 dyhe, also an Stellen
(x,y,2) € M mit

(a,b,c) = A\ (22,2y,0) + X2(0,0,1)

Daraus folgt jedoch schnell \; = ¢, und unter der zusitzlichen Voraussetzung
(a,b) # (0,0) kommen nur die beiden Stellen +(a? + b*)~'/2(a, b,0) in Frage.
Wieder ist hier offensichtlich die eine ein lokales Minimum und die andere ein
lokales Maximum.
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Proposition* 4.5.5 (Hinreichende Bedingungen fiir Extrema). Seien U © R"
offen und h : U — R™ sowie f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Sei
p € U gegeben mit d,h surjektiv und sei M = {q € U | h(q) = h(p)}. Sei
unsere notwendige Bedingung d,,f = A\ dyhy + ... + A, dphy, fiir ein Extremum
der Restriktion f|y; bei p erfiillt und sei

Q:=dPf— X\ dPh; —... = A dPhy,

die quadratische Form auf R", die durch die angegebene Linearkombination von
Hesse-Matrizen entsteht. So gilt:

1. Ist unsere quadratische Form Q) positiv definit auf ker(d,h), so hat f|yr bei
p ein isoliertes lokales Minimum,

2. Ist unsere quadratische Form () negativ definit auf ker(d,h), so hat f|y bei
p ein isoliertes lokales Maximum;

3. Ist unsere quadratische Form () indefinit auf ker(d,h), so hat f|p bei p
weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum.

Beweis. Wir beginnen wie beim Beweis des Satzes 4.5.1 iiber Extrema unter Ne-
benbedingungen. Indem wir U verkleinern, diirfen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, daf3 d A surjektiv ist fiir alle ¢ € U. Nach 4.2.20 ist
dann M C X eine Untermannigfaltigkeit. Es sei erwéhnt, daB} ker(d,h) = T,M
nach 4.2.20 der Tangentialraum an unsere Mannigfaltigkeit M im Punkt p ist. Ist
¢ : W — M eine Karte von M um p mit p = ¢(w), so hat f|y~y ein lokales Ex-
tremum bei p genau dann, wenn f o ein lokales Extremum bei w hat. Nach 3.4.16
ist eine notwendige Bedingung dafiir d,,(f o ¢) = 0, als da heiBt d,, f o d,,0 = 0,
und wir hatten bereits gesehen, wie sich diese Bedingung iibersetzt in die Be-
dingung der Existenz der Lagrange’schen Multiplikatoren. Nun approximiert die
polynomiale Abbildung

P+ f(0)+ (@)@ + 5(d2 1))

unsere Funktion f bei p bis zu zweiter Ordnung im Sinne von 3.3.2. Ebenso ap-
proximiert die polynomiale Abbildung

Wt ks () + () (K) + 2 (AD0)(R)

unsere Funktion ¢ bei w bis zu zweiter Ordnung. Nach 3.3.6 approximieren folg-
lich die Anteile vom Grad hochstens Zwei von deren Komposition alias die poly-
nomiale Abbildung

Wt ks felw) + 3@ D) (k) + 54N (D) R)
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unsere Funktion f o ¢ bei w bis zu zweiter Ordnung. Andererseits liefern die
Bedingungen h; o ¢ = h;(p) bei Ubergang zu den Approximationen bis zum Grad
Zwei bei w die Identititen (df) hi)((dwe) (K))+(dphi) ((dg)gp) (k)) = 0 und damit

(d)([AP0)(k) = — Z Ai(dP i) ((due) ()

Auf diese Weise konnen wir die Approximation zur Ordnung Zwei von f o ¢ bei
w umschreiben zu

Wk e fo() + 50PN (dp)(4) — 5 37 M(APh) (duo) (1)

alias w + k — f(p(w)) + 3Q((dwe)(k)). Wegen unserer Erkenntnis im(d,,¢) =
ker(d,h) aus dem Beweis von 4.5.1 folgen unsere Behauptungen damit aus den
Resultaten zu Extremwerten ohne Nebenbedingungen 3.4.10. [

Ubungen

Ubung 4.5.6. Man bestimme die Extrema der Funktion f(z,y) = = + y auf der
Ellipse 22 + 2y% = 1. An welchen Stellen werden diese Extrema angenommen?

Ubung 4.5.7. Man bestimme die Extrema der Funktion f(z,y,2) = 2 +y + 2 auf
dem halben Ellipsoid {(z,y, z) | #* + 2y* + 322 =1,z > 0}.

4.6 Markov-Ketten*

4.6.1. Hier bespreche ich eine Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes, die
eigentlich eher in die lineare Algebra oder Wahrscheinlichkeitstheorie gehort.

4.6.2. Gegeben sei eine endliche Menge E, deren Elemente Zustidnde heiflen
mogen. Gegeben sei weiter eine (E x E)-Matrix ) mit Eintrdgen in [0, 1] und
Spaltensummen Eins, in Formeln eine Abbildung Q : E? — [0,1], (¢,7) +— Q;
mit ), ();; = 1 fiir alle j. Wir nennen ();; die Ubergangswahrscheinlichkeit
vom Zustand j in den Zustand ¢ und unsere Forderung ) . Q;; = 1 fiir alle j
bedeutet, dal} ,,vom Zustand j aus im néachsten Schritt mit Wahrscheinlichkeit Eins
wieder einer unserer Zustidnde erreicht werden soll*. Das Datum (F, () nennen
wir eine Markov-Kette. Beginnen wir mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p
auf I, also einer Abbildung p : &/ — R mit ), p(i) = 1, und fassen sie als
einen Spaltenvektor auf, so stellt sich nach einem Schritt die Verteilung ()p ein und
nach n Schritten die Verteilung Q" p. Wir stellen uns nun die Frage, unter welchen
Umstidnden die Folge der QQ"p fiir alle p konvergiert, unter welchen Umstidnden
ihr Grenzwert zusitzlich gar nicht von p abhédngt, und wie schnell unsere Folge
im Zweifelsfall konvergiert.
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Beispiel 4.6.3. Zu einem endlichen Kocher im Sinne von [LLA2] 9.6.2 mit der zu-
satzlichen Eigenschaft, da von jeder seiner Ecken mindestens ein Pfeil ausgeht,
erhalten wir die Markov-Kette der ,,zufilligen Wanderungen in unserem Kocher
wie folgt: Als Zustinde nehmen wir die Ecken des Kochers und denken uns dabei,
daB sich ein Wanderer an besagter Ecke befinden moge. In jedem Zeitschritt sucht
sich unser Wanderer dann zufillig einen ausgehenden Pfeil aus und wandert auf
diesem zur ndchsten Ecke. Verfeinern wir unsere Regel dadurch, dal wir jedem
Pfeil i <— j noch eine Wahrscheinlichkeit ();; zuordnen, mit der er von unse-
rem Wanderer ausgesucht wird, und fassen dafiir alle mehrfachen Pfeile zwischen
je zwei vorgegebenen Ecken zu einem einfachen Pfeil mit entsprechend hoherer
Wahrscheinlichkeit zusammen, so sind wir auch schon wieder beim allgemeinen
Fall gelandet.

Beispiel 4.6.4 (Urnenmodell von Ehrenfest). In zwei durch ein Loch verbun-
denen Kammern befinden sich insgesamt N > 1 nicht unterscheidbare Teilchen.
Wir betrachten den Raum E = {0,1,..., N} aller ,,Zustéinde*, wobei der Zustand
1 bedeuten moge, daBl sich ¢ Teilchen in der linken Kammer und die restlichen
N — i Teilchen in der rechten Kammer befinden. Als Ubergangswahrscheinlich-
keiten wihlen wir

0 sonst.

In jedem Zeitschritt wechselt also genau ein Teilchen die Kammer, und die Wahr-
scheinlichkeit, da3 das ein Teilchen aus einer Kammer mit j Teilchen ist, betrigt
genau j/N. In diesem Fall konvergiert die Folge (Q"p nicht fiir alle p, da sich
ja in jeder Kammer immer abwechselnd erst eine gerade und dann wieder eine
ungerade Anzahl von Teilchen befindet.

Satz 4.6.5 (Konvergenz endlicher Markov-Ketten). Ist bei einer endlichen Mar-
kovkette (E, Q) die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen je zwei Zustinden po-
sitiv, in Formeln Q;; > 0 V1, j, so gibt es genau eine stabile Verteilung s und fiir
jede Anfangsverteilung p gilt

lim Q"p=s

n—oo
Ergdnzung 4.6.6 (Bewertung von Seiten im Netz). Die Bewertung von Seiten im
Netz durch Suchmaschinen baut auf der Vorstellung auf, daf ein Surfer auf einer
gegebenen Seite jeden der Verweise zu weiteren Seiten mit gleicher Wahrschein-
lichkeit anklickt. Damit er nicht bei einer Seite hingenbleiben kann, die auf gar
keine weitere Seite verweist, denkt man sich dabei auf jeder Seite zusitzlich einen
Verweis angebracht, der einen beim Daraufklicken zu einer zufillig ausgesuchten
Seite schickt, und der mit derselben Wahrscheinlichkeit angeklickt wird wie alle
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anderen. Die durch diese Markovkette bestimmte stabile Verteilung ist dann die
gesuchte Bewertung von Seiten im Netz. Eine Seite ist damit desto hoher bewer-
tet, je mehr Seiten darauf verweisen, wobei Verweise von Seiten, die ihrerseits
hoher bewertet sind, entsprechend stirker gewichtet werden.

Beweis. Sicher beschreibt die Matrix ) einen Endomorphismus von Ens(F, R),
der jeden Vektor der Standardbasis ins Innere des positiven Quadranten kippt und
der die affine Hyperebene H = {(z;);cg | > z; = 1} auf sich selbst abbildet.
Es scheint mir damit anschaulich klar, dal () eine Kontraktion () : H — H
liefert und daB der Fixpunkt dieser Kontraktion, dessen Existenz durch den Ba-
nach’schen Fixpunktsatz 4.1.10 gesichert ist, im Innern des positiven Quadranten
Ens(E,R.() liegen muB. Um das zu beweisen reicht es zu zeigen, daBl @) be-
ziiglich irgendeiner Norm kontrahierend wirkt auf der linearen Hyperebene L, die
gegeben wird durch die Gleichung ) x; = 0. Wir zeigen das beziiglich der Norm
|z| = > |z;|. Sei 6 der kleinste Eintrag von Q. Schreiben wir Q = dU + R fiir U
die Matrix mit einer Eins in jedem Eintrag, so hat R nur nichtnegative Eintréige.
Damit erhalten wir fiir x € L unschwer

Qx| = |Rz| =) | Ry,
j

fir A = 1 — nd die Summe der Eintrdge von R in einer und jeder Spalte. Also ist
@ : H — H kontrahierend und hat genau einen Fixvektor s, dessen Koordinaten
alle positiv sein miissen. Alle anderen Eigenwerte von () miissen auch Eigenwerte
der Einschrinkung auf die lineare Ebene L mit der Gleichung > x; = 0 sein und
sind folglich im Absolutbetrag beschrinkt durch unsere Kontraktionskonstante
A=1-—nd. [

<> Ryjlagl = Nz
i
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5 Oberflache und Volumen

5.1 Uberdeckungen kompakter metrischer Riume

Eine Uberdeckung eines Quadrats
durch vier Kreisscheiben

Definition 5.1.1. Eine Uberdeckung einer Menge X ist ein System U/ C P(X)
von Teilmengen mit Vereinigung X = |, U. Unter einer Teiliiberdeckung
einer Uberdeckung U versteht man ein Teilsystem )V C U, das auch selbst bereits
eine Uberdeckung ist.

Definition 5.1.2. Eine offene Uberdeckung eines topologischen Raums ist eine
Uberdeckung, die aus offenen Teilmengen besteht.

Definition 5.1.3. Ein topologischer Raum heif3t kompakt und manchmal ausfiihr-
licher iiberdeckungskompakt, wenn jede offene Uberdeckung unseres Raums
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

5.1.4 (Diskussion der Terminologie). Nennen wir einen topologischen Raum
kompakt, so meinen wir a priori tiberdeckungskompakt. Hausdorffraume mit der
Eigenschaft, daf} jede Folge eine konvergente Teilfolge besitzt, heilen dahingegen
folgenkompakt. In der franzosischen Literatur ist eine abweichende Terminologie
tiblich, in der unsere iiberdeckungskompakten topologischen Riaume ,,quasikom-
pakt® genannt werden und in der diejenigen Ridume ,.kompakt* heilen, die wir
,uberdeckungskompakt und Hausdorff* nennen.

Satz 5.1.5 (Kompaktheit und offene Mengen). Ein metrischer Raum ist folgen-
kompakt genau dann, wenn er iiberdeckungskompakt ist.

Vorschau 5.1.6. Beispiele fiir einen folgenkompakten aber nicht iiberdeckungs-
kompakten Hausdorffraum finden Sie in [TM] 18.3.2.12 oder [AL] 5.4.7. Ein
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Beispiel fiir einen iiberdeckungskompakten aber nicht folgenkompakten Haus-
dorffraum ist der ,,Einheitsball des topologischen Dualraums mit der schwach-
*-Topologie der stetigen beschriankten Abbildungen R — R in Bezug auf die
Norm der gleichmifigen Konvergenz*. Besitzt in einem iiberdeckungskompak-
ten topologischen Raum jeder Punkt eine ,,abzdhlbare Umgebungsbasis®, so ist er
auch folgenkompakt mit demselben Argument, wie wir es im Beweis des Satzes
verwenden.

Beweis von Satz 5.1.5. Sei X ein metrischer Raum. Ist X nicht folgenkompakt, so
finden wir in X eine Folge ohne konvergente Teilfolge. Dann besitzt jeder Punkt
von X eine offene Umgebung, die nur endlich viele Folgenglieder enthilt, und
diese offenen Umgebungen bilden eine offene Uberdeckung von X ohne endliche
Teiliiberdeckung. Das zeigt die eine Richtung. Den Beweis der anderen Richtung
beginnen wir mit einem Lemma, das auch fiir sich genommen oft hilfreich ist.

Lemma 5.1.7 (Uberdeckungssatz von Lebesgue). Ist X ein folgenkompakter
metrischer Raum und U eine offene Uberdeckung von X, so gibt es ¢ > 0 derart,
dap fiir alle Punkte x € X der e-Ball B(x;¢) ganz in einer der iiberdeckenden
offenen Mengen U € U enthalten ist.

Erster Beweis. Giibe es kein solches € > 0, so konnten wir fiir jedes n € N>,
einen Punkt x,, € X finden derart, daB B(z,;1/n) in keinem U € U enthalten
wire. Durch Ubergang zu einer Teilfolge konnten wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit zusitzlich annehmen, da3 die Folge der x,, konvergiert, etwa gegen
x € X. Nun finden wir jedoch ein U € U mit x € U und dazu p > 0 mit
B(z;p) C U und dazu N mit d(zn,2) < p/2 und 1/N < p/2, und dann gilte
B(zn;1/N) C B(zn; p/2) C B(z; p) C U im Widerspruch zur Wahl der z,,. [

Zweiter Beweis. Man betrachte die Funktion f : X — R, gegeben durch die
Vorschrift

f(x) :=sup{r <1|EsgibtU € U mit B(z;r) C U}

Die Dreiecksungleichung liefert | f(x)— f(y)| < d(x,y), insbesondere ist f stetig.
Sicher diirfen wir X # () annehmen. Dann nimmt f nach 1.5.19 sein Minimum an
und jede positive Zahl echt unterhalb dieses Minimums ist ein mogliches e. [

Um die andere Implikation im Satz zu zeigen, seien nun X folgenkompakt und ¢/
eine offene Uberdeckung von X . Es gilt zu zeigen, daB sie eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Wihlen wir zu unserer Uberdeckung U/ ein ¢ wie im Uberde-
ckungssatz 5.1.7, so reicht es auch zu zeigen, da} es eine endliche Teilmenge
E C X gibt mit

X = U B(z;¢)

zel
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In der Tat liegt ja der e-Ball B(x;¢) um ein beliebiges + € X nach Wahl von
¢ schon in einem der U € U. Gibe es aber fiir ein ¢ > 0 keine endliche Uber-
deckung von X durch e-Bille, so konnten wir induktiv eine Folge (z,,),en kon-
struieren mit z,, & (Jo<,, B(z,;¢) fiir alle n, also d(xy, z,,) > € fiir n # m,
und diese Folge konnte keine konvergente Teilfolge haben im Widerspruch zur
Annahme. [

5.1.8. Sei X eine Menge. Unter einer Uberdeckung einer Teilmenge Y C X
durch Teilmengen von X versteht man ein Mengensystem &/ C P(X) mit Y C
Uvey U- Nach unseren Definitionen ist eine Teilmenge Y eines topologischen
Raums X kompakt fiir die induzierte Topologie genau dann, wenn jede Uber-
deckung von Y durch offene Teilmengen von X eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

Proposition 5.1.9. In einem Hausdorffraum ist jedes Kompaktum abgeschlossen.

5.1.10. Ausfiihrlicher gesagt ist also eine Teilmenge eines Hausdorffraums, die
mit der induzierten Topologie iiberdeckungskompakt ist, notwendig eine abge-
schlossene Teilmenge.

Beweis. Sei K C X unser Kompaktum in unserem Hausdorffraum. Es gilt zu
zeigen, daBl X'\ K offen ist in X. Gegeben p € X'\ K gilt es also, eine Umgebung
von p zu finden, die K nicht trifft. Fiir jedes ¢ € K finden wir nach Annahme
V; offen um p und U, offen um ¢ mit V, N U, = (. Die U, tiberdecken K, also
gibtes £ C K endlich mit K C (J,.p Uy Dannist V' := [, V, die gesuchte

Umgebung von p, die K nicht trifft. [

Lemma 5.1.11. Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raums ist stets
kompakt.

Beweis. Sei X unser kompakter Raum und A @& X abgeschlossen. Ist ¢/ ein
System von offenen Teilmengen von X, deren Vereinigung A umfaft, so schliefen
wir

ACUpeyU = X=X\A)UUpe, U
= X=(X\AHUUU...UU
= AcCcU,U...UU,

fiir geeignete Uy, ..., Uy € U. ]

Ubungen

Ubung 5.1.12 (Endliche Vereinigungen von Kompakta). Besitzt ein topologi-
scher Raum eine endliche Uberdeckung durch kompakte Teilmengen, so ist er
bereits selbst kompakt.
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Ubung 5.1.13 (Nichtleere Schnitte in Kompakta). Man zeige: Ein topologischer
Raum X ist kompakt genau dann, wenn fiir jedes System .A C P(X) von ab-
geschlossenen Teilmengen von X mit nichtleeren endlichen Schnitten auch der
gesamte Schnitt nicht leer ist, in Formeln (1), 4, A # 0.

Ergiinzende Ubung 5.1.14 (Satz von Dini). Eine monoton wachsende Folge ste-
tiger reellwertiger Funktionen auf einem kompakten Raum, die punktweise gegen
eine stetige Funktion konvergiert, konvergiert sogar gleichméBig. Hinweis: 5.1.13.

Ubung 5.1.15 (Bilder von Kompakta). Man zeige, daB das Bild eines kompakten
topologischen Raums unter einer stetigen Abbildung kompakt ist fiir die Spurto-
pologie. Insbesondere ist jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten
topologischen Raum beschrinkt.

Ergiinzende Ubung 5.1.16. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer offenen
Uberdeckung I/ zeige man: Eine Teilmenge Y unseres Raums ist genau dann ab-
geschlossen, wenn sie mit jeder Teilmenge unserer Uberdeckung abgeschlossenen
Schnitt hat, in Formeln

YAX & (YNU)QUYU €U

Die fraglichen Schnitte sollen hierbei abgeschlossen sein in U, nicht in X.

5.2 Transformationsformel

Definition 5.2.1. Seien X ein topologischer Raum und f : X — A eine Abbil-
dung in eine Menge mit ausgezeichnetem Element 0 € A. Der Triger von f ist
die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, auBBerhalb derer die Funktion den
Wert 0 annimmt. Man notiert ihn

supp f = f~'(A\0)
fiir englisch und franzosisch support.

Definition 5.2.2. Sei X ein topologischer Raum. Die Menge aller stetigen Funk-
tionen f : X — R mit kompaktem Triger bezeichnet man mit C.(X, R) und wir
in diesem Skript mit

C! (X ) R)

Ich ziehe letztere Notation vor, weil sie besser zur iiblichen Notation des ,.eigent-
lichen Vorschubs* pafit. Sie ist jedoch uniiblich.

5.2.3. Gegeben ein topologischer Raum X ist die Menge C (X, R) aller stetigen
Funktionen mit kompaktem Tréiger ein Untervektorraum des R-Vektorraums aller
reellwertigen Funktionen auf X. Das folgt unmittelbar aus Ubung 5.1.12, nach
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der endliche Vereinigungen von Kompakta wieder kompakt sind, und aus Ubung
1.3.25, nach der Summen und Produkte stetiger reellwertiger Funktionen wieder
stetig sind.

Lemma 5.2.4 (Fortsetzung durch Null). Gegeben eine offene Teilmenge eines
Hausdorffraums U @ X und eine stetige Funktion auf U mit kompaktem Tréiger
f € C\(U,R) ist ihre Fortsetzung durch Null eine stetige Funktion f : X — R.

5.2.5. Natiirlich hat f dann auch kompakten Triger. Bezeichnet: : U — X die
Einbettung, so verwenden wir in der Situation des Lemmas fiir die Fortsetzung
durch Null f — f die Notation

1 Cl(U,R) — Cl(X,R)

Beweis. Nach 5.1.9 ist jedes Kompaktum in einem Hausdorffraum abgeschlossen.
Bezeichnet supp;; f den Tridger von f : U — R, so gilt also suppy f @& X. Damit
ist X = U U (X\suppy f) eine offene Uberdeckung von X. Da f auf beiden
iiberdeckenden offenen Mengen stetig ist, ist es wegen der Lokalitdt der Stetigkeit

1.3.23 stetig auf ganz X. [
(
e . o
] [lustration zur Definition des
!
. - Integrals stetiger Funktionen mit
P P kompaktem Triger 5.2.6. Man priift
' .’ ohne Schwierigkeiten, dal3 die Wahl

/ des kompakten Quaders hier keine
/ Rolle spielt, solange er nur den

f / Tréager unserer Funktion umfaf3t. Im
;\_ ' Q Bild kommen unter vielen anderen
7 etwa die beiden Quader Q und @’ in
Frage.

Definition 5.2.6. Gegeben U @ R" eine offene Teilmenge und f € C,(U;R) eine
stetige Funktion mit kompaktem Triger auf U definieren wir das Integral |, vt
von f iiber U, indem wir f durch Null zu einer stetigen Funktion mit kompak-
tem Tridger auf R" fortsetzen und diese Fortsetzung integrieren iiber irgendeinen
kompakten Quader, der ihren Triager umfafit. Fiir unser Integral vereinbaren wir
die Notationen

/Uf:/Uf(xl,...,xn)dxl...dxn:/Uf(:v)d”a:
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5.2.7. Das so definierte Integral ist offensichtlich linear, [ f+¢g = [ f+ [ gund
JAf = X[ [ fir X € R, sowie monoton, als da heift f < g = [f < [g.
Insbesondere folgt wie im Fall einer Verédnderlichen | [ f| < [|f].

Satz 5.2.8 (Transformationsformel). Seien U,V G R" offene Teilmengen und
¢ : U =V ein C'-Diffeomorphismus. Bezeichne |det d¢| die Abbildung U — R,
p +— |detd,¢|. So gilt fiir jede stetige Funktion auf V' mit kompaktem Triger
f € C(V,R) die Identitit

[ 1= [ o0 e

5.2.9. Es tut mir leid, daB f vorher immer eine Funktion auf U bezeichnet hat und
in der Transformationsformel plotzlich eine Funktion auf V' bezeichnet. Diese In-
konsistenz miissen wir in Kauf nehmen, um eine noch gravierendere Inkonsistenz
mit unserer bisherigen Notation der Integration durch Substitution in einer Varia-
blen zu vermeiden.

Vorschau 5.2.10. Im Rahmen der Lebesgue’schen Integrationstheorie folgern wir
in [AN3] 1.8.1 eine weitgehende Verallgemeinerung dieses Satzes. Eine beschei-
denere fiir viele Rechnungen ausreichende Verallgemeinerung liefern die Sitze
des folgenden Abschnitts, insbesondere Satz 5.5.10 zur Integration mit Integrati-
onskarten.

Beispiele 5.2.11. Ist ¢ : R® — R" eine abstandserhaltende Abbildung, also nach
[LA2] 2.3.6 die Verkniipfung einer orthogonalen Abbildung mit einer Translati-
on, so liefert die Transformationsformel fiir jede stetige Funktion mit kompaktem
Triger f : R" — R die Identitdt [ f = [ fo¢.Ist ¢ : R* — R? die Streckung um
den Faktor 2, so liefert die Transformationsformel die Identitidt [ f = 4 [ f o ¢.
Beide Aussagen sollten auch anschaulich unmittelbar einleuchten.

Beispiel 5.2.12. Wir betrachten die Polarkoordinatenabbildung

P: R.ogx (—mm) — IRR?\(abgeschlossene negative x-Achse)
(r, 9" — (rcosd,rsind)’

Hier lasse man sich nicht dadurch verwirren, da die Klammern ( , ) einmal
ein offenes Intervall und dann wieder Elemente kartesischer Produkte andeuten,
die wir anschlieend noch zu Spaltenvektoren transponieren. Das Differential der
Polarkoordinatenabbildung wird gegeben durch die Jacobi-Matrix

costy — rsind
dP =
(sim? rcosﬁ)
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[lustration zur Transformationsformel, insbesondere zu Beispiel 5.2.12. Das
Integral einer Funktion f iiber das rechte Kuchenstiick kann angenihert werden,
indem wir die angedeutete Unterteilung des Integrationsbereichs betrachten, in
jedem der unterteilenden Stiicke den Funktionswert an einer Stelle mit der
Fliche des entsprechenden Stiicks multiplizieren, und diese Produkte
aufsummieren. Unter der Polarkoordinatenabbildung P entspricht nun die
Unterteilung unseres Kuchenstiicks einer Unterteilung unseres Quadrats, und die
Fliache des Bildes eines Unterquadrats ist in etwa der Betrag der
Funktionaldeterminante |det P| an einer Stelle unseres Unterquadrats
multipliziert mit der Fldache besagten Unterquadrats. So wire etwa die Fliche des
schraffierten Teils im Kuchenstiick rechts etwas weniger als halb so grol3 wie die
Fliche des schraffierten Unterquadrats links, und |det P| = r nimmt auf unserem
Unterquadrat Werte zwischen 1/4 und 1/2 an. Es wird also in etwa dasselbe
herauskommen, wenn wir von der Funktion (f o P)|detP| auf unserem Quadrat
in jedem der Unterquadrate den Funktionswert an einer Stelle mit der Fliche des
entsprechenden Unterquadrats multiplizieren, und diese Produkte aufsummieren.
Im Grenziibergang fiir immer feinere Unterteilungen kommt dann sogar nicht nur
in etwa, sondern ganz genau dasselbe heraus. Das ist die anschauliche Bedeutung
der Transformationsformel.
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mit der Determinante det dP = r. Beim Bilden des Betrages @ndert sich nichts
und wir erhalten

RQf(l"ay)diﬂdyZ/_ﬂ/o f(P(r,9)) rdrdd

fiir stetige Funktionen auf R? mit kompaktem Triger, der dariiber hinaus nicht
die abgeschlossene negative x-Achse treffen darf. Oft schreibt man kurz f(r, )
statt f(P(r,v)) in der Erwartung, da8 schon aus der bloBen Bezeichnung der
Variablen klar wird, was genau gemeint ist. So ergibt sich dann eine Formel fiir
die Transformation eines Integrals auf Polarkoordinaten, die man als

drdy = rdrdv

abkiirzen mag. Leider erhalten wir besagte Formel vorerst nur fiir sehr spezielle
Funktionen. In der Praxis ist deshalb unser Satz kaum anwendbar. Fiir die Praxis
brauchbare Varianten formulieren und zeigen wir in 5.6.2 und [AN3] 1.8.1.

5.2.13. Gegeben U @ R" offenund ¢ : U — R" differenzierbar nennt man det d¢
die Funktionaldeterminante von ¢. Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir
versuchen, ihn mit Anschauung zu fiillen. Wir beschrdnken uns dazu auf den Fall
n = 2. Zunéchst ist hoffentlich anschaulich klar, daB3 es fiir jede lineare Abbildung
L : R? — R? eine reelle Konstante ¢(L) > 0 gibt derart, daB ,,das Bild unter L
eines Flachenstiicks U der Flache vol(U) die Fldche vol(LU) = ¢(L) vol(U) hat*.
Unsere Transformationsformel enthilt nun, wenn man sie ohne Riicksicht auf die
Bedingungen des Satzes mutig auf die konstante Funktion f = 1 auf U anwendet
und ¢ = L linear annimmt, die Erkenntnis

c(L) = |det L|

Das sieht man auch anschaulich leicht ein: Zunichst sollte anschaulich klar sein,
daB ,.,eine Scherung die Fliche nicht dndert” und ,,die Streckung einer Achse die
Fldache genau durch Multiplikation mit dem Betrag des Streckfaktors dndert®, so
daf} also unsere Erkenntnis anschaulich klar ist fiir lineare Abbildungen L mit
Matrizen der Gestalt

(o8) (07) (o) (a)

Anschaulich klar ist weiter ¢(L o M) = ¢(L)c(M) und nach der Multiplikati-
onsformel fiir Determinanten haben wir auch |det L o M| = |det L| |det M|. So
rechtfertigen wir dann unsere Erkenntnis ¢(L) = |det L| im allgemeinen. Mehr
dazu mag man in [LA1] 6.2.6 nachlesen. Das Integral von f erhalten wir nun im
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Grenzwert, wenn wir V' in lauter kleine Fldchenstiicke V; zerlegen und die Pro-
dukte der Flichen dieser Fldchenstiicke mit einem Funktionswert an einem Punkt
y; € V; des jeweiligen Fldchenstiick aufsummieren, in Formeln

/vf ~ Zf(yl) vol(V;

Wir betrachten nun die Urbilder z; = ¢~!(y;) unserer Punkte y; und die Zer-
legung von U durch die Urbilder U; = ¢~'(V;) unserer kleinen Flichenstiicke
V;. Bei z; wird ¢ bis auf Verschiebung gut approximiert durch d,,¢, deshalb ha-
ben die Bilder ¢(U;) = V; dieser Flichenstiicke U; in etwa die Fliche vol(V;) ~
|det d,.,¢| vol(U;) und wir folgern

[ 123 1) vol(v) = S fo)(w:) detdn gl vol(05) = [ (f00) [det do

Das beendet unsere anschauliche aber doch recht vage Argumentation und wir
kommen nach einem Beispiel zum eigentlichen Beweis.

Beweis. Wir zeigen den Satz durch vollstdndige Induktion iiber n. Der Fall n =
0 ist unproblematisch und wir behandeln gleich den Fall n = 1. Nach [ANT1]
12.3.2.42 kann jede offene Teilmenge U @ R als disjunkte Vereinigung von offe-
nen Intervallen U; geschrieben werden. Deren Bilder in V' sind wieder Intervalle
nach dem Zwischenwertsatz und offen nach dem Umkehrsatz 4.1.2. Unsere Funk-
tion f verschwindet auBerhalb von endlich vielen der ¢(U;), da ihr Tréiger nach
Annahme kompakt ist. Wir konnen folglich ohne Beschrankung der Allgemein-
heit annehmen, dafl U und V bereits offene Intervalle sind. Wir finden dann sicher
ein mehrpunktiges kompaktes Intervall [c, d] C V, das den Tridger von f umfabBt.
Die Substitutionsregel [AN1] 12.5.8.1 liefert nun

[/ s~ [ s

fir a,b € U mit ¢(a) = c und ¢(b) = d. Da ¢ ein C'-Diffeomorphismus sein
soll, ist ¢ stetig mit ¢’ # 0 auf U. Wir folgern, daB auf U entweder gilt ¢’ > 0
oder aber ¢’ < 0. Im ersten Fall haben wir ¢ < b und |¢/| = ¢’ und die in
5.2.8 behauptete Transformationsformel steht bereits da. Im zweiten Fall haben
wir a > bund |¢'| = —¢’ und die beiden dadurch entstehenden Vorzeichen heben
sich weg alias

[ oo iaetas = [ oot !dx—/f

und wir sind wieder fertig. Damit ist der Fall n = 1 erledigt. Nehmen wir nun also
an, wir hitten n > 2 und der Satz sei fiir Integration im R"~! schon bewiesen. Wir
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gehen dann in mehreren Schritten vor.

1. LaBt ¢ die erste Koordinate unverindert, in Formeln ¢ (21, ...,2,) = 21, SO
folgt unsere Transformationsformel aus der Induktionsvoraussetzung. Um das zu
sehen, betrachten wir fiir festes ¢ € R die Einbettung i, : R"! — R"™ gegeben
durch (za,...,2,) — (¢, xa,...,,), setzen U, := i }(U) sowie V. := i (V)
und betrachten den induzierten C!-Diffeomorphismus ¢, : U, — V,, der durch
die Identitit 7. o ¢. = ¢ o i. charakterisiert wird. Unsere Erkenntnisse iiber die

X /N

[lustration zum Beweis der Transformationsformel

Determinante von Block-unteren Dreiecksmatrizen zeigen

‘ det d(mg,...,xn)¢c’ = | det d(c,zg,...,xn)¢‘

Fir f. := foi.: V. — Ralias f.(xs,...,2,) = f(¢,z9,...,x,) erhalten wir
also nach der Induktionsvoraussetzung

ffc = f(fco¢c) ‘detdgbc’
= f(f o0 p)(c, o, ..., xy) |det Az, 2P
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Integrieren wir diese Gleichung iiber alle ¢, so ergibt sich die Transformationsfor-
mel fiir unseren C!-Diffeomorphismus ¢.

2.Sind W 5 U %V zwei C L_Diffeomorphismen zwischen offenen Teilmengen
des R™ und gilt unsere Transformationsformel fiir ¢ und %, so gilt sie auch fiir
¢ o 1. In der Tat erhalten wir

Jf = J(fog)|detdg|
= [(fodov)(|detdp|ov) |det dy|
= [(fodou)|detd(dov)|

Hier gilt die erste Zeile nach der Transformationsformel fiir ¢ angewandt auf die
Funktion f, die zweite nach der Transformationsformel fiir ¢) angewandt auf die
Funktion (f o ¢)| det d¢| und die dritte nach der Kettenregel

dp(¢ o p) = dypyd o dptp

fir p € W mit der Multiplikationsformel det(AB) = (det A)(det B) fiir Deter-
minanten.

3. Fiir ¢ eine Vertauschung der Koordinaten gilt unsere Formel. In der Tat ist so
ein ¢ ja linear mit |det d¢| = 1 und wir wissen bereits nach 3.1.9, daB es bei
Mehrfachintegralen nicht auf die Reihenfolge ankommt.

4. Ist eine Komponente von ¢ eine Koordinate auf U, haben wir also in Formeln
¢i(x1,...,x,) = x; fiir geeignete ¢ und j, so gilt unsere Formel. In der Tat fin-
den wir dann eine Darstellung ¢ = 1) o ¢ o x derart, da ¢ die erste Koordinate
unverindert 1a6t und v, y Koordinatenvertauschungen sind. Fiir ¢ gilt dann unser
Satz nach Schritt 1, fiir ) und y nach Schritt 3, und damit fiir ¢ nach Schritt 2.

5. Jeder Punkt p € U besitzt eine offene Umgebung U, derart, dal unsere Trans-
formationsformel gilt fiir die Restriktion von ¢ auf U,. In der Tat finden wir
zunichst ein ¢ derart, daf} gilt a‘b; (p) # 0, und dann gibt es nach dem Umkehrsatz
eine offene Umgebung U, von p derart, dal die Abbildung

(Il U — R7
(X1, ..y ) = (T, .. ), Ty oo Ty)
einen C'-Diffeomorphismus von U,, auf eine offene Teilmenge W, := ¢ (U,) @

R"™ induziert. Wir bezeichnen das Blld von U, unter ¢ mit V}, := qﬁ( ») @ R™ und
erhalten ein kommutatives Diagramm von Cl-Diffeomorphismen

U—>W

X, S
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Die i-te Komponente der Abbildung ¢t~ ist dann die erste Koordinate

(P (Y1s-e s Un) =W

Fiir beide Abbildungen » und (¢¢)~!) gilt also nach Schritt 4 unsere Transforma-
tionsformel, mithin gilt sie nach Schritt 2 auch fiir ihre Verkniipfung, als da hei3t
fiir die Restriktion ¢ : U, = V,, von ¢ auf U,,. Hier ist im iibrigen die Stelle im
Beweis, die uns daran hindert, unsere Induktion mit dem Trivialfall n = 0 zu be-
ginnen: Im Fall n = 1 konnen wir ndmlich Schritt 4 auf 1) nicht anwenden, da in
diesem Fall keine Komponente von 1) eine Koordinate wiire.

6. Wir behandeln nun den allgemeinen Fall. Sei f € C,(V,R) eine stetige Funkti-
on mit kompaktem Triger. Fiir p € U wihlen wir U, wie in Schritt 5 und setzen
wieder V,, = ¢(U,). Da (supp f) kompakt ist, finden wir eine endliche Teilmenge
E C Umit (supp f) C U, Vp- Jetzt benutzen wir das im Anschlu formulierte
und bewiesene technische Lemma 5.2.14 zur ,, Teilung der Eins®, wihlen fiir un-
sere endliche Uberdeckung von (supp f) durch die V, mit p € F eine angepaBte
Teilung der Eins oy, und schreiben

f= Z ap f
peEE

Die Summanden «, f sind dann stetig mit kompaktem in V), enthaltenen Triger.
Nach der Wahl der V,, haben wir nun [ a,f = [((apf) o ¢) |det dg| fiir alle
p € E. Addieren wir diese Gleichungen, so ergibt sich wie gewiinscht

[ 1= [o0 etas =

Lemma 5.2.14 (Teilung der Eins). Sind K C R" kompakt und V,,...,V, @ R"
offen mit K C |JV;, so gibt es stetige Funktionen o; : R™ — [0, 1] mit kompaktem,
Jeweils in V; enthaltenen Triger «; € C\(V;, [0, 1]) derart, dafs gilt

Zai(x) =1 VeeK
i=1

5.2.15. Eine derartige Familie von Funktionen o; heiBt eine an die gegebene Uber-
deckung von K angepalite Teilung der Eins.

Beweis. Wir wihlen fiir jedes + € K ein j(z) mit x € V) und eine stetige
Funktion ¢, : R" — [0, co) mit kompaktem, in Vj, enthaltenem Triger, die bei
x nicht verschwindet, in Formeln ¢, (z) > 0. Die N, := ¢, '(Rs() sind dann
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Ilustration einer Teilung der Eins im Fall einer Uberdeckung eines kompakten
Intervalls K C R durch zwei offene Teilmengen.

[lustration einiger Mengen, die bei unserer Konstruktion einer Teilung der Eins
eine Rolle spielen, im Fall einer Uberdeckung eines kompakten Quaders K C R?
durch zwei offene Teilmengen.
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offen in R™ und iiberdecken K und wir haben N, C Vi(z)- Da K kompakt ist,
finden wir £ C K endlich mit X' C | J, . /N,. Dann bilden wir

1/} = Z P
zel

Diese Funktion ist stetig auf ganz R”, nimmt auf N := (J, ., N, positive Wer-
te an, und verschwindet auferhalb von N. Nun betrachten wir fiir jedes = €
E auf der offenen Menge N die stetige Funktion v, = ¢, /1. Natiirlich gilt
> wer¥2(2) = 1 nicht nur fiir alle z € K, sondern sogar fiir alle z € N, und
¥, verschwindet auflerhalb von N,. Als néchstes konstruieren wir eine stetige
Funktion § : R" — [0, 1], die auf K konstant Eins ist und deren Triger in N
enthalten ist. Ist zum Beispiel m das Minimum von v auf K, so erhalten wir ein
mogliches 3, indem wir setzen § = h o ¢ fiir h : R — R eine stetige Funktion
mit A 00) = 1 und h|(_om/2) = 0. Dann setzen wir schlieSlich

Q= Z Bibs
j()=i
Diese Funktionen sind zwar a priori nur auf /V definiert, aber da R durch N und
das Komplement des Trigers von [ iiberdeckt wird, lassen sie sich stetig durch

Null auf ganz R" fortsetzen, und diese Fortsetzungen haben dann offensichtlich
die gewiinschten Eigenschaften. [

Erginzung 5.2.16 (Glatte Teilung der Eins). Im vorherigen Lemma koénnen die
Funktionen «; sogar glatt, als da heit beliebig gemischt partiell differenzier-
bar gewihlt werden. Um das zu sehen, sind nur wenige Zusatziiberlegungen von
Noten. Aus [AN1] 12.5.4.15 kennen wir ja eine glatte Funktion f : R — R, die
auf der negativen Halbgeraden verschwindet und auf der echt positiven Halbge-
raden positiv ist. Dann ist das Produkt f(¢)f(1 — t) eine von Null verschiedene
nichtnegative glatte Funktion mit kompaktem Tridger auf R. Man erhélt von Null
verschiedene nichtnegative glatte Funktionen mit kompaktem Triger auf R", in-
dem man von Null verschiedene nichtnegative glatte Funktionen mit kompaktem
Tréager in den einzelnen Koordinaten nimmt und das Produkt bildet. So sehen wir,
daf die ¢, im vorhergehenden Beweis sogar glatt gewdhlt werden konnen. Damit
sind dann auch v und die v, glatt. Wahlen wir zusétzlich die Funktion £ glatt, bis
auf Reskalierung kénnte man fiir 4 etwa das Integral einer von Null verschiede-
nen nichtnegativen glatten Funktion mit kompaktem Triger nehmen, so liefert die
Konstruktion aus dem vorhergehenden Beweis sogar eine glatte Teilung der Eins.

Ubungen

Ubung 5.2.17. Man zeige, daB die Funktionaldeterminante der Kugelkoordinaten-
abbildung K aus 4.2.3 gegeben wird durch det d K = 72 sin 9. Salopp gesprochen
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transformieren sich also Volumenintegrale in Kugelkoordinaten vermittels der Re-
gel
dzdydz = r?sind drdedy

5.3 Integration iiber Mannigfaltigkeiten

Satz 5.3.1 (Integration iiber Mannigfaltigkeiten). Fiir jede k-Mannigfaltigkeit
M C R" gibt es genau eine R-lineare Abbildung

/M:C;(M,R)—HR

derart, daf fiir jede Karte o : W — M und jede Funktion f € C,(M,R) mit
Tréiger im Bild besagter Karte supp f C (W) gilt

/Mf:/wf(w(x))\/det (do) T (dyp) dFz

5.3.2. Fiir unser Integral einer Funktion f mit kompaktem Tréger tiber eine Man-
nigfaltigkeit M/ C R” findet man in der Literatur auch die Notationen

/Mf:/Mfda:/Mde: MdeZ/Mde:/Mfdvol

Sie appellieren an unsere Anschauung fiir den zwei- oder dreidimensionalen Fall,
o und S stehen fiir ,,surface‘ und o und O fiir ,,Oberflache und vol fiir ,, Volumen*.
Die obige Konstruktion wird auch als Fliichenintegral bezeichnet. Im Spezialfall
k = n einer n-Mannigfaltigkeit in R" alias einer offenen Teilmenge erhalten wir
unser Integral [,, f(x)d"x aus 5.2.6 zuriick.

5.3.3 (Einordnung des vorstehenden Integralbegriffs). Die hier und im folgen-
den entwickelte Integrationstheorie ist insofern niitzlich, als sie korrekte Defini-
tionen und vollstindige Beweise bis hin zum Satz von Stokes erlaubt. Sie erlaubt
auch eine formale Rechtfertigung vieler expliziter Rechnungen, ist im Vergleich
zur Lebesgue’schen Integrationstheorie [AN3] 1 aber dennoch recht unbeholfen.
Bevor ich den obigen Satz beweise, will ich erst einmal versuchen, ihn zu moti-
vieren und den darin erklédrten Integralbegriff mit Anschauung zu fiillen.

Beispiel 5.3.4 (Bezug unseres Flichenintegrals zum Kurvenintegral). Ist ¢ :
[a,b] — R™ injektiv und stetig differenzierbar mit nirgends verschwindender Ab-
leitung ¢'(t) # 0 Vt, so ist das Bild M := ¢(a,b) eine 1-Mannigfaltigkeit und
das Integral einer Funktion f € C/(M;R) iiber M ist genau das Kurvenintegral
der durch Null auf ¢([a, b]) fortgesetzten Funktion f lings der Kurve ¢ im Sinne
von [AN1] 12.7.1.23.
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5.3.5. Hat M die Dimension k, so haben wir d,p € Mat(n x k;R) und das
Produkt (d,p)" (d,¢) dieser Matrix mit ihrer Transponierten ist folglich eine
(k x k)-Matrix. Diese sogenannte Gram’sche Matrix kann aufgefalit werden als
die Matrix aller Skalarprodukte zwischen Spaltenvektoren von d, . Sie ist nach
[LA2] 4.3.34 insbesondere positiv semidefinit und hat damit eine nichtnegative
Determinante. Gegeben eine nicht notwendig quadratische Matrix V' mit Spalten-
vektoren vy, . .., v, € R™ definieren wir ganz allgemein eine reelle Zahl

vol V = vol(v1] ... |vg) := /det(VT V) = y/det({v;, v;))

und nennen sie das k-dimensionale Volumen des von den Vektoren v; aufge-
spannten Parallelpipeds. Die Wurzel aus der Determinante der Gram’schen Matrix
konnen wir mit dieser Notation auch kiirzer schreiben als

Vdet (dy9)T (dpp) = vol(dyep)
Im Fall £ = 1 ist das eindimensionale Volumen eines Vektors nach dieser Defini-
tion schlicht seine Linge. Im Fall £ = 2 bedeutet das zweidimensionale Volumen
eines Paars von Vektoren v, w die Fldche des von ihnen aufgespannten Parallelo-
gramms mit den Ecken 0, v, w und v + w. Um die Bezeichnung ,,Volumen* fiir
die Zahl vol(v1| ... |vg) im Allgemeinen zu rechtfertigen, beachten wir:

1. Es gilt vol(vo|ve] ... |vk) = vol(vq]...|vx) falls vy die Linge 1 hat und
senkrecht steht auf allen anderen v;.

2. Im Fall £ = n haben wir vol(vy]...|v,) = |det(vq]...|v,)|. In der Tat,
bezeichnet V' die in diesem Fall quadratische Matrix mit Spalten v;, so gilt
nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten det(V V) = (det V)2

Auf diese Weise kann unsere anschauliche Interpretation der Zahl vol(v| . . . |vg)
heuristisch auf unsere anschauliche Interpretation der Determinante in 5.2.13 und
[LA1] 6.2.6 zuriickgefiihrt werden: Die Flache eines Parallelogramms im Raum
sollte eben das Volumen des Korpers sein, der entsteht, man besagtes Parallelo-
gramm ,,zu einem Toast der Dicke Eins verdickt®.

5.3.6. Wir wollen nun auch unsere Definition des Integrals anschaulich rechtfer-
tigen. Sei dazu @) := [a,b] X [c,d] ein kompaktes Rechteck und ¢ : @ — R”"
eine stetig differenzierbare Abbildung und f : ¢(Q) — R stetig. Wir betrach-
ten fiir » > 1 die dquidistanten Unterteilungen a = a9 < ay < ... < a, = b,
c=c¢y<c; <...<c =dder Kanten von () und bezeichnen mit ¢; ; = (a;, ¢;)
die Gitterpunkte im so gegebenen Raster auf (). Bezeichne weiter p; ; = ¢(¢; ;)
die Bilder dieser Gitterpunkte unter . Damit definieren wir die r-te Riemann-
summe S7,(f) durch die Formel

r—1

SL() =D F(pig) vol(pisty — piyl Pijsr — Pij)

1,j=0
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Lemma 5.3.7. Seien Q C R? ein kompaktes Rechteck und ¢ : Q — R" eine
stetig differenzierbare Abbildung. So gilt fiir jede stetige Funktion f : p(Q) — R
mit unseren eben definierten Riemannsummen

| Fota)) vol(dsg) % = lim S3(1)

Q r—00

Ergdnzung 5.3.8. Eine vielleicht noch anschaulichere Variante liefert der Mittel-
wert von Riemannsummen (Si(f) + S, _;)(f))/2 mitpo (=1) : (-Q) = R"
gegeben durch x — p(—x). Dieser Mittelwert ist ndmlich genau die Summe

r—1 T
> F i) AWy pisr s pigen) + O F0i) AP pic s i)

1,7=0 1,j=1

mit der Notation A(p, t, s) fiir die Flidche des Dreiecks mit Ecken p,t,s € R™.
Aus unserem Lemma folgt unmittelbar, daf3 auch dieser Mittelwert von Riemann-
summen gegen das Integral strebt.

Beweis. Um Indizes zu vermeiden bezeichnen wir die Koordinaten auf R? mit z, y
und schreiben ¢, ¢, fiir die Spaltenvektoren der Jacobi-Matrix von ¢. Die linke
Seite ist per definitionem das Integral | o(fop) vol(g|p,). Dies Integral kdnnen
wir nach 3.1.8 schreiben als den Grenzwert fiir 7 — oo gewisser Riemannsum-
men, die wir der Ubersichtlichkeit halber mit 7" = T7(f) abkiirzen wollen mit 7'
wie ,tangential*“ und die gegeben werden durch

T = 3 flola)) vol(gala)loy()) "o

i.j=0

fiir vol Q die Flidche unseres Rechtecks Q und damit (vol Q) /r? die Fliche der
kleinen rechteckigen Felder Q; ; = [a;, ai+1] X [¢j, ¢j+1]. Nun ist ¢, gleichmiBig
stetig auf dem Kompaktum (). Fiir alle € > 0 gibt es also ein R > 0 derart, daf3
gilt . (p) — ()| < e, wann immer p und ¢ im selben kleinen rechteckigen
Feld fiir eine Unterteilung mit > R liegen. Jetzt erkldren wir die Vektoren ¢; ;(r)
durch die Identitit

b—a

Dit+1,5 — Dij = (S%(%’,j) + Eiyj (T))

Mit dem Schrankensatz [AN1] 12.7.1.10 folgt unter der Voraussetzung > R die
Abschitzung ||¢; ;(r)|| < e. Eine analoge Abschitzung erhalten wir fur p; ;11 —
pi ;- Jetzt setzen wir diese Darstellungen in .S” ein und iiberlassen es dem Leser,
hieraus zu folgern, daf} gilt

lim (S"—=T")=0

r—00
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40,0 %40 320 %0

Die gepunktelten Pfeile stellen die Vektoren p3 o — pao und py 1 — pa o dar, die
Fldache des durch sie bestimmten Parallelogramms geht in die Riemannsumme
5%, ein. Die durchgezogenen Pfeile stellen die Vektoren ¢, (g20) und ¢, (q2,0)
dar, die Fliche des durch sie bestimmten Parallelogramms geht entsprechend in
die Riemannsumme Sg’) ein. Beim Ubergang zu immer feineren Rastern kommen
wir zum selben Grenzwert, wie im Beweis von 5.3.7 ausgefiihrt wird.
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Da aber die Folge T" nach 3.1.8 gegen unser Integral | 0 im Lemma konvergiert,
muf} dasselbe auch fiir die Folge S™ gelten. ]

Beweis fiir Satz 5.3.1, Integration iiber Mannigfaltigkeiten. Wir zeigen zunichst
die Eindeutigkeit. Der Tréager supp f unserer Funktion f besitzt als Kompaktum
eine endliche Uberdeckung durch Bilder von Karten (W;, ;). Nach 5.2.14 exis-
tiert eine an diese Uberdeckung von supp f angepafte Teilung der Eins ;. Dann
gilt f = > . a;f, und da unsere Bedingung bereits die Integrale der Summanden
festlegt, legt die ebenfalls geforderte Linearitéit auch das Integral von f fest und
wir haben notwendig

/M f= Z /M af = Z /W | ((aif) o i) () vol(dyp;) dFz

Als nichstes zeigen wir, dall die rechte Seite nicht von den getroffenen Wahlen
abhiingt. Sei also eine weitere endliche offene Uberdeckung von supp f durch die
Bilder endlich vieler Karten (1}, 1;) gegeben sowie eine daran angepafite Teilung
der Eins 3;. Wir behaupten die Gleichheit

> [ (@) e e ol da = 3 [ ()0 05)w) vl o
i Wi i Vi
Sie ist aufgrund der Linearitit all dieser Integrale dquivalent zur Gleichheit

Z /W ((Bjaif)opi) (@) vol(dupi) d"r = Z /V ((Bjf)ouy) (@) vol(dytyy) d'a

und folgt, wenn wir die Gleichheit aller Summanden zeigen. Hier haben nun die
Funktionen j3;; f Trdger im Schnitt o, (W;) N1, (V;). Wir konnen also die Indizes
weglassen und miissen nur fiir jede Funktion h € C,(M, R), deren Tréger im Bild
zweier Karten (I, ¢) und (V, ¢) liegt, die Identitit

/W B(p()) vol(dyp) dhzr = / B (x)) vol(dy) d¥e

\%4

zeigen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir (W) = ¢(V') anneh-
men. Der Kartenwechsel ist nach 4.4.13 ein Diffeomorphismus x := ¢~ 0 ¢ :
W S Vmitypor = ¢ : W — M. Es folgt f(e(z)) = f(¥(k(x))) und
dyp = dy(x)¥ o dyk. Wir erhalten mit der Multiplikativitdt der Determinante also

vol(d,p) = | det k| vol(dyat))

und folgern die behauptete Gleichheit der Integrale aus der Transformationsfor-
mel, angewandt auf die Funktion h o ¢). Damit haben wir gezeigt, daB jede Uber-
deckung des Tridgers unserer Funktion f durch Bilder von Karten und jede zu-
gehorige Teilung der Eins in der Formel oben dieselbe Summe liefert, die wir
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damit als unser [, f erkliren konnen. DaB die so erklirte Abbildung f — [, f
dann auch R-linear ist und die geforderte Eigenschaft fiir Funktionen mit Triger
im Bild einer Karte hat, folgt unmittelbar. O

Ubungen

Ubung 5.3.9. Sind M C R™ sowie N C R™ Mannigfaltigkeiten und f : M — R
sowie g : N — R kompakt getragene stetige Funktionen, so ist auch die Funktion
f®g: M x N — R kompakt getragen und stetig und es gilt

fut o= (L) (L)

5.4 Minkowskidimension

5.4.1. Wir verwenden die Minkowskidimension nur als Hilfsmittel zum Nachweis
der Unabhingigkeit des Integrals von den bei seiner Berechnung verwendeten In-
tegrationskarten im Kontext der Integration iiber Mannigfaltigkeiten und die etwas
allgemeineren Fastfaltigkeiten. Sie ist aber auch unabhiingig von dieser Anwen-
dung ein interessantes Konzept und insbesondere fiir das Studium sogenannter
Fraktale relevant.

5.4.2. Gegeben ein metrischer Raum X und p > 0 bezeichne N,(X) die Zahl der

offenen Bille vom Radius p, die man mindestens braucht, um X zu iiberdecken.
Das Infimum aller £ € R mit

lim,, 0 p"N,(X) =0
heiBt die Minkowski-Dimension von X. Wir notieren sie mdim(.X).

Beispiele 5.4.3 (Minkowskidimension kompakter Quader und ihrer Rénder).
Fiir die Minkowskidimension eines kompakten Quaders () C R"™ mit nichtlee-
rem Inneren Q° # () erhalten wir mdim(Q) = n. Fiir seinen Rand erhalten wir
dahingegen mdim(0Q) < n. Wegen der Aquivalenz von Normen ist es in die-
sem Zusammenhang unerheblich, welche Norm wir verwenden, um R”™ mit einer
Metrik zu versehen.

5.4.4 (Minkowskidimension von Vereinigungen). Gegeben eine endliche Uber-
deckung X = X; U...U X, eines metrischen Raums X gilt offensichtlich

mdim(X) = max{mdim(X;) | 1 <i <r}

Lemma 5.4.5 (Minkowskidimension von Bildmengen). Sei A C R™ halbof-
fen, kompakt und konvex. Ist p : A — R" stetig differenzierbar, so gilt fiir jede
Teilmenge T' C A die Abschditzung

mdim (¢ (7)) < mdim(7)
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Beweis. Da wir A kompakt annehmen, gibt es eine obere Schranke C' fiir die
Operatornorm der Differentiale d, mit p € A. Aus dem Schrankensatz folgt nun
©(B(p;p) N A) C B(p(p); Cp) und damit Ne,(p(T)) < N,(T). Daraus aber
ergibt sich die Behauptung sofort. [

5.5 Integration iiber Fastfaltigkeiten

Definition 5.5.1. Gegeben ein topologischer Raum X und darin eine Teilmenge
T C X gibt es eine grofte offene Teilmenge

Innx (7)) =Inn(T) =T° = U U

UcT,UcX

von X, die in 7" enthalten ist, nimlich die Vereinigung aller in 7" enthaltenen
offenen Teilmengen von X. Diese Menge Inny(7") heift der offene Kern oder
auch das Innere von 7" in X. Das Komplement

OT = 0xT = T\T°
des Inneren von 7" in X im AbschluB3 von 7" in X heif3t der Rand von 7" in X.

Beispiele 5.5.2. Fiir jeden topologischen Raum X gilt Inny (X) = X. Gegeben
a < breelle Zahlen gilt Inng([a, b]) = (a, b) und Inny, 4([a, b)) = [a, b].

Definition 5.5.3. Sei X ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum. Unter ei-
ner k-Integrationskarte nach X verstehen wir ein Paar (Q, ¢) bestehend aus
einer Teilmenge () C R*, die dargestellt werden kann als eine disjunkte Vereini-
gung von endlich vielen kompakten Quadern mit nichtleerem Inneren, und einer
stetig differenzierbaren Abbildung ¢ : Q@ — X mit ¢(Q°) N¢(9Q) = 0 und ¢|ge
injektiv und d,¢ injektiv fiir alle p € Q°.

5.5.4. Wir erinnern aus 5.1.9, dal} in einem Hausdorffraum jedes Kompaktum ab-
geschlossen ist. Wir erinnern aus 5.1.15, daf3 Bilder von Kompakta unter stetigen
Abbildungen wieder kompakt sind. Wir erinnern aus 1.5.17, daf} jede abgeschlos-
sene Teilmenge eines Kompaktums kompakt ist.

5.5.5 (Einschrinkung von Integrationskarten zu Karten). Gegeben eine Inte-
grationskarte (Q), ) ist (Q°) eine Mannigfaltigkeit mit Karte ¢ : Q° — »(Q°).
Um das zu sehen, miissen wir nach unserer Beschreibung 4.4.1 von Mannigfal-
tigkeiten als Bilder nur noch priifen, daB ¢! : ¢©(Q°) — Q° stetig ist. Nun
ist aber () und damit auch (@) kompakt. Folglich bildet ¢ abgeschlossene ali-
as kompakte Teilmengen von () auf abgeschlossene alias kompakte Teilmengen
von ¢(Q) ab. Fir U C (Q) impliziert ¢ 1 (U) @ Q also U @ ¢(Q). Das
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gilt im iibrigen genauso fiir jede stetige Surjektion von einem kompakten Raum
auf einen Hausdorffraum. Aus unseren Annahmen folgt fiir V' C )° jedoch be-
reits V = o H(p(V)). Aus V @ Q° folgt mithin ¢~ (¢(V)) @ @Q° und dann
0o Yp(V)) @ Q und nach der Voriiberlegung (V) @ ¢(Q) und a forteriori
p(V) @ p(Q°).

Beispiel 5.5.6. Wir erinnern unser Beispiel fiir eine Abbildung eines offenen In-
tervalls in die Ebene mit einer Figur 6 mit ,,offenem Ende* als Bild, die injektiv
ist aber kein Homdomorphismus auf ihr Bild. Es ist nicht méglich, sie auf das
abgeschlossene Intervall ) so auszudehnen, daB gilt ¢(Q°) N p(9Q) = 0. Das
mag zur Illustration der vorhergehenden Argumentation dienen.

Definition 5.5.7. Seien £ € N und X ein endlichdimensionaler reeller affiner
Raum und M C X eine Teilmenge. Unter einer k-Integrationskarte von M
verstehen wir eine k-Integrationskarte ¢ : Q — X nach X mit p(Q) C M und
©(Q°) @ M. Eine Teilmenge M C X heiBe eine k-Fast-Mannigfaltigkeit oder
abkiirzend Fastfaltigkeit, wenn es fiir jeden Punkt p € M eine k-Integrationskarte

(@, ) von M gibt mit p € Inny, (0(Q)).

Beispiele 5.5.8. Die Oberflache eines Wiirfels ist eine 2-Fastfaltigkeit. Wir konnen
sie sogar als das Bild einer einzigen Integrationskarte erhalten, deren Definiti-
onsbereich eine disjunkte Vereinigung von sechs kompakten Rechtecksflichen in
R? ist. Jede k-Mannigfaltigkeit ist eine k-Fastfaltigkeit. Das Bild einer k-Inte-
grationskarte ist stets eine k-Fastfaltigkeit. Der Mercedesstern ist ein schmutzi-
ges Beispiel fiir eine 1-Fastfaltigkeit. Eine Eiswaffel ist ein besonders schmut-
ziges Beispiel fiir eine 2-Fastfaltigkeit. Jede offene Teilmenge U @ M einer k-
Fastfaltigkeit M ist wieder eine k-Fastfaltigkeit und Integrationskarten von U sind
auch Integrationskarten von M.

— —1

Eine 1-Fastfaltigkeit in der
Papierebene und eine surjektive
Integrationskarte derselben mit

einer disjunkten Vereinigung von
vier kompakten Intervallen als
Definitionsbereich.

5.5.9 (Diskussion der Terminologie). Die hier eingefiihrten Begriffe ,Integra-
tionskarte* und ,,Fastfaltigkeit* kenne ich nicht aus der Literatur. Sie sind das Er-
gebnis meiner Bemiihungen, einen begrifflichen Rahmen bereitzustellen, in dem
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den aus der Schulzeit bekannten Figuren in der vollen Exaktheit dieser Vorlesung
eine Oberfliche zugeordnet und berechnet werden kann. Fiir diesen Zweck scheint
mir die hier eingefiihrte Begrifflichkeit praktisch und angemessen.

Satz 5.5.10 (Integration iiber Fastfaltigkeiten). Gegeben eine k-Fastfaltigkeit
M C R" gibt es genau eine Linearform auf dem Raum ihrer stetigen kompakt
getragenen Funktionen

/M:C;(M,R)—>R

derart, daf fiir jede k-Integrationskarte (Q, @) von M und jede stetige Funktion
f M — R mit Tréiger im Bild besagter Integrationskarte supp f C p(Q) gilt

/ ;= / Fle(@) Vet ()T (dp) die
M Q

5.5.11. Das Integral iiber eine endliche Vereinigung () von paarweise disjunkten
kompakten Quadern ist hierbei zu verstehen als die Summe der Integrale iiber
die einzelnen Quader. Im Fall einer Mannigfaltigkeit stimmt unser neues Integral
offensichtlich mit dem bereits in 5.3.1 definierten Integral iiber Mannigfaltigkeiten
iiberein. In diesem Fall finden wir ja eine Uberdeckung durch Bilder von Integra-
tionskarten, deren Restriktion auf die Inneren der jeweiligen Definitionsbereiche
eine Uberdeckung durch Bilder von Karten ist. Im Spezialfall k = n einer n-
Fastfaltigkeit M/ C R" notieren wir unser Integral [,, f(z)d"z. Fiir diesen Fall
werden wir in [AN3] 1.6.1 die Verallgemeinerung zum sogenannten ,,L.ebesgue-
MaB* kennenlernen, die Kompatibilitit beider Volumenbegriffe wird in [AN3]
1.9.5 diskutiert. Auch im Fall £ < n werden wir in [AN3] 1.9.3 noch derartige
Verallgemeinerungen kennenlernen.

5.5.12 (Inkonsistenzen der Notation). Ein kompakter Quader () C R" mit lee-
rem Inneren ist eine k-Fastfaltigkeit fiir geeignetes £ < n. In diesem Fall ver-
schwindet unser Quaderintegral |, 0 f aus 3.1.4 und im allgemeinen verschieden
vom Integral |, Q f tber die k-Fastfaltigkeit (). Der Leser muf3 manchmal also aus
dem Kontext erschlieBen, welcher Intgralbegriff mit | 0 f gemeint ist.

5.5.13. Die Fliche einer kompakten Fastfaltigkeit M/ C R"™ erklidren wir als das
Integral | a1 der konstanten Funktion Eins. Den Bezug dieser Definition zur An-
schauung stellt die Beschreibung als Grenzwert von Riemannsummen 5.3.7 her.
Umgangssprachlich wiirde man nur bei einer 2-Fastfaltigkeit von ihrer Fliche re-
den, aber wir verwenden diese Terminologie auch im allgemeinen.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit. Als Kompaktum besitzt supp f
nach 5.5.7 eine Uberdeckung supp f C Inny(¢1(Q1)) U ... U Inny(9,.(Q,))
durch die Inneren von Bildern von endlich vielen Integrationskarten (Q;, ;) von
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Zum Beweis der Unabhéngigkeit des Integrals von der Integrationskarte
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M. Wihlen wir eine daran angepalite Teilung der Eins, so folgt die Eindeutig-
keit wie im Fall von Mannigfaltigkeiten 5.3.1. Um die Existenz nachzuweisen,
argumentieren wir weiter wie im Fall von Mannigfaltigkeiten. Wir miissen dann
nur noch zeigen, dal gegeben zwei Integrationskarten (@, ¢) und (P, ) von M
und eine Funktion f € C/(M,RR) mit Triger im Bild beider Integrationskarten

supp f C ¢(Q) NyY(P) gilt

/ F((x)) vol(dyp) d*z = / F((y)) vol(d, ) d*
Q

Hier verwenden wir wieder unsere Abkiirzung vol(d \/ det ( (dzep).
Im Fall (supp f) C ¢(Q°) N (P°) folgt obige Glelchhelt unmlttelbar aus dem
bereits behandelten Fall der Integration iiber Mannigfaltigkeiten, angewandt auf
die Mannigfaltigkeit ¢(Q°) U ¢(P°). Im allgemeinen Fall haben wir wegen unse-
ren Annahme an Integrationskarten ¢ (0P) U ¢(P°) = ¢(P) @& M und folglich
eine Zerlegung

Q=AUp (¥(OP)) Uy (¥(P?))

mit der Notation A fiir ,,den Rest. Wir fiihren weitere abkiirzende Notationen ein
und schreiben unsere Zerlegung () = AU S U U. Sicher giltdann A @ Q, S & @
und U @ Q. In derselben Weise bilden wir eine Zerlegung P = BUT U V. Zu

Q P

von Integralen stetiger Funktionen g :  — Rund h : P — R mit g|4 = 0 und
h|p = 0 und der Eigenschaft, daB es einen C L_Diffeomorphismus

K:Q°NU S PPNV

gibt mit g = (ho k)| det dx| auf Q° N U, ndmlich den Kartenwechsel. Wir weisen
nun geeignete ,,Kleinheitseigenschaften fiir S und 7" nach, mit deren Hilfe es
dann gelingt, obige Gleichheit zu zeigen. Fiir ¢ > 0 bezeichne (). die Menge aller
Punkte von (), die zum Komplement von () einen Abstand < ¢ haben. Wir zeigen
die Abschitzung

mdim(SNQ.) <k Ve>0

Per definitionem haben wir S = ¢! (¢(9P)). Nach 5.4.3 hat 9 P Minkowskidi-
mension < k, also hat nach 5.4.5 auch ¢ (0P) Minkowskidimension < k. Ande-
rerseits ist p((Q)°) eine Mannigfaltigkeit mit Karte ¢ : Q° — ¢(Q°). Das durch
diese Karte gegebene Koordinatensystem auf (Q°) besitzt nach 4.4.9 um jeden
Punkt von (Q°) eine lokale Erweiterung zu einem lokalen Koordinatensystem
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von R”. Als Bild eines Kompaktums ist ¢(Q). ) kompakt und besitzt also eine end-
liche Uberdeckung
0(Q.) C BiU...UB,

durch_ offene Bille von positivem Radius B; @ R" derart, da8 es C'-Abbildungen
Xi : Bi — R¥ gibt mit x;(¢(p)) = p Vp € Q° N o~ (B;). Wir haben also

SNQ: | xi(Binwy(oP))

i=1
Fiir alle € > 0 finden wir zusammenfassend
mdim(0P) < knach 5.4.3 = mdim(¢(0P)) < knach 5.4.5
= mdim(y;(B; N (AP))) < k nach 5.4.5
= mdim(SNQ.) < knach 5.4.4.

Nach Ubung [AN3] 1.7.23 wiire damit SN(). eine ,.Lebesgue-Nullmenge* und da-
mit wiren auch S und analog 7" selbst Nullmengen als abzidhlbare Vereinigungen
von Nullmengen und der Beweis im Rahmen der Lebesgue-Theorie wire fertig,
vergleiche [AN3] 1.8.10. Wir wollen jedoch hier die Gleichheit

Jor=

ohne Lebesgue-Theorie zeigen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir
g > 0und h > 0 annehmen. Sicher reicht es fiir g > 0 mit g|4 = 0 zu zeigen

/Qg:SUp{/Qﬁg ‘ ﬁec!<@°mU,[o,1D}

Sicher reicht es weiter, fiir g > 0 mit g|4 = 0 und alle € > 0 zu zeigen

[ g=s {/Qgﬁg ‘ 6ec!<Q2ﬂU,[071]>}

Das aber folgt unmittelbar aus dem anschlieBenden Lemma 5.5.14, angewandt auf
K einen der Quader, aus denen (). besteht, mit R := (S N K) UK. O

Lemma 5.5.14 (Minkowskidimension und Integral). Seien K C R¥ ein kom-
pakter Quader und g : K — R eine nichtnegative stetige Funktion. Hat R C K
Minkowskidimension mdim(R) < k, so gilt

/g:sup {/ By ‘ 5:K—>[0,1]stetigmit(suppﬁ)ﬂRz@}
K K
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Beweis. Nach Annahme gibt es fiir jedes ¢ > 0 eine endliche Uberdeckung
R c Wy uU...UW, durch kompakte Wiirfel in R* mit einer festen gemeinsa-
men Kantenlidnge und Gesamtvolumen ) ._, vol(IW;) < e. Wir konnen sicher
jeden dieser Wiirfel vergroBBern zu einem offenen Wiirfel U; D W, derart, dal} gilt
S vol(U;) < 2e. Dann bilden U := |JU; und V' := R*\ |JW, eine offene
Uberdeckung von R* und fiir » € C,(U;R) gilt offensichtlich [ h < 2esup h.
Andererseits gibt es nach unseren Erkenntnissen zur Teilung der Eins 5.2.14 Funk-
tionen o € C,(U; [0, 1]) und g € C(V;[0,1]) mit a(z) + f(z) = 1 Vo € K. Wir

finden so
/QI/OéQJr/ﬁQ
K K K

mit [, ag < 2¢(sup g) und (supp 8) N R = . Das zeigt die Behauptung. O

5.5.15 (Integration iiber Fastfaltigkeiten in euklidischen Riumen). Gegeben
ein endlichdimensionaler euklidischer Raum mit Langengerade I im Sinne von
[LA2] 3.1.10 liefern die analogen Definitionen fiir jedes k-Tupel von Vektoren
v1,. ..,V ein Element

vol(vy, ..., v) = y/det(s(vi, v;)) € L

Weiter liefern die analogen Definitionen fiir jede k-Fastfaltigkeit M C X ein
Integral
: C(M,R) — L=
M

Die Flidche einer kompakten Fastfaltigkeit A/ C X erkldren wir wieder als das
Integral der konstanten Funktion Eins und erhalten so ein Element [ ul€ L&k,
So gesehen messen sich also auch in der Mathematik ,,LLingen in Metern, Flichen
in Quadratmetern und Volumen in Kubikmetern*. Betrachten wir noch allgemei-

ner Funktionen mit Werten in einem Banachraum V', so wird unser Integral noch
allgemeiner zu einer Abbildung [,, : C/(M,V) = L¥* @ V.

Ubungen

Ubung 5.5.16. Sind M C R™ sowie N C R" Fastfaltigkeiten und f : M — R
sowie g : N — R kompakt getragene stetige Funktionen, so ist auch M x N C
R™*" eine Fastfaltigkeitund fX g : M x N — R eine kompakt getragene stetige

Funktion und es gilt
fut o= () ()
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5.6 Explizite Berechnung einiger Integrale

Beispiel 5.6.1 (Integration iiber eine Kreislinie). Gegeben R > 0 ist die Kreis-
linie S := {(z,y) | #* + y* = R} eine kompakte Einsmannigfaltigkeit in R,
Die Abbildung [0, 27] — S mit ¥ — (R cos ¥, Rsin ) ist eine surjektive Integra-
tionskarte von S. Gegeben f : S — R stetig zeigt unser Satz 5.5.10 zur Integration
tiber Fastfaltigkeiten folglich

2w
/f:/ f(Rcos?, Rsind)R dd
S 0

Beispiel 5.6.2 (Ubergang zu Polarkoordinaten, Variante). Gegeben R > 0 ist
die Kreisscheibe D := {(z,y) | 2* + y* < R} eine kompakte 2-Fastfaltigkeit
in R? und die Polarkoordinatenabbildung P : [0, R] x [0,27] — D gegeben
durch P : (r,9)" + (rcosd,rsind)’ ist eine surjektive Integrationskarte von
D. Gegeben f : D — R stetig zeigt unser Satz 5.5.10 zur Integration iiber Fast-
faltigkeiten folglich

21 R
/fz/foPldPlz/ / f(rcosd, rsind)rdrdd
D Q 0 0

Beispiel 5.6.3 (Oberfliche der Einheitskugel). Die Kugelschale
S%i={(z,y,2) eER® | 2* +¢y* + 22 =1}

ist eine kompakte Mannigfaltigkeit und unser Satz 5.3.1 ordnet ihr eine Zahl | g2 1
zu, die wir als ihre Oberfldche interpretieren. Um sie zu berechnen, wenden wir
unseren Satz 5.5.10 zur Integration iiber Fastfaltigkeiten an auf die surjektive In-
tegrationskarte

K: [-m/2,7/2] x [-m, 7] — 52
@, o) — (cosfcos g, cosfsin g, sin b))

Die Jacobi-Matrix ergibt sich zu

—sinfcosyp —cosfsinp
dK = | —sinfsing cosfcosp
cos 6 0

und wir erhalten als Gram’sche Matrix

= (4 )
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Die Wurzel aus der Determinante der Gram’schen Matrix ergibt sich damit zu
cos # und wir folgern fiir jede stetige Funktion f : S* — R die Formel

/ f:/ f(cos @ cos p, cosfsinp,sinf) cosd df dy
52 - J—m/2

Wenden wir unsere Formel auf die konstante Funktion Eins an, so erhalten wir fiir
die Oberfliche der Einheitskugel das Ergebnis

m /2
/ 1:/ / cos dfdy =47
52 —mJ—7/2

Beispiel 5.6.4 (Schwerpunkt einer Halbkugel). Wir berechnen die Hohe des
Schwerpunkts der massiven Halbkugel H := {(z,y,2) € R3 | 22 +¢y* + 22 < 1
und z > 0}. Per definitionem ist das diejenige Zahl h € R, fiir die gilt [, (2 —h) =
0, so daB wir unter Zuhilfenahme von 5.6.7 erhalten

o

Durch Ubergang zu Kugelkoordinaten 5.2.17 folgt

/Hz = /OTF/2 /027r /Ol(rcosﬁ)rzsin(ﬁ) drddde
- ( /0 ' dr) ( /0 ™ cos(9) sin(9) dﬁ)

1\ 1 [™? . m  —cos(20)
= 2#-(Z>-§/0 sm(Zz?)dz?fZ-T

w/2

=] 3

0
womit sich die Hohe des Schwerpunkts ergibt zu k = 3/8.

Beispiel 5.6.5 (Trigheitsmoment der Einheitskugel). Wir integrieren die Funk-
tion 2% + 1? iiber die Einheitskugel K := {(x,vy, 2) | 22 +y* + 2% < 1}. Physika-
lisch Gebildete erkennen, dal wir hier im wesentlichen das Triagheitsmoment der
Einheitskugel um die z-Achse berechnen, aber das spielt in unserer Rechnung kei-
ne Rolle. Durch Ubergang zu Kugelkoordinaten 5.2.17 und mit [AN1] 12.4.5.34
erhalten wir

/x + 4/ —/ / /r sin® drdﬁdgp-éig

Erginzung 5.6.6. Es sollte wohl irgendwann einmal gezeigt werden, dafl mit der
in [FT1] 16.5.4.1 definierten Interpolation I' : Ry, — R der Zuordnung n +—
(n — 1)! und der Konvention z! := I'(z + 1) gilt

7.‘.71/2

(n/2)!

(Volumen der Einheitskugel im R") =
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Diese Formel kann mithilfe der Funktionalgleichung I'(x + 1) = «I'(x) aus [FT1]
16.5.4.1 und der Erkenntnis I'(1/2) = /7 aus [FT1] 16.5.4.5 auch leicht in ei-
ne etwas weniger elegante Formel umgeschrieben werden, in der die I'-Funktion
nicht mehr auftritt.

Ubungen

Ubung 5.6.7. Man zeige, daB die Einheitskugel in R?® das Volumen 47 /3 hat.
Ubung 5.6.8. Man berechne das Integral der Funktion (zyz)? iiber die Einheits-
sphiire in R3.

Ubung 5.6.9 (Oberfliiche eines Rotationskorpers). Sei I/ C R ein mehrpunkti-
ges kompaktes Intervall und f : I — (0, 00) stetig differenzierbar. Man zeige,
daB die Mantelfléiche M := {(z,y,2) € R® | z € I, 22 + y*> = (f(2))?} eine
kompakte 2-Fastfaltigkeit in R? ist mit der Fliche

/M =2 /I FEVIT (PR

Die anschauliche Bedeutung unserer Formel fiir die Oberfliche eines Rotations-
korpers erkennt man, wenn man unsere Rotationsfliche durch eine Vereinigung
von diinnen Bédndern der Gestalt ,,oberer Rinder von Eiswaffeln* approximiert.

Ubung 5.6.10 (Volumen eines Rotationskorpers). Sei I C R ein mehrpunktiges
kompaktes Intervall und f : I — (0, 00) stetig differenzierbar. Man zeige, daf}
der Rotationskorper M = {(z,y,z) € R® | z € I,2? + y* < (f(2))?} eine
kompakte 3-Fastfaltigkeit in R3 ist mit dem Volumen

/Ml:ﬂ/lf(z)2dz

Die anschauliche Bedeutung unserer Formel fiir das Volumen eines Rotations-
korpers erkennt man, wenn man unseren Rotationskorper durch eine Vereinigung
von diinnen Scheiben approximiert.

Ubung 5.6.11. Gegeben eine kompakte k-Fastfaltigkeit M C R™ und A € O(n)

Insbesondere und in Worten bleibt also beim Drehen und Verschieben von Fldchen
1m Raum ihre Oberfliche unverindert.
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6 Gewohnliche Differentialgleichungen

6.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

6.1.1 (Unterscheidung in gewohnliche und partielle Differentialgleichungen).
Ganz allgemein versteht man unter einer gewohnlichen Differentialgleichung
eine Gleichung, in der die Ableitungen einer zu bestimmenden Funktion einer
Verinderlichen zueinander und mit der Verdnderlichen selbst in Beziehung gesetzt
werden. Ein Beispiel ist die Gleichung

(f"@O)f (1) +tf(t) =¢*

fiir eine zu bestimmende zweimal differenzierbare Funktion f : R — R. Im Ge-
gensatz dazu steht terminologisch der allgemeinere Fall der partiellen Differen-
tialgleichungen, bei denen die partiellen Ableitungen einer Funktion mehrerer
Verinderlichen auftreten. Ein Beispiel ist die Gleichung

0? 0?
I
oxr?  0y?

fiir eine zweimal partiell differenzierbare Funktion f : R? — R. Auf Englisch be-
nutzt man die Abkiirzungen ODE fiir ordinary differential equation und PDE
fiir partial differential equation. Wir besprechen in diesem Abschnitt nur ge-
wohnliche Differentialgleichungen. Rein formal ist dieser Abschnitt unabhéngig
von der Behandlung linearer gewohlicher Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten in [AN1] 12.7.2.8 folgende. Ich denke jedoch, daf} eine gewisse Ver-
trautheit mit diesen einfachsten und wichtigsten Spezialfillen es sehr erleichtern
kann, die im folgenden zu entwickelnde allgemeine Theorie zu verstehen.

0

6.1.2 (Unterscheidung in explizite und implizite Differentialgleichungen). Die
Ordnung der hochsten in einer gewohnlichen Differentialgleichung auftretenden
Ableitung heiit die Ordnung unserer Differentialgleichung. Von einer explizi-
ten Gleichung spricht man, wenn in unserer Gleichung die Ableitung hochster
Ordnung ,.explizit durch die tieferen Ableitungen ausgedriickt wird*. Andernfalls
spricht man von einer impliziten Gleichung. Bei unserem obigen Beispiel han-
delt es sich also um eine implizite Gleichung. Wir werden uns im folgenden je-
doch nur mit expliziten gewohnlichen Differentialgleichungen beschiftigen. Eine
derartige explizite Gleichung der Ordnung n hat, wenn wir von der Spezifikation
allgemeinstmoglicher Definitionsbereiche einmal absehen, die Gestalt

) =C ft), £ "7V @)

mit einer Abbildung C' : R"*! — R. Gesucht sind alle Funktionen f : R D
I — R auf mehrpunktigen reellen Intervallen /, die n-mal differenzierbar sind
und eben diese Gleichung erfiillen.
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6.1.3 (Reduktion auf Systeme erster Ordnung). Etwas allgemeiner betrachten
wir zugleich auch Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen, bei de-
nen vektorwertige Funktionen f = (f,...,fr) : R D I — R* gesucht wer-
den derart, da} eine Gleichung der obigen Gestalt gilt, die nun aber eine vektor-
wertige Gleichung meint mit einer fest vorgegebenen vektorwertigen Abbildung
C : R+l — RF, die auf (n + 1)-Tupeln bestehend aus einer reellen Zahl und n
Vektoren definiert ist. Die Betrachtung von Systemen gewohnlicher Differential-
gleichungen erlaubt uns zumindest fiir Fragen des allgemeinen Losungsverhaltens
die Beschriankung auf den Fall erster Ordnung. Um zu zeigen, wie diese Reduktion
funktioniert, betrachten wir beispielhaft den Fall einer Gleichung dritter Ordnung

fU(t) = O, f(1), £1(0), (1)

mit C' : R* — R. Jede Losung f : R D I — R liefert sicher eine Abbildung
¢ : R — R3 vermittels der Vorschrift ¢(t) = (f(t), f'(t), f”(t)) und natiirlich gilt
dann

P (t) = ¢a(t)
t) = (1)
¢é<t) = C’(t, ¢1<t)7 ¢2<t)7 ¢3(t))

Erkldren wir nun also eine neue Abbildung B : R* — R? durch die Vorschrift
B(t,z,y,z) = (y,2,C(t,z,y, 2)), so ist unser ¢ eine Losung des Systems von
Differentialgleichungen
¢(t) = B(t, (1))

Umgekehrt zeigt man leicht, daB fiir jede Losung ¢ : R — R? dieses Systems von
Differentialgleichungen erster Ordnung die erste Komponente ¢, (t) = f(t) ei-
ne Losung unserer urspriinglichen Gleichung dritter Ordnung liefert. In derselben
Weise kann auch im Allgemeinen die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit
der Losungen von Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen hoherer Ord-
nung auf den Fall von Systemen erster Ordnung zuriickgefiihrt werden. Anschau-
lich mag man sich dann B als ein zeitabhédngiges Vektorfeld auf dem R™ denken,
das jedem Ort z € R” zu jedem Zeitpunkt ¢ € R einen Vektor B(t,z) € R"
zuordnet. In dieser Anschauung beschreibt eine Losung ¢ : R — R" die Bewe-
gung eines Teilchens, das zu jedem Zeitpunkt ¢ die fiir seinen Ort ¢(¢) zu diesem
Zeitpunkt durch unser zeitabhidngiges Vektorfeld B vorgegebene Geschwindigkeit

¢'(t) = B(t, ¢(t)) hat.
6.1.4 (Reduktion auf den zeitunabhiingigen Fall). Gegeben B : R*™! — R»
16st eine differenzierbare Abbildung ¢ : R — R unsere Differentialgleichung

¢'(t) = B(t, 6(t))
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genau dann, wenn die Abbildung v : R — R™"™' ¢ s (¢, ¢(t)) die Differen-
tialgleichung
V(1) = A(v(®))

16st fiir A : R™™! — R"*! gegeben durch A(t,z) := (1, B(t,)). In diesem Sin-
ne konnen wir uns also stets auf den Fall zeitunabhingiger Felder zuriickziehen.
Eine graphische Darstellung dieser Erkenntnis geben wir in 6.1.10. Allerdings
erhilt man fiir zeitabhingige Felder bei einer eigenstindigen Betrachtung etwas
schirfere Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen, weshalb dieser Fall insbesonde-
re in einigen Ergénzungen weiter betrachtet werden wird. Zunichst konzentrieren
wir uns nun jedoch auf den zeitunabhéngigen Fall und besprechen seine geome-
trische Bedeutung in einer koordinatenfreien Sprache.

6.1.5. Unter einem Vektorfeld auf einer Teilmenge U C X eines affinen Raums
X verstehen wir eine Abbildung A : U — X von U in den Richtungsraum von
X. Statt A(p) schreiben wir in diesem Kontext auch oft A,,.

Definition 6.1.6. Seien X ein normierter reeller Raumund A : X S U — X ein
Vektorfeld. Ein FluBweg unseres Vektorfelds ist eine differenzierbare Abbildung
v : R D I — U von einem mehrpunktigen reellen Intervall [ nach U mit der Ei-
genschaft, da3 physikalisch gesprochen zu jedem Zeitpunkt ¢t € I die Geschwin-
digkeit unseres FluBwegs zum Zeitpunkt ¢ der durch das Vektorfeld vorgegebene
Richtungsvektor an der Stelle () ist, in Formeln

V() =AN@) Viel

Ist p € U gegeben, so verstehen wir unter einem FluBweg mit Anfangswert p
oder kurz einem FluBweg zu p einen FluBweg (7, /) mit 0 € I und v(0) = p.

6.1.7. Auf der Menge aller FluBwege eines Vektorfelds erkldren wir eine Teilord-
nung durch die Vorschrift, daf ein FluBweg kleinergleich einem anderen ist, wenn
er aus ihm durch Einschrinkung des Definitionsbereichs hervorgeht. Die maxi-
malen Elemente dieser Menge nennen wir maximale FluBwege. Ein maximaler
FluBweg ist also ein FluBweg, der nicht zu einem auf einem echt groferen reellen
Intervall definierten FluBweg erweitert werden kann. Mit dem Zorn’schen Lemma
sieht man unmittelbar, dal jeder FluBweg zu einem maximalen FluBweg erweitert
werden kann. Das grofite Element in der Menge aller FluBwege zu einem vorgege-
benem Anfangswert nennen wir dahingegen, wenn es denn existiert, den groBten
FluBweg zu dem vorgegebenen Anfangswert. Das ist dann natiirlich auch ein ma-
ximaler FluBweg unseres Vektorfelds und sogar der einzige maximale FluBweg
zum vorgegebenen Anfangswert. Es kann aber durchaus vorkommen, dafl es zu
einem vorgegebenen Anfangswert zwar FluBwege gibt, aber keinen groften Fluf3-
weg, sondern stattdessen mehrere maximale FluBwege.

129



6.1.8 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heilen unsere FluBwege
meist Integralkurven. Das palit aber schlecht zu unserer Terminologie, nach der
Kurven gewisse Teilmengen endlichdimensionaler reeller Réume und allgemeiner
eindimensionale Mannigfaltigkeiten bezeichnen.

Beispiel 6.1.9. Ist unser Vektorfeld konstant, so laufen seine FluBwege auf den
Geraden mit diesem konstanten Vektor als Richtungsvektor und mit der durch
diesen Vektor vorgegebenen konstanten Geschwindigkeit. Ist unser Vektorfeld auf
einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum X = V gegeben durch eine li-
neare Abbildung A € End V' oder genauer durch trans oA, so haben wir bereits in
[ANI1] 12.7.2.6 gezeigt, daB3 seine maximalen FluBwege genau die Abbildungen
R — V,t— exp(tA)csind mitc € V.

6.1.10 (Geometrische Interpretation im zeitabhingigen Fall). Gegeben ein
normierter reeller Raum X fassen wir eine Abbildung A : (R x X) O W — X
gerne als ein zeitabhéngiges Vektorfeld auf und veranschaulichen uns die Lésun-
gen der Differentialgleichung

V(1) = At (1))

in dieser Weise. Unter einem FluBweg verstehen wir in diesem Fall eine dif-
ferenzierbare Abbildung v : R D I — X von einem mehrpunktigen reellen
Intervall / nach X mit (t,v(t)) € W Vt € I derart, dal obige Gleichung er-
fiillt ist fiir alle ¢ € I. Gegeben (s,p) € W verstehen wir unter einem FluBweg
mit Anfangswert p zum Startzeitpunkt s einen FluBweg (v, /) mit s € I und
v(s) = p. Dieselbe Terminologie verwenden wir auch fiir zeitunabhingige Vek-
torfelder A : X D U — X, die wir als Spezialfall mit W = R x U auffassen und
bei denen wir a priori den Startzeitpunkt s = 0 wihlen.

6.1.11 (Zeitverschiebung). Gegeben ein Vektorfeld auf einer halboffenen Teil-
menge eines normierten reellen Raums und ein FluBweg (7, I) ist fir alle ¢ € R
auch die Abbildung ¢t — ~(t + ¢) ein FluBweg, der nun eben definiert ist auf
dem verschobenen Intervall / — c. Das gilt im Fall zeitabhiingiger Vektorfelder
allerdings nicht mehr.

6.1.12 (Verwandtschaft von Vektorfeldern). Gegeben halboffene Teilmengeg
normierter afﬁrler Ridume U C€ X und V' C Y sowie Vektorfelder A : U — X
und B : V — Y sowie eine differenzierbare Abbildung ¢ : U — V schreiben wir

p: A~ B

und sagen, unsere Vektorfelder seien verwandt unter ¢, wenn fiir alle p € U
gilt d,¢ : A(p) — B(¢(p)). Ist ¢ ein Diffeomorphismus, so hat jedes Vektorfeld
A auf U genau einen Vorwirtsverwandten B auf V' und jedes Vektorfeld B auf
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V' genau einen Riickwirtsverwandten A auf U. Im allgemeinen miissen weder
Vorwirtsverwandte noch Riickwirtsverwandte existieren und wenn sie existieren,
miissen sie im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt sein.

6.1.13 (Verwandtschaftsvertriglichkeit von FluBwegen). Offensichtlich haben
verwandte Vektorfelder verwandte FluBwege. Ist genauer unter einer differenzier-
baren Abbildung ¢ ein Vektorfeld A verwandt zu einem Vektorfeld B, so ist fiir
jeden FluBweg v von A auch ¢ o ~ ein FluBweg von B. Ist insbesondere ein Vek-
torfeld A unter einer stetig differenzierbaren Abbildung ¢ verwandt zum Nullfeld,
in Formeln ¢ : A ~ 0, und ist v ein FluBweg von A, so ist ¢ o v ein FluBweg des
Nullfelds und mithin konstant. In anderen Worten ist dann die Funktion ¢ kon-
stant auf jedem FluBweg von A. Eine reellwertige derartige Funktion ¢ heift ein
erstes Integral unserer Differentialgleichung. In physikalischen Modellen liefern
oft Energie, Impuls und Drehimpuls solche ersten Integrale.

Ubungen

Ubung 6.1.14. Man gebe ein glattes Vektorfeld auf R an, das keine auf ganz R
definierten FluBwege besitzt.

Ubung 6.1.15. Man zeige fiir jedes Vektorfeld A : R — R" mit der Eigenschaft
A(p) L p Vp € R", daB seine FluBwege v auf Sphiren mit Zentrum im Ursprung
verlaufen miissen, in Formeln ||7(¢)|| konstant.

Ubung 6.1.16. Seien A : X oU — X ein Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge
eines affinen Raums und f : U — R differenzierbar. Man zeige: Gilt fiir die
Richtungsableitungen (D 4(,) f)(p) > 0 Vp € U, soist f(v(t)) monoton wachsend
fiir alle FluBwege ~ unseres Vektorfelds. Gilt (D4, f)(p) > 0 Vp € U, so ist
f(~(t)) analog streng monoton wachsend.

Ubung 6.1.17. Seien A : X oU — X ein Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge
eines affinen Raums und f : U — R differenzierbar und sei die Null ein regulérer
Wert von f, so daB M := f~'(0) eine Hyperfliche ist. Gilt (d, f)(A(p)) < 0Vp €
Mundisty : R D I — U ein FluBweg von A, so folgt aus f(y(t)) < 0 fiir ein
t € I bereits f(y(s)) < 0 fir alle s € I mit s > ¢. Anschaulich gesprochen kann
also ein FluBweg die Hyperflache M nur hochstens einmal kreuzen und muf3 dabei
von der Seite f > 0 auf die Seite f < 0 wechseln. Hinweis: [AN1] 12.5.5.24.

6.2 Beispiele und Gegenbeispiele

Satz 6.2.1 (Picard-Lindelof). 1. Gegeben ein stetig differenzierbares Vektor-
feld auf einer offenen Teilmenge eines reellen Raums endlicher Dimension
gibt es zu jedem Anfangswert einen grofiten Flufiweg;
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2. Dieser grofite Flufsweg hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall, und
ist dieses Intervall nach oben beschrdnkt, so verldfst der fragliche Flufiweg
fiir positive Zeiten jedes Kompaktum aus unserer offenen Teilmenge irgend-
wann einmal endgiiltig.

6.2.2. Wir zeigen diesen Satz als 6.4.9 sogar unter noch etwas schwicheren Vor-
aussetzungen. Der letzte Teil der zweiten Aussage besagt salopp formuliert, daf3
der Grund dafiir, dal sich ein FluBweg nicht beliebig weit in Richtung positi-
ver Zeiten fortsetzen 1d6t, nur darin liegen kann, dal er bereits in endlicher Zeit
,»-aus dem Definitionsbereich des Vektorfeldes hinauslduft®. Entsprechendes gilt in
Richtung negativer Zeiten, was man durch Betrachtung des mit (—1) multiplizier-
ten Vektorfelds auch formal leicht folgern kann.

Beispiel 6.2.3 (Ein Fall mit nicht eindeutigen FluBwegen). Bei Vektorfeldern,
die nicht stetig differenzierbar sind, kann es durchaus vorkommen, daf} zu einem
vorgegebenen Anfangswert kein grofter FluBweg existiert, weil etwa mehrere ma-
ximale FluBwege mit ein und demselben Anfangswert existieren, die auf dem
Schnitt ihrer Definitionsbereiche nicht {ibereinstimmen. Betrachten wir zum Bei-
spiel auf R? das Vektorfeld A, fiir das simtliche verschobenen Kubiken ~,(t) =
(t + ¢,t*) FluBwege sind. Wir haben 7/(t) = (1,3t?) und damit A(z,y) =
(1, 3]y|*/?). Maximale FluBwege sind in diesem Fall nicht nur die verschobenen
Kubiken ~,, sondern auch alle Wege, die ldngs einer verschobenen Kubik auf die
x-Achse hochsteigen und dann eine Weile auf der z-Achse entlanglaufen bevor

Das ebene stetige aber nicht stetig differenzierbare Vektorfeld aus Beispiel 6.2.3
mit einem seiner FluBwege

sie auf einer anderen verschobenen Kubik weitersteigen. In diesem Fall existie-
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ren zwar maximale FluBwege zu jedem Punkt, von Eindeutigkeit kann aber keine
Rede sein.

Beispiel 6.2.4 (Der Fall eindimensionaler Felder ohne Nullstellen). Gegeben
ein stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen auf einer offenen Teilmenge eines eindi-
mensionalen Raums gibt es zu jedem Anfangswert genau einen maximalen FluB3-
weg. In diesem Fall brauchen wir also von unserem Vektorfeld nicht einmal ste-
tige Differenzierbarkeit zu fordern. In der Tat sei ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit U G R ein Intervall und unser stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen
zeige in Richtung der positiven z-Achse, als da heiflt, es werde gegeben durch
a : U — R.y. FluBwege sind auf mehrpunktigen Intervallen / C R definierte
differenzierbare Funktionen v : R D I — U mit

V() =a(r(t)) Vtel

Aus dieser Gleichung folgt fiir alle s,? € I sofort

. "Ay(r)dr 0 dg B B .
== [Ty = L e = G0W -6

fir G : U — R eine Stammfunktion von 1/a. Nun wichst G sicher streng mono-
ton und hat folglich als Bild ein offenes Intervall ./ @ R und fiir unsere FluBwege
folgt v(t) = G~'(t + ¢) mit der Konstanten ¢ = G((s)) — s. In anderen Worten
ist

G':J3U
bis auf Zeitverschiebung der einzige maximale FluBweg. So ist etwa a(z) = =
ein stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen auf U := Ry und G(z) = logx ist

eine Stammfunktion von 1/x und jeder maximale FluBweg ist von der Gestalt
v : R — Ry, v(t) = exp(t + ¢) mit einer Konstanten ¢ € R.

Beispiel 6.2.5 (Spezielle eindimensionale Felder mit Nullstellen). Gegeben ein
stetiges Vektorfeld mit Nullstellen auf einer offenen Teilmenge eines eindimen-
sionalen Raums liegen die Verhiltnisse komplizierter als im Fall ohne Nullstel-
len 6.2.4. Wir suchen etwa fir a € R FluBwege des Vektorfelds a(x) =
auf R. alias auf einem mehrpunktigen Intervall / C R definierte Funktionen
v:RDI— R.gmit

V() = ()" Viel

Auf R ( hat unser Feld keine Nullstellen und die in 6.2.4 entwickelte Theorie sagt
uns, daB} unsere FluBwege gerade die Umkehrfunktionen zu Stammfunktionen von
x~% sind. Den Fall o = 1 kennen wir bereits aus 6.2.4. Im Fall « # 1 erhalten
wir als Stammfunktion G(z) = z'7*/(1 — «). Im Unterfall « > 1 induziert
nun G eine Bijektion G : Ry = R und im Unterfall @ < 1 eine Bijektion
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Im Fall eindimensionaler Felder mag man sich die Losung der entsprechenden

Differentialgleichung durch ihren im Bild gestrichelt eingezeichneten Graphen

veranschaulichen und das Vektorfeld als eine Vorschrift, die diesem Graphen in
jeder Hohe x eine Steigung a(x) vorschreibt.
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Mogliche Losungsfunktionen mit positiven Werten der Differentialgleichung
A(t) = (y(t))™ fir verschiedene Werte von o € R. Alle anderen
Losungsfunktionen mit positiven Werten erhélt man durch horizontales
Verschieben der entsprechenden Graphen. Im Fall o > 1 ,,14uft unsere Losung in
endlicher Zeit nach Unendlich®, was die gestrichelt eingezeichnete vertikale
Asymptote andeuten soll. Im Fall 1 > « > 0 kann man, wie gestrichelt
angedeutet, die Losung zu einer Losung von §(t) = |v(¢)|* ins Negative
fortsetzen, aber eben auf vielerle1 Weisen. Das war im wesentlichen auch unser
Gegenbeispiel 6.2.3.
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G : R.g = Ry, aber die Umkehrfunktion wird jedesmal durch dieselbe Formel
gegeben und wir erhalten die FluBwege

900 = (1 = a)t) -

Im Fall o = 2 etwa ergibt sich (¢) = —1/¢ und unser FluBwege ,,laufen in end-
licher Zeit nach +o00, brauchen aber, wenn wir die Zeit rickwirts laufen lassen,
unendlich lange bis zum Ursprung®. Dasselbe gilt in allen Fillen mit o« > 1. Im
Fall &« = 0 dahingegen ergibt sich v(¢) = t und unser FluBweg ,lduft fiir al-
le positiven Zeiten, braucht aber, wenn wir die Zeit riickwérts laufen lassen, nur
endlich viel Zeit bis zum Ursprung®. Dasselbe gilt in allen Féllen mit o < 1. In
den Fillen mit 0 < o konnen wir unser Vektorfeld stetig auf R fortsetzen durch
die Vorschrift a(z) = |z|* und fiir 0 < « hat diese Fortsetzung eine Nullstelle
bei Null. In den Fillen 0 < o < 1 gibt es nun auch FluBwege, die in endlicher
Zeit aus dem Negativen nach Null laufen und dort eine Weile stehenbleiben, be-
vor sie ins Positive weiterlaufen. Erkldren wir etwa auf R ein stetiges Vektorfeld
durch a(z) = V/22, so ist y(t) = t*/27 ein FluBweg, aber auch die Abbildung
¥ : R — R, die gegeben wird durch die Vorschrift

t3/27 ¢ <0;
P(t) = 0 0<t<1,;
(t—1)%/27 1<t

ist ein FluBweg. Im Riickblick ist unser Beispiel 6.2.3 im wesentlichen dassel-
be, nur in trivialer Weise um eine Dimension erweitert, damit es besser bildlich
dargestellt werden kann.

Beispiel 6.2.6 (Verhalten unter Lingeniinderungen). Andern wir bei einem
Vektorfeld ohne Nullstellen nur die Lingen seiner Vektoren, durchaus auch in
Abhingigkeit vom Ort, so bleiben die FluBwege offensichtlich bis auf Reparame-
trisierung dieselben. Ist also in Formeln X ein endlichdimensionaler reeller Raum,
U @ X offen, A : U — X ein Vektorfeld ohne Nullstellen und ¢ : U — R eine
stetige Funktion ohne Nullstellen und ist y : / — U ein FluBweg von A, so finden
wir mit dem Ansatz ¢ (t) = (r(t)) eine Losung der Differentialgleichung

In der Tat liefert diese Gleichung némlich fiir die Reparametrisierung r die Glei-

chung
()Y (r(t)) = c(y(r(t)) A(v(r(t)))

und damit 7' (¢) = (c o y)(r(t)). Diese Gleichung aber haben wir bereits in 6.2.4
16sen gelernt.
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6.2.7 (Felder mit separierten Variablen). Gegeben endlichdimensionale reel-
le Rdume X,Y und offene Teilmengen U @ X sowie V' @ Y und Vektor-
felder A : U — X sowie B : V — Y sind die FluBwege des Vektorfelds
(Ax B) : UxV — X x Y genau die Abbildungen (v,1) mit y : [ — U
einem FluBweg von A und ¢ : [ — V einem FluBweg von B mit demselben De-
finitionsbereich. In dieser Situation spricht man von einer Differentialgleichung
mit getrennten Verdnderlichen oder lateinisierend separierten Variablen. Man
beachte die enge Beziehung zur ,,Verwandtschaftsvertriglichkeit von FluBwegen*
6.1.12. Die in 6.2.9 erlduterte Methode der ,,Separation der Variablen® mag man
auffassen als das Uberfiihren einer Differentialgleichung in eine Gleichung mit
separierten Variablen.

Beispiel 6.2.8 (Eindimensionale zeitabhéingige Felder). Gegeben eine Funktion
a : R? W — R interessieren wir uns fiir Losungen der Gleichung

y = al(t,y)

Unter einer ,,Losung* versteht man hierbei ein Paar (-, I) mit / C R einem mehr-
punktigen Intervall und v : I — R einer differenzierbaren Funktion, deren Graph
in U enthalten ist und fiir die gilt

V() =alt,y(t) vtel

Ich habe hier Losungen als ~y(¢) und nicht als y(t) geschrieben, wie es die Glei-
chung suggeriert, in der Hoffnung, daB3 das zum besseren Verstindnis beitrégt.
Hiéngt a(t, y) gar nicht von y ab, also a(t, y) = a(t), so sind die Losungen unserer
Differentialgleichung natiirlich genau die Stammfunktionen von a. Héngt a(t, y)
dahingegen nicht von ¢ ab, also a(t,y) = a(y), so sind die Losungen unserer
Differentialgleichung nichts anderes als die FluBwege des auf einer geeigneten
Teilmenge von R definierten Vektorfelds a(y), die wir bereits in 6.2.4 diskutiert
hatten.

6.2.9. Seiena : R 9U — Rund o : R ©J — R stetig. Differentialgleichungen

der Gestalt
y'(t) = a(t)aly(t))

fiir Funktionen y = y(t) bedeuten geometrisch die Suche nach FluBwegen ei-
nes zeitabhingigen Vektorfelds auf U @ R, das die spezielle Gestalt A(t,y) =
a(t)a(y) hat. Ich schreibe y(t) statt v(t), weil wir ja nur eine reellwertige Funkti-
on suchen, also X = R. Sie lassen sich oft mit der Methode der Separation der
Variablen oder auf deutsch Variablentrennung 16sen. Ich fiihre zunichst dieses
Verfahren vor und erkldre dann, inwiefern wir dabei implizit unsere Gleichung in
eine Gleichung mit separierten Variablen im Sinne von 6.2.7 transformieren. Wir
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Im Fall zeitabhéngiger eindimensionaler Felder mag man sich ein Vektorfeld als
ein ,,Steigungsfeld* veranschaulichen, bei dem die jeweils vorgeschriebene
Steigung a(t, y) von beiden Koordinaten abhingen darf, und die Losung der

entsprechenden Differentialgleichung durch ihren im Bild gestrichelt
eingezeichneten Graphen, der dann eben an jeder Stelle tangential an das dort
vorgegebene Steigungsfeld sein soll.

In 6.1.10 habe ich ausgefiihrt, wie die Untersuchung der FluBwege
zeitabhingiger Felder auf einem Raum X auf die Untersuchung der FluBwege
zeitunabhingiger Felder auf dem Raum R x X zuriickgefiihrt werden kann.
Dieses Bild zeigt im Spezialfall X = R das zeitunabhiingige Vektorfeld auf R?,
dessen FluBwege den FluBwegen des durch das Bild dariiber dargestellten
zeitabhingigen Feldes auf R entsprechen.
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nehmen an, a habe keine Nullstelle und U sei ein Intervall. Gegeben eine Losung
y : I — R kann die Gleichung v/ (t) = «(t)a(y(t)) dann auch geschrieben werden

als )
t
a(y(t))
Ist nun G eine Stammfunktion von 1/a und B eine Stammfunktion von «, so folgt
fiir alle s,t € I sofort

— = y(t)ﬂ_ t y/(T) T = tCV T T = — S
Gly(t) —Clyls)) = /y(s) - / s dr = / (r)dr = B(t)—B(s)

Hier ist G sicher streng monoton. Folglich hat es offenes Bild G(U) @ R. Fiir die
Umkehrabbildung G~ : G(U) — R folgt

y(t) =G Y(B(t)+ec) Vtel

mit der Konstante ¢ = G(y(s)) — B(s). Umgekehrt priift man auch ohne Schwie-
rigkeiten, daB fiir (s,u) € J x U die obige Formel fiir ¢ = G(u) — B(s) und
t € I+ B YG(U) — ¢) die groBte Losung unserer Differentialgleichung mit
y(s) = u liefert. Um den Zusammenhang mit der Situation separierter Variablen
im Sinne von 6.2.7 herzustellen, interpretieren wir unsere Gleichung wie in 6.1.10
als die Suche nach FluBwegen des ebenen Vektorfelds (z,y) — (1, a(x)a(y)) und
kommen unter der zusitzlichen Annahme, dafl auch « keine Nullstelle hat, mit
der in 6.2.6 erlduterten Lingenidnderung um c(z,y) := a(x)~! zum Vektorfeld
(z,y) = (a(x)™!, a(y)). In dieser Weise landen wir dann bei der Suche nach den
FluBwegen eines Vektorfelds mit separierten Variablen.

Proposition 6.2.10 (Strikte differentielle Ungleichungen). Sei eine Funktion
K :R? D U — R gegeben und seien f,g : [a,b) — R differenzierbare Funktio-
nen mit Graph in U derart, daf3 an jeder Stelle t € [a,b) gilt

F'(t) = K@, f(t) und  g'(t) < K(t,g(t)).

Haben wir auflerdem g(a) < f(a), so folgt g(t) < f(t) fiir alle t € (a,b).

6.2.11. Fordern wir hier statt der strikten Ungleichung auch fiir g nur die nicht-
strikte Ungleichung ¢'(¢) < K (t, g(t)), so gilt die Aussage nur noch unter zusétz-
lichen Annahmen an die Funktion /& und ich kenne keinen so einfachen Beweis
mehr. Ich diskutiere eine Variante fiir nicht-strikte Ungleichungen in 6.7.1.

Beweis. Die Funktion h := g — f ist differenzierbar mit h(a) < 0 und h(t) =
0 = A/(t) < 0. Damit folgt leicht h(t) < O fur alle ¢ € (a,b), wie Sie auch in
[AN1] 12.5.5.24 schon zur Ubung selbst zeigen durften. [
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[lustration zur Proposition iiber strikte differentielle Ungleichungen. Ich denke
mir K als ein ,,Steigungsfeld. Eine Losung der entsprechenden
Differentialgleichung muf3 nun offensichtlich stets iiber einer Losung der der
entsprechenden differentiellen Ungleichung bleiben, wenn sie zum
Anfangszeitpunkt dariiber liegt. Das ist die anschauliche Bedeutung der
Proposition.
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Beispiel 6.2.12 (Funktionen, die echt groBer sind als ihre eigene Ableitung).
Gegeben eine differenzierbare Funktion ¢ : [0,0) — R mit ¢/(t) < g(¢) fur alle
t € [0,b) gilt g(t) < g(0)e! fiir alle ¢t € (0,b). Das folgt, indem wir unsere Pro-
position iiber differentielle Ungleichungen mit K (x,y) = y anwenden. Alternativ
konnen wir bemerken, daB g(¢)e™" negative Ableitung hat.

Beispiel 6.2.13 (Funktionen, die groBlergleich ihrer eigenen Ableitung sind).
Gegeben eine differenzierbare Funktion g : [0,b) — R mit ¢'(t) < g(¢) fir
alle t € [0,b) gilt g(t) < g(0)e’ fiir alle t € [0,b). Das kénnen wir zeigen, in-
dem wir bemerken, daB g(t)e~! nichtpositive Ableitung hat, vergleiche Ubung
[AN1] 12.5.5.23. Alternativ kdnnen wir unsere Proposition iiber differentielle
Ungleichungen mit K (z,y) = y + ¢ anwenden fiir alle ¢ > 0. Eine Losung
der Differentialgleichung f'(t) = f(t) + ¢ mit Anfangswert f(0) = ¢(0) ist
f(t) = (9(0) 4 )e" — ¢ und wir folgern

g(t) < (g(0) +e)e’ —e Vte (0,b)

Im Grenzwert fiir ¢ — 0 folgt dann die Behauptung. Das ist auch schon fast das
Lemma von Gronwall, wie es im Anschluf} bewiesen wird.

Korollar 6.2.14 (Lemma von Gronwall). /. Gegeben Konstanten L > 0 und
C sowie b > 0 und eine differenzierbare Funktion g : [0,b) — R mit
g(0) < 0und ¢'(t) < Lg(t) + C fiir alle t € [0, b) gelten fiir alle t € (0,b)
die Abschdtzungen

g(t) < (C/L)e" — (C/L) und ¢'(t) < Ce™.

2. Istb € Rogundh : [0,b) — R stetig und gibt es Konstanten L,C mit L > 0
und

h(t) gL/th(T)dT+C’

fiir alle t € [0,b), so erfiillt h die Abschéitzung h(t) < C el

Beweis. Man beachte, daB die Differentialgleichung f'(t) = Lf(t)+C fiir L # 0
die Losung f(t) = (C/L)e* — (C/L) mit Anfangswert f(0) = 0 hat. Fiir jedes
e > 0 folgt aus unseren Annahmen ¢'(t) < Lg(t) + C' + . Damit folgt die
erste Ungleichung im ersten Teil sogar fiir beliebiges L. # 0 sofort aus unseren
Erkenntnissen iiber differentielle Ungleichungen 6.2.10. Die zweite Ungleichung
im ersten Teil folgt durch Einsetzen der ersten Ungleichung in die Annahme. Hier-
bei brauchen wir L > 0, damit sich die erste Ungleichung bei der Multiplikation
mit L nicht umdreht. Daf} die zweite Ungleichung im ersten Teil auch noch fiir
L = 0 gilt, ist eh klar. Wenden wir sie auf g(t) := fot h(7) dr an, ergibt sich der
zweite Teil. ]

6.2.15. Eine Fiille an weiteren Beispielen und Losungsmethoden zu gewohnlichen
Differentialgleichungen findet man etwa in [MV00].
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Ubungen

Ubung 6.2.16 (GroBere Felder haben schnellere FluBwege). Gegeben U C R
halboffen und a,b : U — R stetig ohne Nullstelle mit @ < bund I C R ein
mehrpunktiges Intervall und «, x : [ — U differenzierbar mit #(¢) = a(y(¢)) und
k(t) = b(k(t)) fur alle t € I folgt aus y(ty) < k(ty) fiir ein ¢y € I bereits dieselbe
Aussage fiir alle t € [ mitt > .

6.3 Integration von vektorwertigen Funktionen

6.3.1. Wir zimmern in diesem Abschnitt einen begrifflichen Rahmen, der nicht
nur das Integrieren komplexwertiger Funktionen als Spezialfall umfa3t, sondern
auch in natiirlicher Weise unsere Uberlegungen zum Differenzieren vektorwerti-
ger Funktionen erginzt.

Definition 6.3.2. Seien [a,b] C R ein nichtleeres kompaktes Intervall, V' ein re-
eller Vektorraum und f : [a,b] — V eine Abbildung. Wir betrachten fiir » > 1
die dquidistante Unterteilung a = ¢ty < t; < ... < t, = bund definieren die r-te
Riemannsumme S”(f) € V durch

Satz 6.3.3 (Integration vektorwertiger Funktionen). Gegeben eine stetige Ab-
bildung von einem nichtleeren kompakten Intervall in einen endlichdimensionalen
reellen Vektorraum f : [a,b] — V existiert der Grenzwert der zugehirigen Rie-
mannsummen. Das als dieser Grenzwert erkliirte Integral

/fz/abf:/abf(t) dt = lim §(f)

ordnet jedem [ einen Vektor ( f f) € V zu und hat die folgenden Eigenschaften:
1. Fiiralle ¢ € |a, b giltf;f = facf—l—fcbf;
2. Ist f = v konstant einv € V, so gilt fab f(t) dt = fabv dt = (b—a)v;

3. Ist A : V — W eine lineare Abbildung in einen weiteren endlichdimensio-
nalen reellen Vektorraum W, so gilt

fusns(f)

142



4. Gegeben eine Norm || || auf V' gilt fiir die Norm des Integrals die Ab-
schatzung || [ fII < [ IIf

5. Im Fall V' = R reellwertiger Funktionen erhalten wir unser Integral aus
[AN1] 12.5.2.1 zuriick.

>

Vorschau 6.3.4. Dieser Satz gilt genauso fiir Banachrdaume V.. Der Beweis
braucht dann aber zusitzliche Argumente.

6.3.5 (Linearitiit des Integrals). Sie mogen in diesem Satz die Regeln [ Af =
A [ fsowie [(f+g) = [ f+ [ g fir stetige vektorwertige Funktionen f, g und
A € R vermif3t haben. Sie folgen jedoch formal aus Teil 3. In der Tat diirfen wir
dort A = () : V — V nehmen und auch A : V x V — V die Addition sowie
die beiden Projektionen. So ergibt sich fiir die V' x V-wertige Funktion (f, g)
zunichst pry [(f,9) = [ fundpr, [(f,9) = [ gunddamit [(f,¢9) = ([ f, [ g)
und durch Anwenden der Addition dann [(f+g) = [ f+ [ g. Etwas allgemeiner
folgt die ,,Komponentenregel“ [(f,g) = ([ f, [ g) auch fiir f, g mit Werten in
verschiedenen endlichdimensionalen reellen Vektorrdumen.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei V' = R”. Dann erweist sich
unser Integral schlicht das ,,komponentenweise Integral® und alle Aussagen des
Satzes sind offensichtlich mit Ausnahme der Abschitzung || [ f|| < [ | f]|. Die-
se Abschitzung ist jedoch offensichtlich fiir die Riemannsummen und folgt im
Grenzwert. ]

6.3.6. Wie im Fall reellwertiger Funktionen verwenden wir auch im Fall vektor-
wertiger Funktionen die Konvention j;a f=- f: f.Istdann f : [ — V eine
stetige Abbildung von einem reellen Intervall in einen endlichdimensionalen reel-
len Vektorraum, so gilt fiir beliebige a, b, ¢ € I die Formel fab f=[r+ fcb f.

Satz 6.3.7 (Vektorwertige Variante des Hauptsatzes). Gegeben ein mehrpunk-
tiges Intervall I C R, ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V', eine stetige
Funktion f : I — V und ein Punkt a € I ist die Funktion

F: I — V
x o~ [Tf(t)dt

die einzige differenzierbare Funktion F' : [ — V mit ' = f und F(a) = 0.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir V' = R™ annehmen
und koénnen uns so auf den Fall reellwertiger Funktionen zuriickziehen. 0

Zweiter Beweis. Ahnlich zum Beweis fiir reellwertige Funktionen [AN1] 12.5.7.1
und dem Leser zur Ubung iiberlassen. Man verwende die Abschitzung aus 6.3.3
fiir die Norm des Integrals und den Schrankensatz [AN1] 12.7.1.10. O
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Der Graph einer reellwertigen Treppenfunktion.

Der Graph einer reellwertigen Funktion f und der zugehdrigen Treppenfunktion
f7 aus dem nebenstehenden Beweis, mit /( f7) der siebten Riemannsumme von f.
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Korollar 6.3.8 (Integrieren mit Stammfunktionen). Seien V' ein endlichdimen-
sionaler reeller Vektorraum und a < b reelle Zahlen und f : [a,b] — V stetig.
Ist G : a,b] — V eine Stammfunktion von f, als da heift eine differenzierbare
Funktion mit Ableitung G'(t) = f(t), so gilt

b
| =6 -6
Beweis. Das folgt sofort aus dem vorhergehenden Satz 6.3.7. U

Ubungen

Ubung 6.3.9. Gegeben ein mehrpunktiges kompaktes Intervall / C R und ein
endlichdimensionaler normierter reeller Vektorraum V' ist der Raum C*(7, V') al-
ler stetig differenzierbaren Abbildungen von I nach V' vollstindig fiir die Norm
llell = llell + ||¢|| der gleichméBigen Konvergenz der Funktionen und ihrer ers-
ten Ableitungen. Hinweis: Man ziehe sich auf den Fall V' = R zuriick und erinnere
das Vertauschen des Integrals mit gleichmiBiger Konvergenz [AN1] 12.6.1.14.

6.4 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

6.4.1. Gegeben ein auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen re-
ellen Raums definiertes Vektorfeld A : X © U — X verstehen wir unter einem
FluBweg von A mit Anfangswert p wie in 6.1.6 ein Paar (/,~) mit / C R einem
mehrpunktigen Intervall, das die Null enthélt, und einer differenzierbaren Abbil-
dung v : I — U mity(0) = pund y/'(t) = A(y(t)) firalle t € I.

6.4.2. Eine Abbildung f zwischen metrischen Rdumen heifit lipschitzstetig wie
in 4.1.8, wenn es eine Konstante L > 0 gibt mit d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) fur alle
x,y im Ausgangsraum. Eine Abbildung zwischen metrischen Raumen heif3t lokal
lipschitzstetig, wenn jeder Punkt des Ausgangsraums eine Umgebung besitzt, auf
der unsere Funktion lipschitzstetig ist.

Die Restriktion auf die negative
x-Achse der hier dargestellten
Funktion ist lipschitzstetig mit
Lipschitzkonstante 1, da sie an jeder
N Stelle den schraffierten Bereich des
entsprechend verschobenen
Doppelkegels vermeidet.
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6.4.3. Nach 2.4.11 ist jedes stetig differenzierbare Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge eines normierten Raums lokal lipschitzstetig, deshalb folgt der Satz
iiber die Existenz und Eindeutigkeit im Fall stetig differenzierbarer Vektorfelder
6.2.1 unmittelbar aus der Fassung fiir lokal lipschitzstetige Vektorfelder, die wir
im folgenden als 6.4.9 beweisen. Die Hauptlast des Beweises trigt das folgende
Lemma 6.4.4.

Lemma 6.4.4 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit). Gegeben ein endlichdimen-
sionaler normierter reeller Raum X und ein beschrdnktes lipschitzstetiges Vektor-
feld A: X oU — X existieren zu Jjedem Anfangswert p € U Flufiwege von A mit
offenem Definitionsbereich und je zwei Flufiwege v : I — U sowie ¢ : J — U mit
demselben Anfangswert stimmen fiir hinreichend kleines ¢ > 0 auf [N J N [—¢, €]
iiberein.

6.4.5. Gegeben metrische Raume X, Y, Z heifit eine Abbildung f : X xY — Z
partiell lipschitzstetig in der zweiten Variable, wenn es L € R gibt mit

d(f($7y1>af($ay2)) S Ld(ylayQ) Vo € Xv Y1,Y2 € Y

Das ist stérker, als nur zu fordern, dab fiir jedes x € X die Abbildung y — f(x,y)
lipschitzstetig sein soll, denn dann brauchten wir nur fiir jedes x € X jeweils eine
Konstante L, mit der entsprechenden Eigenschaft zu finden.

6.4.6. Allgemeiner gilt der Satz iiber die lokale Existenz und Eindeutigkeit auch
fiir stetige beschréinkte zeitabhingige Vektorfelder A : (—a,a) x U — X, die par-
tiell lipschitzstetig sind im Ort. Der Beweis ist mutatis mutandis derselbe. Diese
Variante ist insofern stiirker, als unser Lemma beim Ubergang 6.1.10 von zeitab-
hingigen zu zeitunabhidngigen Vektorfeldern dieselbe Folgerung nur liefert unter
der stirkeren Annahme, dafl A : (—a,a) x U — X voll lipschitzstetig ist.

Beweis. Wir betrachten fiir ein beliebiges mehrpunktiges kompaktes reelles Inter-
vall K C Rmit0 € K den affinen Raum

Co(K, X)

aller stetigen Wege v : K — X mity(0) = p und versehen seinen Richtungsraum
Co(K, X) mit der Norm || || der gleichméiBigen Konvergenz. Nach Ubung 1.6.10
erhalten wir so einen vollstindigen normierten Vektorraum. Nun betrachten wir
in unserem affinen Raum die offene Teilmenge C, (kK U) aller in U verlaufenden
Wege und die Abbildung

F: RxCyK,U) — RxC(K,X)
(p,7) = (p,y—p[(Ao7))
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Hierbei sei [ : C(K,X) — Co(K,X) gegeben durch ([4)(t) := [T ab(r)dr
mit unserem vektorwertigen Integral aus 6.3.3. Bezeichne x den konstanten Weg
bei p. Unter unserer Abbildung geht aufgrund der vektorwertigen Variante 6.3.7
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (p,~y) nach (p, k) genau
dann, wenn v : K — U ein FluBweg des reskalierten Feldes pA ist. Insbeson-
dere haben wir (0, k) — (0, k). Wir wenden nun den Umkehrsatz fiir stetige Ab-
bildungen 4.1.12 an und zeigen genauer, da} fiir » > 0 hinreichend klein und
K C [-1/45,1/4S5] mit S > 0 einer oberen Schranke der Normen der Vektoren
unseres Vektorfelds A die Restriktion von F'—id auf (—n,n) x C,(K, U) kontra-

hierend ist. Dazu rechnen wir
o favof ]

I(F'=id)(o, %) — (F=id)(p,7)|

< '”"”H/MH +1p1H/Aw AfyH
< o —pl(S/4S) + (nL/4S)||Y — 7]l
< o pl/At 6 — /4

< W2lp—or—v)

falls im vorletzten Schritt 7 > 0 so klein ist, daB gilt n./S < 1. Dann liefert uns
der Umkehrsatz fiir stetige Abbildungen 4.1.12 wegen F' : (0, k) — (0, k), daB
es fiir p > 0 hinreichend klein genau ein Urbild (p,,) von (p, ) unter F' gibt,
also genau einen FluBweg 7, : K — U des reskalierten Vektorfelds pA. Gehen
wir etwa von K = [—f3, (] aus, so ist dann () := 7,(p~'¢) ein auf (—pg, pf)
definierter FluBweg des Vektorfelds A zu p und die Existenzaussage des Lemmas
ist gezeigt. Seien andererseits v : [ — U und ¢ : J — U FluBwege mit demselben
Anfangswert. Besteht 7 M J nur aus dem Nullpunkt, so ist die Behauptung eh
klar. Sonst gibt es & > 0 mit I N J N [—«, o] mehrpunktig und kompakt und in
[—1/45,1/45] enthalten. Fiir alle p € [0, 1] sind dann die Abbildungen ¢ — ~(pt)
und t — ¢(pt) auf I N J N [—«, o definierte FluBwege mit Anfangswert p des
reskalierten Vektorfelds pA. Fiir hinreichend kleines p > 0 gibt es aber nach dem,
was wir gezeigt haben, nur einen derartigen FluBweg, und damit folgt auch die
zweite Behauptung des Lemmas. 0

6.4.7. Beim Beweis des Umkehrsatzes fiir eine stetige Abbildung f hatten wir
Urbilder von y unter f konstruiert als Fixpunkte der kontrahierenden Abbildung
k, : x — x — f(z) + y. Hier bedeutet das, dal wir Losungen auf K fiir das mit
betragsmifig hinreichend kleinem o reskalierte Feld konstruieren als Fixpunkte
der kontrahierenden Abbildung

k@'ﬁ) : (pvfy) = (O—v’%_‘_pfAO’Y)
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und, wenn wir den ersten Term der Iteration weglassen und das ¢ vorne in der
Klammer desgleichen, als Fixpunkte der kontrahierenden Abbildung

Y k+o[Aoy

Das heif3t die Picard-Iteration.

Ergdnzung 6.4.8. Die allgemeinere Aussage 6.4.6 iiber lokale Existenz und Ein-
deutigkeit der FluBwege fiir stetige beschrinkte im Ort partiell lipschitzstetige
zeitabhingige Vektorfelder folgt analog mithilfe der Abbildung

F:(p,y) = (p,y = p [ Alpr,y(7)) d7)
mit dem Integral als Abkiirzung fiir die Abbildung ¢ fot A(pr,~(1))dr.

Satz 6.4.9 (Picard-Lindelof). 1. Gegeben ein lokal lipschitzstetiges Vektor-
feld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen normierten re-
ellen Raums gibt es zu jedem Anfangswert einen grofiten Flufiweg;

2. Dieser grofite Flufsweg hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall, und
ist besagtes Intervall nach oben beschrdnkt, so verldfit er fiir positive Zeiten
Jjedes Kompaktum aus unserer offenen Teilmenge irgendwann endgiiltig.

6.4.10 (Fliisse von Vektorfeldern mit kompaktem Triger). Ein FluBweg eines
lokal lipschitzstetigen Vektorfelds, der durch eine Nullstelle unseres Feldes geht,
ist offensichtlich konstant. Jeder FluBweg, der durch eine Nichtnullstelle unseres
Feldes geht, bleibt also fiir alle Zeiten seines Definitionsbereichs in den Nicht-
nullstellen. Jeder FluBweg, der durch einen Punkt im Tréger unseres Feldes geht,
bleibt mithin fiir alle Zeiten seines Definitionsbereichs im Tréager unseres Feldes.
Verschwindet speziell unser Vektorfeld auerhalb von einem Kompaktum, so ist
jeder maximale FluBweg auf ganz R definiert.

6.4.11. Beim Beweis zeigen wir stédrker als in Teil 2 formuliert: Ist das Defini-
tionsintervall unseres grof3ten FluBwegs nach oben beschrinkt, so kann er nicht ab
irgendeinem Zeitpunkt ganz innerhalb irgendeiner in unserem affinen Raum ab-
geschlossenen Teilmenge bleiben, die im Definitionsbereich unseres Vektorfelds
enthalten ist und auf der unser Vektorfeld beschrinkt ist.

Beweis. Zunichst zeigen wir, daB je zwei FluBwege ~, 1 mit demselben Anfangs-
wert p und demselben Definitionsintervall [ iibereinstimmen. Wir zeigen nur, daf3
sie auf /N[0, 0o) iibereinstimmen, fiir / N (—o0, 0] argumentiert man analog. Stim-
men aber unsere Wege auf / N[0, co) nicht iiberein, so wire das Supremum s iiber
alle t € I mit 7|[0,t] = |[0, ¢] nicht das Supremum von /. Wir hitten also s € |
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Ein groBter FluBweg, dessen Definitionsbereich nach oben beschrinkt ist und die
so jedes Kompaktum wie etwa K oder L irgendwann einmal endgiiltig verlaft. In
diesem Fall wire der Definitionsbereich nach unten unbeschrinkt und unser
FluBweg wiirde fiir negative Zeiten gegen eine Nullstelle unseres Vektorfeldes
konvergieren, die im Zentrum der Spirale liegt.
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und wegen der Stetigkeit der FluBwege gilte y(s) = v(s), und nach der Eindeu-
tigkeitsaussage in Lemma 6.4.4 muf dann auch gelten ([0, s + 1] = ¥|[0, s + 7]
fiir ein positives 7 im Widerspruch zur Wahl von s. Folglich stimmen je zwei
FluBwege mit Anfangswert p auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche iiberein
und es gibt unter allen FluBwegen mit Anfangswert p einen groBten, dessen De-
finitionsbereich eben die Vereinigung der Definitionsbereiche aller FluBwege zu
p ist. Wiire dieser Definitionsbereich nicht offen, so enthielte er sein Supremum
oder sein Infimum. Dann konnten wir jedoch um die Bilder dieser Grenzpunk-
te auch wieder FluBwege mit offenem Definitionsbereich finden und ,,ankleben*
und unser FluBweg wire nicht maximal gewesen. Dieser Widerspruch zeigt, daf3
unser grofter FluBweg offenen Definitionsbereich hat. Bezeichne schlieBlich A
unser Vektorfeld und U @ X seinen Definitionsbereich. Ist v : [0,b) — U ein
FluBweg von A, dessen Bild in einem Kompaktum M C U landet, so ist wegen
F(t) = A(v(t)) seine Geschwindigkeit ||y(¢)|| beschrinkt auf [0, b), mithin ist y
lipschitzstetig und besitzt nach 1.6.11 eine stetige Fortsetzung 7 : [0,b] — M.
Die Integralform unserer Differentialgleichung zeigt dann sofort, da3 auch 7 ein
FluBweg von A sein muf. Mithin kann ein FluBweg mit nach oben beschrinktem
Definitionsbereich, der ganz in einem Kompaktum M C U verléduft, schon einmal
nicht maximal sein. Wir erkldren nun noch, warum ein maximaler FluBweg mit
nach oben beschrianktem Definitionsbereich ab einem gewissen Zeitpunkt auch
nicht mehr in ein vorgegebenes Kompaktum M C U zuriickkehren darf. Dazu
bemerken wir zunéchst, dal wir > 0 finden konnen derart, daf3 fiir

N:={ze X |dy(z) <r}

gilt N C U. In der Tat ist das klar im Fall U = X und folgt sonst, indem wir
2r = inf dx\y (M) setzen. Nun ist aber auch /N kompakt und die Norm unseres
Vektorfelds ist folglich beschrinkt auf /N und wir finden mit derselben Argumen-
tation wie zuvor € > () derart, daf fiir jeden FluBweg v : I — U und ¢ < s aus [
mit y(t) € M und (s) ¢ N folgt s — ¢t > e. Es ist deshalb nicht moglich, dal
ein maximaler FluBweg mit nach oben beschrinktem Definitionsbereich unend-
lich oft abwechselnd einen Punkt aus A/ und dann wieder einen Punkt aus U\ N
durchliuft. Da wir aber bereits wissen, daf} er oberhalb jedes Zeitpunkts einmal
N verlassen muf3, kann er dann nicht oberhalb jedes Zeitpunkts auch wieder nach
M zuriickkehren. O

Satz 6.4.12 (Picard-Lindelof, zeitabhéingiger Fall). . Gegeben ein endlich-
dimensionaler reeller Raum X und A : (R x X) oW — X ein stetiges
und im Ort lokal partiell lipschitzstetiges zeitabhdngiges Vektorfeld gibt es
fiir jedes (s, p) € W unter allen Flufiwegen unseres Feldes mit Anfangswert
p zum Startzeitpunkt s einen grofiten;
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2. Dieser grofite Flufweg ~v hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall,
und ist besagtes Intervall nach oben beschrdnkt, so verldift (t,~(t)) fiir po-
sitive Zeiten jedes Kompaktum aus W irgendwann endgiiltig.

6.4.13. Mit lokal partiell lipschitzstetig ist gemeint, da} jeder Punkt von W ei-
ne offene Umgebung in W besitzen soll, auf der A im Sinne von 6.4.6 partiell
lipschitzstetig ist.

Beweis. Mutatis mutandis derselbe wie fiir zeitunabhingige Vektorfelder 6.4.9,
man muf} sich nur abweichend auf die Variante 6.4.6 des lokalen Existenz-und
Eindeutigkeitssatzes stiitzen. O

Ubungen

Ubung 6.4.14. Gegeben ein stetig differenzierbares Vektorfeld A : R? — R3 mit
A(p) € R? x 0 Vp € R? x 0 liegt jede FluBkurve, die die zy-Ebene R? x 0 trifft,
bereits ganz in der xy-Ebene.

Ubung 6.4.15. Gegeben ein stetig differenzierbares Vektorfeld A : X oU — X
auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums und eine
Mannigfaltigkeit M C X mit M @& U und A(p) € T,M Vp € M verlauft jeder
FluBweg von A, der M trifft, bereits ganz in M.

6.5 Lineare Differentialgleichungen

Satz 6.5.1 (Homogene lineare Differentialgleichungen). Gegeben ein mehr-
punktiges Intervall I C R, ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V' und
eine stetige Abbildung M : I — End V bilden die differenzierbaren Abbildungen
v: I — 'V mit

Y (t) = M) Viel

einen Untervektorraum L C Ens(I,V'), den Losungsraum unserer Differential-
gleichung. Weiter ist fiir jedes to € I das Auswerten bei ty ein Vektorraumisomor-
phismus £ =V, v+ 7(ty), der Anfangswertisomorphismus.

Erginzung 6.5.2. Es ist unmittelbar klar, dal unter der Annahme, M sei k-mal
stetig differenzierbar, unsere Losungen ~y sogar (k + 1)-mal stetig differenzierbar
sein miissen.

Ergdnzung 6.5.3. Der Satz gilt mit fast demselben Beweis auch im Fall eines be-
liebigen Banachraums V, wenn man statt dem Raum End V' aller Endomorphis-
men von V' den normierten Raum B(V') aller stetigen Endomorphismen von V'
betrachtet. Wir miissen dann nur am Schlu}3 des Beweises etwas sorgfiltiger ar-
gumentieren, etwa in dem Sinne, daf} ein auf [0, b) definierter FluBweg nach den
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Abschitzungen im Beweis gleichmiBig stetig wére und sich nach 1.6.11 stetig
auf [0, b] fortsetzen liefie. Das Bild dieser stetigen Fortsetzung ist in diesem Fall
wieder das gesuchte Kompaktum, das nicht verlassen wird, im Widerspruch zu
6.4.12.

Beispiel 6.5.4 (Explizite Losung im eindimensionalen Fall). Im eindimensiona-
len Fall dim V' = 1 oder der Einfachkeit halber noch besser V' = R haben wir in
6.2.9 schon allgemeinere Differentialgleichungen explizit gelost. In diesem Fall
ist M eine reellwertige Funktion. Bezeichnen wir sie statt mit M mith : [ — R
und bezeichnet H : I — R eine Stammfunktion von A, so sind die Lésungen un-
serer Differentialgleichung +/(¢) = h(t)~(t) insbesondere schlicht die Funktionen
v(t) = cexp(H (t)) fir ¢ € R.

Beweis. Daf} unser Losungsraum £ C Ens(/, V') ein Untervektorraum ist und
das Auswerten bei ¢ linear scheint mir beides offensichtlich. Es bleibt nur, Injek-
tivitidt und Surjektivitit des Auswertens zu zeigen. Falls I nicht offen ist, wihlen
wir eine stetige Fortsetzung von M auf ein offenes Intervall J O . Nun erfiillt
~v : J — V nach 6.1.10 unsere Differentialgleichung genau dann, wenn es ein
FluBweg des zeitabhingigen Vektorfelds (¢,v) — M (t)v auf J x V ist. Dies
zeitabhidngige Vektorfeld ist lokal partiell lipschitzstetig im Sinne von 6.4.13, also
gibt es nach 6.4.12 zu jedem (¢, vp) mit ty € J und vy € V unter allen FluBwegen
v mit y(tg) = vg einen groBten und insbesondere im Fall ¢, € [ hochstens einen
derartigen auf / definierten FluBweg. Das zeigt die Injektivitit. Fiir den Beweis
der Surjektivitdt reicht es zu zeigen, dafl der grofte FluBweg des zeitabhidngigen
Vektorfelds (¢,v) — M (t)v mit y(tg) = vy auf ganz J definiert ist. Sicher reicht
es zu zeigen, daf} er bis zum oberen Ende von J definiert ist. Sonst gibe es aber
b € J derart, daB die Losung nicht in positiver Richtung iiber [t,, b) hinaus fortge-
setzt werden konnte. Es gibt jedoch L mit || M (¢)|| < L fiir alle t € [to, b], daraus
folgt fiir t € [to, ) erst

vo+/M T)dr

und dann ||y(¢)|| < ||vo|| e“*~*) nach dem Lemma von Gronwall 6.2.14. Dann
wiire aber ||(t)|| beschrinkt auf ¢ € [to, b), nimlich durch ||vg|| ), im Wi-
derspruch zur letzten Aussage im Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit 6.4.9
oder genauer ihrer Verallgemeinerung 6.4.12 auf den Fall zeitabhingiger Vektor-
felder. [

Iv(®)| =

< ool + L / Iy ()]l dr

Korollar 6.5.5 (Inhomogene lineare Differentialgleichungen). Gegeben I C R
ein mehrpunktiges Intervall, V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum so-
wie stetige Abbildungen M : I — EndV und f : I — V bilden die differenzier-
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baren Abbildungen ~v : I — V mit
V()= Mt)y(t)+ f(t) Vtel

einen affinen Teilraum L; C Ens(I, V') mit dem Losungsraum der zugehorigen
linearen Gleichung als Raum von Richtungsvektoren. Fiir jedes ty € I definiert
weiter das Auswerten bei t eine Bijektion L; — V, v + 7(t), den Anfangs-
wertisomorphismus.

Erginzung 6.5.6. Dies Korollar gilt wieder mit fast demselben Beweis auch im
Fall eines beliebigen Banachraums V', wenn man statt dem Raum End V' aller En-
domorphismen von V' den normierten Raum B(V") aller stetigen Endomorphismen
von V' betrachtet.

Beweis. Die Differenz von je zwei Losungen der inhomogenen Gleichung ist of-
fensichtlich eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung, und die Summe
einer Losungen der homogenen und einer Losung der inhomogenen Gleichung
ist offensichtlich eine Losung der inhomogenen Gleichung. Damit bleibt nur zu
zeigen, dal} die inhomogene Gleichung iiberhaupt eine Losung besitzt. Das folgt
dhnlich wie im homogenen Fall und ohne weitere Schwierigkeiten aus unseren
allgemeinen Prinzipien. Wir geben nun aber sogar eine Losungsmethode an, die
Methode der Variation der Konstanten. Dazu wéhlen wir eine Basis 7y, ..., 7,
des Losungsraums der homogenen Gleichung und fassen sie zusammen zu einer
Losung X : [ — V" = Hom(R™, V') der homogenen linearen Differentialglei-
chung
X'(t) = M(@)X(¢)

fir Funktionen / — Hom(R"™, V). Da die Werte von 71, ...,7, an jeder Stel-
le eine Basis von V' bilden, ist X () an jeder Stelle ein Vektorraumisomorphis-
mus. Nun machen wir fiir die Losung unserer inhomogenen Gleichung den Ansatz
v(t) = X (t)e(t) mit ¢ : I — R™ differenzierbar alias v(¢) = ¢1(t)y1(t) + ... +
¢n (1), (t) und finden

V() = X'(B)et) + X(B)(t)
= M@t)X(t)e(t) + X () (t)
= M()(t) + X(@)(t)
Unser Ansatz fiihrt also zu einer Losung der inhomogenen Gleichung genau dann,

wenn gilt X (¢)c(t) = f(t) alias ¢/(t) = X ~1(t) f(¢). Ein ¢ mit dieser Eigenschaft
existiert aber ganz offensichtlich, eben das Integral der rechten Seite. [

6.5.7 (Verhalten benachbarter FluBwege). Sei A : X o U — X ein lip-
schitzstetiges Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen
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Raums mit Lipschitzkonstante L. Sind 7,, 7, : [0,b] — U FluBwege zu Anfangs-
werten p, ¢ € U, so finden wir fiir alle ¢ € [0, b] die Abschitzung

- :'k+lﬁﬂ%v»m-—q—ﬁﬁwmw»w

t
< lp=al+L [ () =)l dr
und das Lemma von Gronwall 6.2.14 liefert fiir alle ¢ € [0, b] die Abschitzung

1% () = %@l < llp — qll ™

Salopp gesprochen besagt diese Abschitzung, da3 zwei FluBwege eines lipschitz-
stetigen Vektorfelds ,,hochstens exponentiell auseinanderlaufen konnen*. Das Ar-
gument vom Schluf} des Beweises des Satzes iiber homogene lineare Differential-
gleichungen 6.5.1 mag man vergrobernd dahingehend zusammentfassen, dal} sich
in diesem Fall eine beliebige Losung hochstens exponentiell von der Null-Losung
entfernt und insbesondere nicht in endlicher Zeit ins Unendliche entweichen kann.

Proposition* 6.5.8 (Losungswachstum fiir lineare Differentialgleichungen).
Seien V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und M : [b,c) — EndV stetig.
Bezeichne || || eine Norm auf V' und die zugehorige Operatornorm auf End V.
Erfiillt M die Abschdtzung | M (t)|| < S(t) fiir ein stetiges S : [b,c) — R~o und
ist h : [b,c) — R eine Losung der Differentialgleichung h'(t) = S(t)h(t) zum
Anfangswert h(b) = 1, so gilt fiir alle Losungen vy : [b,c) — V der Differential-
gleichung ~'(t) = M (t)v(t) die Abschditzung

@I < ANV Yt € [b,c)

6.5.9. Die Aussage gilt allgemeiner und mit demselben Beweis, wenn V' ein be-
liebiger reeller Banachraum ist.

Beweis. Unsere Differentialgleichung kann umgeschrieben werden zur Integral-
gleichung

ww=wm+lﬂﬂﬂWﬂm

So erhalten wir die Abschitzung

wmm<0+ismmvwm

fir alle t € [b, ¢) und alle C' mit ||y(b)|| < C'. Das Integral definiert eine Funktion
g(t) mit ¢'(t) = S(t)||v()] < S(t)C + S(t)g(t) und mit g(b) = 0. Fir f(¢) =
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Ch(t) — C gilt nun sicher f'(t) = S(t)C' + S(t) f(t) und f(b) = 0. Nach unseren
Erkenntnissen iiber strikte differentielle Ungleichheiten 6.2.10 folgt g(¢) < f(t)
fiir alle ¢ € [b, ¢) und damit

V@] < Ch(t) Yt e b
Da das fiir alle C' mit ||y(b)|| < C gilt, folgt die Proposition. O

Korollar* 6.5.10. Seien b > 0 und V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum
und M : (0,b] — EndV stetig. Bezeichne || || eine Norm auf V und die zu-
gehdorige Operatornorm auf End V. Erfiillt M die Abschdtzung ||M(t)| < N/t
fiir ein N € R, so gilt fiir alle Losungen ~(t) der Differentialgleichung ~'(t) =
M (t)~(t) die Abschiitzung

Iyl < Iy (/)™

Ubungen

Ubung 6.5.11 (Nahe lineare Differentialgleichungen haben nahe Losungen).
Seien V' ein endlichdimensionaler normierter R-Vektorraum und b > 0. Seien
A,B : [0,b] — EndV stetig mit durch M > 0 beschrinkter Operatornorm. Fiir
Losungen ¢, : [0,b] — V der Differentialgleichungen ¢'(t) = A(t)¢(t) und
Y'(t) = B(t)y(t) mit demselben Anfangswert v = ¢(0) = 1/(0) zeige man die
Abschitzung

lo(t) = ¢(B)]| < exp(t]|A = Blleo - [|v]|e™)

Hinweis: Man finde zunéchst mit 6.5.7 Schranken fiir die Losungen und dann
durch nochmalige Anwendung eine Schranke fiir ihre Differenz.

Ubung 6.5.12. Bestimmen Sie alle Losungen der linearen Differentialgleichung
y' + ysin(x) = cos(x) sin(x).

6.6 Losungen als Funktionen ihres Anfangswerts*

Definition 6.6.1. Ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Teil-
menge U eines endlichdimensionalen reellen Raums X besitzt nach 6.2.1 zu je-
dem Anfangswert ¢ € U einen grolten FluBweg v, : 1, — U. Wir erkldren seinen
FluB als die Abbildung

D (t,q) — (1)

von der Menge U = {(t,q) € R x U | t € I,}, dem Definitionsbereich des
Flusses, in den Definitionsbereich U unseres Vektorfelds. Allgemeiner vereinba-
ren wir dieselbe Definition fiir jedes Vektorfeld, das zu jedem Anfangswert einen
groBten FluBweg besitzt.
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Satz 6.6.2 (Losungen als Funktionen ihres Anfangswerts). Gegeben ein glattes
Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums
hat sein Fluf; offenen Definitionsbereich und ist ebenfalls glatt.

Ergdnzung 6.6.3. Auch dieser Satz gilt mit fast demselben Beweis allgemeiner fiir
jeden Banachraum. Beim Beweis zeigen wir sogar, daB fiir jedes C*-Vektorfeld
mit k > 1 sein FluB} einen offenen Definitionsbereich hat und auch von der Klasse
CF ist.

Beweis. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X, ein CF-Vektorfeld
A: X oU — X mitk > 1 und ein Punkt p € U wihlen wir zunichst offene
Umgebungen V @ U vonpund W @ X von Null mit V +W C U. Weiter wihlen
wir eine Norm auf X. Dann betrachten wir fiir ein mehrpunktiges kompaktes re-
elles Intervall / C R mit O € I den affinen Raum

C,(1,X)

aller stetig differenzierbaren Wege v : I — X mit 7(0) = p. Seinen Richtungs-
raum C2(I, X) versehen wir mit der Norm ||¢||c + ||¢]|c der gleichmiiBigen
Konvergenz von Funktion und erster Ableitung. Nach 6.3.9 erhalten wir so einen
reellen Banachraum. Nun betrachten wir die Abbildung

F: RxVxCIW) — C(I,X)
(7,4, ) = Y —71(Ao(q+v))

Genau dann wird (7, ¢, v) auf Null abgebildet, wenn ¢ — ~(t) = ¢ + ¢ (t) ein
FluBweg des reskalierten Vektorfelds 7A zum Anfangswert «(0) = ¢ ist. Nach
Summenregel 2.6.4, Produktregel 2.6.5 und dem im Anschlufl bewiesenen Lemma
6.6.4 ist I differenzierbar mit Differential

(drguF)(h,v,0) = o = h(Ao (g +¢)) = 7((dA) o (¢ + ¢, v + @)

Insbesondere gilt (d(g,0£)(0,0,0) = ', und da @ — ¢« eine stetige und
stetig umkehrbare Bijektion C1(1, X) = C(I, X) definiert und F' nach unserer
Formel stetig differenzierbar ist, diirfen wir den Satz liber implizite Funktionen
4.3.7 anwenden. Er liefert uns ein Paar (A;, B;) mit (0,p) € A; @ R x V und
0 € By @ Cy(I,W) derart, daB es fiir jedes (7,q) € A; genau ein ¥, , € By
gibt, fiir das v, , = g + 1., ein auf I definierter FluBweg des reskalierten Vek-
torfelds 7A mit Anfangswert ¢ ist. Wihlen wir also etwa I = [—1, 1], so finden
wir in A; eine offene Umgebung von (0, p) der Gestalt (—n,7) x D, und daselbst
ist dann auch der Flu} definiert. Da FluBwege unter Zeitverschiebung FluBwe-
ge bleiben, zeigt das schon mal, daf} unser Flu3 einen offenen Definitionsbereich
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hat. Weiter ist F' nach obiger Formel fiir sein Differential sogar von der Klas-
se C¥ im Sinne von ??. Damit zeigt der Satz iiber implizite Funktionen mit den
Resultaten und Definitionen von ?? aber auch, daf} die Zuordnung (7, ¢q) — 7,4
eine C*-Abbildung (—n,n) x D — CY(I,U) ist. Verkniipfen wir diese mit dem
Auswerten an einer festen Stelle ¢ € I\0, einer stetigen affinen Abbildung, und
beachten v, ,(t) = v,(7t), so folgt, daB der FluB selbst eine C*-Abbildung ist. [

Lemma 6.6.4. Seien X,Y normierte Riume und A : X oU — 'Y stetig differen-
zierbar. Fiir jedes Kompaktum K ist dann auch die Abbildung (Ao) : C(K,U) —
C(K,Y) differenzierbar und ihr Differential pafit in ein kommutatives Diagramm

C(K,U) x (K, X) ek, v)

| H
C(K,U x X) 42
6.6.5. Hier verstehen wir fiir jeden normierten Raum Z den Abbildungsraum
C(K,Z) mit seiner Norm der gleichméBigen Konvergenz und identifizieren den
Richtungsraum unseres Abbildungsraums in der hoffentlich offensichtlichen Wei-
se mit C(K, Z). In der oberen Horizontalen meinen wir die Abbildung (7, &) >
(dy(Ao))(c) und in der unteren Horizontalen meint dA entsprechend die Abbil-
dung dA : U x X = X, (z,0) — (dzA)(v).

Beweis. Es reicht, an jeder Stelle v € C(K, U) die Differenzierbarkeit zu unter-
suchen und das Differential d.,(Ao) zu bestimmen. Gegeben € > 0 gibt es fiir alle
x € v(K) ein groBtes n(x) = n.(x) € (0, 1) derart, daB gilt B(z;n(x)) C U und

le =2l <n(z) = [[dA—d.All <

Man erkennt unschwer, da 7 : v(K) — (0, 1) stetig ist, ja sogar lipschitzstetig
mit Lipschitz-Konstante Zwei. Sei 6 = . > 0 das Minimum von 7 auf unserem
Kompaktum ~(K). Fir z € y(K) und h € X mit ||h]| < & liefert dann der
Schrankensatz oder vielmehr sein Korollar 2.4.11 die Abschédtzung

[A(z + ) — A(x) — (dA)(B)[| < [[|e
Fiir jedes o : K — X mit ||or]| < 0 gilt also
[Ao(y+a)—Acy—(dA)o (v, )| < lele

Das war im wesentlichen die Behauptung. [
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Ilustration zum Beweis von Satz 6.6.6 zur lokalen Normalform eines
Vektorfelds ohne Nullstelle

158



Satz 6.6.6 (Normalform eines Vektorfelds ohne Nullstelle). Gegeben ein glattes
Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums,
das an einer festen Stelle nicht verschwindet, ist unser Feld auf einer offenen Um-
gebung dieser Stelle unter einem Diffeomorphismus verwandt zu einem konstanten
Feld.

6.6.7. In Koordinaten gesprochen hat also jedes Vektorfeld, dal an einer vorge-
gebenen Stelle nicht verschwindet, in geeigneten lokalen Koordinaten z4, ..., x,
um diese Stelle die Gestalt a%l.

Beweis. Sei A : X U — X unser Vektorfeld und p € U die vorgegebene
Stelle. Wir wihlen Y C X komplementir zur Geraden mit Richtungsvektor A,
und wihlen einen Isomorphismus L : R*™! 5 Y. Gegeben ein glattes Vektor-
feld A auf einer offenen Teilmenge U eines endlichdimensionalen affinen Raums
schreiben wir im folgenden A'q fiir die Stelle A'q € U, an der der Punkt ¢ € U
landet, wenn er sich fiir die Zeitspanne ¢ mit dem Flu} des Vektorfelds A treiben
1aBt. Man zeigt miihelos, daB fiir hinreichend kleines € > 0 und eine hinreichend
kleine Umgebung W @ R™~! des Ursprungs die Abbildung (—¢,&) x W — U,
(t, @) — A'(p+ L) sinnvoll definiert und ein Diffeomorphismus der gewiinsch-
ten Art ist. ]

6.7 Erginzung zu differentiellen Ungleichungen®

Lemma* 6.7.1 (Nicht-strikte differentielle Ungleichungen). Seien eine stetig
differenzierbare Funktion K : R? © U — R und a < b gegeben und seien
f,q : la,b) — R differenzierbare Funktionen mit Graph in U derart, daf an jeder
Stelle t € [a,b) gilt

Fi(t) = K(t, f(t)) und g'(t) < K(t,g(t)).
Haben wir auflerdem g(0) < f(0), so folgt g(t) < f(t) fiiralle t € [a,D).
6.7.2. Die analoge Aussage mit einer strikten Ungleichung in der Formelzeile ist
leichter zu zeigen und gilt sogar fiir beliebige Funktionen K, vergleiche 6.2.10.

6.7.3. Ich erwarte, dal die Aussage weiter gilt, wenn wir K nur stetig und in
Bezug auf die zweite Variable lokal partiell lipschitzstetig annehmen, kann es
aber nicht beweisen. Am liebsten hiitte ich eh auch schon fiir obige Aussage einen
einfacheren Beweis.

Beweis. Die Beweisidee besteht darin, sich durch einen geeigneten Koordinaten-
wechsel auf den Fall zuriickzuziehen, dal K die Nullfunktion ist. Wir argumen-
tieren durch Widerspruch. Wire die Aussage des Lemmas falsch, so gehorte

t:=inf{s € [a,b) | g(s) > f(s)}
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zu [a,b) und wir hitten g(¢t) = f(t). Wir setzen y := ¢(t) = f(¢). Fiir jedes
(t,y) € U gibt es nach Satz 6.6.2 iiber den FluB, genauer seiner Variante 6.6.3
fiir stetig differenzierbare Vektorfelder, positive €, > 0 und F' : (t — d,t +
J) X (y — e,y + ) — R stetig differenzierbar mit (s, F'(s,z)) € U fir alle
(s, z) aus dem Definitionsbereich von F und k, : s — F(s, z) einer Losung der
Differentialgleichung k. (s) = K(s,k.(s)) mit Anfangswert k.(t) = =z fiir alle
z € (y — e,y + ). Indem wir, um uns zusitzliches Nachdenken zu ersparen,
moglicherweise € und d noch verkleinern, diirfen wir sogar annehmen, daf} die
Abbildung F : (s,z) + (s, F(s,z)) offenes Bild V @ U und eine stetig dif-
ferenzierbare Umkehrfunktion H : V' 5 (t — §,t + 6) x (y — &,y + €) hat,
die wir natiirlich als H(s,u) = (s, H(s,u)) schreiben kénnen mit / : V' — R,
Nun konnen wir § > 0 sogar so klein wihlen, daB gilt (s, f(s)), (s,g(s)) € V
fir alle s € [t,t + 0). Offensichtlich gilt J,F > 0 und dann auch 9,H > 0
auf den jeweiligen Definitionsbereichen. Wir erreichen also bereits den gesuch-
ten Widerspruch, wenn wir H (s, g(s)) < H(s,ky(s)) < H(s, f(s)) zeigen fiir
s € [t,t + 0). Es reicht, die erste Ungleichung zu zeigen. Nach Konstruktion
von H gilt z = H(s, k.(s)) fiir alle (s, z). Damit miissen wir einerseits nur noch
H (s, g(s)) <y zeigen fiir s € [t, + J), und andererseits erhalten wir

d OH OH ,
0= H (s ka(s) = (5, kal9) + 5 (5, ko (9) K (5)

alias 0 = 9% (s, u) + (%2 (s,u)) K(s, u) fir alle (s,u) € V. Insbesondere haben
wir

LH(s,g(s) = 2(s,g(s)) + 2L ( 9( ))9(8)
< Gils,9(9)) + (5 (s.9(5)) K(s,9(5)) =0

Daraus folgt aber sofort H(s, g(s)) < y fiir s € [t,t + 0). O
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7 Grundlegendes zu Fourierreihen

7.1 Eindeutigkeit der Fourierreihe

Definition 7.1.1. Seien M eine Menge und p > 0 eine positive reelle Zahl. Wir
sagen, eine Abbildung f : R — M habe die Periode p, wenn fiir alle x € R gilt

flz+p) = f(2).

Satz 7.1.2 (Fourier-Reihe, reelle Form). Sei f : R — R eine stetig differenzier-
bare Funktion der Periode 27. So gibt es eindeutig bestimmte a,,, b, c € R derart,

daf3 gilt
flx)=c+ Z a, sin(vx) + b, cos(vr)

v=1
in dem Sinne, daf} die Folge der Partialsummen gleichmdafig gegen unsere Funk-
tion f konvergiert.

Satz 7.1.3 (Fourier-Reihe, komplexe Form). Sei f : R — C eine stetig differen-
zierbare Funktion der Periode 2. So gibt es eindeutig bestimmte ¢, € C derart,
daf3 im Sinne gleichmdfiger Konvergenz gilt

rv=n
f(z) = lim Z c,e’”
n—oo
v=—n

7.1.4 (Ubergang zwischen reeller und komplexer Fourierreihe). Sicher kon-

nen wir in der ersten Formulierung 7.1.2 unseres Satzes auch komplexwertige

Funktionen erlauben, wenn wir a,, b,, ¢ € C zulassen. Die beiden Sitze sind dann
dquivalent, da nach der Euler’schen Formel gilt

e — cosvx +isinva

e ' = cosvx —isinvw

Gegeben eine Darstellung wie in Satz 7.1.3 erhalten wir also eine Darstellung wie
in Satz 7.1.2 mit ¢ = ¢y, b, = ¢, + c_,, a, =ic, —ic_,. Umgekehrt sind diese
Gleichungen sind genau dann erfiillt, wenn gilt

1 1
co=¢, ¢, ==(b,—ia,)und c_, = =(b, +1ia,).
2 2
Beweis. Wir zeigen vorerst nur die Eindeutigkeit, der Beweis der Existenz wird in
7.3.7 nachgeholt. Aus der Euler’schen Formel folgt, daB die Ableitung von f(x) =

e'¥? = cosvz + isinvz gegeben wird durch f/(z) = ive'”™ = —vsinve +
ivcosvx. Mit der komplexwertigen Variante des Hauptsatzes der Differential-
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und Integralrechnung erhalten wir [*" !** dz = L ¢*# |27 = 0 fiir v € Z\0 und
fiir v = 0 ergibt sich fo% 1 dz = 27. Wir folgern

2 . . o2 v = 7%
el HT o= ivT 40 — )
B 0  sonst.

Indem wir die gleichmifBige Konvergenz mit dem Integral vertauschen und uns
iiberlegen, daf das auch fiir komplexwertige Funktionen erlaubt ist, erhalten wir

2m
/ f(z)e """ da = 27¢c,
0

Das zeigt die Eindeutigkeit der c,. Der Beweis der Existenz wird in 7.3.7 nachge-
holt. [

7.1.5. Gegeben ein normierter Vektorraum V' nennt man eine Familie (v;);c; von
Vektoren aus V' summierbar mit Summe s € V' und schreibt

E Vi =S

icl
als Abkiirzung fiir die Aussage, dal} es fiir jede Umgebung U von s eine endliche
Teilmenge [;; C I gibt derart, daB fiir jede endliche Obermenge .J von Iy in I gilt

Zw eU

icJ
Satz 7.1.6 (Summierbarkeit der Fourier-Reihe). Ist f : R — C eine stetig
differenzierbare Funktion der Periode 2, so gibt es eindeutig bestimmte c,, € C
derart, daf; beziiglich der Norm der gleichmdfligen Konvergenz auf Ensb(R, C)
im Sinne der Summierbarkeit 7.1.5 in normierten Vektorrdumen gilt

ZCV eiuaz _ f(I)

VEZ

7.1.7. Natiirlich miissen hier die ¢, dieselben sein wie in der schwicheren aber
einfacher zu formulierenden Version 7.1.3, so daf} die Eindeutigkeit aus dem Vor-
hergehenden folgt. Der Beweis dieser stiarkeren Konvergenzaussage wird in 7.3.7
gegeben. Ich habe etwas gezdgert, auf der rechten Seite f(x) zu schreiben, wo
doch schlicht die Funktion f gemeint ist, aber auf der linken Seite steht ja auch
e'? fiir die Funktion x + e'"?,

Vorschau 7.1.8. Die obigen Sitze iiber die Fourierentwicklung sind erste Vertreter
eines grolen Theoriegebdudes, in das wir in [AN3] 2.1.1 folgende tiefer eindrin-
gen. Insbesondere ergibt sich die Frage, welche Abbildungen Z — C denn nun et-
wa den stetig differenzierbaren oder den glatten periodischen Funktionen entspre-
chen. Diese Frage erweist sich als recht delikat. In 7.3.10 diskutieren wir, welche
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Fouriereihen beliebig oft differenzierbaren 27-periodischen Funktionen entspre-
chen. In [AN3] 2.2.3 fithren wir den Raum der ,,quadratintegrierbaren Funktio-
nen‘ ein und zeigen, daf} diese unter unserer Fourierentwicklung genau denjeni-
gen Abbildungen Z — C entsprechen, bei denen die Summe der Betragsquadrate
endlich ist.

7.2 Approximationssatz von Stone-Weierstraf}

7.2.1. Unter einem kompakten Raum darf man in diesem Abschnitt je nach Wis-
sensstand einen kompakten metrischen Raum oder allgemeiner einen kompakten
topologischen Raum verstehen.

7.2.2. Im folgenden verwende ich eine Begrifflichkeit, die in [LA2] 9.9.1 ausfiihr-
lich eingefiihrt wird, und bespreche an dieser Stelle nur das Notigste. Gegeben ein
Korper k bezeichnet man einen k-Vektorraum A mit einer bilinearen Verkniipfung
A x A — A ganz allgemein als eine k-Algebra. Ist die Verkniipfung assoziativ,
so spricht man von einer assoziativen Algebra. Gibt es fiir unsere Verkniipfung
ein neutrales Element, so spricht man von einer unitiren Algebra und nennt das
fragliche Element das Eins-Element. Eine Algebra ist also genau dann assoziativ
und unitédr, wenn die zugrundeliegende Menge mit der Vektorraum-Addition als
Addition und der bilinearen Verkniipfung als Multiplikation im Sinne von [LA1]
5.1.1 ein Ring ist. Ich nenne derartige Algebren Ringalgebren.

7.2.3. Gegeben ein Korper k£ und eine beliebige Menge X ist der k-Vektorraum
Ens(X, k) aller k-wertigen Funkionen auf X mit der punktweisen Multiplikati-
on als Verkniipfung eine Ringalgebra mit der konstanten Funktion Eins als Eins-
Element. Wir sagen, eine Teilmenge A C Ens(X, k) trenne die Punkte von X,
wenn es fiir alle z,y € X mit z # y eina € A gibt mit a(x) # a(y).

7.2.4. Gegeben ein Korper k und eine k-Algebra A versteht man unter einer Un-
teralgebra B C A einen unter der Verkniipfung unserer Algebra stabilen Unter-
vektorraum. Gegeben ein Korper & und eine k-Ringalgebra A verstehen wir unter
einer Unterringalgebra B C A einen unter der Verkniipfung unserer Ringalgebra
stabilen Untervektorraum, der dariiber hinaus das Einselement der Ringalgebra A
enthélt. In anderen Worten ist eine Unterringalgebra also eine Unteralgebra, die
gleichzeitig ein Teilring ist im Sinne von [AL] 2.2.1.

7.2.5. Man beachte, dall wir bereits wissen, daf} die stetigen reellen Funktionen
auf einem topologischen Raum X in der R-Ringalgebra aller reellen Funktionen
eine R-Unterringalgebra

C(X,R) C Ens(X,R)

bilden. Des weiteren wissen wir nach 1.4.10, daf diese Unterringalgebra stabil ist
unter dem Bilden gleichméBiger Grenzwerte. Gegeben ein kompakter Raum X
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bezeichne im folgenden C(X, R) den reellen Vektorraum aller stetigen reellwerti-
gen Funktionen auf X mit seiner Supremumsnorm.

Definition 7.2.6. Eine Teilmenge eines metrischen oder auch eines topologischen
Raums heift dicht, wenn ihr Abschluf} der ganze Raum ist.

Satz 7.2.7 (Approximationssatz von Stone-WeierstraB}). In der Ringalgebra al-
ler stetigen reellwertigen Funktionen auf einem kompakten Raum liegt jede Un-
terringalgebra, die die Punkte unseres Raums trennt, bereits dicht in Bezug auf
die Metrik der gleichmdpfligen Konvergenz.

Erginzung 7.2.8. Ich erwihne noch eine Variante dieses Satzes, die man oft in
der Literatur findet, die jedoch fiir uns hier noch nicht von Belang ist. Statt einer
Unterringalgebra konnten wir mit einer Unteralgebra arbeiten und zusétzlich vor-
aussetzen, daf es fiir jedes * € X ein a € A gibt mit a(x) # 0. Man sagt dann, A
habe ,.keine simultane Nullstelle*“. Unser Beweis funktioniert dann im wesentli-
chen immer noch, man muf3 dazu nur Lemma 7.2.11 verfeinern zur Aussage, daf3
p- sogar ohne konstanten Term gefunden werden kann, und muf3 in Schritt 3 etwas
feiner argumentieren.

Korollar 7.2.9 (Approximationssatz von WeierstraB}). Ist X C R" eine kom-
pakte Teilmenge und f : X — R eine stetige Funktion, so gibt es fiir jedes € > 0
eine Polynomfunktion p € R[xy, ..., x,] mit

p(z) — flx)] <e VreX
Beweis. Das folgt sofort aus dem Satz von Stone-Weierstral} 7.2.7. [

Beweis von Stone-Weierstraf3. Seien X unser kompakter Raum und A C C(X,R)
unsere Unterringalgebra. Wir ziehen uns zunichst auf den Fall zuriick, da A in
C(X,R) abgeschlossen ist.

Lemma 7.2.10. Ist X kompakt und A C C(X,R) eine Unteralgebra, so ist auch
der Abschlufs A von A eine Unteralgebra.

Beweis. Nach 1.5.18 ist A genau die Menge aller stetigen Funktionen a : X — R
derart, daf es eine Folge a,, aus A gibt, die gleichmiBig gegen a konvergiert. Sei
b ein weiteres Element von A und b, eine Folge aus A, die gleichmiiBig gegen
b konvergiert. Wir behaupten, da dann auch a,, + b, gleichméBig gegen a +
b konvergiert und a,b, gleichmifig gegen ab. Den Beweis der ersten Aussage
iiberlassen wir dem Leser. Fiir die Zweite benutze man die Abschitzung

lab — anbn|l < lla = anl| - [|bn]| + [lal - [[b = bn]]

< e([ll] + 1+ [lal])

falls gilt ||a — a,|| < ¢, |[b —b,|| < cund e < 1. N
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Erfiillt also eine Unterringalgebra A C C(X,R) die Bedingungen von Stone-
WeierstraB, so ist auch ihr AbschluB A eine Unterringalgebra und trennt a for-
teriori die Punkte von X. Um Stone-Weierstrall zu beweisen reicht es demnach
aus, wenn wir unter der zusitzlichen Annahme A abgeschlossen die Gleichheit
A = C(X,R) zeigen. Nun zeigen wir zunichst einmal einen Spezialfall des Ap-
proximationssatzes von Weierstral durch ein direktes Argument.

Lemma 7.2.11. Fiir ein beliebiges positives € > 0 gibt es ein Polynom p = p. mit
vz —p(z)] <eVzel01].

Erster Beweis. Seic > 0 gegeben. Da /x gleichmiBig stetig ist auf [0, 2], finden
wirn € (0,1) mit

Wz —Va+n <e/2 Vrelol]

Da die Taylorreihe von /7 um den Entwicklungspunkt 1 nach [AN1] 12.6.1.23
auf dem Intervall [n, 1 + 7] gleichmiRig gegen /z konvergiert, finden wir weiter
ein Polynom p mit

Ve +n—p)|<e/2 Vrel0,1] ]

Zweiter Beweis. Bei der folgenden Alternative muf3 man etwas mehr denken, aber
nichts wissen iiber die Konvergenz von Taylorreihen. Wir konstruieren induktiv
eine Folge von Polynomen durch py(z) = 0, ppy1(2) = pa(2)+(1/2)(x—pn(z)?)
und behaupten, daB diese Folge auf [0, 1] gleichmiBig gegen /= konvergiert. In
der Tat gilt ja

Dn+1 = Pn + (\/_ - pn)(\/i + pn)/2

und dieser Gleichung sehen wir an, daf fiir x € [0, 1] gilt

po<p<...<Vx

denn es folgt induktiv (/= — p,) > 0 und (/= + p,)/2 < 1. Andererseits folgt
aus unserer Gleichung auch

(VT = pny1) (VT —pn)(2 = VT —pn)/2

< (Vi-p)2- VD)2

und somit konvergiert unsere Folge p,, auf jedem Intervall [a, 1] mit 0 < a < 1
gleichmiissig gegen /7. Dann muf mit etwas Nachdenken unsere Folge aber auf
ganz [0, 1] gleichmissig gegen /= konvergieren. 0

Nun zeigen wir Stone-Weierstrall 7.2.7 fiir eine abgeschlossene Unterringalge-
bra A, auf diesen Fall hatten wir uns ja bereits zuriickgezogen, in fiinf Schritten.
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Gegeben a € C(X,R) bezeichne |a| € C(X,R) die Funktion  — |a(z)| und
|la|| € R die Supremumsnorm von a.

1. Wir zeigen a € A = |a| € A. Dazu schreiben wir a = A\b mit A € (0, c0) und
|6]| < 1 und erhalten |a| = A\v/b2. Nach Lemma 7.2.11 gibt es eine Folge p,, von
Polynomen, die auf [0, 1] gleichm#Big gegen +/x strebt, und dann strebt Ap,, (b?)
auf X gleichmiBig gegen |a|. Da A eine Unteralgebra ist, liegen alle Ap,, (b*) auch
in A, und da A abgeschlossen ist unter gleichmiBiger Konvergenz, folgt |a| € A.

2. Wir zeigen a,b € A = sup(a, b) € A, inf(a,b) € A. In der Tat gilt

sup(a,b) = 1/2(a+b+[a—b])
inf(a,b) = 1/2(a+b—|a—1b|)

3. Fiir x # y zwei verschiedene Punkte aus X und o, 8 € R gibt es a € A mit
a(x) = a, a(y) = S. In der Tat betrachte man die R-lineare Abbildung

A — R?
a +— (a(z),a(y))

Da A Punkte trennt, gibt es a € A mit a(x) # a(y). Da die Konstanten zu A
gehoren, liegt jedoch auch (1, 1) im Bild unserer linearen Abbildung. Damit ent-
hilt das Bild unserer linearen Abbildung zwei linear unabhingige Vektoren und
ist folglich ganz R?.

Zum Beweis von 7.2.7, Schritt 4
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4. Fir beliebige f € C(X,R), x € X und e > 0 gibtes a, € A mita,(z) = f(z)
und
az(y) < fly) +e VyeX

In der Tat, fiir alle y € X finden wir a,, € A mit a, () = f(z) und a, ,(y)
f(y). Auf einer geeigneten offenen Umgebung U, von y gilt dann a, ,(2)
f(2) + e Vz € U,. Da X kompakt ist, gibt es nun E C X endlich mit X
Uye  Uy. Dann nehmen wir a, = inf,cp a,, und haben unser a, gefunden.

A

5. Fiir beliebiges f € C(X,R)unde > 0 gibtes a € Amit |ja— f|| < e. Sei in der
Tat fiir jedes z € X ein a, wie eben gewdhlt. Dann hat jeder Punkt x € X eine
offene Umgebung V, mit f(z) —¢ < a,(z) < f(z)+¢ Vz € V, wobei die zweite
Ungleichung sogar gilt fiir alle = € X. Da X kompakt ist, gibt es wieder F' C X
endlich mit X = | J,.p V,. Ist X nicht leer, so nehmen wir nun @ = sup,p a,
und haben unser a gefunden. Der Fall X = () ist eh unproblematisch. ]

7.2.12. Gegeben ein Kompaktum X bezeichne C(X) die C-Ringalgebra aller ste-
tigen komplexwertigen Funktionen auf X mit der Supremumsnorm.

Korollar 7.2.13 (Stone-Weierstrall im Komplexen). In der Ringalgebra aller
stetigen komplexwertigen Funktionen auf einem kompakten Raum liegt jede kom-
plexe Unterringalgebra, die die Punkte unseres Raums trennt und die stabil ist
unter der komplexen Konjugation, bereits dicht in Bezug auf die Metrik der gleich-
mdpfligen Konvergenz.

Beweis. Sei X unser kompakter Raum und B C C(X) unsere komplexe Un-
terringalgebra, die die Punkte von X trennt und stabil ist unter der komplexen
Konjugation, in Formeln b € B = b € B. Wir wenden den Satz von Stone-
Weierstral 7.2.7 an auf A := BN C(X,R). Aus b € B folgt Reb,Imb € A, denn
es gilt Reb = (b +b)/2 und Imb = (b — b)/2i. Also trennt auch unser A die
Punkte von X. Fir f € C(X) finden wir u,v € A mit | Re f(z) — u(z)| < £/2
und |Im f(z) — v(z)| < ¢/2 fur alle z € X, setzen b = w + iv und folgern
If =0l <e. 0

Korollar 7.2.14. Das C-Erzeugnis der (2"),cz liegt dicht im Raum C(S*) der
stetigen komplexwertigen Funktionen auf der Kreislinie S* := {z € C | |z| = 1}
in Bezug auf die Metrik der gleichmdfligen Konvergenz.

Beweis. Wegen z = z! fiir alle = € S folgt das aus dem Satz von Stone-
Weierstral} fiir komplexwertige Funktionen 7.2.13. [

Definition 7.2.15. Eine Funktion f : R — C der Gestalt ¢ — Y ._" d, e'”" mit
d, € C heiBle ein trigonometrisches Polynom.
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Satz 7.2.16 (Dichtheit der trigonometrischen Polynome). Gegeben eine stetige
Funktion f : [0,2n] — C mit f(0) = f(2n) gibt es fiir beliebiges ¢ > 0 ein
trigonometrisches Polynom g = g. mit

|f(x) —g(x)| <e Vaxel0,2n]

Beweis. Sei S' = {z € C | |z| = 1} der Einheitskreis in der komplexen Ebene.
Wir betrachten die Abbildung F : [0,27] — S', t — €', die anschaulich gespro-
chen ,,unser Intervall zu einer Kreislinie zusammenbiegt*. Das Vorschalten von E
liefert eine Bijektion

(0 E): C(S") = {f €c([o,2a]) | f(0) = f(2m)}

Das kann man unschwer direkt einsehen und auch formal aus dem anschlieenden
Lemma 7.2.17 folgern. Unter unserer Bijektion entsprechen nun die trigonometri-
schen Polynome auf [0, 2] genau den Funktionen der Form )" d, z" auf der
Kreislinie S*. Der Satz folgt aus Korollar 7.2.14. [

Lemma 7.2.17. Ist f : X — Y eine stetige Surjektion von einem kompakten
Raum zu einem Hausdorffraum, so ist eine Abbildung g : Y — Z in einen weite-
ren Raum 7 stetig genau dann, wenn g o f stetig ist.

Beweis. Das Problem ist nur, die Stetigkeit von g aus der Stetigkeit von g o f zu
folgern. Da f surjektiv ist, gilt fiir jede Teilmenge A C Z offensichtlich

g (A) = flge /) (4)

Ist A abgeschlossenin Z, soist (go f)~'(A) abgeschlossen in X wegen der Stetig-
keit von g o f, also kompakt nach 5.1.11. Dann ist f((go f)~*(A)) kompakt nach
5.1.15 als Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung, mithin
abgeschlossen nach 5.1.9, da Y ein Hausdorffraum ist. Zusammenfassend haben
wir gezeigt, daB das Urbild g~'(A) einer abgeschlossenen Teilmenge A C Z ab-
geschlossen ist in Y. Daraus folgt mit 1.5.11 die Stetigkeit von g. [

7.3 Konvergenz der Fourierreihe

7.3.1. Wir verwenden im folgenden die Begrifflichkeit der Skalarprodukte, wie
sie etwa in [LA2] 2.1 eingefiihrt wird.

Definition 7.3.2. Wir versehen den komplexen Vektorraum V' = C([0, 27]) aller
stetigen Funktionen f : [0, 27r] — C mit dem Skalarprodukt

(f,9) = % i f9

Die zugehorige Norm notiert man in diesem Fall mit || f||2 := /(f, f)-
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7.3.3. Unsere Formeln aus dem Beweis von 7.1.3 besagen genau, daB die ™* mit
v € Zin diesem Raum ein Orthonormalsystem im Sinne von [LA2] 2.1.13 bilden,

in Formeln
<ewa;7el;wc> _ { 1% 22

0 sonst.

Die Fourier-Koeffizienten schreiben sich nun kiirzer ¢, = (e, f). Indem wir
jeder stetigen Funktion f : [0,27] — C die Familie ihrer ,,Fourierkoeffizienten*
zuordnen, in Formeln f"(v) := (e®, f), erhalten wir eine Abbildung

C([0,27]) — Ens(Z,C)
f — f"
Satz 7.3.4 (Quadratische Konvergenz der Fourierreihe). Gegeben cine stetige
Funktion f : [0,27] — C mit Fourierkoeffizienten c, := (¢*, f) gilt

f — E CV ele
VEZL

im Sinne der Summierbarkeit nach 7.1.5 im komplexen Vektorraum C([0, 27|) mit
seiner Skalarproduktnorm || ||o.

7.3.5. Ich betone, dal} dieser Satz keine Aussage iiber punktweise Konvergenz
beinhaltet. Ich habe auf der linken Seite auch nur f und nicht f(x) geschrieben,
um das zu betonen. Punktweise Konvergenz gilt auch gar nicht in der Allgemein-
heit dieses Satzes.

Beweis. Fiir alle endlichen Teilmengen I C Z konnen wir f nach [LA2] 2.1.22
zerlegen in seine Projektion auf den von allen e® mit v € I aufgespannten Teil-
raum von C([0, 27]) und einen auf diesem Teilraum senkrechten Anteil,

fzzcyeiuz+ (f_zcl/eium>

vel vel

Wir nehmen nun zunichst zusétzlich f(0) = f(27) an. Fir alle ¢ > 0 finden
wir dann nach 7.2.16 eine endliche Teilmenge /. C Z und ein trigonometrisches
Polynom g = > _, d, " mit

[f(z) —g(x)] <e Vz

Es folgt sofort || f — g||2 < €. Da in einem Skalarproduktraum nach [LA2] 2.1.22
die orthogonale Projektion eines Vektors auf einen endlichdimensionalen Teil-
raum stets die bestmdgliche Approximation durch Vektoren dieses Teilraums ist,
folgt fiir alle endlichen J D I, erst recht

f _ cheiux

veJ

vel.

<e€

2
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Das zeigt die Behauptung im Fall f(0) = f(27). Im Fall f(0) # f(27) miissen
wir noch eine zusitzliche Verrenkung machen und zunéchst eine stetige Funktion
f finden mit f(0) = f(2r) sowie ||f — f||2 < €. Dann gibt es wieder ein trigo-
nometrisches Polynom g mit || f — g, < &, also ||f — g2 < 2¢, und der Beweis
kann wie zuvor zu Ende gefiihrt werden. [

Korollar 7.3.6. Sei f : [0,27] — C stetig und seien c,, = (", f) seine Fourier-
koeffizienten. So gilt || f|I3 = >,z ||

Beweis. Die Differenz || f||3 — > ._" |c,|* ist das Quadrat eines Ausdrucks, von
dem wir gerade gezeigt haben, da3 er gegen Null strebt. U

Satz 7.3.7 (Kriterium fiir gleichméBige Konvergenz der Fourierreihe). Gege-
ben eine stetig differenzierbare Funktion f : R — C der Periode 21 mit Fourier-
koeffizienten c, := (e*, f) gilt

f _ cheiwz

im Sinne der Summierbarkeit nach 7.1.5 im komplexen Vektorraum C([0, 27]) mit
der Norm || ||« der gleichmdifSigen Konvergenz.

7.3.8. Der Satz gilt mit fast demselben Beweis auch noch, wenn unsere Funktion
nur ,,stiickweise stetig differenzierbar* ist, wenn es also Punkte 0 = ay < a1 <

. < ay = 2w gibt derart, da} die Einschrinkung von f auf jedes der Intervalle
[a;, a;y1] stetig differenzierbar ist. Die Details mag der Leser zur Ubung selbst
ausarbeiten.

Beweis. Die Fourier-Koeffizienten ¢, = (¢“*| f) von f ergeben sich fiir v # 0
aus den Fourier-Koeffizienten ¢/, = (e*, f’) von f’ durch partielles Integrieren

zu 2 / - OV
c, / f —wacd f( ) dr = —1C,

—1v 14

Fiir beliebige o, # € C gilt jedoch 2|aﬁ| < (|a|2 + |8]?) und es folgt

Z lcy| < leo| + Z ( + ]CV\2> < 00

v#£0

Also gibt es eine stetige Funktion g mitg = > _, c,e e'™ im komplexen Vektor-
raum C([0, 27]) mit der Norm || ||o.. A forteriori gilt das dann auch in Bezug auf
die Norm || ||o. Aus dem Satz iiber die quadratische Konvergenz der Fourierreihe
7.3.4 folgt damit ¢ = f und wir sind fertig. ]
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Vorschau 7.3.9 (Fourierreihe und Wirmeverteilung). Fassen wir eine stetig dif-
ferenzierbare 27-periodische Funktion f als eine Funktion auf dem Einheitskreis
auf und nehmen sie reellwertig an, so gilt fiir ihre Fourier-Koeffizienten offen-
sichtlich ¢_, = ¢,. Sie konnen zum Beispiel in [FT1] 16.5.1 lernen, warum die
Formel

P(z) =co+ Z ez’ +c 2
v=1
dann die eindeutig bestimmte ,,stabile Warmeverteilung mit Randverteilung f auf
der Einheitskreisscheibe‘ beschreibt. In diesem Zusammenhang hat Fourier, von
dem erzihlt wird, da} er hdufig frostelte, urspriinglich die heute nach ihm benann-
ten Reihenentwicklungen gefunden und in seinem Werk ,,Théorie analytique de
la chaleur* veroffentlicht.

7.3.1 Ubungen

Ubung 7.3.10. Wir erkliren den Schwarzraum S(Z) C Ens(Z, C) als den Raum
aller Abbildungen (a,),ez mit Y., , [n*a,| < oo fiir alle k € N. Man zeige, daB
die Entwicklung in eine Fouriereihe (a,) — f mit f(t) := >, _, a,e™ einen
Isomorphismus induziert zwischen dem Schwarzraum S(Z) und dem Raum der
beliebig oft differenzierbaren 27-periodischen Funktionen R — C. Hinweis: Man

gehe den Beweis von 7.3.7 nocheinmal durch.
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8 Wegintegrale und Potentiale

8.1 Vektorfelder und Kovektorfelder

Definition 8.1.1. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X
eine Teilmenge. Ein Vektorfeld oder genauer ein relatives Vektorfeld auf U ist
wie in 6.1.5 eine Abbildung

ot

A: U
p

N

—
= p

von U in den Richtungsraum X von X.

8.1.2 (Diskussion der Terminologie). Spiter einmal werden wir ein ,,Vektor-
feld auf einer Mannigfaltigkeit M/ * erklidren als eine Abbildung, die jedem Punkt
p € M einen Tangentialvektor A, € T, M zuordnet. Das ist etwas spezielleres
als ein ,relatives Vektorfeld, das jedem Punkt p € M C X einfach irgendeinen
Richtungsvektor A, € X zuordnet. Vorerst jedoch werden wir nur mit Vektorfel-
dern auf halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler Riume X arbeiten, und
in diesem Fall sind unsere ,,relativen* Vektorfelder bereits die ,,richtigen* Vektor-
felder. Deshalb kommt es auf derartige Feinheiten hier noch nicht an.

8.1.3. Wir schreiben im Zusammenhang mit Differentialgleichungen statt A, auch
A(p). Die Notation A, dahingegen ist praktisch, wenn wir unsere Vektorfelder wie
in 8.1.20 auf Funktionen anwenden wollen. In der physikalischen Terminologie
heiflen Vektorfelder kontravariant aus Griinden, die in 8.2.17 diskutiert werden.

8.1.4. Zu jedem reellen Vektorraum V' bilden wir wie in der linearen Algebra in
[LA1]2.9.1 seinen Dualraum V* = V" := Homg(V, R).

Definition 8.1.5. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X
eine Teilmenge. Ein Kovektorfeld oder genauer relatives Kovektorfeld auf U
ist eine Abbildung
w: U — X*
p o= wp

von U in den Dualraum X * des Richtungsraums von X.

8.1.6 (Diskussion der Terminologie). Spiter einmal werden wir ein Kovektor-
feld auf einer Mannigfaltigkeit M erkldren als eine Abbildung, die jedem Punkt
p € M ein Element w, € (T,M)* zuordnet. Das ist etwas anderes als ein relati-
ves Kovektorfeld, das jedem Punkt p € M C X einfach irgendeine Linearform
wp € X* zuordnet. Vorerst jedoch werden wir nur mit Kovektorfeldern auf halb-
offenen Teilmengen endlichdimensionaler Rdume X arbeiten, und in diesem Fall
sind unsere relativen Kovektorfelder bereits die endgiiltigen Kovektorfelder. Des-
halb kommt es auf derartige Feinheiten hier noch nicht an.
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Graphische Darstellung eines Vektorfelds auf der Papierebene, das in geeigneten
Koordinaten in der Notation von 8.1.21 durch die Formel

(:v/\/:zﬂ + y2> 0y + (y/\/gc2 + y2> d,

gegeben wiirde. Hier haben wir zu ausgewihlten Punkten den ihnen
zugeordneten Richtungsvektor als Pfeil von besagtem Punkt zu dem um diesen
Richtungsvektor verschobenen Punkt dargestellt.
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8.1.7. Wir schreiben w, statt w(p), damit w,(v) € R den Wert der Linearform w,,
auf einem Vektor v € X bezeichnen kann. Ein Kovektorfeld nennt man auch eine
Pfaff’sche Form oder eine Differentialform erster Ordnung oder eine 1-Form
oder eine Einsform. In der physikalischen Terminologie heilen Kovektorfelder
kovariant aus Griinden, die in 8.2.17 diskutiert werden.

8.1.8 (Graphische Darstellung ebener Kovektorfelder). Fiir die graphische Dar-
stellung eines Kovektorfelds w auf der Tafelebene X denke ich mir Kreisscheiben
um einzelne fett eingezeichnete Punkte p € X und zeichne jeweils deren Schnitt
mit {p + ¥ | w,(v) € N}. Im Fall w, = 0 muB ich die ganze Kreisscheibe ausma-
len, weshalb ich diesen Fall nach Moglichkeit vermeide. Im Fall w,, # 0 sehr klein
ist nur ein Stiick der Gerade p + ker w, zu sehen und man kann nicht erkennen,
auf welcher Seite dieser Gerade die Punkte p + ¢ liegen mit w,(¢)) > 0, weshalb
ich auch diesen Fall nach Moglichkeit vermeide. Ich hoffe, dal der Leser die so
erzeugte Anschauung auf den rdumlichen Fall iibertragen kann, in dem ich die
entsprechenden Bilder nicht mehr malen kann, und ebenso auf den eindimensio-
nalen Fall, in dem die entsprechenden Bilder wie so vieles im eindimensionalen
Fall weniger Aussagekraft haben.

Beispiel 8.1.9 (Kovektorfelder auf der Zeitachse). Ein Kovektorfeld ohne Null-
stelle auf der Zeitachse T aus [LA1] 3.1.11 kénnen wir uns in der in [LA1] 2.9.4
noch genauer erkldrten Weise denken als eine Vorschrift, die jedem Zeitpunkt ein
Paar bestehend aus einer Frequenz und einer Orientierung der Zeitachse zuordnet.

8.1.10 (Addition von Feldern und Multiplikation mit Funktionen). Wir addie-
ren Vektorfelder wie auch Kovektorfelder punktweise, die Summe w + n zweier
Kovektorfelder ist also etwa erklért durch (w + 1), = w, + 1,, wobei letzteres
Summenzeichen die Addition in X* meint. Wir multiplizieren Vektorfelder und
auch Kovektorfelder mit Funktionen f : U — R ebenfalls punktweise, indem wir
setzen (fA), = f(p)A, beziehungsweise (fw), = f(p)w,.

8.1.11 (Paaren von Vektorfeldern mit Kovektorfeldern). Seien X ein endlich-
dimensionaler reeller Raum und U C X eine Teilmenge. Ist A : U — X ein
Vektorfeld und w : U — X* ein Kovektorfeld, so konnen wir das Vektorfeld
A in das Kovektorfeld w einsetzen oder, vielleicht besser gesagt, das Kovektor-
feld w auf dem Vektorfeld A auswerten oder, besonders ausgewogen und immer
noch gleichbedeutend, das Kovektorfeld w mit dem Vektorfeld A paaren. Wir
erhalten dann eine Funktion

w(A)=(w,A): U — R
p = wp(Ap)

8.1.12 (Verschiedene Interpretationen von Kovektorfeldern). Seien X ein end-
lichdimensionaler reeller Raum und U C X eine Teilmenge. Im Sinne des Ex-
ponentialgesetzes [GR] 1.6.5 konnen wir ein Kovektorfeld w : U — X™* auch
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Versuch der graphischen Darstellung eines Kovektorfelds auf der Papierebene,
das in geeigneten Koordinaten in der Notation 8.1.13 durch die Formel

gegeben wiirde.
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Alternativer Versuch der graphischen Darstellung eines Kovektorfelds auf der
Papierebene. Hier legen wir die Konvention aus [LA1] 2.9.1 zur graphischen
Darstellung von Kovektoren zugrunde, der Wert auf einem Vektor ist also salopp
gesagt die Anzahl der gekreuzten Striche. Insbesondere bedeuten ,,enger
zusammenliegende Striche* hier ,,groBere Kovektoren®. Bei einer Streckung etwa
um einen Faktor Zwei werden also Vektoren doppelt so lang, aber in Gegensatz
dazu Kovektoren halb so lang, weil die Striche weiter auseinander riicken.
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auffassen als eine Abbildung U x X — R oder sogar als eine Abbildung X >
Ens(U, R). Es gehort etwas Ubung dazu, alle diese verschiedenen Aspekte gleich-
zeitig priasent zu haben. Wir konnen also ein Kovektorfeld einerseits an einem
Punkt p € U auswerten und so eine Linearform w, : X — R auf dem Richtungs-
raum erhalten, wir konnen es aber andererseits auch auf einem Richtungsvektor
v € X auswerten und so eine reellwertige Funktion U — R,p wy(v) er-
halten. Wir kdnnen es sogar etwas allgemeiner, wie in 8.1.11 besprochen, auf
einem Vektorfeld p — v, auswerten und auch so eine reellwertige Funktion
U — R,p — wy,(v,) erhalten. Man beachte, dal beim Auswerten von Kovektor-
feldern auf Vektorfeldern keinerlei Differentiation stattfindet sondern ausschlief3-
lich lineare Algebra, nur eben ,,in Abhédngigkeit vom Punkt p*.

Definition 8.1.13 (Differential einer Funktion als Kovektorfeld). Seien X ein
reeller endlichdimensionaler Raum und U C X eine halboffene Teilmenge. Ist
f + U — R differenzierbar, so ist das Differential von f bei p eine lineare Ab-
bildung d,, f : X — R. Unter dem Differential d f von f verstehen wir dann das
Kovektorfeld auf U, das gegeben wird durch die Vorschrift

df: U — X*
p = dyf

Fiir das Differential von einem Produkt gilt nach 2.6.5 die Produktregel d(fg) =
f dg+ g df und fiir das Differential einer Summe haben wir d(f 4+ g) = df +dg.

8.1.14 (Anschauung fiir das Differential einer Funktion). In der in 8.1.8 er-
klarten Anschauung fiir ebene Kovektorfelder als ,,Liniendichten* wére das Dif-
ferential einer Funktion auf der Ebene, aufgefal3t als die Hohe in einer Landkarte
in Metern, salopp gesprochen zu verstehen als eine Linearisierung des durch die
Hohenlinien gegebenen Bildes, mit einer Hohenlinie pro Meter und wo wir nur die
Hohenlinie durch unseren Punkt und ein paar Hohenlinien oberhalb einzeichnen.

8.1.15 (Darstellung von Kovektorfeldern in Koordinaten). Ist speziell X = R"
und U @ R" offen und bezeichnet z; : U — R die Restriktion der i-ten Koor-
dinate auf U, so ist dz; : U — (R™)* konstant die i-te Koordinate selber. Die
Bezeichnung dz; fiir dieses konstante Kovektorfeld vereinbaren wir allgemeiner
auch fiir beliebige Teilmengen U C R". Die Koordinaten bilden nun eine Basis
des Dualraums von R". Folglich 1468t sich jedes Kovektorfeld auf U schreiben in
der Gestalt ) | a; dz; mit eindeutig bestimmten a; : U — R. Ich vermute, daB hier
der Ursprung der alternativen Bezeichnung von Kovektorfeldern als ,,Differential-
formen* zu suchen ist: In gewisser Weise konnen wir eben unsere Kovektorfelder
als ,,.Linearkombinationen von Differentialen‘ schreiben. Fiir eine differenzierba-
re Funktion f : U — R auf einer offenen Menge U @ R™ haben wir dann

=1

8@»
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Man priift das durch Auswerten beider Seiten an einer Stelle p € U und Anwen-
den der so entstehenden Linearformen auf alle Vektoren der Standardbasis des R™.
Speziell haben wir fiir f : R D A — R differenzierbar mit A halboffen in R also

df = f'(z)dx

8.1.16 (Ubergang von Vektorfeldern zu Kovektorfeldern). Gegeben ein end-
lichdimensionaler reeller Raum X mit einem Skalarprodukt s auf seinem Rich-
tungsraum erinnern wir aus 2.3.9 den Isomorphismus cang : X 5 Xr gegeben
durch die Vorschrift v — (w — s(v,w)). Jedem Vektorfeld v : X > A — X
konnen wir so das Kovektorfeld

can,(v) := cangov: X D A — X*

zuordnen. Im Spezialfall (R", s) des Vektorraums R" mit seinem Standardskalar-
produkt kennen wir bereits aus 2.3.9 die Beziehung

df = cang(grad f)

8.1.17 (Differential einer Funktion mit halboffenem Definitionsbereich). Ist
f :R® D U — R differenzierbar auf einer halboffenen Teilmenge U C R", so
gilt dasselbe, wenn die partiellen Ableitungen dabei im Sinne unserer Notation
2.3.23 als virtuelle partielle Ableitungen verstehen. Ist speziell f : R D I — R
differenzierbar auf einem mehrpunktigen Intervall, so gilt df = f/(z) dz.

8.1.18 (Anschauliche Bedeutung von Formeln in Differentialen). Anschaulich
gesprochen beschreibt die in 8.1.15 herausgestellte Gleichung, wie sich der Funk-
tionswert der Funktion f in erster Ndherung dndert, wenn wir an den Koordinaten
x; wackeln: Genauer gilt bei festen 1, ..., x, fir dzy,...,0x, € R so nah bei
Null, daf3 alles definiert ist, eben

0

fler + 0z, ...,z 4+ 0xy) — f(21,...,2,) = Z
i=1

mit einem Rest R, der auch nach dem Teilen durch das Maximum der Betrige
aller dx; noch gegen Null strebt, wenn alle dx; gegen Null streben. Hierbei ist
zu verstehen, daf} die fraglichen partiellen Ableitungen an unserer festen Stel-
le (x1,...,x,) ausgewertet werden sollen, und um die partiellen Ableitungen zu
bilden, miissen die z; natiirlich noch als variabel gedacht werden. Vielleicht wire
es hier konsistenter gewesen, die partiellen Ableitungen 0; f zu notieren oder so-
gar (0;f)(x1,...,x,) um anzudeuten, daB sie ja an der festen Stelle (x4, ..., z,)
auszuwerten sind. Bei komplizierteren Formeln fiihrt aber groere Préizision auch
nicht notwendig zu besserer Verstiandlichkeit. Die Notation dx; konnten wir zu J;
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abkiirzen, aber dann wirkt die Formel weniger suggestiv. Kiirzen wir auch noch
die linke Seite zu df ab, so konnen wir unsere Identitdt mit der in 3.3.2 einge-
fiihrten Notation auch schreiben als die Ubereinstimmung erster Ordnung von
Funktionen der ,,Verriickungen* dx; in der Gestalt

1 [ .
Sf ~ > 5 5;

Beispiel 8.1.19. Die Funktion f : R3\0 — R, v — 1/||v|| hat mit der Konvention
v := (z,y, z) das Differential df = —(xdx + ydy + zdz)/||v|]>.

Definition 8.1.20 (Ableiten einer Funktion in Richtung eines Vektorfeldes).
Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X, eine halboffene Teilmenge
U c X, ein Vektorfeld A : U — X und eine differenzierbare Funktion f:U—
R erkldren wir eine Funktion (Af) : U — R durch die Vorschrift

(Af)(p) = (dpf)(Ap)

Ist U eine Umgebung von p, so ist nach 2.3.3 also (Af)(p) = (Da,f)(p) die
Richtungsableitung 2.3.1 von f bei p in der Richtung A,,. Wir sagen deshalb auch,
die Funktion Af entstehe aus f durch Ableiten in Richtung des Vektorfelds A.
In anderen Worten entsteht diese Funktion durch das Paaren des Vektorfelds A
mit dem durch das Differential der Funktion f gegebenen Kovektorfeld d f. Mit
unserer Notation 8.1.11 kann diese Funktion auch Af = (df, A) geschrieben
werden.

8.1.21 (Darstellung von Vektorfeldern in Koordinaten). Meist werden Vek-
torfelder identifiziert mit den zugehdrigen Differentialoperatoren. So notiere ich
etwa das konstante Vektorfeld v wie die zugehorige Richtungsableitung D,,. Spe-
zieller bezeichnet man das konstante Vektorfeld mit Wert e; auf R™ oft als ,,das
Vektorfeld 6%_“ oder ,,das Vektorfeld 0;* und im Fall nicht nummerierter Koordi-
naten wie etwa x, y, z auf R? schreiben wir fiir die fraglichen Vektorfelder auch
Oz, 0y, 0, und dergleichen. Sicher 148t sich fiir U C R" jedes Vektorfeld auf U
schreiben in der Gestalt
Z C; 81

mit eindeutig bestimmten ¢; : U — R. Paaren wir das Vektorfeld ) ¢;0; auf R”
mit dem Kovektorfeld > a; dx;, so ergibt sich die Funktion ) a;c;. In unserer
Notation 8.1.11 und mit dem Kroneckerdelta haben wir ndmlich

<d.’L‘i7 8J> = 51
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Ganz links ist zuerst ein Vektorfeld auf der Ebene abgebildet, das unter der
orthogonalen Projektion auf die x-Achse verwandt ist zu einem ebenfalls
eingezeichneten konstanten Vektorfeld auf der x-Achse. In der Mitte dann ein
Vektorfeld auf der Ebene, das unter dieser Projektion zu keinem Vektorfeld auf
der z-Achse verwandt ist. SchlieBlich ganz rechts die konstante Abbildung der
y-Achse auf einen Punkt der x-Achse und ein Vektorfeld auf der z-Achse, das
darunter zu keinem Vektorfeld auf der y-Achse verwandt ist.
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8.2 Verwandtschaft

8.2.1 (Diskussion des Verwandtschaftsbegriffs). Zentral fiir das weitere sind die
zu unseren jeweiligen Feldern gehorigen Verwandtschaftsbegriffe, die wir im fol-
genden diskutieren. Im Fall der ¢-Verwandtschaft unter einem Diffeomorphismus
¢ mit einer halboffenen Teilmenge eines R™ mag man sich darunter eine ,,Dar-
stellung in lokalen Koordinaten* denken, aber das Konzept trigt weiter. Unsere
Vektorfelder miissen im allgemeinen weder ,,Vorwirtsverwandte* noch, anders
als man es als Mensch gewohnt ist, ,,Riickwértsverwandte* haben. Bei Kovek-
torfeldern ist es etwas besser, sie haben immer genau einen ,,Riickwirtsverwand-
ten*. Wir beginnen unsere Diskussion mit der einfacheren und grundlegenderen
Diskussion der Verwandtschaft von Funktionen und von Wegen. Eine wesentliche
Eigenschaft von Verwandtschaft, die ,, Transitivitédt®, besprechen wir erstin 8.2.18.

Definition 8.2.2 (Verwandtschaft von Funktionen). Gegeben eine Abbildung
¢ : U — V und reelle Funktionen g : U — R sowie f : V' — R heiflen unsere
Funktionen ¢-verwandt und wir schreiben ¢ : g ~ f, wenn gilt g(z) = f(o(z))
fiir alle z € U alias

g=foo

Definition 8.2.3 (Verwandtschaft von Wegen). Seien U und V' topologische
Riume und ¢ : U — V eine stetige Abbildung. Zwei Wege v : [ — U und
k : J — V heillen ¢-verwandt und wir schreiben ¢ : v ~» k, wenn sie denselben
Definitionsbereich I = J haben und wenn fiir alle t € [ gilt k(t) = ¢(~(t)) alias

k=doy

8.2.4 (Auswerten auf Wegen respektiert Verwandtschaft). Das Auswerten ver-
wandter Funktionen auf verwandten Wegen liefert trivialerweise dieselbe Funkti-
on auf dem Parameterintervall, in Formeln folgt in den Notationen der vorherge-
henden Definitionen aus ¢ : g ~ fund ¢ : v ~» & also

goy=/fok

Definition 8.2.5 (Verwandtschaft von Vektorfeldern). Sei ¢ : U — V eine dif-
ferenzierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler
reeller Rdume X und Y. Vektorfelder A : U — X und B : V — Y heiBen
¢-verwandt und wir schreiben ¢ : A ~» B wie in 6.1.12, wenn fiir alle x € U gilt

(de)(Az) = B¢>(I)

8.2.6 (Summe und Produkt respektiert Verwandtschaft). Gegeben in den vor-
herigen Notationen verwandte Vektorfelder ¢ : A ~» Bund ¢ : C' ~ D haben wir
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auch ¢ : (A+ C) ~ (B + D). Gegeben weiter verwandte Funktionen ¢ : f ~ g
haben wir auch ¢ : fA ~» ¢gB. und, wenn wir schon dabei sind, gegeben zusitz-
lich verwandte Funktionen ¢ : h ~ k haben wir ebenso ¢ : (f + h) ~ (g + k)
und ¢ : fh~> gk.

8.2.7 (Ableiten nach Vektorfeldern respektiert Verwandtschaft). Wenden wir
verwandte Vektorfelder auf verwandte differenzierbare Funktionen an, so erhalten
wir verwandte Funktionen. Ist genauer ¢ : U — V eine differenzierbare Abbil-
dung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reeller Rdume, so
impliziert in Formeln ¢ : A ~ Bund ¢ : g ~ f bereits ¢ : Ag ~ Bf oder
umgeschrieben (Bf) o ¢ = A(f o ¢). Das folgt direkt aus der Kettenregel in
mehreren Veridnderlichen. Letzteres ist sogar eine hinreichende Bedingung: Gilt
(Af)o¢ = B(f o) fiir alle differenzierbaren Funktionen f, so folgt ¢ : A ~ B.

8.2.8 (FluBwege respektieren Verwandtschaft). Ein Weg v : I — U in einer
halboffenen Teilmenge U C X eines endlichdimensionalen reellen Raums heif3t
ein FluBweg cines Vektorfelds A : U — X , wenn er differenzierbar ist und
wenn fiir alle t € I gilt 7/(t) = Ay@). Istnun ¢ : U — V eine differenzierbare
Abbildung in eine weitere halboffene Teilmenge V' eines endlichdimensionalen
reellen Raums Y und B ein Vektorfeld auf V mit ¢ : A ~» Bund k = ¢ o 7y der
verwandte Weg ¢ : v ~ x und ist y ein FluBweg von A, so ist auch x ein FluBweg
von B. Das ist einigermalen offensichtlich und wurde bereits im Zusammenhang
mit gewohnlichen Differentialgleichungen in 6.1.12 besprochen.

Definition 8.2.9 (Verwandtschaft von Kovektorfeldern). Sei ¢ : U — V eine
differenzierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensio-
naler reeller Rdume X und Y. Kovektorfelder n : U — X*udw:V = Y*
heiBlen ¢-verwandt und wir schreiben ¢ : n ~ w, wenn fiir alle Punkte x € U
gilt 7, = wy(y) © d¢. Gleichbedeutend mit der transponierten Abbildung zum
Differential notiert ist die Forderung, daf fiir alle x € U gilt

Ne = (dm¢)—r<w¢(x))

8.2.10 (Summe und Produkt respektiert Verwandtschaft). Gegeben in den vor-
herigen Notationen verwandte Kovektorfelder ¢ :  ~ w und ¢ : ¢ ~ 7 haben
wir auch ¢ : (eta + o) ~ (w + 7) und gegeben verwandte Funktionen ¢ : f ~ g
haben wir auch ¢ : fn ~ gw.

8.2.11 (Paaren respektiert Verwandtschaft). Sei ¢ : U — V eine differenzier-
bare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reeller
Riume X und Y. Seien A : U — X sowie B : V — Y Vektorfelder und
w:U — X* sowie n:V - Y* Kovektorfelder. So gilt

(p: A~ Bundp:w~n) = ¢: (w,A) ~ (n,B)
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Dieses Bild soll den Effekt der Scherung ¢ : R? = R2, (z,y) — (z + y,y) auf
dem Kovektorfeld dy und dem Vektorfeld 0, darstellen. Bei der bildlichen
Darstellung unseres Kovektorfelds folgen wir den auf Seite ?? im Anschluf an
8.1.1 eingefiihrten Konventionen. Man erkennt, daf3 dy unter dieser Scherung
verwandt ist zu sich selber, in Formeln ¢ : dy ~ dy, wohingegen 0, verwandt ist
zu 0, + 0,, in Formeln ¢ : 9, ~ 0, + 0,. Alternativ und im wesentlichen
gleichbedeutend mag man sich auch auf den Standpunkt stellen, dal wir auf dem
Wertebereich von ¢ ein ,,verschertes Koordinatensystem® (u, v) eingefiihrt haben
mit © und v den Komponenten der zu ¢ inversen Abbildung, also u(z,y) =z —y
und v(z,y) = y. Dann erhalten wir statt der obigen Verwandtschaften die
Formeln dv = dy sowie 0, = 0, + 0.
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8.2.12 (Existenz und Eindeutigkeit von Verwandten). Unter einer differenzier-
baren Bijektion zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reeller
Réume mit differenzierbarer Umkehrabbildung haben alle Vektorfelder, Kovek-
torfelder, Wege und Funktionen jeweils genau einen Verwandten und unter der
Identitét sind sie jeweils selbst dieser einzige Verwandte. Ist allgemeiner ¢ : U —
V eine beliebige differenzierbare Abbildung von einer halboffenen Teilmenge ei-
nes endlichdimensionalen reellen Raums U C X in eine weiteren reellen Raum
Y, die in einer Teilmenge V' C Y landet, so hat jedes Kovektorfeld w auf V'
immer noch genau einen ,,Riickwértsverwandten auf U, der eben gegeben wird
durch die Formel 7, = (dxqﬁ)T(w(z)(x)). Fiir diesen eindeutig bestimmten Riick-
wirtsverwandten von w unter ¢ vereinbaren wir die Notation

¢"(w)

Er heiflt das mit ¢ zuriickgezogene oder zuriickgeholte Kovektorfeld. Eben-
so hat jede Funktion f auf V' genau einen ,,Riickwirtsverwandten, nimlich die
Funktion f o ¢, die man auch die mit ¢ zuriickgezogene Funktion nennt und
manchmal ¢*(f) notiert. Bei Vektorfeldern liegen die Verhiltnisse nicht so ein-
fach, aber ist ¢ surjektiv, so hat jedes Vektorfeld auf U zumindest nicht mehr als
einen ,,Vorwirtsverwandten® auf 1/, und ist das Differential von ¢ an jeder Stelle
bijektiv, so hat jedes Vektorfeld auf V' genau einen Riickwirtsverwandten auf U.

8.2.13. Weil Verwandtschaft Summe und Produkt respektiert, mufl auch das Zu-
riickholen Summe und Produkt von Funktionen und Kovektorfeldern respektieren,
in Formeln ¢*(w 4 7) = ¢"(w) + ¢*(7) und ¢*(gw) = ¢*(9)¢"(w).

8.2.14 (Differential respektiert Verwandtschaft). Verwandte Funktionen haben
verwandte Differentiale. Ist genauer ¢ : U — V eine differenzierbare Abbildung
zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reeller Rdume, so impli-
ziert in Formeln ¢ : g ~ f bereits ¢ : dg ~» df. Gleichbedeutend haben wir fiir
alle f die Identitéit ¢*(df) = d(¢*(f)) = d(f o ¢). In der Tat gilt fiir jeden Punkt
y nach der Definition der Verwandtschaft und der Kettenregel

(0"(df))y = (dp)f) 0 dyd = dy(f 0 @)

8.2.15 (Verwandtschaft von Gradienten). Gegeben U,V @ R" und ein C!-
Diffeomorphismus ¢ : U — V haben verwandte differenzierbare Funktionen
zwar verwandte Differentiale, aber im allgemeinen keineswegs verwandte Gradi-
enten. Das gilt nur unter sehr viel stirkeren Voraussetzungen. Ist etwa ¢ die Ein-

schrinkung eines Isomorphismus von affinen Rdumen mit orthogonalem linearen
Anteil ¢ € O(n) und f : V — R differenzierbar, so haben wir

¢ : grad(f o ¢) ~ grad(f)
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In der Tat ist unter diesen Annahmen die Verwandtschaft ¢ : v ~» w von Vektor-
feldern gleichbedeutend zur Verwandtschaft ¢ : cang(v) ~ cangs(w) von Kovek-
torfeldern und unsere Verwandtschaft von Gradienten so nach 8.1.16 gleichbedeu-
tend zur Verwandtschaft der Differentiale ¢ : d(f o ¢) ~ df. Sind allgemeiner
¢ : X = Y ein Isomorphismus von endlichdimensionalen affinen Raumen und
s, t Skalarprodukte auf X beziehungsweise Y und ist gg . X 3 Y dafiir orthogo-
nal, ist in anderen Worten ¢ ein isometrischer Isomrphismus, so erhalten wir fiir
unsere verallgemeinerten Gradienten aus 2.3.9 mit derselben Argumentation

¢ : grad,(f o ¢) ~ grad,(f)

Noch allgemeinere Aussagen in dieser Richtung diskutieren wir in 8.3.10.

8.2.16 (Partielle Ableitungen in lokalen Koordinaten). Gegeben ein endlich-
dimensionaler affiner Raum X und eine halboffene Teilmenge U C X und ein
Diffeomorphismus alias ein System lokaler Koordinaten (z1,...,z,) : U = V
mit einer halboffenen Teilmenge V' C R" bezeichnet man mit 5~ oder J; auch
diejenigen Vektorfelder auf U, die unter diesem lefeomorphlsmus zu den eben
eingefiihrten Vektorfeldern auf R™ verwandt sind. Man beachte Jedoch daB fiir
eine einzelne Funktion z : U — R nicht sinnvoll ein Vektorfeld auf U erklirt
werden kann: Selbst wenn sich unsere Funktion zu einem Koordlnatensystem er-
ginzen lassen sollte, wird doch das durch diese Ergénzung erklirte Vektorfeld a%
wesentlich von der Wahl der anderen Koordinaten abhidngen. All das steht im Ge-
gensatz zum Differential dx einer Funktion z, das durchaus auch fiir eine einzelne
Funktion sinnvoll definiert ist.

8.2.17 (Kovariante und kontravariante Transformation). Zumindest unter li-
nearen Koordinatentransformationen verhalten sich Kovektorfelder ,,so wie Koor-
dinaten®. Ist etwa x4, ..., x, ein System linearer Koordinaten auf einem reellen
Vektorraum X im Sinne einer Familie von linearen Abbildungen z; : X — R, die
zusammen einen Isomorphismus X = R” liefern, und ist y1, .. ., y, ein anderes
System linearer Koordinaten, und haben wir etwa y; = » ; i fiir eine Matrix
von reellen Zahlen a;;, so gilt die Identitit von Kovektorfeldern dy; = > ; @i dz;.
Fiir die durch unsere Koordinatensysteme bestimmten Vektorfelder haben wir da-

hingegen umgekehrt
0 0
o, ~ 2y,

i j
Sinne ,,transformieren sich Kovektorfelder wie Koordinaten* und heif3en deshalb
auch , kovariant*, wohingegen Vektorfelder sich ,,vermittels der inversen transpo-

nierten Matrix transformieren‘ und deshalb ,.kontravariant‘ heif3en.
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8.2.18 (Transitivitiat von Verwandtschaft). Seien ¢ : U — Vund ¢y : V — W
differenzierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensio-
naler reeller Raume. Ist ein Vektorfeld C' auf W unter ¢/ verwandt zu B, so ist
auch A unter ¢ o ¢ verwandt zu C, in Formeln implizieren ¢ : A ~ B und
Y : B~ Calsoog¢p: A~ C. Analoges gilt fiir Wege und Funktionen und
Kovektorfelder und 148t sich in den beiden letzteren Féllen auch schreiben als
(Y o @)* = ¢* 0", so daB etwa fiir jedes Kovektorfeld « auf W gilt

(¥ o) (k) = ¢"(¢7(r))

Aus Griinden der formalen Vollstdandigkeit sei noch ergédnzt, dal unter der Iden-
titdt, wie bereits in 8.2.12 erwihnt, jedes Vektorfeld und jedes Kovektorfeld und
jede Funktion und jeder Weg verwandt ist zu sich selber und nur zu sich selber.
Es gilt also in Formeln (id : A ~ B) <& A = B und dergleichen. Weiter sei
erwithnt, daB WV fiir alle diese Uberlegungen sogar eine beliebige Teilmenge eines
endlichdimensionalen reellen Raums sei darf.

Beispiel 8.2.19 (Zuriickholen von Kovektorfeldern in Koordinaten). Im Fall
X = R" mit Koordinaten z1,...,x, und Y = R™ mit Koordinaten v, ...,y
und ¢ = (¢1,...,¢,) eine differenzierbare Abbildung von einer halboffenen
Teilmenge von R” in eine halboffene Teilmenge von R™ ergibt sich ¢*(dy;) =
d(¢*y;) = do; = >, g%j dz;, da das Differential Verwandtschaft respektiert
8.2.14 und wir fiir das Differential einer Funktion bereits die explizite Formel
8.1.13 kennen. Folglich kann das Zuriickholen von Kovektorfeldern in Koordina-
ten beschrieben werden durch die Formel

¢" (; b dyj) = ((bj °¢) gﬁj) dz;

i?j

Beispiel 8.2.20 (Verwandtschaften unter der Polarkoordinatenabbildung). Wir
betrachten die Polarkoordinatenabbildung

P: R - R
(r,9) +— (rcosd,rsind)

und benutzen die iiblichen Koordinaten x, y auf dem Wertebereich. Unter dieser
Abbildung ist etwa das Kovektorfeld dx auf dem Wertebereich verwandt zum
Kovektorfeld

P*(dz) =d(P*x) =d(z o P) = d(r cos?) = (cost) dr — (rsind) dv

Ebenso ist das Kovektorfeld dy auf dem Wertebereich unter P verwandt zum Ko-
vektorfeld d(r sin ) = (sin ) dr + (r cos ) d¥. Um einen Verwandten fiir 0y zu
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suchen, wenn dieses Vektorfeld denn einen Verwandten haben sollte, machen wir
den Ansatz 0y ~ a0, + b0, mit unbestimmten Funktionen a, b und finden durch
Paaren mit dx leicht — (7 sin ) ~» a und durch Paaren mit dy ebenso (r cos ) ~»
b, womit wir fiir das Vektorfeld 0y links als einzigen Verwandten das Vektorfeld
—y0, + x0, rechts finden. Das Vektorfeld 0, links hat keinen Verwandten rechts,
denn derselbe Ansatz 0, ~» a0, + b0, fithrt zu P : sint ~» aund P : cosd) ~ b
und derartige Funktionen a, b gibt es nicht. Schrianken wir jedoch unsere Polar-
koordinatenabbildung ein zu einer Abbildung P : {(r,9) | r > 0} — R*\0, so
gibt es derartige Funktionen doch und unser Vektorfeld 0, hat unter dieser Ein-
schriankung den einzigen Verwandten

O~ (/a8 42) 0+ (y/V/o" + 4 0

Meist wird man mit diesen Begriffen etwas groziigiger umgehen, zwischen ver-
wandte Objekte schlicht ein Gleichheitszeichen schreiben und es auch mit den
Definitionsbereichen nicht so genau nehmen, so daf} wir etwa schreiben wiirden

Or = (cos®)d, + (sin?)d, = (x/\/m) Oy + (y/\/r—i-yQ) Dy

Oy = —(rsind)d, + (rcos?)d, = —yd, + 0,

0, = (cos?)0, — (r‘l sin 19) Oy
dy = (sin®)d, + (r~"cosv) 9y
(

= (cos?)dr — (rsind)dv
dy = (sind)dr + (rcos?)dv

W = (—y/(z>+y?))dz+ (z/(2* +y*)) dy

dr = (x/\/W) de + <y/\/w> dy

Das kann allerdings nur dann gutgehen, wenn die Bezeichnung der Koordinaten
dem Leser erlaubt zu erraten, welche Art von Verwandtschaft gemeint ist. Man
kann die unteren Formeln auch so verstehen, dafl eben dr das Differential der
Funktion 7 : (R?\0) — R, (z,y) ~ r(z,y) meint. Bei d¢ wird es schon kriti-
scher, da ja eigentlich ¢ nur auf geschlitzten Ebenen definiert werden kann. Aller-
dings unterscheiden sich die auf verschiedenen geschlitzten Ebenen definierten ¢
nur um additive Konstanten, so daf3 sie alle dasselbe Differential haben und wir
ausnahmsweise doch ein wohldefiniertes Kovektorfeld di auf R?\0 erhalten. Das
ist auch der tiefere Grund dafiir, daf alle unsere Standardvektorfelder in diesem
Fall unter der Einschridkung » > 0 wohldefinierte Verwandte haben und wir mit
unseren Gleichheitszeichen nicht in Teufels Kiiche kommen. Bei komplizierteren
Vektorfeldern sihe das anders aus: So hat etwa das Vektorfeld ©¥0y gar keinen

187



Verwandten, es sei denn, wir schrinken unsere Polarkoordinatenabbildung noch
weiter ein.

Ubungen

Ubung 8.2.21. Unter der Inversion am Einheitskreis R*\0 = R?\0, (z,y) —
(u,v) := (2% + y*)"!(z,y) zeige man die Verwandtschaft von Vektorfeldern

Oy ~ (v —u?)0, — 2uvd,
9y ~ (u* =09, — 2uvd,

Ubung 8.2.22. Gegeben auf einer halboffenen Teilmenge U C E eines n-dimen-
sionalen reellen Raums Vektorfelder A4, ..., A, und Kovektorfelder wy,...,w,
mit (w;, A;) = 0;; an jeder Stelle p € U gilt fiir jede differenzierbare Funktion
f:U — Rdieldentitit df = (A1 f)wi + ... + (Anf)wn.

Ubung 8.2.23. Man bestimme die Riickwiirtsverwandten unter exp : C — C von
0, und 0,,.

8.3 Gradienten in krummlinigen Koordinaten*

8.3.1 (Motivation und erstes Beispiel). Gegeben eine halboffene Teilmenge U C

R"™ und eine partiell differenzierbare Funktion f : U — R erkldrt man wie in 2.1.4

ihren Gradienten als das Vektorfeld
of

— of
grad f = 89@181 +...+ 835”8"

auf U. Ich will nun diskutieren, welche Form dieses Konstrukt in krummlinigen
Koordinaten annimmt. Formal ist damit folgendes gemeint: Man betrachte zusétz-
lich eine halboffene Teilmenge V' C R" und einen Diffeomorphismus ¢ : V' —= U.
Nun finde man Vektorfelder A4, ..., A, auf V' mit

¢ (Ai(fe9)di+ ...+ (Au(f00))0n ~ (01f)01 + ...+ (0nf)On

In der Notation wird vielfach ¢ einfach weggelassen und nur die Bezeichnungen
der Koordinaten deuten das Gemeinte an. Ist etwa ¢ = P : Ry¢ X (—m,7m) —
{(z,y) | y = 0 = z > 0} wie in 8.2.20 die Polarkoordinatenabbildung, so
erhalten wir mit den Formeln aus 8.2.20 sofort f, = cos? f, — r~!'sin? fy und
fy =sin? f. +r~tcos? fy und nach kurzer Rechnung die Verwandtschaft von
Vektorfeldern

P (007 0 P))r + 5 (09(f © P))s ~ (0.1): + (2,2,
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Einige Werte des Vektorfelds 0, als durchgezogene Pfeile und des Vektorfeld Oy
als gepunktelte Pfeile, gezeichnet in der zy-Ebene.
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oder kurz gefait grad f = f,0, + f,0, = f.0, + 7%2 f9O0y. Man nennt sie die
Darstellung des Gradienten in Polarkoordinaten. Hier haben wir die Notation
fo= a—i fiir die entsprechende partielle Ableitung aus 2.1.1 und die Abkiirzung
O = % aus 8.1.21 fiir den besagten Differentialoperator alias besagtes Vektorfeld
verwendet. Bereits bei der Transformation des Gradienten in Kugelkoordinaten
wird die Rechnung jedoch recht aufwendig. Ich will im folgenden erklidren, mit

welchen Kunstgriffen man sie strukturieren und iibersichtlicher gestalten kann.

8.3.2 (Tensornotation fiir Bilinearformen). Gegeben ein Vektorraum V' iiber
einem Korper k notieren wir

Bil(V) = Bil,(V)

den Vektorraum aller bilinearen Abbildungen V' x V' — k alias Bilinearformen
auf V. Gegeben Linearformen A, 7 : V' — k notieren wir (A @ n) € Bil(V) die
Bilinearform (v, w) — A(v)n(w). Sicher ist (A, n) — A ® 7 selbst eine bilinea-
re Abbildung V* x V* — Bil(V). Statt n ® n schreibt man meist kiirzer 7%
Das Symbol ® wird in [LA2] 8.1.2 noch mit zusétzlicher Bedeutung aufgeladen.
Hier darf und soll es ausschlieBlich als bequeme Notation verstanden werden. Wir
nennen A ® 7 das Tensorprodukt unserer Linearformen.

Definition 8.3.3. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X
eine Teilmenge. Ein Zweitensor oder genauer ein relativer kovarianter Zwei-
tensor auf U ist eine Abbildung

g:U — Bil(X)
von U in den Raum Bil(X) aller Bilinearformen auf X. Eine riemannsche Me-
trik auf einer halboffenen Teilmenge U C X ist ein glatter Zweitensor g, der
jedem Punkt p € U ein Skalarprodukt g, auf X zuordnet.

Beispiel 8.3.4. Auf dem R" ist der konstante Zweitensor, der jedem Punkt das
Standardskalarprodukt auf dem R" zuordnet, eine riemannsche Metrik s. Sie heil3t
die Standardmetrik auf dem R".

8.3.5 (Einschrinkung von Zweitensoren). Gegeben ein endlichdimensionaler
Raum X und ein Zweitensor g auf einer halboffenen Teilmenge U C X und
eine weitere halboffene Teilmenge V' C X mit V' C U erhalten wir durch Ein-
schriankung einen Zweitensor ¢|V" auf V. War g eine riemannsche Metrik, so ist
auch g|V eine riemannsche Metrik.

8.3.6 (Notation fiir Zweitensoren). Gegeben Kovektorfelder w und 7 auf einer
Teilmenge U eines endlichdimensionalen reellen Raums X konnen wir den Zwei-
tensor

—

wen: U — Bil(X)
p o= W@y
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bilden. Wir konnen Zweitensoren punktweise addieren und mit Funktionen mul-
tiplizieren. Wir konnen unsere konstante riemannsche Standardmetrik auf R” in
diesen Konventionen schreiben als s = dz? + ... 4 dz®2. Eine beliebiger Zwei-
tensor g auf einer halboffenen Teilmenge U C R™ hat in diesen Notationen die
Gestalt

Z Gij dl’l &® dl’j

ij=1
fiir Funktionen g;; : U — R. Er ist eine riemannsche Metrik genau dann, wenn
die ¢;; glatte Funktionen sind und ihre Werte g¢;;(p) an jedem Punkt p € U eine
positiv definite symmetrische Matrix bilden.

8.3.7 (Partielles Auswerten von Bilinearformen). Gegeben ein Vektorraum V'
iiber einem Korper k liefert jede Bilinearform g € Bil(V') eine Abbildung

cang: V. — v
v o= (wegv,w))

von unserem Vektorraum in seinen Dualraum, die jedem Vektor v die Linearform
g(v, ) zuordnet. Wir nennen sie die Linkseinsetzung von g. Zum Beispiel haben
wir canyg,(v) = A(v)n. Gleichberechtigt konnen wir auch die ,,Rechtseinset-
zung* betrachten, aber sei’s drum. Ist g nichtausgeartet und V' endlichdimensional,
so ist unsere Linkseinsetzung ein Isomorphismus can, : V = V*.

8.3.8 (Partielles Auswerten von Zweitensoren). Gegeben ein Vektorfeld A und
ein Zweitensor g auf einer Teilmenge U eines endlichdimensionalen reellen Raums
konnen wir ein Kovektorfeld can,(A) bilden durch das Einsetzen von A in die ers-
te Stelle von g. Ist unser Zweitensor g an keiner Stelle ausgeartet, ist etwa g eine
riemannsche Metrik, so ist diese Abbildung eine Bijektion

can, : {Vektorfelder auf U} = {Kovektorfelder auf U}

Bezeichnet speziell s das Standardskalarprodukt auf dem R", so haben wir et-
wa cang(ad;) = a dx; fir jede Funktion a. Fiir unseren Gradienten aus 2.1.4
einer Funktion f : R® © U — R gilt folglich wie bereits in 2.3.9 besprochen
grad f = can;!(df) in Bezug auf die konstante riemannsche Standardmetrik s.
Im allgemeinen verwendet man die Notation

grad, f = cang_l(df)

und nennt dies Vektorfeld den g-Gradienten von f zur riemannschen Metrik g
oder allgemeiner zum nichtausgearteten Zweitensor g.

Definition 8.3.9 (Verwandtschaft von Zweitensoren). Seien U C X,V C Y
Teilmengen endlichdimensionaler reeller Rdume. Sei U halboffen und sei ¢ :
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U — V differenzierbar. Vorgegebene Zweitensoren s auf U und g auf V' hei-
Ben ¢p-verwandt und wir schreiben ¢ : s ~» g, wenn fiiralle x € U und v, w € X
gilt

Sz (0, W) = go(a) ((d2@)(v), (da@) (w))

8.3.10 (Vertraglichkeiten unserer Verwandtschaften). Verwandtschaft ist ver-
trdaglich mit allen natiirlichen Operationen, genauer mit Addition, der Multiplikati-
on mit Funktionen, dem Einsetzen von Vektorfeldern und unserer Konstruktion &®.
Insbesondere haben verwandte differenzierbare Funktionen unter verwandten rie-
mannschen Metriken verwandte Gradienten, in Formeln impliziert die Verwandt-
schaft ¢ : s ~» g von nichtausgearteten Zweitensoren also fiir jede differenzierba-
re Funktion f die Verwandtschaft von Vektorfeldern

¢ : grad,(f o @) ~ grad, f

Offensichtlich hat jeder Zweitensor g auf V' genau einen Riickwirtsverwandten
auf U, den wir mit ¢* g bezeichnen und den zuriickgeholten Zweitensor nennen.
Gegeben eine parametrisierte Fliche im Raum oder allgemeiner eine differenzier-
bare Abbildung ¢ : R? D U — R?® mit U C R? halboffen bezeichnet man den
symmetrischen Zweitensor auf R?, der durch das Zuriickholen der Standardmetrik
entsteht, als die erste Fundamentalform unserer parametrisierten Fldche.

Beispiel 8.3.11 (Gradienten in Polarkoordinaten). Unter der Polarkoordinaten-
abbildung P aus 8.2.20 ist die Standardmetrik s = dz®? + dy®? auf der zy-Ebene
verwandt zum Zweitensor

g = (cosddr —rsinddd) & (cos?dr — rsind dv)
+(sin?dr + rcos ¥ dv) @ (sind dr 4 r cos ¥ dv))

= dr®? 4+ r?qu®?

auf der rv-Ebene, der auf dem Komplement der Nullstellenmenge von r auch
wieder eine riemannsche Metrik ist. Dal} hier im Resultat keine gemischten Ten-
soren dr ® dd auftreten, hat den Grund, daB die Vektorfelder 0, und 9y auch in der
xy-Ebene an jedem Punkt aufeinander senkrecht stehen. Die Koeffizienten 1 und
r? bedeuten gerade die quadrierten Léngen s(0,, 0,) und s(0y, dy) der Vektoren
dieser Vektorfelder. Fiir eine Funktion f = f(x,y) muB schlieBlich df unter P
verwandt sein zu d(f o P) und dann muB auch grad f = grad, f = can;(df)
verwandt sein zu
grad, (f o P) = cany (d(f 0 P)) = cany (f, dr + fy 09) = £,0, + =5 /o0y

g

Damit haben wir die Darstellung des Gradienten in Polarkoordinaten ein weiteres
Mal hergeleitet.
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Dies Bild soll die Verwandtschaft von riemannschen Metriken
f o dr®? +r2dy®? ~ da®? + dy®? verdeutlichen, mit f = P der
Polarkoordinatenabbildung. Das Differential an der Stelle (r,9) = (13, %) ist
dargestellt durch seinen Effekt auf der Standardbasis, die wir auch (0,., dy)
notieren konnten. Die Standardbasis geht an jeder Stelle iiber in eine
Orthogonalbasis und das Bild des ersten Basisvektors hat auch wieder die Linge
Eins, das Bild des zweiten Basisvektors jedoch im allgemeinen die Lange » und
in unserem Fall die Lange 1%. Die Standardmetrik auf der xy-Ebene entspricht
folglich einer Metrik auf der rJ-Ebene, bei der 0, und 0y aufeinander senkrecht
stehen und 0, die Lange Eins hat, wohingegen 0y die Linge r hat. Diese
Eigenschaften aber charakterisieren genau unsere Metrik dr®? + r? dy®2.
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Ergdnzung 8.3.12 (Im Ingenieurwesen gebriuchliche alternative Notation).
Ingenieure arbeiten gerne mit einer anderen Darstellung von Vektorfeldern und
betrachten etwa auf dem R? die auf Skalarproduktnorm Eins normierten Vektor-
felder e, = O, und ey = r~'9y. Natiirlich kann jedes Vektorfeld v auf dem Kom-
plement des Ursprungs auch als v = ae, +bey geschrieben werden mit geeigneten
reellwertigen Funktionen a, b. In Formelsammlungen findet man hédufig Formeln
fiir Gradienten und dergleichen in dieser Darstellung, zum Beispiel hitten wir
grad f = (0,f)e, + r~1(0yf)ey. Meist heiBen die Koeffizienten eines Vektor-
felds v = ae, + bey dann auch noch a = v,,b = wvy. Das verbietet sich fiir
uns jedoch, da wir die Indexnotation bereits als Kiirzel fiir partielle Ableitungen
verwenden.

Ergdnzung 8.3.13. Ein Zweitensor auf einem endlichdimensionalen reellen Raum
X heilit symmetrisch beziechungsweise antisymmetrisch, wenn er jedem Punkt
eine symmetrische beziehungsweise antisymmetrische Bilinearfom auf X zuord-
net. Antisymmetrische Zweitensoren werden wir spéter als sogenannte 2-Formen
wiedertreffen. Eine riemannsche Metrik ist per definitionem ein symmetrischer
Zweitensor mit der zusitzlichen Eigenschaft, an jedem Punkt positiv definit zu
sein.

Ubungen

Ubung 8.3.14 (Riemannsche Metrik in Kugelkoordinaten). Man zeige, daB die
Standardmetrik im xyz-Raum unter Kugelkoordinaten, wie sie 4.2.3 eingefiihrt
werden, verwandt ist zur Metrik

g = dr®? + 7> d¥®? + (rsin¥)* dp®?

Ubung 8.3.15 (Gradient in Kugelkoordinaten). Man zeige, daB der Gradient in
Kugelkoordinaten, wie sie 4.2.3 eingefiihrt werden, ausgedriickt wird durch die
Formel

grad f = f,0, + 172 f30p + (rsind) 2 f,0,

8.4 Wegintegrale

8.4.1. Ich verallgemeinere die in [AN1] 12.7.1.2 eingefiihrte Terminologie. Eine
stetige Abbildung von einem mehrpunktigen reellen Intervall in einen topologi-
schen Raum nennen wir einen Weg in unserem Raum. Ist das Definitionsintervall
kompakt, sprechen wir von einem kompakten Weg. Ist das Definitionsintervall
das Einheitsintervall [0, 1], so sprechen wir von einem normierten Weg. Oft las-
sen wir diese Zusitze aber auch weg und hoffen, da3 aus dem Kontext hervorgeht,
was jeweils gemeint ist.
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Definition 8.4.2. Gegeben A C X eine Teilmenge eines endlichdimensionalen
reellen Raums und 7 : [a,b] — A ein stetig differenzierbarer Weg und w : A —
X* ein stetiges Kovektorfeld auf A erkldren wir eine reelle Zahl f,y w durch die

Vorschrift ,
j[w = / W) (7'(1)) dt
0 a

Sie heif3t das Integral des Kovektorfelds w liings des Weges . Sobald ich hoffe,
Sie davon iiberzeugt zu haben, dal keine Verwechslungen zu befiirchten sind,
notiere ich Wegintegrale meist ohne Kringel mit [ statt ¢ .

8.4.3. In der physikalisch motivierten Terminologie aus [AN1] 12.7.1.4 gilt es
also, zu jedem Zeitpunkt ¢ € [a, b] den Kovektor w, ;) auf dem Geschwindigkeits-
vektor 7/(¢) auszuwerten und die so entstehende reellwertige Funktion iiber das
Intervall [a, b] zu integrieren.

8.4.4 (Diskussion der Terminologie). Ich unterscheide zwischen dem ,,Kurven-
integral* aus [AN1] 12.7.1.23 und dem ,,Wegintegral““ wie es eben definiert wurde.
In der Literatur findet man stattdessen vielfach die Terminologie ,,Kurvenintegral
erster Art” und ,,Kurvenintegral zweiter Art*.

Vorschau 8.4.5. Das in der Funktionentheorie betrachtete Wegintegral f7 f(z)dz
ist eine Erweiterung des hier eingefiihrten Wegintegrals auf ,,komplexwertige Eins-
formen®, wie in 8.4.23 und [FT1] 16.2.5 folgende ausgefiihrt wird.

8.4.6 (Vage Anschauung fiir das Wegintegral). In der vor 8.1.11 erkldrten An-
schauung fiir ebene Kovektorfelder als ,,Liniendichten* wire das Wegintegral zu
verstehen als eine Prézisierung der Idee der ,,Zahl der von unserem Weg gekreuz-
ten Linien*. Da das arg vage ist, gebe ich auch noch eine prizise Variante in Form
eines Lemmas.

Lemma 8.4.7 (Wegintegral durch Riemannsummen). Seien v : [a,b] — A
ein stetig differenzierbarer Weg in einer Teilmenge A eines endlichdimensionalen
reellen Raums X und w : A — X* ein stetiges Kovektorfeld auf A. Man betrachte
fiir r > 1 die dquidistante Unterteilung a = ag < a; < ... < a, = b und bilde
die Riemannsumme

r—1
S:(W) = wa(ai) (v(ait1) — v(ai))
i=0
So ist unser Wegintegral der Grenzwert der Folge von Riemannsummen

][w = lim S (w)
v

r—00
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Beweis. Sei || || eine Norm auf dem Richtungsraum X und bezeichne || || auch
die zugehorige Operatornorm auf X*. Nach [AN1] 12.5.2.5 ist unser Integral der
Grenzwert der Folge von Riemannsummen

r—1

" =3 wie (V (1) - (tia — )

1=0

Gegeben ¢ > 0 finden wir wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von +' ein 6 >
0 derart, daB gilt |s — t| < 0 = [|7/(s) — Y (V)] < e. Ist R = R, so groB,
dal} die Léange der Intervalle ¢,,, — ¢; unter J sinkt, so folgt fiir » > R mit dem
Schrankensatz [AN1] 12.7.1.10 oder genauer seiner offensichtlichen Variante fiir
einen beliebigen endlichdimensionalen normierten Raum ~(¢;41) —(;) € (ti41—
t;) B(7/(t;); ). Das konnen wir umschreiben zu

[(Y(tig1) = Y(t:) = (tigr — ta)Y (8[| < (tigs — ti)e
Das hinwiederum liefert fiir » > R die Abschétzung

r—1

[S5(w) = 871 < Y llwsell (i = ti)e < (subreguy lwso ) (0= a)e
=0

Diese Differenz strebt also gegen Null fiir r — oo, folglich strebt die Folge S7 (w)
gegen denselben Grenzwert wie die Folge S”. [

Beispiel 8.4.8 (Wegintegral eines Kovektorfelds auf der Zeitachse). Ein Ko-
vektorfeld auf der Zeitachse kann, wie in 8.1.9 erklirt, als eine Vorschrift auf-
gefalit werden, die jedem Zeitpunkt eine Frequenz und eine Orientierung der
Zeitachse zuordnet. Nehmen wir der Einfachkeit halber an, alle diese Orientierun-
gen seien die Standardorientierung der Zeitachse und unser Weg gehe in Richtung
positiver Zeiten von einem Anfangszeitpunkt zu einem Endzeitpunkt, so liefert
unser Wegintegral anschaulich gesprochen die Zahl der Schwingungen zwischen
Anfangszeitpunkt und Endzeitpunkt.

Satz 8.4.9 (Formelsammlung fiir das Wegintegral). Das Wegintegral hat die
folgenden Eigenschaften:

1. (Wegintegral iiber Identititswege). Gegeben reelle Zahlen a < b und eine
stetige Funktion f : [a,b] — R stimmt das Wegintegral des Kovektorfelds
f(z) dz iiber den Identititsweg id : [a, b] — [a, b] iiberein mit dem in [AN1]
12.5.2.1 eingefiihrten Integral von f, in Formeln

Af(x) dz = /ab f(x)dx
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2. (Verwandtschaftsvertriglichkeit). Gegeben X und Y endlichdimensio-
nale reelle Riaume, A C X und B C Y Teilmengen mit A halboffen,
v : la,b] — A ein stetig differenzierbarer Weg, ¢ : A — B eine stetig
differenzierbare Abbildung und n : B — Y* ein stetiges Kovektorfeld auf

B gilt
/ P'n = / n
Y @0y

3. (Zerstiickeln von Wegintegralen). Gegeben X ein endlichdimensionaler
reeller Raum, A C X eine Teilmenge, w : A — X* ein stetiges Kovek-
torfeld, ~y : [a,b] — A ein stetig differenzierbarer Weg und ¢ € (a,b) ein

Zwischenpunkt gilt
fof o]
v Y] 7lle,b]

4. (Wegintegral iiber ein totales Differential). Gegeben ein endlichdimen-
sionaler reeller Raum X, eine halboffene Teilmenge A C X, ein stetig dif-
ferenzierbarer Weg v : [a,b] — A und eine stetig differenzierbare Funktion
g:A—Rgilt

fdg = g(7(b)) — g(v(a))

o

Beweis. Die Formel fiir das Wegintegral iiber Identitidtswege folgt unmittelbar aus
den Definitionen. Die Verwandtschaftsvertriglichkeit des Wegintegrals entpuppt
sich so im Fall eines Identititsweges v = id : [a,b] = [a,0] = A C R = X
als unsere Definition des Wegintegrals iiber den Weg ¢ vermittels f 61 = fl 49
wegen ¢*n = 1y (¢'(t)) dt. Im Fall eines allgemeinen Weges ~y folgt sie durch
zweifaches Anwenden dieser Erkenntnis aus der Gleichungskette

]{¢*n=A'y*d)*n:ﬁlwov)*n:]{mn

Die Moglichkeit der stiickweisen Berechnung eines Wegintegrals folgt unmittel-
bar durch Zuriickholen auf den Identititsweg aus den ersten beiden Aussaagen
oder auch direkt aus den Definitionen. Schlielich folgern wir die Formel fiir das
Wegintegral eines totalen Differentials aus den beiden ersten Aussagen durch die
Rechnung

j{dg = ){iv*(dg) = ]{id(gov) = /ab(gov)’(:v) dz = g(v(b)) — g(v(a))

unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung im letz-
ten Schritt. ]
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8.4.10 (Diskussion der Verwandtschaftsvertriglichkeit). Jeder Weg v in A hat
genau einen Verwandten in B, ndmlich den Weg  := ¢ o~. Die Verwandtschafts-
vertriglichkeit in unserem Satz 8.4.9 besagt in dieser Terminologie, da3 die Ver-
wandtschaft von Wegen ¢ : v ~» k zusammen mit der Verwandtschaft von Ko-
vektorfeldern ¢ : w ~» 7 die Gleichheit der Wegintegrale f7 w = §,_n impliziert.

Beispiel 8.4.11 (Berechnung von Wegintegralen). Sei A eine Teilmenge ei-
nes endlichdimensionalen reellen Raums X. Fiir einen beliebigen stetig diffe-
renzierbaren Weg v : [a,b] — A und ein beliebiges stetiges Kovektorfeld w
auf A hat das mit dem Weg zuriickgeholte Kovektorfeld nach 8.2.11 die Gestalt
YW = wye) (7/(t)) dt und wir kommen mit den Umformungen

ﬁw:AVVZK%WWﬂm&

wieder zu unserer urspriinglichen Definition zuriick, die wir in diesem Sinne als
ein ,,Zuriickholen auf den Parameterbereich® auffassen konnen. Integrieren wir
zum Beispiel das Kovektorfeld w = z dx + x* dy auf der Ebene R? iiber den Weg
7y : [1,2] — R? gegeben durch y(t) = (v/t,logt), so erhalten wir

j:yw = fvxdxﬁ—x‘ldy
= i VEdWt) + (Vi)' d(logt)
= [{Viggdt+ 2 dt
= [[G+t)dt=2

Der FluB3 des Vektorfelds
0, = (x/r)0y + (y/r)0, durch den
Weg 7 : [0, 27r] — R?,

t — (3 cost,3sint) ergibt sich nach
kurzer Rechnung zu 67. Die
Zirkulation desselben Vektorfeldes
in demselben Weg ist dahingegen
Null.

Ergdnzung 8.4.12 (Wegintegrale von Vektorfeldern). Redet man vom Integral
eines Vektorfelds v : R” D A — R” lidngs eines Weges v : [a,b] — A oder
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von der Zirkulation eines Vektorfelds in einem Weg, so ist das Integral des
Kovektorfelds w = cang(v) nach 8.1.16 gemeint, das in Formeln gegeben wird
durch w = vy dzy + ... + v, dz,. In der Physik wird das Standardskalarprodukt
auf dem R"™ meist s(v, w) = v - w notiert und unser Wegintegral iiber einen Weg
7y : |a,b] — A wiirde geschrieben als

j{w=lv-dx:lbv-dv:/abv<v<t>>-v’(t)dt

Die Bedeutung der Terme des rechtesten Integrals sollte hier klar sein. In der
Mitte ist zu verstehen dy = d; vy = 7/(t) dt. Weiter links meint dx ein ,kleines
vektorielles Kurvenelement* und das x ist fett gedruckt um anzudeuten, daf3 ein
Vektor gemeint ist. Ich mag diese Notation nicht besonders, die fette Schreibweise
ist auch an der Tafel schlecht umzusetzen. Allgemeiner kann man Wegintegrale
von Vektorfeldern v bilden, wann immer ein Skalarprodukt oder allgemeiner ein
ausgezeichneter Zweitensor g zur Verfiigung steht, indem wir eben zu unserem
Vektorfeld das Kovektorfeld w = cany(v) bilden und dieses Kovektorfeld dann
integrieren wie in 8.4.2 erklért.

8.4.13 (Wegintegral iiber Feld mit Potential, Variante). Die letzte Aussage von
Satz 8.4.9 liest sich fiir Wegintegrale iiber Vektorfelder auf dem R"™ als die Formel

/ (grad g) - dy = g(v(a)) — g(v(b)

Die ,,Vertriglichkeit des Wegintegrals mit Verwandtschaft® 8.4.9.2 hat fiir We-
gintegrale iiber Vektorfelder in R keine Entsprechung. Das ist ein wesentlicher
Grund dafiir, daB3 der Begriff des Wegintegrals iiber Kovektorfelder weiter tragt.

Erginzung 8.4.14. Redet man im Fall X = R? vom FluB eines Vektorfelds
F = (F,,F,) : R > A — R? durch einen Weg, so ist das Integral iiber das
Kovektorfeld wp := F,dy — F, dz gemeint. Dies Kovektorfeld kann alternativ
auch beschrieben werden durch die Formel (wg),(u) = det(F(p)|u), in der F'(p)
und v als Spaltenvektoren aufzufassen sind.

8.4.15 (Wegintegral versus Kurvenintegral). In der Literatur scheint mir eine
gewisse Verwirrung zu herrschen was die Begriffe ,,Wegintegral und ,,Kurvenin-
tegral* angeht. Die hier gewihlte Terminologie soll zum Ausdruck bringen, dal3
fiir einen injektiven stetig differenzierbaren Weg v : [a,b] — R" unser Kurven-
integral nur von der Bildmenge 7([a, b]) C R™ abhdngt, die wir im Sinne unserer
Definition 9.6.1 eine ,,Kurve* werden nennen diirfen. Unser Wegintegral dahin-
gegen hingt auch von der ,,durch den Weg - gegebenen Richtung auf unserer
Kurve* ab und #@ndert sein Vorzeichen, wenn wir die Kurve ,,in der umgekehrten
Richtung durchlaufen®. Andererseits bleibt das Wegintegral unverdndert selbst bei
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nicht notwendig monotoner ,,Neuparametrisierung®, wenn diese nur den Anfang
beziehungsweise das Ende des neuen Parameterintervalls auf den Anfang bezie-
hungsweise das Ende des Alten wirft, siehe 8.4.17. Das Kurvenintegral dahinge-
gen dndert sich bei derartigen Neuparametrisierungen im allgemeinen sehr wohl.

8.4.16 (Wegintegrale in eindimensionalen Riumen). Ist X ein eindimensio-
naler reeller Raum und A C X eine endliche Vereinigung von mehrpunktigen
Intervallen oder auch eine beliebige offene Teilmenge, so ist offensichtlich jedes
stetige Kovektorfeld w auf A das Differential w = dg einer stetig differenzierba-
ren Funktion g : A — R. Gegeben ¢, d € A und ein stetig differenzierbarer Weg
7 von ¢ nach d héngt also fw w = g(d) — g(c) nach unserem Satz 8.4.9 vom Weg
v gar nicht ab. Wir notieren dies Integral dann kiirzer

froefe

Diese Notation ist allerdings nur sinnvoll, wenn es auch in der Tat einen Weg
von ¢ nach d gibt, der ganz in A verlduft. Ist A C R ein Intervall, so priift man
unschwer, da3 mit dieser Notation unsere Formel

j{df(x)dx:/cdf(x)dm

aus 8.4.9.1 fiir beliebige ¢, d € A giiltig bleibt. Ist schlieBlich v : [a,b] — A ein
stetig differenzierbarer Weg von c nach d, so entpuppt sich die bloBe Abhédngigkeit
des Wegintegrals von den Endpunkten als verkleidete Fassung der Substitutions-
regel, indem wir sie fiir w = f(x) dx ausschreiben zu

[ sowrea= f o foe {0 [V i

Korollar 8.4.17 (Wegintegrale sind unabhéingig von der Parametrisierung).
Seiy : [¢,d] — X ein stetig differenzierbarer Weg in einem endlichdimensionalen
reellen Raum X und w ein stetiges Kovektorfeld auf einer Teilmenge, die sein Bild
umfaft. Seiu : [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar mit u(a) = c und u(b) = d. So

gllt
f f
~you vy

Beweis. Mit der Verwandtschaftsvertriglichkeit des Wegintegrals 8.4.9 schreiben
wir die Behauptung um zu fu YW = 5[1 4w mit id dem Identititsweg des Inter-
valls [a, b]. In eindimensionalen Rdumen héngt aber nach 8.4.16 das Wegintegral
tiber stetige Kovektorfelder nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges ab, und
diese sind bei unserem Weg « und dem Identititsweg dieselben. [
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8.4.18 (Verhalten unter richtungsumkehrender Umparametrisierung). Der
vorstehende Beweis zeigt auch, daB} bei einer richtungsumkehrenden Umparame-
trisierung alias u(a) = d und u(b) = ¢ das Wegintegral iiber den umparametri-
sierten Weg das Negative des Wegintegrals iiber den urspriinglichen Weg ist.

Vorschau 8.4.19. In 9.4.3 werden wir unter anderem das Integral von stetigen
Kovektorfeldern mit kompaktem Triger iiber eindimensionale ,,orientierte* Fast-
faltigkeiten einfiihren. Es gieBt die in der Proposition enthaltene Unabhiingigkeit
des Wegintegrals von der Parametrisierung zu einer Definition um.

8.4.20 (Wegintegrale rationaler Funktionen iiber ebene Quadriken). Wir kon-
nen nun auch den in [AN1] 12.5.10.19 erklédrten Trick zur Berechnung der Inte-
grale von rationalen Ausdriicken in (z, v/2? + 1) geometrisch verstehen. Gegeben
solch ein rationaler Ausdruck R(z,y) betrachten wir dazu auf einer geeigneten
Teilmenge des R? die Differentialform R(z,y)dxz und den Weg 7 : [a,b] — R?
mit v(t) = (¢,v/?> + 1) und fassen unser Integral auf als Wegintegral

b
/ R (t, N 1) dt = /R(x,y) dz
a v
Solch ein Wegintegral ist nach 8.4.17 unabhéngig von der Parametrisierung. Un-
ser Weg durchliuft ein Stiick der Hyperbel > — 22 = 1, genauer ein Stiick des
Hyperbelastes mit y > 0. Diesen Ast konnen wir nach [AN1] 12.5.9.6 auch para-
metrisieren durch ¢ : (—1,1) — R? mit

B 2r 1472
#lr) = (—_1 1_—>

und bei dieser Parametrisierung fiihrt uns unser Wegintegral ganz offensichtlich
auf das Integral einer rationalen Funktion in 7, das wir nach [AN1] 12.5.10 im
Prinzip durch bekannte Funktionen ausdriicken konnen. In derselben Weise kann
man auch das Integral eines rationalen Ausdrucks im Funktionenpaar (sin, cos)
wie zum Beispiel

sin®(7) + cos(7)

cos(T) + cos?(7)
angehen, das bereits in [AN1] 12.5.10.17 diskutiert wurde. Noch natiirlicher als
dort mag man es auffassen als Wegintegral im Sinne von [AN1] 12.7.1.23 eines
Kovektorfelds mit rationalen Koeffizienten in zwei Verinderlichen, in unserem
Beispiel etwa das Integral des Kovektorfelds

dy _y’+ady

R(z,y)

x r+a? x

iber ein Stiick des Einheitskreises. Mit der rationalen Parametrisierung [AN1]
12.5.8.20 des Einheitskreises durch die stereographische Projektion 148t es sich
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dann umwandeln in ein Integral einer rationalen Funktion einer Verédnderlichen.
Im wesentlichen dasselbe Vefahren funktioniert auch fiir rationale Ausdriicke in
den Funktionenpaaren (sinh, cosh) und (v/1 + 22, z).

Ergdnzung 8.4.21. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum, IV ein end-
lichdimensionaler reeller Vektorraum und A C X eine Teilmenge. Ein 1/ -werti-
ges Kovektorfeld auf A ist eine Abbildung

w: A — Homg (X, W)

Sie ordnet also jedem Punkt p € A eine lineare Abbildung des Richtungsraums in
den Raum W zu. Ist etwa Y ein weiterer endlichdimensionaler reeller Raum und
A C X halboffenund f : A — Y differenzierbar, so ist d f oder genauer p — d,, f
ein Y-wertiges Kovektorfeld auf A. Ist nun ¢ : [a, b] — A ein stetig differenzier-
barer Weg in einer Teilmenge A eines endlichdimensionalen reellen Raums X
undw : A — HomR(X: , W) ein stetiges Kovektorfeld auf A mit Werten in einem
endlichdimensionalen reellen Vektorraum W, so definieren wir in Verallgemei-
nerung des Falls reellwertiger Kovektorfelder aus 8.4 einen Vektor ({w w) € W,
das Integral des 1/ -wertigen Kovektorfelds w lings des Weges o, durch die

Vorschrift ,
][w = / ch(t) (gO/(t)) dt
@ a

Rechts ist also fiir jeden Zeitpunkt ¢ der Homomorphismus w) : X - W
auszuwerten auf dem Geschwindigkeitsvektor ¢'(t) € X, und die so entstehende
stetige Abbildung [a,b] — W ist als vektorwertige Funktion zu integrieren im
Sinne von 6.3.3.

Ergdinzendes Beispiel 8.4.22. In der Physik begegnen einem insbesondere oft Ko-
vektorfelder mit Werten in eindimensionalen reellen Vektorraumen. Zum Beispiel
wird man sich ein Kraftfeld auf dem Anschauungsraum E aus [LLA2] 3.3.5 a priori
wie in 10.1.8 erklirt als ein ,,Vektorfeld mit Einheiten* denken, genauer als eine
Abbildung

F:E—E® (g/s?)

Da es sich jedoch mit Kovektorfeldern bei Koordinatenwechseln sehr viel besser
rechnen 146t als mit Vektorfeldern, ist es oft giinstiger, die durch das kanonische
Skalarprodukt s : E x E — L2 aus [LA2] 8.4.6 gegebene Identifikation § : E =
HomR(IE, IL®2) nachzuschalten und unser Kraftfeld stattdessen als eine Abbildung

F : E — Homg(E, (gm?/s%))
aufzufassen. Die Elemente des eindimensionalen Vektorraums

(gm?/s?) = M@ L ® (T)*
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heilen in der Physik auch Energien. In diesem Sinne konnen wir ein Kraft-
feld also als ein energiewertiges Kovektorfeld auffassen. Das Wegintegral iiber
dieses Kovektorfeld heifit die bei Durchlaufen des Weges in besagtem Kraftfeld
freiwerdende Energie und, wenn es negativ ist, die zu verrichtende Arbeit. An-
schaulich und etwas vage gesprochen ordnet das Negative dieses Kovektorfelds
nidmlich gerade ,,jeder kleinen Verriickung die Arbeit zu, die bei dieser kleinen
Verriickung gegen das Kraftfeld zu leisten wire®. Eine energiewertige Abbildung
V : E — (gm?/s?) mit dV = —F heiBt in der Physik ein Potential unseres
Kraftfelds.

Ergiinzendes Beispiel 8.4.23. Zentral in der ,,Funktionentheorie* sind die Wegin-
tegrale komplexwertiger Kovektorfelder, die auf Teilmengen der komplexen Zah-
lenebene definiert sind, vergleiche [FT1] 16.2.1.1 und [FT1] 16.2.5. Ublicherwei-
se bezeichnet in diesem Kontext z : C — C die Identitit und dz ihr Differential,
ein komplexwertiges Kovektorfeld auf C. Mit f(z) dz bezeichnet man dann das
Produkt dieses Kovektorfelds mit einer komplexwertigen Funktion z — f(z).
Das Integral derartiger Kovektorfelder heilt das ,,komplexe Wegintegral““ und lie-
fert entsprechend komplexe Zahlen.

Ubungen

Ubung 8.4.24. Auf R?\0 ist der Winkel im BogenmaB 1) lokal eine ,,bis auf eine
additive Konstante wohl definierte Funktion®“. Das Differential d¢ ist somit ein
wohldefiniertes Kovektorfeld, wenn es auch global nicht das Differential einer
Funktion auf ganz R?\0 zu sein braucht. Man berechne das Wegintegral f7 d? fiir
den Weg v : [0,27] — R? ~(t) = (cost,sint). Man folgere, daB dv nicht das
Differential einer Funktion f : R*\0 — R sein kann.

Ergiinzende Ubung 8.4.25 (Ein divergierendes Wegintegral). Man betrachte den
Weg ~(t) := r(t)(cost,sint) fir r : R — Ry, glatt und monoton fallend mit
lim; ., r(t) = 0. Man zeige, daB man r so wihlen kann, daf die Wegintegrale
fvl[O,b} x dy bei wachsendem b iiber alle Grenzen wachsen. Hinweis: Man wihle r
so, daf gilt sin(2¢) > 0 = 7/(¢) = 0 und daB r nur sehr langsam fillt. Durch Um-
parametrisieren des Weges v von [0, 00) auf [0, 1) und stetiges Fortsetzen durch
B(1) := (0,0) erhilt man dann einen Weg 3 : [0, 1] — R?, der auf [0, 1) glatt ist
und bei dem die Wegintegrale |, slo.g ¥ dy fiir c — 1 monoton iiber alle Grenzen
wachsen.

8.5 Wegzusammenhang

Definition 8.5.1. Ist X ein topologischer Raum und sind z, ¥y € X Punkte, so nen-
nen wir eine stetige Abbildung 7 : [a,b] — X mit y(a) = x und ~(b) = y einen
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Weg von = nach y. Ein topologischer Raum X heiflt wegzusammenhingend,
wenn er nicht leer ist und es fiir je zwei Punkte unseres Raums einen Weg vom
einen zum anderen gibt.

Definition 8.5.2. Unter einem stiickweise linearen Weg in einem reellen Raum
verstehen wir einen Weg, der aus endlich vielen Geradensegmenten zusammen-
gesetzt ist. Genauer und in Formeln heifit also ein Weg 7 : [a,b] — X in einem
reellen Raum stiickweise linear, wenn es eine Unterteilung a = ap < a; < ... <
a, = b gibt derart, da} y auf jedem Teilintervall [a;_1, a;] mit der Restriktion einer
affinen Abbildung R — X iibereinstimmt.

8.5.3. Im Lichte unserer allgemeinen Definitionen miiliten wir eigentlich von ei-
nem ,,stiickweise affinen Weg* reden, aber das tut kein Mensch.

Lemma 8.5.4. In einer wegzusammenhdingenden offenen Teilmenge eines nor-
mierten reellen Raums lassen sich je zwei Punkte auch durch einen stiickweise
linearen Weg verbinden.

Beweis. Sei U @ X unsere Teilmenge und seien x,y € U gegeben. Nach An-
nahme gibt es einen Weg v : [a,b] — U von x nach y. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit diirfen wir U # X annehmen. Dann ist der Abstand zum Komple-
ment von U nach 1.1.18 eine stetige Funktion dx\yy : X — R ohne Nullstelle
auf U. Also hat dx\;y o v nach [AN1] 12.5.1.5 auf [a, b] ein Minimum ¢ > 0,
als da heiBt, es gibt ¢ > 0 derart, dal alle Punkte aus 7([a, b]) mindestens den
Abstand £ zum Komplement von U haben. Andererseits ist v gleichmiBig stetig,
wir finden also eine Unterteilung a = a9 < a; < ... < a, = b unseres Inter-
valls mit ||y(a;) — v(a;—1)]] < e fir 1 <4 < n. Ein zwischen den Eckpunkten
x = y(ap),v(a1),...,v(a,) = y jeweils gerade verlaufender Weg bleibt also
ganz in U. Damit ist gezeigt, daB} sich je zwei Punkte aus U auch durch einen
stiickweise linearen Weg in U verbinden lassen. [

Lemma 8.5.5. Auf einer offenen wegzusammenhdngenden Teilmenge eines end-
lichdimensionalen reellen Raums ist jede differenzierbare reellwertige Funktion
mit verschwindendem Differential konstant.

Beweis. Eine differenzierbare Funktion mit verschwindendem Differential muf3
nach 8.4.16 am Anfang und Ende jedes stetig differenzierbaren Weges und dann
auch am Anfang und Ende jedes stiickweise linearen Weges denselben Wert an-
nehmen. Das Lemma folgt damit aus 8.5.4. [

Ubungen

8.5.6. Ich fiihre fiir die Ubungen noch einige Begrifflichkeiten ein, die im Rest
der Vorlesung vorest nicht benotigt werden.

204






Definition 8.5.7. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heil3t diskret, wenn
jeder ihrer Punkte eine Umgebung besitzt, in der kein anderer Punkt besagter Teil-
menge liegt. In anderen Worten nennen wir also eine Teilmenge eines topologi-
schen Raums diskret, wenn sie mit der Spurtopologie ein diskreter topologischer
Raum wird.

8.5.8. Zum Beispiel ist die Menge aller Briiche {1,1/2,1/3, ...} mit einer Eins
im Zihler eine diskrete Teilmenge der reellen Zahlengeraden.

8.5.9 (Diskussion der Terminologie). Andere Autoren verstehen unter einer ,,dis-
kreten Teilmenge* eines topologischen Raums abweichend eine Teilmenge derart,
daB jeder Punkt des gesamten Raums eine Umgebung besitzt, in der hochstens ein
Punkt besagter Teilmenge liegt. In unserer Terminologie sind das genau die dis-
kreten abgeschlossenen Teilmengen.

Definition 8.5.10. Eine Funktion auf einer Teilmenge des R", die in einer Umge-
bung eines jeden Punktes ihres Definitionsbereichs durch ihre Taylorreihe darge-
stellt werden kann, heifit analytisch.

8.5.11. Wir werden in [FT1] 16.3.2.8 zeigen, dall Potenzreihen in einer Verdnder-
lichen analytische Funktionen liefern. Analog kann man dasselbe auch fiir Potenz-
reihen in mehreren Veridnderlichen zeigen.

8.5.12. Ein topologischer Raum hei3t zusammenhingend, wenn er nicht leer ist
und jede nichtleere Teilmenge, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist, bereits
der ganze Raum sein muB.

Vorschau 8.5.13. Als Ubung 8.5.21 werden Sie zeigen, daB jeder wegzusammen-
hingende Raum zusammenhiingend ist. Als Ubung 8.5.15 werden Sie zeigen, daf
ein zusammenhédngender Raum genau dann wegzusammenhéngend ist, wenn dar-
in jeder Punkt eine wegzusammenhingende Umgebung besitzt. Insbesondere ist
eine offene Teilmenge eines reellen normierten Raums genau dann zusammen-
hingend, wenn sie wegzusammenhingend ist. Wir benutzen deshalb in diesen
Fiéllen meist das kiirzere Wort ,,zusammenhingend®. In [TM] 18.1.3.23geben wir
ein Beispiel fiir einen zusammenhingenden aber nicht wegzusammenhingenden
Raum. Mehr zu diesem Themenkomplex wird in [TM] 18.1.3.3 besprochen.

Ubung 8.5.14. Auf jedem topologischen Raum X definiert man die Relation W
der ,,Wegverbindbarkeit* durch die Vorschrift, da gilt zI¥y, wenn es in X einen
Weg von x nach y gibt. Man zeige, daB das eine Aquivalenzrelation ist. Hinwesis:
Die Transitivitét ergibt sich durch das ,,Aneinanderhidngen von Wegen* und die
Stetigkeit der so entstehenden Wege folgt mit 1.5.12. Die Aquivalenzklassen fiir
die Aquivalenzrelation der Wegverbindbarkeit heifen die Wegzusammenhangs-
komponenten unseres Raums.
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Ubung 8.5.15. Man zeige, da die Wegzusammenhangskomponenten eines topo-
logischen Raums offen sind genau dann, wenn jeder Punkt eine wegzusammen-
hingende Umgebung besitzt. Insbesondere ist ein Raum, in dem jeder Punkt eine
wegzusammenhingende Umgebung besitzt, genau dann zusammeningend, wenn
er wegzusammenhéngend ist.

Ubung 8.5.16. Das Komplement einer abgeschlossenen diskreten Teilmenge in
einer wegzusammenhingenden offenen Teilmenge eines R” ist fiir n > 1 weg-
zusammenhingend. Dasselbe gilt im Ubrigen auch ohne die Bedingung ,,abge-
schlossen®, ist dann aber schwerer zu zeigen.

Ubung 8.5.17. Ist U @ R" offen und wegzusammenhiingend und A C R” ein affi-
ner Teilraum einer Dimension dim A < n— 2 alias einer Kodimension mindestens
Zwei, so ist auch U\ A wegzusammenhingend. Fiir Teilrdiume A der Kodimension
Eins alias affine Hyperebenen A gilt das natiirlich nicht!

Ubung 8.5.18. Stimmen zwei auf derselben wegzusammenhiingenden offenen
Teilmenge des R™ definierte analytische Funktionen auf einer Umgebung eines
Punktes iiberein, so sind sie gleich. Hinweis: Man ziehe sich mithilfe stiickweise
linearer Wege auf den Fall n = 1 zuriick.

Ergiinzende Ubung 8.5.19. Die Gruppe SO(n) aller orthogonalen (n x n)-Ma-
trizen mit Determinante Eins ist wegzusammenhingend. Hinweis: [LA2] 2.5.3.
Weiter ist auch die Gruppe GL(n; R)™ aller invertierbaren reellen (n x n)-Matri-
zen mit positiver Determinante wegzusammenhédngend. Hinweis: [LA2] 2.5.9.
Die Gruppen SU(n) und U(n) und GL(n;C) sind wegzusammenhidngend. Die
vorgeschlagenen Losungsansitze laufen auf eine Flickschusterei hinaus. Einen
konzeptionellen Beweis werden wir in [TM] 18.2.3.14 kennenlernen.

Ergiinzende Ubung 8.5.20. Das Bild eines wegzusammenhiingenden Raums unter
einer stetigen Abbildung ist stets wieder wegzusammenhingend. Die wegzusam-
menhéngenden Teilmengen von R sind gerade die nichtleeren Intervalle.

Ubung 8.5.21. Gegeben ein wegzusammenhiingender topologischer Raum ist jede
Teilmenge, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist, entweder leer oder bereits
der ganze Raum. Hinweis: Man wihle sonst einen Weg von einem Punkt unserer
Teilmenge in ithr Komplement und konstruiere einen Widerspruch. Wir fiithren
auch beim Beweis von [FT1] 16.3.3.4 ein Argument aus.

Ubung 8.5.22. Man zeige: Gegeben ein von Null verschiedenes Polynom P €
C[Ty, ..., T,] ist die Menge seiner Nichtnullstellen in C" offen, dicht und wegzu-
sammenhéngend.

8.6 Felder mit Potential

8.6.1. Wir interessieren uns im weiteren fiir die Frage, unter welchen Bedingun-
gen ein stetiges Kovektorfeld das Differential einer Funktion ist und inwieweit
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diese Funktion dann eindeutig bestimmt ist.

Proposition 8.6.2 (Felderﬁmit Potential). Gegeben X ein endlichdimensionaler
Raum und w : X 92U — X* ein stetiges Kovektorfeld sind gleichbedeutend:

1. Unser Kovektorfeld w ist das Differential w = d feiner differenzierbaren
Funktion f : U — R;

2. Das Integral unseres Kovektorfelds iiber beliebige stetig differenzierbare
Wege in U héingt nur vom Anfangs- und Endpunkt ab;

3. Das Integral unseres Kovektorfelds iiber jeden geschlossenen stetig diffe-
renzierbaren Weg in U verschwindet.

8.6.3 (Diskussion der Terminologie). In physikalischer Terminologie 8.4.22 hat
also ein Kraftfeld oder genauer das zugehorige energiewertige Kovektorfeld ein
Potential genau dann, wenn die lidngs beliebiger Wege geleistete Arbeit nur vom
Anfangs- und Endpunkt abhéngt.

Beweis. Es ist im folgenden bequem, fiir etwas allgemeinere als nur stetig diffe-
renzierbare Wege den Begriff des Wegintegrals zur Verfiigung zu haben.

Definition 8.6.4. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Ein Weg v :
[a,b] — X heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine Zerlegung
a =ay < a; < ... < a. = bunseres Intervalls gibt derart, da} die Restrik-
tionen 7y|(,_, q, stetig differenzierbar sind fiir alle 7. Wir bezeichnen stiickweise
stetig differenzierbare Wege abkiirzend als Integrationswege.

8.6.5 (Wegintegral iiber Integrationswege). Gegeben 7 : [a,b] — X ein Inte-
grationsweg in einem endlichdimensionalen reellen Raum X und w ein auf dem
Bild von ~y definiertes stetiges relatives Kovektorfeld setzen wir

/w:/w:/ w+/ w+...+/ w
v v Yia,aq] ol ol

ar_1,b]
fir a; < ... < a,_; die Stellen in (a,b), an denen ~y nicht differenzierbar ist.
Sicher giltdann [[w= [~ w+ fwl[ , w firalle ¢ € (a,b).

a,aq ay,a9]

|[a,,c]
Wir behaupten nun zunichst, dal die Aussagen 2 beziehungsweise 3 der Proposi-
tion 8.6.2 jeweils gleichbedeutend sind zu

2'. Das Integral von w iiber beliebige Integrationswege in U hingt nur vom
Anfangs- und Endpunkt ab.

3’. Das Integral von w iiber jeden geschlossenen Integrationsweg in U ver-
schwindet.
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x+d

Ein beliebiger Weg mit
angehédngtem geraden Stiick aus
dem Beweis von 2’ = 1.
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Hier ist 2' = 2 offensichtlich. Andererseits konnen wir aber jeden Integra-
tionsweg so umparametrisieren, daf} er stetig differenzierbar wird. Das Integral
dndert sich dabei nicht, und so folgt auch die andere Richtung 2 = 2’. Ebenso
zeigt man 3 < 3'. Nach diesen Vorarbeiten beginnen wir nun mit dem eigent-
lichen Beweis der Proposition. Die Folgerungen 1 = 2 =- 3 sind offensicht-
lich. Wir zeigen als nichstes 3’ = 2 durch Widerspruch: Gibe es zwei Integra-
tionswege mit demselben Anfangs- und Endpunkt aber verschiedenen Integralen,
so konnten wir den einen dieser Wege umdrehen und an den anderen anhéngen
und so einen geschlossenen Integrationsweg erhalten, iiber den das Integral von w
nicht Null wére. Damit ist 3’ = 2 gezeigt. Zeigen wir nun noch 2’ = 1, so haben
wir alles bewiesen. Nach Ubung 8.5.14 und 8.5.4 diirfen wir annehmen, daB U
nicht leer ist und sich je zwei Punkte aus U durch einen Integrationsweg verbin-
den lassen. Dann wihlen wir p € U fest und definieren eine Funktion f : U — R
durch die Vorschrift

fa)= [
.

fiir einen und nach 2’ dann auch jeden Integrationsweg ~ von p nach x. Ist nun v
ein stetig differenzierbarer Weg in U von z nach y, so behaupten wir

szﬂw—ﬂw

In der Tat kdnnen wir ja ¢ am  anhidngen und so einen Integrationsweg von p
nach y erhalten, so daB also gilt [ w + [ w = f(y). Mit dieser Erkenntnis 1d8t
sich das Differential von f nun sehr leicht berechnen. Gegeben x € U sei B @ X
ein offener Ball um Null mit x + B C U. Gegeben v € B betrachten wir den Weg
Y :[0,1] — U, 9¥(t) = « + tv und erhalten

F@+v) - fa) = /¢w _ /01 W (0) dt = w, (v) + /01<wx+w — w)(v)dt

Das letzte Integral 1468t sich aber schreiben als ||v|| mal eine Funktion, die be-
schrénkt ist fir v € B durch sup{||w;+v — wa| | [Jw| < |Jv||} und die folglich
mit v gegen Null strebt. Das zeigt d,. f = w, wie gewiinscht. [

8.7 Homotopie von Wegen

8.7.1. Einen durch das Einheitsintervall parametrisierten Weg v : [0,1] — X in
einem topologischen Raum X nennen wir im folgenden einen normierten Weg.
Zu jedem Weg ~ : [a,b] — X bilden wir den zugehorigen normierten Weg 7 :
t— (1 —t)a+1b).

210



Definition 8.7.2. Seien x, y Punkte eines topologischen Raums X. Zwei normier-
te Wege «, 5 von x nach y heilen homotop oder priaziser homotop in X oder
ganz pedantisch homotop mit festen Randpunkten und wir schreiben o ~ f3,
wenn es eine stetige Abbildung

- .
[ [g M
L - - — - — -

Eine Homotopie zwischen zwei Wegen, in diesem Fall zwischen den beiden
Randwegen unserer Banane.

h:[0,1 = X

des Einheitsquadrats in unseren Raum gibt, die auf der Unter- beziehungsweise
Oberkante unseres Quadrats mit o beziehungsweise [ iibereinstimmt und die auf
der Vorder- und der Hinterkante konstant ist. In Formeln ausgedriickt fordern wir
also h(t,0) = «a(t) und h(t,1) = [S(t) fir alle ¢ € [0,1] sowie h(0,7) = =
und h(1,7) = y fur alle 7 € [0, 1]. Wir sagen dann auch, h sei eine Homoto-
pie zwischen o und [ und schreiben h : o ~ (. Zwei beliebige Wege von x
nach y nennen wir homotop genau dann, wenn die zugehorigen normierten Wege
homotop sind.

8.7.3. Vielleicht anschaulicher kann man Homotopie von Wegen auch dahinge-
hend interpretieren, daf es eine durch 7 € [0, 1] parametrisierte Familie von nor-
mierten Wegen .- von x nach y geben soll derart, daB gilt hy = a, hy = [ und dal
unsere Familie stetig von 7 abhéngt in dem Sinne, daB die Abbildung [0, 1]* — X,
(t,7) — h,(t) stetig ist.

Beispiel 8.7.4. Fiir eine konvexe Teilmenge X eines endlichdimensionalen reellen
Raums und zwei beliebige Punkte =,y € X sind je zwei Wege «, 8 von x nach y
homotop in X. Sind unsere Wege normiert, so kann man eine Homotopie explizit
angeben vermittels h(t,7) = (1 — 7)a(t) + 75(t).
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8.7.5 (Vorwirtsverwandte homotoper Wege sind homotop). Ist in Formeln
f X — Y eine stetige Abbildung topologischer Raume, so folgt aus i : o ~ (8
schon foh: foa ~ fof3. Speziell ist ein Weg homotop zu allen seinen Umpara-
metrisierungen, denn nach 8.7.4 sind je zwei Wege in [0, 1] von 0 nach 1 homotop
und damit gilt dasselbe fiir ihre Verkniipfung mit einer beliebigen stetigen Abbil-
dungy:[0,1] = Y.

Ein zusammenziehbarer und ein nicht zusammenziehbarer
geschlossener Weg in Komplement des durch ein Kreuzchen markierten Punktes
in der Papierebene

Definition 8.7.6. Ein Weg in einem topologischen Raum heifit ein geschlosse-
ner Weg, wenn sein Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen. Ein geschlossener
Weg heilit zusammenziehbar, wenn er homotop ist zu einem konstanten Weg.
Ein topologischer Raum heif3t schleifenfiillend, wenn jeder geschlossene Weg in
unserem Raum zusammenziehbar ist.

Vorschau 8.7.7. In der Literatur heien wegzusammenhingende schleifenfiillen-
de Rdume auch ,.einfach zusammenhingend®, aber ich nenne sie gerne genauer
,einfach wegzusammenhéngend®.

Vorschau 8.7.8. Ist U @ R" offen und schleifenfiillend und ist A C R" ein affiner
Teilraum einer Kodimension > 3, so ist auch U\ A schleifenfiillend. Fiir einen
Beweis dieses Analogons zu 8.5.17 verweise ich auf die Topologie [TF] 19.5.1.7.
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Ubungen

Ubung 8.7.9. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Wege
zwischen zwei fest vorgegebenen Punkten. Hinweis: Verkleben stetiger Abbil-
dungen 1.5.12.

Ubung 8.7.10. Ein Raum ist schleifenfiillend genau dann, wenn je zwei Wege mit
demselben Anfangs- und demselben Endpunkt darin homotop sind.

Ergiinzende Ubung 8.7.11. Jeder Weg in einer offenen Teilmenge eines normier-
ten reellen Vektorraums ist in besagter offener Teilmenge homotop zu einem
stiickweise linearen Weg. Hinweis: 8.5.4.

8.8 Wegintegrale iiber geschlossene Felder

Definition 8.8.1. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A C X
eine halboffene Teilmenge. Ein stetig differenzierbares Kovektorfeld w : A — X+
heiflt geschlossen, wenn an jeder Stelle p € A sein Differential d,w : X - X
eine symmetrische Bilinearform auf X liefert im Sinne der Gleichheit von reellen
Zahlen .

(dpw) (0) () = (dpw)(@)(¥) V0,0 € X

8.8.2 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung als ,,geschlossenes Ko-
vektorfeld* geht vermutlich auf den gleich folgenden Satz 8.8.8 zuriick, nach dem
ein stetig differenzierbares Kovektorfeld geschlossen ist genau dann, wenn seine
Wegintegrale iiber alle geschlossenen und im Definitionsbereich zusammenzieh-
baren Wege verschwinden.

8.8.3 (Riickwirtsverwandtschaft erhélt Geschlossenheit). Gegeben ein stetig
differenzierbares geschlossenes Kovektorfeld ist, wie man leicht sieht, auch sein
Riickwirtsverwandter unter jeder affinen Abbildung geschlossen.

Vorschau 8.8.4. Dasselbe zeigen wir in 9.5.11 sogar fiir Riickwirtsverwandte un-
ter beliebigen zweimal stetig differenzierbaren Abbildungen.

Beispiel 8.8.5 (Geschlossene Kovektorfelder auf R™). Ein stetig differenzierba-
res Kovektorfeld w = > u; dz; auf einer offenen Teilmenge eines R™ ist geschlos-
sen genau dann, wenn gilt

Ou; Oy .
- Vi,
055]' 0;171 b
In der Tat liefern unsere Definitionen in diesem Fall (d,w)(e;)(e;) = 2% (p).

Beispiel 8.8.6 (Differentiale sind stets geschlossen). Gegeben eine zweimal ste-
tig differenzierbare Funktion f auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimen-
sionalen reellen Raums X ist ihr Differential df stets geschlossen. In der Tat

213



reicht es aufgrund unserer Erkenntnis 8.8.3, dall Riickwértsverwandte geschlosse-
ner Kovektorfelder unter affinen Abbildungen wieder geschlossen sind, den Fall
X = R" zu betrachten. Firw = > u;dx; = > 88_:12 dxz; = df gilt dann in der Tat
wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen stets

8ui . (92f B 02f . (9uj
Ox;  0Ox;0v; Ox;0x;  Ox

und damit ist d f geschlossen nach 8.8.5. Nebenbei bemerkt sieht man leicht ein,
daB die d,(df) entsprechende symmetrische Bilinearform gerade das Doppelte
des ,,quadratischen Anteils der Taylorentwicklung der Funktion f um p* ist.

Vorschau 8.8.7. Spiter werden wir in 9.5.4 ganz allgemein die ,,dulere Ablei-
tung von Differentialformen* einfiihren. In dieser Terminologie sind dann unse-
re geschlossenen Kovektorfelder aus der vorhergehenden Definition 8.8.1 genau
diejenigen differenzierbaren Kovektorfelder, deren ,,duflere Ableitung* dw ver-
schwindet, die grob gesprochen definiert wird als der ,,antisymmetrische Anteil
von dw*‘. Da3 Riickwirtsverwandschaft Geschlossenheit erhilt, ist in diesem Kal-
kiil eine unmittelbare Folgerung aus der Vertriglichkeit von duBerer Ableitung mit
Verwandtschaft 9.5.11.

Satz 8.8.8 (Wegintegrale und Geschlossenheit von Kovektorfeldern). Seien X
ein endlichdimensionaler reeller Raum. Fiir ein stetig differenzierbares Kovektor-
feldw : X oU — X* sind gleichbedeutend:

1. Unser Kovektorfeld ist geschlossen,

2. Die Wegintegrale unseres Kovektorfelds iiber je zwei in U homotope Inte-
grationswege stimmen iiberein;

3. Das Wegintegral unseres Kovektorfelds iiber jeden in U zusammenziehbaren
geschlossenen Integrationsweg verschwindet.

8.8.9. Einen alternativen und besonders glatten Beweis des Satzes unter stirkeren
Voraussetzungen geben wir in 9.7.29.

8.8.10 (Beziehung zur Proposition iiber Wegintegral und Potential). Unsere
Proposition 8.6.2 zu Wegintegral und Potential oder besser ihre Erweiterung zu
Integrationswegen im Laufe des Beweises besagt, dall gegeben eine offene Teil-
menge U eines endlichdimensionalen reellen Raums und ein stetiges Kovektorfeld
auf U gleichbedeutend sind:

1. Unser Kovektorfeld ist das Differential einer differenzierbaren Funktion;

2. Die Wegintegrale unseres Kovektorfelds iiber je zwei Integrationswege in
U mit demselben Anfangs- und Endpunkt stimmen iiberein;
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3. Das Wegintegral unseres Kovektorfelds iiber jeden geschlossenen Integrati-
onsweg in U verschwindet.

Alle diese gleichbedeutenden Bedingungen sind stirker als die entsprechenden
Bedingungen in unserem Satz 8.8.8 iiber Wegintegrale und die Geschlossenheit
von Kovektorfeldern: Die erste, da nach 8.8.6 Differentiale, wenn sie stetig diffe-
renzierbare Kovektorfelder sind, stets geschlossen sein miissen, die anderen aus
offensichtlichen Griinden.

Korollar 8.8.11 (Geschlossenheit und Potential). Auf einer schleifenfiillenden
offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums ist ein stetig diffe-
renzierbares Kovektorfeld genau dann geschlossen, wenn es das Differential einer
differenzierbaren Funktion ist.

Beweis. Fiir U schleifenfiillend und ein stetig differenzierbares Kovektorfeld w
auf U ist die letzte der dquivalenten Eigenschaften aus Satz 8.8.8, dal ndmlich
das Wegintegral iiber jeden in U zusammenziehbaren Integrationsweg in U ver-
schwinden moge, gleichbedeutend zur letzten der dquivalenten Eigenschaften aus
Proposition 8.6.2, daB nimlich das Wegintegral iiber jeden geschlossenen Integra-
tionsweg in U verschwinden moge. Mithin sind fiir U schleifenfiillend alle sechs
Eigenschaften aus 8.8.8 und 8.6.2 gleichbedeutend. Insbesondere ist unter dieser
Voraussetzung jedes stetig differenzierbare geschlossene Kovektorfeld auf U das
Differential einer Funktion. 0

8.8.12 (Ubersetzung in Aussagen iiber Gradientenfelder). Fiir U © R” schlei-
fenfiillend besagt Korollar 8.8.11 in der Terminologie der Gradientenfelder, daf3
ein stetig differenzierbares Vektorfeld v = (vy,...,v,) : U — R” genau dann das
Gradientenfeld einer differenzierbaren Funktion ist, wenn gilt

8% . an
0xj N sz

Insbesondere ist fiir n = 1 jedes stetig differenzierbare Vektorfeld ein Gradi-
entenfeld, aber in diesem Fall wissen wir bereits stirker, da} sogar jede stetige
Funktion eine Stammfunktion hat. Weiter ist fiir n = 2 ein stetig differenzierbares
Vektorfeld v genau dann ein Gradientenfeld, wenn seine skalare Rotation alias
Wirbeldichte rot v := 5% — 2 verschwindet. Und schlieBlich ist fiir n = 3 ein
stetig differenzierbares Vektorfeld v genau dann ein Gradientenfeld, wenn seine

Rotation verschwindet, die man in diesem Falle definiert als das Vektorfeld

((%3 81)2 81}1 8’03 81}2 8@1 )
rotv =

Vi, j

8.1'2 - 8353 ’ 81'3 B 8%1 ’ 8:61 B al'g

Um fiir das Konzept der Rotation von Vektorfeldern in R? und R? eine Anschau-
ung zu entwickeln, mag man sich unser Vektorfeld v als ein Kraftfeld vorstellen.
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LiBt man im ebenen Fall n = 2 dieses Kraftfeld auf den Rand einer kleinen Kreis-
scheibe wirken, die an einer Stelle unserer Ebene drehbar befestigt ist, so beginnt
sie sich zu drehen. Drehsinn und Drehmoment geteilt durch die Flidche der Kreis-
scheibe entsprechen Vorzeichen und Betrag der skalaren Rotation. Lat man im
rdaumlichen Fall dieses Kraftfeld auf die Oberfliche eines kleinen Béllchens wir-
ken, den man an einer Stelle p hineinhilt, so beginnt auch er sich zu drehen. Die
Drehachse ist dann die von der Rotation unseres Vektorfeldes bei p erzeugte Ge-
rade und Drehsinn sowie Drehmoment geteilt durch die Fliche der vom Aquator
berandeten Kreischeibe zu unserem Billchen entsprechen Richtung und Linge
der Rotation. Allgemeiner kann man die Rotation eines Vektorfelds definieren
und geometrisch interpretieren wie oben angedeutet, wenn X zwei- oder dreidi-
mensional ist und X versehen mit einem ausgezeichneten Skalarprodukt und im
dreidimensionalen Fall zusétzlich mit einer ausgezeichneten Orientierung.

Beweis von Satz 8.8.8. Die Implikation 2=>3 ist offensichtlich. Um 3=-1 zu zei-
gen, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dal U konvex
ist. Dann ist in U jeder geschlossene Weg zusammenziehbar und unsere Erkennt-
nisse zu Wegintegral und Potential 8.6.2 zeigen, dall unser Kovektorfeld auf be-
sagter konvexer Teilmenge das Differential w = d f einer differenzierbaren Funk-
tion sein muf. Solch ein Differential aber ist nach 8.8.6 stets geschlossen. Alter-
nativ kénnen wir die Implikation 3=-1 auch leicht aus Ubung 8.8.19 herleiten.
Damit bleibt nur noch 1=2 zu zeigen, daf} also fiir jedes stetig differenzierbare
geschlossene Kovektorfeld seine Wegintegrale iiber homotope Wege iibereinstim-
men. Wir beginnen unseren Beweis von 1=-2, indem wir ein Korollar unseres
Satzes als Lemma formulieren und dafiir einen eigenstédndigen Beweis geben.

Lemma 8.8.13. Ist U © R" eine offene Kugel und w darauf ein stetig diffe-

renzierbares geschlossenes Kovektorfeld, so ist w das Differential einer Funktion
f:U—=R

8.8.14. Ich gebe fiir dies Lemma zwei Beweise: Erst einen sehr kurzen mehr rech-
nerischen Beweis und im Anschlufl einen etwas lingeren mehr konzeptionellen
Beweis.

Beispiel 8.8.15. Dal} ein rotationsfreies Vektorfeld auf einer nicht einfach weg-
zusammenhingenden offenen Teilmenge eines R™ nicht notwendig ein Potential
besitzt, zeigt das Vektorfeld grad 6 auf R?\ 0, wo 6(z, y) der eben nur bis auf eine
additive Konstante wohlbestimmte Winkel ist, den der Strahl vom Nullpunkt nach
(x,y) mit der horizontalen Koordinatenachse einschlieft. Der Gradient grad 6 ist
dann ein wohldefiniertes rotationsfreies Vektorfeld auf dem Komplement des Ur-
sprungs, hat aber kein global definiertes Potential. Es heiflt das Winkelfeld. Dies
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Das ebene Vektorfeld (x,y) — (0, —x) hat konstant die Rotation —1.
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Ein rotationsfreies Vektorfeld ohne Potential auf der punktierten Ebene.
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Vektorfeld ist nicht ganz leicht zu zeichnen, da die Léngen seiner Vektoren ge-
gen den Ursprung hin ins Unendliche wachsen. Auf den ersten Blick mag es ab-
surd wirken, dieses Feld wirbelfrei zu nennen. Eine auBlerhalb des Ursprungs zum
Testen hereingelegte kleine Kreisscheibe wiirde aber in der Tat nicht gedreht, die
starkeren Vektoren zerren zwar an der dem Ursprung zugewandten Seite, aber von
diesen Vektoren greifen andererseits auch weniger an. In gewisser Weise konzen-
triert sich hier das gesamte Wirbeln im Ursprung, und der gehort nun eben ge-
rade nicht zu unserem Definitionsbereich. In mathematischer Sprechweise ist dv
ein geschlossenes Kovektorfeld auf der punktierten Ebene, das jedoch nicht das
Differential einer global definierten Funktion ist. Anschaulich mag man sich das
Winkelfeld als das ,,Steigungsfeld einer Wendeltreppe* denken, bei dem auf dem
Boden unter einer Wendeltreppe an jeder Stelle eingezeichnet wird, in welcher
Richtung es auf der Wendeltreppe dariiber am steilsten hochgeht und wie steil es
da hochgeht.

Rechnerischer Beweis. Sei w = ) u;dx;. Wir diirfen ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit 0 € U annehmen. Wir bezeichnen nun mit z € U @ R" einen
Punkt und betrachten den Weg v, : [0, 1] — U, ¢ + tx und die Funktion f : U —
R gegeben durch

f(:v):/zw:/Olwm(a:)dt:/olz:uj(tx)-x]—dt

TIhre partielle Ableitung nach z; ergibt sich zu

Lp) = fy alom (s (uy 0 () - )
= D it g%f(tp) -pj +ui(tp) di
= Jy it G () - by + wiltp) dt
= Jy t- & (uiltp) + wi(tp) e
o (- (uitp)) dt
= t-u(tp) g
= ui(p)
und wir sehen, daB in der Tat gilt d f = w. O

Konzeptioneller Beweis. Wir behandeln zunichst den Fall n = 2 als eigenstdndi-
ges Lemma.

Lemma 8.8.16. Ist U G R? eine ebene Kreisscheibe und w darauf ein stetig diffe-
renzierbares geschlossenes Kovektorfeld, so ist w das Differential einer Funktion

fiU—>R
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(a,d) e QG} o)

Q [ Das Rechteck aus dem Beweis von

‘ 8.8.16.

(@) QTG, c)

Beweis. Um Indizes zu vermeiden schreiben wir bei der Behandlung dieses Spe-
zialfalls (x,y) statt (x1,x9) in der Hoffnung, durch das Einsparen von Indizes
mehr an Klarheit zu schaffen als durch die Verwendung der Buchstaben z, y mit
verschiedenen Bedeutungen an Verwirrung. Betrachten wir ein Rechteck () :=
[a,b] X [c,d] C U und integrieren unser Kovektorfeld einmal im Gegenuhrzei-
gersinn auf dem Rand entlang, den wir dazu als einen Weg p parametrisieren, so
erhalten wir

[w = [Ju(z,c)de+ [Tua(by)dy — [ us(z,d)dz — [T us(a,y)dy
= 0L (52— %) dedy

Fiir ein stetig differenzierbares geschlossenes Kovektorfeld verschwindet also das
Wegintegral einmal um den Rand unseres Rechtecks und der ,,obere* beziehungs-
weise der ,,untere” Weg auf den Kanten des Rechtecks von einem Punkt zum
diagonal gegeniiberliegenden Punkt liefern dasselbe Wegintegral. Halten wir nun
einen Punkt (p, q) € U fest, so liefert dieses gemeinsame Wegintegral eine Funk-

tion N
flay) = [Tui(t,q)dt + [)us(w,s)ds
= JJuap,s)ds + [ u(ty) dt

Fiir diese Funktion gilt wegen der ersten Darstellung offensichtlich f, = u, und
wegen der zweiten Darstellung f, = w;. Damit gilt w = d f wie behauptet. [

Jetzt fithren wir unseren konzeptionellen Beweis des Lemmas im Fall allgemeiner
Dimension zu Ende. Wir betrachten dazu alle Wege, die lings der Kanten eines
achsenparallelen Quaders vom Ursprung nach p laufen. Genauer betrachten wir
fiir jede Permutation 0 € S,, den Weg [0] = [o;p] vom Ursprung nach p, der
gerade verlduft zwischen den Eckpunkten

0, Po(1)€a(1): Po(1)€o(1) + Po(2)€o(2), -+ -1 P

Ist 7 = (7,7 + 1) eine Transposition benachbarter Zahlen, so unterscheiden sich
[0] und [0 o 7] nur dadurch, daB sie beim i-ten und (i + 1)-ten Geradenstiick
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auf verschiedenen Kantenwegen diagonal gegeniiberliegende Punkte eines ebenen
Rechtecks verbinden. Ziehen wir unser Kovektorfeld auf eine geeignete Ebene
zuriick, so landen wir im bereits behandelten Fall und folgern

L= )
[o] [oo7]

fiir jede Transposition 7 der Gestalt 7 = (i,7 + 1). Wissen wir nun bereits nach
[LAT] 6.1.8, daB derartige Transpositionen die symmetrische Gruppe erzeugen,
so konnen wir sofort folgern, daf3 f[g] w gar nicht von ¢ € §,, abhéngt. Die durch

f(p) = /[mp] w

fiir ein und alle o definierte Funktion f hat dann Differential df = w, da ihre
partielle Ableitung nach z; auch aus jeder Darstellung durch ein o mit o(n) = i
berechnet werden kann, fiir die af = wu; offensichtlich ist. OJ

Jetzt konnen wir schlieBlich in unserem Satz 8.8.8 auch noch die Implikation 1=-2
zeigen, dal} also bei stetig differenzierbaren geschlossenen Kovektorfeldern die
Wegintegrale iiber homotope Integrationswege iibereinstimmen. Sei A : [0, 1]2

U eine Homotopie zwischen unseren beiden Integrationswegen, die wir ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit normiert annehmen diirfen. Analog wie beim Be-
weis von 8.5.4 zeigen wir mithilfe von 1.1.18 und [AN1] 12.5.1.5, daB} es fiir den
Abstand von Punkten aus dem Bild unseres Einheitsquadrats und Punkten auf3er-
halb von U eine positive untere Schranke gibt. Da i nach [AN1] 12.5.1.15 gleich-
miBig stetig ist, finden wir weiter ein r € N, r > 1 derart, da3 bei Unterteilung
des Einheitsquadrats in 72 kleine Schachfelder der Kantenlinge 1/r die einzelnen
Felder unter © jeweils ganz in einen offenen Ball in U abgebildet werden. Jetzt
betrachten wir die Integrale ldngs der Geradensegmente zwischen den Bildern in
U von benachbarten Ecken unserer Schachfelder

(2) h(12)
Cij = / w und di,j = / w
n(+:1) n(3:4)

Indem wir unsere Erkenntnisse zur Existenz einer Stammfunktion Lemma 8.8.13
zusammen mit Proposition 8.6.2 auf unsere offenen Bille in U anwenden, finden
wir ¢; ; + d;y1; — d; j — ¢ j+1 = 0 und durch Aufsummieren

Z Cio + Z drj — Z do,; — Z cir =0

0<i<r 0<j<r 0<j<r 0<i<r

Indem wir nochmals Lemma &.8.13 auf unsere offenen Bille anwenden sehen
wir dann weiter, da3 diese vier Summen jeweils den Wegintegralen von w iiber
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[lustration zum Beweis von Satz 8.8.8 iiber die Homotopieinvarianz von
Wegintegralen bei gewissen Kovektorfeldern. Die beiden Wege werden durch
dicke gezackte Linien dargestellt, die Homotopie zwischen ihnen durch feine

gestrichelte Linien. Es gilt, diese Unterteilung so fein zu wiéhlen, daB jeder dieser
»Ziegel* ganz in einem im Definitionsbereich unserer geschlossenen
Differentialform enthaltenen Ball liegt.
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die durch die vier Kanten unseres Quadrats gegebenen Wege gleichen. Zwei von
diesen Wegen sind eh konstant und die tibrigen sind eben gerade die beiden ho-
motopen Integrationswege, von denen wir ausgegangen waren. O

Satz 8.8.17 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe
Polynom besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Ergdnzung 8.8.18. Einen Uberblick iiber die giingigsten alternativen Beweise mit
ihren Stirken und Schwichen gebe ich in [LA1] 5.3.27. Einen recht elementaren
analytischen Beweis hatten wir bereits in [AN1] 12.5.1.7 gesehen.

Beweis. Sei P(z) = 2" +a,_12" "'+ ...+ ao unser Polynom. Wir argumentieren
durch Widerspruch und betrachten fiir jeden Radius > 0 den geschlossenen Weg
v : [0,27] = C, 7,.(t) = rel* = rcost + irsint, der einmal auf dem Kreis mit
Radius r umlduft. Nach 8.7.4 ist er in C zusammenziehbar. Hitte unser Polynom
keine Nullstelle, so lieferte es eine stetige Abbildung P : C — C*, und nach
8.7.5 wiren alle P o v, zusammenziehbar in C*. Fiir hinreichend groBles r gilt
nun jedoch ™ > |a,_1|r" ' + ... + |ai|r + |ag|, und fiir solche r ist der Weg
P o+, in C* homotop zum Weg t — 7,.(¢)", da ndmlich fiir kein ¢ die Strecke von
P(~,(t)) nach ~,.(¢)™ den Nullpunkt trifft. Hitte also P keine Nullstelle, so wire
der Weg [0, 2m] — C*, t — ~,(t)"™ zusammenziehbar in C*. Das steht jedoch im
Widerspruch zu Ubung 8.8.20. [l

Ubungen

P

T4

Der Weg v(p, t7, tf) aus Ubung
8.8.19. Mit t — 0 wird er natiirlich

/ immer kleiner.
: tv

'r/

Ubung 8.8.19. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum, A @ X eine offene
Teilmenge, p € A ein Punktund w : A — X* ein stetig differenzierbares Ko-
vektorfeld. So gilt in den Notationen der vorhergehenden Definition 8.8.1 fiir alle
U, W € X die Identitit
() O)(@) ~ () (@) =l [ w
v(p,tV, )

t—0 12
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mit der Notation (p, t¥, tw) fiir den Weg, der einmal das Parallelogramm mit
einer Ecke p und Kantenvektoren ¢v und ¢ umlduft, oder genauer, der stiickweise
linear l4uft erst von p nach p+tv, dann weiter nach p+tv+tw, von da nach p+tw,
und dann wieder zuriick nach p. Hinweis: Es mag die Rechnung vereinfachen,
wenn man das fragliche Integral zu einer Funktion von zwei Veridnderlichen s, ¢
erweitert.

Ubung 8.8.20. Man zeige, daB gegeben n € Z der geschlossene Weg in der punk-
tierten Ebene v, : [0,27] — R*\0 mit v(¢) = (cosnt,sinnt) in R*\0 nur fiir
n = 0 zusammenziehbar ist. Hinweis: Man berechne das Integral des Winkelfel-
des iiber diesen Weg und beachte 8.8.8. Ich empfinde es allerdings als Umweg,
diese Aussage mithilfe von Wegintegralen nachzuweisen, und ziehe den topologi-
schen Beweis iiber Liftungseigenschaften in [TF] 19.1.3 folgende vor.

Erginzende Ubung 8.8.21. Gegeben ein Rechteck Q = [a,b] x [c,d] C R? und
darauf ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : Q — R? stimmt das Integral
seiner Wirbeldichte alias skalaren Rotation rot v iiber das Rechteck () iiberein mit
seinem Wegintegral als Vektorfeld einmal im Gegenuhrzeigersinn um den Rand
des Rechtecks. In 9.7.26 werden wir diese Aussage als Spezialfall des allgemeinen
Stokes’schen Satzes zu verstehen lernen.
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9 Integralsatz von Stokes

In Abschnitt 5.5.1 haben wir unser Kurvenintegral aus [AN1] 12.7.1.23 verall-
gemeinert zum Integral einer Funktion iiber eine Fastfaltigkeit in einem R”. In
diesem Abschnitt werden wir unser Wegintegral aus 8.4, als da heiflt das Inte-
gral eines Kovektorfelds auf einem endlichdimensionalen reellen Raum lings ei-
nes Weges, verallgemeinern zum Integral einer ,,Differentialform* auf einem end-
lichdimensionalen reellen Raum tiber eine ,,orientierte Fastfaltigkeit. Als Spezi-
alfille enthilt diese Konstruktion inbesondere die Definition des ,,Flusses eines
Vektorfelds in R? durch eine orientierte Fliche in R3“. Unser eigentliches Ziel
ist dann der sogenannte ,,allgemeine Satz von Stokes* 9.7.2, der den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung [AN1] 12.5.7.1 auf hohere Dimensionen
verallgemeinert.

9.1 Alternierende Formen und Dachprodukt

Definition 9.1.1. Sei k ein Korper. Gegeben ein k-Vektorraum V' und eine natiirli-
che Zahl p bilden wir den Raum der alternierenden p-Multilinearformen oder
kurz p-Formen

APV :i={w:V x ... x V — k | w ist multilinear und alternierend }

Hier meint alternierend wie in [LA1] 6.3.1, daB w(vy, . .., v,) verschwindet wann
immer es ¢ # j gibt mit v; = v,.

9.1.2. Hat unser Korper nicht die Charakteristik 2, so mag man gleichbedeutend
fordern, dal w(vy,...,v,) sein Vorzeichen dndert, wenn man zwei Eintrige v;
und v; vertauscht. Daher kommt die Bezeichnung ,alternierend®. Unter Nullfor-
men verstehen wir Skalare, in Formeln setzen wir also Alt° V' = k. Einsformen
sind Elemente des Dualraums alias Linearformen, wir haben also Alt'V = V.
Gegeben Linearformen fy,..., f, € V' erkldren wir alt(fy,..., f,) € APV
durch die Vorschrift

alt(fi, ..., fo)(v1, ..., vp) = det(fi(v;))

Wir nennen es bis auf weiteres das ,,Determinantenprodukt* der f;.

9.1.3. Wir werden unmittelbar im Anschluf3 das Dachprodukt von alternierenden
Multilinearformen einfiihren und dessen Assoziativitit beweisen ebenso wie die
Formel alt(fi,..., f,) = fi A... A f,. Sobald das geleistet ist, wird die Notation
alt(fi,..., f,) obsolet und statt ,,Determinantenprodukt™ diirfen und werden wir
witeriertes Dachprodukt® sagen.
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Vorschau 9.1.4 (Bezug zur duBeren Algebra). Im Rahmen unserer Diskussion
des Tensorprodukts werden die Begriffsbildungen dieses Abschnitts auch noch
unter einem anderen Gesichtspunkt besprochen. Genauer konstruieren wir in [LA2]
8.5.3 einen kanonischen Isomorphismus Alt? = (AP V) ' zwischen dem hier de-
finierten Raum der alternierenden Multilinearformen auf V' und dem Dualraum
der dort definierten p-ten duBeren Potenz A” V' von V. Zusiitzlich erkldren wir in
[LA2] 8.5.6 fiir endlichdimensionales V' kanonische Isomorphismen (A” V) =
AP(V'T) zwischen den Dualrdumen der duBeren Potenzen und den duBeren Po-
tenzen des Dualraums und erhalten so zusammen endlichdimensionales V' einen

~

kanonischen Isomorphismus Alt? V' = AP(V'T).

9.1.5. Sind Linearformen f,..., f, € V' gegebenundist I C {1,...,n} eine
Teilmenge mit p Elementen, so setzen wir

fri=alt(fi,,.... fi,) € Alt’V

fiir das entsprechende Determinantenprodukt der Basisvektoren mit i, < ... < ¢,
den der GroBe nach gereihten Elemente von I. Fiir I = () vereinbaren wir f = 1.

Proposition 9.1.6 (Basis des Raums der p-Formen). Ist V' ein Vektorraum und
fi, ..., fn eine Basis seines Dualraums V', so bilden die Determinantenprodukte
fr mit |I| = p eine Basis von AIt" V.

9.1.7. Fiir einn n-dimensionalen Vektorraum V' gilt also dim Alt" V' = 1 und
APV =0 fiir p > n.

Beweis. Ist vy, ..., v, die duale Basis von V und ist auch J = {j1,...,5,} C
{1,...,n} gegeben mit j; < ... < j,, so gilt offensichtlich

1 I=J;
0 sonst.

fI<Uj17 C.e 7Ujp) = {

Das zeigt die lineare Unabhingigkeit der f;. Andererseits ist klar, daf} eine alter-
nierende Multilinearform schon festgelegt wird durch ihre Werte auf den p-Tupeln
(Vjy,--.,v5,) mit j; < ... < jp. Das zeigt, daB die f; auch Alt” V' erzeugen. [J

9.1.8. Im Vorgrift auf unsere zukiinftige Notation fi A ... A f, firalt(fi,..., f,)
ist im Fall eines Vektorraums V' der Dimension dim V' = 4 also Alt* V ein Vek-
torraum der Dimension dim(Alt* V) = 6 und fiir fi,..., fy € V* eine Basis

seines Dualraums ist f1 A fo, f1 A f3, f1 A fa, fa A f3, fo A fa, f3 A f4 eine Basis
von Alt? V.
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Proposition 9.1.9. Seien k ein Korper, V' ein k-Vektorraum endlicher Dimension
und p,q > 0. So gibt es genau eine bilineare Abbildung, das Dachprodukt

APV x AtV — AIPHY
(w , n = wAnp

derart, daf3 fiir alle fi,. .., fprqa € V' gilt

alt(fla ceey fp) A alt(fp—‘rlv ey fp+q) = alt(fla ey fp? fp+17 o 7fp+q)
9.1.10. Mit 9.1.6 folgt unmittelbar die Assoziativitit des Dachprodukts

(WA AE=wA(MAE)

Damit brauchen wir auch bei lingeren Dachprodukten keine Klammern zu setzen
und unsere Notation ,,alt* wird obsolet, denn offensichtlich folgt aus der Proposi-
tion auch

alt(fl,...,fp):fl/\.../\fp

Vorschau 9.1.11. Die vorhergehende Definition ist unnétig einschrankend. Man
kann durchaus auch im unendlichdimensionalen Fall sinnvoll ein Dachprodukt
von alternierenden Formen erklédren, vergleiche [TSK] 21.2.3.12, aber die damit
verbundenen Komplikationen mochte ich hier vermeiden.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus 9.1.6 und nur die Existenz ist noch
zu zeigen. Wir betrachten dazu die Menge S, , C S, aller Permutationen, die
die Reihenfolge der ersten p Eintrdge und die der letzten ¢ Eintrdge unverindert
lassen. Stellen wir uns unsere Permutationen als Mischvorschriften fiir ein Spiel
von p + ¢ Karten vor, so heben wir also p Karten ab und schieben die beiden so
gebildeten Stapel von p beziehungsweise ¢ Karten irgendwie ineinander. Solche
Permutationen heifien auch (p, ¢)-Shuffles, in Formeln haben wir

Spy={0€S8S,|o(l)<...<o(p)undo(p+1)<...<o(p+q)}

Weiter betrachten wir in S, die Untergruppe S, X S, aller Permutationen, die
die ersten p Eintrdge unter sich vertauschen und die letzten ¢ Eintrige ebenso. Die
Verkniipfung von Permutationen liefert dann offensichtlich eine Bijektion

Sp,q X (SP X SQ) :> 8p+q

Jetzt definieren wir fiir w und 1 wie oben eine Multilinearform w A 7 durch die
Vorschrift

(WAN)(V1, ..., Vpiq) = Z sgn(0) W(Vs(1)s - - > Vo(p)) MVa(p41)s - - - s Vo(ptq))

S
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Betrachten wir nun unsere Definition des Determinantenprodukts, die wir nach
der Leibnizformel schreiben konnen als

alt(f1,.. ., fu) (U1, o) = > sgn(T) fi(ver)) - - - fu(Urmy)

TESn

Setzen das mit n = p, ¢ in unsere Definition von A ein, so ergibt sich mithilfe der
Bijektion S, , x (S, X S,;) = S,+, Wie gewiinscht

alt(fla - '7fp) N alt(fp+17 . '7fp+q) = alt(fla s '>fp7fp+1a .- -a.fp+q)

Die Bilinearitdt von A zeigt dann weiter, dal die Multilinearform w A 7 auch im
allgemeinen alternierend ist, so da} unsere Formel fiir A in der Tat eine Abbildung

APV x Alt?V — AltP*?V mit den geforderten Eigenschaften liefert. O
A 2 3 ¥ S 'S F
[ ] L] ) @ [ [ 4 ®
1P
v
[ o o ) L4 [ g [ ]

Ein (3, 4)-Shuffle

Lemma 9.1.12 (Graduierte Kommutativitit des Dachprodukts). Sei V' ein
endlichdimensionaler Vektorraum. Fiir beliebige w € AIt’V und n € AtV
gilt w Anp = (—1)Pn A w. Bezeichnet |w| den Grad von w, also |w| = p fiir
w € Alt?, so konnen wir diese Regel auch schreiben in der Gestalt

wAn= (_1>|WH77|7] A w
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Beweis. Aus 9.1.9 folgt sofort fy1) A ... A fom) = (sgno)fi A... A f, fiir jede
Permutation ¢ € S, und alle f,..., f, € V. Die Permutation o € Spiq, die
die ersten p Eintrage an den Schluf3 schiebt und die letzten ¢ Eintrdge an den
Anfang, hat aber nach [LA1] 6.1.3 das Signum sgn(c) = (—1)?. Das Lemma
folgt so zunichst fiir w, 7 iterierte Dachprodukte und dann auch fiir allgemeine
endlichdimensionale Rdume. ]

9.1.13 (Funktorialitiit alternierender Multilinearformen). Zu jeder linearen
Abbildung L : V' — W bilden wir wie in [LA1] 2.9.13 ihre transponierte Abbil-
dung L' : WT — VT, f = foL und allgemeiner auch die linearen Abbildungen

LT: AW — APV
w — wo(Lx...xL)

mit L X ... x L wie in [LA1] 1.3.5 alias (L w)(vy,...,v,) = w(Loy,. .., Lv,).
Wir nennen auch sie transponierte Abbildungen. Aus den Definitionen folgen
leicht die Formeln id" = id und (L o M)" = M " o LT fiir die transponierten
Abbildungen sowie die Vertriaglichkeit mit dem Dachprodukt

LT (wAn)=(LTw)A(LTn)

Ergdnzung 9.1.14. In der Sprache der Kategorientheorie [LA2] 9.2.1 ausgedriickt
bilden demnach fiir jedes p die Zuordnungen V ++ Alt’ V, L ++ L' einen kon-
travarianten Funktor Alt” von der Kategorie der k-Vektorrdume in sich selber,
dessen Effekt auf Morphismen ich nur der Bequemlichkeit der Notation halber
L+ L7 statt L — Alt?(L) notiert habe, und V +— AtV := D, Alt" V ist ein
kontravarianter Funktor von der Kategorie der k-Vektorrdume in die Kategorie der
k-Ringalgebren.

Lemma 9.1.15 (Dachprodukt und Determinante). Gegeben ein n-dimensiona-
ler Vektorraum V und eine lineare Abbildung L : V' — V gilt

LT = (det L) : Alt"V — Alt"V

Beweis. Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum, so ist Alt" V' eindimensional. Fiir
L:V — V linear muB also L' : Alt" V — Alt" V die Multiplikation mit einem
Skalar aus dem Grundkorper sein. Ist vy, ..., v, eine Basis von V und f1, ..., f,
die duale Basis von V' T, soist fi A...A f, eine Basis von Alt" V und das Lemma
folgt mit expliziter Rechnung, fiir (det L) die Determinante der Matrix von L in
der gewihlten Basis. Dal} die fragliche Determinante von der Wahl der Basis gar
nicht abhéngt und deshalb in der Tat (det L) notiert werden darf, erhilt man als
Konsequenz. [
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Ergdnzung 9.1.16. Nehmen wir 9.1.13 und 9.1.15 zusammen, so ergibt sich un-
mittelbar die Multiplikationsformel fiir Determinanten [LA1] 6.4.1.

Ergdnzung 9.1.17. Gegeben endlichdimensionale Vektorraume V, W und Formen
w € Alt? V und € Alt? W verwenden wir fiir die (p+¢)-Form (pr{ w)A(prg 7)
auf V' x W die Notation w X 7). Manche Autoren verwenden allerdings auch A fiir
dieses ,,duflere Dachprodukt®.

Ubungen

Ubung 9.1.18. Fiir jeden Vektorraum V' endlicher Dimension dim V = n liefert
das Dachprodukt VT x Alt""'V — Alt" V eine nichtausgeartete Paarung im
Sinne von [LA2] 4.3.35, als da heift, jeder Isomorphismus Alt" V' = R liefert
vermittels unserer Paarung einen Isomorphismus Alt" 'V 5 V1T 5V,

9.2 Differentialformen hoheren Grades

Definition 9.2.1. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X
eine Teilmenge. Ein Feld von p-Formen auf U alias eine p-Differentialform ist
eine Abbildung
w: U — APX
T = Wy

Ausgeschrieben ordnet w also jedem Punkt x € U eine alternierende p-Multili-
nearformw, : X x ... x X — R zu.

9.2.2 (Diskussion der Terminologie). In der Differentialgeometrie werden wir
allgemein Differentialformen auf abstrakten Mannigfaltigkeiten erklirt als Zuord-
nungen, die jedem Punkt eine alternierende Multilinearform auf dem Tangential-
raum am entsprechenden Punkt zuordnen. Im Fall einer eingebetteten Mannigfal-
tigkeit U C X positiver Kodimension ist das natiirlich etwas anderes, als jedem
Punkt eine alternierende Multilinearform auf dem Richtungsraum des umgeben-
den affinen Raums zuzuordnen. Zur Unterscheidung mag man das hier eingefiihrte
elementarere Konzept eine relative Differentialform nennen und den Begriff aus
der Differentialgeometrie eine absolute Differentialform. Jede relative Differen-
tialform liefert durch Einschrinkung eine absolute Differentialform. Diese Fein-
heiten werden erst relevant, wenn es einmal um ,,de-Rham-Kohomologie* und
dergleichen geht. Manchmal redet man auch ganz knapp von einer p-Form und
der Leser muf3 aus dem Kontext erschlielen, ob eine p-Differentialform oder viel-
mehr ein Element von Alt” IV gemeint ist. Reden wir etwa von einer konstanten
Form, so ist stets ein konstantes Formenfeld gemeint.
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Beispiel 9.2.3. Sei U eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen affinen
Raums X. Eine 0-Form auf U ist eine Funktion f : U — R. Eine relative 1-Form
auf U ist ein relatives Kovektorfeld im Sinne von 8.1.5.

Beispiel 9.2.4 (Anschauung fiir Differentialformen). In einem dreidimensiona-
len orientierten reellen affinen Raum X, dessen Richtungsraum nicht notwendig
mit einem Skalarprodukt versehen ist, bewege sich ein Gas. Wir halten ein kurzes
Zeitintervall fest und ordnen jedem Tripel (p, v, w) € X x X x X bestehend aus
einem Punkt und zwei Vektoren, aufgefal3t als ,,kleine orientierte Parallelogramm-
flache* alias ,,orientiertes Flichenelement®, die Zahl der Gasmolekiile zu, die in
diesem Zeitintervall hindurchtritt, wobei wir je nach der Richtung, in der unsere
Molekiile hindurchtreten, noch das Negative nehmen: Nidmlich dann, wenn ein
und jeder Richtungsvektor u in Richtung des Durchtritts zusammen mit v, w eine
negativ orientierte angeordnete Basis (u, v, w) des Richtungsraums X bildet. Die-
se Zuordnung wire ein schmutziges Feld von 2-Formen. Man nennt es die FluB3-
dichte. Ruht das Gas und ordnen wir jedem Quadrupel bestehend aus einem Punkt
und drei Vektoren, aufgefallt als ,,kleines orientiertes Parallelpiped* alias ,,orien-
tiertes Volumenelement* die Zahl der darin befindlichen Gasmolekiile zu, gewich-
tet mit einem Vorzeichen, das von der Orientierung bestimmt wird, so erhalten wir
ein schmutziges Feld von 3-Formen auf unserem affinen Raum. Man nennt es die
Dichte unseres Gases. Wihlen wir zusitzlich auf dem Richtungsraum unseres af-
finen Raums ein Skalarprodukt, so erhalten wir eine Identifikation von Vektorfel-
dern mit 2-Formen, indem wir jedem Vektor u die 2-Form (v, w) > vol(u, v, w)
zuordnen, mit vol(u, v, w) dem ,,Volumen* des Parallelpipeds mit Kanten u, v, w
und einem Vorzeichen, das von der ,,Orientierung* unseres Tripels abhéngt. Ahn-
lich erhalten wir dann auch eine Identifikation von Funktionen mit 3-Formen. Die
Moglichkeit dieser Identifikationen mag ein Grund dafiir sein, dal Differential-
formen der Intuition weniger gut zugénglich sind. Es féllt uns einfach nicht zu,
einen dreidimensionalen Raum ohne Skalarprodukt zu visualisieren, geschweige
denn Rdume hoherer Dimension: Das beste Beispiel fiir eine 2-Form wére dann
ndmlich, nach Wahl der dazu notigen physikalischen Einheiten, das elektroma-
gnetische Feld auf der Raumzeit. Um auch in nichtorthogonalen und eventuell
sogar krummlinigen Koordinatensystemen Dichten und FluBdichten anzugeben
und mit ihnen zu rechnen, sind unsere Differentialformen jedoch in jedem Falle
ein geschickter Formalismus.

Definition 9.2.5. Gegeben zwei Differentialformen w und 7 erkldren wir ihr Dach-
produkt w A 7 als punktweises Dachprodukt im Sinne von 9.1.9, in Formeln
(WA N)y = wy A n,. Fir f eine Funktion alias Nullform schreiben wir meist
fn statt f A n. Dies Dachprodukt ist auch wieder assoziativ.

9.2.6. Ist speziell X = R" und sind z; : R" — R die Koordinatenfunktionen, so
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Versuch einer graphischen Darstellung der 2-Form auf der Papierebene, die in
den durch die Koordinatenachsen gegebenen Koordinaten durch die Formel
xy dz A dy dargestellt werden konnte. Eingezeichnet ist an jedem Punkt ein

geordnetes Paar von Richtungsvektoren, gestrichelt ergiinzt zu einem
Parallelogramm, und hineingeschrieben der Wert unserer Zweiform auf diesem
geordneten Paar. Die Anordnung wird hierbei durch einen kleinen Pfeil vom
ersten zum zweiten Vektor angezeigt. Natiirlich ist dies Vektorenpaar in keinster
Weise eindeutig, wir konnten dieselbe 2-Form auch ganz anders darstellen, die
beteiligten Vektoren miissen dabei auch keineswegs parallel zu
Koordinatenachsen sein.
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Eine alternative Darstellung derselben Form zy dz A dy
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1aBt sich fiir U C X nach 9.1.6 jede relative p-Form w auf U schreiben als
W = Z Qg ..., ip dQ?il VAP d$ip

1<iy <...<ip<n

mit eindeutig bestimmten Funktionen a;, .. ;, : U — R. Das Dachprodukt zweier
so in Koordinaten gegebenen Formen ergibt sich dann leicht mittels der Regeln
9.2.7. Die 2-Form dz A dy auf dem R? kann man sich veranschaulichen als Vor-
schrift, die ,,jeder kleinen orientierten Parallelogrammfliche den Fldacheninhalt
ihrer orthogonalen Projektion auf die (x,y)-Ebene zuordnet, mit einem von der
Orientierung abhingigen Vorzeichen®.

Definition 9.2.8. Gegeben endlichdimensionale reelle Rdume X, Y und eine ste-
tig differenzierbare Abbildung ¢ : A — B von einer halboffenen Teilmenge
A C X in eine Teilmenge B C Y und eine Differentialform w : B — Alt? %
auf B erklidren wir die zuriickgeholte Differentialform ¢*w auf A durch die Vor-
schrift

(¢*w)e = (dz¢) " (We(x))
Hier bezeichnet (d,¢)™ : Alt? Y — Alt” X die vom Differential d,¢ : X — Y
von ¢ an der Stelle x € A induzierte Abbildung. Alternativ konnten wir auch
schreiben (¢*w),(v1, ..., Up) 1= Wy ((de®)(v1), ..., (dad)(vp)).

9.2.9. Dies Zuriickholen ist bei der Begrifflichkeit der Differentialformen die ei-
gentliche Hauptsache. Das Zuriickholen von Funktionen alias Nullformen mit ei-
ner Abbildung ist schlicht das ,,Vorschalten* von besagter Abbildung, in Formeln
¢*(g) = g o f fur eine Funktion g : B — R. Das Zuriickholen von 1-Formen
haben wir bereits in 8.2.12 diskutiert. Wir verallgemeinern die dort eingefiihrte
Terminologie auf den vorliegenden Fall und nennen Differentialformen 7 und w
verwandt unter ¢ und schreiben ¢ : 7 ~> w, wenn gilt n = ¢*(w).
9.2.10. Wir erinnern aus 8.2.14, dal das Differential Verwandtschaft respektiert,
in Formeln

¢(df) = d(f o ¢)
fiir ¢ : U — V eine differenzierbare Abbildung und f : V' — R eine differen-
zierbare Funktion. Wir werden demnichst auch fiir allgemeine Differentialformen
w ihre sogenannte ,duflere Ableitung* erkldaren und deren Verwandtschaftsver-
triglichkeit ¢(dw) = d(¢*w) zeigen.
Beispiel 9.2.11. Unter der Abbildung (2-) : R? — R? erhalten wir fiir das Zuriick-
holen der Standard-Volumenform (2-)*(dz A dy) = 4 dz A dy. In der Tat, denken
wir uns schmutzig ein ,,ebenes Gas* mit vielen einzelnen Molekiilen und expan-
dieren es mit einer Streckung um den Faktor Zwei, so verdiinnt es sich um den
Faktor Vier. Allgemeiner haben wir (2-)*(a(x, y) dz A dy) = 4a(2x,2y) dz A dy.
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Versuch einer Veranschaulichung der Verwandtschaft (2-) : 4dz A dy ~ dz Ady.
Man mag sich den Wert an einer Stelle (a, b) des Koeffizienten vor dz A dy als ein
Ma$ fiir die ,,Zahl der Molekiile eines ebenen Gases im Quader [a, a + 1] x [b, b+
1]* denken.
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Lemma 9.2.12. Fiir das Zuriickholen von Differentialformen gilt die Kettenregel,
wir haben genauer und in Formeln ausgedriickt stets id* = id und

PH(¢'w) = (o) (w)

Beweis. Das folgt mit der iiblichen Kettenregel 2.4.2 sofort aus den Definitionen.
Wir konnen die Aussage des Lemmas auch im Sinne von 8.2.18 dahingehend
verstehen, dal Verwandtschaft transitiv ist. O]

Lemma 9.2.13. Verwandtschaft alias das Zuriickholen ¢* von Differentialformen
ist vertrdglich mit dem Dachprodukt, in Formeln gilt also

¢ (wAn) =¢"(w) Ao (n)

Beweis. Das folgt, indem wir die Regel L™ (w An) = (L"w) A (L™n) aus 9.1.13
fiir lineare Abbildungen L punktweise anwenden. [

Beispiel 9.2.14 (Zuriickholen von 1-Formen). Wir erinnern 8.2.19. Fiir X = R”
mit Koordinaten zy,...,x, und Y = R mit Koordinaten y1,...,¥y,, und ¢ =
(¢1,...,¢,) eine differenzierbare Abbildung von einer halboffenen Teilmenge
von R™ in eine halboffene Teilmenge von R™ ergibt sich ¢*(dx;) = d(¢*x;) =
do; = > ; gz’j dy;. Folglich kann das Zuriickholen von 1-Formen in Koordinaten
beschrieben werden durch die Formel

o (Z a; dxi) = Z(ai © ¢)% dy;

iy y;

Beispiel 9.2.15. Ist ¢ die Polarkoordinatenabbildung

6: R2 — R
(r,9) — (rcosd,rsin?)

und haben wir auf R? die 1-Form y dz gegeben, so wird sie zuriickgeholt zu

¢*(ydr) = ¢"(y)¢"(dx)
rsind d(r cos )

= rsindcos? dr — r?sin?¥ dv
und fiir die 2-Form dx A dy erhalten wir

¢*(dr Ady) = ¢"(dz) A7 (dy)
= d(rcos?) Ad(rsind)
= (cost dr —rsind dv) A (sind dr 4 rcosv dv)
= rdrAdY
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Man mag sich letztere Formel dahingehend veranschaulichen, daf3 ,.ein kleines
orientiertes Fldchenelement in der xy-Ebene unter der Polarkoordinatenabbildung
einem entsprechend groeren oder auch kleineren orientierten Flichenelement in
der r9-Ebene entspricht, je nachdem, in welchem Abstand vom Ursprung unser
urspriingliches Flachenelement liegt*.

Satz 9.2.16 (Funktionaldeterminante und Riickzug von Volumenformen). Fiir
A halboffen in R" und ¢ : A — R" stetig differenzierbar gilt stets

¢*(dxy A ... Adxy,) = (detde)day A ... Aday,

Beweis. Fiir jeden Endomorphismus L eines n-dimensionalen Vektorraums V' ist
die induzierte Abbildung L™ : Alt" V' — Alt" V nach 9.1.15 gerade die Multipli-
kation mit det L. O

9.3 Orientierung von Mannigfaltigkeiten

9.3.1. Ich erinnere daran, dafl nach [LA1] 6.5.2 eine Orientierung eines endlich-
dimensionalen rellen Vektorraums V' eine Vorschrift ¢ ist, die jeder angeordneten
Basis B unseres Vektorraums ein Vorzeichen ¢(B) € {+1,—1} zuordnet und
zwar so, daB fiir je zwei angeordnete Basen B, B’ die Determinante der Basis-
wechselmatrix das Vorzeichen £(B)e(B’) hat. In [LA1] 6.5.2 werden in diesem
Zusammenhang noch weitere Begriffsbildungen formal eingefiihrt, deren Bedeu-
tung hier nicht wiederholt werden soll und von denen ich hoffe, daf3 sie sich weit-
gehend von selbst verstehen.

9.3.2. Gegeben X ein endlichdimensionaler reeller Raum und M C X eine Man-
nigfaltigkeit und ein Punkt p € M erinnern wir aus 4.2.9 ihren Tangntialraum
T,M C X.Gegeben (W, p) eine Karte von M gilt fiir alle w € W nach Ubung
4.4.18 die Identitét

Tw(w)M = im(dwgo)

Definition 9.3.3. Eine Orientierung einer ~-Mannigfaltigkeit )/ ist eine Vor-
schrift, die jedem Punkt p € M eine Orientierung des Tangentialraums T\, M zu-
ordnet derart, dafl es um jeden Punkt p € M eine Karte ¢ : W — M von M gibt
mit der Eigenschaft, daB fiir w € W die Isomorphismen d,p : RF = Ty M
entweder alle orientierungserhaltend oder alle orientierungsumkehrend sind.

Beispiel 9.3.4 (Orientierungen einer 0-Mannigfaltigkeit). Die Menge aller Ori-
entierungen einer nulldimensionalen Mannigfaltigkeit M ist in Bijektion zur Men-
ge aller Abbildungen ¢ : M — {41, —1} vermittels der Vorschrift, die jeder Ori-
entierung und jedem Punkt p € M das Vorzeichen der angeordneten Basis () des
Tangentialraums T, M in Bezug auf unsere Orientierung zuordnet.
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9.3.5. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Ein Punkt p einer k-Fast-
faltigkeit M C X heile regulidr, wenn es eine offene Umgebung U © X von
p gibt derart, dal U N M eine k-Mannigfaltigkeit ist. Die reguldren Punkte einer
k-Fastfaltigkeit M bilden offensichtlich eine k-Mannigfaltigkeit. Wir notieren sie

Mg

Definition 9.3.6. Unter einer Orientierung einer Fastfaltigkeit verstehen wir
eine Orientierung der Mannigfaltigkeit ihrer reguldren Punkte. Unter einer orien-
tierten Fastfaltigkeit verstehen wir ein Paar bestehend aus einer Fastfaltigkeit M/
und einer Orientierung von M.

9.3.7. Ich notiere orientierte Fastfaltigkeiten M oft mit einem Pfeil als

—

M

Das ist aber nicht allgemein iiblich. Eine Fastfaltigkeit, die mindestens eine Ori-
entierung zuldft, heiflt orientierbar. Das ,,Mobiusband®, das in der schmutzigen
Wirklichkeit entsteht, wenn man einen Papierstreifen einmal verdrillt zu einem
Ring verklebrt, ist ein Beispiel fiir eine nicht orientierbare 2-Fastfaltigkeit in R3.

9.3.8 (Inkonsistenzen der Notation). Den Pfeil iiber einem Symbol benutze ich
auch als Notation fiir den Richtungsraum eines affinen Raums. Was im Einzelfall
gemeint ist, muf} der Leser aus dem Kontext erschlieen.

Definition 9.3.9. Wir sagen, eine Integrationskarte (), ¢) einer orientierten Fast-
faltigkeit A/ habe die Orientierung ¢ fiir ¢ € {+1, —1}, wenn fiir jeden Punkt
w € @° das Bild der Standardbasis mit ihrer Standardanordnung unter dem Iso-
morphismus d,, ¢ : RF = Ty (w) Mg die Orientierung ¢ hat.

9.3.10. Integrationskarten einer orientierten Fastfaltigkeit, deren Definitionsbe-
reich nicht zusammenhéngend ist, haben im allgemeinen keine Orientierung. Eine
Integrationskarte der Orientierung +1 nennen wir orientierungsvertriglich.

Ubungen

Ubung 9.3.11. Jede orientierbare zusammenhingende Mannigfaltigkeit M besitzt
genau zwei Orientierungen. Hinweis: Gegeben zwei Orientierungen ist die Menge
aller Punkte p, an denen sie dieselbe Orientierung von T, M liefern, ebenso offen
wie die Menge aller Punkte p, an denen sie verschiedene Orientierungen von T, M/
liefern. Nun verwende man 8.5.21.
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9.4 Integration von Differentialformen

Definition 9.4.1. Gegeben eine Fastfaltigkeit M in einem endlichdimensionalen
reellen Raum X und k& > 0 bezeichne C,Q% (M) = Q% (M) den reellen Vek-
torraum aller stetigen relativen k-Formen auf M mit kompaktem Tréger.

Vorschau 9.4.2. Schon bei der folgenden Definition der Integration einer Diffe-
rentialform iiber eine Mannigfaltigkeit kommt es eigentlich nur darauf an, welche
Werte unsere Form an jeder Stelle auf Tupeln von Tangentialvektoren an unsere
Mannigfaltigkeit am entsprechenden Punkt annimmt. In der Differentialgeometrie
wird eine Differentialform auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit sogar definiert
als eine Vorschrift, die jedem Punkt unserer Mannigfaltigkeit eine alternierende
Multilinearform auf seinem Tangentialraum zuordnet. So weit will ich aber hier
nicht gehen, da fiir diese Art von Formen schon die blo3e Definition der Stetigkeit
die Entwicklung zusitzlicher Begrifflichkeiten notwendig macht.

Satz 9.4.3 (Integration von Differentialformen). Gegeben cine orientierte k-
Fastfaltigkeit M in einem endlichdimensionalen reellen Raum gibt es genau eine
Linearform [ : C/QF (M) — R mit der Eigenschaft, dafs fiir jede Integrationskarte
¢ : QQ — M der Orientierung € und jede kompakt getragene k-Form w mit Trdger
im Bild dieser Karte suppw C ¢(Q) gilt

/w-s/tpw er,...,ep) d"x

9.4.4. Fur die Form ¢*'w = n = fdxy A ... A dzxy ist (¢*w)(er, ..., ex) =
n(ey,...,ex) per definitionem genau die Funktion f. Das Integral auf der rech-
ten Seite ist hier als Quaderintegral im Sinne von 3.1.4 zu verstehen, beziehungs-
weise als die Summe endlich vieler solcher Quaderintegrale, wenn der Definiti-
onsbereich unserer Integrationskarte aus mehreren Quadern bestehen sollte. Ist
unsere Fastfaltigkeit M bereits selbst ein kompakter Quader mit nichtleerem In-
neren Q = [a1,b1] X ... X [ag,by] C R¥und n = fdx; A ... A dy, eine stetige
Differentialform auf () und geben wir @ die von der Standardorientierung des R¥
induzierte Orientierung, so konnen wir die Identitit als Integrationskarte nehmen
und unsere Definitionen liefern

by by
[fdxlA...Adxk:/f(x) x—/ flzy, .. xp)dey .. day
Q Q

Gegeben ¢ : () — M eine Integrationskarte der Orlentlerung € elner orientierten
Fastfaltigkeit M und eine stetige p-Form auf M mit Triger in ¢(Q) und @ der
Definitionsbereich unserer Integrationskarte mit seiner Standardorientierung gilt

also insbesondere
/ w=¢ / YW
M Q
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Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sei w € C,Q2*(M) gegeben. Wir fin-
den eine endliche Uberdeckung von supp w durch die Inneren von Bildern von
Integrationskarten Inn;(;(Q;)) der Orientierungen ¢; und nach 5.2.14 eine an
diese Uberdeckung angepafte Teilung der Eins, also stetige Funktionen o; €
Ci(M,R) mit Trager supp oy, C ¢;(Q;) und Y. ci(x) = 1 fiir alle € suppw.
Dann haben wir w = ). a;w. Wenn also iiberhaupt eine lineare Abbildung mit
den geforderten Eigenschaften existiert, so muf} gelten

/J\Zw N zi:/]qaiw - ;51' /Qi(@f(aiw))(el,--.,ek) d*z

Das ganze Problem ist zu zeigen, daf} die rechte Seite nicht von den Integrations-
karten und der Teilung der Eins abhingt. Das geht wie bei unserer Diskussion
5.5.10 der Integration von Funktionen mit kompaktem Triger iiber Fastfaltigkei-
ten 5.5.10 in R™. Genau wie dort zieht man sich darauf zuriick, fiir je zwei Inte-
grationskarten (@, ) und (P, v) der Orientierungen ¢ und 7 und fiir w mit Triger
suppw C ¢(Q) N (P) die Gleichheit

aéwmmmmﬁg:¢émemmﬁg

zu zeigen. Wie dort findet man Zerlegungen Q = AU SUU und P = BUTUV
mit A,U @ Q und B,V @ P und Nullmengen S, T" derart, dal unsere Gleichheit
die Gleichheit von Integralen stetiger Funktionen g : ) — Rund h : P — R
behauptet mit g|4 = 0 und h|p = 0, fiir die es einen C'-Diffeomorphismus r :
UNQ° = VN P° gibt mit

eg =n(h o k)|det dx|

Die Herleitung dieser Formel besprechen wir gleich noch genauer. Von dort aus-
gehend kommt man dann genau wie in 5.5.10 zum Ziel, entweder ganz bequem
mit Lebesgue’scher Integrationstheorie oder sozusagen zu Fufl mit etwas mehr
Aufwand. Besprechen wir also den Kartenwechsel « genauer. Per definitionem
induzieren unsere Integrationskarten ¢, 1) Bijektionen

UNQ° S o(Q°) N(P°) & V N PP

und beide sind Karten der Mannigfaltigkeit o (Q°) N ¢ (P°). Der Kartenwechsel
ist nach 4.4.13 ein Diffeomorphismus x := 1)~! o ¢ mit 1) o Kk = . Nach 9.2.12
folgt k*y*w = ¢*w. Fiir g := (¢p*w)(eq,...,ex) gilt per definitionem p*w =
gdxy A ... Ndxy. Fir b := (Y*w)(eyq,. .., e) gilt ebenso p*w = hdxy A ... Adxy.
Mit dr Formel 9.2.16 fiir den Riickzug von Volumenformen im letzten Schritt folgt
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nun
gdry A\ ... Ndxy = r*(hdxy A...N\dxy)

= (hor)k*(dxy A ... Ndxy)
= (hor)det(dr)dry A ... Adzy

alias ¢ = (h o k)det(dx). Die Vertréglichkeiten der jeweiligen Orientierungen
mit den Karten zeigen aber € detdx = n|det dx| und wir erhalten wie behauptet
eg = n(ho k)|det dx|. O

9.4.5 (Riemannsummen fiir Differentialformen). Um die Integration von Dif-
ferentialformen anschaulich zu machen, erklire ich ihre Interpretation durch Rie-
mannsummen. Sei dazu @) := [a,b] X [¢,d] ein kompaktes Rechteck und ¢ :
(Q — X eine Integrationskarte in einen endlichdimensionalen reellen Raum und
w: o(Q) — Alt?(X) eine stetige 2-Form auf o ((Q). Wir betrachten fiir r > 1 die
dquidistanten Unterteilungen a = ag < a; < ... < a, = bsowie c = ¢y < ¢1 <
... < ¢, = d der Kanten von () und bezeichnen mit ¢; ; = (a;, ¢;) die Gitterpunk-
te im so gegebenen Raster auf (). Bezeichne weiter p; ; = ¢(g; ;) die Bilder dieser
Gitterpunkte unter . Damit erkldren wir die 7-te Riemannsumme S’ (w) durch

die Formel )

Sp(w) = Z Wp, ; (Pi+1,j = Pijs Pij+1 — Pij)
i,j=0
Wir kénnen nun das Integral von w iiber ¢(()) mit der Orientierung, fiir die ¢ eine
orientierte Integrationskarte ist, anschaulich verstehen als den Grenzwert

w= lim 5 (w)
/w(Q) oo 7

Den Beweis dieser Tatsache entlang der Grundlinie des Beweises von 5.3.7 {iber-
lassen wir dem Leser zur Ubung.

9.4.6 (Sinnhaftigkeit der Integration alternierender Formen). Unter der Vor-
aussetzung einer auf einem Quadrat definierten Integrationskarte, in Formeln b —
a = d — c, betrachten wir nun die Spiegelung 7 an der Hauptdiagonalen und die
neue Integrationskarte ( o 7. Sie ist negativ orientiert und ihre Riemannsummen
sind dieselben wie die Riemannsummen von eben, wenn man nur in jedem Sum-
manden den ersten und den zweiten Eintrag der bilinearen Abbildung w vertauscht
und das von der negativen Orientierung der Integrationskarte herriihrende Vorzei-
chen beriicksichtigt. Ist also w alternierend, so liefert unsere neue Integrationskar-
te dieselben Riemannsummen und dasselbe Integral. Das soll die in unserem Satz
enthaltene Aussage veranschaulichen, dafl das Integral einer alternierenden Form
unabhingig ist von den zur Berechnung gewihlten Integrationskarten.
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Die gepunktelten Pfeile stellen die Vektoren p3 g — p2o und ps 1 — pa o dar, der
Wert von w,, , auf diesem Paar von Vektoren, genommen in einer durch die
Orientierung gegebenen Reihenfolge, geht in die Riemannsumme Sf;j ein.
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Beispiel 9.4.7 (Integral iiber eine Hemisphére). Wir berechnen das Integral der
2-Form 2% dz A dy iiber die obere Hemisphire H := {(z,y,2) | 2% + > + 2% =
1, z > 0} mit der Orientierung, fiir die die beiden ersten Vektoren e, e; der Stan-
dardbasis des R? in dieser Reihenfolge eine orientierte Basis des Tangentialraums
am Pol T o ,1)H bilden. Wir betrachten das Rechteck R := [0, 7] x [0,7] C R?
und die orientierte Integrationskarte ¢ : R — H gegeben durch die Formeln
(9, ¢) — (cost, cos psin ¥, sin @ sin ), anschaulich gesprochen eine ,liegende
Version* unserer Kugelkoordinaten aus 4.2.3, und erhalten

Jgz*dz Ady = [zcos?Pd(cos?) A d(cos psind)
= [zcos®I(—sind dd) A (cos g cos ) di) — sin psindd dy)
= [7cos?Isin®Isinpdd A dy
= [, cos?¥sin® I sin p dd dg
= [y J5 cos? sin® Isin o did d
= 1 [7sin?(29)dY [ sinpdp =1 [T st gy ==

2Jo 2

Hier ist der erste Schritt 9.4.4 mitsamt dem Vertauschen vom Zuriickholen mit
Dachprodukt und Differential 8.2.14, der Zweite die Formel 8.1.13 fiir das Diffe-
rential einer Funktion, der Dritte beruht auf dem Alternieren und der Bilinearitit
des Dachprodukts, und der Vierte auf 9.4.3.

9.4.8. Die Integrale von Differentialformen iiber orientierte Fastfaltigkeiten der
Dimensionen 0 oder 1 sowie der Kodimensionen 0 oder 1 in einem R" trifft man
oft in anderen Gestalten an, die den Formalismus der Differentialformen vermei-
den. Besonders wichtig sind in diesem Zusammenhang die Fille mit n < 3.

Beispiel 9.4.9 (Summation als Differentialformenintegral). Im Fall einer null-
dimensionalen Fastfaltigkeit M/ alias diskreten Teilmenge ist eine Nullform eine
Funktion und eine Nullform mit kompaktem Tréger eine Funktion, die nur an end-
lich vielen Stellen von Null verschiedene Werte annimmt. Unser Integral ist dann
die Summe der Funktionswerte multipliziert mit den durch die auf M gewdhlte
Orientierung ¢ bestimmten Vorzeichen ¢, in Formeln

/Mf = ZM%J"(p)

Beispiel 9.4.10 (Funktionenintegral als Differentialformenintegral). Fiir eine
stetige n-Form fdxi A ... A dz, mit kompaktem Triger auf einer n-Fastfaltigkeit
M C R"™ mit der von der Standardorientierung des R" induzierten Orientierung
liefern unsere Definitionen

/ﬁfdxl/\.../\da:k:/ f(z)d
by M
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Das Integral der Funktion f rechts ist dabei im Sinne von 5.5.10 oder fiir hinrei-
chend vorgebildete Leser auch als das Lebesgue-Integral der integrierbaren Funk-
tion f iiber die meBbare Teilmenge M C R" zu verstehen. Ein typisches Beispiel
fiir eine 3-Fastfaltigkeit in R?® wire etwa eine massive Halbkugel M C R3.

Beispiel 9.4.11 (Wegintegral als Differentialformenintegral). Gegeben eine ori-
entierte 1-Fastfaltigkeit M und eine surjektive orientierungsvertrigliche Integra-
tionskarte ¢ : [a,b] — M fillt das Integral einer 1-Form w iiber M zusammen
mit dem Wegintegral der 1-Form w iiber den Weg ¢, denn beide fallen zusammen
mit dem Integral der zuriickgeholten 1-Form ¢*w iiber die in der offensichtlichen
Weise orientierte Fastfaltigkeit [a, b], in Formeln

b
fom fromf
M a ®

Ist speziell unsere Fastfaltigkeit in den R™ eingebettet, so hat unsere 1-Form w
die Gestalt w = wy dzy + ... + w, dz,, und unser Wegintegral wird von Anwen-
dern meist geschrieben als das Wegintegral des Vektorfelds v = can;!(w) =
(wi,...,wy)" ldngs ¢, in Formeln

/szfowz/abw,d@:/jv-dw

Vorschau 9.4.12. Die Interpretation der Integration von Differentialformen iiber
orientierte Hyperflichen in R"™! als ,,FluB*“ benotigt von den hier explizit be-
handelten Fillen den groften begrifflichen Aufwand und wird uns bis zum Ende
dieses Abschnitts beschiftigen.

Definition 9.4.13. Ist M C R"*! eine Hyperfliche, so gibt es zu jedem Punkt
p € M genau zwei Vektoren der Linge Eins in R"*!, die auf dem Tangentialraum
T, M senkrecht stehen. Ist M dariiber hinaus orientiert, so hat genau ein Vektor
N, von diesen beiden die Eigenschaft, daf fiir jede angeordnete Basis (v1, .. ., vy,)
von T, M der Orientierung ¢ die Standardorientierung der angeordneten Basis
(Np,v1,...,v,) des R™™ auch e ist. Wir erhalten so eine stetige Abbildung, das
orientierte Normalenfeld

N: M — Rl
p = N,

9.4.14. Wir indizieren nun die Koordinaten auf dem R"*!' etwas uniiblich als
%0, T1,...,T, und ordnen jedem Vektor ' € R"*! eine alternierende Multili-
nearform wp € Alt" (R™™!) zu durch die Vorschrift

wr(vy, ..., 0,) = det(Floq] ... o)
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Rechts ist hier die Matrix mit den entsprechenden Spaltenvektoren zu verstehen.
In derselben Weise ordnen wir auch jedem Vektorfeld I auf R™*! eine n-Form
wp zu und erkennen durch das Auswerten auf Tupeln der Standardbasis, dal sie
geschrieben werden kann in der Gestalt

n

wp =Y (—1)'F; dzg A...Adzi A... Aday,

1=0

Wir nennen wy die zu unserem Vektorfeld gehorige n-Form. Im R? entspricht
speziell einem Vektorfeld F' = (F,, F,,, F,) die 2-Form

wp=I,dyAndz+ F,dz Ade + F,de Ady

Die unteren Indizes diirfen dabei nicht als partielle Ableitungen millverstanden
werden, sondern meinen vielmehr die Komponenten unseres Vektorfelds, die wir
auch Fi, F5, F5 oder in unserer aktuellen Indizierung Fy, F7, F5 hitten notieren
konnen. Im R? hatten wir wp bereits in 8.4.14 kennengelernt.

Proposition 9.4.15 (FluB als Differentialformenintegral). Seien M C R"H!
eine orientierte Hyperfliche, F' : M — R™"! ein stetiges relatives Vektorfeld auf
M mit kompaktem Triger und N das orientierte Normalenfeld auf M. So gilt fiir
die zu unserem Vektorfeld I' gehorige n-Form wr die Identitdt

/MwF:/M<F,N>:/MF-N

9.4.16. Die Mitte und die rechte Seite unterscheiden sich hier nur in der Notation
fiir das Skalarprodukt und sind als Fldchenintegrale im Sinne von 5.3.1 zu ver-
stehen. Die rechte Seite heifit der Fluf3 des Vektorfelds F' durch die orientierte
Hyperfliche ). Dies Oberflichenintegral mag der Anschauung besser zuging-
lich sein als unser Integral iiber eine Differentialform. Fiir das explizite Rechnen
ist die Darstellung als Integral einer Differentialform im allgemeinen giinstiger.

Beispiel 9.4.17 (Integration einer FluBdichte). Ist X ein dreidimensionaler ori-
entierter reeller affiner Raum und M C X eine zweidimensionale orientierte
Mannigfaltigkeit alias Fliche und w die 2-Form der FluBdichte eines bewegten
Gases wie in 9.2.4, so beschreibt das Integral von w iiber M die Gesamtmasse
an Gas, die im gegebenen Zeitintervall in einer durch die Orientierung bestimm-
ten Richtung durch unsere Fliche M hindurchtritt. Gas, das in der Gegenrichtung
durch unsere Fliche tritt, schligt dabei negativ zu Buche.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dal3 es Kar-
te ¢ : W — M der Orientierung ¢ gibt mit (supp F) N M C (W ). Der Uber-
sichtlichkeit halber schreiben wir unser Vektorfeld /" in der Form p — F},, wobei
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der Index ungliicklicherweise eine vollig andere Bedeutung hat als in 9.4.14. Wir
zerlegen nun unser Vektorfeld F' an jedem Punkt p € M in einen orthogonalen
und einen tangentialen Anteil als F, = (F,, N,) N, + R, mit R, € T,M und
finden fiir alle z € W

(p*w)e(er, - en) = W) (dap(er), ..., dap(en))
= det(Fw)|[dap])
= (Fo(w), No(w)) det(Ny () l[due])
= (Fp), No(z)) vol(dzp)

In der zweiten Zeile ist die quadratische Matrix gemeint, die aus der Jacobi-
Matrix [d, ] entsteht durch Anfiigen des Vektors F,, als erste Spalte. Fiir die
dritte Gleichheit verwenden wir unseres Zerlegung F,, = (F,, N,)N, + R, mit
R, € T,M = im(d,¢) und daB eine quadratische Matrix mit linear abhingigen
Spalten die Determinante Null hat. Fiir die vierte Gleichheit verwenden wir unse-
re erste Formel aus 5.3.5 fiir Gram’sche Determinanten. Die Gleichheit der beiden
Integrale folgt nun aus den Definitionen. [

9.4.18 (Fliisse durch Fastfaltigkeiten). Im Fall einer orientierten n-Fastfaltigkeit
im R"*! wie etwa die Oberfliche eines Wiirfels in R? ist der orientierte Norma-
lenvektor nicht mehr in allen Punkten sinnvoll definiert, aber das Differentialfor-
menintegral ist immer noch sinnvoll erklért.

Beispiel 9.4.19 (FluB durch eine Hemisphiire). Anschaulich kann man unser
Integral aus 9.4.7 also auch als den Flu} durch die obere Hemisphire des senk-
rechten Vektorfelds x? e5 verstehen. In der Notation von dort hiitten wir etwa

/x2dm/\dy:/x263-N
H H

Hier meint N das ,,nach auBlen weisende Normalenfeld”, das in unserem Fall
auch das ,,orientierte Normalenfeld*“ nach 9.4.13 ist. Zur Probe rechne ich hier
die rechte Seite auch noch direkt aus. Auf der Einheitssphire stimmen ja der
Ortsvektor und der nach auBen weisende Normalenvektor iiberein, so daf} der
Riickzug der Funktion z2 e3 -V beziiglich unserer Karte ¢ : R — H die Funk-
tion cos? ¥ sin ¢ sin 9 ist. Um das Fliichenintegral rechts zu bestimmen, gilt es die
Gram’sche Matrix zu berechnen. In unserem Fall haben wir
—singp 0
dp = |cospcosty —sinpsind
sinpcosty  cospsind

und die Matrix der Skalarprodukte der Spaltenvektoren ergibt sich zu

(A9) dé = (1 ; )

0 sin?yp
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und die Wurzel aus deren Determinante zu sin ¢/, so dall wir bei demselben Dop-
pelintegral iiber cos? 1) sin® ¥ sin ¢ landen wie in 9.4.7.

Ubungen

Ubung 9.4.20. Berechnen Sie das Integral der 2-Form xdy A dz + ydx A dz iiber
den Zylinder {(x,y,2) | 2> + y* = 1,z € [0, 1]} mit einer Orientierung ihrer
Wahl.

Ubung 9.4.21. Berechnen Sie den FluB des Vektorfelds F' : (x,y,2) — (z,0,0)
durch die Einheitssphire, die Sie dazu mit einer Orientierung ihrer Wahl versehen
mogen.

Ubung 9.4.22 (Verwandtschaftsvertriglichkeit des Integrals). Seien zwei Tri-
pel M C AC Xund N C B C Y gegeben bestehend aus endlichdimensionalen
reellen Raumen X, Y und halboffenen Teilmengen A, B und in diesen halboffe-
nen Teilmengen enthaltenen k-Fastfaltigkeiten M, N. Sei ¢ : A — B eine C'-
Abbildung, die einen Homoéomorphismus M — N induziert sowie Isomorphis-
men T, M = Ty N. Seien M und N darunter mit vertriglichen Orientierungen
versehen. So gilt fiir jede stetige k-Form w auf B, deren Triger /V in einem Kom-

/ O W = / w

Ubung 9.4.23 (FluB durch einen ebenen Weg und Wegintegral). Berechnen sie
den FluB des radialen Vektorfelds v : (z,y) — (z,y) durch den im Gegenuhrzei-
gersinn orientierten Einheitskreis und ebenso das Wegintegral desselben Vektor-
felds langs derselben orientierten 1-Mannigfaltigkeit. Was sind die zugehdrigen
Integrale von Differentialformen?

Erginzende Ubung 9.4.24 (Integral eines duBeren Produkts). Seien M C X
und N C Y jeweils eine Fastfaltigkeit in einem endlichdimensionalen reellen
Raum. So gilt (M x N )reg = M,eg X Niep und gegeben je eine Orientierung von
M und von N erhalten wir die Produktorientierung auf M/ x N durch die Vor-
schrift, dal wir gegeben reguldre Punkte p € M und ¢ € N jeweils diejenige
Orientierung auf T, 4)(M x N),o, auszeichnen, die unter dem Isomorphismus
Tipg) (M X N)ieg = TpMeg X TyNyeg aus 4.2.25 der Produktorientierung nach
[LAT1] 6.5.17 entsprechen. Sind w und 7 jeweils stetige Differentialformen mit
kompaktem Trédger auf M und N vom Grad der Dimension, so gilt fiir die Inte-
grale in Bezug auf die jeweiligen Orientierungen

Juw®r= () ()
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9.5 AuBere Ableitung von Differentialformen

9.5.1. Gegeben ein Vektorraum V' definieren wir fiir alle £ > 0 eine lineare Ab-
bildung alt : Hom(V, Alt" V') — Alt"™ V durch die Vorschrift

k
(alt f)(v()a U1y - 7Uk) = Z(_l)zf(vz)(v(b s 7@7 s avk)
i=0
Hier soll die ,,Tarnkappe‘ iiber v; wie iiblich bedeuten, daf} dieser Eintrag beim
entsprechenden Summanden auszulassen ist. Wir nennen unsere Abbildung den
Alternator.

Beispiel 9.5.2. Gegeben ein Vektorraum V und A € V*undw € Alt" V bezeichne
A ® w die Abbildung V — Alt" V gegeben durch v — A(v)w. So finden wir

at(A@w) =AAw

In der Tat besteht die Menge S, 5, der Shuffles, die bei der Definition des Dach-
produkts auf der rechten Seite vorkommen, genau aus denjenigen Permutationen,
die ,,das erste Element und irgendwo dazwischenschieben®.

9.5.3. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A C X halboffen. Ei-
ne Differentialform w : A — Alt* X heiBt differenzierbar, wenn sie als Abbil-
dung von der halboffenen Teilmenge A des endlichdimensionalen reellen Raums
X in den endlichdimensionalen reellen Vektorraum Alt" X differenzierbar ist im
Sinne von 2.3.1. Sie heif3t stetig differenzierbar, wenn sie stetig differenzierbar
ist im Sinne von 2.6.10, wenn also ihr Differential auch stetig ist als Abbildung
A — Hom(X, Alt* X) gegeben durch z — d,w.

Definition 9.5.4. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A C X
halboffen. Gegeben eine differenzierbare k-Form w : A — AltF X erklidren wir
eine (k + 1)-Form

dw: A — AltFH X

durch die Vorschrift (dw), := alt(d,w) fiir d;w : X — Alt* X das Differential
im Sinne von 2.3.1 unserer Form w : A — Alt* X an einer Stelle z € A. Wir
nennen dw die duBlere Ableitung von w. Den Unterschied zwischen Differential

dw und duBerer Ableitung dw bringen wir nur durch die Wahl der Schriftart zum
Ausdruck.

Beispiel 9.5.5. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A C X halb-
offen. Gegeben eine differenzierbare Funktion f : A — R und w, € AltF X
finden wir d,.(fw,) = (d.f) ® w, fiir alle z € A und nach 9.5.2 folglich

d(fwe) =df Aws
Insbsondere haben wir etwa d(z2ydy A dz) = 2zydx A dy A dz.
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9.5.6. Eine stetig differenzierbare Differentialform, deren duflere Ableitung ver-
schwindet, hei3t geschlossen. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum ist
ein stetig differenzierbares Kovektorfeld w : X o U — X+ geschlossen im hier
erkldrten Sinne genau dann, wenn w geschlossen ist im Sinne von 8.8.1, wenn also
nach 8.8.8 das Wegintegral von w iiber jeden geschlossenen in U zusammenzieh-
baren Integrationsweg verschwindet.

P

T4

Der Weg v(p, t7, tf) aus Ubung
8.8.19. Mit t — 0 wird er natiirlich

/ immer kleiner.
; tv

'r/

9.5.7 (Anschauung fiir die duBere Ableitung). Um uns die duBlere Ableitung
dw zu veranschaulichen, erinnern wir zunichst an den Fall einer Nullform alias
Funktion, die wir dann statt w lieber f nennen. Deren dufiere Ableitung (df), ist
schlicht das Differential d,. f bei x und kann dadurch beschrieben werden, daf} es
jedem Richtungsvektor v € X die Zahl

— . 1 —

(Af)a(@) = lim ~ (f (& +17) — f(2))
—0 t

zuordnet. Im Fall einer Einsform alias eines Kovektorfelds w kann seine dullere

Ableitung (dw), bei x analog dadurch beschrieben werden, daf sie jedem geord-

neten Paar von Richtungsvektoren (v, W) € X? die Zahl

(dw)q (U, @) = lim = " / )

zuordnet mit der Notation ~y(z, v, tw) fur den Weg, der einmal das Parallelo-
gramm mit einer Ecke x und Kantenvektoren ¢¢' und ¢« umléuft, und zwar stiick-
weise linear erst von x nach x + ¢¥, dann weiter nach x + t¥ + ¢, von da nach
x + t, und dann wieder zuriick nach x. Moglicherweise haben Sie das bereits als
Ubung 8.8.19 gezeigt. Im allgemeinen Fall einer k-Form w schlieBlich haben wir

1
(dw),(Vo, ..., T) = lim — w

k+1
t=01 F(,tT0,...,tT3,)
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mit /' zumindest fiir v, . . . , U linear unabhingig der in geeigneter Weise orien-
tierte Oberfldche eines Parallelpipeds mit Ecke = und Kantenvektoren ¢vj, iiber die
wir dann unsere k-Form integrieren. Das wird recht direkt aus dem Satz von Sto-
kes mit Ecken 9.7.19 folgen, wie sie als Ubung 9.7.30 werden ausarbeiten diirfen.

9.5.8. Gegeben eine offene Teilmenge U @ R™ heilit eine Abbildung f : U —
R™ glatt oder beliebig differenzierbar oder auch eine C>*°-Abbildung, wenn zu
allen Komponenten f,, von f fiir 1 < p < m alle gemischten hoheren partiellen
Ableitungen, in der Multiindexschreibweise aus 3.2.3 also alle 0° f, fiir beliebige
a € N", auf ganz U existieren. Existieren sie bis zum Totalgrad |«| < & und sind
stetig, so spricht man von einer C*-Abbildung. Das C steht hier wie bisher fiir
,continous* alias stetig.

9.5.9 (Rdume multilinearer Abbildungen). Gegeben Vektorrdume VW und
k > 0 bilden wir den Vektorraum

Mult®(V, W)

aller multilinearen Abbildungen des Produkts von &£ Kopien von V' nach W. Im
Fall k£ = 0 verstehen wir Mult’(V, W) = . Man bemerke die Isomorphismen
mult : Hom (V, Mult®(V, W)) = Mult**!(V, W) gegeben durch

mult(f)(vo, v1,...,0e) == (f(vo))(v1, ..., vk)

9.5.10 (Hohere Ableitungen ohne Koordinaten). Gegeben X, Y endlichdimen-
sionale reelle Rdaume und A C X eine halboffene Teilmenge und f : A — YV
eine Abbildung setzen wir d© f := f und dV f := df :  — d,f und erkliren
induktiv fiir £ > 2 die k-te Ableitung

AW £ A — Mult®(X,Y)

durch z s dP f = mult(d, (d*~Y £)), falls die (k — 1)-te Ableitung existiert
und differenzierbar ist auf A. Existieren alle Ableitungen von f bis zur Ordnung
k und sind stetig, so nennen wir f von der Klasse C* oder auch eine C*-Abbil-
dung. Zum Beispiel bedeutet C* stetig differenzierbar und CY stetig. Ist f von der
Klasse C* fiir alle &, so heiBt die Abbildung f glatt oder beliebig differenzierbar
oder von der Klasse C* oder eine C*°-Abbildung. Im Fall X = R™ Y = R"
erhalten wir den in 9.5.8 besprochenen Begriff einer C*-Abbildung zuriick. Der
Leser mag zur Ubung zeigen, daB jede Verkniipfung von C*-Abbildungen wieder
eine C*-Abbildung ist.

Satz 9.5.11 (Rechnen mit der duBleren Ableitung). Sei A C X eine halboffene
Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums.

250



1. Die Zuordnung w — dw vom Vektorraum der differenzierbaren k-Formen
auf A zum Vektorraum der (k + 1)-Formen auf A ist linear;

2. Fiir differenzierbare Nullformen alias Funktionen f gilt df = df;

3. Das Dachprodukt differenzierbarer Differentialformen w und n auf A ist
differenzierbar und fiir seine dufsere Ableitung gilt die Leibniz-Regel

d(w An) = (dw) An+ (=1)*lw A dny

4. Gegeben eine C*-Abbildung ¢ - A — B in eine halboffene Teilmenge B ei-
nes weiteren endlichdimensionalen reellen Raums Y und eine differenzier-
bare Differentialform n auf B haben wir die Verwandtschaftsvertriglich-
keit der duBeren Ableitung

d(¢™n) = ¢*(dn)

5. Ist die Differentialform w auf A stetig differenzierbar und ist dw auch stetig
differenzierbar, so gilt
d(dw) =0

9.5.12. Diese Formeln zusammen mit der graduierten Kommutativitdt 9.1.12 des
Dachprodukts w A = (—1)“I"ly A w und mit unserer Regel

ar=> L an
i=1 " *

fiir das Differential einer differenzierbaren Funktion f : A — R auf einer offenen
oder allgemeiner halboffenen Menge A C R"™ aus 8.1.15 beziehungsweise 8.1.17
machen das Rechnen mit Differentialformen auBerordentlich bequem. Der For-
malismus der Differentialformen geht auf Elie Cartan’s Arbeiten zu Beginn des
zwanzigsten Jahrhunderts zuriick. Die Vertriglichkeit der du3eren Ableitung mit
Verwandtschaft macht die Umrechnung zwischen verschiedenen Koordinatensys-
temen derart einfach, dal es auch bei anderen Umrechnungen oft der bequemste
Weg ist, sie auf diesen Formalismus zuriickzufiihren. Als Beispiel bespreche ich
die Umrechnung des Laplace-Operators auf krummlinige Koordinaten in 9.8.10
folgende.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind offensichtlich. Wir fithren den Beweis
der restlichen Aussagen in mehreren Schritten.

Leibnizregel. Wir konnen w und 7 schreiben als Summen von Formen der Gestalt
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fwo, gno mit w,, 1, konstant und f, g differenzierbaren Funktionen. Es reicht also,
die Behauptung fiir w = fw, und n = g7, zu priifen. Dazu rechnen wir

dlwAn) = d(fgws A7.) mitEinsetzen,

d(fg) Nws Am, nach Beispiel 9.5.5,

(9df + fdg) ANws Amo  nach der Produktregel 8.1.13,
df Awo A gno 4+ (—1)I fw, Adg Am,  nach9.1.12,
dw An+ (—=1)¥lw A dnp  nach Beispiel 9.5.5.

So haben wir die Leibnizregel fiir Differentialformen zuriickgefiihrt auf den Fall
8.1.13 von Nullformen alias Funktionen und den Fall 9.5.5 des Produkts einer
Nullform alias Funktion mit einer konstanten Form.

dd = 0im Fall A C X = R Fiir eine stetig differenzierbare Nullform alias
Funktionw = f : R" U —> R auf einer offenen Teilmenge eines R"™ erhalten
wir ganz explizit df = " 91 dz;. Wenn f sogar zweimal stetig differenzierbar
ist, finden wir weiter

21833

ddf = i dgg-/\d:nz-zz cr ot dr; Adx; =0
Ox;0x; I o Or;j0x;  Ox,0x; J

Hierbei haben wir die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen 3.1.12 verwen-
det, die hinwiederum aus unserer Annahme der Stetigkeit der zweiten Ableitungen
folgt. Fiir eine stetig differenzierbare k-Form w auf einer offenen Teilmenge des
R", sagen wir w = Z‘ I=k frdxr, mit dw stetig differenzierbar erhalten wir damit
sofort d(dw) = Y d(df;) A dzy = 0. Fiir eine zweimal stetig differenzierbare k-
Form w auf einer halboffenen Teilmenge A C R™ folgt unsere Behauptung dann
aus der Stetigkeit von d(dw).

Verwandtschaftsvertrdaglichkeit fiir ¢ affin. Gilt d¢* = ¢*d fir w und 7, so nach
der Produktregel auch fiir w A 7). Es reicht also, unsere Formel fiir Funktionen ali-
as Nullformen und fiir konstante 1-Formen zu zeigen. Der Fall von Funktionen ist
8.2.14. Fiir eine konstante 1-Form w, und ¢ affin ist andererseits auch ¢*w, eine
konstante 1-Form, mithin gilt wie gewiinscht d(¢*w,) = 0 = ¢*(dw,).

dd = 0 im Allgemeinen. Ist ¢ : R™ = X ein Isomorphismus von affinen Rdumen,
so folgt ¢*(ddw) = dd(¢*w) = 0 und mithin ddw = 0.

Verwandtschaftsvertrdglichkeit im Allgemeinen. Gilt d¢p* = ¢*d fiir w und 7, so
nach der Produktregel auch fiir w A 7. Es reicht also, unsere Formel fiir Funktionen
alias Nullformen und fiir konstante 1-Formen zu zeigen. Der Fall von Funktionen
ist 8.2.14. Fiir eine konstante 1-Form w, haben wir hinwiederum w, = df fiir eine
geeignete Funktion f, genauer fiir jede affine Abbildung f : ¥ — R mit linea-
rem Anteil w,. Damit ergibt sich fiir ¢ beliebig unmittelbar d¢*w, = d¢*df =

252



dd¢*f =0 = ¢*0 = ¢*dw,, wo wir im mittleren Schritt verwenden, daf uns die
Regel ¢*df = d¢*f fur differenzierbare Funktionen f ja bereits aus 8.2.14 zur
Verfiigung steht. O

9.5.13 (Unterschiede zum Kalkiil mit beliebigen Multilinearformen). Man be-
achte den dramatischen Unterschied zu unseren Ableitungen ?? von nicht notwen-
dig alternierenden Multilinearformen, die wir dort sogar im vektorwertigen Fall
betrachtet hatten. Die Definition dort war fast dieselbe, bis auf das Detail, daf3
wir dort beliebige Multilinearformen betrachtet hatten und folgerichtig nach dem
Ableiten auch nicht den alternierenden Anteil genommen hatten. Dennoch sind
alle drei Aussagen des vorhergehenden Satzes in dieser analogen Situation falsch.
Etwas vage gesprochen folgen unsere Aussagen eben gerade aus den Zusammen-
spiel zwischen dem Kommutieren der partiellen Ableitungen und dem Antikom-
mutieren des Dachprodukts.

9.5.14 (Diskussion der Eigenschaften der dufleren Ableitung). Unsere Regel
9.5.11.4 kdonnen wir auch ¢ : n ~ w = ¢ : dn ~ dw schreiben. Sie besagt
also in Worten, da} die duere Ableitung mit Verwandtschaft vertrdglich ist. Der
Leser sei ermutigt, sich das im Lichte unserer Anschauung 9.5.7 auch bildlich
klarzumachen. Die Regel ddw = 0 ist zumindest fiir Nullformen im Lichte un-
serer Anschauung 9.5.7 leicht einzusehen, da das Integral des Differentials einer
Funktion iiber jeden geschlossenen Integrationsweg verschwindet. Fiir Kovektor-
felder sollte die Identitit ddw = 0 aus dem Stokes’schen Satz 9.7.2 heraus klar
werden: Er besagt, da3 das Integral von dw iiber eine Flache unseres Parallelpi-
peds auch als Integral von w iiber dessen Rand geschrieben werden kann, und
die Summe aller Randintegrale iiber die sechs Fldchen unseres Parallelpipeds ist
offensichtlich wieder Null.

9.5.15. In nebenstehendem Bild wage ich den Versuch einer anschaulichen Inter-
pretation der Vertriglichkeit zwischen der dufleren Ableitung und dem Zuriickho-
len von Kovektorfeldern. Gegeben ist ein Kovektorfeld w rechts und ein Punkt p
mit zwei Richtungsvektoren v/, « links. Das Wegintegral von ¢*w iiber den kleinen
Parallelogrammweg links approximiert (d(¢*w)), (¥, ). Es stimmt nach 8.4.9.2
iiberein mit dem Wegintegral des Kovektorfelds w iiber seinen Bildweg rechts,
eingezeichnet als durchgezogener Rundweg aus vier krummen Stiicken. Dahinge-
gen approximiert das Wegintegral {iber den kleinen gestrichelten Parallelogramm-
weg rechts (dw)y () (dp@ (), dpd(w)). Die Anschauung soll uns nun sagen, daf3 im
Grenzwert ¢ — 0 wie in 9.5.7 die entsprechenden beiden Wegintegrale rechts nach
Teilen durch ¢? gegen denselben Wert streben. In der Tat werden ja nicht nur die
beiden Rundwegsintegrale klein von zweiter Ordnung, sondern die beiden Wege
werden sich bei ¢ — 0 auch sehr dhnlich, und das sorgt dafiir, da} die Differenz
ihrer Rundwegsintegrale fiir ¢ — 0 sogar von dritter Ordnung verschwindet.
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Versuch einer anschaulichen Interpretation der Vertraglichkeit zwischen der
duBeren Ableitung und dem Zuriickholen von Kovektorfeldern.
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Ubungen

Ubung 9.5.16. Priifen Sie fiir beliebige glatte Funktionen f, a, b : R> — R und die
Abbildung ¢ : R? — R? gegeben durch p(a, b) = (a(x,y), b(z,y)) die Verwandt-
schaftsvertrdglichkeit der duBeren Ableitung dy*(f(z,y) dx) = ¢*d(f(x,y) dx).
Ubung 9.5.17. Priifen Sie fiir die Differentialform z2dx Ady—4 ¥ dx Adz, daB erst
die d@uBere Ableitung bilden und dann auf Kugelkoordinaten iibergehen dasselbe

Resultat liefert wie erst auf Kugelkoordinaten iibergehen und dann die dullere
Ableitung bilden.

9.6 Randfaltigkeiten

Definition 9.6.1. Seien X ein reeller Raum der Dimension dimg X = n und
k > 1. Eine Teilmenge M C X heif3t eine k-dimensionale berandete Mannig-
faltigkeit oder kurz k-Randfaltigkeit in X, wenn es um jeden Punkt p € M ein
lokales Koordinatensystem (U, g) von X gibt mit

W

Eine zweidimensionale berandete Untermannigfaltigkeit der Papierebene mit
angepaBten lokalen Koordinatensystemen um zwei ausgewihlte Punkte.

UNM={qeU|g(q) £0, grt1(q) = ... = gu(q) =0}

Wir nennen dann (U, g) ein an die Randfaltigkeit 1/ angepaBtes lokales Koor-
dinatensystem von X .
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9.6.2. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X und eine k-Randfaltig-
keit M C X erzeugt ihr Tangentialkegel in einem Punkt p € M offensichtlich
einen k-dimensionalen Untervektorraum von X . Er heiBt der Tangentialraum an
M in p und wird wie bei Mannigfaltigkeiten notiert als

T,M := (K, M)

Definition 9.6.3. Sei X ein reeller Raum der Dimension dimg X = n. Unter einer
Randkarte einer k-Randfaltigkeit A/ C X verstehe ich ein Paar (IV, ) bestehend
aus einer offenen Teilmenge W @ R« x R*~! und einer injektiven Abbildung

o W—=M

derart, daB es um jeden Punkt p € (W) ein an die Randfaltigkeit M ange-
paftes lokales Koordinatensystem (U, g) von X gibt mit U N M C ¢(W) und

©(91(q), .-, gr(q)) =q Vg€ UNM.

9.6.4. Insbesondere induziert fiir jede Randkarte (¥, ) einer k-Randfaltigkeit
M C X und alle p € W das Differential einen Isomorphismus

dpgp . Rk l> T@(p)M

Sind (W, ¢a) und (W3, pg) zwei Randkarten einer Mannigfaltigkeit M, so set-
zen wir Wo5 = ¢, (¢5(W5)) und nennen die Abbildung

Pfa = 9051 0 Yq i Wap — Waa

den Kartenwechsel zwischen unseren beiden Karten. Wie in 4.4.12 zeigt man,
daB auch jeder Kartenwechsel von Randkarten stetig differenzierbar ist.

Beispiel 9.6.5 (Randkarte zu angepafBitem lokalen Koordinatensystem). Ge-
geben ein an eine Randfaltigkeit M/ C X angepalites lokales Koordinatensystem
g: X 92U =V @ R" liefert seine Umkehrabbildung g~ : R" oV = U ¢ X
eine Randkarte (W, ¢) von M, wenn wir die durch das Anfiigen von Nullen ge-
gebene Abbildung i : Roy x R*! < R™ betrachten und auf W := i~ 1(V) die
Abbildung ¢ := g~' o : W — M betrachten.

9.6.6. Jede Mannigfaltigkeit ist auch eine Randfaltigkeit. In diesem Fall ist eine
Randkarte nach 4.4.9 dasselbe wie eine Karte, deren Definitionsbereich im offe-
nen Halbraum aller Punkte von R* mit negativer erster Koordinate enthalten ist.

9.6.7. Eine berandete Untermannigfaltigkeit der Kodimension Null in einem end-
lichdimensionalen reellen Raum heiBt auch eine C!-berandete Teilmenge. Unser
Bild von eben stellt eine C'-berandete Teilmenge der Papierebene dar.
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Beispiele 9.6.8. Alle mehrpunktigen Intervalle in R sind C'-berandete Teilmen-
gen. Die abgeschlossene Vollkugel {(z,y,z) | 2? + y* + 2% < 1} ist eine C'-
berandete Teilmenge des R?.

Lemma 9.6.9. Jede k-Randfaltigkeit M ist eine k-Fastfaltigkeit und fiir jede Rand-
karte o : W — M von M gilt M,., N (W) = @(W?°) fiir W° := Inngr(W).

9.6.10. Insbesondere ist das Komplement OM := M\ M,., der Menge der regu-
liren Punkte einer k-Randfaltigkeit eine (k — 1)-Mannigfaltigkeit. Wir nennen sie
den Rand von M.

Beweis. Dal} jede Randfaltigkeit eine Fastfaltigkeit ist, scheint mir offensichtlich.
Fiir das weitere bemerken wir, da8 gegeben zwei Randkarten (V) und (W, ¢)
einer Randfaltigkeit mit (W) = (V') durch Anwenden des Umkehrsatzes 4.1.2
auf den Kartenwechsel x = ¢! o ¢ folgt x(W°) C V° und durch Anwenden
auf den umgekehrten Kartenwechsel sogar x(W°) = V°. DaBl M eine (k — 1)-
Mannigfaltigkeit ist, ergibt sich unmittelbar. [

9.6.11 (Diskussion der Notation). Das Symbol 0 ist ein griechisches d. Die No-
tation OM fiir den Rand ist wohl darauf zuriickzufiihren, daB sich das Bilden des
Randes nach dem Satz von Stokes 9.7.2 als eine in gewisser Weise ,,duale Ope-
ration“ zum Differenzieren auffassen 146t und in jedem Falle dazu eng verwandt
ist. Der eben erklirte Begriff des Randes 0M fillt im Fall, dal gilt n = &k und
daB auBerdem M abgeschlossen ist im umgebenden affinen Raum, mit dem in
der Topologie verwendeten Begriff von Rand 5.5.1 zusammen. Er ist jedoch im
allgemeinen davon verschieden, obwohl man fiir beide Begriffe dieselbe Notation
benutzt. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschliefen.

Beispiele 9.6.12. Der Rand der Randfaltigkeit [a,b) C R besteht aus dem Punkt a.
Eine abgeschlossene Kreisscheibe in der Ebene ist auch als Teilmenge des Raums
aufgefallt eine zweidimensionale Randfaltigkeit mit dem Einheitskreis als Rand.

Definition 9.6.13. Gegeben eine Randkarte (W, ¢) einer (k-+1)-Randfaltigkeit M

erkldren wir die induzierte Karte (1, ) des Randes 0/ durch die Vorschrift
(W, @) := (i7" (W), p01)
mit i : R¥ — Ry x R¥ der Einbettung = — (0, x).

9.6.14. Unter einer Orientierung einer Randfaltigkeit verstehen wir wie bei all-
gemeinen Fastfaltigkeiten eine Orientierung ihres regulédren Teils.

Lemma 9.6.15. Gegeben eine orientierte (k + 1)-Randfaltigkeit M gibt es genau
eine Orientierung ihres Randes OM derart, daf; fiir jede Randkarte der Orientie-
rung € auch die induzierte Karte des Randes die Orientierung € hat. Wir nennen
sie die induzierte Orientierung des Randes.
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Eine orientierte berandete zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit der
induzierten Orientierung auf ihrem Rand und einer Randkarte
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Beweis. Seien (W, ¢,) und (Wjs, ¢3) zwei Randkarten von M. Der Kartenwech-
sel pgo : Wag = W, induziert nach 9.6.9 eine Bijektion W,z N (0 x R¥) =
Wsa N (0 x R¥) und diese Bijektion kann durch den Kartenwechsel g, der
auf dem Rand induzierten Karten beschrieben werden als g, (0, 2o, ..., x5) =
(0, Bga(Ta, - ., 7). Gegeben y € W, hat die Jacobimatrix [d(g,,)¢sa] des Kar-
tenwechsels mithin die Gestalt

6(90/501)1
0,y 0
[d04)P8a] = Oz (0,9)
* ‘ [dy@ﬁa}

Des weiteren ist der Eintrag oben links nicht negativ, denn (@3, )1 verschwindet
auf allen (0,y) und nimmt auf allen (¢,y) € W, mit ¢ < 0 negative Werte an.
Mithin hat in jedem Randpunkt die Funktionaldeterminante eines Kartenwechsels
zweier Randkarten von M dasselbe Vorzeichen wie die Funktionaldeterminante
des Kartenwechsels der auf dem Rand induzierten Karten. Dieses Vorzeichen ist
jedoch eine stetige Funktion und muf} deshalb auf den Punkten mit erster Koordi-
nate Null dasselbe sein wie auf den Punkten mit negativer erster Koordinate. [

Beispiel 9.6.16. Gegeben reelle Zahlen ¢ < bund ¢ : [a,b] — X eine stetig
differenzierbare injektive Abbildung in einen endlichdimensionalen reellen Raum
zeigt man unschwer, dafl M := ¢([a, b]) eine 1-Randfaltigkeit ist und ¢ eine In-
tegrationskarte von M/ und dal M genau eine Orientierung besitzt, fiir die diese
Integrationskarte orientierungsvertriglich ist. Dann besteht der Rand der Randfal-
tigkeit M aus den beiden Punkten OM = {¢(a), ¢(b)} und die induzierte Orien-
tierung gibt dem Ersten dieser Punkte ein negatives Vorzeichen und dem Zweiten
ein positives. Im hoherdimensionalen Fall bedeutet unsere Definition anschaulich,
daf die orientierten Basen der Tangentialriume des Randes diejenigen angeord-
neten Basen sind, die orientierte Basen der Tangentialriume der Randfaltigkeit
liefern, wenn man noch einen Vektor davorschreibt, der tangential an die Rand-
faltigkeit ist und an unserem Randpunkt ,,aus der Randfaltigkeit heraus zeigt*. Ist
speziell M = OK der Rand einer glatt berandeten Teilmenge A mit der von ei-
ner Orientierung des umgebendem Raums induzierten Orientierung, so nennt man
das orientierte Normalenfeld auch das duflere Normalenfeld, da dann anschau-
lich gesprochen N, stets ,,aus K heraus zeigt®.

Ubungen

Ubung 9.6.17. Seien X und Y endlichdimensionale reelle Riume, U @ X eine
offene Teilmenge und f : U — Y eine stetig differenzierbare Abbildung mit
tiberall surjektivem Differential. So ist fiir jede Randfaltigkeit C' C Y ihr Urbild
M = f~'(C) eine Randfaltigkeit von X der Dimension dim X — dim Y + dim C'
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mit Rand M = f~'(0C). Man erkennt so zum Beispiel, daB alle Vollkugeln
Randfaltigkeiten sind. Hinweis: 4.2.20 und 4.2.23.

9.7 Integralsatz von Stokes

9.7.1. Bisher haben wir bei der Definition von Fastfaltigkeiten, Randfaltigkeiten
und Mannigfaltigkeiten sowie ihren Koordinatensystemen, Karten und Randkar-
ten alle beteiligten Abbildungen fiir gewohnlich als stetig differenzierbar ange-
nommen. Wenn wir stattdessen C' fiir 1 < [ < oo fordern wollen, schreiben wir
das explizit dazu und sagen statt C> auch glatt. Den Fall [ = 0 betrachten wir
hier nicht, da dabei zusitzliche Schwierigkeiten auftreten und da dieser Fall fiir
das folgende nicht relevant ist. Zur Illustration der im Fall [ = 0 zu erwartenden
Schwierigkeiten sei nur bemerkt, dafl in diesem Fall bereits unser Beweis 9.6.9
fiir die Wohldefiniertheit des Randes einer Randfaltigkeit versagt.

Satz 9.7.2 (Stokes’scher Integralsatz). Seien M eine kompakte orientierte C-
Randfaltigkeit der Dimension (k+1) in einem endlichdimensionalen reellen Raum
und w eine stetig differenzierbare k-Form auf einer halboffenen Teilmenge unseres
Raums, die M umfafst. So gilt mit der induzierten Orientierung des Randes OM

auf der rechten Seite
/ dw = / w
M oM

9.7.3 (Verallgemeinerungen des Stokes’schen Integralsatzes). Der Beweis wird
zeigen, daB3 wir statt der Kompaktheit unserer Randfaltigkeit M schwicher nur
vorauszusetzen brauchen, daf} der Tréager der Differentialform unsere Mannigfal-
tigkeit in einem Kompaktum trifft, in Formeln suppw N M kompakt. In 9.7.19
erkldren wir eine Verallgemeinerung des Stokes’schen Integralsatzes von Rand-
faltigkeiten auf ,,Eckfaltigkeiten®, die fiir die im ,,wirklichen Leben* auftretenden
Situationen besonders relevant ist.

9.7.4. Konkrete Spezialfille des vorhergehenden Satzes werden ab 9.7.22 disku-
tiert. Bereits hier sei angemerkt, dal fiir eine kompakte Mannigfaltigkeit alias
eine kompakte Randfaltigkeit mit leerem Rand das Integral auf der linken Seite
verschwinden muB, in Formeln M =0 = [ dw = 0.

Beweis. Gilt die Aussage fiir w und «’, so auch fiir w + w’. Wir konnen also
nach der Beschreibung 5.1.5 der Kompaktheit und unseren Erkenntnissen 5.2.14
iiber glatte Teilungen der Eins ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen,
daf unsere Randfaltigkeit M eine Randkarte (W, ¢) einer Orientierung ¢ besitzt
mit (suppw N M) C @(W). So gilt per definitionem die erste Gleichung in der

Gleichungskette
/ﬁ dw = 5/ P (dw) = 5/ d(p*w)
M w w
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[lustration zum Stokes’schen Satz. Gegeben ein Kovektorfeld w erinnern wir uns
dazu daran, daf nach 9.5.7 seine duBere Ableitung (dw), (¥, w) ausgewertet auf
Richtungsvektoren ¢, eine Approximation des Wegintegrals von w iiber den
Rundweg von p erst nach p + v, dann weiter nach p + ¢ + , von dort nach
p + w und zuriick nach p ist. Es sollte nun anschaulich klar sein, dal die Summe
iiber viele derartige kleine Rundwegsintegrale das Randintegral iiber den ganzen
Bereich approximiert. Der Satz von Stokes formalisiert diese Anschauung.
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Da nach 9.5.11.4 im Fall einer C?-Abbildung die #uBere Ableitung mit dem Zu-
riickholen vertauscht, gilt unter unseren Annahmen auch die zweite Gleichung.
Bezeichnet (W, ) wie in 9.6.13 die induzierte Karte des Randes und i : R* —
R<o x R*, 2+ (0, ) die offensichtliche Einbettung, so gilt nach unseren Defini-
tionen und wegen ¢ = o i und W = i~1(W) auch

/ wzs/ gp*wzs/ i*(p*w)
oM w iTlW

Bezeichnen wir mit 7 die Fortsetzung durch Null von ¢*w auf den ganzen Halb-
raum, so reduziert sich unser Satz so auf den Spezialfall, den wir im Anschluf} als
eigenstindiges Lemma formulieren und beweisen. [

Lemma 9.7.5. Gegeben eine stetig differenzierbare k-Form n mit kompaktem
Triiger auf dem Halbraum Ry x R gilt

/ i*n:/ dn
RE R xR

fiiri : R¥ — Ry x R* die Einbettung x — (0, z).

Beweis. Wir nennen unsere Koordinaten ausnahmsweise zg, z1, . . . , £ und konnen
schreiben

k
n=_nydrgA... Ndz, A Adz
v=0

fiir stetig differenzierbare Funktionen 7, mit kompaktem Trédger. Es ergibt sich
i*n = (no o) dwy A ... A dxy. Die linke Seite ist also [, (n o i) d*z. Auf der
rechten Seite erhalten wir

k

on,
dn — Z(—m”az dzo A ... A day,
v=0 v

Fiir v # 0 verschwindet jedoch beim entsprechenden Summanden das v-te par-
tielle Integral, da die Stammfunktion 7, kompakten Triger hat und von —oo bis
oo integriert wird. Nur der erste Summand liefert folglich tiberhaupt einen Beitrag

und dieser Beitrag ist
0
o N 1k
— | = d ]
[ (LL55) = Lot

Vorschau 9.7.6 (Variante fiir abstrakte Randfaltigkeiten). Spiter werden wir
lernen, was eine ,,abstrakte Randfaltigkeit™ sowie eine ,,Differentialform auf ei-
ner abstrakten Randfaltigkeit* sind und wie man solche Differentialformen ablei-
tet und k-Formen iiber orientierte k-dimensionale abstrakte Randfaltigkeiten inte-
griert. In dieser Allgemeinheit gilt dann dieselbe Formel fiir eine beliebige stetig
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differenzierbare k-Form w mit kompaktem Tréager auf einer beliebigen orientier-
ten (k + 1)-dimensionalen C?-Randfaltigkeit M.

Beispiel 9.7.7 (Satz von Stokes im Fall einer FluBdichte). Seien X ein dreidi-
mensionaler orientierter reeller affiner Raum und X' C X eine kompakte orien-
tierte dreidimensionale C?-Randfaltigkeit alias ein Korper wie etwa eine massive
Kugel oder ein massiver Eisenring, den wir uns aber nur als wohlbestimmte Re-
gion in X denken, die durchaus von Gas durchstromt werden kann. Der Rand 0K
ist dann eine Flache, etwa eine Kugelschale oder die Oberfliche unseres Rings. Sei
nun w die 2-Form der FluBdichte eines bewegten Gases wie in 9.2.4. Nach 9.4.17
beschreibt das Integral von w iiber 0K die Gesamtmasse an Gas, die im gegebe-
nen Zeitintervall in einer durch die Orientierung bestimmten Richtung durch un-
sere Flache O K hindurchtritt. Nach 9.5.7 beschreibt die 3-Form dw an jeder Stelle
fiir jede angeordnete Basis aus drei kleinen Vektoren die Gesamtmasse an Gas,
die im gegebenen Zeitintervall aus dem entsprechenden kleinen Parallelpiped ent-
weicht oder in dieses einstromt, je nach Vorzeichen. Nach 9.4.17 beschreibt das
Integral iber K dieser 3-Form die Gesamtmasse an Gas, die im gegebenen Zeit-
intervall aus der Region K entweicht oder in diese einstromt, je nach Vorzeichen.
Der Satz von Stokes besagt dann schlicht, daf} diese Gesamtmasse dieselbe ist wie
die Gesamtmasse an Gas, die im gegebenen Zeitintervall durch die Oberfliche 0 K
hindurchtritt.

Beispiel 9.7.8 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Jedes mehr-
punktige kompakte reelle Intervall M = |a,b] ist eine eindimensionale glatte
Randfaltigkeit in R und erbt von R eine Orientierung. Sein Rand ist die nulldi-
mensionale Mannigfaltigkeit 9M = {a, b} und die induzierte Orientierung darauf
gibt dem Punkt a das Vorzeichen —1 und dem Punkt b das Vorzeichen +1. Eine
stetig differenzierbare Nullform w auf M ist eine stetig differenzierbare Funktion
G und ihre duflere Ableitung ist das Kovektorfeld dw = dG = G'(x) dz. Wir
erkennen so, da3 unser Satz von Stokes 9.7.2 in diesem Fall zum Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechnung [AN1] 12.5.7.3 spezialisiert.

Beispiel 9.7.9 (FluB durch eine Hemisphére). Wir kommen nocheinmal auf
unser Integral iiber die obere Hemisphire H der 2-Form 22 dx A dy aus 9.4.7
zuriick, wobei unsere Orientierung der oberen Hemisphire unter der Projekti-
on auf die Ebene die iibliche Orientierung des R? entsprach. Nun haben wir
das Gliick, 22dz A dy = —d(z2ydz) schreiben zu konnen. Der Rand von H
ist dann der im Gegenuhrzeigersinn orientierte Einheitskreis in der xy-Ebene
S ={(z,y,2) | 2* +y* =1, z = 0} und aus dem Satz von Stokes folgt

/xde/\dy:/—nydx
i g
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Zur Sicherheit machen wir noch die Probe und landen mit

2 2
/ —2?ydr = / — cos® psin @ d(cos p) = / cos® psin? o de
s 0 0

im wesentlichen bei demselben Integral wie dem, das wir bereits in 9.4.7 berech-
net hatten. Genauer wird der fehlende Faktor 2 von foﬂ sin ¢ d¢p in der Rechnung
dort hier dadurch ausgeglichen, daf} das Integral bis 27 lduft.

9.7.10 (Bedeutung des Formalismus der Differentialformen). Der hier vorge-
fiihrte Beweis des Stokes’schen Satzes ist sehr kurz. Das liegt daran, daf3 die hier
gewihlte Formulierung in der Sprache der Differentialformen so gut mit Koor-
dinatenwechseln vertrdglich ist, da wir uns beim Beweis sehr leicht auf einen
einfachen Spezialfall zuriickziehen konnen. In gewisser Weise haben wir also mit
der Entwicklung der Sprache der Differentialformen die Hauptarbeit bereits ge-
leistet. Als wesentliche nichttriviale Aussage mochte ich dabei insbesondere die
Vertriglichkeit der duBeren Ableitung mit C2-Koordinatenwechseln 9.5.11.4 her-
vorheben, die sich auch noch in vielen anderen Zusammenhingen als ein dulerst
starkes Hilfsmittel erweisen wird.

Beispiel 9.7.11. Wir wiederholen unser Beispiel einer FluBdichte 9.7.7 und tiber-
tragen es in eine andere Formelwelt. Gegeben eine kompakte C!-berandete Teil-
menge A C R” im Sinne von 9.6.7 bezeichne N : 0K — R" das dussere
Normalenfeld. Gegeben ein stetig differenzierbares Vektorfeld F' : K — R"
erkldaren wir seine sogenannte Quelldichte oder auch Divergenz durch die Vor-
schrift div F' := g—g +...+ gi:. Ist K sogar C*-berandet im Sinne von 9.7.1, so

T

zeigen wir den Gauf}’schen Integralsatz

/divF—/ F-N
K oK

Bilden wir in der Tat zu F' wie in 9.4.14 die zugehorige (n — 1)-Form w = wp, so
finden wir dw = (div F') dz; A ... A dx,,. Mit unseren Ubersetzungen 9.4.4 und
9.4.15 zeigt der Satz von Stokes 9.7.2 dann

/divF:/dw:/ w:/ F-N
K K oK 0K

In Worten ist also der FluB eines Vektorfelds durch den Rand eines C?-berandeten
Kompaktums im R" gleich dem Integral seiner Quelldichte iiber besagtes Kom-
paktum. Anschaulich mag man sich im Fall n = 2 die Oberfliche K eines ebenen
Moores denken, in dem Wasser nach oben dringt und iiber das Moor an den Rand
des Moores flieBt. Nehmen wir das Geschwindigkeitsfeld dieses Flusses als un-
ser Vektorfeld, so wire die Divergenz eben die Quelldichte in unserem Moor, das
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Randintegral mif3t die Wassermenge, die pro Zeiteinheit am Rand unseres Moores
herausliuft, und unser Satz besagt, daB3 sie gleich der Wassermenge sein muB}, die
pro Zeiteinheit im Inneren emporquillt.

- / SO !
<\ )

Eine kompakte 2-dimensionale Eckfaltigkeit M der Papierebene mitsamt einer
Eckenplittung in die dafiir in geeigneter Weise mit R? zu identifizierende
Papierebene.

Definition 9.7.12. Seien X ein reeller affiner Raum endlicher Dimension n und
k € N. Eine Teilmenge M C X heile eine k-Eckfaltigkeit, wenn fiir jeden Punkt
p € M ein lokales Koordinatensystem (U, g) von X existiert mit

UNM={qeUlglg)<0,....9:(q) <0, ger1(q) = ... = gul(q) = 0}

Wir nennen dann (U, g) ein an die Eckfaltigkeit 1/ angepaBtes lokales Koordi-
natensystem von X .

9.7.13 (Diskussion der Terminologie). Den Begriff einer ,,Eckfaltigkeit” gibt
es bisher in der Literatur noch nicht. Er ist das Ergebnis meiner Versuche, eine
Begrifflichkeit zu entwickeln, in der der Stokes’sche Integralsatz ohne viel zu-
sdtzlichen Aufwand in einer fiir Anwendungen niitzlichen Allgemeinheit prizise
formuliert und bewiesen werden kann.
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Beispiele 9.7.14. Eine nulldimensionale Eckfaltigkeit ist dasselbe wie eine nulldi-
mensionale Mannigfaltigkeit alias eine diskrete Teilmenge. Eine eindimensionale
Eckfaltigkeit ist dasselbe wie eine eindimensionale Randfaltigkeit. Eine zweidi-
mensionale Eckfaltigkeit wire zum Beispiel ein ,,abgeschlossenes Segment einer
Kreischeibe®. Eine dreidimensionale Eckfaltigkeit im dreidimensionalen Raum
ist etwa ein Wiirfel oder ein massiver Zylinder oder eine Vollkugel. Jede Mannig-
faltigkeit ist auch eine Eckfaltigkeit. Eine n-dimensionale Eckfaltigkeit in einem
n-dimensionalen Raum nenne ich auch eine eckig berandete Teilmenge und im
C!-Fall eine C'-eckig berandete Teilmenge, die also salopp gesprochen ,,lokal
um jeden Punkt mit einem C'-Diffeomorphismus in eine offene Teilmenge einer
Kopie der Standardecke transformiert werden kann®.

Definition 9.7.15. Sei X ein reeller Raum der Dimension dimr X = n. Unter
einer Eckenkarte einer k-Eckfaltigkeit A/ C X verstehe ich ein Paar (W, ) be-
stehend aus einer offenen Teilmenge W @ (R<()* und einer injektiven Abbildung

oW —-=M

derart, daB es um jeden Punkt p € (W) ein an die Eckfaltigkeit M ange-
paBtes lokales Koordinatensystem (U, g) von X gibt mit U N M C (W) und

©(91(q), -, g1(q)) =q Vg e UN M.

Lemma 9.7.16. Jede k-Eckfaltigkeit M ist eine k-Fastfaltigkeit und fiir jede Ecken-
karte o : W — M von M gilt M., N (W) = @(IW°).

9.7.17. Insbesondere ist das Komplement OM := M\ M,., der Menge der regu-
liren Punkte eine (k — 1)-Fastfaltigkeit. Wir nennen sie den Rand von M. Weiter
ist Myeg LI (OM )., eine k-Randfaltigkeit.

Beweis. Dieser Beweis ist fast identisch zum Beweis der entsprechenden Aussage
fiir Randfaltigkeiten 9.6.9. Dal} jede Eckfaltigkeit eine Fastfaltigkeit ist, scheint
mir offensichtlich. Fiir das weitere bemerken wir, dall gegeben zwei Eckenkarten
(V,4) und (W, p) einer Eckfaltigkeit mit (W) = (V') durch Anwenden des
Umkehrsatzes 4.1.2 auf den Kartenwechsel k = ¢! o ¢ folgt x(W°) C V° und
durch Anwenden auf den umgekehrten Kartenwechsel sogar x(W°) = V°. Das
Lemma folgt. [

9.7.18. Unter einer Orientierung einer Eckfaltigkeit M/ verstehen wir eine Orien-
tierung als Fastfaltigkeit alias eine Orientierung der Mannigfaltigkeit M, .. Das ist
auch dasselbe wie eine Orientierung der Randfaltigkeit M,e, U (OM ),eg und indu-
ziert damit nach 9.6.15 eine Orientierung der Mannigfaltigkeit (OM )., alias eine
Orientierung der Fastfaltigkeit 0M, die induzierte Orientierung des Randes.
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Ein expandierendes Gas, das durch die Ecken entweicht, als Beispiel dafiir, daf3
die Kompaktheitsbedingung beim Satz von Stokes notwendig ist.
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Satz 9.7.19 (Stokes’scher Integralsatz mit Ecken). Seien M eine orientierte C*-
Eckfaltigkeit der Dimension (k + 1) in einem endlichdimensionalen reellen Raum
und w eine stetig differenzierbare k-Form auf einer halboffenen Teilmenge unseres
Raums, die M umfafst und fiir die (suppw) N M kompakt ist. Versehen wir den
Rand OM von M mit der induzierten Orientierung, so gilt

/dw:/ w
M oM

Beweis. Mit denselben Tricks wie beim Beweis fiir Randfaltigkeiten 9.7.2 ziehen
wir uns auf den Fall M = (R<o)*™' C R**! zuriick. Wir miissen damit nur zei-
gen, daB fiir i, : (R<p)® — (R<o)*! das Einfiigen einer Null an der v-ten Stelle
und 7 eine stetig differenzierbare k-Form mit kompaktem Triger auf (R<()**!
gilt

k

S [ iw= [
=0 (R<o)¥ (R<g)k+t

Das Nachrechnen dieser Verallgemeinerung von Lemma 9.7.5 bleibe dem Leser
iiberlassen. ]

9.7.20 (Bedeutung der Kompaktheitsannahmen). Im allgemeinen gilt der Satz
von Stokes keineswegs fiir nichtkompakte Randfaltigkeiten, selbst wenn am Rand
,nur ein Punkt fehlt und das die Kompaktheit zerstort®. Ist zum Beispiel () ein
Quadrat in der Ebene ohne die Ecken, so konnen wir auf einer offenen Menge, die
unser eckenloses Quadrat umfaft, ein Vektorfeld konstruieren, das den Fluf3 eines
expandierenden Gases beschreibt, das ,,durch die Locher in den Ecken entweicht*
aber dessen Fluf} durch die Randkanten des Quadrats verschwindet. In dieser All-
gemeinheit gélte der Satz von Stokes also nicht. Allerdings miilte unser Gas ,,mit
unendlicher Geschwindigkeit durch die Ecken pfeifen* und sein Geschwindig-
keitsfeld konnte nicht stetig auf besagte Ecken fortgesetzt werden, weshalb auch
die Voraussetzungen fiir unseren Satz von Stokes mit Ecken in diesem Fall nicht
erfilllt wéiren. Es gibt noch sehr viel allgemeinere Versionen des Stokes’schen
Satzes mit Ecken, vergleiche etwa [K6n97], mit denen sich zum Beispiel auch der
FluB durch die Oberfliche eines Ikosaeders oder einer Eiswaffel direkt diskutieren
lieBen. Der hier besprochene Fall scheint mir jedoch fiir die meisten Anwendun-
gen ausreichend und hat den Vorteil, dal sowohl seine Formulierung als auch sein
Beweis nur wenig begrifflichen Aufwand bendétigen. Den Fall eines Ikosaeders
kann man daraus im iibrigen auch noch erhalten, etwa indem man besagten Iko-
saeder in Dreieckspyramiden mit einer Ecke im Ursprung zerlegt.

9.7.21. Ich formuliere nun einige Spezialfille des allgemeinen Stokes’schen Sat-
zes 9.7.2 in klassischer Notation, um die Lektuire dlterer Texte zu erleichtern. Ich
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hoffe jedoch, daB sich der fiir explizite Rechnungen und theoretische Uberlegun-
gen gleichermalen bestens geeignete Formalismus der Differentialformen mit der
Zeit auch bei den Anwendern durchsetzen wird.

Beispiel 9.7.22 (Wegintegral iiber ein Gradientenfeld). Seien M/ C R" eine
eindimensionale Randfaltigkeit und ¢ : [a,b] = M eine surjektive Integrations-
karte. So besitzt M genau eine Orientierung, fiir die ¢ eine orientierte Integrati-
onskarte ist. Gegeben eine Nullform alias Funktion f auf einer halboffenen Menge
U @ R", die M umfafit, haben wir df = cang(grad f) und der Satz von Stokes
erhilt nach 9.6.16 und 9.4.9 die Gestalt

/ab<gradf, dy) = j{adf = /Mdf = 8Mf = flp(b) — f((a))

In dieser Situation erhalten wir also erst einmal nur spezielle Fille unserer Er-
kenntnis f(p df = f(e(b) — f(e(a)), die wir bereits allgemeiner fiir beliebiges
stetig differenzierbares ¢ : [a,b] — R™ gezeigt hatten. Wir erhalten die dortige
Erkenntnis im allgemeinen, wenn wir mit der Randfaltigkeit I = [a, b] mit ihrer
offensichtlichen Orientierung und mit der Funktion f o ¢ arbeiten. Dann ergibt
sich

Adf:%fw«ﬁ%zZﬁ“dﬂZiédﬁow)z [ fop=(ro0!

Beispiel 9.7.23 (Schwerpunkt und Auftrieb homogener Korper). Ein homo-
gener, als da heif3t iiberall gleich dichter schwerer Korper K wird an einem Seil
ins Wasser gelassen. Wir wollen uns iiberlegen, daf3 auch im Wasser der Schwer-
punkt unseres Korpers in der Vertikalen unter dem Aufhingepunkt bleibt. Fiir
inhomogene Korper gilt das im allgemeinen keineswegs. Wir denken uns unseren
Korper als kompakte glatt berandete Teilmenge K C R? mit Schwerpunkt auf der
z-Achse, also [,z = [,y = 0. Die Wasseroberfliche moge die Ebene z = 0
sein. Der Wasserdruck steigt linear mit der Tiefe, auf ein Oberflachenelement der
Fliche o um p € 0K wirkt also die Kraft z(p) N, mit N,, dem nach auBen orien-
tierten Normalenvektor bei p. Befindet sich der Authéngepunkt etwa in der Hohe
h < 0, so wird das Drehmoment um diesen Aufhéngepunkt das Oberflicheninte-
gral

th@W%X@+h®)

Die Komponenten dieses Vektors bei p = (z,y, z) mit N, = (N1, N2, N3) sind
2(Ny(z4+h)— N3y), 2(Nsz — Ny (2+h)) und z(Nyy — Noz) und konnen auch dar-
gestellt werden als die Skalarprodukte von N, mit den Vektorfeldern vy (z,y, x) =
(0,224 hz, —2y), vo(z,y,2) = (—2% — h2,0, 2x) und v3(z, y, 2) = (2y, —2x,0).
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Es gilt also [, (N - v;)0 = 0 zu zeigen. Mit dem Satz von Gaull kénnen wir
diese Integrale verwandeln in die Integrale |, 5 divv; und wegen dive, = —y,
div v9 = x und div v3 = 0 verschwinden sie in der Tat alle drei.

Beispiel 9.7.24 (Klassischer Satz von Stokes). Sei M/ C R3 eine kompakte ori-
entierte berandete Fliche oder priziser C2-Randfaltigkeit der Dimension 2. Sei N
ihr orientiertes Normalenfeld 9.4.13. Sei I : U — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U @ R?, die M umfaBt, und bezeichne
n = cang(F') die zugehorige 1-Form. So finden wir dn = w,q ¢ in der Notation
von 9.4.14 fiir das durch die Vorschrift

(3F3 oFy, O0F, 0F; O0F 0F1)
rot F = —

Oxry Oxs3 Oxg Ox1 Ox1 O
ggebene Vektorfeld auf U. Dies Vektorfeld ist die Rotation unseres Vektorfelds
F, wie wir sie in 8.8.12 eingefiihrt haben. Nehmen wir nun zusitzlich an, der
Weg ¢ : [a,b] — OM sei eine positiv orientierte surjektive Integrationskarte
des Randes OM der Randfaltigkeit M. Unser allgemeiner Satz von Stokes 9.7.2
spezialisiert in dieser Situation zum klassischen Satz von Stokes

b
/N-(rotF):/dn:/ 77:/ F-dy
M M oM a

Allgemeiner konnte eine surjektive orientierte Integrationskarte des Randes als
Definitionsbereich auch eine endliche disjunkte Vereinigung von kompakten In-
tervallen haben und dann erhalten wir rechts die Summe iiber die entsprechen-
den Wegintegrale. In Worten ist also das Wegintegral eines Vektorfeldes iiber den
Rand einer Fldache gleich dem FluB der Rotation des Vektorfelds durch besagte
Fléche.

9.7.25. Bei Anwendern, die hauptsichlich im R? arbeiten, ist eine andere symbo-
lische Schreibweise fiir grad, rot und div sehr beliebt: Sie betrachten den soge-
nannten Nabla-Operator V, den man sich denkt als den ,,Vektor von Symbolen*

(£, %, £), und schreiben

V f = grad f, zuverstehen als symbolisches Produkt des Nabla-Vektors mit einer
skalaren Funktion;

V - F =div f, zu verstehen als symbolisches Skalarprodukt des Nabla-Vektors
mit einer vektorwertigen Funktion; das Skalarprodukt wird von diesen An-
wendern meist v - w notiert statt wie bei uns (v, w);

V x F' =rot F, zu verstehen als symbolisches Vektorprodukt des Nabla-Vektors
mit einer vektorwertigen Funktion, wo eben das Vektorprodukt v X w =
(Vw3 — V3ws, V3w — V1 — W3, V1We — Vewy ) aus der Geometrie des Raums
[LA2] 2.4.1 zugrundegelegt wird.
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In dieser Notation wird dann unsere Formel ddw = 0 fiir w eine Funktion bezie-
hungsweise eine 1-Form auf dem R? verstanden als formal-symbolische Konse-
quenz der Formeln v x v = 0 beziehungsweise v - (v X w) = 0 aus der Geometrie
des Raums.

Beispiel 9.7.26 (Green’sche Formel). Sei G C R? eine kompakte C*-eckig be-
randete Teilmenge, versehen mit der von der Standardorientierung des R? her-
kommenden Orientierung. Sei ¢ : @Q — R? eine surjektive orientierte Integrati-
onskarte ihres Randes mit () einer Vereinigung der paarweise disjunkten Intervalle
[a;, b;] fiir 1 < i < n. Anschaulich sind die ¢ : [a;, b;] — R? Stiicke eines ,,im Ge-
genuhrzeigersinn auf dem Rand umlaufenden geschlossenen Integrationswegs®.
Gegeben ein stetig differenzierbares Vektorfeld v = (vy,v,) auf einer offenen
Umgebung von G betrachten wir die 1-Form (v, ) = n = vy dz; 4 v9 dzs. Sie hat
das Differential dn = (rot v) dx; A dz, fiir

ot 8112 82}1
rotv = [ — — —=
6171 awg
die in 8.8.12 erklirte skalare Rotation eines Vektorfelds in der Ebene. Der Satz
von Stokes mit Ecken 9.7.19 spezialisiert dann zur Green’schen Formel

n b;
rot’u—/dn—/ n= / v-dy
/G G 8G ; a;

Diese Formel konnten Sie fiir G ein Rechteck bereits in 8.8.21 zur Ubung priifen.

Beispiel 9.7.27 (Fliiche eines ebenen Gebiets). Sei G C R? wie in 9.7.26 eine
kompakte C*-eckig berandete Teilmenge mit der von der Standardorientierung
des R? herkommenden Orientierung. Sei ¢ : Q — R? eine surjektive orientierte
Integrationskarte ihres Randes mit () der Vereinigung der disjunkten Intervalle
[a;, b;] fiir 1 <4 < n und mit den Komponenten ¢ = (1, p2). Betrachten wir die
2-Form w = z dy mit Differential dw = dz A dy und ¢*w = 1 (t)@h(t) dt, so
spezialisiert der allgemeine Satz von Stokes 9.7.2 zu einer Formel fiir die Fldche
des Gebietes (G, genauer zu der Regel

n b;
/1:/dx/\dy:/ :U/\dy:Z/ ©1(t)ph(t) dt
G G G i=1 Y @i

Fiir achsenparallele Rechtecke priift man das auch leicht ganz explizit nach.

9.7.28. Ich selber finde die alternative Interpretation dieser Formel mithilfe des
Gaul3’schen Integralsatzes besonders anschaulich: Quillt in einem Moor iiberall
gleichviel Wasser hoch, so konnen wir seine Fldache bestimmen, indem wir mes-
sen, wieviel Wasser in einem Graben um unser Moor abliduft. Wie genau das Was-
ser auf unserem Moor zum Randgraben lduft, ist dabei vollig unerheblich. Statt
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Die Formel 9.7.27 fiir die Flache eines ebenen Gebiets gilt nun natiirlich ebenso
fiir ,,Gebiete mit Ecken®. Diese Formel kann etwa angewandt werden, um ein
GPS-Geriit so zu programmieren, daf es einem die Fliche des Gebiets berechnet,
das man bei einem Rundweg umrundet hat. Im Spezialfall eines Gebiets, das von
einem den Kanten eines Rechenpapiers folgenden Weg im Uhrzeigersinn
umrundet wird, ergibt sich, wenn wir Stokes auf die Form y dz anwenden, die
Fléache als die Hohe des Schwerpunkts der Menge der horizontalen Kanten, wenn
wir jede Kante nach rechts mit ihrer Hohe gewichten und jede Kante nach links
mit dem Negativen ihrer Hohe. Fiir die Flache des obigen Gebiets ergibt sich so

Ix44+2-2x1-2-3=7
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w = x dy konnten wir also ein beliebiges w mit dw = dx A dy nehmen und so
weitere Formeln fiir die Flidche eines ebenen Gebiets erhalten.

9.7.29 (Alternativer Zugang zur Homotopieinvarianz bei Wegintegralen). Wir
konnen nun auch einen besonders kurzen Beweis fiir die Homotopieinvarianz von
Wegintegralen in geschlossenen Kovektorfeldern 8.8.8 geben fiir den Fall, da3 wir
zwei stetig differenzierbare Wege v, v : [0, 1] — A betrachten und daf es dazwi-
schen sogar eine zweimal stetig differenzierbare Homotopie A : [0,1]? — A gibt.
Wir nehmen genauer A offen in einem reellen Raum X anund w : A — X* ein
stetig differenzierbares Kovektorfeld. Die Behauptung in 8.8.8 besagt ja gerade,
daB aus dw = 0 folgt fV w= | ,»&- Aber nun finden wir

/w—/w:/ h*w:/ d(h*w):/ h*(dw) =0
Y P a([0,1]2) [0,1]2 (0,1]2

nach der Definition einer Homotopie, dem Satz von Stokes mit Ecken, der Ver-
traglichkeit des Zuriickholens von Formen mit dem duBeren Differential 9.5.11.4
und unserer Annahme dw = 0.

Ubungen

Ubung 9.7.30. Im Fall einer stetig differenzierbaren k-Form w auf einer offe-
nen Teilmenge eines endlichdimensionalen rellen affinen Raums X zeige man
fiir v, . .., Uy € X linear unabhingig die Formel

1
(dw) (o, - . ., Ug) = lim w

k+1
=01 F(x,tvg,...,t0%)

mit F(x, v, . .., 7)) der in geeigneter Weise orientierten Oberfliche eines Paral-
lelpipeds mit Ecke x und Kantenvektoren v;, iiber die wir dann unsere k-Form
integrieren. Hinweis: Satz von Stokes mit Ecken 9.7.19.

Ubung 9.7.31. Man priife die Formel fiir die Fliche eines ebenen Gebiets im Fall
eines achsenparallelen Rechtecks.

9.8 Der Hodge-Operator mit Anwendungen

Proposition 9.8.1 (Hodge-*-Operator). Gegeben ein endlichdimensionaler ori-
entierter reeller Vektorraum V' der Dimension n mit einer nichtausgearteten sym-

metrischen Bilinarform t und p,q € N mit p + q = n gibt es genau eine lineare
Abbildung x = %, : Alt’ V. — AtV mit

el A ANey en e, AL Ae,
fiir jede angeordnete Orthogonalbasis e, ..., e, von V der Orientierung c mit

N ‘= t(ei, ei) = +1 V..
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9.8.2. Im Fall eines pseudoeuklidischen n-dimensionalen Vektorraums (V, S) mit
vorgegebener Orientierung von S liefert dieselbe Konstruktion natiirliche Isomor-

phismen
0 AltP(V) @ L® 5 org(V) @ AltY(V) @ L®1

mit x(v] A, AV )@ 1] @. .. @ |lvpll = enr . @ (vp AL AU @ | Upga || ©
... ® ||v,|| fiir eine und jede angeordnete Basis vy, .. ., v, der Orientierung ¢ aus
paarweise orthogonalen Vektoren mit 7; dem Vorzeichen von ¢(v;, v;) fiir t € S-,.
In diesem Fall gilt dann *(x/3) = ... 7, (—1)P10.

Beweis. Ein moglicher Beweis besteht darin, das tapfer durchzurechnen. Dieser
Zugang sei Thnen zur Ubung iiberlassen. Ein struktureller Beweis gelingt mit fei-
neren Methoden der multilinearen Algebra und geht aus von einer gewissen Ver-
trautheit mit den &uBeren Potenzen A"V eines K-Vektorraums V nach [LA2]
8.5.14, mit ihrem Dachprodukt, mit der durch das Dachprodukt gegebenen nicht-
ausgearteten Paarung A\’ Vx A?V — A"V nach [LA2] 8.5.17 und mit den durch
Zusammendachen und Einsetzen gegebenen Morphismen A”(V7") — Alt"V =
(A”(V))" nach [LA2] 8.5.9. Weiter erinnern wir die durch unsere Bilinearform
t gegebene lineare Abbildung can; : V' — VT mit e; — n;¢e/ fiir eine Or-
thogonalbasis wie oben mit ¢(e;, e;) = &;. SchlieBlich erinnern wir das durch ¢
und die Orientierung gegebene kanonische Element w; € "V maximalen Gra-
des aus [LA2] 8.5.19, das beziiglich jeder Basis wie oben gegeben wird durch
wr =ce; A... A ey,. Sie liefern Isomorphismen

APV S AP(VT) S APV S Hom(A'V, A" V) S (ATV)T S ATV
und deren Verkniipfung hat die behauptete Eigenschaft. [

9.8.3 (Diskussion der Konventionen). Die in der obigen Definition des Hodge-
x-Operators 9.8.1 versteckten und in gewisser Weise willkiirlichen Wahlen von
Vorzeichen wurden so getroffen, dal im Fall eines Skalarproduktes ¢ fiir alle «
die n-Form o A x« auf vertrdglich orientierten angeordneten Basen nichtnegative
Werte annimmt. Es wire auch nicht besser oder schlechter, die Vorzeichen so zu
wihlen, dal das ,,umgekehrte Dach-Produkt* in diesem Sinne ,,positiv definit*
wire, aber auf eine Konvention muf3 man sich an dieser Stelle einigen.

Beispiel 9.8.4. Jedem Vektor ' € R™*! hatten wir in 9.4.14 eine n-Form wp €
Alt"(R™"!) zugeordnet. Jedem Vektor v in einem endlichdimensionalen Skalar-
produktraum (V) ¢) hatten wir in 8.1.16 den Kovektor can;(v) € V* zugeordnet.
Im Fall (R"*! s) des R"*! mit seinem Standardskalarprodukt und seiner Stan-
dardorientierung finden wir unmittelbar die Beziehung

wp = *gcang(F)
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Im Fall eines beliebigen endlichdimensionalen orientierten Skalarproduktraums
nehmen wir diese Identitit als Definition von wp.

Definition 9.8.5. Gegeben eine offene Teilmenge U G X eines endlichdimensio-
nalen reellen Raums X und eine Riemann’sche Metrik ¢ auf U und ein differen-
zierbares Vektorfeld v : U — X definieren wir die Divergenz unseres Vektorfelds
als die Funktion

divi(v) = (% o d o x4 0 cany) (v)

Obwohl der *-Operator von einer zu wihlenden Orientierung abhéngt, ist die Di-
vergenz wegen des doppelten Auftretens unseres *-Operators davon unabhéngig.
Eine vielleicht noch natiirlichere Beschreibung der Divergenz mithilfe der ,,Lie-
Ableitung* erkldren wir in [?] 2?.

Erginzung 9.8.6. Die Divergenz eines Vektorfeldes ist dieselbe in Bezug auf je
zwel Riemann’sche Metriken, die durch Multiplikation mit einer positiven Kon-
stanten auseinander hervorgehen.

Beispiel 9.8.7. Sei X = R? mit der Standardorientierung und dem Standardska-
larprodukt ¢ = s versehen. Gegeben ein differenzierbares Vektorfeld der Gestalt
v = ad, + bd, + cd, mit differenzierbaren Funktionen a, b, ¢ : R* — R finden wir
die iibliche Formel div(v) = a, + b, + ., indem wir rechnen

v = ad, + b0, + o,

adxr + bdy + cdz

ady N dz — bdx N dz + cdx N dy

agdx Ndy N dz — bydy N\ dx AN dz + c.dz AN dx A dy
= a; +b,+c;

— — — ~—

Hier wire es zwar in der Tat sehr viel einfacher gewesen, schlicht diese letzte For-
mel hinzuschreiben. Unsere neue Interpretation vertrdgt sich jedoch besser mit
der Verwandtschaft, insbesondere da die duflere Ableitung d sich so gut mit Ver-
wandtschaft vertrigt, und ermdoglicht so eine iibersichtliche Darstellung in ande-
ren orthogonalen Koordinaten. Um etwa die Divergenz in Polarkoordinaten zu
bestimmen, erinnern wir uns daran, da3 nach 8.3.11 unter der Polarkoordinaten-
abbildung P die Standardmetrik s = dz®? + dy®? auf der zy-Ebene verwandt
ist zum 2-Tensor g = dr®? + r? d9¥®2. Damit rechnen wir dann vergleichsweise
miihelos

= a0, + b0y
cang (v ) = adr + br*dd
*g(cang(v)) = ardd — brdr
d(4(cany(v))) = (a,r +a)dr AdY + bgrdr A dV
divg(v) = #(dlkg(cany () = ar+by+r"a
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Definition 9.8.8. Gegeben U @ R" und eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f : U — R setzen wir
0*f 0*f

Afza—x%—l-...—f—a—x%

und nennen A den Laplaceoperator.

9.8.9 (Anschauung fiir den Laplaceoperator). Der Wert (A f)(z) der durch An-
wenden des Laplaceoperators A auf eine Funktion f entstehenden Funktion an
einer Stelle x mift die Abweichung des Funktionswerts bei # vom Durchschnitt

der Funktionswerte in einer kleinen Umgebung von z. In einer Veridnderlichen gilt
zum Beispiel fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion

f”(&:) _ limz (f(l’—i—&) +f<x_5) _ f(l’))

e—0 52 2

wie der Leser mithilfe der Taylorentwicklung leicht nachpriifen kann und viel-
leicht auch als Ubung [AN1] 12.6.2.8 bereits gepriift hat. In mehreren Veriinderli-
chen gilt in derselben Weise fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion mit
der Notation e; fiir die Vektoren der Standardbasis

(Af) () = lim % (Qi (Z flo+ee)+ fla— >) - f(w)>

9.8.10 (Laplace-Operator in anderen Koordinaten). Um den Laplaceoperator
A in anderen Koordinaten auszudriicken, kann man von der Darstellung

Af =%, d*,df

ausgehen, mit s der iiblichen Riemann’schen Metrik auf R" und *4; dem zu dieser
Metrik und der Standardorientierung gehdrenden Hodge-*-Operator. Gegeben ein
endlichdimensionaler reeller Raum X und eine offene Teilmenge V' @ X und ein
differenzierbare Abbildung ¢ : V' — U mit bijektivem Differential an jeder Stelle
und eine zur Standardmetrik ¢-verwandte Riemann’sche Metrik ¢ auf I haben wir
dann die Verwandtschaft ¢ : x, dx,d(fo¢) ~» x4 dx df = Af.Istspeziell etwa ¢
die Polarkoordinaten- oder die Kugelkoordinatenabbildung, so 146t sich das auch
sehr konkret und explizit berechnen.

Beispiel 9.8.11 (Laplaceoperator in Polarkoordinaten). Wir berechnen den La-

placeoperator einer Funktion f in Polarkoordinaten und finden dhnlich wie in
9.8.7 der Reihe nach

df = fr.dr+ fed?9

= fordd — r= fodr

(frﬂ‘ + fr + Tﬁlfﬁﬁ>d7" A dd
= frr +Tﬁlfr+r72f1919

~— — —
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Ubungen

Ubung 9.8.12. Gegeben ein endlichdimensionaler orientierter reeller Skalarpro-
duktraum mit Skalarprodukt ¢ finden wir fiir den Hodge-*-Operator *, : Alt? V' =
Alt?V fiir alle A € V' die Identitét

%0 (AN) 0% = (—1)"_p+1iv

fiir can; : v — A mit den Einsetzungshomomorphismen ¢, aus [LA2] 8.5.21. Im
allgemeinen finden wir dasselbe mit einem Vorzeichen, auf das es uns hier nicht
ankommen soll.

Weiterfiihrende Ubung 9.8.13 (Anschauliche Bedeutung der Divergenz). Man
zeige, daf} die Divergenz eines stetig differenzierbaren Vektorfelds auf R" genau
die ,Jlokale Volumenédnderung unter dem Flu 6.6.1 des besagten Vektorfelds*
beschreibt, da} genauer fiir jede stetige Funktion mit kompaktem Trager f gilt

tzo/foXt:—/fdivX

Hier ist zu beachten, dafl auf jedem Kompaktum der Fluf} fiir eine positive Zeit-
spanne existiert. Hinweis: Man schrinke sich auf den Fall von glattem f ein, ziehe
die zeitliche Ableitung unter das Integral und beachte, dafl das Integral iiber ganz
R™ jeder partiellen Ableitung einer stetig differenzierbaren Funktion mit kompak-
tem Triger verschwindet.

d
dt

Ubung 9.8.14. Fiir r-Formen « auf einem orientierten n-dimensionalen Vektor-
raum mit nichtausgearteter symmetrischer Bilinearform ¢ und A € R* priife man
die Formel *y,o0 = (\"/|A\|"/?) %, a. Insbesondere gilt fiir 2-Formen o auf einem
vierdimensionalen Raum und \ € R* stets *y;a = *;av.

Ubung 9.8.15. Wir betrachten wieder Kugelkoordinaten wie in 4.2.3. Man zeige,
daB fiir das zum Vektorfeld a0, + b0y + cO,, verwandte Feld auf dem zyz-Raum
die Divergenz verwandt ist zur Funktion a, + by + ¢, + 2r~ta + beot 9.

Ubung 9.8.16 (Mehr Anschauung fiir den Laplaceoperator). Man zeige, daf3
der Laplaceoperator invariant ist unter Drehungen. Ist genauer A € O(n) eine
orthogonale Matrix und bezeichnet A : R” — R" die zugehorige lineare Abbil-
dung, so zeige man fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R" — R
die Formel A(f o A) = (Af) o A. Man folgere die Formel

Jy—aj=e FW) o)
) f(@)

auf deren rechter Seite nach dem Faktor 2" /e? bis auf ein Vorzeichen die Diffe-
renz zwischen dem Funktionswert f () und dem Durchschnitt der Funktionswerte

(Af)(@) = lim 2 (

e—0 {52
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auf einer Kugelschale mit Zentrum in z und Radius ¢ steht. Hinweis: Man mittle
9.8.9. Die Taylorentwicklung oben liefert in einer Veridnderlichen sogar préziser
die Darstellung

2 (f(56+€)+f(fc—€)

e2 9

- f(w)> — (P + £1(EN)2

mitt € (x,x +e)und { € (z — g, ).

Erginzende Ubung 9.8.17 (Drehinvariante Differentialoperatoren). Die poly-
nomialen Funktionen D € C[X},...,X,] auf dem R", die invariant sind unter
allen Drehungen A € SO(n), sind genau alle Polynome im quadrierten Abstand
vom Nullpunkt, in Formeln

C[X1,..., X300 = C[(X? + ... + X?)]

Die Differentialoperatoren D € Cl0y, ..., 0,] mit konstanten Koeffizienten auf
dem R™, die invariant sind unter allen Drehungen A € SO(n), sind genau alle
Polynome im Laplace-Operator, in Formeln

Cay, ..., 0,5°™ = C[A]

Ubung 9.8.18 (Laplaceoperator in Kugelkoordinaten). Man zeige, dal der La-
placeoperator einer Funktion f in den Kugelkoordinaten aus 4.2.3 gegeben wird
durch die Formel

Af = fror+2r b7 2 fog 12 fycotd + (rsind) " f,,
Hinweis: Statt das direkt zu rechnen, kann man auch von 8.3.15 und 9.8.15 aus-

gehen.

Ergiinzende Ubung 9.8.19 (Die Maxwell’schen Gleichungen). Wir bezeichnen
die Koordinaten des R* mit z, 9, z, t und betrachten auf dem R* oder allgemeiner
einer halboffenen Teilmenge desselben eine glatte 2-Form

F = E'z Adt+ E*dy Adt + E*dz A dt
+BYdy A dz + B*dz A dx + B3dx A dy

So ist die Gleichung dF' = 0 dquivalent zu den beiden Gleichungen

divB =0 und rot £ = _G_B
ot

fiir rot £/ der Rotation wie in 8.8.12 und div B der Divergenz alias der Summe
der partiellen Ableitungen nach x, y und z wie in 9.7.11. Leser mit physikalischer

278



Vorbildung erkennen die beiden ersten Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum.
Betrachten wir zusitzlich die sogenannte ,,Lorentzmetrik*

l:=dz®* + dy®* + dz®* — Pdt®?

mit einer reellen Konstante ¢ # 0, so ist die Gleichung d(*,F') = 0 dquivalent zu
den beiden anderen Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum

oF

divE=0 und c’rotB=—

ot
Der Formalismus der Verwandtschaft von Differentialformen sagt uns dann, in
welcher Weise ein elektromagnetisches Feld F'in andere Koordinaten umgeschrie-
ben werden muB3, und daf} die Maxwell’schen Gleichungen in diesem Sinne nicht
von der Wahl der Koordinaten abhéngen.

Ergdnzung 9.8.20 (Lichtwellen). Fassen wir die Raumzeit in der in [LA2] 4.7.5
erkldrten Weise auf als einen pseudoeuklidischen Raum X von Typ (3, 1), so ist
ein elektromagnetisches Feld eine glatte Zweiform F' : X — Ath()Z' ) und die
Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum bedeuten die Bedingungen

dF = d(xF) = 0

Wir denken uns nun allgemeiner einen endlichdimensionalen Raum X mit einer
symmetrischen nichtausgearteten Bilinearform [ auf X und interessieren uns fiir
komplexe p-Formen F : X — Alt?(X) ®g C mit dF = 0 und d(,F) = 0.
Speziell untersuchen wir Losungen der Gestalt

F(p+v) = exp(iA(?))A

mit A € Alt?(X)c. Fiir die Funktion X — C, 7@ ~— exp(i\(7)) finden wir als
Differential dexp(i\(¥))) = exp(i\(¥))i) und unsere Gleichungen dF = 0 und
d(xF) = 0 fiir F(p+7) = exp(i\(7)) A erweisen sich als dquivalent zu AAA = 0
sowie AA (%, A) = 0. Bezeichne [ auch die auf X* induzierte Bilinearform. Im Fall
I(A,\) # 0 kénnten wir A zu einer orthogonalen Basis von X * ergéinzen. Indem

wir dann A in der zugehorigen Basis der duleren Potenz schreiben, folgt sofort
A = 0. Aus A # 0 folgt mithin

I(AA) =0

Im Fall A = 0 erhalten wir so die konstanten Losungen F' = A fiir A belie-
big. Gilt dahingegen A € X *\0, so bedeutet unsere Erkenntnis /(A, \) = 0 im Fall
der Maxwell’schen Gleichungen, daf sich ,,Lichtwellen mit Lichtgeschwindigkeit
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ausbreiten®. Jetzt konzentrieren wir uns auf den Fall der Raumzeit. Unter der An-
nahme A\ # 0 folgt aus A A A = 0 sofort A = A A . AuBerdem ist A A (xA) =0
mit 9.8.12 gleichbedeutend zu 7;(5, y(A) = 0 und wegen [(\,\) = 0 weiter zu
I(A\, ;) = 0. Mogliche Losungen der Gleichungen A A A = 0 = A A (xA) fiir
A € Alt?(X) sind also alle

A=AAp

mit [(\, u) = 0, wobei p und p + b fiir alle b € R dieselbe Losung A liefern.
Zeichnen wir nun eine Zeitachse aus, also eine Gerade TcX , auf der [ negativ
definit ist, und setzen R := T und zerlegen X =T ® Rund zerlegen A =7+ 17
entsprechend, so kann jede Losung eindeutig in der Form A = A A u geschrie-
ben werden mit y € BN n*. Anschaulich gesprochen ist R der dreidimensiona-
le Raum der rdumlichen Richtungsvektoren in Bezug auf unsere ausgezeichnete
Zeitachse, der rdumliche Richtungsvektor 7 kodiert Richtung und Frequenz un-
serer Lichtwelle und R N n* ist der zweidimensionale Raum der riumlichen auf
der Lichtrichtung 7 senkrechten Richtungsvektoren. Jede komplexe Losung fiir
Ae Ath(J? )c hat dann entsprechend die Gestalt A = A\ A g mit p € (RN nt)c
und wir erhalten auch einen Isomorphismus zwischen (R N nt)c und dem Raum
der reellen Losungen der Gestalt F'(p + ©) = exp(iA(¥)) AT + exp(—iA(7))A~
durch die Vorschrift
1 — Re (exp(iA(D))A A )

In der physikalischen Terminologie kodiert unser Kovektor A die ,,Ausbreitungs-
richtung und Frequenz® unserer Lichtwelle und 1 € (R N nL)C ihre ,,Stirke und
Polarisierung®. Schreiben wir j1 = g3 +ipo mit p11, 1o € (RNNL), so erkennen wir
unschwer, daB wir @ € S! finden kénnen mit app = gy + ipy und gy L gy Der
allgemeine Fall hei3t der Fall elliptischer Polarisierung. Im Fall y; | gy und
|1 || = ||p2]| spricht man von zirkularer Polarisierung und im Fall von linear
abhéngigen /i1, 1o von linearer Polarisierung.

Ergdnzung 9.8.21. Auf einem Raum V' einer geraden Dimension 2n mit nicht-
ausgearteter symmetrischer Bilinearform [ hingt nach 9.8.2 sogar *; : Alt" V' —
Alt" V ® org V nur von der durch [ reprisentierten pseudoeuklidischen Struktur
ab. Das zeigt die ,.konforme Invarianz* der Maxwell’schen Gleichungen.
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10 Erste Schritte in klassischer Mechanik

10.1 Newton’sche Bewegungsgleichungen

10.1.1. Wie in [LA1] 6.5.11 fixieren wir einen eindimensionalen orientierten re-

ellen affinen Raum
T

und nennen ihn die Zeit. Die Elemente seines Richtungsraums nennen wir Zeit-
spannen. Die Sekunde unserer schmutzigen Anschauung entspricht einer positi-
ven Zeitspanne s € T>0. Weiter fixieren wir einen dreidimensionalen euklidischen
affinen Raum

E

im Sinne von [LA2] 3.1.1 und nennen ihn den Anschauungsraum. Ich erinne-
re daran, daBl wir in [LA2] 3.1.1 einen euklidischen Raum eingefiihrt hatten als
einen reellen affinen Raum mit einer euklidischen Struktur auf seinem Richtungs-
raum und daB wir so eine euklidische Struktur hinwiederum erklért hatten als eine
Ursprungsgerade im Raum der Bilinearformen, die mindestens ein Skalarprodukt
enthélt. Wir hatten in [LA2] 3.3.7 eine Bijektion zwischen derartigen euklidischen
Strukturen und moglichen Wahlen sogenannter ,,Bewegungsgruppen® konstruiert,
die hier nicht wiederholt werden soll. Wie in [LA2] 3.1.13 konstruieren wir zu
unserem euklidischen Raum [E einen orientierten eindimensionalen reellen Vek-
torraum, seine Liangengerade . = IL(E), und erinnern aus [LA2] 8.4.6 das kon-
krete Skalarprodukt

(he=(,):ExE— L*?

mit Werten in der Gerade der Fliicheneinheiten L2, Das Meter m € L ist ein
positives Element der schmutzigen Lingengerade. Das konkrete Skalarprodukt
auf dem Richtungsraum des schmutzigen Anschauungsraums nimmt also Werte in
einem eindimensionalen reellen Vektorraum an, fiir den das Quadratmeter m? :=
m%? := m ® m eine Basis ist. Des weiteren haben wir in [LA2] 3.1.13 auch eine
Abbildung .

[ I E — Lxo

namens Lingenabbildung eingefiihrt, die mit dem konkreten Skalarprodukt ge-
schrieben werden kann als ||v]| := /(v, v).

10.1.2. Um die Newton’schen Bewegungsgleichungen zu formulieren wihlen wir
zusitzlich einen eindimensionalen orientierten reellen Vektorraum

M
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und nennen dessen nichtnegative Elemente Massen. Ein schmutziges positives
Element von M ist beispielsweise das in der franzosischen Revolution gewihlte
Gramm g € M., das dadurch bestimmt wird, da 1000 g in etwa die Masse eines
Wasserwiirfels der Kantenlédnge 0,1 m ist. Die Newton’schen Bewegungsgleichun-
gen beschreiben die Bewegung eines Korpers oder Teilchens in Abhédngigkeit von
seiner Masse. Diese Masse kann etwa bestimmt werden durch das Aufwiegen mit
Wasser und Bestimmung des bendtigten Wasservolumens oder, wenn man es ge-
nauer braucht, durch den Vergleich mit der Masse eines im ,,Bureau international
des poids et mésures in Sevres bei Paris seit 1889 sorgsam gehiiteten Zylinders
aus einer Platin-Iridium-Legierung, des Urkilogramms.

10.1.3. Gegeben ein bewegtes Teilchen im Sinne der Newton’schen Mechanik
alias eine glatte Abbildung von der Zeit T in den Anschauungsraum

v: T —E

ist ihr Differential 2.3.1 eine Abbildung % : ¢ — d;v,T — Hom(T,E). Unter
unserer Identifikation Hom(T, IE) = E @ T* aus [LA2] 8.1.21 wird es zu einer
Abbildung

A:T — E® T*
Man nennt §(t) die Geschwindigkeit oder priziser vektorielle Geschwindigkeit
unseres Teilchens zum Zeitpunkt ¢. Das geometrische Skalarprodukt auf E lie-
fert offensichtlich auf E @ T* eine Bilinearform mit Werten in (L ® T*)®2. Der

zugehdrige Absolutbetrag des Geschwindigkeitsvektors (¢) € E @ T* heift die
absolute Geschwindigkeit

KO = V@), 3(5) € (L®T)x

unseres Teilchens zum Zeitpunkt £.

10.1.4 (Notation fiir Einheiten). Um unserer Notation der Einheiten die Schwere
zu nehmen, vereinbaren wir fiir unsere eindimensionalen Vektorraume von Ein-
heiten die Notation als Erzeugnis eines iiblichen Erzeugers in Erzeugerklammern,
also etwa

= (s) mits fiir ,,Sekunde®,

= (m) mitm fiir ,Meter oder

= (g) mitg fiir,,Gramm®.

2B =

Weiter notieren wir bei unseren eindimensionalen Riumen die duale Basis des
Dualraums statt v ' meist v=! oder 1/v, so daB wir den Dualraum T* des Raums
der Zeitspannen T* = (1/s) oder T* = (s~!) schreiben kénnen. SchlieBlich lassen
wir in diesem Zusammenhang die ®-Zeichen meist weg und schreiben fiir ganze
Zahlen r € Z kiirzer v" fiir unser Element v®" € V®" aus [LA2] 8.1.14. So wird

282



(m?) = L*? eine Notation fiir den eindimensionalen orientierten reellen Vektor-
raum der Flacheneinheiten In derselben Weise schreiben wir m /s fiir den Vektor
m®s®Y e L®T* und notieren diesen Raum L. ® T* = LL(1/s) = (m/s). Seine
mchtnegatlven Elemente heilen Geschwindigkeiten oder ausfiihrlicher absolute
Geschwindigkeiten.

10.1.5 (Zeitliche Ableitungen). Allgemeiner erkliren wir fiir einen endlichdi-
mensionalen reellen affiner Raum X und eine glatte Abbildung v : T D I — X
von einem Zeitintervall / nach X und ¢, € I ganz allgemein

(1) = (ko)
Y(to) = diyy = }E% W

Hier ist die Mitte ein Element von Hom(T, X), das wir vermittels des Standardi-
somorphismus als Element von XoT =X (1/s) auffassen. Ebenso ist der Limes
in diesem Raum zu verstehen und der Quotient formal als Tensorprodukt mit dem
zum Richtungsvektor ¢t — ¢, dualen Frequenzvektor. Die zeitliche Ableitung ei-
nes groferen Ausdrucks v notieren wir 4(¢) = dyy oder 4(ty) = dy,y(t) oder
etwas verschludert 4(¢) = d;y(t), weil sich bei grofieren Ausdriicken die Funkti-
on schlecht ohne Variable notieren ld6t. Ist ¢ : X — Y eine affine Abbildung in
einen weiteren endlichdimensionalen affinen Raum Y, so finden wir

di(poy) =@(1/s) o

mit der abkiirzenden Notation @(1/s) : X (1/s) — Y (1/s) fiir die vom linearen
Anteil g : X — Y von ¢ induzierte Abbildung. Ist X bereits selbst ein Vek-
torraum, so verschlucken wir den Isomorphismus trans : X = X meist in der
Notation und schreiben v : T — X fiir die Abbildung, die genau genommen
trans~! o4 notiert werden miiite. Analog ginge es fiir Abbildungen von einem
beliebigen eindimensionalen reellen affinen Raum, aber die Notation mit einem
hochgestellten Punkt und der Buchstabe ¢ sind in der Physik a priori fiir zeitliche
Ableitungen und Zeiten reserviert.

10.1.6 (Produktregel fiir zeitliche Ableitungen). Sindy: T — Vunda : T —
W differenzierbare Abbildungen in endlichdimensionale reelle Vektorrdume und
b:V xW — U eine bilineare Abbildung in einen weiteren endlichdimensionalen
reellen Vektorraum, so wird die zeitliche Ableitung von ¢ — b(~y(t), a(t)) gegeben

durch

de b(y(2), (t)) = b(§(£), ae(t)) + b((2), (1))
Das folgt aus dem Zusammenwirken der Formel fiir das Differential bilinearer Ab-
bildungen 2.6.5, der Komponentenregel 2.6.1 und der Kettenregel. Genau genom-

men meint b rechts dabei die von b induzierten Abbildungen b : V(1/s) x W —
U(1/s) beziehungsweise b : V' x W (1/s) — U(1/s).
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10.1.7. Gegeben v : T — E zweimal differenzierbar notiert man das Differential
der vektoriellen Geschwindigkeit 4 : T — E(1/s) kurz

5:T — E(1/s?)

Wir denken uns v als die mathematische Beschreibung eines bewegten Teilchens
und nennen 7(¢) die Beschleunigung oder genauer vektorielle Beschleunigung
unseres Teilchens zum Zeitpunkt ¢. Mit der absoluten Beschleunigung meinen
wir dahingegen analog wie im Fall von Geschwindigkeiten den Betrag ||5(t)|| €
(m/s?) der vektoriellen Beschleunigung.

10.1.8. Unter einem Kraftfeld versteht man eine Abbildung
F:E — E(g/s%

Hier verstehen wir im Sinne unserer neuen Notation (g/s?) = M ® (T*)®2. Der
Buchstabe F' erinnert an englisch force. Unter der Newton’schen Bewegungs-
gleichung fiir die Bewegung eines Teilchens positiver Masse m € M in einem
Kraftfeld F' versteht man die Forderung ,Kraft gleich Masse mal Beschleuni-
gung‘‘ und in Formeln ausgedriickt die Gleichheit

Foy=m¥

von Abbildungen T — ]}f(g /s?), der die Bewegung v : T — E unseres Teilchens
gehorchen soll.

10.1.9 (Zeitabhingiges Kraftfeld). Wenn die Kraft zusitzlich von der Zeit ab-
hingt, in Formeln also durch eine Abbildung F' : Ex T — E(g/s*) gegeben wird,
so lautet die Newton’schen Bewegungsgleichung allgemeiner

F(y(t), 1) = mi(t)
10.1.10. Unter einem Gravitationsfeld versteht man eine Abbildung
G :E — E(1/s%)

Die von einem derartigen Feld auf ein Teilchen positiver Masse m € M aus-
geiibte Kraft 7' wird per definitionem gegeben durch die Vorschrift

F=mG

Die Bewegungsgleichung fiir die Bewegung T — E(l /s?) eines Teilchens positi-
ver Masse in einem Gravitationsfeld G lautet folglich

Goy=7%
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Ergdnzung 10.1.11. A priori konnte man auch eine konsistente Theorie formu-
lieren, die zwei Arten von Massen postuliert, als da hei3t zwei orientierte eindi-
mensionale reelle Vektorrdume Mgy, und M, und in der jedem Teilchen zwei
Arten von Masse zugeordnet wiirden, seine schwere Masse mg., € My und
seine triage Masse m, € M,. Ein Kraftfeld hitte per definitionem Werte in
]E(l /s?) ® M, und die Bewegungsgleichung in besagtem Kraftfeld hitte die Ge-
stalt
myy = F oy

Dahingegen wiirde ein Gravitationsfeld Werte in E(1 /s2) @ M, ® M, annehmen
und die jeweils auf unser Teilchen wirkende Kraft wire durch die Multiplikati-
on des Gravitationsfelds mit seiner schweren Masse mg., zZu berechnen. Mit der
Waage mifle man also die schwere Masse und durch die Beobachtung etwa von
StoBen mit einem ,,Referenzteilchen* und Ausniitzen der im folgenden noch zu
besprechenden ,Impulserhaltung* die trige Masse. Ein durch viele Experimente
bestétigtes Prinzip der klassischen Mechanik ist die Gleichheit von triger und
schwerer Masse, so dall wir stets mgq, = m¢, annehmen und ohne nihere Spezi-
fikation schlicht von der Masse eines Teilchens reden werden.

10.1.12. Das Gravitationsfeld an der Erdoberfliche kann lokal recht gut appro-
ximiert werden durch ein konstantes Feld g mit ¢ ~ (9,8)ni/s?, wobei m € E
denjenigen einen Meter langen Vektor bezeichnet, der an der gegebenen Stelle in
Richtung des Erdmittelpunktes zeigt. Man schreibt auch ||g|| := g ~ (9,8)m/s?
fiir den Betrag dieses konstanten Feldes und nennt diese absolute Beschleunigung
die Erdbeschleunigung. Ob der Buchstabe g das Gramm oder die Erdbeschleu-
nigung meint, muf} aus dem Kontext erschlossen werden.

Beispiel 10.1.13 (Flugbahn eines geworfenen Massenpunktes). Fiir die Bewe-
gung v : T — [ eines nur der Gravitationskraft ausgesetzten Massepunktes an der
Erdoberfliche, etwa einer Kanonenkugel oder eines Schneeballs, mufl nach dem
Vorhergehenden die Beschleunigung zu jedem Zeitpunkt die Erdbeschleunigung
sein, in Formeln
i(t) =g

Um die Losungen zu finden, betrachten wir erst einmal ohne Einheiten einen end-
lichdimensionalen reellen Vektorraum V" und einen ausgezeichneten Vektorv € V'
und eine zweimal differenzierbare Abbildung f : R — V mit f”(z) = v fiir al-
le z. Durch zweifaches vektorwertiges Integrieren finden wir unschwer, dal} alle
Losungen die Gestalt f(z) = z?v/2 + xw + u fiir w,u € V haben. Das legt es
nahe, einen Zeitpunkt ¢y € T fest zu wihlen und es mit dem Ansatz

Y(t) = (t — t0)*G/2 + (t — to) Vo + po

fiir 7y € B(1/ s) und py € E zu versuchen. Das erweist sich in der Tat als eine
Losung. Genau genommen ist @ : T x T — T®? eine bilineare Abbildung und die
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Abbildung o : t — ¢ — t, hat konstant die Ableitung ¢ = 1 € T(1/s) und mit der
Produktregel 10.1.6 fiir die zeitliche Ableitung erhalten wir ¥(t) = (t — to)g + v
und %(t) = ¢ wie gewiinscht. Dall das auch die einzigen Losungen sind, folgt
unschwer daraus, da3 es im von Einheiten befreiten Fall gilt. Durch Einsetzen
finden wir, daB py = 7(to) der Ort zum Zeitpunkt ¢, ist und 0y = 5(to) die
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt .

Beispiel 10.1.14 (Flugbahn eines geworfenen Massenpunktes, Variante). Fiir
die Bewegung v : T — E eines nur der Gravitationskraft ausgesetzten Masse-
punktes an der Erdoberflache, etwa einer Kanonenkugel oder eines Schneeballs,
muf} nach dem Vorhergehenden die Beschleunigung zu jedem Zeitpunkt die Erd-
beschleunigung sein, in Formeln

() =g
fiir alle Zeiten ¢ € . Um das zu konkretisieren bezeichne 7 : R = T die Iden-
tifikation der reellen Zahlengeraden mit der Zeitachse vermittels der Abbildungs-
vorschrift 7 : © — %y, + ws fiir einen beliebig gewéhlten Startzeitpunkt ¢, und
unsere Zeiteinheit Sekunde s € T. Dann werden die Ableitungen der Verkniip-

fung yor : R — E, x +— 7(tp + xs) nach der Kettenregel gegeben durch
dg(y o 7) = dr(z)y 0 d,7 und Anwenden auf 1 liefert

(vor)(x) = (dr@)(s) = (Yo 7)(x) ©s

als Gleichung in E mit (®s) : E(1/s) — [ dem offensichtlichen Isomorphismus.
Nochmaliges Anwenden derselben Rechnung liefert

(ror)(x) = (Yor)(x) @5 = (§or)(1) ®

So erhalten wir fiir die Bewegung unseres Teilchens in unserer von Einheiten be-
freiten Zeitkoordinate = die Bewegungsgleichung

(vor)'(z)=5"8
Deren allgemeine Losung ergibt sich durch direktes Integrieren zu
Y(ws +tg) = (yo 1) () = (2%/2)s* & + xdy + po

mit @ € E einem festen Richtungsvektor und p, € E einem festen Ort. Das
gelingt dem pedantischen Mathematiker, weil wir es hier mit einer Abbildung
von R in einen endlichdimensionalen reellen affinen Raum zu tun haben. Durch
Einsetzen von ¢ := zs € T erhalten wir schlieBlich

Y(t+to) = (£*/2)g + i + po ~ (4,9)* (W /s?) + vy + po

mit vy = dp/s der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t, € T und p, € E dem Ort
zum Zeitpunkt £.
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— Die Flugbahn einer Kanonenkugel

\‘\\ ist bei Vernachlédssigung des
\ Luftwiderstands eine Parabel. Die
wﬁ, Bezeichung ,,Parabel* kommt vom
P griechischen Wort fiir ,,Werfen*.

Beispiel 10.1.15 (Reichweite eines Geschiitzes). Wollen wir wissen, in welcher
Entfernung eine an einer Stelle py € E unter einem gegebenen Winkel ¥ gegen
die Horizontale mit einer gegebenen Miindungsgeschwindigkeit vy € (m/s) abge-
schossene Kugel einschligt, so betrachten wir einen vertikalen einen Meter langen
Vektor ni,, = —m und einen horizontalen einen Meter langen Vektor in Richtung
der Miindung ni;, und finden fiir die Anfangsgeschwindigkeit vy = anl, /s+bniy, /s
die Bahnkurve

Y(t +to) = —(4,9)t* 1, /s> + ta M, /s + th 1, /s + po

Hier bezeichnet ¢ anders als zuvor keine Zeit, sondern eine Zeitspanne ¢ € T. Die
Zeitspanne, nach der die Kugel wieder den Boden erreicht, ist folglich die Losung
der Gleichung (—4,9)t?/s* +ta/s = 0 alias t = (a/(4,9))s. Der Einschlagsort ist
mithin
Do + %Iﬁh

Miindungsgeschwindigkeit vy und Abschlu3winkel 1} berechnen sich aus a und b
vermittels vy = (v/a? + b?)m/s und tan ¥ = a/b. Wir finden aber auch umgekehrt
fiir vy = c¢(m/s) die Identititen sin ¥ = a/c und cos ¥ = b/c alias a = ¢sin ¢ und
b = ccosv. Der Abschuwinkel, unter dem die Kugel am weitesten kommt, ist
das Maximum von (cos ¢ sin¥) fiir ¥ € [0, 7/2] alias das Maximum von 3 sin 2¢.
Der optimale AbschuBBwinkel ist also 7/4 = 45°, und die Kugel schldgt dann

bei einer Miindungsgeschwindigkeit von vy = ¢(m/s) in einer Entfernung von
(¢/(9,8)) m ein.

10.2 Potential und Energieerhaltung

10.2.1. Unter einem Potential eines Kraftfelds F : E — E(g/s?) versteht man
eine differenzierbare Abbildung V' : E — (gm?/s?) mit

—grad, V =F

Hier verwenden wir eine in offensichtlicher Weise auf Fille mit Einheiten erwei-
terte Variante der Notation aus 2.3.9 fiir den Gradienten in Bezug auf ein Ska-
larprodukt und die Notation k fiir das konkrete Skalarprodukt. Ausgeschrieben
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bedeutet unsere Bedingung — grad, V' = F' damit
—(d,V)(v) = (F(z),v)x VzeEvek

Wenn das Kraftfeld von der Zeit abhiéngt, verstehen wir unter einem Potential
analog eine Funktion, die von Ort und Zeit abhingt und die entsprechende Eigen-
schaft hat. In Formeln schreiben wir sie aus zu

—(dyV)(0,0) = (F(z,1),v)y VreEteTveck

Als formelhafte Beschreibung fiir das Differential ,,nur in Bezug auf den Ort*
links nehme ich das volle Differential, werte es aber nur auf Richtungsvektoren
mit verschwindender Zeitkomponente (v, 0) aus.

Satz 10.2.2 (Energieerhaltung). Fiir die Bewegung v eines Massepunktes posi-
tiver Masse m in einem Kraftfeld mit zeitunabhdngigem Potential V' erhalten wir
eine Invariante der Bewegung alias eine von der Zeit t unabhdngige Konstante
durch den Ausdruck

V(v(®) + (), 7))

10.2.3. Der erste Summand heif3t die potentielle Energie und der zweite Sum-
mand die kinetische Energie. Unser Satz ist ein Spezialfall des allgemeinen phy-
sikalischen Prinzips der ,,Energieerhaltung*®.

Beweis. Ableiten nach ¢ liefert mit der Produktregel 2.6.5 fiir die zeitliche Ablei-
tung und der Kettenregel
(5@, 7)) + V(@) = m{i(), (1)) + (dy»)V)(3(1))
= 5(6) — (F((1),4(8)

10.3 Planetenbewegung

10.3.1 (Heuristische Voriiberlegung). Stellen wir uns einmal vor, wir wiren
Newton. Kepler hat bereits aus den akribischen Beobachtungen von Tycho Brahe
herausdestilliert, da3 die Planeten auf elliptischen Bahnen um die Sonne kreisen,
wobei die Sonne in einem der Brennpunkte der Ellipse steht. Wir gehen von der
zumindest nicht unverniinftigen Annahme aus, dafl die von der Sonne ausgehende
Gravitationskraft mit wachsendem Abstand schwicher wird in derselben Weise,
wie sich ein Gas verdiinnen wiirde, das von der Sonne ausgeschwitzt wird und
sich, indem es nach allen Seiten mit konstanter Geschwindigkeit von der Sonne
wegstromt, in den unendlichen Weiten des Weltraums verteilt. Dann ist klar, da3
durch jede in der Sonne zentrierte Kugelschale in einer festen Zeitspanne dieselbe
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Gasmenge stromen muf}. Da aber die Oberfliche einer Kugelschale vom Radius
r ein festes Vielfaches 72 ist, muB unser Gas in einem Abstand r von der Sonne
eine zu 1 /72 proportionale Dichte haben. Durch derartige Uberlegungen motiviert
machen wir fiir das Gravitationsfeld G der Sonne den Ansatz

S —x

Glx)=c ——
IS5 — =[]?

fir S € E den Ort der Sonne, den wir uns fest denken, und ¢ € (m3/s?) eine
Konstante. Ist M die Masse unseres Planeten, so ist M GG das zu unserer Bewegung
gehorige Kraftfeld und dieselbe Rechnung wie in 8.1.19 liefert uns fiir dieses Feld

das Potential
Mec

IS5 — |

Nun setzen wir die Bewegung unseres Planeten an als
V() =S +7(t)

firy: T — E. Da ein Zentralfeld vorliegt, die auf unseren Planeten wirken-
de Kraft zeigt ndmlich stets in Richtung der Sonne, ist auch das mit Einheiten,
genauer als Element von EQL® T ® OI'R (]E) verstandene und in [LA2] 8.4.9
konstruierte Kreuzprodukt

V() =—

L= 7(t) x 7(t)
eine Invariante der Bewegung. In der Tat ergibt sich seine zeitliche Ableitung nach
der Produktregel 2.6.5 fiir die zeitliche Ableitung zu

(t) x A(t) + (1) x Y(t) =0

Das Verschwinden riihrt genauer daher, dal wir jeweils ein Kreuzprodukt von
linear abhingigen Vektoren bilden. Multiplizieren wir diese Invariante L noch
mit der Masse des Planeten, so erhalten wir den sogenannten Drehimpuls des
Planeten um die Sonne. Ist dieser Drehimpuls Null, so liegt eine Losung vor, bei
der unser Planet auf geradem Wege in die Sonne stiirzt oder sich umgekehrt lings
eines Sonnenstrahls von der Sonne entfernt. Ist der Drehimpuls nicht Null, was wir
von nun an annehmen wollen, so muf} unser Planet in derjenigen Ebene durch die
Sonne bleiben, auf der sein Drehimpuls senkrecht steht, und kann nie in die Sonne
stiirzen. Wir wihlen in dieser Ebene nun ein Orthogonalsystem 1, €3 bestehend
aus zwei Vektoren gleicher Linge [ = ||é1]| = ||€3]|, gehen zu Polarkoordinaten
iiber und betrachten genauer die Abbildung

r((cos p)el + (sin p)és)
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Da wir bereits wissen, dall die Bewegung in einer Ebene bleiben muf} und nicht
durch die Sonne fiihrt, konnen wir ¥(t) = P(r(t), p(t)) ansetzen, zumindest fiir ¢
aus einem kleinen Zeitintervall. Wir erhalten

¥ = i((cos ©)éi + (sin )é3) + r¢(—(sin )é; + (cos )é3)

und insbesondere o
(7,7) = P(* + (r$)?)
Energieerhaltung 10.2.2 liefert damit, da3 die Gesamtenergie
M Mec
_12 -2 N2y _ T — E
3 207 r9)) = =
eine Konstante der Bewegung ist. Dasselbe gilt fiir die Linge unseres Kreuzpro-

dukts alias den Drehimpuls und damit fiir
¢ =D

Insbesondere gilt unter unseren Annahmen stets » # 0. Wir wollen nun zeigen,
daf} diese beiden Gleichungen bereits implizieren, da3 unsere Bewegung auf ei-
nem Kegelschnitt mit der Sonne in einem Brennpunkt geschehen muf}. Die Kunst
besteht dabei darin, in einem ersten Schritt die vollstindige Berechnung der Be-
wegung zu vermeiden, die auf ziemlich komplizierte Ausdriicke fiihrt. Vielmehr
interessieren wir uns vorerst nur fiir die Form der Bahnkurve. Der zeitliche Ablauf,
in dem sie durchlaufen wird, folgt dann ohne weitere physikalische Schwierigkei-
ten aus dem Energieerhaltungssatz, aber die Berechnung der dabei entstehenden
Integrale wollen wir eben vermeiden. Dazu bilden wir aus den beiden vorherge-
henden Gleichungen, die die Energieerhaltung und die Drehimpulserhaltung in
Polarkoordinaten ausdriicken, eine einzige Gleichung, in der die zeitlichen Ab-
leitungen unserer neuen Koordinaten nur in der Kombination 7/¢ vorkommen:
Dieser Quotient ist ndmlich von der Parametrisierung der Bahnkurve durch die
Zeit unabhingig. Teilen wir etwa das Quadrat der zweiten Gleichung aus der ers-
ten Gleichung weg, so ergibt sich mit

@

272 riD?  D?

214 -

Ml2<7*)2 MI2  Mc E

eine Gleichung der gewiinschten Form. Da nun gilt ¢ # 0, konnen wir den Ra-
dius als Funktion des Winkels schreiben, r = r(y). Da auch der Radius bei
Losungen mit von Null verschiedenem Drehimpuls nie Null wird, konnen wir
weiter auch den inversen Radius als Funktion des Winkels schreiben und setzen
u(yp) := 1/r(p). Fir die Ableitung v’ von u nach dem Winkel erhalten wir dann

u = —r'Jrt = —/pr?

290



und unsere Differentialgleichung erhilt die Gestalt
(') +u*+ Au= B
mit A = 2¢/D?3 und B = 2E/MI?D?. Ableiten nach ¢ liefert unmittelbar
2u'u" + 2uu’ + Au' =0

Alle Losungen miissen auf dem Teil ihres Definitionsbereichs, auf dem die Ablei-
tung v’ nicht verschwindet, demnach auch der Differentialgleichung

20" +2u=—A

gehorchen. Das ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung. Eine Basis des Losungsraums der zugehdrigen homogenen Gleichung bil-
den uy () = sind und uy(¥) = cos?. Eine spezielle Losung der inhomoge-
nen Gleichung ist etwa us(9)) = —A/2. Die allgemeine Losung ist also u()) =
beos() — ¥y) — A/2 fir Konstanten b, Jy. Indem wir das in unsere urspriing-
liche Differentialgleichung einsetzen, erhalten wir > — A%/4 = B alias b =
A/ B + A?/4. Damit ist unser Problem gelost. Wir priifen nun nur noch, daf die
Losungen Kegelschnitte sein miissen.

10.3.2 (Ellipsen sind Planetenbahnen). Es gilt, eine Ellipse mit einem Brenn-
punkt im Ursprung (0,0) € R? in Polarkoordinaten zu schreiben. Nach der Dis-
kussion in [LA2] 2.6.40 lautet die entsprechende Gleichung

c:r+\/(rcosg0—a)2+r2sin2g0

fir (a,0) den zweiten Brennpunkt und ((a + ¢)/2,0) den Schnittpunkt unserer
Ellipse mit der positiven x-Achse. Wir subtrahieren r auf beiden Seiten und qua-
drieren zu

r? — 2arcos p +a® = r* — 2cr + ¢*
Elementare Umformungen liefern

c? — a?
2c — 2acos ¢

Durch Andern der Parameter zu 3 := a/c und « := (c? — a?)/2c landen wir bei

der Gleichung
a

1 B cos
Um unsere obige Gleichung zu priifen, diirfen wir die Durchlaufgeschwindigkeit
beliebig wihlen, so etwa auch ¢(t) = ¢t. Damit erhalten wir ¢ = 1 und

r

—afsint —fBsint ,
= r

f:(l—ﬁcosty_ «
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und Einsetzen in unsere obige Gleichung liefert

Mc
alD?

(1 —pBcost) = £

MI?
528111 t+ ——(1—2Bcost + % cos’t) — oz

200 2
Hier ist aber in der Tat die linke Seite unabhéngig von ¢ falls gilt

MI? Mc

a2 alD?

alias a = [>D?/c. Wir sehen so, daB in der Tat unsere Ellipsen mogliche Losungs-
kurven sein miissen.

Ergédnzung 10.3.3. Dal} die Losungskurven Kegelschnitte sein miissen, kann man
alternativ auch unschwer einsehen, indem man nachrechnet, daf} der sogenannte
Runge-Lenz-Vektor

X“n ||

mit L wie in 10.3.1 der Drehimpuls geteilt durch die Masse des Planeten und ¢
einer die Stirke des Gravitationsfelds beschreibenden Konstanten eine Invariante
der Bewegung sein muB. Man beachte L € E(m/s) ® org(E), also 7 x L €
E(m?/s?). Wegen ¢ € (m?/s?) gehdren damit beide Summanden zum Raum
[E(1/m). Dieser Zugang gefillt mir weniger, da man den Runge-Lenz-Vektor da-
bei ,,vom Himmel fallen 146t*.

10.4 Systeme mit Zwangsbedingungen

Beispiel 10.4.1 (Ein Massepunkt mit einer Zwangsbedingung). Wir untersu-
chen nun das Verhalten eines einzigen Massepunktes alias Teilchens, dessen Be-
wegung auf eine Fliche im Raum eingeschrinkt ist. Als physikalisches Modell
mag man an ein nasses Stiick Seife denken, das in der Schwerelosigkeit und ohne
Reibung im leeren Tank einer Raumfihre herumrutscht, in den es ein iibermiitiger
Astronaut mit Schwung hat hineingleiten lassen. Wir modellieren diesen Tank als
eine 2-Mannigfaltigkeit M C E im Anschauungsraum, die wir der Einfachkeit
halber glatt annehmen. Zu jedem Zeitpunkt iibt unsere Fliche eine Kraft auf un-
ser Teilchen aus, deren Richtung, das jedenfalls deklarieren wir als ,,physikalisch
sinnvoll, senkrecht zur Fldche steht an der Stelle, an der sich unser Teilchen je-
weils befindet, und deren Grofle gerade so bemessen ist, dal sie das Teilchen auf
der Fliche hilt. Die Bewegung wird unter dieser Annahme beschrieben durch eine
glatte Abbildung v : T — M mit der Eigenschaft

7(t) L TymM
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fiir alle Zeiten ¢ € T. Die zweifache Ableitung ist hierbei fiir diejenige Abbil-
dung v : T — E zu verstehen, die aus v durch das Nachschalten der Einbettung
M < E entsteht. Formal betrachtet liegt 5(t) zwar in E(1/s2) und unsere Tan-
gentialrdume aus 10.6.4 sind fiir alle Punkte p € M Untervektorrdume T,M C E,
aber die Bedingung des Senkrechtstehens ist dennoch sinnvoll. Fiir Leser, die die
entsprechende mathematische Terminologie kennen, kann das formuliert werden
als die Aussage, dal} sich unser Teilchen mit konstanter absoluter Geschwindig-
keit langs einer Geoddte von M bewegt. Bewegt sich unser Teilchen zusitzlich
in einem Kraftfeld /' : E — I@(g /s?) und hat die Masse m, so lauten die Bewe-
gungsgleichungen analog

(mA(t) — F(y(t)) L TyyM

fiir alle Zeiten ¢t € T. Bevor wir Losungswege diskutieren, besprechen wir erst
einmal ein etwas komplizierteres System.

Beispiel 10.4.2 (Eine Hantel in der Schwerelosigkeit). Denken wir uns zwei
durch einen starren masselosen Stab positiver Liange [ € L., verbundene Punk-
te der Massen mi,me € M. Dieses SYstem beschreibt eine unausgewoge-
ne Hantel, die in der Schwerelosigkeit durch das Weltall torkelt. Die Bewegung
unserer Hantel wird beschrieben durch zwei Abbildungen ry,ry : T — [E mit
lr1(t) — ro(t)|| = [ fiir alle Zeiten t € T, also durch eine Abbildung v : T — M
der Zeitachse T in die 5-Mannigfaltigkeit

M :={(p1,p2) €E*| [p1 — p2|| =1} C B

Hier und im folgenden gilt es zu beachten, da3 Eintrige in Tupeln keineswegs
immer reelle Zahlen zu sein brauchen. So meinen im vorhergehenden etwa p; und
p2 Punkte des Anschauungsraums E und konnen ihrerseits durch die Wahl eines
Koordinatensystems mit Elementen des R® identifiziert werden, so daB man unser
Paar (p1, p2) nach der Wahl geeigneter Koordinaten auch mit einem Sextupel von
reellen Zahlen identifizieren konnte. Im folgenden notieren wir Punkte von E und
Richtungsvektoren aus E oder Elemente von E ® L fiir eindimensionales L meist
als fette Buchstaben. Nach dem Newton’schen Prinzip ,,actio est reactio® gilt

7, — 7,

fiir die vom Stab auf die jeweiligen Massepunkte ausgeiibten ,,Zwangskrifte* 21
und 22. Des weiteren deklarieren wir die Annahme als ,,physikalisch sinnvoll®,
daf} diese Zwangskrifte stets in Richtung unseres Stabes wirken. Das ist bei einer
echten Hantel durchaus anders, aber wir denken uns ja einen masselosen Stab und
Punktmassen an beiden Enden, die insbesondere kein Drehmoment haben konnen.
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Zusammengefalit und in Formeln geschrieben nehmen wir also an, daf gilt

(t) = a(t)(ri(t) —r2(t))
(t) = a(t)(ra(t) —11(2))

fiir unbekanntes a : T — (g/s?). Damit erhalten wir die Bewegungsgleichungen

Zy
Z,

miti(t) = a(t)(ri(t) —ra(t))
mata(t) = a(t)(r2(t) —ri(t))

fir v = (r;,r5) : T — M. Nun betrachten wir auf E2 das (m?)-wertige Sum-
menskalarprodukt gegeben durch

((V1, V2), (W1, W2 ) hioxic = (V1, Wik + (V2, Wa)i

Per definitionem ist M Niveaufldche der Funktion f : (py, p2) — ||p1—p2||*. Das
Differential dieser Abbildung bei p := (p1, p2) ergibt sich mit der Produktregel
2.6.5 zu

dpf : (V1,V2) = 2(p1 — P2, Vi — Va)k
Der Kern dieser Abbildung ist der Tangentialraum T, //. Wir erkennen, daf} fiir
alle p = (p1,p2) € M das Paar aus dem Verbindungsvektor und seinem Negati-
ven (p; — p2, p2 — p1) € E? fiir das Summenskalarprodukt auf T, M senkrecht

steht, denn d,, f ist das Doppelte des Bildens des Summenskalarprodukts mit die-
sem Vektor

((Pl — P2, P2 — Pl), (\7’1, ‘72)>kxk = <p1 — P2, ‘71>k + <P2 - p1,‘72>k
= <p1 — P2, V1 — 92>k

Unsere Bewegungsgleichungen bedeuten also (mq¥(t), mota(t)) Lixk TyeM
in Bezug auf das Summenskalarprodukt. Definieren wir nun zusitzlich auf E? das
massebehaftete Skalarprodukt

(,)g:E?® x E? = (gm?)

durch ((Vy, V), (W1, Wa))g = my(Vq, W1) + mg(Va, Wo), so konnen unsere Be-
wegungsgleichungen umgeschrieben werden zur Bedingung

’y(t) J_g T'y(t)M

des Senkrechtstehens in Bezug auf das massebehaftete Skalarprodukt. Fiir Leser,
die die entsprechende mathematische Terminologie kennen, sind die mdglichen
Bewegungen also genau mit konstanter absoluter Geschwindigkeit durchlaufene
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Geoditen auf M in Bezug auf unser massebehaftetes Skalarprodukt. Wirken zu-
satzlich noch externe Krifte, sind etwa unsere Massepunkte elektrisch geladen
und bewegt sich unsere Hantel in einem Raum mit einem elektrischen Feld und
einem Gravitationsfeld, und beschreiben etwa Fy, Fy : E — E(g/s?) die auf die
jeweiligen Massepunkte wirkenden externen Krifte, so bilden wir die massebe-
reinigte externe Gesamtkraft

F:E? — E*(1/s?)

durch die Vorschrift F(ry,rs) = (Fy(r1)/mi, Fa(rs)/ms) und unsere Bewe-
gungsgleichungen an v : T — M erhalten allgemeiner die Gestalt der Orthogo-
nalitdtsbedingungen .
() = F( (1)) Lg TyM

10.4.3 (Allgemeine Systeme mit Zwangsbedingungen). Nun betrachten wir all-
gemein den Fall eines Systems von Massepunkten positiver Massen my, . .., mj,
deren Bewegung in der Weise eingeschrinkt sei, daf} die Zusammenfassung ihrer
Orte (ry,...,15) € EA sich stets auf einer fest vorgegebenen glatten Mannigfal-
tigkeit M C E* befindet. Wir nennen das Datum (my, ..., my, M) ein mechani-
sches System und )/ seinen Konfigurationsraum. Man mag hier an unsere Han-
tel aus Beispiel 10.4.2 denken, an unser Seifenstiick im Tank aus Beispiel 10.4.1,
an ein Doppelpendel und noch an vieles andere. Auch dieser Allgemeinheit be-
trachten wir das massebehaftete Skalarprodukt ( , ), : E* x E* — (gm?)
gegeben durch

(V1.2 o, VA), (Wi, .o, W) i= my(Vi, W) + ...+ mp(Vp, Wy)

Im folgenden soll erklirt werden, wie man durch physikalische Uberlegungen fiir
die Bewegung v : T — M unseres Systems auf die Orthogonalitdtsbedingungen

(’Y(t) - F(V(t))) Le TyyM

gefiihrt wird, fiir £ := (F/my,...,F,/my) die massebereinigte externe Ge-
samtkraft und |, das Senkrechtstehen beziiglich des massebehafteten Skalarpro-
dukts. Wesentlich ist dabei zusétzlich zu den Newton’schen Bewegungsgleichun-
gen das sogenannte d’Alembert’sche Prinzip, nach dem ,,die Zwangskrifte un-
ter infinitesimalen Verriickungen keine Arbeit verrichten®. Wird genauer im Ver-
lauf der Bewegung an einer Stelle p € M auf unser System die Zwangskraft
Z = (Zy,...,Zy) € EMg/s?) ausgeiibt und ist ¢ : (—a,a) — M ein glat-
ter Weg in M mit ¢(0) = p, dann soll, so kann man dies Prinzip in Formeln
ausdriicken, fiir das Summenskalarprodukt, das wir der Einfachkeit halber auch k
notieren statt feiner k x ... x k wie im Fall |A| = 2 der Hantel, stets gelten

T

lim [ (Z,/(O)edC =0

z—0 0
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Das bedeutet (Z, ¢/(0))x = 0 und damit Z Ly T,M fiir das Summenskalarpro-
dukt auf EX. Fiir Z := (Z,/my, ..., Zx/m,) die massebereinigte Zwangskraft
haben wir dann Z 1, T,M in Bezug auf das massebehaftete Skalarprodukt. Die
Newton’schen Bewegungsglelchungen liefern 5(t) = F(y(t)) + Z(~(t)) und wir
erhalten so wie behauptet fiir unser System mit Zwangsbedingungen die Ortho-
gonalititsbedingung

(7(75) - F('V(t))) L TyiyM

10.4.4 (Krifte in Abhiingigkeit vom Ort aller Teilchen und von der Zeit). Un-
sere Argumentation behilt ihre Giiltigkeit, wenn die auf ein Teilchen wirkende
externe Kraft von den Orten der anderen Teilchen abhiéngt, die sich etwa anzie-
hen oder abstoBen mdgen, so daB F eine Abbildung F : M — EA(1/s2) wird.
Unsere Argumentation behilt auch dann noch ihre Giiltigkeit, wenn die Krifte
zusitzlich von der Zeit abhingen, in Formeln F' : M x T — E*(1/s%). Alles
bleibt wie gehabt, nur miissen wir statt F'(y(t)) eben F'(v(t),t) schreiben und die
Bewegungsgleichungen werden zur Orthogonalititsbedingung

(5(t) = F(v(t),t)) Lg ToyM

Beispiele 10.4.5 (Beispiele fiir das d’Alembert’sche Prinzip). Das Vorherge-
hende gilt nur fiir Systeme ohne Reibung. Im Fall unserer Seife im Tank besagt
das d’Alembert’sche Prinzip, dal Zwangskrifte ausschlieBlich senkrecht zur In-
nenfliche des Tanks an der Stelle, an der sich unser Seifenstiick gerade befindet,
ausgeiibt werden. Im Fall unserer Hantel besagt das d’ Alembert’sche Prinzip, daf3
Zwangskrifte ausschlieBlich in Richtung des Stabes ausgeiibt werden und dem
Prinzip ,,actio est reactio* gehorchen. Im Fall dreier schwerer Perlen, die auf ei-
nem masselos gedachten Seilring aufgefiadelt sind, liefert das d’Alembert’sche
Prinzip bei genauerer Betrachtung, dal sich (1) die Zwangskrifte auf jede Perle
als Summe zweier Krifte in den beiden Richtungen, in denen das Seil sie verlift,
schreiben lassen, und daf3 (2) alle diese Krifte betragsméBig gleich grof3 sind, daf3
also anschaulich gesprochen die Seilspannung konstant ist. All das wirkt physika-
lisch verniinftig, und es erweist sich, daf} die so erhaltenen Bewegungsgleichun-
gen auch in guter Ubereinstimmung zum Experiment stehen.

10.5 Prinzip der stationiren Wirkung

Lemma 10.5.1 (Prinzip der kleinsten Wirkung fiir einen Massepunkt). Ge-
geben ein Massepunkt positiver Masse m > 0 in einem glatten Kraftfeld F' mit
Potential V' ist ein glattes 7 : [a,b] — E eine Losung der Bewegungsgleichungen,
wenn unter allen glatten Wegen « : [a,b] — E mit a(a) = y(a) und o(b) = ~(b)
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das Integral
“m
| Ba.a) - Via®.par
fiir den Weg o = ~y kleinstmoglich ist.

10.5.2. Die Bedingung in diesem Lemma ist nur hinreichend. Ihre Verfeinerung
zu einer notwendigen und hinreichenden Bedingung diskutieren wir im Anschluf3.

10.5.3. Das Integral im Lemma heifit die Wirkung lings der Bewegung o und wir
S(«) notiert. Der Lemma selber driickt das Prinzip der kleinsten Wirkung aus.
Wenn keine Krifte wirken, in Formeln V' = 0, und wir Anfangs- gleich Endpunkt
v(a) = ~(b) annehmen, dann ist die Wirkung kleinstméoglich fiir den konstanten
Weg. Wir behaupten nicht, daf3 es iiberhaupt eine Bewegung mit kleinstmoglicher
Wirkung geben muf3, noch daf3 es hochstens eine Bewegung mit kleinstmoglicher
Wirkung geben darf, noch daf} solche Bewegungen die einzig moglichen Losun-
gen der Bewegungsgleichungen sind. Wir diskutieren das gleich noch ausfiihrli-
cher.

Beweis. Sei ¢ : [a,b] — E glatt mit e(a) = £(b) = 0. Ist die Wirkung fiir
kleinstmdglich, so muB die Abbildung s — S(y(t) + se(t)) bei s = 0 ein Mini-
mum annehmen. Auch wenn noch andere Variablen prisent sind, berechnen wir
die Wirkung, diese Konvention sei hier vereinbart, stets nach der mit ¢ bezeich-
neten Variablen. Nach 3.1.15 gelingt das Vertauschen von Ableitung nach s und
Integral nach ¢ und wir finden insbesondere, da8 s — S(7(t)+se(t)) differenzier-
bar ist nach s und daf} seine Ableitung bei s = 0 verschwinden muf}, in Formeln

d
0= —

b
—| S(alts) = / (A V)((0),0) — m(), (1)) dt

s=0

Nun gilt (d(y ),V )(e(t),0) = =(F(v(t),t),e(t)) nach der Definition des Poten-
tials. Andererseits finden wir aufgrund der Randbedingungen c(a) = ¢(b) = 0
nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b d . b : :
0= [ S0 = [ Ge0) + (0.2 de
So konnen wir unsere erste Gleichung umschreiben zu

0= / (—F(y(t). ) + m5(t), (1)) dt

Es ist nun leicht zu sehen, dafl das nur gelten kann fiir alle hier erlaubten ¢, wenn
gilt —F(y(t),t) + my(t) = 0 fur alle ¢ € [a, b]. O
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Lemma 10.5.4 (Prinzip der stationiren Wirkung fiir einen Massepunkt). Ge-
geben ein Massepunkt positiver Masse m > 0 in einem glatten Kraftfeld F' mit
Potential V' ist ein glattes ~y : |[a,b] — E eine Lisung der Bewegungsgleichun-
gen genau dann, wenn fiir alle glatten Abbildungen « : [a,b] x (—n,n) — E mit
a(t,0) = ~v(t) Vt und a(a, s), (b, s) unabhdngig von s € (—n,n) gilt

/ T ialt, s),alt, s)) — V(alt, s), t) dt

ds 50

10.5.5. Man bemerke, daf} die hier gegebene Bedingung notwendig und hinrei-
chend ist. Die Bedingung selber kann man salopp gesprochen so verstehen, daf3
die Losungen der Bewegungsgleichungen die stationdren Punkte der Wirkung
sind, wenn wir sie auf den Raum aller Wege mit festem Startpunkt und festem
Endpunkt zu fest vorgegebenen Zeiten einschrianken.

Beweis. Wir konnen die Ableitung unter das Integral ziehen und so unsere Glei-
chung mit dem unteren Index s fiir die partielle Ableitung nach s umschreiben

zu

d
0= —

b
S ewaV)(@lt.0).0) = m(a(e.0).a(,0)) o
s=0+Ya
Ahnlich wie zuvor finden wir (d(,).V)(as(¢,0),0) = —(F(v(t),1), as(t, 0)).
Andererseits finden wir nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

b b
0= [ G-t dt = [ ((0.0.t0) + (G0 e, 0)

Insgesamt konnen wir so unsere Gleichung im Satz umschreiben zur Gleichung

o:/X—Fwwﬁerw»%@n»a

Es ist nun leicht zu sehen, daf} das fiir alle erlaubten o genau dann gilt, wenn die
Bewegungsgleichung — F'(y(t), t) + m7(t) = 0 erfilltist fir alle ¢ € [a,b]. O

Proposition 10.5.6 (StationAre Wirkung fiir Vielteilchensysteme). Gegeben
Teilchen positiver Massen my, . .., my in einem glatten Potential V' ist eine glatte
Abbildung v : [a,b] — E* eine Losung der Bewegungsgleichungen genau dann,
wenn fiir alle glatten Abbildungen o : [a, b] x (—n,n) — EA mit a(t,0) = y(t) Vt
und o(a, s), a(b, s) unabhdingig von s € (—n,n) gilt

d

OZES:O

/b Lialt, s),a(t, 5).1) dt

fiir die Lagrangefunktion L(p, v, t) := (v, v)s/2 — V(p, t) unseres Systems.
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Beweis. Das geht ganz dhnlich wie im Fall eines einzigen freien Massepunktes.
Wir konnen die Ableitung unter das Integral ziehen und so unsere Gleichung mit
dem unteren Index s fiir die partielle Ableitung nach s umschreiben zu

0= / <d(t7 O)a dS(ta O))g - (d(’Y(t),t)V> (a8<t7 O): 0) de

Ahnlich wie zuvor finden wir (d (V) (s(t,0),0) = —(F(y(t), 1), as(t, 0)).
Andererseits finden wir nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

0- / 500, 0(1,0)) gt = / (3(0), (8,0 + (3(1), 64 (1,0)) b

Insgesamt konnen wir so unsere Gleichung im Satz umschreiben zur Gleichung

b
0= / (—F(4(t),1) + m3(8), au(t, 0)) dt

Es ist nun leicht zu sehen, daf} das fiir alle erlaubten o genau dann gilt, wenn die
Bewegungsgleichung —F'(y(t),t) + m#5(t) = 0 erfillt ist fur alle ¢ € [a,b]. [

10.5.7. Unter einem mechanischen System mit Potential (my,...,my, M, V)
verstehen wir eine Vorgabe von positiven Massen m, ..., my € My sowie einer
glatten Mannigfaltigkeit A/ C E* und einer energiewertigen glatten Funktion
V :EA x T — (gm?/s?).

Satz 10.5.8 (StationAre Wirkung mit Zwangsbedingungen). Gegeben ein me-
chanisches System mit Potential (my, ..., ma, M, V') erfiillt eine glatte Abbildung
v : la,b] — M die Orthogonalititsbedingung 10.4.4 genau dann, wenn fiir al-
le glatten Abbildungen o : [a,b] x (—n,n) — M mit a(t,0) = ~(t) Vt und
ala, s), a(b, s) unabhdngig von s € (—n,n) gilt

d

OI&

/b Lia(t, s),a(t, 5),1) dt

s=0

Beweis. Das geht ganz dhnlich wie im Fall ohne Zwangsbedingungen 10.5.6. Wir
konnen die Ableitung unter das Integral ziehen und so unsere Gleichung mit dem
unteren Index s fiir die partielle Ableitung nach s umschreiben zu

0= / ({1, 0), é(t, 0))g — (diy V) (@0 (,0), 0)
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Wie zuvor finden wir (d (14 V)(as(t,0),0) = —(F(y(t),t), as(t,0))q. Anderer-
seits finden wir nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

oz/a d-i(f'y(t),as(t,O))gdt:/a (1), s (t,0))g + (¥(1), dis(,0))g dt

Insgesamt konnen wir so unsere Gleichung im Satz umschreiben zur Gleichung

b ~
0= [P0 +3(0),0u(t.0)

Nun ist a,(t,0) fiir alle ¢ ein Element des Tangentialraums T, M und in an-
gepaliten Koordinaten ist leicht zu sehen, daB3 unser Integral genau dann fiir alle
erlaubten «v verschwindet, wenn die in 10.4.4 aus physikalischen Prinzipien her-

geleitete Orthogonalititsbedingung (5(t) — F/(v(t),t)) Lg Ty M erfiillt ist fiir
alle t € [a, b]. O

10.6 Euler-Lagrange-Gleichungen

10.6.1. Unsere Bewegungsgleichung 10.1.10 wird in der Terminologie aus 6.1.1
folgende ein System gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit
der einzigen Besonderheit, da} es zusitzlich mit Einheiten versehen ist und daf3
wir durch T parametrisierte Losungen suchen. Die allgemeine Theorie 6.1.3 legt
uns die Reduktion auf ein System von doppelt so vielen Gleichungen erster Ord-
nung nahe. In unserem konkreten Fall betrachten wir dazu den sogenannten Pha-
senraum, genauer den Geschwindigkeitsphasenraum E x F(1/s) aller Paare
(r,v) bestehend aus einem Ort r € E und einer Geschwindigkeit v € FE(1/s).
Jede glatte Abbildung v : T — E liefert uns eine glatte Abbildung in den Phasen-
raum, den zugehorigen Phasenweg

¥:=(v,%):T—Ex E(l/s}

Mit dieser Notation erfiillt v genau dann die Newton’schen Bewegungsgleichun-
gen my(t) = F(v(t),t), wenn 4 = (¥1,72) eine Losung ist fiir das System von
Differentialgleichungen erster Ordnung

) = %)

Yo(t) = SFM(t).t)
10.6.2. Gegeben ein endlichdimensionaler affiner Raum X verstehen wir unter

einem Geschwindigkeitsfeld auf X eine Abbildung A : X — X (1/s) und unter
einem zeitabhéingigen Geschwindigkeitsfeld auf X eine Abbildung

A: X xT— X(1/s)
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FluBwege derartiger Geschwindigkeitsfelder A erkldren wir als Abbildungen auf
mehrpunktigen Zeitintervallen ¢ : T D [ — X mit

Y(t) = A(v(1), 1)

Nach dem Satz von Picard-Lindelof 6.2.1 gibt es fiir jedes glatte Geschwindig-
keitsfeld A und beliebig vorgegebene xy € X und ¢ty € T genau einen maximalen
FluBweg ¢ mit ¢, € I mit ¢ (tg) = xo und dieser FluBweg ist nach 6.6.2 glatt.

10.6.3. Fiir jedes glatte zeitabhiingige Kraftfeld F' gibt es nach dem Satz von
Picard-Lindelof 6.2.1 insbesondere zu jedem Punkt (¢, vg) des Phasenraums und
jedem Zeitpunkt ¢, € T genau einen maximalen bei ¢, definierten FluBweg

v:T>I—ExE(1/s)

mit ¥ (tg) = (xo,vp) alias genau eine maximale Losung v : T O I — E der ur-
spriinglichen Bewegungsgleichung mit vorgegebenem Ort zy = (o) und vorge-
gebener Geschwindigkeit vy = 5/(to) zum vorgegebenen Zeitpunkt . AuBerdem
sind unter unseren Annahmen auch v und ~ glatt.

10.6.4. Seien X ein endlichdimensionaler Raum und M C X eine Mannigfaltig-
keit. In 4.2.9 hatten wir zu jedem Punkt p € M seinen Tangentialraum T, M/ C X
erklart als die Menge aller moglichen Geschwindigkeitsvektoren bei p von sol-
chen Wegen durch den Punkt p, die ganz in M verlaufen. Wir erkldaren nun das
Tangentialbiindel von )/ als die Vereinigung

T™ := | J{p} x T,M c MxX

pEM

Die Komposition 7 : TM — M der Einbettung nach M x X mit der Projektion
auf M heif3t die Biindelprojektion.

~_ Tangentialbiindel einer Kreislinie.
Ich habe die beiden Geraden als
nichtschneidend gemalt, um
anzudeuten, daf3 diese
Uberschneidungen von uns bei der
Definition des Tangentialbiindels
= wegdefiniert werden.

10.6.5 (Tangentialbiindel als Mannigfaltigkeit). Gegeben X ein endlichdimen-
sionaler reeller Raum und M C X eine glatte Untermannigfaltigkeit ist ihr Tan-
gentialbiindel

TM C X x X
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eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 2(dim A). Gegeben eine glatte
Karte o : R" @ W — M von M ist des weiteren ¢ : W x R" — TM gegeben
fir (z,y) € W x R™ durch

¢ (z,y) = (o), (dep) ()

eine glatte Karte des Tangentialbiindels T M. Der Beweis bleibe dem Leser zur
Ubung iiberlassen.

10.6.6 (Kategorie der abstrakten Mannigfaltigkeiten). Um die Darstellung der
Theorie transparent zu halten, stiitze ich mich nun auf Konstruktionen aus der
Differentialgeometrie, vergleiche etwa [ML] 28.3.2.7. Man erklart dort abstrak-
te Mannigfaltigkeiten und glatte Abbildungen von abstrakten Mannigfaltigkeiten
und zeigt, daBl die Identitédt auf jeder Mannigfaltigkeit glatt ist und daB3 die Ver-
kniipfung glatter Abbildungen von Mannigfaltigkeiten auch selbst wieder glatt
ist. Teil des Datums einer Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorffraum und glatte Ab-
bildungen sind spezielle stetige Abbildungen. Weiter wird dort erklart, inwiefern
manche Teilmengen Y C X einer Mannigfaltigkeit, die Untermannigfaltigkei-
ten, selbst wieder mit der induzierten Struktur einer Mannigfaltigkeit versehen
werden konnen und da} das insbesondere fiir alle offenen Teilmengen ¥ @ X
gelingt und daB die Einbettung i : Y — X stets glatt ist. SchlieBlich wird die Be-
ziehung zur Begrifflichkeit der eingebetteten Mannigfaltigkeiten aus [AN2] 4.2.6
diskutiert. Man beginnt damit, daf3 man jeden endlichdimensionalen reellen Raum
mit der seiner natiirlichen Struktur als Mannigfaltigkeit versieht und zeigt, dafl
in diesem Fall die Untermannigfaltigkeiten unsere eingebetteten Mannigfaltig-
keiten aus [AN2] 4.2.6 sind und genau genommen unsere glatten eingebetteten
Mannigfaltigkeiten aus [AN2] 9.7.1. Weiter zeigt man, dafl die Morphismen von
abstrakten Mannigfaltigkeiten zwischen offenen Teilmengen endlichdimensiona-
ler reeller Riume genau unsere glatten Abbildungen aus [AN2] 9.7.1 sind und
daB jede Karte ¢ : R* © W — M im Sinne von 4.4.2 ein Isomorphismus von
Mannigfaltigkeiten W = (W) ist. Analog geht es fiir Randfaltigkeiten und Eck-
faltigkeiten.

10.6.7 (Tangentialbiindel abstrakter Mannigfaltigkeiten). Weiter konstruiert
man fiir jede Mannigfaltigkeit M ihr Tangentialbiindel T M. Das ist ein glat-
tes Vektorbiindel auf M, aber fiir uns hier nur eine weitere glatte Mannigfal-
tigkeit mit einer glatten Abbildung 7y, : TM — M, der FuBpunktprojekti-
on. Zusitzlich konstruiert man fiir jede glatte Abbildung von Mannigfaltigkeiten
¢ : M — N eine glatte Abbildung dy : TM — TN und zeigt die Funktoria-
litdt dip o dp = d(¢ o ) sowie d(idys) = idrps und die Vertréiglichkeit mit der
FuB3punktprojektion ¢ o my; = mn o dp. Ist ¢ : M — N die Einbettung einer
offenen Teilmenge M = U @ N, so faktorisiert dy iiber einen Isomorphismus

302



von Mannigfaltigkeiten dy : TU = n5'(U) @ TN. SchlieBlich wird die Be-
ziehung zur Begrifflichkeit der eingebetteten Mannigfaltigkeiten hergestellt. Man
gibt dazu fiir jede Untermannigfaltigkeit eines endlichdimensionalen reellen affi-
nen Raums M C X einen Isomorphismus

naty : T<-M = TM

an, der vetrdglich ist mit den FuBpunktprojektionen und derart, da3 die beiden
Diagramme

TW 229, 1<) TM — - TCX
Zlnatw ZlnatM Ilna‘nM 2lnatx
™ —% . TMm ™ —% ., Tx

kommutieren, das linke fiir ¢ : R* © W — M eine Karte und in der oberen
Horizontale d<¢ : T<W = W x RF — T<M gegeben durch (d<¢)(z,7) —
(p(x), (de)(V)), das zweite mit der durch unsere Konstruktionen gegebenen Ein-
bettung TM C X x X = T<X. Analog geht es fiir Randfaltigkeiten und Eck-
faltigkeiten.

10.6.8 (Notationsfragen). Es ist iiblich, die Isomorphismen nat; nicht zu notie-
ren und schlicht keinen Unterschied zu machen zwischen T<M und TM . Nach
und nach werden wir das auch mehr und mehr so halten. Wir verwenden wie in
8.1.21 die Notation 0; := trans(e;) € R~ fiir die Bilder der Vektoren der Stan-
dardbasis von R™. Im Fall n = 1 schreiben wir 0 = 0.

10.6.9. Gegeben ein mehrpunktiges Intervall I C R betrachten wir den Weg 7 =
11+ I — TI gegeben durch 7 : ¢t — (¢,0) oder ganz genau t — nat;(¢,0)
mit (t,0) € TSI = I x R. Gegeben ein glatter Weg v : I — M in einer
Mannigfaltigkeit erkldren wir dann seinen Tangentialweg als den Weg

Y:=dyor: I —-TM

in das Tangentialbiindel. Der Tangentialweg des Identititswegs v = id : [ — [
ist 7. Ist witer M C X eine Untermannigfaltigkeit eines endlichdimensionalen
reellen affinen Raums, so finden wir

7 =matyro(7,7)

10.6.10. Gegeben ein Mannigfaltigkeit M/ betrachten wir im physikalischen Kon-
text vorzugsweise eine mit Einheiten versehene Variante

TM = TM(1/s)
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des Tangentialbiindels, den Phasenraum oder Geschwindigkeitsphasenraum
unserer Mannigfaltigkeit. Formal mag man ihn definieren als das Tensorprodukt
den Tangentialbiindels von M mit dem eindimensionalen reellen Vektorraum der
dualen Zeitspannen (1/s), und fiir diese Konstruktiong miissen wir T M mit sei-
ner Struktur eines Vektorbiindels kennen und nicht nur als Mannigfaltigkeit. Im
eingebetteten Fall M/ C X konnen wir auch den eingebetteten Geschwindigkeits-
phasenraum erkliren als die Untermannigfaltigkeit T M C X x X (1/s) gegeben
als die Vereinigung
TM := | J{p} x T,M(1/s)
peEM

Analog wie im einheitenfreien Fall induziert jede glatte Abbildung ¢ : M — N
eine glatte Abbildung dp : TM — TN und die Konstruktionen liefern im
Fall eingebetteter Mannigfaltigkeiten Isomorphismen naty; : T<M = TM und
es gelten analoge Funktorialiditen und Vertraglichkeiten wie zuvor. Gegeben ein
mehrpunktiges Zeitintervall / C T schlieBlich erkldren wir 7 : I — T durch
t— (t,1) mit 1 € T(1/s) = (s/s) = R dem Element, das unter unseren ver-
schiedenen Identifikationen der 1 € R entspricht, und genauer der Verkniipfung
mit nat; der durch diese Vorschrift gegebenen Abbildung I — T<I. Gegeben ein
glatter Weg v : T D I — M auf einem mehrpunktigen Zeitintervall bilden wir
dann als mit Einheiten versehenes Analogon des Tangentialwegs den zugehorigen
Phasenweg im Phasenraum ¥ := dvy o7 : [ — TAM. Im Fall einer eingebetteten
Mannigfaltigkeit M finden wir analog wie zuvor

¥ = mnatys o(7,)

Definition 10.6.11. Gegeben eine glatte Funktion L : TAM — R auf dem Tan-
gentialraum einer Mannigfaltigkeit nennen wir einen glatten Weg v : [a,b] — M
stationir fiir L, wenn fiir alle glatten Abbildungen « : [a, b] X (—n,n) — M mit
a(t,0) = ~(t) Vt und a(a, s), (b, s) unabhingig von s € (—n,n) gilt

d

0=3

/abL(&(t, 5)) dt

s=0

Hier ist der Tangentialweg &(¢, s) von ¢t — «(t, s) jeweils fiir festes s in Bezug
auf die Variable ¢ zu bilden.

10.6.12. Analog geht es im Fall L : TM x R — R einer zeitabhéngigen La-
grangefunktion. Ich werde mich aber auf die Argumentation im zeitunabhingigen
Fall konzentrieren und nachher nur kurz ergénzen, dal es im zeitabhingigen Fall
genauso geht.

10.6.13 (Aquivalenz von Orthogonalitiit und stationirer Wirkung). Satz 10.5.8
tiber stationidre Wirkung mit Zwangsbedingungen besagt in dieser Terminologie
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und mit den entsprechenden Einheiten garniert, dal gegeben ein mechanisches
System mit Potential genau die fiir die Lagrangefunktion , kinetische minus po-
tentielle Energie® stationiren glatten Wege v : T D [a,b] — M die Orthogonali-
tiatsbedingung 10.4.3 beziehungsweise im zeitabhingigen Fall 10.4.4 erfiillen, die
wir als die physikalisch sinnvolle Bewegungsgleichung erkannt haben.

10.6.14 (Bilder stationirer Wege unter Isomorphismen). Gegeben ein Isomor-
phismus von glatten Mannigfaltigkeiten ¢ : N = M und eine glatte Funktion
L : TM — R und eine glatte Abbildung x : [a,b] — N ist x stationir fiir
L:=1Lo d genau dann, wenn 7y := @ o k stationdr ist fiir L. In der Tat finden wir
fiir die Phasenwege ¥ = dy o 7 = dp o dk o 7 = dip o K und folglich

b b b b
/Lo&z/ Lo(dsoo%)z/(LodsO)O/%Z/ Lok

Dasselbe gilt fiir Familien von Wegen und das zeigt dann die Behauptung.

Satz 10.6.15 (Euler-Lagrange-Gleichungen). Gegeben W G R" und eine glatte
Funktion L : W x R" — R ist ein glatter Weg k : [a,b] — W stationdr fiir L
genau dann, wenn gilt

d (0L oL
— N = N fiirl <i<n.
dt(ayio(m,m)) axio(lﬁ},ﬂd) fiirl<i<n

10.6.16. Genau genommen hatten wir stationdre Wege in die Mannigfaltigkeit W/
nur in Bezug auf eine Abbildung L : TW — R definiert. Uns stehen jedoch
Isomorphismen naty : W x R™ = TW und trans : R* = R” gegeben durch
(Y15, Yn) — Y101 + ... + Y0, zur Verfiigung, mit deren Hilfe wir unser L
iibersetzen und unter denen der Tangentialweg & dem Weg (k, ') in W x R"
entspricht.

Beweis. Wir betrachten wir eine beliebige glatte Funktion ¢ : [a,b] — R mit
£(a) = €(b) = 0 und wihlen einen Index i und betrachten p(t, s) := k(t)+se(t)0;.
StationAr zu sein impliziert insbesondere

d

0= —
ds

b
/ L(p(t, s), pe(t,s)) dt

Durch Vertauschen von Ableitung und Integral ergibt sich

0= /ab (gi(n(t), ff’(t))) e(t) + (gi(/i(t), /{’(t))) '(t)dt
Wir erinnern unseren alten Trick und bemerken
0 = [} & (BE(s(0), /(1)) - (1) dt

S (8L (s(t), K (1)) (t) + (2 (w(t), &/(t))) e (1) dt
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nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Produktre-
gel. Indem wir diese Identitdt oben verwenden, um den Term mit &’ loszuwerden,
erhalten wir

0= [ (S - 5 (Seimn ) ) <ty

fiir alle erlaubten Funktionen € wie zuvor. Fiir unseren Koordinatenweg folgt un-
schwer die Euler-Lagrange-Gleichung

(o0 ) = SE (0, (1)

Nun nehmen wir umgekehrt an, dafl die Euler-Lagrange-Gleichungen gelten fiir
1 <4 < n. Es gilt zu zeigen

d
0= —

b
ds|__, / L(p(t, 5), pi(t, ) dt

fiir alle glatten p : [a,b] x (—n,n) — W mit p(¢,0) = «(t) und p(a,s), p(b, s)
unabhiingig von s. Weil der untere Index fiir partielle Ableitungen gebraucht wird,
notieren wir p’, k' die i-te Komponente von p beziehungsweise x. Indem wir die
Ableitung unter das Integral ziehen, konnen wir das umformen zur Gleichung

0= [0 G0, 0 10.0)+ S0, 10 -l 0

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Produktregel
gilt nun

0 = [P a(2L(n(t), w'(1) - pi(t,0)) dt
I R (k(t), 5(1)) - ph(£,0) + (ZE(k (1), /(1)) - ply(t,0) It

Damit konnen wir die gesuchte Identitit weiter umformen zur Gleichung

o= [ 5 (g o) -0~ (g o e it 0

In dieser Form folgt sie aber direkt aus den Euler-Lagrange-Gleichungen. [

Korollar 10.6.17 (Bewegungsgleichungen in Koordinaten). Sei M der Konfigu-
rationsraum eines mechanischen Systems mit Potential und L : TM — (gm?/s?)
seine Lagrangefunktion. Sei weiter ¢ : R™ oW — M eine bijektive Karte von M.
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Gegeben ein glatter Koordinatenweg k : T D [ — W erfiillt p ok die Orthogona-
litdtsbedingungen 10.4.3 genau dann, wenn r die Euler-Lagrange-Gleichungen

d—i(gio(ﬁ,/%)) :gio(/i,/%) fiirl <i<n

erfiillt fiir L :== L ody : W x R*(1/s) — (gm?/s?) die Lagrangefunktion in
Koordinaten.

10.6.18. In der physikalischen Literatur schreibt man meist ; statt y;. Das ist
praktisch fiir konkrete Rechnungen, aber schien mir weniger geschickt fiir die
abstrakte Argumentation.

10.6.19. Genau genommen hatten wir stationédre zeitparamerisierte Wege in die
Mannigfaltigkeit W nur in Bezug auf eine Abbildung L : TW — R oder allge-
meiner mit Werten in einem eindimensionalen reellen Vektorraum definiert. Uns
stehen jedoch Isomorphismen naty, : W xR"(1/s) = TW und trans : R* = R"
gegeben durch (y1,...,Y,) — 1101 + ... + ¥, 0, zur Verfiigung, mit deren Hil-
fe wir unser L iibersetzen und unter denen der Phasenweg < dem Weg (k, k) in
W x R"™(1/s) entspricht. Die y; haben insbesondere Werte in (1/s) und das parti-
elle Ableiten danach dndert die Einheit des Wertebereichs um den Faktor (s).

Beweis. Nach 10.6.13 erfiillt der Weg pox die Orthogonalitdtsbedingungen genau
dann, wenn er stationdr ist fiir die Lagrangefunktion L. Nach 10.6.14 entsprechend
mit Einheiten garniert ist ¢ o x stationir fiir L genau dann, wenn der Koordinaten-
weg r stationdr ist fiir die Lagrangefunktion in Koordinaten L:=1"Lo dp. Nach
10.6.15 entsprechend mit Einheiten garniert « stationdr L genau dann, wenn die
im Korollar ausgeschriebenen Euler-Lagrange-Gleichungen gelten. [

10.6.20 (Bewegungsgleichungen in Koordinaten, zeitabhiingige Variante). Ist
im Korollar das Potential zusitzlich eine Funktion der Zeit, so funktioniert alles
genauso, man muf} nur den zusitzlichen Parameter in der ganzen Argumentation
ergdanzen und erhilt zum Schluf} die Euler-Lagrange-Gleichungen in der Gestalt

~

d (oL ) oL . ) |
a@ <6yi (m(t),/i(t),t)> = 5, () Alt), 1) farl <i<n

10.7 Euler-Lagrange-Gleichungen direkt

10.7.1. In diesem Abschnitt werden die Euler-Lagrange-Gleichungen ohne den
Umweg iiber das Prinzip der stationdren Wirkung direkt aus den Orthogonalitéts-
bedingungen hergeleitet.
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10.7.2 (Motivation). Die Bewegungsgleichungen in Gestalt der Orthogonalitéts-
bedingung 10.4.4, die wir in 10.4.3 aus dem Newton’schen Prinzip ,,Kraft gleich
Masse mal Beschleunigung* zusammen mit dem Prinzip ,,Zwangskrifte verrich-
ten unter infintesimalen Verriickungen keine Arbeit” von d’Alembert hergelei-
tet haben, wird nun in Koordinaten ausgeschrieben. So ergeben sich die ,,Euler-
Gleichungen‘ und die ,,Euler-Lagrange-Gleichungen®. Dafiir fithren wir das ,, Tan-
gentialbiindel einer Mannigfaltigkeit* und als mit Einheiten versehene Variante
den ,,Geschwindigkeitsphasenraum eines mechanischen Systems* ein.

10.7.3 (Bewegungsgleichungen in lokalen Koordinaten). Wir betrachten wie
in 10.4.3 den Fall eines mechanischen Systems von A Massepunkten der Mas-
sen myq, ..., my, deren Bewegung in der Weise durch Zwangsbedingungen einge-
schriinkt sei, daB die Zusammenfassung ihrer Orte (ry, ..., 1) € E* sich stets auf
einer fest vorgegebenen glatten Mannigfaltigkeit M C E® befindet, dem Konfi-
gurationsraum unseres mechanischen Systems. In diesem Fall betrachten wir vor-
zugsweise eine mit Einheiten versehene Variante

TM :=TM(1/s)

des Tangentialbiindels, den Phasenraum oder Geschwindigkeitsphasenraum
unseres Systems. Formal erkldren wir ihn als eine Untermannigfaltigkeit TA/ C
X x X(1/s) fir X = E%, eben die Vereinigung der T, M (1/s).

10.7.4. Die kinetische Energie unseres mechanischen Systems (my, ..., my, M)
sei die Abbildung K : EA x EA(1/s) — (gm?/s?) gegeben durch

A
(r,, ‘_;V){/\:l = Zmu<‘7m‘7u>/2

v=1

Fir F, : E* — ]E(g/ s?) zusitzlich gegebene auf den jeweiligen Massepunkt
wirkende aber moglicherweise von den Orten aller Teilchen abhingige externe
Kriifte erkldaren wir nun die i-te generalisierte Kraft in Bezug auf unser Koordi-
natensystem von M durch

A or,
Qi = Z <Fu or,, 8—%>

v=1

Unsere generalisierten Kriifte sind also Funktionen @Q; : M — (gm?/s?). Durch
Vorschalten der Biindelprojektion konnen und werden wir sie als Funktionen auf
dem Phasenraum auffassen.

10.7.5. Seien (my, ..., my, M) ein mechanisches System und ¢ : R oW = M
eine bijektive Karte seines Konfigurationsraums. Die Koordinaten auf W @ R"
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notieren wir (xy,...,x,). Wir interpretieren im folgenden Abbildungen von M
wohin auch immer oft vermittels ¢ als Abbildungen von W wohin auch immer
durch Vorschalten von ¢, schreiben das ¢ aber meist nicht explizit dazu. Wir
schreiben insbesondere neu r, := r, o ¢ : W — [E. Die Bewegung unseres
Systems in Koordinaten notieren wir

kKi=@loy:TDI =W

und nennen diese Abbildung den Koordinatenweg. Wir haben also v = ¢ o k.
Unsere Karte ¢ von M induziert eine mit Einheiten versehene Karte

bW x RY(1/s) = TM

des Phasenraums. Deren Koordinaten notieren wir (1, . .., Z,, Y1, - - - , Y ) mit der
Besonderheit, daf die hinteren Koordinaten y; als Werte statt reelle Zahlen viel-
mehr duale Zeitspannen alias Frequenzen annehmen. In der physikalischen Lite-
ratur schreibt man statt y; meist z;, aber wir erlauben uns bepunktete Symbole
innerhalb der mathematischen Argumentation nur fiir echte zeitliche Ableitun-
gen. Per definitionem ist ¢)(x, ) das Tupel von Vektoren und Richtungsvektoren
((r,), (V,)) gegeben durch r,(z,y) = r,(z) sowie
-3 gt
ax]

In derselben Weise wie zuvor fassen wir alle Abbildungen von T M wohin auch
immer durch Vorschalten von v als Abbildungen von W x R™ wohin auch im-
mer auf. Weiter meinen bepunktete Symbole stets die Ableitung nach der Zeit,
insbesondere also 1, = d;(r, o k) und &; = dy(x; o k).

10.7.6. Die kinetische Energie unseres mechanischen Systems (my, ..., my, M)
sei die Abbildung K : E* x EA(1/s) — (gm?/s?) gegeben durch
A
) S (9,9, /2
v=1

Satz 10.7.7 (Euler-Gleichungen). Gegeben eine bijektive Karte des Konfigu-
rationsraums eines mechanischen Systems und (x1,...,Zn, Y1, .-, Yn) die zu-
gehorigen natiirlichen Koordinaten auf dem Phasenraum erfiillt ein glatter Weg
v : T DI — M die Orthogonalitiitsbedingung 10.4.4 genau dann, wenn fiir den
zugehorigen Koordinatenweg r gilt

d /0K 0K
d N N - Pl <<
(8%0(/{,/{)) axiO(K,K) Qioxk=0 fiirl<i<n

mit K der kinetischen Energie und (Q; den generalisierten Kriiften.
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Beweis. Das ist ein Ausschreiben in Koordinaten mit den zu Beginn dieses Ab-
schnitts eingefiihrten Notationen. Fiir die Geschwindigkeiten und Beschleunigun-
gen unserer Teilchen ergeben sich die Formeln

. or, R or, .
r, = 1+ ...+ —T,
0, ! oz,
J%r, . 61"”
gk axjawk%xk * Z

Die griechischen Indizes zeigen hierbei an, daf} dlese Glelchungen in [E bezie-
hungsweise (1 /s) beziehungsweise E(1/s2) oder genauer als Gleichungen von
Abbildungen von I C T in besagte Raume zu verstehen sind. Da weiter fiir z € W
der Tangentialraum T,(,) M nach 10.6.4 von den ausgewertet bei z zu verstehen-

den Vektoren

8@0 <0r1 ’ %) c EA

ém (9:):; am
fir 1 < [ < n aufgespannt wird, ist unsere Orthogonalititsbedingung fiir das
massebehaftete Skalarprodukt ((t) — F (v(t))) Lg Ty M gleichbedeutend da-
zu, dab fiir alle [ die Summe

o“r,, r, or, Or,\ . - or,
Pv v N s F Ty
; <8x38xk 8xl>%xk+zm"<8x]~’axl>% ZV:< v Oty 8x1>

verschwindet. Wir nennen diese Verschwindungsbedingung im folgenden die (-
te Bewegungsgleichung. Die Einschrinkung der kinetischen Energie A auf den
Phasenraum des Systems mit Zwangsbedingungen hat in Koordinaten die Gestalt

Or, Or,
K(xl,...,xn,yl,...,yn)zz 5 <8x . >y]yk
J

v,j,k

Fiir ihre partielle Ableitung mit Einheiten im Sinne von 2.4.10 folgt

Z m 8ry aI‘V
3yl Y 0Ty

und weiter
d (0K , or, oOr,\ . .
i (o) = 3 G
or, 0, \ . .
" yizjk " <a_% 3Iz@xk> e

310



Die ersten beiden Terme der [-ten Bewegungsgleichung von oben konnen dem-
nach dargestellt werden in der Form

E a—Ko(m K) —a—Ko(m )
dt ayl ’ 8:751 ’

Der letzte Term ist gerade die generalisierte Kraft und der Satz folgt. [

10.7.8 (Euler-Lagrange-Gleichungen bei Kriiften mit Potential). Wir erinnern
die generalisierten Krifte

Ao or,
Qi = Z F,or,, I
v=1 v

Ist jeweils V,, : E — (gm/s2) ein Potential von F,, in Formeln
(dV2)(V) = = (Fu(p), V)

fiir alle Punkte p € E und Richtungsvektoren v € E, so folgt fiir das Gesamtpo-
tential als Funktion der Koordinaten V' := > 'V, or, die Identitit

@) = (dV)@E)
= 2(dey Vo) (dor,) (1)
= 2 (de ) V)(5)

Bilden wir also die Lagrangefunktion
L=V-K

als Differenz zwischen der potentiellen und der kinetischen Energie unseres Sys-
tems, so erfiillt fiir eine mogliche Bewegung v : T D I — M die zugehorige
Abbildung « in den Koordinatenbereich die Euler-Lagrange-Gleichungen

d /0L oL
d (oL ) (9L N irl<l<n.
P (aylo(n,m)) (axl>o(n,m) 0 firl <l<n

Beispiel 10.7.9 (Bewegung einer Topferscheibe nach Euler-Lagrange). Wir
betrachten eine Topferscheibe mit Zentrum p € E. Wir denken sie uns zusam-
mengesetzt aus Massepunkten der Massen my, ..., my die zu einem gegebenen
Zeitpunkt an den Stellen p — v € K sitzen. Der Konfigurationsraum M ist eine
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Kreislinie. Damit wir unseren Formalismus anwenden konnen, gehen wir zu einer
offenen Teilmenge von M iiber, indem wir einen Punkt daraus weglassen, und
dann ist der Drehwinkel im Bogenmal} von diesem Punkt aus die lokale Koordi-
nate (1) zu einer Karte mit Definitionsbereich das offene Intervall W = (0, 27).
Wir schreiben sie in diesem Fall lieber 4 statt 2; und schreiben ebenso die Ge-
schwindigkeitskoordinate des Phasenraums der physikalischen Konvention fol-
gend V statt y1 wie in der mathematischen Argumentation. Wir denken uns unsere
Scheibe waagerecht, so dafl das Potential V' unabhingig ist von ¥ und die gene-
ralisierte Kraft identisch verschwindet. Die kinetische Energie K (19) ergibt sich
zu

.1 . .
K@) =5 Plp, = plPm, = J9?/2

fir J == |lp, — p|I*m. € (gm?) das Trigheitsmoment unserer Topferschei-
be. Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir x spezialisieren zu d%(J k) = 0 alias &
konstant alias x : T D I — (0, 27) von konstanter Steigung. Unsere Topferschei-
be dreht sich folglich ohne Einwirkung dulerer Krifte mit konstanter Winkelge-
schwindigkeit.

Beispiel 10.7.10 (Kleine Schwingungen). Seien (z1,...,x,) Koordinaten auf
dem Konfigurationsraum M eines mechanischen Systems mit Potential V' und
seien weiter (x;,y;) die zugehorigen natiirlichen Koordinaten auf dem Phasen-
raum TM. Ist (z; = 0) eine kritische Stelle der Potentialfunktion, so kann V'
dort bis auf eine fiir unsere Gleichungen unerhebliche additive Konstante nach
der Taylorformel 3.2.5 lokal bis zu dritter Ordnung approximiert werden durch
eine quadratische Form
V = Z aijxix j

und wir diirfen dabei die Matrix (a;;) symmetrisch annehmen. Unsere Koordina-
ten x; sind reellwertig, die Koeffizienten unserer quadratischen Form haben folg-
lich die Einheit einer Energie a;; € (gm?/s?). Die zugehérigen y; ordnen einem
Geschwindigkeitsvektor 0; ® (1/s) den Wert 6;;(1/s) zu. Weiter kann die Lagran-
gefunktion L nach unseren Uberlegungen im Beweis von 11.1.7 bis auf dieselbe
fiir unsere Gleichungen unerhebliche additive Konstante lokal um (z; = y; = 0)
bis zu dritter Ordnung approximiert werden durch eine quadratische Form

L = Z QAijTiT5 — Z bl]ylyj

und wir diirfen dabei die Matrix (b;;) mit Eintridgen b;; € (gm?) symmetrisch und
positiv definit annehmen. Fiir das approximierende System, dessen Langrange-
funktion nun wirklich genau diese Differenz von quadratischen Formen ist, fin-
det man nach dem Satz iiber Hauptachsentransformationen [LLA2] 4.2.7 einen
linearen Koordinatenwechsel derart, daf3 in den neuen Koordinaten die Matrix
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A := (a;;) Diagonalgestalt hat, in Formeln A = diag(\y,...,\,) mit \; €
(gm?/s?), und daB B := (b;;) ein Vielfaches des Einheitsmatrix wird, etwa B =
diag(c/2,...,c/2) mit ¢ € (gm?). Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten dann
in diesen Koordinaten

’.)./l = —()\l/c)% fiir 1 < [ <n.

Ist unsere kritische Stelle des Potentials ein lokales Minimum und ist die Hesse-
Matrix dort nicht ausgeartet, so ist auch A positiv definit und alle \;/c € (1/s?)
sind positiv und die [-te Koordinate unserer Bewegung ist eine Schwingung mit
der Periode 27w /+/\; /¢, genauer 7, (t) = C'sin(t+/\;/c+ ¢) fiir frei wihlbare reel-
le Zahlen C ¢. Die zugehérigen Frequenzen (1/27)+/\;/c heiBen die Eigenfre-
quenzen unseres Systems. Wir diskutieren hier nicht, wie gut die Losungen des
approximierenden Systems die Losungen des urspriinglichen Systems approxi-
mieren. Mithilfe unserer Aussagen iiber differentielle Ungleichungen 6.2.10 kann
man hier aber durchaus recht gute Abschitzungen erhalten.

10.8 Hamilton-Gleichungen

10.8.1 (Meotivation). Der ,,Hamilton-Formalismus* schreibt unsere Orthogonali-
tiatsbedingungen

(3(t) — F(V(t))) Ly TyyM

aus 10.4.4 um zu einem System von 2dim M/ Differentialgleichungen erster Ord-
nung, im Gegensatz zu den dim M Differentialgleichungen zweiter Ordnung nach
Euler-Lagrange. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall eines freien Punktteil-
chens. Anschlieend diskutieren wir den Fall eines Systems mit Zwangsbedingun-
gen. Eine besonders elegante Form nimmt der Hamilton-Formalismus in den soge-
nannten ,.kanonischen Koordinaten* an, wie in den darauffolgenden Abschnitten
ausgefiihrt wird.

10.8.2. Wir betrachten einen Massepunkt positiver Masse m > 0, der sich im
Raum E in einem Kraftfeld /' mit Potential V' bewegt, und betrachten auf dem
Phasenraum die Funktion der totalen Energie

H:ExE(1/s) — (gm?/s?)

gegeben durch H (p,v) := V(p) + m(v,v) /2. Sie heiBt die Hamilton-Funktion
unseres Systems. Weiter betrachten wir auf dem Richtungsraum E x E(1/s) des
Phasenraums die (gm?/s)-wertige symplektische Form

w((v1,v2), (Wi, w2)) == m{vy, wa) — m{va, wy)
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Satz 10.8.3 (Hamilton-Formalismus fiir Punktteilchen). Gegeben ein Punkt-
teilchen positiver Masse m > 0 in einem Kraftfeld F' mit Potential V' ist v genau
dann eine Losung der Bewegungsgleichungen, wenn (v, ) ein Flufweg des sym-
plektischen Gradienten grad , H der Hamiltonfunktion ist.

Beweis. Es gilt zu zeigen (grad,, H)(p,v) = (v, = F(p)). Gleichbedeutend gilt es
Zu zeigen

(d(pw)H)(wl?w?) = ((Uv %F(p)% ("LU1, w2))

w

fiir alle (wq, wy). Nun haben wir H (p,v) = V(p) + K (v) mit K (v) := m(v,v)/2.
Fiir den zweiten Summanden erhalten wir (d,K)(w) = m(v,w) nach unseren
allgemeinen Erkenntnissen fiir das Differential bilinearer Abbildungen 2.6.5, die
Komponentenregel 2.6.1 und die Kettenregel. So finden wir

(d(pw)H) <w17 wQ) = m<v7 w2> - <F(p)7 wl)
und wie gewiinscht genau den Wert der symplektischen Form. 0

10.8.4. Wir erinnern aus 10.4.3 unsere allgemeinen mechanischen Systeme mit
Zwangsbedingungen und Potential (m, ..., my, M, V') und vereinbaren die Ab-
kiirzung X := [E*. Der Konfigurationsraum ist damit eine glatte Untermannigfal-
tigkeit M/ C X und der Richtunsraum X ist mit dem massebehafteten Skalarpro-
dukt ( , ), mit Werten in (gm?) versehen. Wir betrachten auf X x X (1/s) die
Funktion der kinetischen Energie

K(p,v) = (v,0),/2

Die Summe von kinetischer und potentieller Energie H := V' + K hei3it die Ha-
miltonfunktion .
H: X x X(1/s) — (gm?/s?)

Wie im Fall eines Punktteilchens ohne Zwangsbedingungen 10.8.3 betrachten wir
auf X x X (1/s) die symplektische Form w = w, mit Werten in (gm?) gegeben
durch

w((vl, vg), (w1, w2)) = (v1, Wa)g — (U2, W1)g

Satz 10.8.5 (Hamilton-Formalismus). Gegeben (M, V') ein mechanisches Sys-
tem mit Potential erfiillt eine Bewegung v : T D I — M die Orthogonalitdits-
bedingung 10.4.4 genau dann, wenn ihr Phasenweg (v,) ein Flufiweg des sym-
plektischen Gradienten grad,, H der Hamiltonfunktion H : TM — (gm?/s?) ist.

10.8.6. Der symplektische Gradient bezeichnet hier das Geschwindigkeitsfeld
auf dem Phasenraum TM, das jedem Punkt (p,u) € TM denjenigen Vektor

314



(grad, H)(p,u) € T(,, (TM) zuordnet, der charakterisiert wird durch die Ei-
genschaft

w ((gradw H) (p7 u)? IU) = (d(p,u)H) (U_j) Vi € T(p,u) (TM)

fir die vermittels der Einbettung T, ,(TM) — X (1/s)x X (1/s%) eingeschrink-
te und mit zusétzlichen Einheiten versehene symplektische Form w = w,. Wir
schreiben im folgenden nur fiir eine von Einheiten befreite Variante dieses Satzes
in 10.8.10 den Beweis aus und beginnen mit Vorarbeiten.

10.8.7 (Tangentialbiindel). Gegeben /M C X eine glatte Untermannigfaltigkeit
eines endlichdimensionalen Raums erinnern wir aus 10.6.4 ihr Tangentialbiindel,
eine Untermannigfaltigkeit TM C X x X.Im folgenden verwenden wir oft und
ohne Notation den offensichtlichen Isomorphismus Richt(X x X) & X x X.
Mit seiner Hilfe fassen wir die Tangentialraume des Tangentialbiindels an einer
Stelle (p,u) € TM auf als Untervektorrdaume

T (TM) C X x X

10.8.8 (Tangentialriume des Tangentialbiindels). Ich erinnere daran, daf} eine
kurze exakte Sequenz von Vektorrdumen ein Datum U — V' — W ist aus drei
Vektorrdumen U, V, W und zwei linearen Abbildungen, deren erste injektiv ist,
deren zweite surjektiv ist und so, daf das Bild der ersten der Kern der zweiten ist.
Die kurze exakte Sequenz

X XxX—»X

mit w — (0, w) und (v, w) — v als Abbildungen induziert nun fiir jeden Punkt
des Tangentialbiindels (p, u) € TM eine kurze exakte Sequenz

TpM — T (TM) — T, M

fiir den Tangentialraum des Tangentialbiindels bei (p, u). In der Tat ist offensicht-
lich die erste Abbildung eine Injektion und die Verkniipfung Null und die Zweite
ist eine Surjektion, was man durch Vorschalten einer Standardkarte leicht sieht.
Aus Dimensionsgriinden miissen dann in der Tat in der Mitte Kern und Bild iiber-
einstimmen. Nun sei ein Vektorraumkomplement 5, von T, M in X gegeben, in
Formeln fordern wir also

X=B,&T,M

Fiir alle v € T, M muf es dann genau ein b = b, ,y(v) € B, geben mit (v,b) €
T (pu)(TM). Hier ist bpu) : TpyM — B, sogar eine lineare Abbildung.

315



Beispiel 10.8.9. Mir fillt es schwer, eine Anschauung fiir die eben entwickelte
lineare Algebra zu geben, aber probieren wir es einmal mit der kurzen exakten
Sequenz R < R?® — R? der Injektion der vertikalen Achse in den Raum gefolgt
von der orthogonalen Projektion auf die Ebene. Das konnte eine kurze exakte
Sequenz von Teilriumen 0 < G — G enthalten fiir G eine Ursprungsgerade im
Raum, die verschieden ist von der vertikalen Koordinatenachse. Dann ist G sogar
der Graph einer Abbildung b : G — R und B wire die ganze vertikale Achse.
Stellen wir uns, um in die vierte Dimension zu kommen, das ganze noch konstant
in der Zeit vor, so hitten wir eine kurze exakte Sequenz

RxT < R3x T —» R2

und eine kurze exakte Sequenz von Teilrdumen T < G x T — G. Hier konnten
wir nun auch verschiedene Wahlen fiir B treffen, etwa Punkte der Vertikale zur
Zeit Null oder alle Punkte, deren Zeit und Hohe iibereinstimmen, und so verschie-
dene Abbildungen b erhalten.

10.8.10 (Herleitung des Hamilton-Formalismus). Wir zeigen nun Satz 10.8.5.
Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum, M C X eine glatte Unterman-
nigfaltigkeit und s = ( , ) ein Skalarprodukt auf X. Wir betrachen als unsere von
Einheiten befreite Version der kinetischen Energie die Funktion

K:XxX >R

gegeben durch K(p,u) := (u,u)/2. Unsere symplektische Form w = w; auf
X x X gegeben durch w((vy, v2)(wy, ws)) == (v1, ws) — (s, wy) induziert eine
symplektische Form auf allen Tangentialriumen des Tangentialbiindels T M, als
da heift auf allen T, ., (T M) fiir (p, w) € T M. Wir berechnen nun den symplek-
tischen Gradienten grad , K der Einschriankung von K auf T M. Wir machen den
Ansatz
(grad, K)(p, u) = (v1,b(v1) + v2)

mit vy, v2 € T,M und b = b, : T,M — (T,M)* wie in der Diskussion des
Tangentialraums des Tangentialbiindels in 10.8.8, spezialisiert zum Fall B, :=
(T,M)* des orthogonalen Komplements in Bezug auf unser Skalarprodukt. Wie
im Fall 10.8.3 eines freien Teilchens finden wir (d,, ) K) (w1, ws) = (u, ws) fiir
alle (wy,ws) € X x X. Unser symplektischer Gradient (v, b(vy) + v5) wird also
charakterisiert durch die Bedingung

w((v1,b(v1) + v2), (wr, b(wy) + ws)) = (u, b(w;) + ws)

fir alle wy,wy € T, M. Nun nimmt b nur Bilder im orthogonalen Komplement
von T}, M an. Wir kdnnen das mithin umschreiben zur Charakterisierung

(v1, wa) — (va,w1) = (u, wy)
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fiir alle wy, wy € T, M mit der offensichtlichen Losung v; = v und v, = 0 und
erhalten

(grad,, K)(p,u) = (u,b(w))
Ist andererseits eine glatte Funktion V : X — R gegeben und erkliren wir F :

X — X als das Negative ihres s-Gradienten F = — grad, V, so erhalten wir
genauso aber einfacher

(grad,, V) (p,u) = (0, F(p))

Erklidren wir nun unsere von Einheiten befreite Hamiltonfunktion als H := V+ K,
so haben die FluBwege des symplektischen Gradienten grad , A der Hamilton-
funktion auf TM C X x X die Gestalt t — (v(t), (t)) mit 7/(t) = a(t) und
o/ (t) — F(v(t)) L To)M fiir alle ¢ alias

Y'(t) = F(y(1)) L Ty M

Daf3 umgekehrt fiir alle glatten Wege ~ in M mit ~"(t) — F(y(t)) L T Sy M Vi
auch (v,7') ein FluBweg des symplektischen Gradienten der Hamiltonfunktion
ist, folgt aus dem Satz von Picard-Lindeldf iiber die Eindeutigkeit der Losun-
gen von Differentialgleichungen. Grob gesprochen konnen wir annehmen, dall M
von einer einzigen Karte ¢ : R" © W = M tiberdeckt wird. Setzen wir dann
y:=¢ ltoy:R oI — W, sokdnnen wir unsere Orthogonalititsbedingung um-
schreiben zu einer Differentialgleichung fiir 4 der Gestalt " (¢) = A(t,¥(t),7'(t))
fiir glattes A und so ein Gleichungssystem hat fiir vorgegebene Anfangswerte stets
eine eindeutig bestimmte maximale Losung nach 6.4.9.

10.9 Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

Definition 10.9.1. Eine p-Form w auf einer Mannigfaltigkeit )/ ist eine Vor-
schrift, die jedem Punkt z € M eine alternierende p-Multilinearform

w, € AltP(T, M)

auf dem Tangentialraum bei x zuordnet. Wollen wir p nicht spezifizieren, so reden
wir von einer Differentialform auf /. Eine 1-Form heift auch ein Kovektorfeld.

10.9.2. Die p-Formen auf M bilden unter der punktweisen Adddition und Mul-
tiplkation mit Skalaren einen reellen Vektorraum. Im Fall p = 0 erhalten wir so
den Vektorraum Ens(M,R) aller reellwertigen Funktionen auf M. Wir werden
gleich diskutieren, wie man die Bedingungen Stetigkeit und Glattheit, die unsere
Formen erst zu einem niitzlichen Werkzeug machen, in diesem Kontext einfiihren
kann. Wir werden unter einer Differentialform im weiteren Verlauf meist eine
,»glatte* Differentialform verstehen und die Formen von eben ,,nicht notwendig
stetige Formen* nennen, wenn wir sie einmal verwenden sollten.
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Definition 10.9.3. Gegeben eine glatte Abbildung ¢ : M — N und eine Differen-
tialform 7 auf NV erkldren wir wie in 9.2.8 die zuriickgeholte Differentialform
¢*n auf M durch die Vorschrift

Hier bezeichnet (d,¢)" : Alt’(Ty,)N) — Alt’(T,M) die durch Vorschalten
des Differentials d,¢ : T, M — Ty, N von ¢ an der Stelle z € M induzierte
Abbildung. Alternativ schreiben wir ¢ : w ~ 7 statt w = ¢*n und sagen, die
beiden Differentialformen seien verwandt unter ¢.

10.9.4. Das Zuriickholen ist eine R-lineare Abbildung. Die in 9.2.12 besproche-
nen Rechenregeln (¢ o ¢)* = ¢* o ¢* und id" = id gelten offensichtlich auch in
diesem allgemeineren Kontext.

10.9.5. Wir erkldren fiir Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten das Dach-
produkt genau wie in 9.2.5 als punktweises Dachprodukt. Es ist aus denselben
Griinden assoziativ und R-bilinear und graduiert kommutativ. Weiter vertauschen
Riickzug und Dachprodukt.

Definition 10.9.6. Eine Differentialform w auf einer Mannigfaltigkeit M heil3t
glatt, wenn es um jeden Punkt x € M eine glatte Karte p : R 9 W — M gibt
derart, daB} p*w eine glatte Differentialform auf I ist im Sinne von 9.2.1, also
durch eine glatte Abbildung W' — Alt” (I@”) gegeben wird.

10.9.7 (Stabilititen glatter Differentialformen). Offensichtlich macht der Riick-
zug unter glatten Abbildungen glatte Differentialformen zu glatten Differential-
formen. Offensichtlich macht das Dachprodukt aus glatten Formen glatte Formen.
Offensichtlich bilden die glatten p-Formen einen Untervektorraum im Raum aller
p-Formen.

10.9.8 (Terminologisches). Von nun an werden wir fast ausschlieBlich mit glatten
Formen arbeiten und das meist nicht mehr explizit dazusagen.

Proposition 10.9.9 (Cartan’sche duBlere Ableitung). Gegeben cine p-Form w
auf einer Mannigfaltigkeit M gibt es genau eine (p + 1)-Form dw auf M derart,
dap fiir jede glatte Karte ¢ : R™ oW — M von M gilt

¢*(dw) = d(¢*w)

Beweis. Unsere Vorschrift legt dw auf dem Bild jeder Karte eindeutig fest. Es
gilt nur zu zeigen, dal} diese Festlegungen auch zusammenpassen, daf} also ge-
geben ¢ : R® © V — M eine weitere Karte, der Einfachkeit halber mit dem-
selben Bild, es ein- und dieselbe (p + 1)-Form 7 auf (W) = (V) ist, fiir die
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gilt ¢ : d(¢*w) ~ nund ¥ : d(p*w) ~ n. Bezeichnet jedoch g : W — V
den Basiswechsel, so haben wir sicher § : ¢*w ~» 9*w. Daraus folgt aber
B 1 d(¢*w) ~ d(1p*w) nach der Verwandtschaftsvertriglichkeit der duleren Ab-
leitung 9.5.11 und damit folgt aus ¢ : d(¢)*w) ~ n bereits ¢ : d(p*w) ~n. [

10.9.10 (Rechenregeln fiir die duBlere Ableitung). Die in 9.5.11 diskutierten Re-
chenregeln fiir die duflere Ableitung iibertragen sich unmittelbar auf den Fall der
Mannigfaltigkeiten, wobei nocheinmal daran erinnert sei, da wir unsere Formen
dabei als glatt annehmen. Gegeben eine glatte Abbildung von Mannigfaltigkeiten
@ : M — N und eine Form 7 auf NV haben wir insbesondere die Verwandtschafts-
vertriiglichkeit der duBeren Ableitung ©*(dn) = d(¢*n), fiir ein Dachprodukt von
Formen auf einer Mannigfaltigkeit gilt die Leibnizregel

dwAn) =dwAn+(=1)“wAdy

und schlieBlich gilt stets ddw = 0. Ich hoffe, da} der Leser im folgenden lernen
wird, die groe Eleganz und Miihelosigkeit des Rechnens mit Differentialformen
wertzuschitzen.

10.10 Das Kotangentialbiindel

10.10.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Wir definieren ihr Kotangentialbiindel
erst einmal nur als die Menge

T*M = | |{z} x T;M
zeM
alias die disjunkte Vereinigung der Dualrdume aller ihrer Tangentialrdume. Zu-
sammen mit dieser Menge erkldren wir eine Abbildung 7, : T*M — M, die
FuBpunktprojektion.

10.10.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Im Fall einer in einen endlichdimensio-
nalen affinen Raum eingebetteten Mannigfaltigkeit A/ C X mag man eine rie-
mannsche Metrik auf ) erkliren als eine Abbildung g, die jedem Punkt x € M
ein Skalarprodukt g, auf dem Tangentialraum T, M zuordnet so, da3 es eine glat-
te Abbildung G : M — Bil(X) gibt, die alle dieses Skalarprodukte induziert.
Fiir den allgemeinen Fall abstrakter Mannigfaltigkeiten iiberlassen wir die préazise

Fassung der Glattheitsbedingung der Differentialgeometrie.

10.10.3 (Das Kotangentialbiindel als Mannigfaltigkeit). Auf dem Kotangenti-
albiindel einer Mannigfaltigkeit M gibt es genau eine Struktur einer Mannigfal-
tigkeit derart, daB fiir jede glatte riemannsche Metrik g auf M die durch die jewei-
ligen lokalen Skalarprodukte gegebenen Isomorphismen T, M = T: M in ihrer
Gesamtheit einen Isomorphismus von Mannigfaltigkeiten TN/ — T*M bilden.
Der Beweis bleibe dem Leser iiberlassen.
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10.10.4 (Das Kotangentialbiindel als Mannigfaltigkeit, Variante). Gegeben ei-
ne offene Teilmenge W @ R" erhalten wir eine Bijektion

W xR" = TW

durch die Abbildung (q1, ..., ¢n,P1,---,Pn) = (@1, -, G, P1dq1 +. . .+ Dn dgn).
Auf der rechten Seite meinen wir dabei die Kovektorfelder dg; aus 8.1.15. Auf
dem Kotangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit A/ gibt es nun genau eine Struktur
einer Mannigfaltigkeit derart, daf fiir jede glatte Karte ¢ : R" 9 W — M die
Komposition
W xR" S TW —T"M

der oben erkldrten Abbildung mit der offensichtliche Abbildung eine Karte von
T* M ist. Der Beweis bleibe dem Leser ebenso iiberlassen wie der Nachweis, daf}
wir so dieselbe Struktur als Mannigfaltigkeit erhalten wie bei der vorhergehenden
Konstruktion.

10.10.5. Gegeben eine Mannigfaltigkeit M konstruieren wir auf ihrem Kotangen-
tialbiindel T* M das kanonische Kovektorfeld v = 9,; durch die Vorschrift, daf3
gegeben x € M und n € T, M und der entsprechende Punkt des Kotangential-
biindels (x,n) € T*M die lineare Abbildung ¥, ) : Tz, (T*M) — R gegeben
sein moge durch
Vi) =10 AT

Hier meint 7, : T*M — M die FuBpunktprojektion des Kotangentialbiindels
und d )7 ¢ T (T*M) — T, M ihr Differential an der Stelle (z,7). Als
néchstes zeigen wir, daf das kanonische Kovektorfeld glatt ist.

10.10.6 (Kanonisches Kovektorfeld in Koordinaten). Um zu priifen, daf das
kanonische Kovektorfeld glatt ist, schreiben wir es in Koordinaten. Betrachten
wir genauer eine glatte Karte ¢ : R” W wie in 10.10.4, so fiihrt die dort gege-
bene Karte W x R™ — T*M des Kotangentialbiindels zu einem lokalen Koordi-
natensystem (qi, ..., qn,P1,---,Pn) des Kotangentialbiindels und die zugehori-
gen Tangentialvektoren 0/0q; und 0/0p; bilden folglich an jeder Stelle (z,n)
mit © € (W) eine Basis des Tangentialraums T, ,)(T*M) des Kotangential-
biindels. Unter dem Differential der FuBpunktprojektion werden die Vektorfelder
0/0q; auf die Vektorfelder 0/0q; abgebildet, zu verstehen in Bezug auf das durch
die Karte p : R" o W — M gegebene lokale Koordinatensystem (q1, - .., qy,)
von M, und die 0/0p; gehen nach Null. Fiir die Verkniipfung 1 o d ;)7 mit
x=o(q@,...,q,)undn = p;dg + ...+ p,dg, ergibt sich also

no d(m,n)ﬂ-M : a/a% = D und 8/8]91 — 0.
Das aber bedeutet genau

Uy =pidg + ...+ ppdg,
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im hier betrachteten lokalen Koordinatensystem von T* M. So sehen wir, da8 das
kanonische Kovektorfeld jeder Mannigfaltigkeit glatt ist.

10.10.7 (Rechtfertigung der Terminologie). Die Definition zeigt, dal gegeben
eine offene Einbettung von Mannigfaltigkeiten ¢ : W — M und die zugehorige
offene Einbettung auf den Kotangentialbiindeln ¢ : T*W — T*M die zugehori-
gen kanonischen Kovektorfelder verwandt sind, in Formeln v : ¥y ~» 9. Das
rechtfertigt die Bezeichnung als ,,kanonisches Kovektorfeld*.

10.10.8. Gegeben eine Mannigfaltigkeit M ist die dullere Ableitung jeder glat-
ten Einsform eine glatte Zweiform mit verschwindender duflerer Ableitung. Eine
symplektische Struktur auf einer Mannigfaltigkeit erkldrt man als eine geschlos-
sene Zweiform, die auf jedem Tangentialraum eine nichtausgeartete alternierende
Bilinearform induziert. Das Negative der du3eren Ableitung des kanonischen Ko-
vektorfelds 1), auf dem Kotangentialbiindel ist eine symplektische Struktur auf
dem Kotangentialbiindel T* M, die kanonische symplektische Struktur

wyr = —di

Nach der Beschreibung des kanonischen Kovektorfelds 10.10.6 in lokalen Koor-
dinaten finden wir in lokalen Koordinaten die Beschreibung

wy = —dUy = dg Ndpr + ...+ dg, N dp,

Das hinwiederum ist offensichtlich eine nichtausgeartete Bilinearform auf jedem
Tangentialraum des Kotangentialbiindels und rechtfertigt die Bezeichnung von
wyy als symplektische Struktur.

10.10.9 (Abstrakter Hamiltonformalismus). Ein Paar (P, w) aus einer Mannig-
faltigkeit P mit einer symplektischen Struktur w heif3t eine symplektische Man-
nigfaltigkeit. Gegeben eine glatte Funktion 7/ : P — R mag man ihren symplek-
tischen Gradienten

grad, H

betrachten und dessen FluBkurven untersuchen. Gegeben ein lokales Koordina-
tensystem (q1, . .., Gn, P1,- - - , Pn) von P mit der Eigenschaft

w=dqg Ndpy + ...+ dg, N dp,

finden wir dH = (0H/0q)dq; ...+ (0H/Op,)dp, und fiir den symplektischen
Gradienten ergibt sich grad , H = —(0H/0q,)(0/0p1) ... + (0H/0p,)(0/0qy)
und fiir die Koordinaten der FluBkurven ergeben sich die Hamilton’schen Glei-
chungen

p; = —0H/0g; ¢; = 0H/0p;
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Vorschau 10.10.10 (Abstrakter Hamiltonformalismus und Mechanik). Im fol-
genden Abschnitt zeigen wir, wie sich die Bewegungsgleichungen eines mechani-
schen Systems mit Potential (M, V') diesem Formalismus unterordnen, fiir P :=
T*M das Kotangentialbiindel des Konfigurationsraums mit seiner kanonischen
symplektischen Struktur 10.10.8 und einer Hamiltonfunktion H : T*M — R, in
der ,.die ganze Physik unseres Systems zusammengefal3t wird®.

10.11 Hamilton-Formalismus und Kotangentialbiindel

Satz 10.11.1 (Geometrie der Hamilton’schen Gleichungen). Seien (M, V') ein
mechanisches System mit Potential, (T*M,w) das Kotangentialbiindel des Konfi-
gurationsraums mit seiner kanonischen symplektischen Struktur und

H:T"M — R

die Funktion, die unter dem durch das massebehaftete Skalarprodukt gegebenen
Isomorphismus g : TM = T*M verwandt ist zur Summe K + V von kinetischer
und potentieller Energie. So sind die Phasenwege in T M der Losungen der Ortho-
gonalititsbedingungen i-verwandt zu den Flufskurven in T* M des symplektischen
Gradienten grad,, H der Hamiltonfunktion.

10.11.2. Man nennt in diesem Kontext T*A/ den Impulsphasenraum unseres
mechanischen Systems und H : T*M — R die Hamiltonfunktion.

Beweis. Wir wissen aus 10.8.5, hier einheitenfrei geschrieben, daf3 eine Bewe-
gung v : R D I — M genau dann die Orthogonalititsbedingung 10.4.4 erfiillt,
wenn ihr Phasenweg (7, 7) ein FluBweg des symplektischen Gradienten grad , H
der Summe von kinetischer und potentieller Energie H := K +V : TM — R
ist. Im folgenden und insbesondere in 10.11.5 zeigen wir, dal unter dem durch
das massebehaftete Skalarprodukt gegebenen Isomorphismus g : TM = T*M
die symplektische Form w aus 10.8.5 verwandt ist zur kanonischen symplekti-
schen Form auf dem Kotangentialbiindel T* M. Das zeigt dann auch bereits den
Satz. 0

10.11.3 (Skalarproduktform und ihre duBlere Ableitung). Gegeben ein end-
lichdimensionaler reeller Raum X mit einem Skalarprodukt s auf seinem Rich-
tungsraum X erkliren wir auf dem Tangentialbiindel TX = X x X das Kovek-
torfeld 6 gegeben durch

—

9(%17) (1171, 1172> = S(’(l_jl, U)

und nennen diese Einsform die Skalarproduktform. Wir berechnen ihre dufle-
re Ableitung df und finden zunichst fiir das Differential der affinen Abbildung
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0: X x X — (X x X)* an jeder Stelle (z, #’) den Richtungsanteil unserer affinen
Abbildung df : (¥, %) +— ((@, @) — s(w,Ts)). Die duBere Ableitung ent-
steht daraus per definitionem 9.5.4 durch Schiefsymmetrisieren und wir erhalten
als @uBere Ableitung die konstante Zweiform

do : ((171,172), (1171,162)) — 8(151,172) — S(ﬁg,ﬁ])

Das ist im Fall des massebehafteten Skalarprodukts gerade das Negative unserer
symplektischen Form w; aus 10.8.4, in Formeln w, = —df.

10.11.4 (Einschrinken auf Untermannigfaltigkeiten). Gegeben ein endlichdi-
mensionaler reeller Raum X mit einem Skalarprodukt s auf seinem Richtungs-
raum X und eine eingebettete Mannigfaltigkeit A/ C X betrachten wir das Tan-
gentialbiindel TM C X x X. Die Skalarproduktform ¢ aus 10.11.3 schrénkt ein
zu einer Einsform 6 auf dem Tangentialbiindel, die wir weiter die Skalarpro-
duktform nennen. Da die dullere Ableitung verwandtschaftsvertraglich ist, ist die
Einschrinkung der dulleren Ableitung die dullere Ableitung der Einschrinkung.
Wir finden fiir diese Zweiform auf dem Tangentialbiindel d6 also auch w, = —df.

10.11.5 (Verwandte im Kotangentialbiindel). Gegeben seien weiter ein end-
lichdimensionaler reeller Raum X mit einem Skalarprodukt s auf seinem Rich-
tungsraum X und eine eingebettete Mannigfaltigkeit A/ C X. Wir betrachten das
Kotangentialbiindel T*M und den durch unser Skalarprodukt gegebenen Isomor-
phismus
5:TM = T*M
mit § : T,M = T;M erklart durch (5(v))(w) = s(¥,w). Er ist vertriaglich
mit den jeweiligen FuBpunktprojektionen. Die Skalarproduktform ist darunter per
definitionem verwandt zum kanonischen Kovektorfeld 10.10.5 auf dem Kotan-
gentialbiindel 5§ : # ~ . Dann miissen auch die duleren Ableitungen unserer
Einsformen verwandt sein s : dff ~ dv und ihre Negativen desgleichen. Also
haben wir
S~ w

10.12 Lie-Ableitung

10.12.1. Dieser Abschnitt ist kopiert aus [?] ??. Ich mu3 mich etwas auf Differen-
tialgeometrie stiitzen und bendtige insbesondere den Begriff der Lie-Ableitung.

Definition 10.12.2 (Lie-Ableitung). Gegeben ein glattes Vektorfeld ¢ auf einer
glatten Mannigfaltigkeit X und ein glattes Feld 7', genauer ein glattes natiirliches
Feld im Sinne von [?] ??, das also durch Anwenden eines glatten Gruppoidfunk-
tors aus dem Tangentialbiindel hervorgeht, erkldren wir ein Feld derselben Art,
seine Lie-Ableitung

LT
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Man bezeichne dazu fiir x € X und kleine s € R mit {*(z) € X den Punkt, bei
dem der Punkt = landet, wenn er sich fiir die Zeit s mit dem Flufl des Vektorfelds &
treiben 14Bt. Dann sind die & fiir kleine s Diffeomorphismen einer festen offenen
Umgebung U von p € X mit offenen Teilmengen £°(U) @ X . Bezeichne T1%¢ =
T das Feld auf U, das unter £&* zum urspriinglichen Feld 7" auf £°(U) verwandt
ist, in Formeln

T T
Die T bilden dann ein von s abhingiges Feld auf U und wir definieren
1 (T[S])p — Tp
(LT )y = lim 2

Nun muf3 noch gezeigt werden, dall diese Grenzwerte existieren und dal LT’
wieder ein glattes Feld ist. Das iliberlassen wir dem Leser und leiten nur unter
der Annahme der Existenz explizite Formeln her. Mit etwas mehr Sorgfalt kann
man zusammen mit den expliziten Formeln aber auch unschwer die Existenz der
fraglichen Grenzwerte zeigen.

Erginzung 10.12.3 (Felder mit verschwindender Lie-Ableitung). Seien ¢ ein
glattes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit X und 7T ein glattes Feld auf
X. Ist LT das Nullfeld, so folgt £&° : T' ~» T fiir alle U @ X und s € R der-
art, dal der FluB} £°(x) definiert ist fiir alle z € U. In Worten ist demnach ein
Feld mit invarianter Lie-Ableitung nach einem vorgegebenen Vektorfeld ,,invari-
ant unter dem Fluf} von besagtem Vektorfeld*“. In der Tat hat dann die Abbildung
s + (T¥)), an jeder Stelle ihres Definitionsintervalls die Ableitung Null, denn
wir haben fiir kleines h # 0 sicher

S 1 S S 1
dg” - E ((T[ +h])p - (T[ ])p) = E ((T[h])q B Tq)
mit ¢ = &°(p), und fiir . — 0 strebt die rechte Seite nach unseren Annahmen

gegen Null.

Beispiel 10.12.4. Gegeben eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit alias eine glatte
Mannigfaltigkeit X mit einem ausgezeichneten glatten symmetrischen Tensorfeld
g € Sym?(TX), das an jeder Stelle ein Skalarprodukt ist, versteht man unter
einem Killing-Feld ein glattes Vektorfeld £ auf X mit £.g = 0. In anderen Worten
ist also ein Killing-Feld ein Vektorfeld &, dessen FluB} Isometrien £* : U — £%(U)
liefert, wo immer er definiert ist.

Beispiel 10.12.5 (Divergenz und Lie-Ableitung). Jeder Riemann’schen Mannig-
faltigkeit X kann man ihre natiirliche Dichte w zuordnen, einen ausgezeichneten
glatten Schnitt des Dichtebiindels. Gegeben ein glattes Vektorfeld £ auf X kann
die Divergenz div ¢ beschrieben werden als die eindeutig definierte Funktion mit

Lew = (divE)w

324



Beispiel 10.12.6 (Lie-Ableitung von Funktionen). Im Fall eines skalaren Feldes
T alias einer glatten Funktion f haben wir offensichtlich

Lef =6f

In Worten ist die Lie-Ableitung einer Funktion also schlicht die Funktion, die
daraus durch das Anwenden des fraglichen Vektorfelds entsteht.

10.12.7 (Lie-Ableitung versus kovariante Ableitung). Die Lie-Ableitung einer
Funktion an einer gegebenen Stelle hiangt nur vom Wert des ableitenden Vektor-
felds an besagter Stelle ab. Das ist bei der Lie-Ableitung allgemeiner Felder nicht
mehr richtig: Die Lie-Ableitung eines Feldes an einer gegebenen Stelle wird im
allgemeinen von den Werten des ableitenden Vektorfelds in einer Umgebung der
fraglichen Stelle abhingen und keineswegs nur von seinem Wert an besagter Stel-
le. Das ist ein fundamentaler Unterschied zur kovarianten Ableitung ??, die auch
in Richtung isolierter Tangentialvektoren wohldefiniert ist und beim Ableiten nach
Vektorfeldern £ der Identitdt V. = fV, gehorcht. Dahingegen haben wir fiir die
Lie-Ableitung im allgemeinen L # f L.

10.12.8 (Lie-Ableitung und duBere Ableitung). Die Lie-Ableitung des Diffe-
rentials einer Funktion ist das Differential ihrer Lie-Ableitung, in Formeln

Le(df) = d(Lef)

Um das einzusehen, gehen wir von der Erkenntnis aus, daf} die Verwandtschaft
¢ . fll ~ f auch eine Verwandtschaft ¢ : d(f) ~» df alias die Gleichheit
d(f) = (df)¥ induziert. Nun wiirden wir gerne rechnen

(O —df o d(fY) —df
R L B (1

[t _
D) = aean

Das ist zwar in dieser Form noch problematisch, aber wihlen wir lokale Koordi-
naten 71, . . ., o, und betrachten die Funktion (x,t) — f{(z) auf U x (—¢,¢), so
ist auch diese Funktion glatt und wir erhalten L¢(df) = 9, Y, 0; f(z) dz; sowie
dLef) = >, 00, f1%(x) do; mit der Notation 9 fiir die partielle Ableitung nach
x; und 0, fur das Auswerten bei ¢t = 0 der partiellen Ableitung nach ¢ und die Be-
hauptung folgt aus der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen. In derselben
Weise zeigt man fiir Differentialformen beliebigen Grades, da3 die Lie-Ableitung
auch mit der dufleren Ableitung vertauscht, in Formeln

Le(dw) = d(Lew)

Noch allgemeiner folgt in derselben Weise, daf die Lie-Ableitung vertauscht mit
beliebigen ,,verwandtschaftsvertriglichen Differentialoperatoren* zwischen glat-
ten Schnitten natiirlicher Biindel. Unter einem ,,Differentialoperator verstehen
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wir dabei eine Abbildung zwischen den Rdumen glatter Schnitte, die in lokalen
Koordinaten und beziiglich Biindelkarten durch Polynome in den partiellen Ab-
leitungen mit glatten Funktionen als Koeffizienten gegeben werden kann.

Beispiel 10.12.9. Fiir die Lie-Ableitung des Tensorprodukts irgendwelcher na-
tirlichen Felder S, T" gilt offensichtlich die Leibniz-Regel

L(S®T) = (LeS)@T + S @ (LeT)

Speziell gilt die Leibniz-Regel L. (fT) = (£f)T + f(LT) fiir jede glatte Funk-
tion f und jedes glatte natiirliche Feld 7'.

Beispiel 10.12.10 (Lie-Ableitung von Vektorfeldern). Sei M eine Mannigfal-
tigkeit. Das Auswerten von Kovektoren auf Vektoren liefert einen natiirlichen
Biindelhomomorphismus T*M ® TM — R x M alias einen verwandtschaftsver-
triaglichen Differentialoperator vom Grad Null zwischen den zugehorigen Rium-
en glatter Schnitte. Gegeben ein Kovektorfeld w und Vektorfelder &, ¢ finden wir
damit nach dem Vorhergehenden die Identitét

Le(w, () = (Lew, () + (w, LeC)

Wenden wir das speziell auf w = df an und beachten (df,{) = (f sowie
Le(df) = d(Lef), sofolgt £(Cf) = C(Ef) + (LeC) f alias Le¢ = [€, ]

Ergdnzung 10.12.11. Mit 10.12.3 kdnnen wir nun auch eine weitere Herleitung
von Proposition [ML] 28.3.7.10 iiber kommutierende Vektorfelder geben: Kom-
mutieren zwei Vektorfelder, so verschwindet ja nach 10.12.6 die Lie-Ableitung
des Ersten nach dem Zweiten, also ist nach 10.12.3 das Erste invariant unter dem
FluB3 des Zweiten, und dann muf} natiirlich auch der FluB des Ersten mit dem Fluf3
des Zweiten kommutieren.

10.12.12 (Kontraktion von Differentialformen). Sei V' ein Vektorraum iiber ei-
nem Korper. Gegeben eine alternierende (k -+ 1)-Multilinearform w € Alt*™ (V)
und v € V definiert man wie in [LA2] 8.5.21 eine alternierende k-Multilinearform
iyw € Alt*(V) durch die Vorschrift

iow(v1, .. vg) = w(v, v, .., V)

Der Buchstabe ¢ steht wohl fiir ,,insertion®. Offensichtlich gilt 7,7, = —iy%,.
Unsere Definition [AN2] 9.1.9 des Dachprodukts liefert weiter unmittelbar

iv(w An) = (iyw) An+ (=1)¥w A (iyn)

Gegeben ein Vektorfeld £ und eine (k 4 1)-Form w erkldrt man entsprechend die
k-Form i¢w.
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10.12.13 (Lie-Ableitung von Differentialformen). Fiir die Lie-Ableitung von
Differentialformen gilt die Cartan-Formel

£§:i£Od+dOi§

In der Tat priift man ohne Schwierigkeiten, dafl beide Seiten Operatoren D mit der
Eigenschaft D(w A n) = (Dw) A1+ w A (Dn) sind. Es reicht damit aus, unsere
Formel fiir Funktionen und ihre Differentiale zu zeigen. Im Fall einer Funktion f
liefern jedoch nach 10.12.6 die Formeln auf beiden Seiten & f, und im Fall ihres
Differentials d f liefern nach 10.12.8 die Formeln auf beiden Seiten d(¢ f). Damit
ist auch unsere allgemeine Formel hergeleitet.

Lemma 10.12.14 (AuBere Ableitung ohne Koordinaten). Gegeben eine glatte
p-Form w auf einer Mannigfaltigkeit M und glatte Vektorfelder X, ..., X, gilt

p

(dw)(Xo, ..., X,) = Z(—njxjw(xo,...,Xj,...,xp>

7=0
+Y (D)Vo((X X)L X XL X)

1<J

Beweis. Man priift, daB die rechte Seite C*°(M )-multilinear ist als Funktion der
Vektorfelder X;. Mit dieser Erkenntnis kann man sich auf den Fall der Standard-
felder eines Koordinatensystems zuriickziehen. In diesem Fall aber sieht man die
behauptete Formel leicht ein. 0

10.13 Symplektische Geometrie

10.13.1 (Invarianz der symplektischen Form unter Hamilton’schen Fliissen).
Wir erinnern aus 10.12.13 die Cartanformel

Egzigod—FdO’ig

fiir die Lie-Ableitung von Differentialformen mit zc dem Einsetzen eines Vektor-
felds an erster Stelle. Sind wir auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (X, w),
so gilt nach Annahme dw = 0 und somit Lew = d(icw). Ist zusitzlich § = grad,, f
der symplektische Gradient einer Funktion f, so gilt per definitionem icw = df
und folglich

Lew =d(df) =0

Das zeigt hinwiederum mit 10.12.3 die Verwandtschaft £° : w ~» w oder genauer
£° : wly ~ Wlgsy unter der Annahme, dafl der FluB von £ auf U x [0, s] de-
finiert ist. Wir nennen ein Vektorfeld auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit,
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das der symplektische Gradient einer glatten Funktion ist, ein Hamilton’sches
Vektorfeld und den zugehorigen Flufl einen Hamilton’schen FluB}. Ist unsere
symplektische Mannigfaltigkeit X kompakt, so sind alle Fliisse von glatten Vek-
torfeldern £ global definiert auf ganz R x X und die Fliisse hamiltonscher Vektor-
felder ¢ = grad,, f bestehen aus Automorphismen £° : (X, w) — (X, w) unserer
symplektischen Mannigfaltigkeit, womit gemeint ist, daf} sie auch die symplekti-
sche Struktur erhalten.

10.13.2. Gegeben glatte Funktionen f, g auf einer symplektischen Mannigfaltig-
keit (X, w) erkldren wir ihre Poisson-Klammer durch die Vorschrift

{f, 9} == w(grad, f,grad, g)

Fir ¢ := grad,, f und ¢ := grad, ¢ finden wir {f, g} = iciew = icdf = (f.
Ist speziell ¢ = H die Hamiltonfunktion eines mechanischen Systems, so sind die
Phasenwege  seiner Bewegungen die FluBlinien von ( = grad,, / und fiir die
die Poissonklammer gilt

U HYGW) = S FG0)

Insbesondere bedeutet das Verschwinden der Poissonklammer {f, H} = 0, daB
die Funktion f konstant ist auf den Phasenwegen alias eine Bewegungskonstante.
Ein erstes Beispiel fiir eine Bewegungskonstante ist / selber.

10.13.3. In lokalen Koordinaten (g, . .., p,) mitw = dg; Adpy + .. . + dg, N dp,,
finden wir af o o1 0
g g
{f.9} =)

0¢; Op; a Op; 0g;

Lemma 10.13.4 (Poissonklammer als Lieklammer). Gegeben eine symplekti-
sche Mannigfaltigkeit (X, w) bilden die glatten Funktionen auf X unter der Pois-
sonklammer eine reelle Liealgebra.

Beweis. Wir konnen die Aussage auch miihelos in Koordinaten priifen. Das bleibe
dem Leser iiberlassen. Ich will nun argumentieren, warum sie anschaulich sinnvoll
ist. [

Beweisskizze. Es ist klar, daB die Poissonklammer R-bilinear ist. Es ist klar, daB3
gilt {f, f} = 0 fiir alle f. Es bleibt, die Jacobi-Identitit

gk b +{{g,h}, f} +{{h, f}, 9} =0 Vf,gh

zu zeigen. Gleichbedeutend ist {{f, ¢}, h} = {{f. h}, g9} +{f, {9, h}}. Firn =
grad,, h gilt es also zu zeigen

nif,gy ={nf.9} +{f.ng}
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Nehmen wir nun der Einfachkeit der Notation halber an, daf} n einen globalen
FluB R x X — X, (s,2) — n*(x) hat. Da alle n°* nach 10.13.1 Automorphis-
men der symplektischen Mannigfaltigkeit (X, w) sind, gilt fiir die mit dem Fluf
zuriickgezogenen Funktionen f[l := f o n® die Vertriiglichkeit mit dem Bilden
der Poissonklammer { f, g} = {fI*!, gl*/}. Die Poissonklammer ist aber eine ste-
tige bilineare Abbildung in Bezug auf eine geeignete Norm auf C*°(X;R), die
,Fréchet-Norm“. Andererseits ist R — C>(X;R) gegeben durch s ~— fl* fiir
diese Norm glatt mit Ableitung nf bei s = 0. Die Behauptung folgt so aus der
Kettenregel und der Regel fiir das Ableiten stetiger bilinearer Abbildungen. [

10.14 Hamilton’sche Gleichungen ALTER

10.14.1. Von ihrer Struktur her sind die Euler-Lagrange-Gleichungen 11.1.8 ein
System impliziter gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die
Bewegung v unseres Systems. Um sie zu einem System expliziter Differentialglei-
chungen erster Ordnung umzuschreiben, fithren wir die sogenannten kanonischen
Impulse ein durch die Vorschrift

B oK __8L
N 0y B Dy

Di:

Die kanonischen Impulse sind Funktionen auf dem Phasenraum TM (1/s), ge-
nauer Funktionen mit Werten in (gm?/s). Zusammen mit den Ortskoordinaten
bilden sie ein weiteres Koordinatensystem (1, ..., Z,, p1,. - ., P,) mit Einheiten
auf dem Phasenraum T M/ (1/s). Um das zu sehen, erinnern wir unsere Formel

0K or, Or,
3_yl = szml, <8_x]’ 8_xl>yj

aus der Herleitung der Euler-Gleichungen 11.1.7. Sie besagt, da3 unter einer Ab-
bildung M x R™ = M x R" der Gestalt (z,y) — (x,(A(z))y) mit glattem
A : M — GL(n;R) die n hinteren Koordinatenfunktionen zu den kanonischen
Impulsen zuriickgezogen werden. Bei der Diskussion abstrakter Mannigfaltigkei-
ten in [ML] 28.5.11 werden wir sehen, dall unserer kanonischen Impulse geome-
trisch als ,,natiirliche Koordinaten des Kotangentialbiindels* verstanden werden
konnen, aber dazu mul} erst einmal der Formalismus der abstrakten Mannigfaltig-
keiten entwickelt werden.

10.14.2 (Herleitung der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen). Die kineti-
sche Energie als Funktion auf dem Phasenraum l4t sich mithilfe unserer neuen
Funktionen p; darstellen als
1
K= ;m/@-
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Wir finden so fiir ihre partielle Ableitung nach x; im System der Koordinaten
(X1, ., Tn, Y1, - - -, Yn) die Darstellung

8371 N 2 p 6xlyz

Nun kommen wir zur Euler-Lagrange-Gleichung zuriick. Betrachten wir fiir die
Bewegung v : I — M unseres Systems den zugehorigen Weg ¢ = (v,5) : I —
TM(1/s) im Phasenraum und kiirzen wieder p; o 1) = p; ab, so liest sich die [-te
Euler-Lagrange-Gleichung als

. _ oL
D= o,

Hier ist die partielle Ableitung rechts noch im natiirlichen Koordinatensystem des
Tangentialbiindels (z1, ..., z,, Y1, ..., Yn) Zu verstehen. Jetzt gehen wir zum neu-
en Koordinatensystem (q1, . . ., ¢n, 1, - - -, Pn) des Phasenraums iiber mit ¢; := x;
und p; unseren kanonischen Impulsen. Obwohl die ersten n Koordinaten in diesen
beiden Koordinatensystemen iibereinstimmen, sind die partiellen Ableitungen ei-
ner Funktion auch nach diesen ersten Koordinaten im allgemeinen verschieden,
da sie ja von der Gesamtheit der Koordinaten abhingen. Das ist auch der Grund,
aus dem wir von nun an fiir ein- und dieselbe Funktion die beiden Notationen

x; = ¢; verwenden: Bei 0/0q; meinen wir von nun an partielles Ableiten im
Koordinatensystem (qi, . .., ¢, D1, - - -, Pn)> bei 0/0z; dahingegen partielles Ab-
leiten im Koordinatensystem (1, ..., Z,, Y1, - - -, Yn). In diesen Notationen finden
wir dann

oL Ox; OL Oy; OL 0yl
da Z 50 95, T 2= Bar o, a:cl =2 9P

o] 3ql
Fir H = L + 2K = V —I— K die totale Energie, auch genannt die Hamilton-
Funktion, ergibt sich so d fl . Damit koénnen wir unsere [-te Bewegungsglei-
chung auch schreiben als
. OH
b= aa

Andererseits gilt unter der Annahme, dafl das Potential V' nicht von den Ge-
schwindigkeiten y; abhéngt, die Identitit

OH _ 0V 0K or v 1 ayz
op 3191 £ Z opl (9962 Zp’
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Da z; = ¢; nicht von den Impulsen abhingt, verschwindet rechts der erste Sum-
mand. Der letzte Summand schlieBlich darf faserweise berechnet werden und auf
jeder Faser bestehen lineare Beziehungen y; = > ; 045D; mit konstanten «a;; € R.
Die explizite Beschreibung dieser linearen Beziehungen zu Beginn von 10.14.1
zeigt dariiber hinaus «;; = ;. So erkennen wir schlieBlich g—g = 1, und da wir
ja nur Wege im Phasenraum der Gestalt ) = (v, ) betrachten, folgt als weitere

Bewegungsgleichung
0OH

o
Zusammenfassend erfiillt unsere Bewegung, aufgefalit als Abbildung in den Pha-
senraum und ausgedriickt in beliebigen Ortskoordinaten ¢; = z; zusammen mit

den zugehorigen kanonischen Impulskoordinaten p;, also die Hamilton’schen
Gleichungen

q

: : oH
q = an und p; = a firl <l <n.
Beispiel 10.14.3 (Bewegung einer Topferscheibe nach Hamilton). Wir betrach-
ten eine Topferscheibe mit Zentrum in p € E. Wir denken sie uns zusammenge-
setzt aus Massepunkten ry, ..., ry der Massen my, ..., my. Der Konfigurations-
raum M ist eine Kreislinie. Als lokale Koordinate wihlen wir den Drehwinkel
im BogenmaBl x; = x, wobei wir den Nullwinkel willkiirlich festlegen. Wie in
10.7.9 ist die kinetische Energie K (y) = Jy?/2 und unsere Impulskoordinate zur
Ortskoordinate ¢ = x wird p = Jy. Sie heif3t in dieser Situation der Drehimpuls.
Die Hamiltonfunktion ist H(q, p) = p?/2.J und die Hamilton’schen Bewegungs-
gleichungen spezialisieren zu den Gleichungen

Gg=p/J und p=0.

Also ist der Drehimpuls p konstant und die zeitliche Ableitung ¢ von ¢ ist auch
konstant und unsere Topferscheibe dreht sich ohne Einwirkung dulerer Kréfte mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit bis in alle Ewigkeit.

10.15 Geometrie der Hamilton’schen Gleichungen

10.15.1 (Motivation). Die Bedingung des Senkrechtstehens in den Bewegungs-
gleichungen, die wir in 10.4.3 hergeleitet haben, eignet sich nicht fiir explizite
Rechnungen. Im sogenannten ,,Hamilton’schen Formalismus* werden unsere Be-
wegungsgleichungen

(’Y(t) - F(V(t))) Lg TyyM
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aus 10.4.4 fiir ein System mit Zwangsbedingungen umgeschrieben zu einem Sys-
tem von Differentialgleichungen erster Ordnung. Das braucht jedoch einige Vor-
bereitungen. Wir beginnen mit dem Fall eines Systems ohne Zwangsbedingungen,
in dem das Umschreiben zu einem System erster Ordung noch keinerlei Schwie-
rigkeiten aufwirft, behandeln es aber in einer Weise, die sich gut auf den Fall eines
Systems mit Zwangsbedingungen verallgemeinern 14f3t.

10.15.2 (Symplektischer Gradient im Fall affiner Rdume). Gegeben ein end-
lichdimensionaler reeller affiner Raum P und auf seinem Richtungsraum eine
symplektische Form w : P x P — R erkldren wir in Spezialisierung von 8.3.8
fiir jede differenzierbare Funktion f : P — R ihren symplektischen Gradienten
als das Vektorfeld grad , f, dessen Wert an einer Stelle p € P gegeben wird durch
die Bedingung, daB fiir alle Vektoren v € P gilt

w((grad,, f)(x),v) = (Do f)(p)

mit (D, f)(p) = (d,f)(v) der Richtungsableitung von f in Richtung v an der
Stelle p. Mit unserer Identifikation can,, : P — P* durch u — w(u, ) haben wir

also (grad,, f)(p) = can'(d, f).

10.15.3 (Bewegung ohne Zwangsbedingung als FluBwegprojektion). Nun be-
trachten wir ein System von A Massepunkten der Massen mg,...,m, im An-
schauungsraum [E. Das massebehaftete Skalarprodukt aus 10.4.3 induziert einen
Isomorphismus # : E* = E*A(gm?). Wir betrachten den Isomorphismus

ci=id @k BN @ M1 /s) 5 BN @ BN gm?/s)

Unter diesem Isomorphismus entspricht die kanonische (gm?/s)-wertige sym-
plektische Form w auf dem Wertebereich gegeben durch w((v, ¢), (w,v)) =
P(v) — ¢(w) einer (gm?/s)-wertigen symplektischen Form 7 auf dem Definiti-
onsbereich, die gegeben wird durch die Formel

n((v1,v2), (w1, w2)) = (w2, v1)g — (v2,W1)g
Erkldren wir den Geschwindigkeitsphasenraum oder kurz Phasenraum
P :=E" x EMN1/s)

als den Raum aller méglichen Orte und Geschwindigkeiten der Teilchen unseres
Systems, so ist 77 eine symplektische Form auf seinem Richtungsraum P. Die
Funktion der Kinetischen Energie K : P — (gm?/s?), gegeben in Formeln durch
K : (z,v) = 3(v,v),, hat nun das Differential (d(,,)K) : (w1, ws) — (wa, v),
fiir w; € EA und w, € EA(1/s) und hat folglich als symplektischen Gradienten

das Geschwindigkeitsfeld mit den Werten
(grad,, 1) (z,v) = (0,0)
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Dahingegen hat die Funktion V : P — (gm?/s?) der potentiellen Energie das
Differential (d(;.,)V) : (w1, ws) = —(F(z),w), fir F(z) die Zusammenfas-
sung der massebereinigten externen Krifte, gewissermal3en per definitionem, und
hat folglich als symplektischen Gradienten das Geschwindigkeitsfeld

(grade7 V)(z,v) = (0, F(:p))

Fiir die Gesamtenergie F : P — (gm?/s?) gegeben durch £ := K + V wird der
symplektische Gradient grad, £ mithin gegeben durch das Geschwindigkeitsfeld

(grad, E)(x,v) = (v, F(x))

Die FluBwege « : I — P, t — (~(¢), p(t)) des symplektischen Gradienten der
Gesamtenergie auf dem Phasenraum fiir / C T ein mehrpunktiges Zeitintervall
sind genau die differenzierbaren Abbildungen mit %(t) = p(t) und p(t) = F(~(t))
alias 7(t) = F(~(t)) fiir alle Zeiten ¢t € I alias die Abbildungen ¢ — ((t), %(t))
fiir v eine Losung der Newton’schen Bewegungsgleichungen ohne Zwangsbedin-
gungen. Speziell sind im Fall A = 1 der Bewegung eines Teilchens der Masse

m; = m die Projektionen unserer FluBwege o« auf ihren Ortsanteil genau die
Losungen der Newton’schen Bewegungsgleichung
2 F(y(t))

) = F(({t) = ———=

aus 10.1.8 und auch allgemeiner sind die Losungen der Bewegungsgleichungen
genau die Projektionen der FluBwege des symplektischen Gradienten der Gesam-
tenergie auf dem Phasenraum. Im folgenden werden wir sehen, wie sich diese Be-
schreibung auf den Fall eines Systems mit Zwangsbedingungen verallgemeinern
1aft.

Proposition 10.15.4 (Bewegung als Projektion von FluBwegen). Seien X ein
endlichdimensionaler reeller Raum, V' : X — R glatt und s ein Skalarprodukt
auf X. Seien n = 1, die symplektische Form auf X x X gegeben durch

n((v1,va), (wi, w2)) 1= s(vy, w) — s(vg, w1)

und I C R ein mehrpunktiges Intervall. So ist v : R D [ — X eine Losung der
Differentialgleichung

v'(t) = —(grad, V) (v(¢))

genau dann, wenn vy die Projektion guf X eines Flufiwegs des symplektischen
Gradienten grad, E ist fiir E: X x X — R, E(x,v) := V(z) + s(v,v)/2.

10.15.5. Wir verwenden hier implizit die offensichtliche Identifikation zwischen
X x X und dem Richtungsraum von X x X.
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10.15.6. Als Beispiel mag man sich X = E* und s = (, ), und V unsere Potenti-
alfunktion denken, letztere zur Vereinfachung befreit von ihren Einheiten. Physi-
kalisch ist X x X der Geschwindigkeitsphasenraum und unsere Proposition bringt
zum Ausdruck, daf die Losungen der Bewegungsgleichungen als die Fu3punkt-
projektionen der FluBwege des symplektischen Gradienten der Gesamtenergie auf
dem Phasenraum beschrieben werden konnen.

10.15.7. Unser Skalarprodukt induziert einen Isomorphismus can; : X &5 X
und dann auch einen Isomorphismus id X cany : X x X 3 X x X*. Unsere
symplektische Form 7, entspricht unter letzterem Ismorphismus der kanonischen
symplektischen Form auf X x X* gegeben durch die Formel w((v, ¢), (w,)) 1=

(v) = o(w).

Beweis. Fiir (z,v) € X x X und (wy,w;) € X x XundV : X x X = R
gegeben durch V' (z,v) := V(z) finden wir

(d@o)V)(wy, wz) = (deV)(w1)
= s((grad, V)(z),w:)
= 1((0, —(grad, V) (2)), (w1, w2))

und somit (grad, V') (z,v) = (0, —(grad, V))(z)). Fiir K : X x X — R gegeben
durch K (x,v) := s(v,v)/2 finden wir andererseits
(dewn K) (w1, we) = s(v,ws)
= 77((1)7 0)7 (wlu w2))
und so (grad, K)(z,v) = (v,0). Fir E =V + K haben wir mithin
(gradn E) (J], ’U) = (U7 _(grads V)(I))

Die FluBwege av : I — X x X, t — (y(t), p(t)) dieses Vektorfelds sind demnach
genau die differenzierbaren Abbildungen o = (7, p), fiir deren Komponenten gilt
v (t) = p(t) und p'(t) = —(grad, V)((¢)), und entsprechen unter v — (v,v’)
eineindeutig den zweimal differenzierbaren Abbildungen v : I — X mit

7'(t) = —(grad, V)(~(t)) =

10.15.8. Um Zwangsbedingungen in den obigen Formalismus einzubauen, und
das ist unser eigentliches Ziel, muf ich einige Grundbegriffe aus der Differenti-
algeometrie erkldren. Hier bespreche ich sie nur ad hoc und sozusagen zu Fuf}
fiir eingebettete Mannigfaltigkeiten. Den vollen Formalismus konnen Sie in der
Differentialgeometrie kennenlernen.
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10.15.9 (Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten und ihre FluBwege). Gegeben
ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum Y und eine glatte Mannigfaltigkeit
N C Y erinnere ich an ihr Tangentialbiindel TN C Y X Y, das wir in 11.1.3
als eine glatte Mannigfaltigkeit in Y~ X Y erklirt hatten. Ein Vektorfeld auf N
ist definiert als ein Schnitt A der Biindelprojektion 7 : TN — N, also eine
Abbildung A : N — TN mit 7 o A = idy, die mithin jedem Punkt ¢ € /N einen
Tangentialvektor A, € T, N an N bei g zuordnet. Ein FluBweg eines Vektorfelds
A ist eine differenzierbare Abbildung v : I — N von einem mehrpunktigen
Intervall I C R nach N mit 7/(t) = A, fiir alle ¢ € I. Mit differenzierbar ist
hier gemeint, daB die durch Nachschalten der Einbettung N — Y entstehende
Abbildung v : I — Y differenzierbar sein soll im bereits in ?? definierten Sinne.

10.15.10 (Symplektische Gradienten auf Mannigfaltigkeiten). Gegeben ein end-
lichdimensionaler reeller affiner Raum Y und eine glatte Mannigfaltigkeit N C Y
versteht man unter einem kovarianten 2-Tensor w auf N eine Zuordnung w, die
jedem Punkt ¢ € N eine Bilinearform w, auf seinem Tangentialraum T (/N zu-
ordnet. Sind alle diese Bilinearformen nichtausgeartet, so heif3t unser 2-Tensor
nichtausgeartet. Ist f : Y — R eine differenzierbare Funktion und w ein nicht-
ausgearteter 2-Tensor auf /V, so erkldren ein Vektorfeld

grad, f

auf N, den w-Gradienten von f, dessen Wert bei ¢ € N gegeben wird durch
die Formel w,((grad,, f)(¢),v) = D,(f) Vv € T,N. Fiir Leser, die bereits das
Differential glatter Funktionen auf Mannigfaltigkeiten kennen, sei bemerkt, daf3
die Richtungsableitung D, (f) von f bei ¢ in Richtung v mit dem Differential von
f bei g verkniipft ist durch die Beziehung D, (f) = (d,f)(v). Ist speziell w eine
punktweise symplektische Form, so nennen wir unseren w-Gradienten auch den
symplektischen Gradienten.

Satz 10.15.11 (Bewegung unter Zwang als Projektion von FluBwegen). Seien
X ein endlichdimen_qionaler reeller Raum, V : X — R eine glatte Funktion, s ein
Skalarprodukt auf X und M C X eine glatte Mannigfaltigkeit. So gilt:

1. Die Restriktion der symplektischen Form n = ns aus 10.15.4 von X x X
auf die Tangentialriume T, (T M) des Tangentialbiindels TM C X x X
induziert einen nichtausgearteten punktweise symplektischen kovarianten
2-Tensor 1 auf dem Tangentialbiindel;

2. Fiir E : TM — R die Gesamtenergie wie in 10.15.4 sind die Fluffwege
a: I — TM ihres symplektischen Gradienten grad; E auf T M genau alle
Abbildungen der Gestalt t — (v(t),~' (1)) fiir v : I — M ein glatter Weg
mit

(7"() + (grad, V)(7(1))) Ls TyyM VYt el
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10.15.12. Nennen wir P := T M den Phasenraum unseres Systems mit Zwangs-
bedingungen, so sind damit die Losungskurven der Bewegungsgleichungen wie-
der die Projektionen der FluBwege des symplektischen Gradienten grad,; F der
Gesamtenergie &2 : P — R. Die physikalische Interpretation erhélt man wie in
10.15.4, indem man den Raum X = E* aller moglichen Ortsbestimmungen von
A Massepunkten betrachtet und M C X die Mannigfaltigkeit aller auch noch
mit den Zwangsbedingungen vertriglichen Ortsbestimmungen und s = ( , ), das

massebehaftete Skalarprodukt auf X aus 10.4.3 und V das Potential.

Vorschau 10.15.13. Verwendet man die durch das Skalarprodukt gegebene Iden-
tifikation TM = T* M des Tangentialbiindels von M mit dem sogenannten ,,Ko-
tangentialbiindel” von M, so entspricht unser 77 quasi per definitionem der so-
genannten ,.kanonischen symplektischen Form auf dem Kotangentialbiindel* und
unsere Funktion F entspricht der sogenannten ,,Hamiltonfunktion* /' und unsere
Bewegungsgleichungen nehmen in sogenannten ,.kanonischen Koordinaten die
besonders transparente Form

oH PR oOH

Opi . b= dq;
an. Um das alles zu verstehen, miissen Sie jedoch zunédchst mehr Differentialgeo-
metrie lernen. Ich bespreche es in [ML] 28.5.11.

G =

Beweis. Zunichst erhalten wir fiir (z,v) € TM eine natiirliche kurze exakte Se-
quenz als obere Horizontale eines kommutativen Diagramms

Ty(ToM) — Teoy(TM) — T,M
Lo } l
X 3 XxxX 4 X
mit dem Differential der Biindelprojektion TM —» M als zweiter horizontaler
Abbildung und dem Differential der Einbettung der Faser T, M — rl:]W als erster
horizontaler Abbildung und den von M — X und TM — X X X induzierten
Vertikalen. Gegeben (vy,vs) € T(,.)(TM) folgt aus

?7((1)1, Ug), (wl, U}2>) = O V(wl, U)Q) & T($7U) (TM)

erst s(vy,wy) = 0 Ywy € T, M und so v; = 0 und dann wegen der Surjektivitit
des Differentials der Biindelprojektion oben rechts leicht auch v, = 0. Das zeigt
den ersten Teil. Nun erinnern wir aus 10.15.3 unsere Formel fiir den symplekti-
schen Gradienten der Gesamtenergie (grad, £)(z,v) = (v, —(grad, V')(x)). Aus
pr, ((grad; E)(x,v)) € T, M folgt nun leicht pr, ((grad; F')(r,v)) = v und dann
ebensoleicht

(grad; E)(z,v) = (v, —(grad, V)(z) +w)
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mit w = w(x,v) € (T,M)*+, das dabei so zu wihlen ist, daB unser Paar auch
tatsichlich zu T, ,)(TA/) gehort. So sehen wir, da3 wir die FluBwege o : I —
TM von grad;; ' genau die glatten Wege sind, die in Komponenten als

mit~ : I — X und p : I — X zerlegt die Bedingungen ~(¢) € M und /(t) =
p(t) und
(¢'(t) + (grad, V)((1))) Ls TyyM Vel

erfiilllen. Der Satz folgt unmittelbar. 0

10.15.14 (Bewegungen unter Zwang und Einheiten). Ich erklire nun noch, wie
das Ganze zu variieren ist, wenn man mit Einheiten arbeiten will. Dazu betrach-
ten wir ein mechanisches System von A Massepunkten der Massen my, ..., my,
deren Bewegung in der Weise eingeschrinkt sei, da} die Zusammenfassung ih-
rer Orte (r1,...,ry) € E* sich stets auf einer fest vorgegebenen glatten Unter-
mannigfaltigkeit M C E* befindet, dem Konfigurationsraum unseres Systems.
Insoweit konnten wir einfach unseren Satz 10.15.11 auf X = E* spezialisieren.
Jetzt gilt es aber, mit dem massebehafteten Skalarprodukt

(, )g:XxX'—><gm2>
aus 10.4.3 zu arbeiten und mit dem Geschwindigkeitsbiindel

TM(1/s) == ] {p} x (T,M){1/s) C X x X(1/s)

peEM

Wir nennen es den Geschwindigkeitsphasenraum oder kurz Phasenraum. Un-
ser 77 wird ein nichtausgearteter (gm?/s)-wertiger 2-Tensor auf dem Phasenraum
TM(1/s) und die Gesamtenergie eine glatte Abbildung

E:TM(1/s) — (gm?/s?)

und deren symplektischer Gradient grad; E' ein Geschwindigkeitsfeld auf dem
Phasenraum TM (1/s). Die nun auf mehrpunktigen Zeitintervallen / C T er-
klarten FluBwege o : I — TM(1/s) unseres symplektischen Gradienten sind
dann genau alle Paare a = (v, ) mit y einer Losung der Bewegungsgleichungen

("?(t) - F(’Y(t))) Le TyyM

aus 10.4.4 fiir F' die Zusammenfassung der massebereinigten externen Kriifte.
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11 Altere Entwiirfe und Versuche

11.1 Euler-Lagrange-Gleichungen ALT

11.1.1 (Motivation). Die Bewegungsgleichungen in Gestalt der Orthogonalitits-
bedingung 10.4.4, die wir in 10.4.3 aus dem Newton’schen Prinzip ,,Kraft gleich
Masse mal Beschleunigung“ zusammen mit dem Prinzip ,,Zwangskrifte verrich-
ten unter infintesimalen Verriickungen keine Arbeit von d’Alembert hergelei-
tet haben, wird nun in Koordinaten ausgeschrieben. So ergeben sich die ,,Euler-
Gleichungen® und die ,,Euler-Lagrange-Gleichungen®. Dafiir fithren wir das ,, Tan-
gentialbiindel einer Mannigfaltigkeit* alias den ,,Geschwindigkeitsphasenraum ei-
nes mechanischen Systems* ein.

11.1.2. Seien X ein endlichdimensionaler Raum und M C X eine Mannigfaltig-
keit. In 4.2.9 hatten wir zu jedem Punkt p € M seinen Tangentialraum T, M C X
erklart als die Menge aller moglichen Geschwindigkeitsvektoren bei p von Wegen
durch den Punkt p, die ganz in M verlaufen. Wir erkldren nun das Tangential-
biindel von M als

TM = J{p} xT,M C MxX

peEM

Die Komposition 7w : TM — M der Einbettung nach M x X mit der Projektion
auf M heil3t die Biindelprojektion.

11.1.3 (Tangentialbiindel als Mannigfaltigkeit). Gegeben X ein endlichdimen-
sionaler reeller Raum und M C X eine glatte Untermannigfaltigkeit ist ihr Tan-
gentialbiindel

TM C X x X

eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 2(dim M ). Gegeben eine glatte
Karte p : R" W — M von M ist des weiteren dy : W x R" — TM gegeben
fir (x,y) € W x R" durch

do : (z,y) = ((2), (da0)(y))

eine glatte Karte des Tangentialbiindels T M. Der Beweis bleibe dem Leser zur
Ubung iiberlassen. Das zu dieser Karte gehorige Koordinatensystem

(xla-'~7xn7y17"'7yn)

des Tangentialbiindels T M nennen wir das natiirliche Koordinatensystem des
Tangentialbiindels zum vorgegebenen Koordinatensystem (1, ..., x,) alias zur
vorgegebenen Karte ¢ unserer Mannigfaltigkeit.

338



11.1.4 (Bewegungsgleichungen in lokalen Koordinaten). Wir betrachten wie
in 10.4.3 den Fall eines mechanischen Systems von A Massepunkten der Mas-
sen myq, ..., my, deren Bewegung in der Weise durch Zwangsbedingungen einge-
schrinkt sei, daB die Zusammenfassung ihrer Orte (ry, ..., 1) € E* sich stets auf
einer fest vorgegebenen glatten Mannigfaltigkeit M C E* befindet, dem Konfi-
gurationsraum unseres mechanischen Systems. In diesem Fall betrachten wir vor-
zugsweise eine mit Einheiten versehene Variante

TM :=TM(1/s)

des Tangentialbiindels, den Phasenraum oder Geschwindigkeitsphasenraum
unseres Systems. Formal erkldren wir ihn als eine Untermannigfaltigkeit TM C
X x X(1/s) fir X = E%, eben die Vereinigung der T, M (1/s).

11.1.5. Seien (my, ..., my, M) ein mechanisches System und ¢ : R” oW — M
eine Karte seines Konfigurationsraums, die wir der Einfachheit der Notation hal-
ber bijektiv annehmen, also ¢ : W = M. Die zugehorigen Koordinaten notieren
wir (z1, ..., x,). Gegeben f : M — R eine Funktion schreiben wir f(x1,...,z,)
als Abkiirzung fiir f(¢(x1,...,2,)). Ist f glatt, so schreiben wir weiter 2L als

Ox;

Abkiirzung fiir

0

<M> ool MR
8331‘

Analoge Abkiirzungen verwenden wir fiir Funktionen mit allgemeineren Werte-
bereichen. Wir notieren etwar, : M — E den Ort des v-ten Teilchens und haben
also p(x) = (r1(e(x)),...,rale(x))) fir z = (xq,...,2,) € W oder verkiirzt
geschrieben p(z) = (r1(z),...,ra(z)). Wir erweitern das zugehorige Koordina-
tensystem (x1, ..., x,) von M wie im einheitenfreien Fall durch die Abbildungen

yi =y, ®@id : TM — (1/s)

zum natiirlichen Koordinatensystem (z,...,z,,y1,...,¥y,) des Phasenraums
mit der Besonderheit, dal die Koordinaten y; als Werte statt reelle Zahlen viel-
mehr duale Zeitspannen alias Frequenzen annehmen. In der physikalischen Lite-
ratur schreibt man statt y; meist ;. Die zu diesem natiirlichen Koordinatensystem
gehorige Karte

W xR (1/s) - TM

bildet (x, y) ab auf das Tupel der Orte r,,(z,y) = r,(z) und Geschwindigkeiten

n
or,,

ox;
j=1 "

Vo(r,y) = (z) y;

339



11.1.6. Die kinetische Energie unseres mechanischen Systems (my, ..., my, M)
sei die Abbildung K : EA x EA(1/s) — (gm?/s?) gegeben durch

A
(V) o S (9,9, /2

v=1

FirF, : E — E(g /s?) zusitzlich gegebene am jeweiligen Ort auf den jeweiligen
Massepunkt wirkende externe Krifte erkliren wir nun die i-te generalisierte
Kraft in Bezug auf unser Koordinatensystem von M durch

L A F» 81“”
Qi = Z vOTy, 8—%

v=1

Unsere generalisierten Kriifte sind also Funktionen Q; : M — (gm?/s?). Durch
Vorschalten der Biindelprojektion konnen und werden wir sie als Funktionen auf
dem Phasenraum auffassen.

Satz 11.1.7 (Euler-Gleichungen). Seien (z1, ..., x,) Koordinaten auf dem Kon-
figurationsraum M eines mechanischen Systems und (1, ..., Tp, Y1, .-, Yn) die
zugehorigen natiirlichen Koordinaten auf dem Phasenraum T M. Genau dann er-
fiillt ein glatter Weg v : T D I — M die Orthogonalitdtsbedingung 10.4.4, wenn
fiir die zugehirige Abbildung (v,7) : T D I — TM in den Geschwindigkeits-
phasenraum gilt

d (0K 0K
- : _ . _ ‘ _ 5 < ) <
dt(ayio(%v)) 8xio(7,7) Qioy=0 firl<i<n

mit K der kinetischen Energie und (Q; den generalisierten Kridften.

Beweis. Das ist ein Ausschreiben in Koordinaten. Wir nehmen an, daf3 unsere
Koordinaten zu einer bijektiven Karte ¢ : R® © W — M gehoren alias eine
Bijektion (z1,...,2,) : M = W liefern. Oft kiirzen wir fir v : T D [ — M
auch z; oy zu x; ab und r,, o 7y zu r,, fiir den Ort des Teilchens mit Index v zum
Zeitpunkt ¢, so dal wir etwa schreiben konnen

r,(t) =r,(x1(t),...,2,(t))

Indem wir auch ¢ noch aus der Notation weglassen, ergeben sich fiir die Geschwin-
digkeiten und Beschleunigungen unserer Teilchen die Formeln

or, . R or,
8[E1 !

I,
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d’r, . 61'”
= T:Tr +
ik Oxj&vk ik Z

Die griechischen Indizes zeigen hierbei an, daf} diese Gleichungen in E bezie-
hungsweise (1 /s) beziehungsweise E(1/s2) oder genauer als Gleichungen von
Abbildungen von einem mehrpunktigen Intervall der Zeitachse / C T in besagte
Rdume zu verstehen sind. Da weiter fiir z € W der Tangentialraum T',(,)M an
M bei ¢(x) nach 10.6.4 von den ausgewertet bei x zu verstehenden Vektoren

8@ ory orp -
— E
aZBl <8xl ’ 8:81) <

fir 1 < [ < n aufgespannt wird, ist unsere Orthogonalititsbedingung fiir das
massebehaftete Skalarprodukt (¥(¢) — F'(v(t))) Ly T+ M gleichbedeutend da-
zu, daB fiir alle [ die Summe

d’r, Or,\ . . or, Or,\ . _ or,
LAl A T TN s F v
;m”<axj8xk’8xl>%xk+;m”<8m]~’axl>% Zy:< v Oty 8xl>

verschwindet. Wir nennen die [-te dieser Verschwindungsbedingungen im folgen-
den die (-te Bewegungsgleichung. Jetzt erinnern wir den Geschwindigkeitspha-
senraum TM C EA x EA(1/s). Der V,-Anteil eines Punktes, aufgefaBt als Ab-

bildung v, : TM — E(1/s), wird in den natiirlichen Koordinaten gegeben durch

den Ausdruck
z (o
(9.7: j

Dieser Ausdruck ist eine Geschwindigkeit alias ein Element von E(1 /s). Die Ein-
schrinkung unserer kinetischen Energie /' auf den Phasenraum des Systems mit
Zwangsbedingungen hat in diesen Koordinaten die Gestalt

or, Or,
K(xla"'axnaylw'wyn)zz 92 <ax a >y]yk‘
J

v,j,k

Fiir die partielle Ableitung mit Einheiten im Sinne von 2.4.10 folgt sofort

Zm <6rl, al‘,/>
8yz o Y Oy

Hier bestehen wir darauf, daf3 diese partiellen Ableitungen der kinetischen Energie
K : TM — (gm?/s?) in Bezug auf das natiirliche lokale Koordinatensystem des
Geschwindigkeitsphasenraums zu verstehen sind. Nun betrachten wir eine glatte
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Kurve v : T D I — M. Zusammen mit ihrem Differential ¥ = d- liefert sie eine
Abbildung (v, %) : T D I — TM. Interpretieren wir die y; weiter als Koordinaten
des Geschwindigkeitsphasenraums oder genauer als Abbildungen y; : TM —
(1/s), so ergibt sich

oK do*r, or,\ . .
(8yl (. 7)) N Zmy<8xj0xk7a_acl>xjxk

v,i,5,k
or, r, \ . .
+ My =, 55— ) Tk¥j
V%k <al’] ﬁxlaxk> g
Jr, Or,\ .
+Y my (57— 5 )
sz <8IJ 8xl> J

Die ersten beiden Terme unserer [-ten Bewegungsgleichung von oben konnen
demnach dargestellt werden in der Form

5 (G etei) - 5ho 6

Der letzte Term ist gerade unsere generalisierte Kraft und der Satz folgt. [

11.1.8 (Euler-Lagrange-Gleichungen bei Kriften mit Potential). Bisher ha-
ben wir unsere Krifte als mit Einheiten (g/s?) versehene Vektorfelder aufgefaBt.
Benutzen wir nun die durch das konkrete Skalarprodukt E x E — (m?) gegebe-
ne Identifikation E = E*(m?), um sie stattdessen als mit Einheiten in (gm?/s2)
versehene Kovektorfelder aufzufassen, und fassen die Gesamtheit F' der Krifte
entsprechend als ein mit denselben Einheiten versehenes Kovektorfeld auf EA
auf, also als Abbildung F' : E* — (E*)(gm?2/s?), so hat das unter der Karte
zuriickgezogene Kovektorfeld die Gestalt

' F = Z Qi dz
=1
und unsere generalisierten Krifte zeigen ihre eigentliche Bedeutung. Ist dann wei-
ter V : E* — (gm?/s?) ein Potential fiir unsere Kraft F, in Formeln F' = —dV/,
so folgt
F=—-d(V — d
¥ ° ) Z o1, i

Wesentlich ist hierbei die Erkenntnis 8.2.14, daB das Differential von Funktio-
nen Verwandtschaft respektiert. Wir finden auf diese Weise mit den iiblichen
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Abkiirzungen fiir die generalisierten Krifte die Darstellung @); = —g—;fl, die wir
uns als eine Identitdt von Funktionen auf M oder ebensogut auch auf U denken
konnen. Fassen wir nun V' durch Vorschalten der Biindelprojektion als Funkti-
on auf dem Phasenraum TM auf, so verschwinden natiirlich die partiellen Ab-
leitungen g—;/l beziiglich unseres Systems (x1, ..., Zn, Y1, - ., Yn) von natiirlichen

Koordinaten. Bilden wir also die Lagrangefunktion
L=V -K

als Differenz zwischen der potentiellen und der kinetischen Energie unseres Sys-
tems, so erfiillt fiir eine mogliche Bewegung v : I — M die zugehorige Abbil-
dung in den Phasenraum (v,%) : I — TM die sogenannten Euler-Lagrange-
Gleichungen

d /0oL oL
P <8yl o (fy,fy)> (&Ul) o(v,%) =0 firl <l<n.
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13

Tagebuch Mathematische Physik WS 24/25

Es handelt sich um eine zweistiindige Vorlesung, also 2x45 Minuten Vorlesung,
ohne Ubungen, moglicherweise mit einigen Seminarvortrigen.

15.10

22.10

29.10
5.11

12.11

19.11

Nach [AN2] 10.1 Anschauungsraum mit seinem geometrischen Skalarpro-
dukt. Die Zeit als eindimensionaler affiner Raum. Mathematik des Rech-
nens mit Einheiten. Kraftfeld. Kraft ist Masse mal Beschleunigung. Gravi-
tationsfeld. Wurfbahn einer Punktmasse. Nach [AN2] 10.2.2 Potential eines
Kraftfelds und Energieerhaltung. Planetenbewegung weglassen, das kommt
sicher in der Physik ziemlich dhnlich vor.

Systeme mit Zwangsbedingungen [AN2] 10.4.1 folgende. Herleitung und
Motivation fiir die Bewegungsgleichungen in der Gestalt von Orthogonali-
tatsbedingungen 10.4.4. Tangentialbiindel und seine natiirlichen Koordina-
ten. Phasenraum.

Prinzip der kleinsten Wirkung und Euler-Gleichungen.

Tangentialraume der Tangentialbiindels. Hamilton’scher Formalismus: Der
Phasenweg der Bewegung ist FluBweg des symplekischen Gradienten der
totalen Energie auf dem Phasenraum, auch im Fall von Zwangsbedingun-
gen.

Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten.

Hamilton’sche Gleichungen als Flu des symplektischen Gradienten der
Hamiltonfunktion auf dem Kotangentialbiindel.
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14

Tagebuch Analysis 2 SS 23

Es handelt sich um eine vierstiindige Vorlesung zur Analysis 2, also 4 x45 Minu-
ten Vorlesung, mit 2 Stunden Ubungen.

17.4

194
24.4

26.4
3.5

8.5
10.5

15.5

17.5

225
24.5

5.6
7.6

Metrische Riume und normierte Vektorriume, insbesondere Aquivalenz von
Normen.

Topologische Riume und Grenzwerte.

Abgeschlossene Mengen. Vollstdndigkeit. Partielle Ableitungen und Gradi-
ent. Affine Raume.

Differential. Kettenregel in mehreren Verdnderlichen noch ohne Beweis.

Beweis der Kettenregel in mehreren Veridnderlichen. Differenzierbarkeit bei
Stetigkeit der partiellen Ableitungen 2.5.1. Integration iiber Quader 3.1.
Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen. Nicht Vertauschbarkeit einer
partiellen Ableitung mit dem Integral.

Taylorreihe und Rechnen mit Approximationen.

Maxima und Minima in mehreren Verianderlichen. Umkehrsatz formuliert.
Banach’scher Fixpunktsatz bewiesen.

Umkehrsatz fiir stetige Abbildungen 4.1.12. Beweis des Umkehrsatzes fiir
C!-Abbildungen. Mannigfaltigkeiten in reellen Riumen. Noch nicht Beweis
fiir Mannigfaltigkeiten als Urbilder.

Beweis fiir Mannigfaltigkeiten als Urbilder. Tangentialraum. Implizite Funk-
tionen geometrisch. Fassung in Koordinaten noch nicht bewiesen.

Implizite Funktionen in Koordinaten. Karten und Koordinatensysteme.

Lokale Extrema auf Mannigfaltigkeiten, ohne hinreichendes Kriterium. Trans-
formationsformel angegeben, Beweis versprochen fiir nach der Pfingspau-
se. Definition der Kompaktheit fiir topologische Riume, iiberdeckungskom-
pakt ist gleichbedeutend zu folgenkompakt fiir metrische Raume.

Beweis Transformationsformel.

Jedes Kompaktum in einem Hausdorffraum ist abgeschlossen 5.1.9. Aus-
dehnen durch Null von Funktionen mit kompaktem Tréger. Integration tiber
Mannigfaltigkeiten.
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12.6

14.6

19.6

21.6

26.6

28.6

3.7

5.7
10.7

12.7

17.7

Integrationskarten, Integration iiber Fastfaltigkeiten. Ich habe den Beweis
des Satzes iiber die Integration iiber Fastfaltigkeiten nur kurz skizziert und
insbesondere die Minkowskidimension und ihre Bedeutung darin nicht dis-
kutiert. Ich habe stattdessen den Beweis des Satzes iiber die Integration tiber
Mannigfaltigkeiten mit Sorgfalt zu Ende gebracht. Danach die Flidche der
Einheitskreisscheibe und die Kugeloberfliche berechnet.

Gewohnliche Differentialgleichungen, Grundlagen. Bis zur Aussage des Sat-
zes von Picard-Lindelof 6.2.1 und dem Gegenbeispiel 6.2.3 gekommen.

Gewdohnliche Differentialgleichungen, Beispiele. Differentielle Ungleichun-
gen und Lemma von Gronwall. Vielleicht Integration vektorwertiger Funk-
tionen.

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Gekommen bis zum Nachweis
im lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz, da3 /' — id kontrahierend ist.

Picard-Lindelof fertig. Auch die Variante fiir lokal partiell lipschitzstetige
zeitabhidngige Felder besprochen. Zur Abhidngigkeit der Losung vom An-
fangswert habe ich nur die Aussage 6.6.2 besprochen, aber den Beweis nicht
gegeben.

Lineare Differentialgleichungen, homogener und inhomogener Fall. Skizze
zum Beweis der Glattheit des Flusses.

Vektorfelder und Kovektorfelder, Verwandtschaften auch von Funktionen
und Wegen. Vertriglichkeiten der Verwandtschaft mit Produkten und Sum-
men und Differential und Paaren von Vektorfeldern mit Kovektorfeldern.
Eindeutige Riickwirtsverwandte von Kovektorfeldern und Funktionen. Noch
Riickwirtsverwandte berechnen im Fall von Polarkoordinaten.

Riickwirtsverwandte berechnen an Beispielen. Wegintegrale.

Invarianz des Wegintegrals unter Umparametrisierung. Integration rationa-
ler Funktionen iiber ebene Quadriken. Wegzusammenhang, Wegzusammen-
hangskomponenten. Funktionen mit Differential Null sind konstant auf Weg-
zusammenhangskomponenten.

Wegintegrale iiber geschlossene Wege verschwinden genau dann, wenn un-
ser Kovektorfeld das Differential einer Funktion ist. Homotope und zusam-
menziehbare Wege. Geschlossene Kovektorfelder.

Wegintegrale iiber geschlossene Kovektorfelder, liefern dasselbe fiir homo-
tope Wege, Umkehrung. Neuer Beweis fiir den Fundamentalsatz der Alge-
bra.

347



19.7 Grundlegendes zu Fourierreihen. Satz von Stone-Weierstral angenommen,
Konvergenz im quadratischen Mittel und gleichmiBige Konvergenz fiir ste-
tig differenzierbare periodische Funktionen gefolgert.
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15 Tagebuch Analysis 3 WS 23/24

Es handelt sich um eine vierstiindige Vorlesung zur Analysis 3, also 4 x45 Minu-
ten Vorlesung, mit 2 Stunden Ubungen.

17.10 Alternierende Formen und Dachprodukt [AN2] 9.1. Differentialformen héher-
en Grades definiert und anmoderiert.

19.10 Differentialformen hoheren Grades [AN2] 9.2. Orientierung [AN2] 9.3. Be-
ginn Integration von Differentialformen [AN2] 9.4.3.

24.10 Integration von Differentialformen [AN2] 9.4.3. Anschauung, Beispielrech-
nung, Beweis Eindeutigkeit, Beweisskizze Existenz. Noch nicht Fille klei-
ner Dimension oder Kodimension.

26.10 Hohere Ableitungen ohne Koordinaten. AuBere Ableitung von Differential-
formen.

31.10 Randfaltigkeiten. Bei den Beweisen zu Randkarten skizzenhaft geblieben.
Integralsatz von Stokes [AN2] 9.7.2. Satz von Gaufl anmoderiert.

2.11 Integration [AN2] 9.4.8 von Differentialformen iiber Fastfaltigkeiten klei-
ner Dimension oder Kodimension, insbesondere Fluf} als Integral einer Dif-
ferentialform [AN2] 9.4.12. Nochmal Gaull [AN2] 9.7.11. Green’sche For-
mel. Urspriingliche Fassung des Satzes von Stokes. Fassung fiir Eckfaltig-
keiten. Homotopieinvarianz des Wegintegrals geschlossener Kovektorfel-
der.

7.11 Von nun an arbeiten wir mit dem Skriptum fiir Analysis 3. Mengenalge-
bren, o-Algebren, Borelmengen, MeBriume, Malle. Charakterisierung des
Lebesgue-Males. Unmoglichkeit eines translationsinvariaten Maf3es auf der
Potenzmenge der reellen Zahlengeraden, das dem Einheitsintervall das Maf}
Eins zuordnet. Also Abschnitt [AN3] 1.1 MaBraume und Maf3e. Noch nicht
Erzeugung von Topologie.

9.11 PriamaBe, Konstruktion des Primafles zum Lebesguemall und zu Stieljes-
MaBen auf der reellen Geraden. MaBfortsetzungssatz und Beschreibung der
kanonischen Fortsetzung noch ohne Beweis. Also Beginn von Abschnitt
[AN3] 1.2. Gekommen bis Konstruktion duflerer Mafie [AN3] 1.2.20.

14.11 Weiter mit Ausdehnen von Priamaf} zu duf3erem Maf3 [AN3] 1.2.22 bis zum
Ende von Abschnitt [AN3] 1.2.
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16.11 Vervollstindigung von MaBraumen. Beginn MefBbarkeit. Hole erzeugte To-
pologie nach! Summen und Produkte meBbarer Funktionen. Erste Aussage
von [AN3] 1.4.30 noch bewiesen.

21.11 Punktweise Grenzwerte mefbarer Funktionen ab [AN3] 1.4.30. Definition
des Integrals meBbarer nichtnegativer reeller Stufenfunktionen und des In-
tegrals meBbarer Funktionen nach [0, oo]. Satz iiber monotone Konvergenz.
Additivitit des Integrals mit Lemma [AN3] 1.5.15 und dessen Beweis.

23.11 Restriktion von Mallen [AN3] 1.1.41, Integrale iiber Restriktionen [AN3]
1.5.16. Integrierbare Funktionen, dominierte Konvergenz. Produktmal3 [AN3]
1.7.1.

28.11 Integration auf Produktrdumen: Positiver Fubini bis Integral als Flidche unter
dem Graphen [AN3] 1.7.13 einschlieBlich.

30.11 Integration auf Produktrdumen: Fubini. Dann Regularitit von Borelmalen.
Insbesondere auch Beschreibung des von einem Mengensystem erzeugten
Mengenrings nachholen. Beim Beweis der Regularitiit von BorelmaBen bis
zum Punkt gekommen, dafl jede Menge aus O Schnitt eine absteigenden
Folge offener Mengen mit kompaktem Abschluf3 ist.

5.12 Regularitit von Borelmaflen beenden. Transformationsformel. BildmaB, In-
tegral iiber BildmaB. Produkt von Mal} mit meB3barer nichtnegativer Funk-
tion. Regularitit von BorelmafBlen auf offenen Teilmengen des R"™. Fliche
unter der Glockenkurve. Flichenmall noch ohne Beweis und Riickwirts-
kompatibilitdt zur Integration kompakt getragener stetiger Funktionen mit
Beweis.

7.12 FlichenmaBl Beweis. Riickwirtskompatibilitit zum Lebesgue-MaB. Zwie-
belformel, aber ohne die entscheidende Rechnung.

12.12 Integrierbarkeit und Integral vektorwertiger, insbesondere komplexwertiger
Funktionen. Rdume integrierbarer Funktionen, fast iiberall definierte Funk-
tionen. Fourierreihe als Isomorphismus von Hilbertraumen noch ohne Be-
weis. Raum der L”-Funktionen. Noch nicht p = oo behandelt. Young’sche
Ungleichung und andere fundamentale Ungleichung bewiesen.

14.12 Die || ||,-Norm ist eine Norm. Die L”-Raume sind vollstindig. Beginn von
Stone-Weierstra3 [AN2] 7.2.7.

19.12 Ich werde vertreten: Hilbertrdume, Hilbertbasen nach [AN3] 2.4.1 folgende.
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21.12

21.12

9.1

11.1

16.1

18.1

23.1

25.1

30.1

1.2

6.2

Approximationssatz von Stone-Weierstral [AN2] 7.2.7 mit Beweis. Unter-
schiede zur Taylorenwicklung betonen, insbesondere Fragen der Eindeutig-
keit und Beziehung zur Fourierreihe. Am Schlu3 Formulierung fiir Fourier-
gruppen als Skizze.

Ich meine, das war bewiesen: Die differenzierbaren Funktionen mit kom-
pakten Triager auf einer offenen Teilmenge der R™ liegen dicht in den L”
Funktionen fiir p < oo. Konvergenz der Fourier-Reihe in L([0, 27]).

Produkttopologie wiederholen. Fouriergruppen. Gruppenwege und Charak-
tere, inbesondere Charaktere der Kreisgruppe und der Zahlengerade. De-
finition, Existenz und Eindeutigkeit der Haarmale auf Fouriergruppen be-
wiesen.

Die Charaktere bilden eine Hilbertbasis des Raums der quadratintegrierba-
ren Funktionen auf einer kompakten Fouriergruppe fiir das normierte Haar-
maf. Orthogonale Projektionen in Hilbertraumen.

Ivan vertritt mich. Definition und erste Eigenschaften der Fouriertransfor-
mation nach [AN3] 3.1.

Ivan vertritt mich. Poisson-Formel [AN3] 3.3.2, Beziehung zur Fourierreihe
[FT1] 2?2, Inversionsformel [AN3] 3.3.5, Fouriertransformation quadratinte-
grierbarer Funktionen [AN3] 3.3.7, Vertraglichkeit der Fouriertransformati-
on auf L! und L? nach [AN3] 3.3.9. Definition und Eigenschaften von L?C
fehlen noch.

Lokal integrierbare Funktionen [AN3] 3.3.11 bis Berechnung der Fourier-
transformierten einer quadratintegierbaren Funktion [AN3] 3.3.14. Dann
Fouriertransformation ohne Koordinaten [AN3] 3.2.2. Charakterpaarung und
Fouriertransformation komplexer Mal3e.

Gewohnliche Fouriertransformation ist injektiv auf MaBen [AN3] 3.3.15.
Abtastsatz [AN3] 3.4.8. Vielleicht Beginn der Diskussion der Topologie der
Charaktergruppe.

Topologie der Charaktergruppe. Natiirlichkeit der Fouriertransformation.
Beispiele.

Faltung von MaBen und Funktionen. Assoziativitdt. Verhalten unter Fou-
riertransformation.

Beweis zentraler Grenzwertsatz beendet. Als Ausblick Wellengleichungen
in den Dimensionen Eins und Drei diskutiert.
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8.2 Ausblick: Unitidre Darstellungen von (R, +), selbstadjungierte Operatoren
und Fouriertransformation.
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16 Die Vorlesung Analysis 3 im WS 15/16

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen.

20.10 Integrale stetiger Funktionen iiber kompakte Quader, auch mit Riemann-
summen. Stetige Funktionen mit kompaktem Triger, deren Fortsetzung durch
Null, deren Integral. Formulierung der Transformationsformel fiir stetige
Funktionen mit kompaktem Trédger. Erste Beispiele.

22.10 Beweis der Transformationsformel fiir stetige Funktionen mit kompaktem
Triger. Motivation. Zerlegung der Eins.

27.10 Aquivalenz von je zwei Normen auf endlichdimensionalem reellen Vek-
torraum. Differential fiir Abbildungen einer halboffenen Teilmenge eines
endlichdimensionalen reellen affinen Raums in einen weiteren endlichdi-
mensionalen reellen affinen Raum. Untermannigfaltigkeiten iiber Plittun-
gen als Definition. Karten und Koordinatensysteme. Untermannigfaltigkei-
ten als Bilder noch ohne Beweis.

29.10 Untermannigfaltigkeiten als Bilder mit Beweis. Differenzierbarkeit der Kar-
tenwechsel. Integration von Funktionen mit kompaktem Trédger iiber in R"
eingebettete Mannigfaltigkeiten. Approximation des Integrals durch Rie-
mannsummen.

3.11 Fastfaltigkeiten, Integrationskarten, Integration iiber Fastfaltigkeiten, Ober-
flache der Kugel.

5.11 Vektorfelder und Kovektorfelder, Schreibweise, Verwandtschaft, Zuriick-
holen. Das Differential einer Funktion als Kovektorfeld. Zuriickholen ver-
tauscht mit dem Differential. Zuriickholen in Koordinaten.

10.11 Wegintegral iiber Kovektorfeld und seine Eigenschaften. Beziehung zu We-
gintegralen iiber Vektorfelder und Flufl durch eine Kurve. Am Schluf3 noch
alternierende Multilinearformen. Satz iiber das Dachprodukt formuliert, aber
noch nicht bewiesen. Satz iiber Basisformen noch nicht formuliert.

12.11 Dachprodukt, Formeln in der dufleren Algebra. Determinante und Riickzug,
Satz iiber Basisformen. Felder von p-Formen, Riickzug von p-Formen, an-
schauliche Bedeutung.

17.11 Riickzug von Volumenformen und Determinante. Orientierung von Man-
nigfaltigkeiten und Fastfaltigkeiten. Integration von Formen iiber orientierte
Fastfaltigkeiten. Beispiel der Hemisphére. Noch nicht: Beschreibung durch
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19.11

24.11

26.11

1.12

3.12

8.12

10.12

15.12

17.12

Riemann-Summen, alternative Interpretation fiir Fastfaltigkeiten kleiner Di-
mension und kleiner Kodimension.

Beschreibung des Formen-Integrals durch Riemann-Summen, alternative
Interpretation fiir Fastfaltigkeiten kleiner Dimension und kleiner Kodimen-
sion, insbesondere FluB durch Hyperfliche. AuBere Ableitung und Formel-
sammlung dazu noch ohne Beweis. Interpretation von Divergenz und Rota-
tion als dullere Ableitung.

Anschauliche Bedeutung der dufleren Ableitung. Beweis der Formeln der
Formelsammlung. Randfaltigkeiten und Beweis des Stokes’schen Integral-
satzes.

Stokes’scher Integralsatz fiir Eckfaltigkeiten. Beispiele. Green’sche Formel.
Ableitung der klassischen Sitze von Gau3 und Stokes und Wegintegral iiber
ein Feld mit Potential. Abschluf} des ersten Teils der Vorlesung.

Mengenalgebren, o-Algebren, Borelmengen, MefBrdume, Mal3e. Charakte-
risierung des Lebesgue-MaBes. Unmoglichkeit eines translationsinvariaten
Males auf der Potenzmenge der reellen Zahlengeraden, das dem Einheits-
intervall das MaB Eins zuordnet. Noch nicht dessen Regularitit.

Regularitit fiir die Anschauung, Beweis kommt viel spiter. Pramalle, Kon-
struktion des Primafes zum Lebesguemall und zu Stieljes-MaBen auf der
reellen Geraden. Mallfortsetzungssatz und Beschreibung der kanonischen
Fortsetzung noch ohne Beweis. Nichstes Mal mit der Definition eines duf3e-
ren MaB3es beginnen.

AuBere MabBe, Zerlegerlemma, Beweis des Malifortsetzungssatzes von Ca-
ratheodory. Vervollstindigung von Mafrdumen. Stieltjes-Mafe nicht be-
handelt.

Stieltjes-MaBe. MeBbarkeit. Summen, Produkte und Grenzwerte mefbarer
Funktionen. Definition des Integrals mefbarer nichtnegativer reeller Stufen-
funktionen. Noch nicht dessen Linearitét.

Integral mefBbarer nichtnegativer Funktionen und Satz tiber monotone Kon-
vergenz. Integrierbare Funktionen, deren Integral, Linearitit des Integrals,
Satz iiber dominierte Konvergenz.

Produktmal3, Sidtze von Tonelli und Fubini. Noch nichts auf3er der reinen
Theorie. Noch nicht Cavalieri, Beziehung zum Riemann-Integral.
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22.12 Cavalieri, Beziechung zum Riemann-Integral, partielle Integration. Regulari-
tit von BorelmaBen auf dem R", jedoch nicht auf abzéhlbar basierten lokal
kompakten Hausdorffraumen.

7.1 Transformationsformel. BildmaB, Integral {iber BildmalB. Produkt von Maf3
mit mefbarer nichtnegativer Funktion. Regularitdt von BorelmaBen auf of-
fenen Teilmengen des R", jedoch nicht auf abzéhlbar basierten lokal kom-
pakten Hausdorffraumen. Niitzliche Nullmengen. Fldche unter der Glocken-
kurve. Nicht Flichenmalf} von Fastfaltigkeiten, nur kurz miindlich was dazu
gesagt.

12.1 Integrierbarkeit und Integral komplexwertiger Funktionen. Rdume quadra-
tintegrierbarer Funktionen und Fouriertransformation. Rdume integrierbarer
Funktionen, fast iiberall definierte Funktionen, Raum der LP-Funktionen.
Noch nicht || ||,-Norm.

14.1 Die || ||,-Norm ist eine Norm. Die LP-Rdume sind vollstindig. Hilber-
traume, Hilbertbasen. Noch nicht der Satz iiber Hilbertbasen.

19.1 Satz iiber Hilbertbasen. Die differenzierbaren Funktionen mit kompakten
Triger auf einer offenen Teilmenge der R™ liegen dicht in den L? Funktio-
nen fiir p < oo. Konvergenz der Fourier-Reihe in L([0, 27]).

21.1 Einparameteruntergruppen der multiplikativen Gruppe der komplexen Zah-
len. Charaktere der Kreisgruppe. Produkttopologie. Noch nicht topologi-
sche Gruppen.

26.1 Topologische Gruppen und ihre Charaktere. Charaktere von R, Z, Z/mZ
und von der Kreisgruppe. Fouriergruppen erklirt als topologische Gruppen,
die isomorph sind zu endlichen Produkten der eben aufgezéhlten Beispie-
le. Definition, Existenz und Eindeutigkeit ihrer Haar-MaBle bewiesen. Die
Charaktere bilden eine Hilbertbasis des Raums der quadratintegrierbaren
Funktionen auf einer kompakten Fouriergruppe fiir das normierte Haarmaf.

28.1 Standardisierte Fouriertransformation. Formelsammlung. Die Fouriertrans-
formation erhilt den Schwarzraum. Fouriertransformierte integrierbarer Funk-
tionen verschwinden im Unendlichen. Abstrakte Fouriertransformation ei-
nes MaB3es und seine Beziehung zur standardisierten Fouriertransformation.
Natiirlichkeit, aber noch nicht Produktvertriglichkeit.

2.2 Paarung, duale Paarung, exakte Paarung von Fouriergruppen. Zugehorige
abstrakte Fouriertransformationen, Fourierreihe und Fouriertransformation
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4.2

9.2

11.2

als Beispiele. Abstrakte Inversionsformel, konkrete Variante fiir R, abstrak-
te und konkrete Poissonformel, Herleitung der Inversionsformel aus der
Poissonformel (bis auf letzten Schliff).

Herleitung der Inversionsformel aus der Poissonformel. Interpretation der
Poissonformel als Natiirlichkeit. Fourierisomorphismus fiir quadratintegrier-
bare Funktionen. Gleichheit der verschiedenen Varianten der Fouriertrans-
formation im Dualraum des Schwartzraums.

Falten von MaBlen. Assoziativitit. Verhalten unter Fouriertransformation.
Beweis des zentralen Grenzwertsatzes begonnen. Gekommen bis zur punkt-
weisen Konvergenz der charakteristischen Funktionen.

Beweis zentraler Grenzwertsatz beendet. Translationsinvariante abgeschlos-
sene Teilrdume des Raums der quadratintegrierbaren Funktionen auf der re-
ellen Geraden.
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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Index

g1 Linkseinsetzung von g, 194
0 neutrales Element fiir +
0% Null in R¢, 88
~» verwandt
Differentialformen, 237
Funktionen, 184
Vektorfelder, 185
Wege, 184
Zweitensoren, 195
( ) Erzeugnis physikalischer Einheit,
286
|w| Grad der Form w, 231
v physikalische Geschwindigkeit, 286
X° Inneres von X, 119
~ homotop, 214
® Tensorprodukt
von Linearformen, 193
A Dachprodukt, 230
auferes Dachprodukt, 233
N Schnitt
() von Mengenfamilie, 11
@ abgeschlossen in
topologischem Raum, 18
@ offen in
topologischem Raum, 12
U Vereinigung
|J von Mengenfamilie, 11
X dufBeres Produkt
von Differentialformen, 233

+ Verschieben von Punkt um Richtungs-

vektor, 27
abgeschlossen
topologisch, 18
Ableitung

hohere, koordinatenfrei, 253, 354
nach Vektorfeld, 182
partielle, 24
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partielle, mit Einheiten, 41

Richtungs-, 29
AbschluB}, 19
dquivalent

Normen, 9
duBere Ableitung, 251
duBeres Normalenfeld, 263
affin

Abbildung, 28

Raum, 26
Alembert’sches Prinzip, 299
Algebra, 166
alt Alternator, 228
Alt alternierende Formen, 228
Alternator, 251
alternierende p-Form, 228
analytisch

auf R”, 209
Anfangswert

von FluBweg, 132, 133
Anfangswertisomorphismus, 154, 156
Anschauungsraum, 285
antisymmetrisch

Zweitensor, 197
Arbeit gegen Kraftfeld, 206
auswerten

Kovektorfeld auf Vektorfeld, 177

B(z;¢) Ball in metrischem Raum, 6
Ball, 6
Banach’scher Fixpunktsatz, 68
Banachraum, 21
berandet

Teilmenge, 260
Beschleunigung, 288

absolute, 288

vektorielle, 288
beschrinkt



Abbildung, 7
metrischer Raum, 7
Betragsabstand, 5
Bil Bilinearformen, 193
Borromiische Ringe, 79
Biindelprojektion, 305, 318

C(X) stetige komplexwertige Funktio-
nen auf X, 170
C!-Abbildung, 66
C!-Diffeomorphismus, 66
C*°-Abbildung
zwischen affinen Rdaumen, 253, 354
C*-Abbildung
zwischen affinen Raumen, 253, 354
C*-Diffeomorphismus, 354
Ci(X,R) stetige Funktionen mit kom-
paktem Triger, 102
Cc(X,R) stetige Funktionen mit kom-
paktem Trdiger, 102
Cauchy-Folge
in metrischem Raum, 21

d f Differential von f, 180
0T Rand von T, 119
0; Vektorfeld, 182
0, Vektorfeld, 182
D, konstantes Vektorfeld, 182
Djz Richtungsableitung, 29
Dachprodukt, 230
Deformationstensor, 355
dicht
Teilmenge, 167
Diffeomorphismus
C!-Diffeomorphismus, 66
C*-Diffeomorphismus, 354
Differential, 29
von exp auf Matrizen, 55
von bilinearer Abbildung, 44
differential equation
ordinary, 130
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partial, 130
Differentialform, 233

erster Ordnung, 177

relative, 233
Differentialgleichung

gewohnliche, 130

partielle, 130
differenzierbar

auf eingebetteter Mannigfaltigkeit,

91

beliebig, 253

mehrere Verdanderliche, 29

total, 29
Differenzieren unter dem Integral, 53
Dimension

eines affinen Raums, 27

von Mannigfaltigkeit, 77
Dini, Satz von, 102
directional derivative, 29
diskret

Teilmenge von topologischem Raum,

209

Divergenz, 268, 278
Drehimpuls, 293, 329
Dreiecksungleichung

bei metrischen Rdumen, 5
Dualraum, 175

E Anschauungsraum, 285
Eckenkarte, 270
Eckfaltigkeit, 268
eckig berandet, 270
Ehrenfest

Urnenmodell, 96
Eigenfrequenzen, 317
einfach

wegzusammenhingend, 215
Einquetschen

Grenzwert durch, 17
Eins-Element

einer Algebra, 166



Eins-Form, 177
einsetzen
Vektorfeld in Kovektorfeld, 177
Einsform, 177
Energie, 206
kinetische, 330
Erdbeschleunigung, 289
Euler-Lagrange-Gleichungen, 316, 322
explizit
gewohnliche Differentialgleichung,
130
Extrema
in mehreren Veridnderlichen, 60
unter Nebenbedingungen, 92

Fast-Mannigfaltigkeit, 120
Fastfaltigkeit, 120
Fixpunkt, 67
Fliche, 78, 122, 125
Fliachenintegral, 113
Fluf3
eines Vektorfelds durch eine Hy-
perfliche, 248
von Vektorfeld, 158
FluBdichte, 234
FluBweg, 132, 185, 332
grofter, 132
maximaler, 132
folgenkompakt, 99
metrischer Raum, 20
force, 288
Form
1-Form, 177
Fourierreihe, 164
Fréchet-differenzierbar, 29
Fundamentalform, erste, 195
Funktionaldeterminante, 106

g Erdbeschleunigung, 289
Gaul}
Integralsatz von, 268
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generalisierte Kraft, 312, 319, 350
geschlossen
Differentialform, 252
Kovektorfeld, 216
Geschwindigkeit
absolute, 286
vektorielle, 32, 286
Geschwindigkeitsfeld, 304
Geschwindigkeitsphasenraum, 304, 330,
335
unter Zwangsbedingungen, 308, 311,
318
glatt, 112, 263
Abbildung
koordinatenfrei, 253, 354
Abbildung nach R™, 253
gleichmafig stetig
metrische Riaume, 22
grad
Gradient, 25
grad,, f symplektischer Gradient, 330
gradg Gradient zu Metrik g, 194
Grad
einer polynomialen Abbildung, 58
eines Polynoms
in mehreren Verinderlichen, 56
Gradient, 25, 191
symplektischer, 329
Gram’sche Matrix, 114
Gramm, 286
Gravitationsfeld, 288
Green’sche Formel, 275
Grenzwert
von Funktion, 16
Gronwall
Lemma von, 144

Hess(f) Hesse-Matrix, 64
Héufungspunkt

von topologischem Raum, 15
halboffen



in reellem affinen Raum, 35
Hamilton’sche Gleichungen, 329
Hamilton-Funktion, 323, 328
Hausdorff-Raum, 15
Hesse-Matrix, 64
homoomorph, 87
Homoomorphismus, 87
homotop, 214

mit festen Randpunkten, 214

Wege, 214
Homotopie

von Wegen, 214
Hyperfldche

in affinem Raum, 78

implizit
gewohnliche Differentialgleichung,
130
Impulse
kanonische, 327
indefinit, 63
induzierte Metrik, 6
induzierte Orientierung, 261
induzierte Topologie, 13
Innx (7) Inneres von 7', 119
Inneres, in topologischem Raum, 119
Integral
erstes, einer Differentialgleichung,
134
stetige reelle Funktion
tiber kompakten Quader, 49
stetige vektorwertige Funktion
tiber kompaktes Intervall, 145
Integralkurve, 133
Integrationskarte, 119
Integrationsweg, 211
Inversion, 48
isotop
Verschlingungen, 78

Jacobi-Matrix, 30
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Karte, 87
auf dem Rand induzierte, 261
Kartenwechsel, 90, 260
Kettenregel
in mehreren Veridnderlichen, 39
kinetische Energie, 292
Knoten, 78
Kodimension
einer Untermannigfaltigkeit, 78
kompakt
metrischer Raum, 20
topologischer Raum, 99
Kompaktum, 20
Komponente
Wegzusammenhangskomponente,
209
Konfigurationsraum, 299, 335
konform
Abbildung, 48
kontrahierend
Abbildung metrischer Raume, 67
kontravariant, 175
Koordinaten, 74
lokale, 89
Koordinatensystem
lokales
angepalit an Mannigfaltigkeit, 76
lokales, 74
kovariant, 177
Kovektorfeld, 175
relatives, 175
vektorwertiges, 205
Kraftfeld, 288
kritische Stelle, 61
Kugel, 6
Kugelkoordinaten, 74
Kugelvolumen, 128
Kurve
in reellem Raum, 78

L Langengerade, 285



Lagrange’sche Multiplikatoren, 92
Lagrangefunktion, 315, 322
Laplaceoperator

im R", 279
Leibniz-Regel

fiir Differentialformen, 254
lim,, .., Grenzwert von Folge

in Hausdorffraum, 17
lim,_,, Grenzwert von Abbildung, 16
Limes

von Funktion, 16
lineare Anteil, 28
Linkseinsetzung

einer Bilinearform, 194
Lipschitz-Konstante, 67
Lipschitz-stetig, 67
lipschitzstetig

lokal, 148

partiell, 149
Losungsraum

einer linearen Differentialgleichung

allgemeiner Fall, 154

lokales Koordinatensystem

von Mannigfaltigkeit, 88

m Meter, 285
Mannigfaltigkeit
berandete Untermannigfaltigkeit von
affinem Raum, 258
eingebettete, 75
Untermannigfaltigkeit von affinem
Raum, 78
Mantelfldche, 128
Markov-Kette, 96
Markovkette, 96
Masse, 286, 289
schwere, 289
trige, 289
maximal
FluBweg, 132
Maximum
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isoliertes lokales, 61
lokales, 61
Maximumsnorm, 8
mechanisches System, 299
Meter, 285
Metrik, 5
zu Norm, 9
metrischer Raum, 5
Minimum
isoliertes lokales, 61
lokales, 61
Mult® multilineare Abbildungen, 253
Multiindex, 56

Nabla-Operator, 274
natiirliche Topologie
auf endlichdimensionalem reellen
Raum, 27
negaiv semidefinit, 63
negativ definit, 63
Newton’schen Bewegungsgleichung, 288
nichtoffen
Punkt, 15
Norm
auf abelscher Gruppe, 69
auf reellem Vektorraum, 8
Normalenfeld
orientiertes, 247
normiert
Vektorraum, 8
Weg, 213

wr Differentialform zu Vektorfeld, 248
ODE ordinary differential equation, 130
offen

in topologischem Raum, 12

Kern, 119
offene Uberdeckung, 99
Operatornorm, 10
Ordnung

einer gewohnlichen Differentialglei-

chung, 130



orientierbar

Fastfaltigkeit, 241
orientiert

Fastfaltigkeit, 241
Orientierung

von Fastfaltigkeit, 241

von Mannigfaltigkeit, 240

von Vektorraum, 240
orientierungsvertriglich, 241

partiell

Ableitung, 24

Ableitung, mit Einheiten, 41

Ableitung, virtuelle, 35

differenzierbar, 24
PDE partial differential equation, 130
Periode, 164
Pfaff’sche Form, 177
Phasenraum, 304, 330, 333

Geschwindigkeitsphasenraum

unter Zwangsbedingungen, 308,
311,318

Polarisierung, 284
Polarkoordinaten, 67

Gradient in, 193
Polarkoordinatenabbildung, 33
Polynom, 56

trigonometrisches, 170
polynomial

Abbildung R™ — R", 58
positiv definit, 63
positiv semidefinit, 63
Potential, 322

eines Kraftfelds, 206

im Anschauungsraum, 291

potentielle Energie, 292
Produktmetrik, 6

Quader, 49
quadratische Form
reelle, 62
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quasikompakt, 99
Quelldichte, 268

Rand, 119
von Eckfaltigkeit, 270
von Randfaltigkeit, 260
Randkarte, 258
Raum
affiner, 26
Rechteck, 50
Rechtseinsetzung
einer Bilinearform, 194
regulér
Abbildung R™ — R", 58
Punkt von Fastfaltigkeit, 241
Reskalierung
von Translationen, 27
Richtungsableitung, 29
auf eingebetteter Mannigfaltigkeit,
91
Richtungsraum, 27
Richtungsvektor, 27
Riemann
riemannsche Metrik, 193
Riemannsumme
fiir Funktion auf Mannigfaltigkeit,
115
fiir Funktion auf Rechteck, 50
fiir Integral einer Volumenform, 244
fiir vektorwertige Funktion, 145
fiir Wegintegrale, 198
Ringalgebra, 166
Rotation, 218
skalare, 218
Rotationskorper, 129
Riickzug
von Funktionen, 187
von Kovektorfeld, 187
Runge-Lenz-Vektor, 296

S™ die n-Sphire, 80



fcd Wegintegral, 203
§ Wegintegral, 198
schleifenfiillend, 215
Schnitt
von Mengenfamilie, 11
schwere Masse, 289
Separation der Variablen, 140
Shuffle, 230
skalare Rotation
eines ebenen Vektorfeldes, 218
Skalarprodukt
massebehaftetes, 298, 299
Spurtopologie, 13
Stammfunktion, 148

Standardmetrik
auf R", 193
stetig

fiir topologische Riaume, 13
stetig differenzierbar
in mehreren Variablen, 46
stimmen iiberein bis zur Ordnung, 58
Stokes
Integralsatz von
allgemeiner, 264
klassischer, 274
mit Ecken, 271
Stone-Weierstrall, 167
StreBtensor, 356
Summenregel, 44
summierbar
Familie in normiertem Vektorraum,
165
supp Triger, 102
support, 102
Supremumsnorm, 9
symmetrisch
Zweitensor, 197
symplektisch
Gradient, 329
System von Teilmengen, 11
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T Zeit, 285
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in mehreren Verinderlichen, 55
Teilsystem, 11
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Totalgrad, 56
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Tragheitsmoment, 316
trans, 28
Transformationsformel
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Translation
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transponiert

Abbildung, 232
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Ubergangswahrscheinlichkeit, 96
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Umkehrsatz, 66
Unteralgebra, 166
Unterringalgebra, 166
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Urnenmodell, 96
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Variation der Konstanten, 156
Vektorfeld

auf affinem Raum, 132
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Kovektorfeld, 205
Vereinigung
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Verschlingung, 78
Vertauschen

von partiellen Ableitungen, 52

von partiellen Integrationen, 52
verwandt

Differentialformen, 237
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Kovektorfelder, 185

Vektorfelder, 184
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vol(vy|. .. |vg) 114
vollstdndig

metrischer Raum, 21
Volumen, 114

Weg, 197

366

geschlossener, 215
kompakter, 197
normierter, 197, 213
stiickweise linearer, 207
zusammenziehbarer, 215
Wegintegral, 198
fiir Kovektorfeld, 198
fiir Vektorfeld, 201
vektorwertiges, 205
wegzusammenhédngend
einfach, 215
Wegzusammenhang, 207
Wegzusammenhangskomponente, 209
Weierstrall
Approximationssatz, 167
Winkelfeld, 219
Wirbeldichte, 218
Wirkung, 301

Zeit, 285
Zeitspanne, 285
Zentralfeld, 293
Zirkulation, 202
zusammenhéngend
topologischer Raum, 209
wegweise, 207
zusammenziehbar
geschlossener Weg, 215
Zustand
bei Markovkette, 96
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