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Dies ist der erste Teil eines Skriptums zur Analysis. Ich habe mir grofle Miihe
gegeben, an jeder Stelle nur soviel Begrifflichkeit einzufiihren, wie gerade eben
notig ist, um einerseits einen glatten und transparenten Flu3 der Argumentation zu
ermOglichen und andererseits regelméfig motivierende Anwendungen geben zu
konnen. Sowohl die Anwendungen als auch der durchsichtige Aufbau der Theorie
erfordern jedoch in meinen Augen eine nach Moglichkeit koordinatenfreie Dar-
stellung und damit den Aufbau der zugehorigen Begrifflichkeit, so dal am Schluf3
im Vergleich zu anderen Texten doch eher mehr abstrakte Konzepte eingefiihrt
werden. Wie Sie noch an verschiedenen Stellen merken werden, will ich Sie eben
am liebsten davon iiberzeugen, dal} das Abstrakte das eigentlich Konkrete ist!



Inhaltsverzeichnis

1

Die reellen Zahlen

1.1  Erinnerungen zur Algebra. . . . . . .. ... ... .. ... ...
1.2 Rationale Wurzeln rationaler Zahlen . . . . . . . ... ... ...
1.3 OrdnungenaufMengen . . . . . . .. ... ... ... ......
1.4 Angeordnete KSrper . . . . ... ... ... ... ... ...
1.5 DiereellenZahlen. . . . ... ... ... ... .
1.6 Vergleich der rationalen mit den reellen Zahlen . . .. ... ...

Stetigkeit und Grenzwerte

2.1 Intervalle und Umgebungen. . . . . . .. ... ... .......
2.2 Stetigkeit und Zwischenwertsatz . . . . . . . ... .. ... ...
2.3 Beispiele fiir stetige Funktionen . . . . .. ... ... .. ....
24 DieKreiszahl . . . ... ... o o oL
25 Grenzwerte . ...
2.6 Vollstandigkeit der reellen Zahlen . . . . ... ... .......
2.7 Algorithmisches Wurzelziehen® . . . . .. .. ... ... .. ..

Die Exponentialfunktion

31 Rethen. . ... ... .. ..
3.2 Wachstumund Zerfall . . . . .. ... ... ... ... ...
3.3 Logarithmus und allgemeine Potenzen . . . . . . . ... ... ..
3.4 Trigonometrische Funktionen . . . . . .. ... ... .......

Integration und Ableitung

4.1 Stetige Funktionen auf Kompakta . . .. ... ..........
4.2 Integration stetiger Funktionen . . . . . . . ... ... ... ...
43 Ableitung . . . . ...
4.4 Ableitungsregeln . . . . . .. .. L Lo
4.5 Folgerungen aus Eigenschaften der Ableitung . . . . .. ... ..
4.6 Regelnvondel’Hospital . . . ... ... ... ..........
47 Zusammenhang zwischen Integral und Ableitung . . . . . .. ..
4.8 Integrationsregeln . . . . . ... ... Lo
4.9 Hyperbolische trigonometrische Funktionen . . . . . . . ... ..
4.10 Integration rationaler Funktionen . . . . . . . ... .. ... ...

Potenzreihen und hohere Ableitungen

5.1 Funktionenfolgen und Potenzreithen . . . .. ... ... ... ..
5.2 Taylorentwicklung . . . ... ... ... ... ... ... ...,
5.3 Rechnen mit Approximationen . . . . . . .. ... ... .....

25
25
27
33
39
40
50
53

56
56
62
69
76

92

92

95
103
106
113
123
128
130
140
142



5.4 Der Abel’sche Grenzwertsatz* . . . . . . .. . ... ... ....

6 Stetigkeit in mehreren Verinderlichen
6.1 Vorschldge zur Veranschaulichung . . . . . ... ... ... ...
6.2 Stetigkeit bei metrischen Rdumen . . . . . ... ... ... ...
6.3 Konvergenz von Folgen in metrischen Rdumen . . . . . . .. ..
6.4 Abgeschlossene und offene Teilmengen . . . ... ... ... ..
6.5 Topologische Rdume . . .. ... ... ... ...........
6.6 Induzierte Topologie . .. .. ... ... ... .. .. ......
6.7 Abgeschlossene Teilmengen topologischer Réume . . . . . . . . .
6.8 Grenzwerte in topologischen Rdumen . . . . . ... ... .. ..
6.9 Komplexe Differenzierbarkeit™ . . . . . ... ... ... .....

7 Kompaktheit in mehreren Verinderlichen
7.1 Kompakte metrische Rdiume . . . ... ... ... ........
7.2 Fundamentalsatzder Algebra . . . . . . ... ... .. ......
7.3 Affine Rdume* . . . ... ... ... ... ... . ..
7.4 Normierte Rdume . . . . . .. .. .. ... ... .. ...
7.5 Uberdeckungen kompakter metrischer Rdume . . . . . .. .. ..
7.6 Integrale mit Parametern . . . .. .. ... .. ... .......

8 Raumwertige Funktionen
8.1 Bogenlinge in metrischen Rdumen . . . . . . . .. ... ... ..
8.2 Ableiten von raumwertigen Funktionen . . . . .. ... ... ..
8.3 Die Bogenlidnge in normierten Rdumen . . . . ... ... .. ..

9 Losung einiger Schwingungsgleichungen
9.1 Einfache lineare Differentialgleichungen . . . . . . .. ... ...
9.2 Vollstiandigkeit und Exponential von Matrizen . . . . . . . .. ..
9.3 Gediampfte Schwingungen . . . ... ... .. ... .......
9.4 Der Fall hoherer Ordnung . . . . . . .. .. ... .. ... ....
9.5 Gekoppelte Schwingungen . . . . .. ... ... ... ......
9.6 Angeregte Schwingungen . . . . . .. . ... ... ........

10 Grundlegendes zu Fourierreihen
10.1 Eindeutigkeit der Fourierreihe . . . .. ... ... .. ... ...
10.2 Der Satz von Stone-Weierstrall . . . . .. ... ... .......
10.3 Konvergenz der Fourierreithe . . . . ... ... ... .......

11 Danksagung

Literaturverzeichnis

167
167
169
175
178
181
184
186
188
191

197
197
199
200
202
208
212

215
215
217
223

228
228
231
236
240
242
244

247
247
249
255

258

259



Index 260



1 Die reellen Zahlen

Mit diesem Abschnitt trennen sich nun die Wege der linearen Algebra, in der man
sich zundchst nur auf die in [GR] eingefiihrten algebraischen Konzepte stiitzt und
bis auf weiteres mit beliebigen Korpern arbeiten kann, und der Analysis, fiir die
das Wesen der reellen Zahlen grundlegend ist, das in diesem Abschnitt diskutiert
werden soll.

1.1 Erinnerungen zur Algebra

Ich erinnere an die algebraische Struktur eines Korpers, wie sie in [GR]
schon sehr viel ausfiihrlicher und sorgfiltiger zusammen mit etwas naiver Men-
genlehre besprochen wurde. Unter einem Korper versteht man danach und in wie-
der anderen Worten gesagt eine Menge mit zwei Verkniipfungen (K, +, -) derart,
daB fiir alle a, b, c € K gilt:

1. Assoziativgesetze: (a +b) +c=a+ (b+c)und(a-b)-c=a-(b-c);
2. Kommutativgesetze: a +b=b+aunda-b =10 a;
3. Distributivgesetz: a - (b+¢) = (a-b) + (a - ¢);

4. Neutrale Elemente: Es gibt genau ein Element 0 € K mita+0 = a Va € K;
Es gibt genau ein Element 1 € K\Omit1-a =a Ya € K;

5. Negative und Inverse: Fiir alle a € K gibtes b € K mit a + b = 0 und fiir
allea € K\O gibtesc € K mita-c= 1.

Ein typisches Beispiel ist der Korper (Q der rationalen Zahlen alias Briiche mit der
iblichen Addition und Multiplikation als Verkniipfung.

1.2 Rationale Wurzeln rationaler Zahlen

Satz 1.2.1. Es gibt keine rationale Zahl v € Q mit 2> = 2.

1.2.2. Dieser Satz erkldrt, warum wir uns mit den rationalen Zahlen nicht zu-
frieden geben. In der Tat suchen wir nach einem Zahlbereich, in dem jeder ,,an-
schaulichen Linge®, wie zum Beispiel der Linge der Diagonale eines Quadrats
der Kantenlidnge Eins, auch tatsichlich eine Zahl entspricht. Wir zeigen in 2.3.26,
daB im Zahlbereich der reellen Zahlen immerhin aus allen nichtnegativen Zahlen
Quadratwurzeln gezogen werden konnen, und diskutieren in 2.4.1, wie sich sogar
unsere anschauliche Vorstellung von der Lange des Einheitskreises zur Definition
einer reellen Zahl prizisieren 14ft.






Erster Beweis. Setzen wir die in [ ] bewiesene Eindeutigkeit der Prim-
faktorzerlegung als bekannt voraus, so folgt unmittelbar, da das Quadrat eines
unkiirzbaren Bruches mit Nenner # +1 wieder ein unkiirzbarer Bruch mit Nen-
ner # =1 ist. Fiir eine rationale Zahl = € Q folgt aus x ¢ Z also x* & Z. Giibe es
mithin eine rationale Zahl x € Q mit 22 = 2, so miiite z bereits selbst eine ganze
Zahl sein. Offensichtlich gibt es jedoch keine ganze Zahl z € Z mit 22 = 2. [

Zweiter Beweis. Ohne die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt vor-
auszusetzen konnen wir in unserer speziellen Situation auch elementarer mit dem
Primfaktor 2 durch Widerspruch argumentieren: Nehmen wir an, wir finden gan-
ze Zahlen p, ¢ € Z mit q # 0 derart, daB x = p/q ein unkiirzbarer Bruch wire mit
x? = 2. Es folgte p* = 2¢?, also p* gerade, also p gerade, also p* durch 4 teilbar,
also ¢? gerade, also g gerade. Dann wiire unser Bruch aber doch kiirzbar gewesen,
nidmlich durch 2. [

1.3 Ordnungen auf Mengen

Definition 1.3.1. Eine Relation R auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C
X x X des kartesischen Produkts von X mit sich selbst, also eine Menge von
Paaren von Elementen von X. Statt (z,y) € R schreiben wir in diesem Zusam-
menhang meist x Ry. Eine Relation R heiit eine Ordnungsrelation oder auch ei-
ne partielle Ordnung oder Halbordnung oder auch einfach nur eine Ordnung,
wenn fiir alle z,y, z € X gilt:

1. Transitivitit: (xRy und yRz) = zRz;
2. Antisymmetrie: (xRy und yRz) = = = y;
3. Reflexivitit: xRz fiir alle z € X.

Auf Englisch benutzt man fiir eine partiell geordnete Menge alias ,,partially or-
dered set* auch oft die Abkiirzung poset. Eine Ordnungsrelation heift eine An-
ordnung oder eine totale Ordnung oder auch eine lineare Ordnung, wenn wir
zusitzlich haben

4. Totalitit: Fir alle z,y € X gilt xRy oder yRx.

Ergdnzung 1.3.2. Noch allgemeiner versteht man unter einer Relation R zwi-
schen einer Menge X und einer Menge Y eine Teilmenge R C X x Y. In
diesem Sinne sind dann auch unsere Abbildungen aus [GR] spezielle Rela-
tionen. In Teilen der Literatur heilen derartige Relationen auch ,,Korresponden-
zen“. Noch allgemeiner betrachtet man auch fiir n > 0 und Mengen X;,..., X,
Teilmengen R C X; X ... x X,, und nennt sie n-stellige Relationen, aber das ist
fiir uns vorerst noch nicht relevant.



1.3.3 (Diskussion der Terminologie). Es gilt, im folgenden sorgfiltig zu unter-
scheiden zwischen einer Ordnung und einer Anordnung.

1.3.4. Bei einer Ordnungsrelation R schreibt man meist x < y statt x Ry, statt
x < y schreibt man dann oft auch y > z. Weiter kiirzt man (z < y und = # y)
ab mit z < y und ebenso (z > y und x # y) mit x > y. Auf jeder angeordneten
Menge definieren wir Verkniipfungen max und min in offensichtlicher Verallge-
meinerung von [GR]

Definition 1.3.5. Sei (Y, <) eine partiell geordnete Menge.

1. Ein Element ¢ € Y heifit ein grofites Element von Y, wenn gilt g >
y Yy € Y. Ein Element g € Y heilit ein maximales Element von Y,
wenn es kein y € Y gibt mity > g.

2. Ein Element £ € Y hei3it ein kleinstes Element von Y, wenn gilt £ <
y Vy € Y. Ein Element £ € Y heit ein minimales Element von Y,
wenn es kein y € Y gibt mity < k.

1.3.6. Jede partiell geordnete Menge besitzt hochstens ein groftes und hochstens
ein kleinstes Element. Wir diirfen deshalb den bestimmten Artikel verwenden und
von dem groBten beziehungsweise kleinsten Element reden. Besitzt eine partiell
geordnete Menge ein groftes beziehungsweise ein kleinstes Element, so ist dies
auch ihr einziges maximales beziehungsweise minimales Element. Sonst kann
es jedoch maximale beziehungsweise minimale Elemente in grofler Zahl geben,
zumindest dann, wenn unsere Ordnungsrelation keine Anordnung ist.

Definition 1.3.7. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und Y C X eine
Teilmenge.

1. Ein Element o € X heif}t eine obere Schranke von Y in X, wenn gilt
o>y VYyevY.

2. Ein Element © € X heifit eine untere Schranke von Y in X, wenn gilt
u<y VYyev.

Definition 1.3.8. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und Y C X eine
Teilmenge.

1. Ein Element s € X heif3t die kleinste obere Schranke oder das Supremum
von Y in X, wenn s das kleinste Element ist in der Menge {0 € X |
o ist obere Schranke von Y'}. Wir schreiben dann s = sup Y oder genauer
s =supy Y.



Eine partiell geordnete Menge mit zwei minimalen und einem maximalen
Element, die weder ein kleinstes noch ein gro3tes Element besitzt. Die
Darstellung ist in der Weise zu verstehen, daf3 die fetten Punkte die Elemente
unserer Menge bedeuten und daf ein Element grof3er ist als ein anderers genau
dann, wenn es von diesem ,,durch einen aufsteigenden Weg erreicht werden
kann*.
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2. Ein Element ¢ € X heifit die grofSite untere Schranke oder das Infimum
von Y in X, wenn i das groBte Element ist in der Menge {u € X |
w ist untere Schranke von Y'}. Wir schreiben dann ¢ = inf Y oder genau-
ert: =infy Y.

Beispiel 1.3.9. Die Teilmenge Y = {¢ € Q | ¢ < 1} C Q hat kein grofites
Element, besitzt jedoch in Q eine kleinste obere Schranke, ndmlich supY = 1.
Die Teilmenge Z = {q € Q | ¢ < 1} C Q hat ein groBtes Element, ndmlich
die 1, und das ist dann natiirlich auch gleichzeitig ihre kleinste obere Schranke in
Q, also haben wir auch sup Z = 1. Die Teilmenge Y = {¢ € Q | ¢ < 1} C Q
hat in Q keine untere Schranke und dann natiirlich erst recht keine grof3te untere
Schranke.

Erginzendes Beispiel 1.3.10. Auf der Potenzmenge einer beliebigen Menge ist die
Inklusionsrelation eine partielle Ordnung. Beziiglich dieser Ordnung ist die Verei-
nigungsmenge im Sinne von [ ] eines Mengensystems sein Supremum
und die Schnittmenge sein Infimum.

Definition 1.3.11. Eine Teilmenge einer Menge mit Ordnungsrelation heif3it ein
Intervall, wenn mit zwei beliebigen Punkten aus besagter Teilmenge auch jeder
Punkt zwischen den beiden zu unserer Teilmenge gehort. Ist in Formeln (X, <)
eine Menge mit Ordnungsrelation, so heif3t demnach eine Teilmenge I C X ein
Intervall oder noch priziser ein Intervall in X, wenn fiir beliebige z, y, 2 € X mit
r<y<zausz,z € [ folgty € I.

Ubungen

Ubung 1.3.12. In einer Menge mit Ordnungsrelation ist jeder Schnitt von Inter-
vallen wieder ein Intervall.

Ergiinzende Ubung 1.3.13. Jede Teilmenge Y einer angeordneten Menge X ist
die disjunkte Vereinigung aller maximalen in Y enthaltenen nichtleeren Intervalle
von X . Hinweis: Hat ein System von Intervallen von X nichtleeren Schnitt, so ist
auch seine Vereinigung wieder ein Intervall von X.

Ubung 1.3.14. Die Menge {x € Q | 2% < 2} besitzt in Q keine groBte untere
Schranke.

Ubung 1.3.15. Besitzt eine Teilmenge Y C X ein groBtes Element g € Y, so gilt
g = sup Y. Besitzt eine Teilmenge Y C X ein kleinstes Element & € Y, so gilt
k = inf Y. Sind Teilmengen Z C Y C X gegeben und besitzen Z und Y ein
Supremum in X, so gilt sup Z < sup Y.

11
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Die Menge Y = {1/n | n € Nx;} besitzt in Q eine groBte untere Schranke,
namlich die Null, in Formeln inf Y = 0. Sie besitzt in Q auch eine kleinste obere
Schranke, namlich die Eins, in Formeln sup Y = 1.

12



1.4 Angeordnete Korper

Definition 1.4.1. Ein angeordneter Korper ist ein Korper (K, +, ) mit einer
Anordnung <, die mit der Korperstruktur vertrédglich ist in dem Sinne, daf} fiir
beliebige Elemente x, y, z € K gilt:

l.z<y = 24+2<y+z;
2. (x>0undy >0) = zy > 0.

Eine Anordnung auf einem Korper mit diesen Eigenschaften nennen wir eine Kor-
peranordnung. Die Elemente x € K mit z > ( beziehungsweise x < ( nennt
man positiv beziehungsweise negativ. Die Elemente mit x > 0 beziehungsweise
x < 0 nennt man folgerichtig nichtnegativ beziehungsweise nichtpositiv.

Beispiel 1.4.2. Der Korper QQ der rationalen Zahlen ist mit seiner iiblichen Anord-
nung ein angeordneter Korper. Dasselbe wird auch fiir den Korper R der ,,reellen
Zahlen* gelten, den wir demnéchst einfithren werden.

Lemma 1.4.3. In jedem angeordneten Korper gilt:

1. (v <yunda <b)= (xr+a<y-+b)

N

(x <yunda >0)= (ax < ay)
0<z<yund0<a<b)=(0<za<yb)
(r<y)=(-y < —x)

(x >yunda <0) = (ax < ay)

(x #0) = (22 > 0)

1>0

(x>0)= (7' >0)

X %0 N S AW

O<z<y)=0O<y <2l
Beweis. 1. Inder Tat folgtx +a <y+a <y +0.

2. In der Tat folgt 0 < y — x, also 0 < a(y — ) = ay — ax und damit dann
ar < ay.

3. In der Tat erhalten wir 0 < za < ya < yb.

4. Das folgt durch Addition von (—y — z) auf beiden Seiten.
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5. In der Tat folgern wir z > y = (—a)z > (—a)y = az < ay.
6. Inder Tatist 2 = (—z)*und x > 0 & (—x) < 0.
7. Das folgtaus 1 = 12 # 0.

8. Das folgt durch Multiplikation mit (z~1)2.

9. Das folgt durch Multiplikation mit 121,

Damit ist das Lemma bewiesen. O]

1.4.4. Schreiben wir zur besonderen Betonung wieder Ox und 1, so gelten nach
dem vorhergehenden in jedem angeordneten Korper K die Ungleichungen

<(_1K)+<_1K)<(_1K)<OK<1K<1K+1K<

Insbesondere folgt aus m1y; = nlg fiir m,n € Z schon m = n. Die Abbildung
7. — K, m — mlg ist mithin eine Injektion. Das Bild dieser Injektion miif3te
wohl eigentlich einen eigenen Namen kriegen, zum Beispiel Z g, aber wir kiirzen
unsere Notation ab, bezeichnen dieses Bild auch mit Z und schreiben kiirzer m
statt m1x. Weiter erhalten wir auch eine Injektion Q — K, m/n — mlg/nlg,
die wir zum Beispiel ¢ — g notieren konnten. Wir sind auch hier etwas nachlés-
sig, bezeichnen das Bild unserer Injektion Q — K meist kurzerhand mit demsel-
ben Buchstaben (Q statt genauer Q  zu schreiben, und hangen auch den Elementen
von Q meist keinen Index an, wenn wir eigentlich ihr Bild in K" meinen.

Definition 1.4.5. Fiir jeden angeordneten Korper K definieren wir eine Abbildung
K — K, x — |z|, genannt der Absolutbetrag oder kiirzer Betrag, durch die
Vorschrift

o] = x fallsz > 0;

| —x fallsz <0.

1.4.6 (Eigenschaften des Absolutbetrags). Wir listen einige Eigenschaften des
Absolutbetrags auf. Der Beweis der ersten Vier sei dem Leser iiberlassen.

l. [z| =0 2=0

2. | — x| = ||
3. |yl = [yl
4. |z = |z| " fallsz # 0

14



5. Es gilt die sogenannte Dreiecksungleichung
[z +yl <ol +ly| Vo,ye K

In Worten ist also der Betrag einer Summe stets kleinergleich der Summe
der Betriige der Summanden. In der Tat gilt ja x +y < |z| + |y| und ebenso
auch —(x + y) < |z| + |y|. Unsere Ungleichung heiit deshalb Dreiecks-
ungleichung, weil sie in einem allgemeineren Kontext sagt, da} in einem
Dreieck zwei Seiten zusammen stets ldnger sind als die Dritte.

6. [la| — [b]| < |a+b| Va,be K.

In der Tat folgt aus der Dreiecksungleichung |a| = |(a + b) + (=b)| <
la+b] + | —b| = |a+b| +|b|, also |a| — |b] < |a + b|. Ebenso folgert man
aber auch [b| — |a| < |a + |

Ubungen

Ubung 1.4.7. Man zeige, daB fiir jeden angeordneten Korper K die in 1.4.4 defi-
nierte Abbildung Q — K ein Kérperhomomorphismus ist.

Ubung 1.4.8. In jedem angeordneten Korper gilt:

1. Aus |z —a|] <nund |y — b < nfolgt|(z+y) — (a+b)| < 2n;
2. Aus |z —a| <np<1lund|y—>b| <n<1folgt|ry—abl <n(|b|+1+ |al);
3. Aus |y — b <1 <|b|/2und b # 0 folgty # O und |1/y — 1/b| < 2n/[b|>.

Erginzende Ubung 1.4.9. In jedem angeordneten Korper gilt fiir x > —1 und
n € N die sogenannte Bernoulli-Ungleichung (1 + z)" > 1 + nz. Hinweis:
Vollstandige Induktion.

Ubung 1.4.10. Seien k ein angeordneter Korper und I C k ein Intervall. Wir
nennen eine Funktion ¢ : I — k konvex, wenn ,,ihr Graph unter jeder seiner
Sekanten liegt®, wenn also in Formeln fiir alle v < y < z aus [ gilt

o) — ¢ly) _ oy) — ¢(2)
r—y - Yy—z
Man zeige in dieser Situation fiir beliebige x4, ..., z, € [ und beliebige nichtne-

gative i1, ..., [, € kso mit ) ., y; = 1 die Jensen’sche Ungleichung

¢ (Z M%’) < Zuzcﬁ(@“z)

In Worten ist also ,,der Funktionswert beim gewichteten Mittel der z; beschrankt
durch das gewichtete Mittel der Funktionswerte®.
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1.5 Die reellen Zahlen

1.5.1 (Geometrische und algorithmische Zahlbegriffe). Der folgende Satz 1.5.3
enthélt diejenige Charakterisierung eines gewissen angeordneten Korpers von ,,re-
ellen Zahlen®, auf der die ganze Vorlesung aufbaut. Er bildet einen wesentlichen
Teil des Begriffsgebidudes, das es uns ermdglicht, unsere geometrischen Vorstel-
lungen in der heute gebrduchlichen aus den Symbolen der Mengenlehre aufge-
bauten Sprache der hoheren Mathematik wiederzufinden. Bereits im vierten Jahr-
hundert vor Christus erklirte der griechische Mathematiker Eudoxos eine ,,Zahl*
als das ,,Verhiltnis zweier Lingen* und gab damit eine geometrische Beschrei-
bung dessen, was wir heute ,,positive reelle Zahlen* nennen wiirden. Die logi-
schen Feinheiten der Beziehung dieses ,,geometrischen* Zahlbegriffs zum ,,algo-
rithmischen Zahlbegriff, der vom Prozefl des Zihlens herkommt, wurden erst
nach und nach verstanden. Den folgenden Satz 1.5.3 und seinen Beweis mag man
als den SchluBpunkt dieser Entwicklung ansehen. Der Zwischenwertsatz 2.2.15
und stéirker der Satz iiber die Gruppenwege in der Kreisgruppe 3.4.5 und seine
Beziehung zu WinkelmaB3en [ ] illustrieren, wie gut die bei diesem Be-
weis im Reich der abstrakten Logik und Mengenlehre konstruierten reellen Zahlen
unsere geometrische Anschauung modellieren.

1.5.2. Der Beweis der Existenz eines angordneten Korpers mit den im folgenden
Satz 1.5.3 prizisierten Eigenschaften ist fiir das weitere Verstdndnis der Vorlesung
belanglos. Ich gebe hier nur eine Beweisskizze, als da hei3t einen Beweis fiir ho-
here Semester, um Sie zu iiberzeugen, dall wir nicht wihrend des néchsten halben
Jahres Folgerungen ziehen aus Grundannahmen, die iiberhaupt nie erfiillt sind. Ich
rate dazu, bei der ersten Lektiire auf das genauere Studium des Existenzbeweises
zu verzichten, der sich bis 1.5.15 hinzieht. Vom Beweis der Eindeutigkeit sind
Teile durchaus auch fiir die Ziele dieser Vorlesung von Belang. Wir formulieren
diese Teile als die eigenstidndigen Aussagen 1.5.8 und 1.5.9. Der Rest wird dem
Leser als Ubung 1.5.18 iiberlassen, die wieder fiir hthere Semester gedacht ist.

Satz 1.5.3 (Charakterisierung der reellen Zahlen). /. Es gibt einen angeord-
neten Korper (R, +, -, <) derart, daf in der angeordneten Menge R jede
nichtleere Teilmenge mit einer unteren Schranke auch eine grofite untere
Schranke besitzt;

2. Solch ein angeordneter Korper ist im wesentlichen eindeutig bestimmt. Ist
genauer (R’ 4, -, <) ein weiterer derartiger angeordneter Kirper, so gibt
es genau einen Korperisomorphismus ¢ : R = R’ und fiir diesen Korper-
isomorphismus gilt zusdtzlich o < < o(a) < o(B).

1.5.4. Die im Satz gegebene Charakterisierung trifft auf den angeordneten Korper
der rationalen Zahlen nicht zu. Zum Beispiel wissen wir nach 1.3.14, daf} die
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Menge {z € Q | 2? < 2} in Q keine groBte untere Schranke besitzt. Sie ist jedoch
nicht leer und besitzt in (Q durchaus untere Schranken, nur eben keine Grofite.

Beweis von 1.5.3.1. Wir konstruieren einen derartigen Korper R = Ryp als eine
Menge R C P(Q) von Teilmengen der Menge Q aller rationalen Zahlen,

« ist nicht leer,

« hat eine untere Schranke,

« hat kein kleinstes Element,

« enthélt mit x auch jedes y > .

R := acQ

Man nennt solch ein « einen Dedekind’schen Schnitt und bezeichnet die so kon-
struierte Menge R als das ,,Dedekind’sche Modell der reellen Zahlen. Auf un-
serer Menge R von Teilmengen von Q ist die Inklusionsrelation eine Anordnung
und wir schreiben o <  statt « D (. Ist Y C R eine nichtleere Teilmenge mit
unterer Schranke, so liegt offensichtlich auch die Vereinigung

Ua:{qu\EsgibtaEYmitha}

acY

aller Teilmengen aus Y in R und ist das Infimum von Y. Damit haben wir bereits
eine angeordnete Menge mit der geforderten Eigenschaft konstruiert. Wir miissen
darauf nur noch eine Addition und eine Multiplikation erkldren derart, da3 unsere
Struktur zu einem angeordneten Korper wird. Die Addition ist unproblematisch:
Wir setzen

a+p={z+ylreca, yepf}

und priifen miihelos, dal aus «, 5 € R schon folgt o + § € R, da3 R so zu einer
kommutativen Gruppe wird mit neutralem Element O = {z € Q | x > 0},
und daB gilt « < 8 = a+ v < [+ ~ fiir alle o, 8,7 € R. Wir erlauben uns
nun die Abkiirzung O = 0. Die Multiplikation positiver Elemente ist ebenfalls
unproblematisch: Fiir o, 5 € R mit o > 0, 8 > 0 setzen wir

aff i=A{zy |z e, yep}

und priifen miihelos, daf} aus «, 8 € R+ schon folgt o € R.( und daBl R, so
zu einer kommutativen Gruppe mit neutralem Element 1z = {z € Q | z > 1}
wird. Das Distributivgesetz in Q impliziert mit diesen Definitionen auch sofort
die Regel

a(f+7) =af +ay

fir alle o, 8,7 € R<(. Um unsere Multiplikation so auf ganz R auszudehnen, daf3
R ein angeordneter Korper wird, verwenden wir das anschlieBende technische
Lemma 1.5.5. Der Beweis der in Teil 2 behaupteten Eindeutigkeit ist dann Ubung
1.5.18. ]
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Lemma 1.5.5. Sei (R, +) eine kommutative Gruppe mit einer Anordnung < der-
art, dafp gilt o < = a+v < B+ Vo,B,v € R. Sei auf R~ eine Ver-
kniipfung (o, B) — af5 gegeben, die R~ zu einer kommutativen Gruppe macht.
Es gelte auflerdem die Regel

a(f+7)=af+ay Va,B,7 € Ry

So gibt es genau eine Fortsetzung unserer Verkniipfung (o, B) — «af zu einer
kommutativen und iiber + distributiven Verkniipfung auf ganz R, und mit dieser
Verkniipfung als Multiplikation wird (R, +, -, <) ein angeordneter Korper.

Ergdnzung 1.5.6. Dies Lemma oder eigentlich sein Beweis kann verstanden wer-
den als die mathematische Begriindung der wohlbekannten Regel ,,Minus mal Mi-
nus gibt Plus®. Ist in den Voraussetzungen des Lemmas R~ nur ein kommutatives
Monoid, so gibt es mit demselben Beweis immer noch genau eine Fortsetzung un-
serer Verkniipfung («a, #) — «f zu einer kommutativen und iiber + distributiven
Verkniipfung auf ganz R. In dieser Allgemeinheit kann das Lemma auch bei der
Konstruktion von Z aus N gute Dienste leisten, vergleiche [GR]

Beweis. Wenn die Fortsetzung unserer Multiplikation auf ganz R das Distributiv-
gesetz erfiillen soll, miissen wir notwendig setzen

0 a = 0oder 5 = 0;
—((=a)B) a<0, >0
—(a(=p)) a>0, §<0;
(=a)(=p) a<0, <0
Es gilt nur noch, fiir diese Multiplikation die Korperaxiome nachzuweisen. Un-

sere Multiplikation auf R ist offensichtlich kommutativ und assoziativ und macht
R\{0} zu einer Gruppe. Wir miissen also nur noch das Distributivgesetz

aff =

a(f+v)=aB+ay Va,f,7yER

nachweisen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir hierbei o > 0 und
8 4+~ > 0 annehmen, und die einzigen nicht offensichtlichen Fille sind dann
B >0,7v < 0bzw. § < 0,y > 0. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
B > 0, < 0. Nach unseren Annahmen gilt ja die Regel

af = a((B+7) + (=) = a(B +7) + a(=)
und daraus folgt sofort a(f + ) = a5 + ary auch in diesem letzten Fall. [l

Definition 1.5.7. Wir wihlen fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung einen festen
angeordneten Korper (R, +, -, <), in dem jede nichtleere Teilmenge mit einer un-
teren Schranke auch eine groBte untere Schranke besitzt, erlauben uns wegen der
in 1.5.3.2 formulierten ,,Eindeutigkeit bis auf eindeutigen Isomorphismus* den
bestimmten Artikel, und nennen ihn den Korper R der reellen Zahlen.
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Satz 1.5.8. Die natiirlichen Zahlen besitzen keine obere Schranke in den reellen
Zahlen, als da heifit, fiir alle x € R gibt es ein n € N mitn > x.

Beweis. Das ist evident fiir den angeordneten Korper R, den wir im Beweis von
1.5.3 konstruiert haben. Da diese Konstruktion jedoch nicht ganz einfach war, zei-
gen wir auch, wie unser Satz direkt aus unserer Definition 1.5.7 abgeleitet werden
kann. Dazu argumentieren wir durch Widerspruch: Hitte die Teilmenge N C R
eine obere Schranke, so hitte sie nach 1.5.16 auch eine kleinste obere Schranke
a. Dann wire aber a — 1 < a keine obere Schranke von N, also gibe es n € N
mit n > (a — 1). Es folgte (n 4+ 1) > a, und bereits a selbst wire keine obere
Schranke von N gewesen. [

Korollar 1.5.9. 1. Unter jeder reellen Zahl findet man noch ganze Zahlen, in
Formeln: Fiir alle x € R gibt es m € Z mit m < x.

2. Fiir jede positive reelle Zahl ¢ > (0 gibt es eine positive natiirliche Zahl
n>1mit0<i<e

3. Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt stets noch eine rationale
Zahl, in Formeln: Gegeben v < yin R gibtesr € Qmitx <r < y.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus 1.5.8. Um die Zweite zu zeigen, suche man
n > 1/e. Um die dritte Aussage zu zeigen, suchen wir zundchst n € N, n > 1 mit
0<i<y—walsol <ny—naz, dasheift 1+ nz < ny. Nun gibtes a,b € Z
mit a < ny < b, also gibt es eine grofite ganze Zahl m mit m < ny und folglich
ny < m + 1, woraus hinwiederum folgt nx < mund dann x < ™ < y. 0

1.5.10. Ein angeordneter Korper hei3t archimedisch angeordnet, wenn es zu je-
dem Element x des Korpers eine natiirliche Zahl n € N gibt mit n > x. Das obige
Korollar 1.5.9 gilt mit demselben Beweis fiir jeden archimedisch angeordneten
Korper.

Definition 1.5.11. Mit einem endlichen Dezimalbruch wie 3,141 bezeichnet man
wie auf der Schule die rationale Zahl 3141/1000. Die durch einen unendlichen
Dezimalbruch wie 3,1415. .. dargestellte reelle Zahl definieren wir als das Su-
premum der Menge aller ihrer endlichen Teilausdriicke bzw. das Infimum, wenn
ein Minus davorsteht. Wir setzen also zum Beispiel

( 3 )
3,1

3,14
3,141
3,1415

3,1415... = sup
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wo wir die Elemente der Menge aller endlichen Teilausdriicke der Ubersichtlich-
keit halber untereinander geschrieben haben statt sie durch Kommata zu trennen
und rationale Zahlen stillschweigend identifiziert haben mit ihren Bildern in R.

Proposition 1.5.12. 1. Jede reelle Zahl lifst sich durch einen unendlichen De-
zimalbruch darstellen;

2. Genau dann stellen zwei verschiedene unendliche Dezimalbriiche dieselbe
reelle Zahl dar, wenn es eine Stelle vor oder nach dem Komma gibt und eine
von Neun verschiedene Ziffer z derart, daf3 die beiden Dezimalbriiche bis
zu dieser Stelle iibereinstimmen, ab dieser Stelle jedoch der eine die Form
299999 . .. hat und der andere die Form (z + 1)00000. ..

Beweis. Fiir den ersten Teil reicht es zu zeigen, daB sich jede nichtnegative reelle
Zahl y > 0 als ein unendlicher Dezimalbruch darstellen 1a6t. Nehmen wir zu
jedem s € N die groBte reelle Zahl r; < y unter y mit hochstens s Stellen nach
dem Komma, so gilt

y = sup{ro,r1,72,...}

In der Tat ist y eine obere Schranke dieser Menge, aber jede reelle Zahl z < y
ist keine obere Schranke dieser Menge: Nach 1.5.9 oder, genauer, seinem Beweis
gibt es nimlich fiir jedes *+ € R mit z < y ein s € N und ein m € 7Z mit
r < m-107° < y, als da heilit, es gibt ein s mit z < r,. Den zweiten Teil
iiberlassen wir dem Leser zur Ubung. [

Erginzung 1.5.13. Ich will die Gleichheit 1 = 0,999... auch noch im Dede-
kind’schen Modell der reellen Zahlen erldutern und beginne dazu mit der offen-
sichtlichen Gleichheit

{e€Qlg>-1}=|J{eeQ|qg>-0999...9}

n>1 n

von Teilmengen von Q. Sie bedeutet nach 1.5.15 und der Beschreibung des Infi-
mums im Dedekind’schen Modell der reellen Zahlen R = Ry, genau die Gleich-
heit

—1g = inf{(-0,999...9)r | n > 1}
und mit unserer Konvention fiir die Interpretation unendlicher Dezimalbriiche
1.5.11 dann auch die Gleichheit von reellen Zahlen

—1=-0,999...

Jetzt gilt es nur noch, auf beiden Seiten das Negative zu nehmen. Ich bemerke
weiter, dal es durchaus moglich ist, die Menge aller unendlichen Dezimalbriiche
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ohne alle Identifizierungen zu betrachten und mit der Struktur einer angeordne-
ten Menge zu versehen, in der dann sogar jede nichtleere Teilmenge mit unterer
Schranke eine grofite untere Schranke hat. Es ist jedoch nicht moglich, die ge-
wohnte Addition und Multiplikation von den endlichen Dezimalbriichen so auf
diese angeordnete Menge fortzusetzen, dal wir einen angeordneten Korper erhal-
ten. Der naive Ansatz scheitert hier bereits daran, dafl nicht klar ist, wie man mit
den eventuell unendlich vielen Ubertrigen bei der Addition und Multiplikation
umgehen soll.

Ubungen

Ubung 1.5.14. Man zeige, daB es fiir je zwei nichtleere Teilmengen M, N C R
mitx < yfirallex € M undy € N stetseina € R gibt mit x < a < y fiir alle
x € M und y € N. Man zeige weiter, daf diese Bedingung an eine angeordnete
Menge sogar gleichbedeutend ist zur Forderung, jede nichtleere Teilmenge mit
einer unteren Schranke moge auch eine grofite untere Schranke besitzen.

Ubung 1.5.15. Bezeichne R = Rp das Dedekind’sche Modell der reellen Zahlen.
Man zeige, dall die durch die Struktur eines angeordneten Korpers auf R nach
1.4.4 definierte Injektion Q — R auch beschrieben werden kann durch die Vor-

schrift p — pr :=={q¢ € Q| ¢ > p}.
Ubung 1.5.16. Man zeige: Jede nichtleere Teilmenge von R mit einer oberen
Schranke hat auch eine kleinste obere Schranke.

Ubung 1.5.17. Seien X und Y nichtleere nach oben beschrinkte Teilmengen von
R. Bezeichnet X + Y C Rdie Menge {z +y | z € X, y € Y}, so zeige man
sup(X +Y) =sup X +supV.

Ergiinzende Ubung 1.5.18 (Fiir hohere Semester). Man zeige 1.5.3.2. Hinweis:
Die gesuchte Bijektion ¢ kann zum Beispiel konstruiert werden durch die Vor-
schrift p(a) = inf{gr | ¢ € Q, gr > a}. Man zeige allgemeiner auch, daB jeder
Korperhomomorphismus R — R die Identitit ist. Hinweis: Nach 2.3.26 sind die
nichtnegativen reellen Zahlen genau die Quadrate, jeder Korperhomomorphismus
R — R erhilt also die Anordnung. Andererseits aber muf er auf Q die Identitét
sein.

Ergiinzende Ubung 1.5.19 (Fiir hthere Semester). Gegeben ein archimedisch an-
geordneter Korper £ gibt es genau einen ordnungserhaltenden Korperhomomor-
phismus k& — R. Hinweis: Ahnlich wie 1.5.18, das man umgekehrt aus diesem
Resultat ableiten kann, sobald man weif}, dal es zu jeder positiven reellen Zahl
eine Quadratwurzel gibt.
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1.6 Vergleich der rationalen mit den reellen Zahlen

Definition 1.6.1. Eine Menge heil3t abzédhlbar, wenn es eine Bijektion unserer
Menge mit einer Teilmenge der Menge N aller natiirlichen Zahlen gibt. Gleich-
bedeutend konnen wir auch fordern, dall unsere Menge entweder leer ist oder es
eine Surjektion von N darauf gibt. Eine Menge heifit abzéhlbar unendlich, wenn
sie abzihlbar aber nicht endlich ist. Eine Menge heif3t iiberabzihlbar, wenn sie
nicht abzéhlbar ist.

Satz 1.6.2. 1. Es gibt eine Bijektion N = Q, in Worten: Die Menge der ratio-
nalen Zahlen ist abzahlbar unendlich;

2. Es gibt keine Surjektion N — R, in Worten: Die Menge der reellen Zahlen
ist iiberabzihlbar.

Beweis. 1. Fiir jede natiirliche Zahl N gibt es nur endlich viele Briiche p/q € Q
mit p,q € Z, ¢ # 0und |p| < N, |¢| < N. Wir beginnen unser Abzéhlen von Q
mit den Briichen fiir N = 1, dann nehmen wir die Briiche hinzu mit N = 2, und
indem wir so weitermachen zédhlen wir ganz (Q ab.

2. Hierzu verwenden wir das Cantor’sche Diagonalverfahren. Man beachte zu-
néchst, daf} ein unendlicher Dezimalbruch, in dem die Ziffern Null und Neun nicht
vorkommen, nur dann dieselbe reelle Zahl darstellt wie ein beliebiger anderer un-
endlicher Dezimalbruch, wenn die beiden in jeder Stelle iibereinstimmen. Wir
betrachten nun eine beliebige Abbildung N>; — R, 7 — r;, und zeigen, daB sie
keine Surjektion sein kann. Wir schreiben dazu jedes r; als unendlichen Dezimal-
bruch. Dann finden wir einen unendlichen Dezimalbruch r, bei dem die Ziffern
Null und Neun nicht vorkommen und so, daf} r fiir an der i-ten Stelle nach dem
Komma verschieden ist von r;. Dies r ist dann verschieden von allen r; und unsere
Abbildung i — r; kann keine Surjektion gewesen sein. [

Bemerkung 1.6.3. Man kann sich fragen, ob jede Teilmenge der reellen Zahlen
entweder abzdhlbar ist oder in Bijektion zu den reellen Zahlen selber. Die schon
auf Cantor zuriickgehende Vermutung, das konnte gelten, ist bekannt als die Kon-
tinuumshypothese. Sie wurde 1963 von Paul Cohen in sehr merkwiirdiger Weise
geklart: Er zeigte, dall unsere Frage in dem axiomatischen Rahmen, in dem man
die Mengenlehre iiblicherweise formalisiert, nicht entscheidbar ist. Cohen wur-
de fiir diese Leistung auf dem internationalen Mathematikerkongress 1966 mit
der Fields-Medaille ausgezeichnet. Die Kontinuumshypothese ist iibrigends die
erste Frage einer beriihmten Liste von 23 Fragestellungen, den sogenannten Hil-
bert’schen Problemen, die David Hilbert in seiner Ansprache auf dem interna-
tionalen Mathematikerkongress 1900 in Paris vorstellte in seinem Bemiihen, ,,aus
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N x N ist abzihlbar und damit natiirlich auch allgemeiner das Produkt von je
zwei und dann auch von endlich vielen abzihlbaren Mengen.
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Ilustration zum Cantor’schen Diagonalverfahren. Ahnlich zeigt man, daB die
Menge Ens(N, E) aller Abbildungen von N in eine Menge £ mit mindestens
zwel Elementen nicht abzéhlbar ist.
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verschiedenen mathematischen Disziplinen einzelne bestimmte Probleme zu nen-
nen, von deren Behandlung eine Forderung der Wissenschaft sich erwarten 1a6t*.
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2 Stetigkeit und Grenzwerte

2.1 Intervalle und Umgebungen

Definition 2.1.1. Wir erweitern die reellen Zahlen durch die zwei zusitzlichen
Punkte —oo und oo zu der in hoffentlich offensichtlicher Weise angeordneten
Menge der sogenannten erweiterten reellen Zahlen

R:=RU{—00,00}

2.1.2 (Reelle Intervalle). Jede Teilmenge von R besitzt in R ein Supremum und
ein Infimum. Fiir ein Intervall / C R mit Supremum a = sup/ und Infimum
b = inf I gibt es die Alternativen a € [ odera ¢ Iund b € [ oder b ¢ I. Es gibt
damit vier Typen von Intervallen in R, fiir die die beiden folgenden Notationen
gebréuchlich sind:

[a, b] [a,) = {zreR|a<x<b}
Ja,b] = (a,b) = {r€R|a<x<b}
[a,b] = [a,b) = {r€R|a<x<b}
Ja,b) = (a,b] = {x€R|a<z<b}

Wihlen wir hier a, b € R beliebig mit a < b, so erhalten wir genau alle Intervalle
in R mit mehr als einem Element, die mehrpunktigen Intervalle. Wir benutzen
die eben erkldrten Notationen jedoch auch im Fall a > b, sie bezeichnen dann
manchmal eine einpunktige Menge und meist die leere Menge. Ein Intervall in R
nennen wir ein reelles Intervall.

2.1.3 (Diskussion der Notation). Ich hoffe, da3 der Leser aus dem Kontext er-
schlieBen kann, wann mit (a,b) ein Intervall gemeint ist und wann ein Paar aus
R2. Sind a und b konkrete Zahlen, etwa ¢ = 1 und b = 27, so wire zu allem
UberfluB auch noch eine dritte Lesart von (1,27) als die in Klammern notierte
Dezimalzahl 1,27 denkbar. Ich hoffe, daf} der Leser aus dem Kontext erschliefen
kann, was jeweils gemeint ist. Wenn man genau hinguckt, sollte auch im letzteren
Fall der Abstand nach dem Komma etwas kleiner sein.

2.1.4. Ein Intervall in R heit kompakt, wenn es eines unserer Intervalle [a, b] ist.
Der Begriff , kompakt“ wird in 4.1.1 auf beliebige Teilmengen von R verallgemei-
nert. Ein reelles Intervall heifit offen, wenn es eines unserer Intervalle (a, b) ist.
Der Begriff ,,offen* wird in 4.5.1 auf beliebige Teilmengen von R verallgemeinert.

Definition 2.1.5. Gegeben ein Punkt € R verstehen wir unter einer Intervall-
umgebung von z ein Intervall / C R mit = € I, das auch einen Punkt b mitb > x
enthilt, falls es einen solchen Punkt in R gibt, sowie einen Punkt ¢ mit a < z,
falls es einen solchen Punkt in R gibt. Eine Teilmenge U C R eine Umgebung
von z, wenn sie eine Intervallumgebung von x umfaft.

26



Versuch der graphischen Darstellung einer Umgebung sowie einer e-Umgebung
eines hier fett eingezeichneten Punktes der reellen Zahlengeraden. Die obere
Umgebung besteht aus zwei Intervallen und einem einzelnen Punkt.
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2.1.6 (Explizite Beschreibung von Intervallumgebungen). Gegeben x € R ist
eine Intervallumgebung von z ein Intervall I C R, das Punkte a, b enthilt mit @ <
x < b. Eine Intervallumgebung von oo ist ein Intervall I C R, das auBer oo auch
noch einen Punkt a < oo enthilt. Eine Intervallumgebung von —oo schlieBlich ist
ein Intervall I C R, das auBer —oo auch noch einen Punkt b > —oo enthilt.

2.1.7. Gegeben x € R und € > 0 nennen wir das offene Intervall (z — ¢,z + ¢)
die e-Umgebung von z. Eine Intervallumgebung von z € R konnen wir auch
charakterisieren als ein Intervall W C R, das fiir mindestens ein reelles ¢ > 0 das
Intervall (x — e, x +¢) umfaft, oder dquivalent als ein Intervall, das fiir mindestens
ein reelles € > 0 das Intervall [z — £, z + £] umfaBt.

Beispiele 2.1.8. Das kompakte Intervall [0, 1] ist eine Intervallumgebung von je-
dem Punkt aus dem offenen Intervall (0, 1), aber von keinem anderen Punkt der
erweiterten reellen Zahlengeraden.

2.1.9. Offensichtlich besitzen je zwei verschiedene Punkte der erweiterten reellen
Zahlengeraden zueinander disjunkte Umgebungen. Offensichtlich ist der Schnitt
von je zwei Umgebungen ein- und desselben Punktes wieder eine Umgebung des
besagten Punktes.

2.2 Stetigkeit und Zwischenwertsatz

2.2.1. Abbildungen mit Werten in irgendeiner Art von Zahlen nennen wir Funk-
tionen. Wir erlauben hier auch Werte in R. Wollen wir besonders betonen, daB
nur reelle Zahlen als Werte angenommen werden, so sprechen wir von reellwer-
tigen Funktionen. Reellwertige Funktionen auf der reellen Zahlengeraden mag
man sich auf mindestens vier verschiedene Arten vorstellen:

1. In der Schule ist es iiblich, eine Funktion f : R — R durch ihren Graphen
L(f) = {(z,y) € R* | y = f(x)} zu veranschaulichen, also durch eine
Teilmenge der Ebene R

2. Inder Physik ist es iiblich, sich eine Abbildung f : R — X, ¢ +— f(¢) von R
in irgendeine Menge X vorzustellen als ein Teilchen, das sich im Raum X
bewegt und sich zur Zeit ¢ fiir lateinisch ,,tempus® am Punkt f(¢) befindet.
In unserem Fall hitten wir uns also ein Teilchen vorzustellen, das sich auf
der Zahlengerade X = R bewegt.

3. Eine reellwertige Funktion auf einer beliebigen Menge kann man sich als
eine Temperaturverteilung auf besagter Menge vorstellen, im vorliegenden
Fall also als eine Temperaturverteilung auf der reellen Zahlengeraden.
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Vier verschiedene Anschauungen fiir eine reellwertige Funktion einer reellen
Verinderlichen am Beispiel des Absolutbetrags = +— |z|
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4. In der Mathematik ist es auch niitzlich, sich eine Funktion f : R — R
wirklich als Abbildung der Zahlengerade auf sich selber vorzustellen. Als
Beispiel betrachten wir den Absolutbetrag, der als Abbildung aufgefallit den
negativen Teil der Zahlengerade auf den positiven Teil heriiberklappt.

2.2.2. Beliebige Abbildungen R — R konnen ,,wild aussehen®. Man denke nur
etwa an die Abbildung, die jeder rationalen Zahl den Betrag ihres Nenners nach
vollstindigem Kiirzen zuordnet und jeder irrationalen Zahl ihre fiinfte Nachkom-
mastelle. Wir fithren nun die ,,stetigen Funktionen* ein und zeigen insbesondere,
daB fiir stetige auf einem Intervall definierte und injektive Funktionen auch ihr
Bild ein Intervall ist und die Umkehrfunktion stetig. Das liefert uns dann vie-
le neue Funktionen als Umkehrfunktionen bereits bekannter Funktionen. In der
schmutzigen Anschauung ist eine reellwertige Funktion auf einem reellen Inter-
vall stetig, wenn man ,,ihren Graphen zeichnen kann ohne den Stift abzusetzen®.
Diese Anschauung werden wir im Folgenden prizisieren.

Definition 2.2.3. Seien D C R eine Teilmenge und f : D — R eine Funktion.
Gegeben ein Punkt p € D heiflt unsere Funktion stetig bei p, wenn es fiir jede
Umgebung U von f(p) eine Umgebung U’ von p gibt mit

fU'ND)cU

Unsere Funktion heif3t stetig, wenn sie stetig ist bei jedem Punkt ihres Definiti-
onsbereichs p € D.

2.2.4. Auf Englisch sagt man fiir stetig continuous, auf Franzosisch continue.
Man iiberzeugt sich leicht, da3 sich inhaltlich rein gar nichts dndert, wenn man
in der Definition der Stetigkeit statt ,,Umgebung‘ vielleicht anschaulicher ,,Inter-
vallumgebung* sagt. Wir arbeiten im folgenden meist mit Umgebungen, weil das
Schreibarbeit spart.

Vorschau 2.2.5. Der Begriff der Stetigkeit einer Funktion bei einem Punkt ist ein
zentraler Begriff der Analysis. Im hier gew#hlten Aufbau nimmt er eine besonders
zentrale Stellung ein, da wir den Begriff des Grenzwerts von Funktionen darauf
aufbauend als ,,Wert der eindeutigen bei einem gegebenen Punkt stetigen Fortset-
zung“ erkldren werden und den Begriff der Konvergenz von Folgen hinwiederum
als einen Spezialfall des Grenzwertbegriffs fiir Funktionen.

Beispiel 2.2.6. Fiir alle D C R ist die Einbettung i : D < R, 2 ~ z stetig:
In diesem Fall konnen wir fiir jeden Punkt p € D und jede Umgebung U von
i(p) = p einfach U’ = U nehmen.

Beispiel 2.2.7. Der Absolutbetrag abs : R — R, x + || ist stetig: In diesem Fall
konnen wir fiir jedes p und jede Umgebung U von |p| einfach U’ = U U (=U)
nehmen.
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In diesem Bild habe ich fiir eine Umgebung U von f(p) mal eine mogliche
Umgebung U’ von p eingezeichnet. Stetigkeit bei p bedeutet jedoch sehr viel
stirker, daB wir fiir jede Umgebung U von f(p) eine in der in 2.2.3 prizisierten
Weise mogliche Umgebung U’ von p finden konnen. Fett eingezeichnet ist auf
der z-Achse der Definitionsbereich D unserer Funktion f, der Punkt p ist sein
kleinstes Element. Auf dem Graphen von f habe ich den Teil iiber U’ N D fett
eingezeichnet, damit man gut sehen kann, daB in der Tat gilt f(U' N D) C U.
Unsere eigentlichen U und U’ sind die Projektionen der so bezeichneten
»freischwebenden Intervalle* auf die jeweiligen Koordinatenachsen, was ich
versucht habe, durch die gestrichelten Linien anzudeuten.
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Beispiel 2.2.8. Fiir jedes ¢ € R ist die konstante Funktion ¢ : R — R, 2 — ¢
stetig: In diesem Fall konnen wir fiir jedes p und U einfach U’ = R nehmen.

Beispiel 2.2.9. Die Funktion f : R — R gegeben durch f(x) = 1 fiir z > 0 und
f(z) = 0 fur x < 0 ist nicht stetig bei p = 0, denn fiir U = (0, 2) liegen in jeder
Umgebung U’ von p = 0 auch Punkte, die nach Null abgebildet werden, so daf}
fiir keine Umgebung U’ von p = 0 gilt f(U’) C U. Die Einschrankung unserer
Funktion auf D := R* ist jedoch stetig.

Beispiel 2.2.10. Die Funktion f : R — R mit f(z) = z firz € Qund f(z) =0
fir x ¢ Q ist nur an der Stelle p = 0 stetig: Dort kann man einfach U’ = U
wihlen. DaB sie an allen anderen Stellen unstetig ist, mogen Sie zur Ubung selber
zeigen.

2.2.11 (e-0-Kriterium). Seien D C R eine Teilmenge, f : D — R eine reell-
wertige Funktion und p € D ein Punkt. Genau dann ist f stetig bei p, wenn es fiir
jedes e > 0ein 0 = d(e) > 0 gibt derart, daB fiir alle x € D mit |z — p| < § gilt
|f(z) — f(p)| < e. Das folgt sofort aus der Definition der Stetigkeit 2.2.3 und der
Definition des Begriffs einer Umgebung 2.1.5.

2.2.12 (Konventionen zu ). Wenn Sie in der Analysis die Formulierung , fiir alle
e > 0 gilt was auch immer* antreffen, so diirfen Sie erwarten, daf} dieses ,,was
auch immer*, wenn es denn fiir ein gegebenes ¢ > 0 gilt, fiir alle groBeren £ > 0
eh gilt. Salopp gesprochen besteht also die unausgesprochene Ubereinkunft, durch
die Verwendung des Buchstabens ¢ das anzudeuten, was man umgangsprachlich
vielleicht mit ,,fiir jedes auch noch so kleine £ > 0 ausdriicken wiirde. Sie miissen
nur einmal versuchen, beim Vorrechnen einer Ubungsaufgabe statt ¢ den Buchsta-
ben M zu verwenden: Auch wenn formal alles richtig sein sollte, wird Thr Tutor
deutlich linger dariiber nachdenken miissen, ob Thre Formulierung auch wirklich
stimmt! ,,Sei ¢ < 0“ schlieBlich ist ein mathematischer Witz.

2.2.13. Ich will versuchen, an der Tafel einem Farbencode zu folgen, nach dem
vorgegebene Umgebungen von Grenzwerten und dergleichen in gelber Farbe dar-
gestellt werden, dazu zu findende N und dergleichen dahingegen in blauer Farbe.
Rote Farbe ist an griinen Tafeln fiir nicht wenige Menschen kaum zu lesen.

2.2.14. Einschrinkungen stetiger Funktionen sind stetig. Ist genauer D C R eine
Teilmenge und f : D — R stetigbei p € D und E C D eine Teilmenge mit
p € E, so ist auch die Einschrinkung f|z : £ — R stetig bei p. Das folgt sofort
aus der Definition.

Satz 2.2.15 (Zwischenwertsatz). Fiir a < b aus R nimmt eine stetige Funktion
f i [a,b] = R jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

2.2.16 (Die schmutzige Anschauung). Wenn man sich eine stetige reellwertige
Funktion auf einem reellen Intervall vorstellt als eine Funktion, deren Graphen
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[lustration zum Zwischenwertsatz. Im vorliegenden Fall wir der gegebene
Zwischenwert z sogar dreimal als Funktionswert angenommen. Unser erster
Beweis fiihrt stets zum hier eingezeichneten groBten p € [a, b], an dem z als

Funktionswert angenommen wird.
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man zeichnen kann ohne den Bleistift abzusetzen, so ist auch der Zwischenwert-
satz anschaulich klar: Wenn unser Graph unter einer horizontalen Linie anfingt
und oberhalb authort oder umgekehrt, so muf3 er an irgendeiner Stelle unsere ho-
rizontale Linie kreuzen.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschriankung der Allgemeinheit f(a) < f(b) anneh-
men. Gegeben z € [f(a), f(b)] suchen wir p € [a, b] mit f(p) = 2. Wir betrachten
dazu

pi=sup{z € [a,b] | f(z) < z}

und behaupten f(p) = z. Um das zu zeigen fithren wir die Annahmen f(p) < z
und z < f(p) beide zum Widerspruch: Aus f(p) < z folgte zunichst p < b,
und dann gébe es aufgrund der Stetigkeit ein p’ mit p < p’ < bund f(p') < z
und p wire gar keine obere Schranke unserer Menge gewesen. Aus z < f(p)
dahingegen folgte zunéchst a < p, und dann gibe es aufgrund der Stetigkeit ein
P mita < p’ <pund z < f(x) fur alle z € [p/, p|. Also wire auch p’ schon eine
obere Schranke unserer Menge und p konnte nicht ihre kleinste obere Schranke
gewesen sein. 0

Korollar 2.2.17 (Abstrakter Zwischenwertsatz). Das Bild eines Intervalls unter
einer stetigen Funktion ist ein Intervall. Ist also in Formeln I C R ein Intervall
und f : I — R stetig, so ist auch f(I) ein Intervall.

Beweis. Das ist nur eine Umformulierung von 2.2.15. [

2.3 Beispiele fiir stetige Funktionen

2.3.1. Gegeben reellwertige Funktionen f, g : D — R erkldren wir die Funktio-
nen f+g, fg: D — Rdurch (f +9)(z) := f(x) +g(x), (f9)(x) := f(z)-g(x).

Satz 2.3.2 (Summe und Produkt stetiger Funktionen). Ist D C R gegeben und
p € D ein Punkt und sind f,g : D — R stetig bei p, so sind auch f + g und fg
stetig bei p.

Erginzung 2.3.3. Nehmen f und ¢ allgemeiner Werte in R an und sind an jeder
Stelle x € D die Summe f(x) + g(x) beziehungsweise das Produkt f(x) - g(x)
sinnvoll definiert im Sinne von 2.3.29, so gilt der Satz entsprechend mit fast dem-
selben Beweis.

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma.

Lemma 2.3.4 (Stetigkeit von Addition und Multiplikation). /. Gegebena,b €
R und eine Umgebung W von a + b gibt es Umgebungen U von a und V'
vonbmitU +V C W;
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2. Gegeben a,b € R und eine Umgebung W von a - b gibt es Umgebungen U
vonaundV vonbmitU -V C W.

2.3.5. In Erinnerung an [GR] verstehen wir hier U +V = {z +y | z €
U yeViundU- -V :={z-y|lzelU yeV}

Vorschau 2.3.6. Im Rahmen unserer Diskussion in 6 folgende der Stetigkeit in
mehreren Veridnderlichen werden wir dieses Lemma verstehen lernen als die Aus-
sage, daB Addition und Multiplikation stetige Abbildungen R? — R sind. Das
rechtfertigt dann auch recht eigentlich erst seine Bezeichnung.

Beweis des Lemmas. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir anneh-
men, da} W sogar eine e-Umgebung von a + b ist. Nehmen wir dann fiir U be-
ziehungsweise V' die £/2-Umgebung von a beziehungsweise b, so gilt in der Tat
U +V C W. Fiir die zweite Formel beginnen wir mit der Abschétzung

[(z — a)y + a(y — b)|

lzy —ab| =
< |z —allyl + lally — 0|

Aus den beiden Ungleichungen |z — a| < n und |y — b] < 7 folgt zunéchst
ly| < |b] + 1 und dann

|zy — ab| <n([b] + 1 + [al)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir nun wieder annehmen, daf3
W eine e-Umgebung von a - b ist. Wihlen wir dann ein € (0,1) mit £ >
n(|b| + 1 + |a|) und nehmen als U beziehungsweise V' die n-Umgebungen von
a beziehungsweise b, so gilt folglichinder Tat U - V' C . [

Jetzt zeigen wir unseren Satz. Wir zeigen das nur fiir die Multiplikation, der Fall
der Addition geht analog. Ist W eine Umgebung von f(p)g(p), so gibt es nach
2.3.4 Umgebungen U von f(p) und V von g(p) mit U - V' C W. Da sowohl
f als auch g stetig sind bei p, gibt es weiter Umgebungen U’ und V' von p mit
f(U'ND) CUundg(V'ND) C V.Ihr Schnitt U’ NV’ ist dann eine Umgebung
W’ von pmit (fg)(W' nD)cCW. O

Definition 2.3.7. Wir nennen eine Funktion R — R eine Polynomfunktion,
wenn es ag, aq, ..., a, € R gibt derart, dal unsere Funktion gegeben wird durch
die Abbildungsvorschrift z — a,z" + a,_12" ' + ... + aq.

Ergdnzung 2.3.8. Jede Familie reeller Zahlen (a,),en, in der hochstens endlich
viele a,, von Null verschieden sind, liefert uns eine Polynomfunktion. Nach [ ]
liefern verschiedene Folgen auch stets verschiedene Funktionen. Im Licht
dieser Tatsache werden wir unsere Polynomfunktionen meist kiirzer Polynome
nennen, obwohl eigentlich der Begriff Polynom eher den formalen Ausdruck meint.
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Diese Unterscheidung ist aber erst in der Algebra wirklich von Belang. Wenn man
zum Beispiel mit endlichen Korpern arbeitet,so konnen verschiedene Folgen die-
selbe Funktion liefern, vergleiche [ ]

Bemerkung 2.3.9. Das Wort ,,Polynom* kommt von der griechischen Vorsilbe
,»poly* fiir ,,viele* und dem lateinischen Wort ,,nomen* fiir ,,Namen®. Allgemei-
ner betrachtet man auch Polynome in mehreren Veridnderlichen und meint damit
Ausdriicke wie etwa zyz + To?y* — 12z + 1. Dieses Polynom ist die Summe
der vier Monome zyz, 7x%y*, —12z und 1, wobei das Wort ,,Monom** diesmal
mit der griechischen Vorsilbe ,,mono* fiir ,,allein* gebildet ist. Einen Ausdruck
wie zyz + 7x?y* wiirde man als Binom bezeichnen, diesmal mit der griechischen
Vorsilbe ,,bi fiir ,,Zwei“. Ein anderes Binom wire der Ausdruck (z + y), des-
sen Potenzen die ,,binomische’ Formel [GR] explizit angibt. Es sollte klar
sein, wie man aus unserer binomischen Formel auch Formeln fiir die Potenzen
eines beliebigen Binoms erhailt.

Korollar 2.3.10. Polynomfunktionen sind stetig.
Beweis. Das folgt induktiv aus dem vorhergehenden Satz 2.3.2. [

Definition 2.3.11. Eine Abbildung f zwischen geordneten Mengen heif3t

monoton wachsend, wenngilt =z <y = f(z) < f(y)
streng monoton wachsend, wenngilt =z <y = f(z) < f(y)
monoton fallend, wenngilt =z <y = f(z) > f(y)
streng monoton fallend, wenngilt =<y = f(z)> f(y)

Eine Abbildung heiflt monoton, wenn sie monoton wachsend oder fallend ist.
Eine Abbildung heiflt streng monoton, wenn sie streng monoton wachsend oder
fallend ist.

Proposition 2.3.12 (Stetigkeit monotoner Surjektionen auf Intervalle). Seien
D C R eine Teilmenge und g : D — R eine monotone Abbildung. Ist g(D) ein
Intervall, so ist g stetig.

Beweis. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ¢ monoton wachsend. Gege-
ben s € D miissen wir fiir jede Umgebung U von g(s) eine Umgebung U’ von ¢
finden mit der Eigenschaft g(U’ N D) C U. Wir unterscheiden vier Fille.

1. Istg(s) € g(D) weder das groBte noch das kleinste Element, so umfafit jede
Umgebung U von g(s) ein Intervall der Gestalt [y, z] mit y < g(s) < z und
y,z € g(D),alsoy = g(r)und z = g(¢t) mitr,;t € Dund r < s < ¢, und
wir konnen U’ = [r, t] nehmen;
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2. Ist g(s) € g(D) das groBte aber nicht das kleinste Element, so umfaft jede
Umgebung U von g¢(s) ein Intervall der Gestalt [y, g(s)] mit y < g(s) und
y € g(D),alsoy = g(r) mitr € Dund r < s, und wir kénnen U’ = [r, o]
nehmen;

3. Ist g(s) € g(D) das kleinste aber nicht das groite Element, so argumentie-
ren wir analog;

4. Ist g(s) € g(D) das kleinste und das groBte alias das einzige Element, so
ist g konstant und wir kénnen U’ = [—00, 00| nehmen.

Die Proposition ist bewiesen. [

Beispiel 2.3.13 (Stetigkeit des Invertierens). Die Abbildung [0, 00] — [0, o0
gegeben durch z — 2 fiir z € (0,00) und 0 — oo und oo — 0 ist stetig aufgrund
unserer Proposition 2.3.12. In der Tat ist sie monoton und ihr Bild ist ein Intervall,
genauer das Intervall [0, co].

2.3.14 (Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft). Wird eine Funktion stetig bei
einem Punkt nach Einschrinkung auf eine Umgebung des besagten Punktes, so
war sie dort schon selbst stetig. Ist genauer und in Formeln D C R eine Teilmenge
und f : D — R eine Funktion und p € D ein Punkt und gibt es eine Umgebung
V von p derart, daB die Einschrinkung von f auf D NV stetig ist bei p, so ist auch
f : D — R bereits stetig bei p. Um das zum Ausdruck zu bringen, sagt man dann
etwas vage, die ,,Stetigkeit sei eine lokale Eigenschaft®.

Beispiel 2.3.15 (Stetigkeit des Invertierens, Variante). Die Funktion R* — R,
T % ist stetig. In der Tat reicht es nach 2.3.14 zu zeigen, daf} ihre Einschrin-
kung auf R., und auf R_ jeweils stetig ist. Diese Einschrinkungen sind jedoch
beide monoton und haben als Bildmenge jeweils ein Intervall. Sogar die Funktion
R\0 — R, z + i ist stetig mit demselben Argument, wenn wir 1/oc0 = 0 =
1/(—o0) verstehen.

Satz 2.3.16 (Die Verkniipfung stetiger Funktionen ist stetig). Seien genauer
D,E C R Teilmengen, f : D — R, g : E — R Funktionen, und es gelte
f(D) C E. Ist f stetig bei einem Punkt p € D und g stetig bei seinem Bildpunkt
f(p), soistauch go f : D — R, x — g(f(x)) stetig bei p.

2.3.17. Genau genommen ist die Notation g o f in der Formulierung von Satz
2.3.16 im Sinne von [GR] nicht ganz korrekt: Wir miiiten eigentlich erst
eine Abbildung f : D — E definieren durch f(z) = f(z) fiir alle € D und
dann die Abbildung g o f betrachten. Das ist nun jedoch meiner Ansicht nach ein
Fall, in dem grofere Prézision nicht zur besseren Verstindlichkeit beitrigt.
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Beweis. Da g stetig ist bei f(p), finden wir fiir jede Umgebung U von g(f(p))
eine Umgebung U’ von f(p) mit g(U’' N E) C U. Da f stetig ist bei p, finden wir
fiir diese Umgebung U’ von f(p) eine Umgebung U” von p mit f(U" N D) C U’.
Damit finden wir in der Tat fiir jede Umgebung U von (g o f)(p) eine Umgebung
U” von pmit (go f)(U"ND)CU. O

2.3.18. Wir erhalten so ein alternatives Argument dafiir, dal Einschrinkungen
stetiger Funktionen stetig sind: Wir konnen sie ndmlich als Verkniipfung einer
stetigen Funktion mit einer nach 2.2.6 stetigen Einbettung schreiben.

Korollar 2.3.19 (Quotienten stetiger Funktionen sind stetig). Ist genauer D C
R eine Teilmenge und sind f, g : D — R stetig und hat g keine Nullstelle in D, so
ist auch die Funktion f/g : D — R, x — f(z)/g(x) stetig.

Beweis. Bezeichne i : R* — R die Funktion x +— 1/x. Sie ist stetig nach 2.3.15.
Alsoistauchiog : D — R, = + 1/g(z) stetig, und dann auch das Produkt
dieser Funktion mit der stetigen Funktion f. [

Erginzung 2.3.20. Hier diirfen wir sogar g : D — R\0 erlauben, wenn wir jeden
Quotient einer reellen Zahl durch 400 als 0 verstehen. Der Beweis bleibt derselbe.

Beispiel 2.3.21. Die Funktion

xt =222+ 1

T —
3 —1

ist stetig auf D := R\1. Sie kann sogar zu einer stetigen Funktion auf ganz R
fortgesetzt werden, die gegeben wird durch die Abbildungsvorschrift

B —r—1

T —r
24+x+1

2.3.22. Eine Funktion, die sich als der Quotient eines Polynoms durch ein von
Null verschiedenes Polynom darstellen 1d6t, heif3t eine rationale Funktion. So
eine Funktion ist a priori natiirlich nur da definiert, wo der Nenner nicht ver-
schwindet, und ist nach dem vorhergehenden Korollar auf dem Komplement der
Nullstellenmenge ihres Nenners stetig. Betrachten wir unsere rationale Funktion
jedoch nicht als Abbildung, sondern als formalen Ausdruck, so verstehen wir un-
ter ihrem Definitionsbereich die etwas grofere Menge, auf der ,,nach maximalem
Kiirzen* der Nenner keine Nullstellen hat, vergleiche [ ] . Man beachte,
daB die hier gegebene etwas unscharfe Formulierung ,,nach maximalem Kiirzen*
eigentlich erst in [AL] gerechtfertigt wird, wo wir die Eindeutigkeit der
,Primfaktorzerlegung* in Polynomringen diskutieren. Bleibt auch nach maxima-
lem Kiirzen noch ein nichtkonstantes Polynom im Nenner stehen, so spricht man
von einer gebrochen rationalen Funktion.

38



Satz 2.3.23 (iiber die Umkehrfunktion). Ist I C R ein Intervall und f : I — R

streng monoton und stetig, so ist auch f (I) C R ein Intervall und die Umkehr-
funktion f~1: f(I) — R ist streng monoton und stetig.

2.3.24. Hier ist unsere Notation wieder nicht ganz korrekt: Wir miiften genau
genommen eigentlich die Bijektion f : I = f(I), z — f(z) betrachten, dazu die
inverse Abbildung f~' : f(I) = I nehmen, und unser f~' : f(I) — R definieren
als die Verkniipfung von f~! mit der Einbettung I < R.

2.3.25. Die Umkehrfunktion f~! darf nicht verwechselt werden mit der Funktion
r — 1/f(x) : Ist zum Beispiel f : (0,00) — R gegeben durch f(z) = 22,
so haben wir 1/f(x) = x~2, aber die Umkehrabbildung ist gegeben durch die
Funktion f~'(y) = ,/y, die Sie aus der Schule kennen und die wir im Anschluf
auf ganz [0, co) einfithren. Die Notation ist hier leider nicht ganz eindeutig. Oft
muf man aus dem Kontext erschlieBen, ob mit f~! die Umkehrfunktion von f
oder vielmehr die ,,Kehrwertfunktion“ z — 1/f(z) gemeint ist.

Beweis. Die Umkehrfunktion g := f~1! ist offensichtlich monoton und ihr Bild ist
ein Intervall, also ist sie nach 2.3.12 stetig. DaBl f([/) ein Intervall ist, war gerade
die Aussage des abstrakten Zwischenwertsatzes 2.2.17. [

2.3.26. Gegeben ¢ € Ny ist die g-te Potenzfunktion z +— 27 auf [0, co) offen-
sichtlich stetig und streng monoton wachsend. Thr Bild ist also ein Intervall, und
da fiir n € N gilt n? > n und 07 = 0 muB dies Intervall wieder [0, c0) sein. Wir
definieren die ¢-te Wurzel

¢ [0,00) = R

als die Umkehrfunktion zur ¢-ten Potenzfunktion x — z%. Nach 2.3.23 ist z +—
/x stetig. Man verwendet die Abkiirzung /x := ¥z

Beispiel 2.3.27. Die Abbildungsvorschrift x — +/z* 4 5 liefert eine stetige Ab-
bildung R — R.

Vorschau 2.3.28. Es gibt stetige nichtkonstante Gruppenhomomorphismen ¢ :
R — R* von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in die multiplikative Gruppe
der von Null verschiedenen reellen Zahlen, und sind ¢,¢ : R — R* stetige
nichtkonstante Gruppenhomomorphismen, so gibt es A € R* mit ¢)(x) = ¢(\x)
fiir alle x. Der Beweis dieser Aussagen wird uns bis 3.3.7 beschiftigen und auf
eine aullerordentlich wichtige Funktion fiithren, die ,,Exponentialfunktion®.

2.3.29. Die Addition und die Multiplikation R x R — R lassen sich nicht so zu
Abbildungen von ganz R x R nach R fortsetzen, daB 2.3.4 entsprechend gilt. Al-
le derartigen Fortsetzungen auf Teilmengen von R x R stimmen jedoch auf dem
Schnitt der jeweiligen Definitionsbereiche iiberein, so da3 es sowohl fiir die Addi-
tion als auch fiir die Multiplikation jeweils eine groBtmogliche ,,sinnvolle Fortset-
zung* gibt, die wir im Rahmen der Topologie [TM] als die groBtmogliche
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,»stetige Fortsetzung* werden verstehen konnen. Wir beschreiben diese Fortset-
zungen von Addition und Multiplikation durch Abbildungen +,- : R x R —
R U {*} mit einem eigenen Symbol * fiir ,,nicht sinnvoll in R zu definieren*.
Unsere Fortsetzungen werden mit dieser Konvention gegeben durch die Formeln

at+oo = ©o+a = oo VaeRU{co}
a+(—0) = —oco4+a = —oo VaeRU{—o0}
o0+ (—00) = —oco+o0 = *
und —
aco = ca = oo VaeR,a>0
aco = ooa = —oo VYaeR,a<0
a(—x) = (~0)a = —o00 Vae€R,a>0
a(—0) = (—o0)a = o0 VaeR,a<0
Ooo = ool = *
0(=00) = (-00)0 =
Ubungen

Ubung 2.3.30. Seien I,J C R Intervalle mit nichtleerem Schnitt und sei f :
(I U J) — R eine Funktion. Man zeige: Sind die Einschrinkungen f|; und f|;
stetig, so ist auch f selbst stetig. Im tibrigen wird sich der ,,schwierige* Fall dieser
Ubung als Spezialfall von 6.7.8 erweisen.

Ubung 2.3.31. Man zeige, daB auf einem offenen reellen Intervall I jede konvexe
reelle Funktion stetig ist. Hinweis: Die graphische Darstellung zum Beweis von
4.5.13 mag helfen. Eine Funktion heift konvex, wenn fiir alle z, 2 € I gilt

fltz+ (1 —t)z) <tf(zx)+(1—1t)f(z) Vte]0,1]

Anschaulich bedeutet das, dal unsere Funktion ,,unter jeder ihrer Sekanten liegt®.

Ubung 2.3.32. Man zeige: Die Regel zum Vertauschen von Grenzwertbildung mit
Addition und Multiplikation gelten auch noch, wenn wir a,b € R zulassen und
a + b beziehungsweise a - b sinnvoll definiert sind im Sinne der vorhergehenden
Bemerkung 2.3.29.

2.4 Die Kreiszahl

2.4.1. Bekanntlich bezeichnet 7, ein kleines griechisches P fiir ,,Perimeter®, das
Verhiltnis zwischen Umfang und Durchmesser eines Kreises. Um diese Anschau-
ung zu formalisieren zur Definition einer reellen Zahl im Sinne von 1.5.7 gehen
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wir aus von der anschaulichen Bedeutung von 7 als Linge des Halbkreises A mit
Radius Eins
H:={(a,b) e R*|a®*+b* =1, b >0}

Seien 7,y : R? — R die beiden Abbildungen, die jedem Punkt der Ebene seine
erste beziehungsweise zweite Koordinate zuordnen, also v = (z(v),y(v)) Yov €
R?. Die Distanz d(v, w) € R zwischen zwei Punkten v, w € R? der Ebene erkli-
ren wir in Erinnerung an den Satz des Pythagoras durch die Formel

d(v,w) == /(2(v) = z(w))? + (y(v) — y(w))?

Die Kreiszahl m € R definieren wir dann als das Supremum iiber die ,,Lingen
aller in unseren Halbkreis /1 einbeschriebenen Polygonziige, in Formeln

T i=sup {Z d(vi_1,v;)
i1

Mithilfe der Abschitzung v/a? + b2 < |a| + |b| erkennt man, dafl die Zahl 4
eine obere Schranke ist fiir unsere Menge von Langen von Polygonziigen, mithin
haben wir hier in der Tat eine reelle Zahl 7 € R definiert. Wir werden in 4.8.20
sehen, wie man diese Zahl im Prinzip bis zu einer beliebig vorgegebenen Stelle
nach dem Komma berechnen kann. Die Definition selbst ist recht elementar. Ich
habe sie nur deshalb nicht gleich im Zusammenhang mit der Definition der reellen
Zahlen gegeben, weil sie die Existenz von Quadratwurzeln bendtigt, die erst in
2.3.26 gezeigt wurde.

neN, vy,v1,...,0, € H,
z(vg) < z(v1) <...<x(vy)

Ergdnzung 2.4.2. Die Zahl 7 ist nicht rational, in Formeln 7 ¢ Q, wie Lambert
bereits 1766 zeigen konnte. Anders ausgedriickt 146t sich 7 nicht durch einen peri-
odischen Dezimalbruch darstellen. Wir beweisen diese Tatsache in 4.8.12. Unsere
Kreiszahl 7 ist noch nicht einmal algebraisch, als da heifit Nullstelle eines nicht-
trivialen Polynoms mit rationalen Koeffizienten, d.h. es gilt keine Gleichung der
Gestalt

T4 G A+ =0 mitg,1,...,90 € Qundn > 1.

Reelle Zahlen, die nicht algebraisch sind, heilen transzendent, lateinisch fiir
,uberschreitend®, da ihre Behandlung ,,die Grenzen der Algebra iiberschreitet*.
Die Transzendenz von 7 wurde 1882 von Lindemann in Freiburg bewiesen. Sei-
ne Biiste steht im vierten Stock des Mathematischen Instituts. Er war tibrigends
Hilbert’s Doktorvater.

2.5 Grenzwerte

Definition 2.5.1. Sei D C R eine Teilmenge.
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Ein einbeschriebener Polygonzug

Diese Abbildung soll veranschaulichen, warum 4 eine obere Schranke fiir die
Lingen einbeschriebener Polygonziige ist: Die horizontalen Stiicke und die
vertikalen Stiicke haben jeweils zusammengenommen eine Gesamtlinge < 2.
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1. Ein Punkt p € D heille ein Hiufungspunkt von D, wenn jede Umgebung
von p mindestens einen von p verschiedenen Punkt mit D gemeinsam hat;

2. Ein Punkt p € R heiBe ein Haufungspunkt zu D, wenn er ein Hiufungs-
punkt von D U {p} ist;

3. Ein Punkt von D, der kein Haufungspunkt von D ist, hei3e ein isolierter
Punkt von D.

2.5.2 (Diskussion der Terminologie). Die hier eingefiihrte Terminologie der ,,Hdu-
fungspunkte von und zu* ist ein Versuch, den sprachlichen Schwierigkeiten zu
entkommen, die in der iiblichen Terminologie dadurch entstehen, dal darin ein
Héaufungspunkt einer Menge kein Punkt von besagter Menge zu sein braucht.

Beispiele 2.5.3. Die Menge 7 der ganzen Zahlen besteht aus isolierten Punkten.
Die Menge (Q der rationalen Zahlen besteht aus Haufungspunkten. Die Menge
N U {oo} hat als einzigen Haufungspunkt oo.

2.5.4. Wir vereinbaren fiir die Differenz einer Menge X und einer einpunktigen
Menge {p} die abkiirzende Schreibweise X \p := X \{p}.

Satz 2.5.5 (Eindeutigkeit stetiger Fortsetzungen in Hiufungspunkten). Seien
D C R eine Teilmenge, p € D ein Hiufungspunkt von D und f : D\p — R
eine Funktion. So gibt es hochstens eine Fortsetzung von f zu einer Funktion
f : D — R, die stetig ist bei p.

Beweis. Wire sonst f eine weitere stetige Fortsetzung mit f(p) # f(p), so finden
wir disjunkte Umgebungen U und U der beiden Punkte f(p) und f(p), und dann
Umgebungen U’ und U’ von p mit f(U’ ND) C U und f(U'n D) c U. Daraus
folgte aber

fO'NUND\p) c UNU =10

im Widerspruch dazu, daf3 (2 N l:] "N D nicht nur aus unserem Héufungspunkt p
bestehen darf, weil ja auch U’ N U’ eine Umgebung von p ist. O

Definition 2.5.6. Seien D C R eine Teilmenge, p € D ein Héufungspunkt von D
und f : D\p — R eine Funktion. Sei b ein weiterer Punkt aus R. Wir sagen, f(x)
strebt gegen 0 fiir v — p und schreiben

lim f(x) =0

TP

als Abkiirzung fiir die Aussage, daB8 die Fortsetzung von f zu f : D — R durch
f(p) := b stetig ist bei p. In diesem Fall nennen wir b den Grenzwert oder latei-
nisierend Limes der Funktion f fiir x — p.
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Der Grenzwert oder Limes einer Funktion mit einer ,,Fehlstelle in ihrem
Definitionsbereich ist, wenn er existiert, der Wert an der fraglichen Fehlstelle der
einzig moglichen dort stetigen Fortsetzung.
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2.5.7 (Eindeutigkeit des Grenzwerts). Nach der Eindeutigkeit 2.5.5 der steti-
gen Fortsetzung in einen Haufungspunkt hinein folgt aus lim,_,, f(z) = a und
lim,_,, f(z) = b bereits a = b.

2.5.8. Salopp gesprochen verhilt es sich demnach so, daf} eine Funktion mit einer
einpunktigen Definitionsliicke an einem Hiufungspunkt ihres Definitionsbereichs
auf hochstens eine Weise stetig in diese Definitionsliicke hinein fortgesetzt wer-
den kann. Der Wert dieser an besagter Stelle stetigen Fortsetzung heilit dann der
Grenzwert unserer Funktion an besagter Stelle.

Definition 2.5.9. Eine Abbildung N — X, n — =z, von den natiirlichen Zahlen
in eine Menge X nennen wir eine Folge in X. Wir schreiben eine Folge meist
(n)nen oder xg, 1, T, ... oder auch einfach nur z,,. Die x; heiBen die Folgen-
glieder. Manchmal nennen wir allerdings auch Abbildungen Folgen, die erst ab
n = 1 definiert sind.

2.5.10. Ich erinnere daran, dal der Punkt co ein Hédufungspunkt zu N ist. Seien
nun x,ry, ... eine Folge in R und x € R ein Punkt. Wir sagen, die Folge x,
konvergiere gegen x, wenn gilt

lim z, =z
n—oo

In diesem Fall nennen wir x den Grenzwert oder lateinisierend Limes der Folge.

2.5.11. Sagen wir, eine Aussage gelte fiir fast alle Elemente einer Menge, so soll
das bedeuten, daB sie gilt fiir alle Elemente bis auf hochstens endlich viele Aus-
nahmen. Sagen wir, eine Aussage gelte fiir fast alle Glieder einer Folge, so soll
das bedeuten, dal fiir fast alle Indizes n unsere Aussage fiir das n-te Folgenglied
gilt. Aufgeschliisselt ist lim,, .., z,, = z gleichbedeutend dazu, daf} jede Umge-
bung von x fast alle Glieder unserer Folge enthilt.

2.5.12 (Diskussion der Terminologie). Mit unserer Konvention fiir die ,,Konver-
genz gegen +oo* bewegen wir uns zwar im Rahmen des allgemeinen Begriffs der
,Konvergenz in topologischen Rdumen* 6.8.8, aber aullerhalb der in der einfiih-
renden Literatur zur Analysis iiblichen Konventionen. Ublicherweise wird statt-
dessen die Terminologie bestimmte Divergenz gegen +-0c verwendet. Ublicher-
weise bleibt in anderen Worten der Begriff der konvergenten Folge reserviert fiir
Folgen, die gegen eine reelle Zahl konvergieren. Wir nennen solche Folgen reell
konvergent. Falls eine Folge nicht konvergiert, auch nicht gegen oo oder —oo,
so nennt man sie unbestimmt divergent. Wir verlieren mit unserer Terminologie
zwar etwas an terminologischer Kohérenz, da wir im weiteren ,,Reihen‘ aus wie-
der anderen Griinden nur dann konvergent nennen werden, wenn die Folge ihrer
Partialsummeen reell konvergent ist. Das schien mir jedoch ein kleineres Ubel,
als es eine unndtig einschrinkende oder in Fille aufspaltende Formulierung von
Aussagen wie 2.6.5 wire.
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Graphische Darstellung der Folge z,, = 337" — (—2)*™™, die gegen Null
konvergiert, wie Sie bald werden zeigen konnen. Die Folgenglieder sind die
kleinen Kreuzchen auf der reellen Achse, ihre Indizes tragen sie an
unterschiedlich langen gestrichelt eingezeichneten Stangen.
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2.5.13 (e-N-Kriterium fiir Konvergenz). Die Konvergenz einer Folge in R ge-
gen einen Punkt z € R ist gleichbedeutend dazu, da$ fiir jedes ¢ > 0 die e-
Umgebung von z fast alle Glieder der Folge enthélt. Im Fall einer reellen Folge
(x,,) ist das weiter gleichbedeutend dazu, daf es

fir jedese > Oein N = N. € Ngibt mitn > N = |z, — z| < €.

Dahingegen ist lim,, ., z,, = oo gleichbedeutend dazu, daB fiir jedes K € N fast
alle Folgenglieder oberhalb von K liegen.

2.5.14 (Lokalitiit des Grenzwerts). Der Grenzwert einer Funktion fiir z — p
hingt nur von ihrem Verhalten in einer Umgebung von p ab. Ist genauer p €
D Hiufungspunkt einer Teilmenge D C R und f : D\p — R eine Funk-
tion und V' eine Umgebung von p, so existiert lim,_,, f(z) genau dann, wenn
limg, (fvrp\p)(x) existiert, und unter diesen Umstinden stimmen die beiden
Grenzwerte iiberein.

Beispiel 2.5.15. Wir haben lim,_,., 1 /2 = 0, denn die Funktion [0, co] — [0, o0]
mit x — 1/x fiir 0 < 2 < oo und 0 — oo und oo — 0 ist stetig nach 2.3.13.

2.5.16. Eine Nullfolge ist eine Folge, die gegen Null konvergiert. Zum Beispiel
folgt aus dem Vorhergehenden sofort, daB die fiir n > 1 definierte Folge n +— 1/n
eine Nullfolge ist, daB} also in Formeln gilt lim,, ,, 1/n = 0.

2.5.17 (Auswerten stetiger Funktionen auf Grenzwerten). Das Anwenden ei-
ner stetigen Funktion vertauscht mit der Grenzwertbildung. Ist genauer £ C R
und ist ¢ € E ein Haufungspunkt von E und g : £\q — R eine Funktion mit Bild
in D C R und existiert lim,_,, g(x) = p und liegt auch in D undist f : D — R
stetig bei p, so gilt

ti f(g(e)) = £ (tim (o))

Wir erhalten diese Aussage mithilfe von 2.5.6 als direkte Konsequenz aus der Ste-
tigkeit der Verkniipfung stetiger Funktionen 2.3.16. Speziell folgt fiir jede Funk-
tion f : D — R, die stetig ist bei einer Stelle p € D, und jede Folge a,, in D mit
lim,, o @, = p bereits lim,, . f(a,) = f(p).

Beispiel 2.5.18. Wenden wir unsere Erkenntnisse aus die Funktion f(z) =
und die Folge a,, = 1/n an, so erhalten wir

542
3+x

) . 5+ (1/n)?> 5
Ilm —=lim ——%X~ — —
n—00 3n3—|—n2 n—00 3+(1/n) 3

2.5.19 (Grenzwert von Summe, Produkt und Quotient). Seien D C R eine
Teilmenge und p € D ein Hiaufungspunkt und seien f,g : D\p — R reellwer-
tige Funktionen mit reellen Grenzwerten lim,_,, f(z) = b und lim,_,, g(z) = c.
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So folgt aus der Stetigkeit von Summe und Produkt stetiger Funktionen 2.3.2 un-
mittelbar lim,_,,(f + ¢g)(z) = b+ c und lim,_,,(fg)(z) = be. Ebenso folgt aus
der Stetigkeit des Quotienten 2.3.19 unter der zuséitzlichen Annahme, daf} g keine
Nullstelle hat und der Grenzwert ¢ nicht Null ist, auch lim,_,,, f(z)/g(z) = b/c.

2.5.20. Es gibt noch weitere Moglichkeiten, aus dem Zusammenhang zwischen
Grenzwert und Stetigkeit 2.5.6 sowie der Stetigkeit der Verkniipfung stetiger Funk-
tionen 2.3.16 dhnliche Aussagen abzuleiten. Zusammen mit der bereits als 2.5.17
ausfiihrlicher besprochenen Aussage erhilt man so insbesondere die drei Implika-
tionen

(lim,_, g(z) = p und f stetig bei p) = lim, ., f(g9(x))
(g stetig bei g und lim, g f(y) =b) = lim,, f(g(x))
(limy—q g(z) = pund lim, ,, f(y) =0) = lim, ., f(g9(x))

= f(p)
—b
—b

2.5.21 (Quetschlemma). Seien D C R eine Teilmenge und p € D ein Hiufungs-
punkt und f, g, h : D\p — R Funktionen mit

f(z) < g(x) < h(z) firallez € D\p.

So folgt aus lim,_,, f(z) = b = lim,_,, h(x) schon lim,_,, g(x) = b. In der Tat
gibt es dann fiir jede Intervallumgebung / von b Umgebungen U, W von p mit
f(UND\p) C I'und h(W N D\p) C I. Dann aber ist V' := U NW offensichtlich
eine Umgebung von p mit g(V N D\p) C I.

Lemma 2.5.22 (Erhaltung von Ungleichungen im Grenzwert). Seien D C R
eine Teilmenge und p € D ein Hiufungspunkt und f,g : D\p — R Funktionen
mit f(x) < g(x) fiir alle x € D\p. Existieren die Grenzwerte von f und g fiir
xr — p, so gilt
lim f(z) < lim g(z)

T—p

T—p

Beweis. Durch Widerspruch. Sei a der Grenzwert von f und b der Grenzwert von
g. Hitten wir ¢ > b alias b < a, so fianden wir £ mit b < k < a. Dann wire
[—00, k) eine Umgebung von b und (k, oo| eine Umgebung von a. Es gibe also
Umgebungen U und V' von p mit f(U N D\p) C (k,o00] und g(V N D\p) C
[—00, k). Da p Haufungspunkt von D ist, wire U NV N D\p nicht leer. Fiir jeden
Punkt = aus dieser Menge gilte aber f(x) > g(z) im Widerspruch zu unserer
Annahme. [

Proposition 2.5.23. Die folgende Tabelle beschreibt das Konvergenzverhalten der
Folge (z"),en der Potenzen von x in Abhiingigkeit von x:

r>1 lim, 2" = oo
r=1 lim, 2" =1;
lz] <1 lim, o 2™ = 0;
x < —1 Die Folge x" divergiert unbestimmt.
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Beweis. Im Fall z > 1 schreiben wir x = 1 + y mit y > 0 und erhalten mit der
binomischen Formel
" =(1+y)" =2 1+ny

Die Folge n — 1 4 ny strebt aber gegen co und nach dem Quetschlemma an-
gewandt auf diese Folge und die konstante Folge n — oo strebt dann die Folge
2™ auch gegen oo. Im Fall x = 1 ist die Folge konstant 1 und es ist nichts zu
zeigen. Falls 0 < = < 1 gilt nach dem Vorhergehenden lim,, ,, 1/2" = oo und
daraus folgt lim,, ., ™ = 0 durch Anwenden der stetig von (0, co) auf [0, oo]
fortgesetzten Funktion ¢ +— 1/t aus 2.3.13. Fiir —1 < x < 0 folgt die Behaup-
tung dann wegen —|z|" < z" < |z|™ aus dem Quetschlemma. Im Fall z < —1
gilt |#™ — 2" > 2 fiir alle n. Also kann die Folge nicht gegen eine reelle Zahl
a konvergieren, denn dann miiite gelten |a — x™| < 1 fiir fast alle n und dann
nach der Dreiecksungleichung |z" — x| < 2 fiir fast alle n. Die Folge kann in
diesem Fall aber auch nicht gegen 00 konvergieren, da die Folgenglieder immer
abwechselnd positiv und negativ sind. 0

Satz 2.5.24 (Gruppenwege in R). Die stetigen Gruppenhomomorphismen R —
R von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in sich selber sind genau die Ab-
bildungen x — A fiir beliebiges aber festes \ € R.

Beweis. Sei I’ : R — R ein stetiger Gruppenhomomorphismus, als da heil3t eine
stetige Abbildung mit F'(z + y) = F(z) + F(y) Vx,y € R. Es reicht zu zeigen,
dal F' die Gleichung F(x) = xF(1) erfiillt. Auch ohne die Stetigkeit von F'
zu benutzen, folgern wir F'(¢) = ¢F'(1) zunidchst fiir alle ¢ € N, dann fiir alle
q € Z, dann fiir alle ¢ € Q. Um unsere Gleichung F'(z) = xF'(1) sogar fiir alle
x € R zu zeigen, nutzen wir die Erkenntnis, dafl nach 1.5.9 jede reelle Zahl x ein
Hiufungspunkt von Q U {z} ist. Fiir f := F|q die Einschrinkung von F' auf die
Menge der rationalen Zahlen gilt also
F(z) =1lim f(¢q) = lim¢F (1) = zF(1)

q—T q—z
und so folgt wie gewiinscht F'(z) = Az fir A = F(1). O

Definition 2.5.25. Gegeben eine Teilmenge D C R, die ein nichtleeres offenes
Intervall (@, b) umfaBt, und eine Funktion f : D — R verwenden wir eine speziel-
le Notation, wenn wir den Grenzwert fiir x — a oder x — b ihrer Restriktion auf
(a, b) untersuchen wollen. Wir sprechen dann vom linksseitigen beziehungsweise
vom rechtsseitigen Grenzwert und notieren diese Grenzwerte

lim flp) = }cl% fz) und lim fle) = 9161{1(11 f(x)
Beispiel 2.5.26. Es gilt lim,\ o 1/2 = oo und lim, » 1/2 = —o0.
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2.5.27. Gegeben ein ein nichtleeres offenes Intervall (¢, d) und ein Punkt p €
(c,d) und eine Funktion f : (c,d)\p — R existiert der Grenzwert bei p genau
dann, wenn dort der linkseitige Grenzwert und der rechtseitige Grenzwert existie-
ren und iibereinstimmen.

Satz* 2.5.28 (Stetigkeit als Folgenstetigkeit). Seien D C R eine Teilmenge und
f D — R eine Funktion und a € D ein Punkt. So sind gleichbedeutend.:

1. f ist stetig bei a;

2. Fiir jede Folge ag,aq,... von Punkten aus D mit lim, ., a, = a gilt
lim,, o f(a,) = f(a).

2.5.29 (Bezug zur Literatur). Die in diesem Satz gegebene Charakterisierung
der Stetigkeit wird vielfach sogar als Definition derselben gewihlt. Das ist auch
der Grund, aus dem ich den Satz bereits hier beweise, obwohl er im weiteren
Verlauf der Vorlesung erst sehr viel spiter eine Rolle spielen wird.

Beweis. 1 = 2 haben wir schon in 2.5.17 erledigt, wir konzentrieren uns deshalb
auf 2 = 1. Das zeigen wir durch Widerspruch. Fiir unser a € R finden wir nach
2.5.30 eine absteigende Folge von Umgebungen Vy D Vi DV, D ... derart, da3
jede Umgebung V' von a fast alle V;, umfaBit. Ist f nicht stetig bei a, so gibt es
eine Umgebung U von f(a) derart, da fiir kein n gilt f(V,, N D) C U. Fiir jedes
n finden wir also a,, € V,, N D mit f(a,) ¢ U. Die a,, bilden dann eine Folge in
D mit lim,,_,, a,, = a, fur die nicht gilt lim,, ,, f(a,) = f(a). O

Ubungen

Ubung 2.5.30. Fiir jedes x € R gibt es eine absteigende Folge von Umgebungen
Uy DUy DUy D ... derart, daB jede Umgebung von z fast alle der U,, umfaft.
Ubung 2.5.31. Ist A C R eine nichtleere Teilmenge, so ist sup A das grofte Ele-
ment in der Menge G aller Punkte aus den erweiterten reellen Zahlen, die Grenz-
werte von Folgen aus A sind.

Ubung 2.5.32. Sei D C R eine Teilmenge. Genau dann ist p € R Haufungspunkt
zu D, wenn es eine Folge reeller Zahlen x,, in D\p gibt mit lim,, ,, =, = p.
Ubung 2.5.33. Aus lim,,_,«, a,, = a folgt lim,,_,«, |a,| = |a|. Umgekehrt folgt aus
lim,, o |a,| = 0 bereits lim,,_, a, = 0.

Ubung 2.5.34. st (a,) eine Folge reeller Zahlen, die gegen eine reelle Zahl kon-
vergiert, so gilt lim,,_,(a,11 — a,) = 0.

Ubung 2.5.35. Gilt fiir eine durch ein Polynom vom Grad < n gegebene Funktion
f(x) = apz"+...+a1x+ao und ein p € R die Formel lim,_,,, f(x)/(x—p)" = 0,
so folgt ay = a; = ... = a, = 0. Hinweis: Durch Verschieben kann man sich auf
den Fall p = 0 zuriickziehen.
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2.6 Vollstiandigkeit der reellen Zahlen

Definition 2.6.1. Eine Menge von reellen Zahlen heif3t beschrinkt, wenn sie in R
eine obere und eine untere Schranke besitzt. Eine Folge von reellen Zahlen heif3t
beschrinkt, wenn die Menge der Folgenglieder beschriinkt ist.

Lemma 2.6.2. Jede reell konvergente Folge von reellen Zahlen ist beschrdnkt.

Beweis. Ist x € R der Grenzwert unserer Folge, so liegen fast alle Folgenglieder
in [x—1, z+1]. Die endlich vielen Ausnahmen kénnen wir durch eine hinreichend
grof3e obere und untere Schranke auch noch einfangen. [

Lemma 2.6.3. Jede monoton wachsende Folge in R konvergiert gegen das Su-
premum der Menge ihrer Folgenglieder. Jede monoton fallende Folge in R kon-
vergiert gegen das Infimum der Menge ihrer Folgenglieder. Jede monotone be-
schriinkte Folge von reellen Zahlen konvergiert gegen eine reelle Zahl.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, die Zweite zeigt man analog und die
Dritte ist eine offensichtliche Konsequenz. Sei s das Supremum alias die kleinste
obere Schranke der Menge aller Folgenglieder. Kein p mit p < s ist dann eine
obere Schranke der Menge aller Folgenglieder, folglich liegen fiir jedes p < s
ein und damit wegen der Monotonie fast alle x,, in (p, s|. Damit liegen in jeder
Umgebung von s fast alle Folgenglieder. [

Definition 2.6.4. Sei xg, z1, 2o, ... eine Folge. Ist 0 < nyg < n; < ng < ...eine
streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen, so nennen wir die Folge
(2n, )ken mit Gliedern

Tngs Tngs Tngy - - -

eine Teilfolge der Folge x,,. Schreiben wir eine Folge als eine Abbildung z : N —
X, z — z(n) = x,, so ist eine Teilfolge von = demnach eine Abbildung der
Gestalt x o f fiir eine streng monoton wachsende Folge f : N — N.

Lemma 2.6.5. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert, und zwar ge-
gen denselben Grenzwert wie die urspriingliche Folge.

Beweis. Das ist klar nach den Definitionen. L]

Lemma 2.6.6. Jede Folge in einer angeordneten Menge besitzt eine monotone
Teilfolge.

2.6.7. Hier mogen Sie sich an unsere Sprachregelung [GR] erinnern. Ge-

meint ist demnach: Jede Folge in einer angeordneten Menge besitzt mindestens
eine monotone Teilfolge.
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Bei der Folge (—1)"6/n ist jedes zweite Folgenglied ein Ausichtspunkt im Sinne
des Beweises von Lemma 2.6.6.
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Beweis. Wir nennen ein Folgenglied z,, oder priziser seinen Index n einen ,,Aus-
sichtspunkt* der Folge, wenn alle spiteren Folgenglieder kleiner sind, in Formeln
Tp > T, fur alle m > n. Besitzt unsere Folge unendlich viele Aussichtspunkte,
so bilden diese eine streng monoton fallende Teilfolge. Sonst gibt es einen letzten
Aussichtspunkt z,,. Dann finden wir aber eine monoton wachsende Teilfolge, die
mit x,,., beginnt, denn ab dem Index n + 1 kommt dann nach jedem Folgenglied
noch ein anderes, das mindestens ebenso grof ist. O]

Satz 2.6.8 (Bolzano-WeierstraB). Jede Folge in R besitzt eine in R konvergente
Teilfolge. Jede beschrdnkte Folge von reellen Zahlen besitzt eine reell konvergente
Teilfolge.

Beweis. Jede Folge in R besitzt nach 2.6.6 eine monotone Teilfolge, und diese ist
nach 2.6.3 konvergent in R. Ist unsere Folge beschrinkt, so ist auch jede solche
Teilfolge beschrinkt und konvergiert folglich gegen eine reelle Zahl. 0

Definition 2.6.9. Eine Folge (z,,),cn von reellen Zahlen heifit eine Cauchy-Folge,
wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein N = N, € N gibt derart, daB gilt |z,, — x,,| < ¢
falls n,m > N. Analog erkldrt man Cauchy-Folgen in beliebigen angeordneten
Korpern.

Satz 2.6.10. Eine Folge reeller Zahlen konvergiert gegen eine reelle Zahl genau
dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. DaB jede reell konvergente Folge Cauchy sein mubB, ist leicht zu sehen:
Aus lim,,_,, x, = x folgt, daB es fiirallec > O ein N € N gibt mit |z, —z| < £/2
fir n > N. Daraus folgt dann |z, — x,,| < ¢ fir n,m > N. Wir zeigen nun
umgekehrt, da3 auch jede Cauchy-Folge gegen eine reelle Zahl konvergiert. Eine
Cauchy-Folge x,, ist sicher beschriankt, denn wihlen wir fiir e = 1 ein N = N,
so liegen fast alle Folgenglieder im Intervall (xy — 1,z + 1), und die endlich
vielen Ausnahmen konnen wir durch eine hinreichend grofle Schranke auch noch
einfangen. Unsere Cauchy-Folge besitzt daher nach 2.6.8 eine reell konvergente
Teilfolge x,,, sagen wir limy_,o x,, = x. Wir behaupten, dal dann auch die
Folge x,, selbst gegen x konvergiert. In der Tat gibt es fiir alle ¢ > 0 ein /N. mit
n,m > N. = |v,—x,| < . Ausn > N. folgt damit insbesondere |z, —x,, | < €
fiir fast alle k£ und dann im Grenzwert |z, — x| < ¢, da ja die Ungleichungen
—e <z, — ¥, < € bestehen bleiben beim Grenziibergang £ — oo. O]

2.6.11. Ein angeordneter Korper, in dem jede Cauchy-Folge konvergiert, hei3t
vollstindig. Dieser Begriff ist Teil einer alternativen Charakterisierung der reellen
Zahlen, die wir im folgenden als Ubung formulieren.
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Ubungen

Ubung 2.6.12. Gegeben ein angeordneter Korper sind gleichbedeutend: (1) Je-
de nichtleere Teilmenge mit einer unteren Schranke besitzt eine grofite untere
Schranke; (2) Der Korper ist archimedisch angeordnet und vollstdndig.

Ubung 2.6.13 (Intervallschachtelungsprinzip). Gegeben eine absteigende Fol-
ge von nichtleeren kompakten Intervallen /o D I; D I ... ist auch ihr Schnitt
(,en v nicht leer.

Ubung 2.6.14. Konvergiert eine Teilfolge einer Cauchyfolge, so konvergiert be-
reits die ganze Cauchyfolge, und zwar gegen denselben Grenzwert.

Ubung 2.6.15. Ich erinnere an die Fibonacci-Folge und den goldenen Schnitt aus
[GR] . Man zeige, daB3 der Quotient zweier aufeinanderfolgender Fibonacci-
Zahlen gegen den goldenen Schnitt strebt, dall also in Formeln gilt

. Tiy1 1+ \/5
lim =
fiir unsere Fibonacci-Folge xq, 1, s, . . . aus [GR]

Ubung 2.6.16. Gegeben zwei reelle Zahlen a,b € R definiert man ihr arithme-
tisches Mittel als die Zahl (a + b)/2. Gegeben zwei nichtnegative reelle Zahlen
a,b € R definiert man ihr geometrisches Mittel als die Zahl v/ab. Anschaulich
ist das die Kantenlinge eines Quadrats, das dieselbe Fldache hat wie das Rechteck
mit den Seitenlidngen a und b, und daher kommt vermutlich auch die Terminolo-
gie. Man zeige fiir je zwei positive reelle Zahlen die Ungleichung vab < (a+b)/2
zwischen geometrischem und arithmetischen Mittel und zeige, da3 Gleichheit nur
giltimFalla = b = 0.

Ubung 2.6.17. Gilt fiir eine durch ein Polynom vom Grad < n gegebene Funktion
f(z) = apz"+...+a1x+ao und ein p € R die Formel lim,_,,, f(x)/(x—p)" = 0,
so folgt ay = a; = ... = a, = 0. Hinweis: Durch Verschieben kann man sich auf
den Fall p = 0 zuriickziehen.

2.7 Algorithmisches Wurzelziehen*

2.7.1. Gegeben eine reelle Zahl @ > 0 geben wir ein Verfahren zur Berechnung
der nichtnegativen Quadratwurzel von a an. Wir konstruieren dazu eine Folge und
beginnen mit 7 := max(1, a). Dann gilt sicherlich schon einmal z2 > a. Ge-
geben z,, > 0 mit 22 > a machen wir den Ansatz (z,, — €)* = a und erhalten
e = (22 + 2 — a)/2x,. Nun vernachlissigen wir €2 /2z,,, vergessen unseren An-

satz und setzen ) )
T, —a x,+a

Tp+1 = Tp — =
22, 2%,
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Graphische Darstellung unserer induktiven Formel fiir die Glieder der Folge x,,
mit Grenzwert y/a aus dem Beweis von 2.3.26
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Man sieht sofort, daB aus z7 > a und z,, > 0 folgt z2_, > aund z,, > z,11 > 0.

Da die Folge der x,, monoton féllt und durch Null nach unten beschrinkt ist,
besitzt sie einen Grenzwert x > 0. Aus der Gleichung

2
20, Tp41 = T, +a

folgt dann 22 = a durch Ubergang zum Grenzwert fiir n — oo auf beiden Seiten.

2.7.2. Die Ungleichungen a/z, < /a < x, erlauben uns sogar abzuschitzen,
wie gut unsere Approximation x,, mindestens sein muf3. Machen wir fiir den Feh-
ler den Ansatz x,, = v/a(1 + f,), so ergibt sich mit etwas Rechnen

f2

2(1+ fn)

und indem wir im Nenner die 1 beziehungsweise f, verkleinern zu Null erhalten
wir die Abschitzung f,.; < %min( fn, f3). Sobald also z,, so nah bei \/a ist,
daB gilt f,, < 1, ,,verdoppelt sich die Anzahl der richtigen Stellen beim Ubergang
von x, Zu T,.1". Man spricht unter diesen Umstidnden auch von quadratischer
Konvergenz. Anschaulich erhilt man z,, 1, indem man von z,, senkrecht hoch-
geht zum Graph der Funktion y = 22 — @ und dann auf der Tangente an diesen
Graphen wieder herunter auf die x-Achse. Es ist damit auch anschaulich klar, daf3
unser Verfahren sehr schnell konvergieren sollte. Dieses Verfahren kann auch zur
Bestimmung der Nullstellen allgemeinerer Funktionen anwenden. Es heiflt das
Newton-Verfahren.

fn+1 -

2.7.3 (Intervallhalbierungsverfahren). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion.
Der Einfachkeit halber nehmen wir zusitzlich f(a) < f(b) an. Gegeben z €
[f(a), f(b)] suchen wir p € [a, b] mit f(p) = z. Dazu nehmen wir den Mittelpunkt
my unseres Intervalls her und werten unsere Funktion dort aus. Gilt f(mg) > z,
so setzen wir a; = a und by = mg. Sonst setzen wir a; = mg und b; = b. In
jedem Fall gilt f(a;) < z < f(b1). AnschlieBend nehmen wir den Mittelpunkt
m; des nur noch halb so groBen Intervalls [a;, b;] her und verfahren genauso. Auf
diese Weise erhalten wir eine monoton wachsende Folge a = ag, aq, ... und eine
monoton fallende Folge b = by, by, ... mitb, —a, = 27"(b—a) und f(a,) < z <
f(by,) und fiir alle n. Unsere beiden Folgen miissen also konvergieren, und zwar
gegen denselben Grenzwert p € [a, b]. Aus der Stetigkeit von f und der Erhaltung
von Ungleichungen im Grenzwert nach 2.5.17 folgt dann

f(p) = lim f(a,) < =z < lim f(b,) = f(p)

n—0o0 n—o0

und damit z = f(p).
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3 Die Exponentialfunktion

3.1 Reihen
Definition 3.1.1. Sei (ay)ren eine Folge reeller Zahlen. Der Ausdruck

o0

D

k=0

bezeichnet die Folge der Partialsummen s,, = > ";'_, a;, und, falls die Folge die-
ser Partialsummen konvergiert, auch ihren Grenzwert lim,, ., s,, = s. Wir sagen
dann, die Reihe >".° a;, konvergiere gegen s. Nennen wir eine Reihe konver-
gent, so meinen wir stets, dal unsere Reihe gegen eine reelle Zahl konvergiert
und nicht etwa gegen +o0. Die a;, heiflen die Reihenglieder.

3.1.2 (Andern endlich vieler Reihenglieder). Es spielt fiir das Konvergenzver-
halten einer Reihe offensichtlich keine Rolle, wenn wir endlich viele ihrer Glieder
abindern. Das beinflufit nur den Grenzwert und dndert ihn eben um die Summe
unserer endlich vielen Anderungen.

3.1.3 (Diskussion der Terminologie). Es wire terminologisch kohirenter gewe-
sen, wie bei Folgen auch bei Reihen von ,,reell konvergenten Reihen* zu sprechen.
Das schien mir jedoch ungeschickt, da man den Begriff dann nicht als Verb ver-
wenden kann: ,,Die Reihe reell-konvergiert“ klingt einfach zu holprig, und Sprech-
weisen wie ,,die Reihe konvergiert absolut sind oft praktisch.

Beispiel 3.1.4. Dies Beispiel illustriert den oft niitzlichen Teleskopsummentrick:

e w = Moo 2000 (G — w)
=1

Satz 3.1.5 (Geometrische Reihe). Sei || < 1. So gilt
- 1
>
l1—x
k=0

Beweis. Sicher gilt (1 — z)(1 +x + ...+ 2") = 1 — 2", die Partialsummen
unserer Reihe ergeben sich also zu

1_xn+1
1l+z24+... . +2""= ——
1—=x

und streben fiir n — oo wie gewliinscht gegen 1% [
x
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3.1.6 (Herkunft der Terminologie). Die Folgen der Gestalt ax™ heillen geome-
trische Folgen, da bei ihnen zumindest im Fall a« > 0,2 > 0 jedes Folgenglied
nach dem ersten das geometrische Mittel im Sinne von 2.6.16 seines Vorgidngers
und seines Nachfolgers ist. Die geometrische Reihe hinwiederum erbt ihren Na-
men von der geometrischen Folge.

Beispiel 3.1.7. Esgilt 1+ + ++ £+ ... =2und
Si
100
k=0
Satz 3.1.8. Sind > ay und > by konvergente Reihen, so konvergieren auch die

Reihen ) (ay + by) und >, \ay, und es gilt:

Z(ak—l—bk) = Zak—l—Zbk
Z/\ak = /\Zak

Beweis. Das folgt sofort, wenn man die Vertauschbarkeit 2.5.19 von Summen und
Produkten mit Grenzwerten auf die Folgen der Partialsummen anwendet. O

| ©

0,999... =
’ 1

e}

3.1.9. Eine Reihe kann nur dann konvergieren, wenn die Folge der Reihenglieder
gegen Null strebt. In der Tat folgt das sofort, wenn wir 2.5.34 auf die Folge der
Partialsummen anwenden.

Lemma 3.1.10 (Konvergenz beschrinkter nichtnegativer Reihen). Eine Reihe,
die aus nichtnegativen Gliedern besteht, konvergiert genau dann, wenn die Folge
ihrer Partialsummen beschrdnkt ist.

Beweis. Ist kein Reihenglied negativ, so wichst die Folge der Partialsummen mo-
noton. Ist diese Folge auch noch beschrinkt, so muf} sie nach 2.6.3 reell konver-
gent sein. Die Umkehrung ist eh klar. 0

Beispiel 3.1.11. Die harmonische Reihe > ,° % konvergiert nicht, da ja gilt

v

U=

+

=

_l_

= Wl

+ +

Ol = N
AVARLY,

NI= NI N

und so weiter.

Jedoch konvergieren die Reihen >/~ ki fir s = 2,3,4,..., da fiir jede dieser
Reihen die Folge der Partialsummen beschrinkt ist durch 1 + > 77, m =2.
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1/

\~
Y3

Die Divergenz der harmonischen Reihe 3.1.11 zeigt, dal man mit hinreichend
vielen identischen Baukl6tzen einen beliebig weit neben seinem Grundklotz
endenden Turm bauen kann. Obiges Bild zeigt etwa, wie weit man mit vier
Klo6tzen so gerade eben mal kommen kann.
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Vorschau 3.1.12. In der Funktionentheorie konnen Sie lernen, daf} diese Reihen

sogar eine auBerordentlich interessante Funktion ((s) definieren, die sogenannte

Riemann’sche (-Funktion. Wir werden in [F'T1] zeigen, dall zum Beispiel
4

gilt (2) = %f, C(4) = 35, €(6) = 9% und nach [FT1] haben wir sogar
ganz allgemein ((2n) € Qn*" fiir beliebige natiirliche Zahlen n > 1. Alle die-
se Formeln sind berithmte Resultate des 1707 in Basel geborenen Mathematikers
Leonhard Euler. Als Ubung 4.5.26 werden Sie im iibrigen zeigen, daB auch die
Reihe der Kehrwerte aller Primzahlen bereits divergiert. Fiir diejenigen unter Ih-
nen, die die komplexen Zahlen bereits kennen, sei erwihnt, da} es mit etwas gro-
Berem Aufwand sogar gelingt, ((s) zu definieren fiir jede komplexe Zahl s # 1,
vergleiche etwa [F11] . Die vielleicht berithmteste Vermutung der Mathe-
matik, die sogenannte Riemann’sche Vermutung besagt, daf} alle Nullstellen der
Riemann’schen (-Funktion, die nicht auf der reellen Achse liegen, Realteil 1/2
haben miissen. Ein Beweis dieser Vermutung hitte weitreichende Konsequenzen
fiir unser Verstidndnis der Verteilung der Primzahlen, wie der Beweis des Prim-
zahlsatzes [F'11] illustriert. Die Riemann’sche Vermutung ist iibrigends der
Kern des achten Hilbert’schen Problems.

Definition 3.1.13. Wir sagen, eine Reihe Z,;“;D ay, konvergiere absolut, wenn die
Reihe der Absolutbetrige ihrer Reihenglieder konvergiert, wenn also in Formeln

gilt > 77 Jak| < oo.

Beispiel 3.1.14. Die sogenannte alternierende harmonische Reihe

> 1 1 1 1
S DL S [ R
;( s 53 1"

konvergiert, aber nicht absolut. Daf} die Reihe nicht absolut konvergiert, hatten wir
schon in 3.1.11 gesehen. Um zu zeigen, dal unsere Reihe dennoch konvergiert,
beachten wir, daB fiir die Folge s,, der Partialsummen gilt

Sp <84 < S <...85 < 83 < 81

Folglich existiert S = sup{ss, s4,...}. Da aber gilt sop, < S < 5954 fuir alle
k erhalten wir |S — s,| < % und folglich lim,, .., s, = S. Wir werden in 5.4.1

n

sehen, da} genauer gilt 1 — % + % — % +...=log?2.
Satz 3.1.15. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Seiy ;- aj unsere absolut konvergente Reihe. Seien

n n
Sn:Zaka Sn:Z’ak’
k=0 k=0

60



die Partialsummen der Reihe selbst und der Reihe der Absolutbetrige. Nach An-
nahme konvergiert die Folge der 5, in R und ist also eine Cauchy-Folge. Da aber
gilt [, — 5| = | D01 @kl < D p i lak] = Sp — Sm Vn > m, ist dann
auch s,, eine Cauchy-Folge und konvergiert in R nach 2.6.10. [

Satz 3.1.16 (Umordnungssatz). Ist >, , a;, eine absolut konvergente Reihe und
u : N — N eine Bijektion, so ist auch )}, ) eine absolut konvergente Reihe
und es gilt

Z Qoy(k) = Z Qg
k=0 k=0

Beweis. Da ) |ay| konvergiert, finden wir sicher fiir jedes ¢ > 0 ein N mit
Y renat lax] < e Ist M so groB, daB gilt w({1,...,M}) D {1,...,N}, soer-
halten wir daraus fiir alle n > N die Abschitzung

n

M
Z Qoy(k) — Z Qg

k=0 k=0

<e¢

Diese Abschitzung gilt nach der Erhaltung 2.5.22 von Ungleichungen im Grenz-
wert und der Vertauschbarkeit 2.5.17 von stetigen Funktionen mit Grenzwerten
dann auch im Grenzwert n — oo und zeigt, da3 die Folge der Partialsummen der
umgeordneten Reihe konvergiert und denselben Grenzwert hat wie die Folge der
Partialsummen der urspriinglichen Reihe. Wenden wir diese Erkenntnis an auf die
Reihe der Absolutbetrige, so folgt auch die absolute Konvergenz der umgeordne-
ten Reihe. ]

Ergdnzung 3.1.17. Ist > a; eine konvergente Reihe reeller Zahlen, die nicht ab-
solut konvergiert, so gibt es fiir jedes z € R eine Umordnung v : N = N mit
Y reo@uky = . In der Tat divergieren in diesem Fall die Reihen ihrer positi-
ven und ihrer negativen Terme jeweils fiir sich genommen. Die Strategie ist nun,
erst nur positive Reihenglieder zu nehmen, bis man oberhalb von x ist, dann nur
negative, bis man wieder drunterrutscht, und immer so weiter.

Proposition 3.1.18 (Majorantenkriterium). Sei > a; eine Reihe. Gibt es fiir
unsere Reihe eine konvergente Majorante, als da heiflt eine konvergente Reihe
> by mit |ay| < by, fiir fast alle k, so konvergiert unsere Reihe . ay, absolut.

Beweis. Indem wir endlich viele Glieder abidndern, diirfen wir ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen, daB |a;| < by sogar fiir alle £ gilt. Die Reihe
> |ax| besteht nun aus nichtnegativen Gliedern und die Folge ihrer Partialsum-
men ist beschrinkt durch ) b. Aus der Konvergenz beschrinkter nichtnegativer
Reihen 3.1.10 folgt damit die Konvergenz der Reihe  |ag]. O
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Korollar 3.1.19 (Quotientenkriterium). Sei > ay eine Reihe mit nichtverschwin-
denden Gliedern. Gibt es 0 < 1 mit |ayy1/ax| < 0 fiir fast alle k, so konvergiert
die Reihe " ay, absolut.

3.1.20. Bei diesem Kriterium ist wesentlich, da3 ¢ nicht von & abhingt, die Un-
gleichungen |ax,1/ar| < 1 gelten ja auch fiir die divergente harmonische Reihe.
Es gibt jedoch auch Reihen wie k%, die absolut konvergieren, obwohl sie unser
Kriterium nicht dazu zwingt.

Beweis. Indem wir endlich viele Glieder abidndern, diirfen wir ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen, daB |ay 1 /ax| < 6 sogar fiir alle k gilt. Dar-
aus folgt induktiv |ay| < |ag|@* fiir alle k, mithin ist die nach 3.1.5 konvergente
geometrische Reihe > |ag|0* eine Majorante unserer Reihe und wir konnen das
Majorantenkriterium 3.1.18 anwenden. [

Korollar 3.1.21. Sei > ay eine Reihe mit nichtverschwindenden Gliedern. Gilt
limy o0 |ags1/ak| < 1, so konvergiert die Reihe ay, absolut.

Beweis. Klar nach dem Quotientenkriterium 3.1.19. O

Definition 3.1.22. Gegeben eine Familie von reellen Zahlen (a;);c; und s € R
schreiben wir
Yo

i€l
als Abkiirzung fiir die Aussage, dal} es fiir jede Umgebung U von s eine endliche
Teilmenge Iy C I gibt derart, daB fiir jedes endliche J mit Iy C J C I gilt

ZaZ-GU

e

Es ist klar, da hier s eindeutig bestimmt ist, wenn es existiert. Ist zusitzlich s
reell, so nennen wir unsere Familie von reellen Zahlen summierbar.

3.1.23. Mir gefillt die letzte Definition besonders gut, da darin von einer Reihen-
folge der Summanden erst gar nicht die Rede ist. In der folgenden Ubung diirfen
Sie zeigen, daB die in der vorhergehenden Definition erkldrte Summierbarkeit im
wesentlichen gleichbedeutend zu absoluter Konvergenz ist. Spiter, wenn wir auch
in Vektorraumen summieren, sind jedoch Summierbarkeit und absolute Konver-
genz nicht mehr gleichbedeutend, und dann erweist sich das Analogon 9.2.5 der
Summierbarkeit 3.1.22 als der niitzlichere Begriff.

62



Ubungen

Ubung 3.1.24. Genau dann LRt sich eine reelle Zahl durch einen periodischen
Dezimalbruch darstellen, wenn sie rational ist.

Ubung 3.1.25. Man zeige das Leibniz’sche Konvergenzkriterium: Ist a;, eine
monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die Reihe Y~ (—1)"a.

Ergiinzende Ubung 3.1.26. Ist > a; eine konvergente Reihe reeller Zahlen und
u : N = N eine Umordnung mit der Eigenschaft, daB |u(k) — k| beschrinkt ist,
so konvergiert auch die umgeordnete Reihe ) a, ) und zwar gegen denselben
Grenzwert.

Ubung 3.1.27. Man zeige, daB in einer summierbaren Familie von reellen Zahlen
nur fiir hochstens abzéhlbar viele Indizes ¢+ € [ das entsprechende a; von Null
verschieden sein kann. Hinweis: Sonst gébe es ein n > 1 derart, daB fiir unendlich
viele i gilte |a;| > 1/n. Man zeige dann weiter, eine Familie von reellen Zahlen
summierbar ist genau dann, wenn fiir eine und jede Abzdhlung ihrer von Null
verschiedenen Glieder die so entstehende Reihe absolut konvergiert, und daf3 dann
die Summe unserer Familie der Grenzwert der entsprechenden Reihe ist.

Erginzende Ubung 3.1.28. Gegeben eine summierbare Familie von reellen Zah-
len (a;);cs zeige man, daB auch fiir eine beliebige Teilmenge J C [ die Familie
(a;)ies summierbar ist, und daB fiir eine beliebige Zerlegung I = | |, (k) von
I in eine Vereinigung von paarweise disjunkten Teilmengen (k) gilt > .., a; =
> ker(Dicr(r) @:)- Weiter zeige man fiir jede aufsteigende Familie von Teilmen-
gen Iy C I; C ... mit Vereinigung [ die Formel ), ;a; = lim, o0 D ic; a4
Diese Aussagen werden sich im iibrigen als Speziallfille des Satzes von Fubini
[ ] und des Satzes iiber dominierte Konvergenz [ ] aus der
Theorie des Lebesgue-Integrals erweisen.

3.2 Wachstum und Zerfall

Definition 3.2.1. Fiir alle reellen Zahlen z € R setzen wir

0 2 3

xk T T
exp(z) ; ] +x+ 5 + 5 +

und erhalten so eine Abbildung exp : R — R, die Exponentialfunktion.

3.2.2. Die fragliche Reihe konvergiert fiir alle x € R nach dem Quotientenkrite-
rium oder genauer seinem Korollar 3.1.21, und sie konvergiert sogar au3erordent-
lich schnell. Von einem formalen Standpunkt aus betrachtet ist unsere Definition
also vollig unproblematisch und von einem rechentechnischen Standpunkt aus
betrachtet ist sie sogar ziemlich geschickt. Sie hat nur den Nachteil, daBl aus der
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Definition heraus weder klar wird, warum gerade diese Funktion den Namen Ex-
ponentialfunktion verdienen sollte, noch warum sie tiberhaupt von Bedeutung ist.
Ich erlédutere das in den gleich anschlieBenden Bemerkungen 3.2.6 und 3.2.5.

n

Proposition 3.2.3. Es gilt exp(z) = lim, o (1 +£)".

Beweis. Mit der binomischen Formel [GR] ergibt sich
T\" = (1 [T\ =2 nn—1)...(n—k+1)
E R AICES o
<+n kz:%(k) n kz:%k!n-n- N

Fiir beliebige M,n € N mitn > 1 gilt also
z\" k
exp(z) = (1+£)"| < Jexp(e) = Xt 3¢
M gk M 2k n(n—=1)...(n—k+1
+ )Zk:O Lo

9] zF n(n—1)...(n—k+1

Da die Exponentialreihe fiir vorgegebenes x absolut konvergiert, gibt es fiir jedes
e > 0ein M = M, derart, daB} fiir jedes n der erste und der letzte Term rechts
beschrénkt sind durch e. Fiir dies feste M geht der mittlere Term bei n — oo
gegen Null, es gibt also N = N, derart, daB3 er fiir dies feste M kleiner wird als €
falls n > N. Damit gilt }exp(m) — (1 + %)n’ < 3efallsn > N. O

3.2.4. Aus unserer Proposition folgt unmittelbar fiir alle £ € N>; die Formel
exp(kx) = (exp z)* vermittels der Rechnung

L n k kn nk
exp(kz) = lim (1—1—%) = lim <1+k_x> = lim <1+ %) = (expx)*

n—00 n—o0 n n—00

Mit der Notation e := exp(1) erhalten wir insbesondere exp(k) = ¢* und dann
auch e = exp(k/k) = (exp(1/k))* alias exp(1/k) = /e und zusammen fiir alle
p,q € N> die Formel exp(p/q) = (/e)?.

3.2.5 (Exponentialfunktion und Wachstum). Unsere Proposition 3.2.3 kann
man dahingehend interpretieren, daf exp(x) das Kapital ist, das in x Jahren aus ei-
nem Euro entsteht bei einer ,,kontinuierlichen Verzinsung mit einem Zinssatz von
100%°. Legen wir das Geld zum Beispiel fiir ein Jahr an, so haben wir bei jihrli-
cher Verzinsung am Ende des Jahres zwei Euro auf dem Konto. Bei monatlicher
Verzinsung ergeben sich mit Zinseszinsen schon (1 + %)12 Euro, und bei kontinu-
ierlicher Verzinsung e := exp(1) = 2,781 ... Euro. Man nennt e die Euler’sche
Zahl. In der Schule haben Sie moglicherweise e” statt exp(x) geschrieben, aber
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wir erlauben uns das erst ab 3.3.5, wo wir fiir beliebiges @ > 0 die Abbildung
Z — R, n — a" zu einer Abbildung R — R, b — ab fortsetzen und zwar nach
3.3.22 auf die einzig mogliche Weise, bei der die Funktion b ~ a” monoton ist
und die ,,Funktionalgleichung* a’*¢ = a’a® erfiillt.

3.2.6. In einem Ausdruck der Gestalt a® nennt man a die Basis und b den Ex-
ponenten, weil er eben exponiert oben an die Basis geschrieben wird. Daher
rithrt auch die Bezeichnung als ,,Exponentialfunktion®. Ich wiirde unsere Funk-
tion viel lieber ihrer Natur nach die ,,Funktion des natiirlichen Wachstums* oder
die ,,Wachstumsfunktion* nennen, aber die aus der Schreibweise abgeleitete Be-
zeichnung hat sich nun einmal durchgesetzt, mag sie auch aus historischen Zu-
fdllen entstanden sein: Hitte sich fiir die Bezeichnung des Quadrats einer Zahl a
statt der Notation a? die Notation a; eingebiirgert, so wiirde in Anbetracht dieses
Schemas der Begriffsbildung unsere Exponentialfunktion heute vielleicht ,,Pede-
stalfunktion heillen. . .

3.2.7 (Didaktische Gedanken zur Einfithrung der Exponentialfunktion). Eine
infinitesimale Formulierung der in 3.2.5 erldauterten Bedeutung der Exponential-
funktion gibt Korollar 4.5.8, in dem die Exponentialfunktion charakterisiert wird
als die eindeutig bestimmte differenzierbare Funktion von den reellen Zahlen in
sich selber, die mit ihrer eigenen Ableitung iibereinstimmt und bei Null den Wert
Eins annimmt. Gehen wir von dieser Charakterisierung aus, so fiihrt uns der For-
malismus der Taylorreihen 5.2.2 ganz natiirlich zu der Reihe, die wir in 3.2.1
haben vom Himmel fallen lassen. Ein anderer Zugang zur Exponentialfunktion
besteht darin, von der Funktion z — [;"(1/t)d¢ auszugehen, von der man un-
schwer zeigt, daf sie einen stetigen Gruppenisomorphismus R* = R liefert, und
dann die Exponentialfunktion als deren Umkehrfunktion zu erhalten. Das bedeu-
tet jedoch, dal man mit der Einfiihrung der Exponentialfunktion die Konstruktion
des Integrals abwarten muf}. Eigentlich will ich es ja nach Moglichkeit vermei-
den, Formeln vom Himmel fallen zu lassen. In diesem Fall schienen mir aber die
didaktischen Vorteile der dadurch ermdglichten frithzeitigen Einfithrung dieser
auBlerordentlich wichtigen Funktion zu iiberwiegen.

3.2.8. Die Exponentialfunktion wichst ungeheuer schnell. Eine gewisse Vorstel-
lung davon mag die Erkenntnis 8.3.3 geben, nach der der Graph der Funktion
(exp(x)+exp(—x))/2, in einem jeweils der speziellen Situation angepafiten Maf-
stab auf die Wand gemalt, genau die Gestalt einer zwischen zwei Négeln durch-
hingenden Kette hat. Ist die Kette zwanzigmal so lang ist wie der Abstand der
beiden Négel, so stellt sie unsere Funktion in etwa auf dem Intervall von —2.3
bis 2,3 dar. Ist die Kette zweihundertmal so lang wie der Abstand der beiden Néi-
gel, so erhalten wir unsere Funktion in etwa auf dem Intervall von —4,6 bis 4,6.
Und eine Zwei-Meter-Kette hingt zwischen zwei im Abstand von einem knappen
Zentimeter eingeschlagenen Négeln schon recht steil!
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x > e (9

A00 §

X > u/fu(x)

40

Der Graph der Exponentialfunktion in zwei Maf3stdben. Man erkennt unschwer,
daf ein konstantes Wirtschaftswachstum iiber ldngere Zeitrdume in einer
Katastrophe enden muB. In derselben Weise entwickelt sich im Ubrigen auch die
Geschwindigkeit einer Vorlesung unter der Annahme, daf die Stoffmenge, die in
einer Stunde vermittelt werden kann, proportional ist zur Menge des Stoffes, den
die Zuhorer bereits kennen. ..
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Satz 3.2.9 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Die Exponential-
Sfunktion ist ein Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe der reellen
Zahlen in die multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen reellen Zahlen.
In Formeln ausgedriickt gilt fiir alle x,y € R also exp(x) # 0 # exp(y) und

exp(z +y) = exp(z) exp(y)

3.2.10. Stellen wir uns exp(z) vor als das Vermogen, daB in x Jahren aus einem
Euro entsteht bei kontinuierlicher Verzinsung mit 100%, so erhalten wir offen-
sichtlich gleichviel, ob wir unser Vermdgen exp(z) nach = Jahren gleich wieder
fiir y Jahre anlegen, oder ob wir unseren Euro gleich von Anfang an = + y Jahre
arbeiten lassen. Das ist die Bedeutung der Funktionalgleichung. In 3.3.22 werden
Sie zeigen, dafl die Gruppenhomomorphismen ¢ : R — R* mit der Eigenschaft
r <y = ¢(x) < p(y) genau die Abbildungen p(z) = exp(az) sind mit a > 0.
In 3.3.1 werden wir zeigen, daf} die Exponentialfunktion sogar einen Isomorphis-
mus zwischen der additiven Gruppe der reellen Zahlen und der multiplikativen
Gruppe der positiven reellen Zahlen liefert.

Ergdnzung 3.2.11. Der gleich folgende Beweis der Funktionalgleichung gefillt
mir nicht besonders. Ein anderer aber in seiner Weise auch etwas verwickelter
Beweis wird in 3.2.19 vorgestellt. Ein mehr konzeptueller Zugang zur Exponen-
tialfunktion und ihrer Funktionalgleichung wird in 4.8.11 und 4.8.21 skizziert. Er
benotigt jedoch Hilfsmittel, die uns hier noch nicht zur Verfiigung stehen, und
er 1aBt auch nicht so einfach auf den Fall von komplexen Zahlen verallgemeinern,
der fiir uns bei der Diskussion von Sinus und Cosinus eine wesentliche Rolle spie-
len wird. Wir schicken dem eigentlichen Beweis einige allgemeine Betrachtungen
voraus.

Satz 3.2.12 (Produkt von Reihen). Sind > a; und ) 7" b; absolut konver-
gente Reihen, so konvergiert auch die Summe der Produkte a;b; fiir (i,7) € NxN
im Sinne von 3.1.22 und es gilt

2,0 (%) (5

(4,5)eENxN

Beweis. Es reicht zu zeigen, daB fiir irgendeine Bijektion w : N — N X N, k —
(u(k),v(k)) die Reihe Y77 ay(x)bo(r) absolut konvergiert und daf gilt

> tuwbu) = (Z “i) (Z bﬂ‘)
k=0 i=0 Jj=0

Natiirlich haben wir

i |@umyboey| < (i |ai|) (i |bj|>

k=0 =0 7=0
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falls gilt N > max(u(0),...,u(n)) und M > max(v(0),...,v(n)). Damit kon-
vergiert unsere Reihe Zau(k)bv(k) absolut. Nach dem Umordnungssatz 3.1.16
konnen wir also die Bijektion w : N — N x N nehmen, die wir wollen, um
den Grenzwert zu bestimmen. Jetzt wihlen wir unsere Bijektion w = (u,v) so,
daf sie Bijektionen

{0,...,n* =1} 3 {0,...,n -1} x {0,...,n — 1}

induziert, und erhalten Partialsummen
n?—1 n—1 n—1
> tumbuie) = (Z a,-) (Z bﬂ')
k=0 i=0 =0

Der Ubergang zum Grenzwert n — oo zeigt dann die Behauptung. 0

Variante zum Beweis von 3.2.12. Das Ende des Beweises hitte sehr viel besser
ausgesehen, wenn wir unsere Reihen mit dem Index £ = 1 beginnen lieBen, aber
so sieht der Anfang des Beweises natiirlicher aus. In Wirklichkeit zeigen wir eh
fiir beliebige im Sinne von 3.1.22 summierbare Familien reeller Zahlen (a;);c;
und (b;);jecs, daB auch die Familie aller Produkte (a;b;)(;  )crxs summierbar ist

und daB gilt <Z ai) (Z bj) = > aib

el jeJ (3,5)eIxJ

Beweis der Funktionalgleichung 3.2.9. Wir rechnen

exp(r +y) = Yplomle+y)t
ZZO:O % (Ziﬂ':k l]'i_al'xzyj)

= Ziio <Zi+j:k %%)

wo wir im zweiten Schritt die binomische Formel verwenden und der Index ¢ +
j = k an einer Summe bedeutet, da wir iiber alle Paare (i,7) € N x N mit
147 = k summieren. Andererseits erhalten wir mit unserem Satz tiber das Produkt
von Reihen bei einer geeigneten Wahl der Bijektion w : N = N x N und nach
Ubergang zu einer Teilfolge der Folge der Partialsummen auch

exp(z) exp(y) = (Z?Zo?—f) <Z§ioi’_>
= Zzio (Zz’ﬂ':k f_'lgj/_]'>

Da sicher gilt exp(0) = 1, folgt exp(x) exp(—x) = exp(x + (—z)) = 1 fiir alle
x € R und mithin exp(x) # 0 fir alle x € R. N
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Lemma 3.2.13. Die Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig.

Vorschau 3.2.14. Die Stetigkeit der Exponentialfunktion kdnnen wir spéter auch
aus dem allgemeinen Satz 5.1.4 folgern: Potenzreihen stellen auf ihrem Konver-
genzbereich immer stetige Funktionen dar.

Beweis. Wir wenden das e-9-Kriterium 2.2.11 an. Mit der Funktionalgleichung
finden wir

|exp(z) — exp(p)| = |exp(p)| - | exp(z — p) — exp(0)]

Nun beachten wir, daB fiir |y| < 1 gilt

wo wir im zweiten Schritt die Dreiecksungleichung sowie die Erhaltung von Un-
gleichungen im Grenzwert verwenden und die Nenner verkleinern. Aus |z — p| <
1 folgt also | exp(z) —exp(p)| < exp(p)|x — p| e und fiir gegebenes € > 0 kdnnen
wir mithin 0 = inf{1, ¢/(exp(p) )} nehmen. O

oo

<lyl- ) (Z’yl i < vlexp()

=1

|exp(y) — exp(0)| = |y| -

Ubungen

Ubung 3.2.15. Man folgere aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
3.2.9 die Formeln exp(—z) = exp(z)~!, exp(z) > 0 Vz € R, exp(n) = ",
exp(nz) = (expx)" Vn € Z sowie exp(z/2) = y/exp(z).

Erginzende Ubung 3.2.16. Der Ubersichtlichkeit halber kiirzen wir hier im Vor-
griff auf 3.3.5 schon exp(z) = e” ab. Man zeige, daB fiir alle i, N € N gilt

. nN 1\’ 1\t NieN
lim ) — 1—— = -
n—oo \ 1 n n 7!

Dieses Resultat ist in der Stochastik wichtig, wie ich im folgenden ausfiihren will.
Gegeben \ € R heiBt die Funktion i — ‘e~ /i! ganz allgemein die Poisson-
Verteilung mit Parameter \. Sie hat die folgende Bedeutung: Knetet man in einen
groBen Teig genau n/N Rosinen ein und teilt ihn dann in n Rosinenbrdotchen, so ist

(%)Z (1 — %)Nn " die Wahrscheinlichkeit, dall ¢+ vorgegebene Rosinen in einem

fest gewihlten Brotchen landen und die restlichen Rosinen in den anderen Brot-
chen. Mithin ist ("fv ) (%)Z (1 — —)Nn ! die Wabhrscheinlichkeit, daf in einem fest
gewdhlten Brotchen genau ¢ Rosinen landen. Ist unser Brotchen klein im Vergleich
zum ganzen Teig, so liegt diese Wahrscheinlichkeit also nahe bei Nie= /i! oder
allgemeiner bei A\‘ e /i! mit A der durchschnittlichen Zahl von Rosinen in dem
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Teigvolumen, das man fiir ein Brotchen braucht. Genau genommen stimmt das al-
lerdings nur fiir punktféormige Rosinen, denn sonst liefert die Grof3e des Brotchens
eine obere Schranke fiir die moglichen Anzahlen der darin verbackenen Rosinen.

Ergiinzende Ubung 3.2.17. Man berechne die Euler’sche Zahl e bis auf 5 sichere
Stellen hinter dem Komma.

Erginzende Ubung 3.2.18. Die Euler’sche Zahl e ist nicht rational. Man zeige
dies, indem man von ihrer Darstellung als Reihe ausgeht und durch geeignete
Abschitzungen nachweist, daf3 ¢le fiir ¢ € N mit ¢ > 2 nie eine ganze Zahl sein
kann.

Erginzende Ubung 3.2.19. In dieser Ubung sollen Sie einen anderen Zugang zur
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ausarbeiten, den ich in einer Arbeit
von Martin Kneser kennengelernt habe: Man zeige, indem man den Beweis von
3.2.3 verallgemeinert, daB fiir jede Folge reeller Zahlen x,, € R aus lim,, ,, z,, =
x folgt limy, o0 (1 + 22)" = exp(z). Mithilfe der Identitit

(1+3) (02) - (14 22t

folgere man dann die Funktionalgleichung.

3.3 Logarithmus und allgemeine Potenzen

Definition 3.3.1. Aus dem Zwischenwertsatz folgt exp(R) = (0, cc0), denn wir
haben offensichtlich lim,, ., exp(n) = oo und damit lim,,_, . exp(n) = 0 nach
2.3.13. Wir konnen also den natiirlichen Logarithmus oder kurz Logarithmus
einfiihren als die Umkehrfunktion

log : (0,00) = R

der Exponentialfunktion, log(exp(z)) = x, und erhalten aus Satz 2.3.23 die Ste-
tigkeit des Logarithmus. In der franzdsischen Literatur bezeichnet man diese Funk-
tion auch als logarithme népérien in Erinnerung an den schottischen Mathema-
tiker John Napier, der die ersten Logarithmentafeln aufstellte.

3.3.2. Die Exponentialfunktion liefert nach 3.2.9 und 3.3.1 einen Isomomorphis-
mus zwischen der additiven Gruppe der reellen Zahlen und der multiplikativen
Gruppe aller positiven reellen Zahlen. Daraus folgt sofort

log(zy) = log x + logy und log(e) = 1

Die erste Formel mag man die Funktionalgleichung des Logarithmus nennen.
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Die Graphen von Logarithmus und Exponentialfunktion gehen wie immer bei

Umkehrfunktionen durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen x = y auseinander
hervor.
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3.3.3 (Diskussion der Terminologie). Die Notation ,,Jog* ist leider nicht univer-
sell. Auf vielen Taschenrechnern und auch in &dlteren Biichern wird unsere Funk-
tion ,,log* notiert als ,,In* fiir ,,Jogarithmus naturalis* oder ,,Jogarithme Néperien*
und das Kiirzel ,,log* steht fiir den ,,Logarithmus zur Basis 10*, den wir in 3.3.8
einfithren und mit log,, bezeichnen werden. Der Logarithmus zur Basis 10 wird
in manchen Quellen auch der ,,Brigg’sche Logarithmus* genannt und mit ,,lg*
bezeichnet. Die Norm ISO 31-11 empfiehlt die Notationen ,,In“ und ,,lg*. Wir
verwenden jedoch log statt In, weil das in der reinen Mathematik so iiblich ist
und wir damit der Konvention folgen, spezielle Funktionen nach Moglichkeit mit
Kiirzeln aus drei Buchstaben zu notieren. ,,Logarithmus* ist das griechische Wort
fiir ,,Rechnung®, und fiir das Rechnen waren die Logarithmentafeln, in denen die
Werte des Logarithmus zur Basis Zehn aufgelistet wurden, auch aulerordentlich
praktisch: Mit ihrer Hilfe konnte man ndmlich Divisionen in Subtraktionen ver-
wandeln und Wurzelziehen in Divisionen, wie wir gleich nédher ausfiihren. Die
Entdeckung der Logarithmen und die ersten Logarithmentafeln von Napier be-
deuteten fiir die damalige Wissenschaft eine ungeheure Arbeitserleichterung und
wurden begeistert begriif3t.

Beispiel 3.3.4. Aus dem Quetschlemma 2.5.21 und der Darstellung von e” durch
die Exponentialreihe folgt lim, .., e* = oo. Aus 2.5.6 und 2.3.12 folgt dann
limy_, logy = oo. Das Quetschlemma mit der Darstellung von e duch die Ex-
ponentialreihe liefert auch lim, , . (z/e”) = 0 und durch Substitution = = logy
und 2.5.6 und 2.3.16 folgt dann lim,_, . (logy/y) = 0.

Definition 3.3.5 (Allgemeine Potenzen). Gegeben a, z € R mit a > ( setzen wir

a” = exp(zloga)

Im Fall z > 0 vereinbart man zusétzlich 0* = 0. Das fiihrt dazu, daf} fiir x > 0 die
Funktion a — a” sogar stetig ist auf [0, co). Es fiihrt allerdings auch dazu, daB die
Funktion z — 0% mit unserer Konvention 0° = 1 zwar auf [0, co) definiert aber
bei z = 0 nicht stetig ist. Damit miissen wir nun weiterleben.

3.3.6. Man priift ohne Schwierigkeiten die Formeln a° = 1, a! = a und a*"¥ =
a”a? und folgert insbesondere, da3 im Fall @ > O und n € Z oder @ > 0 und
n € Z>, das hier definierte a” libereinstimmt mit unserem a™ aus der Tabelle am
Ende von Abschnitt [GR] . Fiir beliebige a,b > 0 und z,y € R priift man
leicht die Rechenregeln a™ = (a®)?, (ab)* = a®b* und log(a®) = xloga. Ist
speziell @ = e die Euler’sche Zahl, so gilt loge = 1 und folglich exp(z) = e”.
Fiir beliebige a,b > 0, x,y € R.yund ¢ € N, ¢ > 1 priift man ebensoleicht die
Rechenregeln a™ = (a®)Y, (ab)® = a®b* und ¥a = a'/9.
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Dieses Bild stellt den unangenehm verzwickelten Bereich aller (z,a) € R? dar,
fiir die a” definiert ist: Bei z € N sind das jeweils alle a € R, bei ganzzahligem
x € Z.onur alle a € R*, bei reellem nichtganzen x > 0 alle a > 0, bei reellem
nichtganzen < 0 alle @ > 0. Unangenehm ist die Unstetigkeitsstelle am
Ursprung, auf der senkrechten Koordinatenachse ist ja nun unsere Funktion
konstant Eins und auf der positiven waagerechten Koordinatenachse konstant
Null. Diese Unstetigkeitsstelle ist aber auch die Einzige.
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Satz 3.3.7 (Gruppenwege in R*). Die stetigen Gruppenhomomorphismen R —
R* von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in die multiplikative Gruppe der
von Null verschiedenen reellen Zahlen sind genau die Abbildungen v — a” fiir
beliebiges aber festes a € R,.

Beweis. Ist G : R — R* ein stetiger Gruppenhomomorphismus, als da heif3t eine
stetige Abbildung mit G(x + y) = G(2)G(y) Vz,y € R, so bildet G nach [GR]

notwendig das neutrale Element auf das neutrale Element ab, in Formeln
G(0) = 1. Mit dem Zwischenwertsatz folgt G(z) > 0 Vax € R. Damit kon-
nen wir den Gruppenhomomorphismus F' = logoG : R — R bilden und aus
2.5.24 folgt sofort F(x) = zF (1), also G(x) = exp(F(z)) = exp(zF (1)) =
exp(zlog G(1)). O

Definition 3.3.8. Gegeben a > 0 nennt man die Umkehrabbildung der Abbildung
x +— a” auch den Logarithmus zur Basis a

log, : (0,00) — R

3.3.9. Der natiirliche Logarithmus ist also der Logarithmus mit der Euler’schen
Zahl e als Basis, in Formeln log = log,. Der Logarithmus zur Basis a 148t sich
durch den natiirlichen Logarithmus ausdriicken vermittels der Formel log, z =
%. Man kommt deshalb meist mit dem natiirlichen Logarithmus aus. Die No-
tation log, ist konform mit der Norm ISO 31-11, in der zusitzlich auch noch die

Abkiirzung log, = 1b fiir den binédren Logarithmus empfohlen wird.

Beispiel 3.3.10. Fiir alle a > 0 folgt aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion
und indem man fiir ein logisch vollstindiges Argument die folgende Gleichungs-
kette von hinten nach vorne liest

lim, s ¥a = lim, . exp (% log a)
= exp (limn_m %log a)
= exp(0)
=1
Beispiel 3.3.11. Aus dem Quetschlemma 2.5.21 und der Darstellung von e* durch
die Exponentialreihe folgt lim,_,, ¢ = co. Aus 2.5.6 und ?? folgt dann lim,_,, logy =
00. Das Quetschlemma mit der Darstellung von e” duch die Exponentialreihe lie-

fert auch lim, ,.(z/e*) = 0 und durch Substitution z = logy und 2.5.6 und
2.3.16 folgt dann lim,_, . (log y/y) = 0.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 3.3.12. Sei Y a;, eine Reihe. Man zeige das WurzelKriteri-
um: Gilt limy_, ¥/|ax| < 1, so konvergiert die Reihe ) a; absolut. Hinwesis:
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Analog zum Beweis des Quotientenkriteriums. Meiner Erfahrung nach ist dies
Kriterium in der Praxis selten von Nutzen, da es meist auf schwer zu bestimmen-
de Grenzwerte fiihrt.

Ubung 3.3.13. Man folgere aus der Funktionalgleichung 3.3.2 des Logarithmus
die Formeln log(1) = 0,log(z™!) = —log(x), log(z") = nlog(x) und log(¥/x) =
Llog(z).

q

Erginzende Ubung 3.3.14. Seien a < b aus R gegeben und sei f : [a,b] — R
stetig mit f(b) = 0. Man zeige, daB dann f eine kleinste Nullstelle in [a, b] hat.

Ubung 3.3.15. Jede Polynomfunktion x + a,z" + ... + ao mit a,, # 0 und n
ungerade besitzt mindestens eine reelle Nullstelle. Ist a,, > 0 und ag > 0, so
besitzt sie sogar mindestens eine negative Nullstelle.

Ubung 3.3.16. Man zeige fiir a > 0 die Identitéit lim,, o, n(1 — {/a) = loga.

Ubung 3.3.17. Man zeige lim,_,.,(z%/b%) = 0 fiir alle a € Rund b > 1. Man
zeige lim, o (logz/x¢) = 0 fiir alle ¢ > 0. Man zeige lim,,_,o, {/n = 1. Man
zeige

./ (5n)! 5

S5 0 =0

Beispiel 3.3.18. Bei einem radiokativen Material wird nach einem Tag nur noch
90% der Strahlungsaktivitit gemessen. Wie lange dauert es, bis die Aktivitit auf
die Hilfte abgeklungen ist? Nun, halten wir einen Referenzzeitpunkt beliebig fest,
so wird die Aktivitit nach Vergehen einer Zeitspanne 7 gemiB Uberlegungen wie
in 3.2.5 gegeben durch eine Formel der Gestalt M e“" mit unbekannten A/ und
c. Wir kiirzen die Zeiteinheit ,,Stunde* ab mit dem Buchstaben h fiir lateinisch
,,hora“. Formal ist h eine Basis des in [GR] angedachten eindimensiona-
len reellen Vektorraums ,,aller Zeitspannen®, und formal ist auch M ein Element
eines gedachten eindimensionalen reellen Vektorraums ,,aller Strahlungsaktiviti-
ten* und c liegt im Raum der Linearformen auf dem Raum aller Zeitspannen, in
dem wir mit h™' dasjenige Element bezeichnen werden, das auf h den Wert Eins
annimmt. So formal will ich hier aber eigentlich gar nicht werden und schreibe
das Auswerten solch einer Linearform auf einer Zeitspanne schlicht als Produkt.
Fiir 7 = 24 h wissen wir nun nach unserer Messung M e®24h = %M und damit
¢ = ((log9/10)/24) h™'. Bezeichnet ¢ die Zeitspanne, nach der die Aktivitit auf
die Hilfte abgeklungen ist, so haben wir also M e* = M /2 alias ¢t = —log 2 und
damit
log2  —log(2)-24
¢ log(9/10)

Ergiinzende Ubung 3.3.19. Das eingestrichene A liegt bei 440 Herz. Bei wie-
viel Herz etwa liegt das eingestrichene F? Hinweis: Die Losung dieser Aufgabe
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benotigt zusitzlich zu mathematischen Kenntnissen auch physikalische und mu-
sikalische Vorkenntnisse.

Ergdnzung 3.3.20. Versteht man eine positive reelle Zahl als das Verhiltnis zweier
gleichartiger GroBen, so sagt man fiir den Zehnerlogarithmus besagter Zahl auch,
er ,,driicke das Verhiltnis in Bel aus*. Diese Sprechweise ehrt Alexander Graham
Bell, der das Telephon einfiihrte. So konnte man etwa sagen, das Verhiltnis von
Gramm zu Kilo betrage 3 Bel, statt von einem Verhiltnis von Eins zu Tausend
alias 1 zu 10® zu reden. Das Verhiltnis von Kilo zu Tonne betriigt natiirlich auch
3 Bel, und das Verhiltnis von Gramm zu Tonne folglich 6 Bel. Haufig redet man
auch von Dezibel alias ,,zehntel Bel*“. Das ist jedoch ,,multiplikativ* zu verstehen,
ein Verhéltnis von 1 Dezibel meint also ein Verhéltnis von Eins zu W ~ 1,20.

Ergdnzung 3.3.21. Physikalisch beschreibt man eine Lautstirke durch die Leis-
tung, die sie etwa an einer Membran verrichtet. Gibt man eine Lautstédrke in De-
zibel an, so ist allerdings das Verhéltnis des Quadrats dieser Leistung zum Qua-
drat der Leistung einer Standardlautstirke gemeint. Diese Standardlautstirke ist
so vereinbart, daf} sie etwa bei der Horschwelle eines menschliches Ohrs liegt.
Eine Lautstirke von Null Dezibel bedeutet also, dal ein gesunder Mensch das
Geridusch so gerade noch horen kann, und jede Erhohung einer Lautstirke um
zwanzig Dezibel bedeutet, dal das Ohr zehnmal soviel Leistung aufnehmen wird.
Bei einer Erhohung um zehn Dezibel wird das Ohr also V10 = 3 mal soviel
Leistung aufnehmen.

Ergiinzende Ubung 3.3.22. Die monotonen Gruppenhomomorphismen R — R*
von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in die multiplikative Gruppe der von
Null verschiedenen reellen Zahlen sind genau die stetigen Gruppenhomomorphis-
men, also genau die Abbildungen x — a” fiir festes a € R..

Ergiinzende Ubung 3.3.23. Man finde alle stetigen Funktionen G : R* — R mit
G(zy) = G(x)+ G(y) Vz,y € R*, also alle stetigen Gruppenhomomorphismen
von der multiplikativen Gruppe der von Null verschiedenen reellen Zahlen in die
additive Gruppe aller reellen Zahlen.

Ergiinzende Ubung 3.3.24. Man zeige, daB die Aussage der vorhergehenden Sitze
2.5.24 und 3.3.7 sogar folgt, wenn wir von unseren Gruppenhomomorphismen nur
die Stetigkeit bei Null fordern.

Erginzende Ubung 3.3.25. Sei L C R eine Untergruppe der additiven Gruppe der
reellen Zahlen ohne Hiaufungspunkte. So gibt es o € R mit L = Zav.

Ubung 3.3.26 (Folgenkriterium fiir Grenzwerte von Funktionen). Sei D C R
eine Teilmenge, p € D ein Hiufungspunkt und f : D\p — R eine Funktion. So
giltlim,_,, f(z) = b genau dann, wenn fiir jede Folge z,, in D\p mit x,, — p gilt
f(z,) —b.
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Ubung 3.3.27 (Cauchy-Kriterium fiir Grenzwerte von Funktionen). Sei D C
R eine Teilmenge, p € D ein Haufungspunkt und f : D\p — R eine reell-
wertige Funktion. Genau dann existiert der Grenzwert lim,_,, f(x) und ist eine
reelle Zahl, wenn es fiir alle ¢ > 0 eine Umgebung U = U, von p gibt mit
(a.b € UND\p) = |f(a) - f(b)| <.

3.4 Trigonometrische Funktionen

3.4.1. Ich erinnere an den Korper C = {x + iy | z,y € R} der komplexen Zahlen
aus [ ] oder [GR] . Ich erinnere an die komplexe Konjugation, den
durch z = x + iy — z = x — iy gegebenen Korperautomorphismus von C, und
an die Norm |z| = \/zzZ = /22 + 42. Ich erinnere an Realteil Re(z + iy) = «
und Imaginirteil Im(z + iy) = y. Ich erinnere schlieflich an die Kreisgruppe
St := {z +iy | * + y* = 1} aller komplexen Zahlen der Norm Eins aus [ ]

Definition 3.4.2. Fiir jede komplexe Zahl 2z € C erkldren wir eine weitere kom-
plexe Zahl exp z € C durch die Vorschrift

o 1 k
exp z = EZ

k=0

Diese Reihe konvergiert fiir alle z € C absolut in Real- und Imaginirteil, et-
wa aufgrund der Abschitzungen | Re 2*|,| Im 2*| < |2*| = |2|* zusammen mit
dem Majorantenkriterium, wenn man die reelle Exponentialreihe als Majorante
verwendet. Wir erhalten folglich eine Abbildung exp : C — C, die komplexe
Exponentialfunktion.

3.4.3 (Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion). Man priift genau
wie in 3.2.9 im Reellen auch im Komplexen die Funktionalgleichung

exp(z + w) = (exp z)(exp w)

In der Sprache der Algebra ausgedriickt ist die Exponentialabbildung also ein
Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe der komplexen Zahlen in die
multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen komplexen Zahlen und man er-
hilt insbesondere exp(—z) = (exp z)~!. Aus der Vertauschbarkeit der komplexen
Konjugation mit Summe und Produkt folgern wir auch noch

exp(z) =expz VzeC
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Auch fiir komplexes 2z zeigt man wie in 3.2.3 die Formel

exp(z) = lim (1 + E>n
n—o0 n
Das obige Bild stellt unter anderem den vierten Term dieser Folge im Fall z =i
dar. Ich finde, man kann recht gut erkennen, wie diese Folge bei wachsendem n
gegen den Punkt auf der Kreislinie konvergiert, fiir den das Segment der
Kreislinie, das von ihm zur reellen Achse herunterlduft, die Linge Eins hat.
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Fiir den Betrag von exp z erhalten wir dann

lexpz]” = expzexpz
expz expz
exp(z + Z)
= exp(2Rez)

Folglich gilt | exp z| = exp(Re z) und speziell | exp(it)| = 1 fiir alle t € R.

3.4.4. Gegeben eine Abbildung f : R — C vereinbaren wir ad hoc, dal f stetig
heiBBen soll, wenn Re f und Im f stetig sind. Das wird sich im weiteren Verlauf
dieser Vorlesung als ein Spezialfall der allgemeinen Definition 6.2.1 der ,,Stetig-
keit von Abbildungen metrischer Rdume* erweisen.

Satz 3.4.5 (Gruppenwege in der Kreisgruppe). Die stetigen Gruppenhomomor-
phismen R — S von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in die Kreisgruppe
sind genau die Abbildungen der Gestalt t — exp(ait) mit a € R.

Beweis. Aus 3.4.3 folgt unmittelbar, daB «y : ¢ — exp(it) ein Gruppenhomomor-
phismus mit Bild in der Kreisgruppe S* ist. Aus der Abschitzung

| exp(it) — exp(is)| = [exp(i(t — s)) = 1| < exp(ls —1]) =1

folgt, dal v stetigen Real- und Imaginirteil hat. Unser Gruppenhomomorphismus
ist auch nicht konstant, aus der Reihenentwicklung folgt etwa die Abschitzung
Re(exp(i)) < 1. Aufgrund der Stetigkeit des Realteils gibt es folglich ¢ > 0
mit Rev(c) < 1und [t| < ¢ = Rev(t) > 0. Ist 8 : R — S! ein weiterer
Gruppenhomomorphismus mit stetigem Realteil, so gibt es auch b > 0 mit ||
b = Ref(t) > Re~(c). Es folgt, daB wir g € [—c, ]| finden mit Re 3(b)
Re(g). Indem wir notfalls g durch —g ersetzen, diirfen wir zusitzlich Im 5(b) =
Im v(g) und damit

I IA

pb) =~(9)
annehmen. Daraus aber folgt ¢(b/2) = v(g/2), denn beide Seiten sind die ein-
deutig bestimmte Quadratwurzel aus 3(b) = ~y(g) mit positivem Realteil. Induktiv
folgt erst 5(b/2") = v(g/2") fur alle n € N und dann 5(mb/2") = ~v(mg/2") fir
alle m € Z und dann aufgrund der Stetigkeit 3(tb) = ~(tg) fir alle t € R. O

Satz 3.4.6 (Bezug der komplexen Exponentialfunktion zur Kreiszahl). Die
Abbildung v : t — exp(it) ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus R — S!
mit Kern ker v = 277 fiir unsere Kreiszahl  aus 2.4.1.

Vorschau 3.4.77. Wir iiberlegen uns in 3.4.19, da3 der Gruppenhomomorphismus
C — C gegeben durch dieselbe Formel z — exp(iz) denselben Kern hat, so daf3
sich der Kern der komplexen Exponentialfunktion zu ker(exp) = 27iZ ergibt.
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Beweis. Beim Beweis von 3.4.5 haben wir bereits gesehen, dall es a < 1 gibt
derart, daf} alle Elemente der Kreislinie mit Realteil > a im Bild liegen miissen.
Nach [ ] sind aber alle Elemente von S Potenzen derartiger Elemente.
Folglich ist y eine Surjektion. Setzen wir nun 7 := inf{t > 0 | y(t) = —1},
so gilt offensichtlich v(7) = ~(—7) = —1, aber v nimmt auf dem offenen
Intervall (—7,7) den Wert (—1) nicht an. So folgt kery N (0,27) = () und
277, C ker~y. Hitten wir in ker v noch Elemente auflerhalb von 277, so mii3ten
wir darin auch Elemente aus (0, 27) finden und erhielten einen Widerspruch. So
folgt ker v = 277Z und es bleibt nur noch zu zeigen, da} 7 mit unserer Kreiszahl
7 aus 2.4.1 iibereinstimmt. Dieser Teil des Beweises wird sich als ein Spezialfall
unserer Sitze iiber die sogenannte ,,.Bogenlinge* erweisen, aber hier argumen-
tieren wir noch ,,zu FuB*. Sicher gilt 4(0) = 1 und v induziert eine Bijektion
v : (=7, 7] = S'. Der Imaginirteil von ~y hat auf diesem Intervall also nur die
beiden Nullstellen 0 und 7. Man iiberzeugt sich anhand der Reihenentwicklung,
daB gilt Im(vy(¢)) > 0 fiir 0 < t < 1. Also induziert y eine Bijektion

v:[0,%] = {z € S* | Im(z) > 0}

und Re v muB auf diesem Intervall streng monoton fallen. Diese Erkenntnis liefert
fiir unsere Kreiszahl 7 aus 2.4.1 die alternative Beschreibung

T = sup {Z 1v(t:) — v (tiz1)|

Nun erhalten wir fiir [¢| < 1 leicht die Abschitzung

0§t0<t1<...<tn§fr}

Iv(t) — 1> =2 —2Reqy(t) = t* — 2t*/41 + 2t°/6! — ... <2

und so |y(t) — 1] < |t| und dann auch |y(¢) — v(s)| < |t — s| erst fur [t — 5| < 1,
dann aber unter Verwendung der Dreiecksungleichung sogar fiir alle £, s € R. Das
zeigt schon mal m < 7. Andererseits zeigt die Reihenentwicklung auch die untere
Abschitzung |y(t) — 1| > ¢t — ¢*, erst fiir ¢t € [0,1] wegen 1 = 3 0, 1/2v"1 >
>, 1/v!, dann aber aus offensichtlichen Griinden sogar fiir alle ¢. Verwenden
wir fiir n > 7 die dquidistante Unterteilung mit 0 = ¢, und ¢,, = 7, so gilt mithin

™2 Z (t) = y(tica)| = 7 — n(7/n)*

Im Grenzwert n — oo folgt die umgekehrte Abschédtzung m > 7. O

Vorschau 3.4.8. Die zweite Hilfte dieses Beweises wird sich als ein Spezialfall
unserer Sitze iiber die sogenannte ,,Bogenldnge* erweisen. Unsere Definition der
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Kreiszahl 7 aus 2.4.1 konnen wir in dieser Terminologie auffassen als die Lén-
ge m = L(y) des Weges v : [-1,1] — R% = — (z,v/1 — 22). Die Abbildung
B : 10,7 — C,t— r(exp(it)) mit s : C = R? der kanonischen Identifikation
erweist sich als eine monotone Umparametrisierung dieses Weges und hat nach
8.1.5 dieselbe Linge L(/3) = L(v), die schlieBlich nach 8.3.2 wegen der konstan-
ten absoluten Geschwindigkeit ||5'(¢)|| = 1 des Weges /3 berechnet werden kann
als

L®) - [ "B = / Tat=7

Definition 3.4.9. Wir nennen den Real- und Imaginirteil der Abbildung ¢ +—
exp(it) den Cosinus und den Sinus und notieren sie cos,sin : R — R. In For-
meln sind die Funktionen Sinus und Cosinus also definiert durch die sogenannte
Euler’sche Gleichung

exp(it) = cost + isint

3.4.10. Die Bezeichnung Trigonometrie bedeutet ,,Dreiecksmessung*. Die Wur-
zel ,,gon* taucht auch im deutschen Wort ,,Knie* auf und bedeutet im Griechi-
schen sowohl ,,Knie* als auch im iibertragenen Sinne ,,Winkel*. Ich schlage vor,
zu unterscheiden zwischen dem geometrischen Cosinus, den ich in [ ]

einfiihre als eine Abbildung
cosg : W — R

von einer abstrakt konstruierten ,,Winkelgruppe® in die reellen Zahlen und der
durch die Regel ,,Ankatethe durch Hypothenuse* beschrieben wird, und dem hier
erkliarten analytischen Cosinus cos : R — R, der sich daraus ergibt durch das
Vorschalten der Verkniipfung R — S' = W unseres Gruppenweges t — exp(it)
mit einem natiirlichen Isomorphismus von der Kreisgruppe zur Winkelgruppe.
Analog mag man fiir die anderen Winkelfunktionen vorgehen.

3.4.11 (Bezug zum BogenmaB). Dieselbe Argumentation wie beim vorhergehen-
den Beweis zeigt fiir alle ¢ > 0 die Formel

t = sup {Z |y (t:i) — v(tiz1)|

Anschaulich bedeutet mithin ¢ die Linge des Kreisbogens von 1 bis «(¢). Auf
Taschenrechnern mufl man, um die hier definierten Funktionen sin und cos zu er-
halten, meist noch spezifizieren, daBl die Eingabe im BogenmaB, auf englisch ,,Ra-
dians* oder abgekiirzt ,,rad®, zu verstehen sein soll. Auf lateinisch bedeutet Sinus
iibrigends ,,Bodenwelle* und ,,Busen®, wortverwandet ist franzosisch ,,le sein®.

0§t0<t1<...<tn§t}

3.4.12 (Eigenschaften von Sinus und Cosinus). Aus der Definition von Sinus
und Cosinus folgen unmittelbar eine ganze Reihe von Eigenschaften.
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Sinus und Cosinus am Einheitskreis

Die Graphen vom Sinus als durchgezogene Linie und vom Cosinus als
gestrichelte Linie.
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1. Aus der Definition 3.4.9 kennen wir die Identitit sin® 4 cos?> = 1. Diese
Formel wird oft nach Pythagoras benannt. Hier haben wir (sint)? = sin®¢
und (cost)? = cos? t abgekiirzt. Diese Abkiirzungen sind auch iiblich fiir al-
le anderen trigonometrischen beziehungsweise hyperbolischen trigonome-
trischen Funktionen, denn das spart Klammern und die alternativ méglichen
Bedeutungen sin® ¢ = sin(sin t) und dergleichen kommen nie vor.

2. Die Symmetrie-Eigenschaften sin(—t) = —sint¢ und cos(—t) = cost
folgen aus exp(z) = exp z.

3. Fir alle a, b € R folgen die Additionsformeln

cos(a+b) = cosacosb — sinasinb
sin(a+b) = cosasinb + sinacosb

aus der Funktionalgleichung exp(i(a + b)) = exp(ia) exp(ib).

4. Die Periodizititen sin(¢) = sin(¢ + 27) und cos(t) = cos(t + 2m) folgen
unmittelbar aus der Beschreibung des Kerns der komplexen Exponential-
funktion 3.4.6.

~

5. Dal} der Cosinus eine streng monoton fallende Bijektion cos : [0, 7] =
[—1, 1] ist, wissen wir bereits aus dem Beweis von 3.4.6. Die Formel des
Pythagoras zeigt dann, dal 7 die kleinste positive Nullstelle von sin ist.
Zusammen mit sin(0) = 0 und der Periodizitit folgt, daB die Nullstellen
des Sinus genau die ganzzahligen Vielfachen von 7 sind.

6. Mit den Additionsformeln folgt sin(t + 7) = —sint und cos(t + ) =
—cost und damit cos(w/2) = 0 und cost = sin(t + 7/2) und sint =
— cos(t + m/2). Die Nullstellen des Cosinus sind folglich genau die Ele-
mente von 277 + 7 /2.

7. Unsere Funktionen cos und sin werden per definitionem dargestellt durch
die absolut konvergenten Reihen

00 2k 2 4
cost = Zk:o(_l)kﬁ = 1-5+5—...
. 00 2k+1 3 5

sint = Zk:O(_]‘)k—(élﬁ_l)! = t-5+5—...

3.4.13. Wir wissen bereits aus dem Beweis von 3.4.6, dal der Cosinus eine stetige
streng monoton fallende Bijektion cos : [0, 7] = [—1, 1] ist. Deren Umkehrabbil-
dung ist nach 2.3.23 auch stetig. Sie heilit der Arcuscosinus und wird notiert als

arccos : [—1,1] = [0, 7]
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3.4.14. Der Sinus wichst wegen 3.4.13 und der zuvor gezeigten Identitit sint =
— cos(t 4+ 7/2) streng monoton auf [—7 /2, /2] und definiert folglich eine Bijek-
tion sin : [-7/2,7/2] = [—1,1]. Deren Umkehrabbildung ist nach 2.3.23 auch
stetig. Sie heiBit der Arcussinus und wird notiert als

arcsin : [—1,1] & [—7/2,7/2]

3.4.15. Die Bezeichnungen ,,arcussinus‘ und ,,arcuscosinus* kommen von latei-
nisch ,,arcus® fiir ,,Bogen®. In der Tat bedeutet arcsin b fir b € [0, 1] die Léinge
des Kreisbogens, der vom Punkt (1, 0) bis zum Punkt (v/1 — b2, b) der Hohe b auf
dem Einheitskreis reicht, wie der Leser zur Ubung nachrechnen mag.

Definition 3.4.16. Fiir alle z € R mit cos x # 0 definieren wir den Tangens von
x durch ]
sin x
tanx 1=

COsS T

3.4.17. Anschaulich bedeutet tan(x) fiir z € (0, 7/2) die Hohe, in der der Strahl
durch den Nullpunkt und den Punkt des Einheitskreises, der mit dem Punkt (1, 0)
ein Kreissegment der Linge x begrenzt, die Tangente an unseren Einheitskreis im
Punkt (1, 0) trifft. Man benutzt auch den Cotangens

COS X

cot(x) 1= o

und eher selten den Secans sec(x) := 1/cos(x) und Cosecans cosec(z) :=
1/sin(x).

3.4.18. Der Tangens wichst streng monoton auf dem Intervall (—7 /2, 7/2). We-
gen tan(—t) = — tan(t) reicht es, das auf [0, 7/2) zu priifen, und dort sind Sinus
und Cosinus nichtnegativ und der Sinus wichst streng monoton, wohingegen der
Cosinus streng monoton fillt. Da der Tangens an den Grenzen sogar gegen 00
strebt, liefert der Tangens eine Bijektion tan : (—m/2,7/2) — R. Die Umkehr-
funktion hei3t der Arcustangens

arctan : R — (—7/2,7/2)

3.4.19 (Kern und Bild der komplexen Exponentialfunktion). Nach 3.4.6 indu-
ziert die Exponentialfunktion eine Surjektion der imaginédren Geraden iR auf den
Einheitskreis S = {z € C | |z| = 1}. DaB die Exponentialfunktion eine Bijek-
tion R = R, induziert, wissen wir bereits aus 3.3.1. Da nun jede von Null ver-
schiedene komplexe Zahl w sich schreiben 148t als Produkt w = (w/|w|)|w| mit
w/|w| auf dem Einheitskreis und |w| positiv, ist die Exponentialfunktion nach der
Funktionalgleichung sogar ein surjektiver Gruppenhomomorphismus exp : C —»
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Die Bilder ausgewihlter Teile der komplexen Zahlenebene unter der komple-
xen Exponentialfunktion. Die Vertikalen werden zu Kreislinien aufgewickelt,
die Horizontalen in vom Nullpunkt ausgehende Strahlen transformiert. Anschau-
lich mag man sich die komplexe Exponentialfunktion denken als Abbildung,
bei der die komplexe Zahlenebene zunichst in horizontaler Richtung verzerrt
und ganz auf die Halbebene mit positivem Realteil heriibergeschoben wird mit
x + iy — exp(x) + iy, gefolgt von einer Aufwicklung dieser Halbebene zu einer
Wendeltreppe a + iy — (acosy,asiny,y) in den Raum gefolgt von einer senk-
rechten Projektion dieser Wendeltreppe auf die Ebene alias dem Weglassen der
letzten Koordinate.
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C*. Der Kern dieses Gruppenhomomorphismus, als da heifit das Urbild des neu-
tralen Elements 1 € C* besteht aufgrund unserer Gleichung | exp z| = exp(Re 2)
genau aus allen ganzzahligen Vielfachen von 27i, in Formeln

ker(exp) = 2wiZ

3.4.20. Wir bestimmen mit dieser Erkenntnis die n-ten Einheitswurzeln, als da
heift die komplexen Losungen der Gleichung 2™ = 1. Nach 3.4.19 hat jede Lo-
sung die Gestalt z = e’ fiir geeignetes b € C und so ein z 16st unsere Gleichung
genau dann, wenn gilt 2" = e"® = 1 alias nb € 27 i Z. Wir erhalten so die Lésun-
gen exp(2riv/n) fir v = 0,1,...,n — 1 und erkennen auch, dal} sie paarweise
verschieden sind und es keine anderen Losungen geben kann. In der komplexen
Zahlenebene kann man sich die n-ten Einheitswurzeln veranschaulichen als die
Ecken desjenigen in den Einheitskreis einbeschriebenen regelmifiigen n-Ecks,
das als eine Ecke die 1 hat.

Ergdnzung 3.4.21. Der Satz von Hermite-Lindemann besagt, daf} fiir eine von
Null verschiedene im Sinne von 2.4.2 algebraische komplexe Zahl o der Wert der
Exponentialfunktion exp(«) stets transzendent ist. Daraus folgt sowohl, daf} die
Euler’sche Zahl e = exp(1) transzendent ist, als auch, dal 271 und damit natiir-
lich auch 7 transzendent sind, da ndmlich exp(27i) = 1 nicht transzendent ist.
In etwas allgemeinerer Form sagt der Satz, dall gegeben komplexe algebraische
Zahlen oy, . . ., v, die linear unabhingig sind iiber Q, die Werte der Exponential-
funktion exp(a;), .. ., exp(a,,) algebraisch unabhingig sind iiber Q im Sinne von
[ ] . Mehr dazu findet man etwa in [ ]. Schanuels Vermutung, wie
das zu verallgemeinern sein sollte, findet man in [ ]

3.4.22. Fiir eine reelle Zahl ¢ > 0 und z € C definieren wir wieder
a® 1= exp(zloga)

und schreiben insbesondere auch exp z = e” fiir z € C. Mit dieser Notation liest
sich die Euler’sche Formel dann als

e = cost +isint
Insbesondere erfiillen unsere Hauptdarsteller die bemerkenswerte Identitét
e =1
Aus exp(—it) = m folgern wir umgekehrt fiir alle ¢ € R die Formeln

oit 4 ot oit _ o—it
cost= ——— und sint= ——
2 21

Diese Formeln verwenden wir, um den Sinus und Cosinus zu Funktionen C — C
auszudehnen.
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Ubungen

Ubung 3.4.23. Sei n € N. Fiir jede komplexe Zahl a # 0 besitzt die Gleichung
2™ = a genau n Losungen z € C.

Ubung 3.4.24. Man zeige: Jeder Gruppenhomomorphismus R — C* mit stetigem
Real- und Imaginirteil hat die Gestalt ¢t — exp(at) fiir genau eine komplexe Zahl
a € C. Hinweis: Man wiederhole den Beweis von 3.4.5 und beachte 3.4.19.

Erginzende Ubung 3.4.25 (Nichtexistenz globaler komplexer Wurzeln). Man
zeige, daB} es nicht moglich ist, in stetiger Weise zu jeder komplexen Zahl ei-
ne Wurzel zu wihlen, daf3 es also keine stetige Abbildung w : C — C gibt mit
w(z)? = 2z Vz € C. Hinweis: Man priife, daB die Funktion w(exp(z)) exp(—2/2)
einerseits konstant sein miillte, aber andererseits nicht denselben Wert bei 0 und
2mi annehmen wiirde. Die anschauliche Bedeutung der Aussage mag aus der gra-
phischen Darstellung der Abbildung 2 +— 22 in [ ] klar werden. Im Rah-
men der Uberlagerungstheorie wird das der Einzeiler [TF] 22.

Erginzende Ubung 3.4.26 (Der goldene Schnitt im regelmiiBigen Fiinfeck). In
einem regelméBigen Fiinfeck stehen die Langen der Diagonalen zu den Léangen
der Seiten im Verhéltnis des goldenen Schnitts. Man priife diese elementargeome-
trisch leicht einzusehende Behauptung durch algebraische Rechnung. Hinweis:
Der goldene Schnitt ist die positive Losung der Gleichung a/1 = (1 + a)/a alias
a’ —a — 1 = 0, seine geometrische Bedeutung wurde in [GR] erklirt. Es
gilt zu zeigen, daB fiir { = €*™/® der Ausdruck a = |1 — ¢?|/|1 — ¢| = |1+ (| die
fragliche Gleichung 16st. Man verwende (* = (.

Ergiinzende Ubung 3.4.27. In einem regelmiBigen Siebeneck sei a der Abstand
von einer Ecke zur nichsten Ecke, b der Abstand zur iiberndchsten Ecke, und ¢
der Abstand zur iiberiibernichsten Ecke. Man zeige

In Formeln zeige man fiir { = e>™/7 die Identitit [1—¢| ™' = [1—¢?|71 4|13~

Ubung 3.4.28. Verlegen! Fiir alle A\ € C hat die Abbildung R — C, t - e
die Ableitung ¢ — X\ eM. Spiter kann das auch mit 6.9.11 und 6.9.17 sehr schnell
erledigt werden.

Ergiinzende Ubung 3.4.29. Verlegen! Die Nullstellen des komplexen Sinus liegen
alle auf der reellen Achse.

Ergiinzende Ubung 3.4.30. Man leite einige Formeln der nachstehenden Tabelle
her.
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Die Uberlagerung zweier Sinuswellen mit nahe beieinanderliegender Periode.
Rechnerisch finden wir etwa die Identitit

eiwlt + eiUJQt — ei(w1-w2)t/2(ei(w1+w2)t/2 + e~ i(W1+UJ2)t/2)
und durch Betrachtung der Imaginérteile beider Seiten
sin(wqt) + sin(wat) = 2sin((w; — we)t/2) cos((wy + wq)t/2)

Liegen hier w; und w, nah beieinander, so ergibt sich fiir diesen Ausdruck als
Funktion von ¢ das obige Bild, in dem sich anschaulich gesprochen immer
abwechselnd beide Sinuswellen einmal gegenseitig ausloschen und dann wieder
addieren. Man kann das auch mit eigenen Ohren erfahren, wenn man sich von
zwel Kommilitonen zwei nahe beieinanderliegende Tone vorsingen 1d6t: Es ist
dann so eine Art Wummern zu horen, das eben mit der Frequenz w; — w»
geschieht.
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sin CcoS
T 0 —1

/2 1 0
/3 V'3/2 1/2
/4 1/v/2 1/v2
7/5 | VB —VB/2v2 | (VB+1)/4
/6 1/2 V3/2

/7 ? ?

/8 1-V2 \/ 3+ V2
/9 ? ?

/10 | (V5—=1/4 | V5+V5/22
/11 ? ?

Man bemerkt, daf sich fiir cos(7/5) gerade die Halfte unseres ,,goldenen Schnitts*
aus 3.4.26 ergibt. Bei der Bestimmung der Werte fiir 7/5 und 7/10 mag man
von nebenstehendem Bild ausgehen, das insbesondere bei der Bestimmung von
sin(7/10) helfen sollte. Wir zeigen in [AL] , warum es unmdglich ist, For-
meln derselben Bauart auch fiir sin(7/7) oder sin(7/9) oder sin(7/11) anzuge-
ben.

Ergiinzende Ubung 3.4.31. Man zeige mit der Euler’schen Gleichung 3.4.9 die
Identitit sin® ¥ = 3 sin ¥ — 1 sin(39).

Ergiinzende Ubung 3.4.32. Man zeige, daB der Sinus keine Polynomfunktion ist.
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Illustration zur Berechnung von sin(7/10)

92



4 Integration und Ableitung

4.1 Stetige Funktionen auf Kompakta

Definition 4.1.1. Man nennt eine Teilmenge K C R kompakt oder ein Kompak-
tum, wenn jede Folge in K eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt aus K
konvergiert. Eine kompakte Teilmenge K C R heif}t ein reelles Kompaktum.

4.1.2. Mit dem Satz von Bolzano-Weierstrall 2.6.8 sieht man leicht, daE die kom-
pakten Intervalle in R genau die Intervalle der Gestalt [a, b] mit a, b € R sind.

Vorschau 4.1.3. Der Begriff der ,,Kompaktheit* ist fiir weite Teile der Mathema-
tik grundlegend. Sie werden spiter sehen, wie er im Fall allgemeiner ,,topologi-
scher Riume* in die beiden Begriffe ,,folgenkompakt* und ,,liberdeckungskom-
pakt aufspaltet. Sie werden auch sehen, dal} es letzterer Begriff ist, der weiter
trigt und zu ,.kompakt* abgekiirzt wird, obwohl ersterer Begriff die natiirlichere
Verallgemeinerung unserer obigen Definition scheint. Aber alles zu seiner Zeit!

Satz 4.1.4 (Extremwerte auf Kompakta). Jede stetige Funktion auf einem nicht-
leeren Kompaktum nimmt das Supremum und das Infimum der Menge ihrer Funk-
tionswerte als Funktionswert an.

4.1.5. Ist in Formeln K # () kompakt und f : K — R stetig, so gibt es demnach
p,q € K mit f(p) < f(z) < f(q) Vx € K. Ist die Funktion f reellwertig,
so ist insbesondere ihr Bild beschrinkt. Salopp gesprochen kann also eine stetige
reellwertige Funktion auf einem Kompaktum nicht nach Unendlich streben. Man
beachte, eine wie wichtige Rolle im Falle eines kompakten Itervalls die Endpunk-
te eines Intervalls hierbei spielen: Eine stetige reellwertige Funktion auf einem
offenen Intervall kann ja durchaus nach Unendlich streben, wie etwa die Funktion
x +— (1/z) auf dem Intervall (0, 1).

Beweis. Da K nicht leer ist, finden wir eine Folge z,, in K mit lim,, ., f(z,) =
sup f(K). Diese Folge besitzt nun nach Annahme eine Teilfolge, die gegen einen
Punkt ¢ aus K konvergiert. Indem wir zu dieser Teilfolge tibergehen diirfen wir
sogar annehmen, unsere Folge sei selbst schon konvergent mit lim,, ., x, = ¢.
Mit 2.5.28 folgt dann

flq) = lim f(z,) = sup f(K)

n—oo
Die Existenz von p € K mit f(p) = inf f(K) zeigt man analog. O

Definition 4.1.6. Sei D C R eine Menge von reellen Zahlen. Eine reellwertige
Funktion f : D — R heilit gleichméBig stetig, wenn folgende Aussage richtig
ist: Fiir beliebiges ¢ > 0 gibt es § > 0 derart, daB fiir alle z,y € D mit |z —y| < 0

gilt[f(z) — fy)] <e.
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4.1.7. Bei der Definition der gleichmifBigen Stetigkeit kommt es wesentlich auf
den Definitionsbereich D an. Da wir Funktionen vielfach angeben, ohne ihren De-
finitionsbereich explizit festzulegen, ist es in diesem Zusammenhang oft sinnvoll,
den jeweils gemeinten Definitionsbereich zu prézisieren. Dazu benutzen wir die
Sprechweise f ist gleichméBig stetig auf D.

4.1.8 (Unterschied zwischen Stetigkeit und gleichméBiger Stetigkeit). Ich will
nun den Unterschied zur Stetigkeit diskutieren. Eine reellwertige Funktion f :
D — R mit Definitionsbereich D C R ist ja nach dem e-¢-Kriterium 2.2.11 stetig
bei p € D genau dann, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein 6 = (e, p) > 0 gibt derart,
daB fir alle z € D mit |z — p| < d(e,p) gilt |f(x) — f(p)| < . Des weiteren
heifit sie stetig, wenn sie an jeder Stelle p € D stetig ist. GleichméBige Stetigkeit
bedeutet nun, daf fiir jedes ¢ > 0 ein 6 = d(¢) gewihlt werden kann, das es als
d(e) = 0(e, p) fir alle p € D gleichzeitig tut.

Beispiel 4.1.9. Die Funktion f : R — R, z +— 22 ist nicht gleichméBig stetig auf
R, denn |22 — y?| = |x — y||= + y| kann auch fiir sehr kleines |z — y| noch groB
sein, wenn nur |z + y/| hinreichend grof ist. Die Einschrinkung dieser Funktion
auf ein beliebiges reelles Kompaktum ist aber daselbst gleichméBig stetig nach
dem anschliefenden Satz.

Satz 4.1.10 (GleichmébBige Stetigkeit auf Kompakta). Jede reellwertige stetige
Funktion auf einem reellen Kompaktum ist auf besagtem Kompaktum gleichmdiflig
stetig.

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch und zeigen, da3 eine Funktion auf
einem reellen Kompaktum, die nicht gleichmiBig stetig ist, auch nicht stetig sein
kann. Sei dazu K C R unser Kompaktum und f : K — R unsere Funktion.
Wire f nicht gleichméBig stetig, so gibe es ein ¢ > 0, fiir das wir kein 6 > 0
finden konnten: Wir probieren alle § = % aus und finden immer wieder Punkte
T, Yo € K mit |z, — y,| < L, fiir die dennoch gilt | f(z,,) — f(y,)| > €. Gehen
wir zu einer Teilfolge tiber, so diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, daB} die Folge der x,, gegen einen Punkt von K konvergiert, in Formeln
lim,, , x, = x mit x € K. Damit folgt natiirlich auch lim,, .., y, = z. Wire
nun f stetig bei x, so folgte
Jim f(2n) = f(x) = lim f(yn)

und damit ldgen notwendig fast alle f(z,,) und fast alle f(y,,) im offenen Intervall
(f(z) —¢/2, f(x) + €/2). Das steht jedoch im Widerspruch dazu, da8 ja nach
Konstruktion gilt | f(z,,) — f(y.)| > € fiir alle n. Wir haben also gezeigt, daB eine
Funktion auf einem reellen Kompaktum, die nicht gleichméBig stetig ist, auch
nicht stetig sein kann. [
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GleichmiBige Stetigkeit fiir stetige Funktionen auf Intervallen kann man sich
anschaulich wie folgt denken: Fiir eine beliebig fiir ein Rechteck vorgegebene
Hohe 2¢ > 0 findet man bei gleichmiBiger Stetigkeit immer eine Breite 20 > 0
derart, daf} an welchen Punkt des Graphen meiner Funktion ich das Zentrum
meines Rechtecks auch verschiebe, der Graph das Rechteck nie durch die Ober-
oder Unterkante verldft. So ist etwa die Wurzelfunktion gleichmiBig stetig auf
R, die Quadratﬁé%ktion jedoch nicht.



Ubungen

Ubung 4.1.11. Jede endliche Vereinigung von Kompakta ist kompakt.

Ubung 4.1.12. Das Bild eines Kompaktums unter einer stetigen Abbildung ist
stets auch wieder kompakt.

Ubung 4.1.13. Man zeige, daB jede beschrinkte monotone stetige Funktion f :
R — R ist gleichméBig stetig ist.

4.2 Integration stetiger Funktionen

Definition 4.2.1. Seien [a,b] C R ein nichtleeres kompaktes reelles Intervall
und f : [a,b] — R eine stetige reellwertige Funktion. Wir definieren die Men-
ge I(f) C R aller ,,naiven Integrale zu Treppen, die unter f liegen* durch

Alle moglichen Wahlen von n € N

n—1
undvon Stellena=ap < a1 <...<aqa, =0b
I(f) = E ci(ait1 — a;) "
— und von Werten ¢, ..., c,_1 € R derart,
1=

daB gilt f(z) > ¢, furalle z € [a;, a;41]

Da f stetig ist, hat es nach 4.1.4 einen beschrinkten Wertebereich, als da heift, es
gibt m, M € Rmitm < f(x) <M Vx € [a,b]. Daraus folgt, da m(b — a) zu
I(f) gehort und daB M (b — a) eine obere Schranke von I(f) ist. Als nichtleere
nach oben beschrinkte Teilmenge von R hat I(f) nach 1.5.16 ein Supremum in
R. Wir nennen dies Supremum das Integral der Funktion f iiber das Intervall
[a, b] und schreiben

supf(f):/abf(ﬂs)dx:/abf: ]

a,b)
Auf die Bedeutung dieser Notationen gehen wir in 4.2.6 noch néher ein.

4.2.2. Anschaulich mif3it das Integral von f die Fliche zwischen dem Graphen
von f und der x-Achse, wobei Flichenstiicke unterhalb der z-Achse negativ zu
rechnen sind. Das Wort ist aus dem Lateinischen abgeleitet und bedeutet so etwas
wie ,,Zusammenfassung®. Der folgende Satz listet einige Eigenschaften unseres
Integrals auf. Man kann leicht zeigen, dall unser Integral sogar durch diese Eigen-
schaften charakterisiert wird.

Satz 4.2.3 (Integrationsregeln). Sei [a,b] C R ein nichtleeres kompaktes Inter-
vall.

1. Fiir die konstante Funktion mit dem Wert 1 gilt fab l=b—a;
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Die schraffierte Fliche stellt ein Element von [ ( f) dar fiir die durch den
geschwungenen Graphen dargestellte Funktion f.
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2. Fiir f : a,b] — R stetig und = € [a, V] gilt f;f =[7f+ fzb f5

3. Seien f,g : [a,b] — R stetig. Gilt f(x) < g(x) Vx € [a,b], in Kurzschreib-
weise f < g, so folgt fabf < f: g;

4. Fiir f,g : [a,b] %Rstetiggiltfab(f—l—g) = f:f%—fabg;

5. Fiir f : [a,b] — R stetig und \ € Rgiltf;)\f = )\fabf.

4.2.4. Die beiden letzten Punkte bedeuten in der Sprache der linearen Algebra,
dafl das Integral eine Linearform auf dem reellen Vektorraum aller stetigen re-
ellwertigen Funktionen auf unserem kompakten Intervall ist, als da heif3t, eine
lineare Abbildung in den Korper der reellen Zahlen.

Beweis. 1. Wir wissen ja schon, daB aus m = 1 < f(z) < 1= M folgtb — a <
b
[ f<b—a.

2. Fiir Teilmengen A, B C R definiert man eine neue Teilmenge A + B C R
durch die Vorschrift A+ B ={z+y |z € A, y € B}. Offensichtlich gilt

I(f) = ](.ﬂ[a,z]) + I(f|[z,b])

Fiir beliebige nichtleere nach oben beschrinkte Teilmengen A, B C R haben wir
aber sup(A + B) = sup A + sup B nach Ubung 1.5.17.

3. Aus f < g folgt offensichtlich I(f) C I(g).

4 & 5. Um die letzten beiden Aussagen zu zeigen, miissen wir etwas weiter aus-
holen. Fiir unsere stetige Funktion f : [a,b] — R und beliebiges r € N, r > 1
unterteilen wir unser Intervall Aquidistant, lateinisierend fiir ,,mit gleichen Ab-
stinden®, durch

a:togtlétgggtrzb

Es gilt also t; = a + i(b — a)/r. Wir definieren nun die r-te Riemann-Summe
S™(f) € R durch die Vorschrift

r—1 r—1

S"(f) = Zf(ti)<ti+l — ;) = Zf(tl)(%“)

=0 1=0

In der anschlieenden Proposition 4.2.5 werden wir

/a Cf = lm 5(p)

00
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Die schraffierte Flidche stellt die fiinfte Riemannsumme der durch den
geschwungenen Graphen beschriebenen Funktion dar.
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zeigen. Damit erhalten wir dann sofort

L(f+9) = lmS(f+g)
= lim (S"(f) + $"(9))

= limS"f + lim S"g
T"b)OO b =00
= Lf+l9
und ihnlich folgt ["Af =X [ f. O

Proposition 4.2.5. Fiira < bund f : [a,b] — R stetig gilt fabf = lim S"(f).
r—00

Ergdnzung 4.2.6. In der Notation f; f(x)dz, die auf den Philosophen und Mathe-
matiker Leibniz zuriickgeht, bedeutet das Integralzeichen f ein S wie ,,Summe*
und dz meint die ,,Differenz im x-Wert*“. Manchmal verwendet man auch allge-
meiner fiir eine weitere Funktion ¢ : [a,b] — R mit guten Eigenschaften, etwa
fiir g die Differenz zweier monoton wachsender Funktionen, die Notation f fdg,
und meint damit den Grenzwert der Summen S f(t;)(g(tis1) — g(t:)), dessen
Existenz in [ ] folgende in groBer Allgemeinheit diskutiert wird.

4.2.7. Man mag versucht sein, die in Proposition 4.2.5 enthaltene Beschreibung
gleich als Definition des Integrals zu nehmen. Ich rate davon jedoch ab, da die
Existenz des fraglichen Grenzwerts nicht so leicht zu zeigen ist, und da auch die
Zweite unserer Integrationsregeln 4.2.3 aus dieser Definition sehr viel mithsamer
herzuleiten ist. Nun kommt das natiirlich eigentlich nicht darauf an, wenn unsere
Definitionen dquivalent sind. Aber man legt eben auch in Deutschland ein zentra-
les Auslieferungslager besser nach Frankfurt als nach Freiburg!

Beweis. Wir definieren zusitzlich zur r-ten Riemann-Summe die r-ten Unter-
summen und Obersummen durch

r—1 r—1

57(f) = _(inf flteten])(554) und 5 (£) = D (sup flti, tia)) (59)

i=0 =0
und behaupten die Ungleichungen
S'(f) < S(f)
S () < [ f

Die erste Zeile ist offensichtlich. Die zweite Zeile erhalten wir zum Beispiel, in-
dem wir aus den bereits bewiesenen Teilen 1 und 3 des Satzes die Ungleichungen

<
<

Lit1

(inf f[t;, tisa])(52) < [ < (sup flt, tisa])(=2)

t;
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In der Notation ff f(x)dz, die auf den Philosophen und Mathematiker Leibniz
zuriickgeht, bedeutet das Integralzeichen f ein S wie ,,.Summe* und dx meint die
,,Differenz im z-Wert*.

AR,

[N \\ ~ N /

Die schraffierte Flidche stellt die vierte Obersumme der durch den
geschwungenen Graphen beschriebenen Funktion dar, der kreuzweise
schraffierte Teil ihre Untersumme.

101



folgern, diese Ungleichungen aufsummieren, und die Mitte mit dem auch bereits
bewiesenen Teil 2 des Satzes zu fab f zusammenfassen. Damit sind beide Zeilen
von Ungleichungen bewiesen. Nun ist f auf [a, b] gleichméBig stetig, fiir beliebi-
ges ¢ > 0 existiert also § = 0. > Omit |z —y| < 0 = |f(x) — f(y)| < €. Wihlen
wir N mit (%) < ¢ und nehmen dann r > N, so schwankt unsere Funktion f
auf jedem Teilintervall [¢;,¢;,1] hochstens um &, mithin gilt 0 < §T( f=5"(f) <
£(b — a) und damit |S"(f) — fab f| < e(b— a). Die Proposition ist gezeigt. [

Beispiel 4.2.8. fobx dr = lim,_o <g +r4 2y (T—l)b) b

T(’gl) . l;—z nach [GR]

= hmr—)oo

b2
2

Lemma 4.2.9 (Standardabschétzung fiir Integrale). Gegeben a < b reelle Zah-
lenund f : [a,b] — R stetig gilt die Abschditzung

/abf S/ablfl

Beweis. Aus —|f| < [ < |f|folgt — [ || < [ f < [Ifl. 0

4.2.10 (Integrale mit vertauschten Grenzen). Ist / C R ein Intervall und f :
I — R eine stetige Funktion und sind a,b € I gegeben mit a > b, so definieren
wir fab f(x)dx durch die Vorschrift

/abf(x)dx - —/baf(x)dx

Mit dieser Konvention gilt dann fiir beliebige a, b, ¢ in einem reellen Intervall /
und jede stetige Funktion f : I — R die Formel

/ac f(x)dx = /abf(a:)da: + /bc f(x)dx

Ubungen

Ergiinzende Ubung 4.2.11. Seia = ap < a; < ay < ... < a, = b eine Untertei-
lung des kompakten reellen Intervalls [a, b]. Gegeben eine Funktion f : [a,b] — R
bezeichnet man die Summen

n—1

Z f(G)(aiyr — a;)

1=0
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Darstellung einer Riemannsumme im Sinne von 4.2.11.
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mit beliebigen (; € [a;, a;;1] als die Riemann-Summen von f zur vorgegebenen
Unterteilung. Die maximale Lange sup{a;—a;_1 | 1 < i < n} eines Teilintervalls
heiBt die Feinheit der Unterteilung. Man zeige: Ist f : [a,b] — R stetig, so
gibt es zu jedem € > 0 ein 0 > 0 derart, da} alle Riemann-Summen von f zu
Unterteilungen der Feinheit < ¢ vom Integral f f einen Abstand < ¢ haben.

Erginzung 4.2.12. Allgemeiner hei3t eine nicht notwendig stetige Funktion auf
einem kompakten reellen Intervall f : [a,b] — R Riemann-integrierbar mit
Integral f f, wenn die Bedingung vom Ende der vorhergehenden Ubung erfiillt
ist, dal es ndamlich zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt derart, daB alle Riemann-
Summen von f zu Unterteilungen der Feinheit < § von [ f einen Abstand <
¢ haben. Wir werden in diesem Text den Begriff der Riemann-Integrierbarkeit
vermeiden: Spéter wird eh das sehr viel stirkere Lebesgue-Integral eingefiihrt,
und bis dahin reicht unser Integrationsbegriff fiir stetige Funktionen aus. Fiir ein
vertieftes Studium der Analysis ist jedoch auch der Begriff der Riemann-Integrier-
barkeit relevant.

Ergiinzende Ubung 4.2.13. Man zeige den Mittelwertsatz der Integralrechnung:
Gegeben ein nichtleeres kompaktes Intervall [a,b] C Rund f : [a,b] — R stetig
gibtes & € [a,b] mit [ f = (b— a)f(§). Gegeben eine weitere stetige Funktion
g : la,b] = Rx gibtes sogar € € [a,b] mit [ fg = f(&) [ g.

Ergiinzende Ubung 4.2.14. Eine Funktion f : R — R heiBt gerade, wenn gilt
f(=z) = f(z) fir alle z, und ungerade, wenn gilt f(—z) = —f(z) fiir alle
x. Man zeige fiir jede ungerade stetige Funktion und alle reellen r die Formel

[f f=o.

4.3 Ableitung

Definition 4.3.1. Wir nennen eine Teilmenge D C R halboffen, wenn sie mit
jedem Punkt auch ein ganzes Intervall umfaf3t, das besagten Punkt enthélt und
nicht nur aus diesem einen Punkt besteht.

4.3.2 (Terminologisches zu Intervallen). Ein reelles Intervall ist halboffen im
Sinne unserer Definition 4.3.1 genau dann, wenn es nicht aus einem einzigen
Punkt besteht. In der Literatur wird der Begriff ,halboffen* meist abweichend
verwendet fiir Intervalle, die weder offen noch kompakt sind, also fiir reelle In-
tervalle der Gestalt (a, b] oder [a,b). Bei uns heifien jedoch auch Intervalle der
Gestalt [a, b] mit a < b halboffen, da sie eben halboffen sind als Teilmengen von
R im Sinne der obigen Definition. Da aber der Begriff eines ,,halboffenen Inter-
valls* schon so fest besetzt ist und da auch der Terminus ,,unendliches Intervall*
vermutlich eher als ,,Intervall unendlicher Linge* verstanden wird, will ich statt-
dessen lieber von ,,nicht einpunktigen Intervallen* oder im Fall, daB sie auch nicht
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leer sind, von mehrpunktigen Intervallen reden. So richtig gefillt mir das auch
nicht, es hort sich so diskret an. Mir ist aber nichts Besseres eingefallen, und das
Konzept wird uns so oft begegnen, da} es eine griffige Bezeichnung braucht.

Definition 4.3.3. Sei D C R eine halboffene Teilmenge und p € D ein Punkt.
Eine Funktion f : D — R heif}t differenzierbar bei p mit Ableitung b € R,

wenn gilt
i £ @) — f(p)
T—p r—0p

=b

Wir kiirzen diese Aussage ab durch f’(p) = b oder %(p) = b oder, wenn die
Funktion x — f(z) durch einen groBeren Ausdruck in x gegeben ist, durch

4
dr|,_

flx) =0
P
4.3.4. Jede nicht vertikale alias nicht zur y-Achse parallele Gerade in der Ebene
ist die Losungsmenge genau einer Gleichung der Gestalt y = a + bx. Die reelle
Zahl b heifit in diesem Fall die Steigung unserer Gerade. Anschaulich bedeutet
der Differenzenquotient
f(z) = f(p)

r—Pp

die Steigung der Gerade durch die Punkte (p, f(p)) und (z, f(z)). Diese Gerade
hei3t auch eine Sekante, lateinisch fiir ,,Schneidende®, da sie eben den Graphen
unserer Funktion in den beiden besagten Punkten schneidet. Der Grenzwert f(p)
der Sekantensteigungen bedeutet anschaulich die Steigung der Tangente, latei-
nisch fiir ,,Beriithrende®, an den Graphen von f im Punkt (p, f(p)). Die Umkeh-
rung dieser Anschauung liefert auch eine prizise Definition besagter Tangente als
der Gerade durch den Punkt (p, f(p)) mit der Steigung f’(p).

4.3.5 (Differenzierbarkeit, Umformulierungen der Definition). Wir geben noch
zweil Umformulierungen der Definition der Differenzierbarkeit. Ist D C R eine
halboffene Teilmenge und p € D, so ist nach 2.5.6 eine Funktion f : D — R
differenzierbar bei p mit Ableitung f'(p) = b genau dann, wenn es eine Funktion
¢ : D — R gibt, die stetig ist bei p mit Funktionswert ¢(p) = b derart, daf fiir
alle z € D gilt
f(@) = f(p) + (& = p)o(z)

Anschaulich bedeutet diese Forderung, daf3 die sogenannte ,,Sekantensteigungs-
funktion” p(z) = (f(x) — f(p))/(z — p) durch die Vorschrift p(p) = b stetig
an die Stelle p fortgesetzt werden kann. In nochmals anderen Formeln ist unsere
Funktion f : D — R differenzierbar bei p mit Ableitung b genau dann, wenn gilt

f(p+h)=f(p) +bh+ec(h)h
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Eine Sekantensteigung und die Tangentensteigung der durch den gezahnten
Graphen dargestellten Funktion
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fiir eine Funktion ¢, die stetig ist bei Null und die dort den Wert Null annimmt.
Hierbei ist zu verstehen, dal} die Funktion € definiert sein soll auf der Menge aller
h mit h + p € D. Diese Formulierung des Ableitungsbegriffs hat den Vorteil, be-
sonders gut zum Ausdruck zu bringen, da8 fiir festes p und kleines h der Ausdruck
f(p) + bh eine gute Approximation von f(p + h) ist.

Beispiele 4.3.6. Eine konstante Funktion auf einer halboffenen Menge von reellen
Zahlen ist bei jedem Punkt besagter Menge differenzierbar mit Ableitung Null.
Die Funktion id : R — R, z ~ z hat bei jedem Punkt p die Ableitung id'(p) =
d_w( =1
dx p) :

Lemma 4.3.7. Die Funktion x — % ist differenzierbar bei jedem Punkt von R*

und ihre Ableitung bei einer Stelle p € R* ist —#.

8=

Beweis. Wir rechnen lim,_,, 22 = lim,_,, ;—; = —# nach 2.5.8. O
Lemma 4.3.8. Sei D C R halboffen. Ist eine Funktion f : D — R differenzierbar
beip € D, soist f stetig bei p.

S 1=

Beweis. Das folgt sofort aus der vorhergehenden Proposition 4.3.5. [

Definition 4.3.9. Ist f : (a,b) — R definiert auf einem offenen Intervall um einen
Punkt p € (a, b) und existieren die Grenzwerte

i L@ =), @) = )
z,/'p r—0p TN\P r—0p

im Sinne von 2.5.25, so nennen wir sie die linksseitige bzw. die rechtsseitige
Ableitung von f an der Stelle p.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 4.3.10. Sei f : (a,b) — R definiert auf einem offenen Inter-
vall um einen Punkt p € (a,b). Genau dann ist f differenzierbar bei p, wenn dort
die linksseitige und die rechtsseitige Ableitung existieren und iibereinstimmen.

Beispiel 4.3.11. Man erkennt so zum Beispiel, da3 der Absolutbetrag abs : R —
R, z + |z| nicht differenzierbar ist bei p = 0, da dort die linksseitige und die
rechtsseitige Ableitung zwar existieren, aber nicht iibereinstimmen.

4.4 Ableitungsregeln

Proposition 4.4.1. Seien D C R halboffen und f,q : D — R differenzierbar bei
einem Punkt p € D. So sind auch die Funktionen f + g und f g differenzierbar bei
p und es gilt

(f+9)'(p)=1f ) +d ) und (fg) )= f (P9 + f(p)d(p)

107



Beweis. Wir schreiben wie in 4.3.5

flp+h) = flp) + fh + eh)h
glp+h) = glp) + d@h + EhR)h

fiir Funktionen ¢, ¢, die stetig sind bei Null und die dort verschwinden. Lassen wir
der Ubersichtlichkeit halber alle (p) weg, so liest sich das

flp+h) = f + f'h + e(h)h
gp+h) = g + gh + ENn)h

Durch Addieren beziehungsweise Multiplizieren dieser Gleichungen erhalten wir
dann

(f+g)p+h) = (f+9)®) +[f +d1h +eh)+Eh)]h

(fo)p+h) = (f9)p)+ 19+ fg]h
+[e(h)g + fe(h) + (f" +e(h)) (g + ()R] h

Nach unseren Kenntnissen iiber stetige Funktionen steht aber in der letzten ecki-
gen Klammer auf der rechten Seite jeder dieser Gleichungen eine Funktion, die
stetig ist bei A~ = 0 und die dort den Wert Null annimmt. [

Definition 4.4.2. Ist eine Funktion f : D — R definiert auf einer halboffenen
Teilmenge D C R und differenzierbar an jedem Punkt von D, so nennen wir f
differenzierbar auf D und nennen die Funktion f' : D — R, p — f'(p) ihre
Ableitung.

Beispiel 4.4.3. Die Funktion x — 1/z ist differenzierbar auf R* mit Ableitung
—1/2%. Sind f und g differenzierbar, so auch f + g und fg und fiir ihre Ableitun-
gen gelten die Summenregel und die Produktregel oder Leibniz-Regel

(f+9)=f+g¢ und (fg)=fg+fg

Korollar 4.4.4 (Ableiten ganzzahliger Potenzen). Fiir alle n € 7 und unter der
Voraussetzung x© # 0 im Fall n < 0 ist die Ableitung der Funktion v — x" die
Funktion x + na™ 1.

4.4.5. Im Fall n = 0 ist die Ableitung der konstanten Funktion 2° = 1 natiirlich
iiberall definiert und Null, kann aber nur fiir z # 0 in der Form 0z~ geschrieben
werden.

Beweis. Man zeigt das durch vollstindige Induktion iiber n separat fiir » > 0 und
n < —1. O
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Satz 4.4.6 (Kettenregel). Seien D, E C R halboffene Teilmengen und f : D — R
sowie g : E — R Funktionen und es gelte f(D) C E. Sei f differenzierbar bei
p und g differenzierbar bei f(p). So ist go f : D — R differenzierbar bei p mit
Ableitung

(go f) () =4 (f(p) - f'(p)

Beweis. Der besseren Ubersichtlichkeit halber benutzen wir hier GroBbuchstaben
fiir die Ableitungen und setzen f’(p) = L und ¢'(f(p)) = M. Wir haben

flp+h) = fp)+Lh+elh)h
g(f(p) +k) = g(f(p) + MEk+E(k)k

fiir Funktionen ¢ und ¢, die stetig sind bei Null und die dort verschwinden. Wir
erhalten durch Einsetzen von Lh + ¢(h)h fiir k sofort

g(fp+h)) = g(f(p)+ Lh+e(h)h)
= g(f(p)) + MLh+ Me(h)h + &(Lh + e(h)h)(L + £(h))h

Es ist nun aber offensichtlich, daf} sich hier die Summe der Terme ab dem dritten
Summanden einschlieflich in der Gestalt 7(h)h schreiben 146t fiir eine Funktion
7, die stetig ist bei Null und die dort verschwindet, und wir erhalten

(go f)p+h) = (g0 f)p) + MLh+n(h)h 0

Proposition 4.4.7 (Quotientenregel). Seien D C R eine halboffene Teilmenge,
f D — R eine Funktion ohne Nullstelle und p € D ein Punkt.

1. Ist f differenzierbar bei p, so ist auch 1/f : D — R, x — 1/ f(x) differen-
zierbar bei p und hat dort die Ableitung — f'(p)/ f (p)?;

2. Ist zusdtzlich g : D — R differenzierbar bei p, so ist auch g/ f differenzier-

bar bei p mit Ableitung
(g)' (p) = L)~ 90) f'(p)
f fp)?
Beweis. Teil 1 folgt sofort aus 4.3.7 mit der Kettenregel. Teil 2 folgt aus Teil 1
mit der Produktregel. [

4.4.8. Ist D C R eine halboffene Teilmenge und sind g, f : D — R differenzier-
bar und hat f keine Nullstelle auf D, so ist mithin auch g/ f differenzierbar auf D

mit Ableitung
<g>' _9f—qf
f I?
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Lemma 4.4.9 (Ableitung der Exponentialfunktion). Die Exponentialfunktion
ist ihre eigene Ableitung, in Formeln exp’(p) = exp(p) Vp € R.

Beweis. In 5.1.15 werden wir lernen, dafl man ,,Potenzreihen gliedweise differen-
zieren darf*. Da wir das aber bis jetzt noch nicht wissen, miissen wir etwas mehr
arbeiten. Wir bestimmen zunichst die Ableitung der Exponentialfunktion an der
Stelle p = 0 und erhalten

exp(z)—exp(0)
z—0

exp’(0) = lim, o
= im0 Z;)il xZZ_Tl
= lim,_ <1 +xd ., xl._ 2)
=1
nach 2.5.21 und 2.5.19, da ja ‘Z;’% ’”i! ‘ fiir |z| < 1 beschrinkt ist durch die
Euler’sche Zahl e. Um exp’(p) fiir beliebiges p zu bestimmen, rechnen wir

exp/(p) = limy,_,o SR@H—exp(rp)
= limp eXp(},?_leXp(p)
= exp(p)

wo wir im letzten Schritt den schon behandelten Fall p = 0 verwenden und formal
im ersten Schritt 2.5.20 benutzen, um den Grenzwert x — p in einen Grenzwert
h — 0 umzuformen. O

4.4.10 (Ableitung der trigonometrischen Funktionen). Ganz genau wie im vor-
hergehenden Beweis zeigt man, dafl Sinus und Cosinus bei Null differenzierbar
sind mit der Ableitung sin’(0) = 1 und cos’(0) = 0. Mit der Additionsformel
sin(t + h) = sin(t) cos(h) + cos(t) sin(h) folgt sin’ = cos und mit der anderen
Additionsformel cos’ = — sin.

Satz 4.4.11 (Ableitung von Umkehrfunktionen). Sei I C R ein mehrpunktiges
Intervall und sei f : I — R streng monoton, stetig auf I und differenzierbar bei
p € I mit Ableitung f'(p) # 0. So ist auch die Umkehrfunktion f~' : f(I) — R
differenzierbar bei ¢ = f(p) mit Ableitung

() =1/ (f"(q)

Beweis. Nach unseren Annahmen gibt es eine stetige Funktion ohne Nullstelle

e : I — Rmit f(z) — f(p) = (x - p)go(x) und ¢(p) = f'(p). Setzen wir hier
r = fly),soist ) = 1/ 1) . f(I) — R eine stetige Funktion mit

(¢
(y— vy =f"y) - )und@D( ) =1/f"(p). 0
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Veranschaulichung der Formel 4.4.11 fiir die Ableitung von Umkehrfunktionen
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Beispiel 4.4.12. Die Ableitung des Logarithmus ist mithin

1 1
log'(q) = —=——=—

~ exp(logg) ¢
Damit ergibt sich fiir alle a € R die Ableitung der allgemeinen Potenzen, also
der Funktionen (0,00) — R, z +— 2%, zu x — az® 1. In der Tat, nach Definition
gilt ja 2 = exp(alog z), die Ableitung wird also a exp(alogz) = az®~'.
Beispiel 4.4.13. Der Arcussinus ist nach 4.4.11 differenzierbar auf (—1,1) und

seine Ableitung ergibt sich mit unserer Regel fiir die Ableitung einer Umkehr-

funktion zu
arcsin’(z) = 1/(cos(arcsinz))

= 1/4/1 — sin®(arcsin z)

= 1/V1—2?

Beispiel 4.4.14. Die Ableitung des Tangens ist tan’(z) = % =1+
tan®(z). Die Ableitung von arctan ergibt sich mit 4.4.11 zu

1

tan'(t) =
arctan’(t) e

Lemma 4.4.15. Die Funktion f : R — R,
e /T x>0
ist beliebig oft differenzierbar.

Beweis. Wir betrachten allgemeiner fiir alle n € N die Funktion f,, : R — R,
e VT >0
Jale) = { 0  2<0

und zeigen, daB sie differenzierbar ist mit Ableitung f! = —nf,, 11 + fn12. Damit
sind wir dann natiirlich fertig. Das einzige Problem ist die Ableitung an der Stelle
p = 0, wo wir nachweisen miissen, daf} die Sekantensteigungen ,,von rechts* auch
gegen Null streben, dal} also fiir alle n € N gilt

limz " te V/* =0
\0

Nun wissen wir aber nach der Definition von exp, daB fiir jedes m € N und
x > 0 gilt exp(x) > 2™ /m!. Fiir jedes n € N und = > 0 gilt also exp(1/x) >
272 /(n + 2)! und wir folgern 0 < 7"~ e™1/* < (n + 2)! z fiir z > 0. O
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Illustration zu 4.4.16. Der Graph der Funktion ist zwischen zwei parabolischen
Backen eingezwiingt und hat deshalb am Ursprung Null Grenzwert der
Sekantensteigungen, wird aber nah vom Ursprung beliebig steil.
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 4.4.16. Die Funktion f : R — R gegeben durch f(z) =
x?sin(z™1) fiir x # 0 und f(0) = 0 ist differenzierbar auf R, aber ihre Ableitung
ist nicht stetig beim Nullpunkt.

Ubung 4.4.17. Gegeben D C R halboffen nennen wir eine Funktion f : D — C
differenzierbar, wenn ihr Real- und Imaginérteil differenzierbar sind, und setzen
dann f" := (Re f) + i(Im f)’. Man zeige fiir differenzierbare komplexwertige
Funktionen einer reellen Verdnderlichen die Summenregel (f + g)' = f' + ¢/, die
Produktregel (fg)' = f'g + f¢’ und die Regel fiir die Ableitung des Kehrwerts

A/f) ==r/f
Ubung 4.4.18. Fiir jedes A € C und m € Z ist die Abbildung R — C bzw.
R\A — C, t — (t — \)™ differenzierbar mit Ableitung ¢t — m(t — \)™ L.

4.5 Folgerungen aus Eigenschaften der Ableitung

Definition 4.5.1. Eine Teilmenge der reellen Zahlen oder auch der erweiterten
reellen Zahlen R heifit offen, wenn sie fiir jeden ihrer Punkte eine Umgebung ist.
In Formeln ist demnach eine Teilmenge U C R offen genau dann, wenn es fiir
jeden Punkt p € U eine > 0 gibt mit (p —e,p+¢) C U.

Satz 4.5.2 (Notwendige Bedingung fiir ein Extremum). Nimmt eine reellwer-
tige Funktion, die auf einer offenen Teilmenge der reellen Zahlen definiert ist, an
einem Punkt dieser offenen Teilmenge ihr Maximum oder ihr Minimum an, und ist
sie dort auch differenzierbar, so verschwindet an diesem Punkt ihre Ableitung.

4.5.3. Die Bedingung, unsere Teilmenge sei offen, ist an dieser Stelle wesentlich:
Gegeben reelle Zahlen a < b nimmt etwa die Funktion x — x auf dem Intervall
[a, b] ihr Minimum bei ¢ und ihr Maximum bei b an, aber die Ableitung unserer
Funktion verschwindet weder bei a noch bei b. Fiir Minima oder Maxima einer
differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R kommen ganz allgemein nach unserem
Satz nur in Frage: Einerseits Endpunkte des Intervalls, und andererseits die Punkte
im Innern des Intervalls, an denen die Ableitung verschwindet. Mit etwas Gliick
konnen wir unter diesen Punkten dann durch Ausprobieren herauskriegen, wo das
Minimum und das Maximum wirklich angenommen werden.

Beweis. Bezeichne U C R unsere offene Teilmenge und f : U — R unsere
Funktion. Nimmt f ein Maximum an bei p € U, so gilt fiir die Sekantenstei-
gungsfunktion p(z) = %ﬁ(p) offensichtlich ¢(x) > 0 fir < pund p(z) <0
fiir # > p. Wenn der Grenzwert der Sekantensteigungen existiert, so folgt mit 2?
notwendig 0 < lim, », ¢(z) = lim,,, (z) = lim,\, @(2) < 0 und damit ist
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Veranschaulichung der notwendigen Bedingung fiir ein Maximum 4.5.2
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dann dieser Grenzwert Null. Nimmt f ein Minimum an bei p, so argumentiert man
analog. [

Beispiel 4.5.4. Das Brechungsgesetz behauptet, daf} das Verhiltnis vom Sinus des
Eintrittswinkels zum Sinus des Austrittswinkels eines Lichtstrahls beim Ubergang
zwischen zwei Medien, sagen wir Luft und Wasser, konstant ist. Wir leiten es nun
ab aus dem sogenannten Fresnel’schen Prinzip, nach dem ein Lichtstrahl ,,stets
den schnellsten Weg nimmt*. Ist sagen wir die Lichtgeschwindigkeit in Wasser
das y-fache der Lichtgeschwindigkeit in Luft, so sollte nach diesem Prinzip der
Lichtstrahl mit den Bezeichnungen aus nebenstehendem Bild bei dem z in das
Wasser eintauchen, fiir das der Ausdruck

Va2 + 224 v/ + (L — z)?
minimal wird. Ableiten liefert dafiir die notwendige Bedingung

2x N —2(L — x)
2va? + x? 72 b2+ (L — x)?

und damit steht das Brechnungsgesetz sin ¢ = ~y sin ¢’ auch schon da.

=0

Satz 4.5.5 (von Rolle). Seien a < b aus R gegeben und sei f : [a,b] — R stetig
auf dem kompakten Intervall [a,b] und differenzierbar auf dem offenen Intervall

(a,b). Gilt dann f(a) = f(b), so gibt es p € (a,b) mit f'(p) = 0.

Beweis. Nach 4.1.4 gibt es Punkte p,q € [a, b], an denen f sein Maximum und
sein Minimum annimmt. Liegt einer dieser Punkte im Innern (a,b) unseres In-
tervalls, so verschwindet dort die Ableitung nach dem vorhergehenden Satz und
wir sind fertig. Nimmt f sein Maximum und sein Minimum auf dem Rand des
Intervalls an, so ist die Funktion f wegen unserer Annahme f(a) = f(b) konstant
und wir sind auch fertig. 0

Korollar 4.5.6 (Mittelwertsatz). Seien a,b € R gegeben mit a < b und sei
f i |a,b] — R stetig auf dem ganzen kompakten Intervall [a, b] und differenzierbar
auf dem offenen Intervall (a,b). So gibt es p € (a,b) mit

f(b) = f(a)

/ —

Beweis. Man wende den vorhergehenden Satz von Rolle 4.5.5 an auf die Funktion
g:la,b] = R, g(z) = f(x) — fla) — (x — a)%, die aus f entsteht durch
,»Subtraktion der globalen Sekanten®. O]
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Zum Brechungsgesetz
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Veranschaulichung des Mittelwertsatzes 4.5.6
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Satz 4.5.7 (Erste Ableitung und Monotonie). Sei I C R ein mehrpunktiges
Intervall und f : I — R eine differenzierbare Funktion. So gilt

f'>0 = fwdchst streng monoton
>0 <« fwidchst monoton
f'<0 = ffillt streng monoton
f'<0 < ffillt monoton

f'=0 < fistkonstant

Beweis. Es reicht, die beiden ersten Aussagen zu zeigen. Wichst f nicht streng
monoton, so gibt es a < b mit f(a) > f(b) und nach dem Mittelwertsatz finden

wir p € (a, b) mit
: fla) — f(b)
flo) == —p =0
Wichst f nicht monoton, so finden wir in derselben Weise p € I mit f'(p) < 0.
Das zeigt schon mal =. Umgekehrt folgt aus f monoton wachsend, daf alle Se-
kantensteigungen nichtnegativ sind, und damit auch alle Grenzwerte von Sekan-
tensteigungen. [

Korollar 4.5.8 (Funktionen, die ihre eigene Ableitung sind). Sei I C R ein
mehrpunktiges Intervall. Genau dann stimmt eine differenzierbare Funktion f :
I — R iiberein mit ihrer eigenen Ableitung, wenn sie ein Vielfaches der Exponen-
tialfunktion ist, in Formeln

f'=f & 3ceRmit f(x) = cexp(x)

4.5.9. Eine differenzierbare Funktion f : R* — R mit f' = f muf} keineswegs
ein Vielfaches der Exponentialfunktion sein. Zum Beispiel wire die Funktion f
mit f(z) = 0 fir x < 0 und f(z) = 5Sexp(z) fir z > 0 auch eine Moglichkeit.
Aber gut, R* ist ja auch kein Intervall.

Beweis. Bezeichne I C R unser mehrpunktiges Intervall und f : I — R un-
sere differenzierbare Funktion mit f = f’. Die Ableitung der Funktion f(z)e ™"
ergibt sich mit der Produktregel zu f'(z) e~ — f(z) e~* = 0, mithin ist die Funk-
tion f(x)e~* konstant, sagen wir mit einzigem Funktionswert ¢, und wir folgern
f(z) =ce® Vz € I. O

Satz 4.5.10 (Hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum). Sei D C R
eine halboffene Teilmenge, f : D — R differenzierbar und p € D ein Punkt mit
f'(p) = 0. Sei die Ableitung f' von f differenzierbar bei p.

1. Gilt f"(p) > 0, so besitzt f ein isoliertes lokales Minimum bei p, als
da heift, es gibt v > 0 derart, daf gilt f(q) > f(p) fiir alle ¢ € D mit
0<|g—p|l<r;
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2. Gilt f"(p) <0, so besitzt f ein isoliertes lokales Maximum bei p.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ) = I ein Intervall. Wir

schreiben
fl@) = [f'(p)+ (z = p)e(z)
= (z—ple(z)
mit ¢ stetig in p und ¢(p) = f"(p) > 0. So gibt also > 0 mit ¢(q) > 0 fiir
g€ IN(p—rp+r),und wir folgern f'(¢) < 0 firq € I N (p — r,p) und
f'(q) > 0 fiirq € I N (p,p+ r). Unseren Funktion f fillt also streng monoton

auf I N (p — r, p) und wichst streng monoton auf I N (p, p + r). Der andere Fall
1" (p) < 0 wird analog behandelt. u

Definition 4.5.11. Wir nennen eine Funktion f : I — R auf einem reellen Inter-
vall I konvex beziehungsweise konkav, wenn ihr Graph unter beziehungsweise
iber jeder seiner Sekanten liegt, wenn also in Formeln fiir alle v < y < z aus [

gilt
flx) = fly) _ fly) = f(2)
r—y o Yy—z
beziehungsweise > fiir konkave Funktionen.

4.5.12. Man zeigt leicht, da} die Bedingung der Konvexitit gleichbedeutend ist
7u

flx+ (1 —1t)2) <tf(x)+ (1 —1t)f(z) Vt €]0,1]

Satz 4.5.13 (Zweite Ableitung und Konvexitit). Sei I C R ein mehrpunktiges
Intervall und sei f : I — R eine zweimal differenzierbare Funktion. So gilt

fistkonvex < f"(x) >0 Vrel
fist konkav < f"(z) <0 Vxel

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage. Ist f nicht konvex, so gibt es x,y, z

mit x < y < z aber
fl2) = fy) _ fly) — f(2)

r—y y—z
Nach dem Mittelwertsatz finden wir dann aber £ < ¢ mit f/(§) > f'(¢) und
bei nochmaligem Anwenden 7 mit f”(n) < 0. Ist umgekehrt f konvex, so reicht
es nach 4.5.7 zu zeigen, daB8 f’ monoton wichst. Kiirzen wir die Steigung der
Sekante durch (x, f(z)) und (y, f(y)) ab mit s,, = %fj(y) so impliziert die
Konvexitit die Ungleichungskette

Sy S Sz S Syz
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Links der Graph einer konvexen, rechts der einer konkaven Funktion
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Hier ist s, < s,. eine direkte Konsequenz der Konvexitit, und da sicher gilt
(= y)Suy + (Y — 2)sy, = (z — 2)54., liegt s, als ein ,,gewichtetes Mittel”
zwischen s, und s,.. Unsere Ungleichungskette schreiben wir aus zu

[@) = W) _ f@) = 1) _ W)~ 1)
r—y B Tr—z o Y—z
Die Sekantensteigungsfunktionen y +—> ! (x) ( und y — ! (y) f (=) wachsen ins-
besondere monoton auf (z, z] bezwhungswelse [z, z) und im Grenzwert folgt
x—z

Definition 4.5.14. Wir nennen eine Funktion f : [ — R auf einem reellen In-
tervall / streng konvex beziehungsweise streng konkav, wenn ihr Graph echt
unter beziehungsweise echt iiber jeder Sekante liegt, wenn also in Formeln fiir
allerz <y < zaus [ gilt

flx)—fly)  fly) = f(2)

<
r—y Yy—z

beziehungsweise > fiir streng konkave Funktionen.

Satz 4.5.15. Sei I C R ein mehrpunktiges Intervall und f : I — R zweimal
differenzierbar. So gilt

f ist streng konvex < f"(z)>0 Vrxel
f ist streng konkav < f"(r) <0 Vxel

Beweis. Ubung. [

Ubungen

Ubung 4.5.16. An welchen Stellen nimmt die Funktion [—1,2] — R gegeben
durch x — |2 — 2?| ihr Minimum und Maximum an?

Ergiinzende Ubung 4.5.17. Bei welchem Verhiiltnis zwischen Durchmesser und
Hohe umfaBt eine Konservendose mit fest vorgegebener Oberfliche das grof3t-
mogliche Volumen?

Ubung 4.5.18. Eine differenzierbare Funktion auf einem mehrpunktigen Intervall,
deren Ableitung beschrinkt ist, ist gleichmifig stetig.

Ubung 4.5.19. Gegeben eine differenzierbare Funktion auf einem mehrpunktigen
Intervall ist das Bild des fraglichen Intervalls unter der Ableitung unserer Funktion
wieder ein Intervall. Hinweis: Mittelwertsatz. Man beachte, dal} die Stetigkeit der
Ableitung nicht vorausgesetzt wird.
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Veranschaulichung unserer Ungleichungskette fiir die Sekantensteigungen bei
konvexen Funktionen aus dem Beweis von 4.5.13
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Ubung 4.5.20. Sei o € R gegeben. Ist f : R — R differenzierbar und 16st die
Differentialgleichung f' = af, so gilt f(z) = f(0) e* fiir alle x € R.

Ubung 4.5.21 (Funktionen, die mindestens ihre eigene Ableitung sind). Man
zeige: Ist f : [0,b) — R differenzierbar mit f'(t) < f(¢) furallet € [0,b), so folgt
f(t) < f(0)e! furallet € [0,b). Istallgemeiner f : [0,b) — R differenzierbar und
« € R derart, daB gilt f'(t) < af(¢) fiir alle ¢ € [0,b), so folgt f(t) < f(0)e™
fir alle ¢ € [0,b).

Ubung 4.5.22. Seien I C R ein mehrpunktiges Intervall und f : I — R diffe-
renzierbar mit der Eigenschaft f(x) = 0 = f’(z) < 0. Man zeige, daB dann f
in [ hochstens eine Nullstelle haben kann, und daf8 f links von dieser Nullstelle
positiv und rechts davon negativ sein muf3.

Ergiinzende Ubung 4.5.23. Man zeige, daB ein Punkt (z,y) € (0,1)? genau dann
auf einem Geradensegment der Linge Eins mit einem Ende auf der x-Achse und
dem anderen Ende auf der y-Achse liegt, wenn gilt %/3 +2%/% < 1. Hinweis: Man
halte x fest und berechne fiir alle a € [z, 1] die Hohe h,(a) an der Stelle = eines
Brettes der Lange 1, das bei a auf der x-Achse steht und an die y-Achse angelehnt
ist. Dann bestimme man das Maximum dieser Hohen bei festem = und variablem
a.

Ubung 4.5.24. Gegeben reelle Zahlen a,b > 0 und p, g > 1 mit 110 + é = 1 zeige
man die Young’sche Ungleichung ab < p~!
der Konvexitidt der Exponentialfunktion aus.

Ubung 4.5.25. Gegeben reelle Zahlen a,b > 0 und p > 1 zeige man die Un-
gleichung (a + b)? < 2P~1(a? + bP). Hinweis: Man gehe von der Konvexitit der
Funktion [0, 00) — R, x + z? aus.

a? + q~'b?. Hinweis: Man gehe von

Erginzende Ubung 4.5.26. Fiir P C N die Menge aller Primzahlen gilt

>, =

peP p

In der Tat folgt aus > ;- 1/k = oo und der Eindeutigkeit der Primfaktorzerle-
gung und der Entwicklung (1 — 1/p)™! = (1 + p~! + p~2...) in eine geome-
trische Reihe, da3 die Menge der partiellen Produkte des unendlichen Produkts
[1,cp(1 — 1/p)~" nicht beschrinkt sein kann. Nun wende man den Logarithmus
an und schitze ab.

4.6 Regeln von de I’Hospital

Satz 4.6.1 (Regeln von de I’Hospital). Seien I C R ein mehrpunktiges Inter-
vall und p ein Hiufungspunkt zu I in R. Seien f,qg : I — R differenzierbare
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Ilustration zu Ubung 4.5.23.
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Funktionen derart, daf gilt

lim f(x) =limg(z) =0 oder lim |g(z)| = co.

T—p T—p T—p

Haben g und ¢ keine Nullstelle auf I\p und existiert der Grenzwert des Quotien-
ten der Ableitungen lim,_.,,(f'(x)/g (x)) in R, so existiert auch der Grenzwert des
Quotienten der Funktionen lim,_,,(f(x)/g(x)) in R und diese beiden Grenzwerte
stimmen iiberein, in Formeln

i (5) = i ()

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit folgendem

Lemma 4.6.2 (Allgemeiner Mittelwertsatz). Seien a < b in R gegeben und
seien f, g stetige reellwertige Funktionen auf dem kompakten Intervall [a, b, die
differenzierbar sind auf dem offenen Intervall (a,b). So gibt es £ € (a,b) mit

4.6.3. Ich kann fiir diesen Satz leider keine Anschauung anbieten. Verschwindet
¢’ nirgends auf (a, b), so gilt g(a) # g(b) nach dem Satz von Rolle 4.5.5 und wir
konnen unsere Gleichung schreiben in der Form

Ist also g(z) = =z, so erhalten wir unseren Mittelwertsatz 4.5.6 als Spezialfall.
Der allgemeine Mittelwertsatz wird in diesen Vorlesungen nur beim Beweis der
Regeln von de I’Hospital eine Rolle spielen, weshalb ich ihm auch nur den Status
eines Lemmas eingerdumt habe.

Beweis. Man wende den Satz von Rolle 4.5.5 an auf die Funktion

F(x) = f(x) (9(a)) — g(b)) —g(x) (f(a) = f(b)) -

Jetzt zeigen wir die Regeln von de 1’Hospital. Wir diirfen ohne Beschriankung der
Allgemeinheit p ¢ [ annehmen, indem wir sonst I an der Stelle p in zwei Teile
zerschneiden und den rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert bei p getrennt
betrachten. Fiir jede Umgebung W des Grenzwerts

g =l f'(2)/9(2)

126



Veranschaulichung der Regel von de I’Hospital 4.6.1 im Fall p € R unter der
Annahme, daf} beide Funktionen bei p nach Null streben. Es scheint mir
anschaulich klar, daf3 der Grenzwert des Quotienten sich nicht dndert, wenn wir
beide Funktionen durch ihre beste lineare Approximation bei p ersetzen, und das
ist auch genau die anschauliche Bedeutung der Regel von de 1’Hospital.
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finden wir per definitionem eine Intervallumgebung V' von p mit der Eigenschaft
EelInV = f(&)/g (&) € W. Fiir beliebige a,b € I NV mit a # b gilt weiter
g(a) # g(b), da nach Annahme die Ableitung von g keine Nullstelle auf 7\p hat,
und aus dem allgemeinen Mittelwertsatz folgt

e W firallea,be INVmita #b.

Von nun an miissen wir die beiden Fille im Satz getrennt weiterbehandeln. Zu-
nichst nehmen wir an, es gelte lim,_,, f(z) = lim,_,, g(x) = 0. Ist W ein kom-
paktes Intervall, so folgt f(a)/g(a) € W sofort, indem wir a festhalten, b gegen
p streben lassen und uns an die Erhaltung von Ungleichungen im Grenzwert erin-
nern. Die Behauptung im ersten Fall folgt dann, da fiir jeden Punkt seine kompak-
ten Intervallumgebungen ein Fundamentalsystem von Umgebungen bilden. Jetzt
behandeln wir noch den Fall lim,_,, |g(z)| = oo. Dafiir schreiben wir unseren
Quotienten um zu

fla) = f(b) _ f(b)/g(b) = f(a)/g(b)
g(a) —g(b) 1—g(a)/g(b)

und folgern unmittelbar

) € (1—g(a)/gb))W + f(a)/g(b) furallea,be INVmita #b.

g(b)
Ist nun a € I NV fest gewihlt, so finden wir fiir jedes € € (0, 1) eine Umgebung
U, von p derart, daB giltb € U. N I = |g(a)/g(b)| < e, |f(a)/g(b)| < e. Damit
sehen wir, dal} gilt

beU.Nl = &6(1—6,14-6)”/4—(—6,6)

g(b)

Die Behauptung folgt im zweiten Fall, da es fiir jede Umgebung 1/’ von ¢ eine
Umgebung W von gund ¢ € (0,1) gibt mit (1 —¢,1+&)W + (—¢,e) C W'. O

Beispiel 4.6.4. Fiir A > 0 gilt
lim, o0 (logx) /2 = lim,_oo(1/2)/A2?7?
= lim, o 1/A2?

= 0
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4.7 Zusammenhang zwischen Integral und Ableitung

Satz 4.7.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist I C R ein
mehrpunktiges Intervall, f : I — R stetig und a € I ein Punkt, so ist die Funktion

F: I - R
o= [Tf(t)dt

die einzige differenzierbare Funktion F' : [ — R mit F' = f und F(a) = 0.

4.7.2. ImFall x < a ist dies Integral unter Verwendung unserer Konvention 4.2.10
als [ f(t) dt = — [ f(t)dt zu interpretieren.

Beweis. Fiir p € I rechnen wir

hmF(x)—F(p) 1
T—p r—0p TP X — P

Da nun f stetig ist, finden wir fiir beliebiges ¢ > 0 ein 6 > 0 derart, daf} aus
[t —p| < éfolgt f(p) —e < f(t) < f(p) +e. Aus 0 < |z — p| < ¢ folgen also
durch Bilden des Integrals und Teilen durch (x — p) die Ungleichungen
1
T —p

fp)—¢ < /wﬂﬂ&féﬂm+5

Damit ist gezeigt, daB der Ausdruck in der Mitte fiir x — p gegen f(p) konver-
giert. Es folgt F'(p) = f(p) furalle p € I.Ist G : I — R auch differenzierbar
mit G’ = f, so verschwindet die Ableitung der Differenz G — F. Nach 4.5.7 ist
diese Differenz also konstant, und haben wir dann auch noch G(a) = 0, so ist sie
konstant Null und wir folgern F' = G. [

Korollar 4.7.3 (Integrieren mit Stammfunktionen). Seien I C R ein mehr-
punktiges Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Ist G : I — R eine
Stammfunktion von f, als da heift eine differenzierbare Funktion mit Ableitung
G' = f, so gilt fiir alle a,b € I die Formel

/f@m:G@—G@

Beweis. Wir betrachten F' : I — R wie im Hauptsatz 4.7.1 und folgern aus der
Eindeutigkeitsaussage von dort F'(x) = G(z) — G(a) fir alle z € [a, b]. N

4.7.4. Ist G ein komplizierterer Ausdruck, so ist es bequem und iiblich, die Dif-
ferenz G(b) — G(a) mit G(z)|% abzukiirzen. Man spricht einen solchen Ausdruck
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A /’/ X
Veranschaulichung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung 4.7.1.
Die kreuzweise schraffierte Fliche stellt F'(p) dar, die irgendwie schraffierte
F(z), die einfach schraffierte '(x) — F'(p). Ich hoffe, man sieht, daf die Fliche
unter der Kurve beim Verschieben der oberen Grenze um so stirker wichst, je

groBer dort der Wert unserer Funktion ist. Das ist qualitativ ausgedriickt die
anschauliche Bedeutung des Hauptsatzes.
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(7, ausgewertet zwischen den Grenzen a und b*. Fiir a, b positiv ergibt sich zum
Beispiel

b
1

/ — dx = logz|® =logb — loga
0 T

Die Ableitung von R* — R, x ~ log |z| ist im Ubrigen z — 1/z, als da heift,
fiir a, b negativ wiirden wir log |b| — log |a| erhalten. Uber den Nullpunkt hinweg
diirfen wir die Funktion 1/x aber natiirlich trotzdem nicht in dieser Weise inte-
grieren, und unser Korollar erlaubt das auch nicht, es trifft vielmehr nur Aussagen
tiber die Integration von auf einem Intervall definierten stetigen Funktionen.

Ubungen

Ubung 4.7.5. Gegeben o € R zeige man, daB lim,_, ff z%dx existiert in R und
daf} dieser Grenzwert endlich ist genau dann, wenn gilt « < —1. Des weiteren
zeige man, dafB} lim._,q f; z%dz existiert in R und daB dieser Grenzwert endlich
ist genau dann, wenn gilt & > —1. Anschaulich gesprochen ist also die Hyperbel
x — (1/x) gerade der Grenzfall, in dem sowohl die Fliche zwischen Kurve und
x-Achse ab jedem z-Wert als auch symmetrisch die Flache zwischen Kurve und
y-Achse ab jedem y-Wert unendlich grof sind.

Ergiinzende Ubung 4.7.6. Der Integral-Logarithmus Li : (1,00) — R wird
erklért durch die Vorschrift
Todt

Li = —
i() , logt

Man zeige lim, . (x Li(z)/log(x)) = 1.

Ubung 4.7.7. Eine zweimal differenzierbare Funktion f : R — R erfiille die
Eigenschaften | f(z)| < 1und |f”(z)| < 1 fiir alle #. Man zeige | f'(x)| < v/2 fiir
alle .

4.8 Integrationsregeln

Satz 4.8.1 (Integration durch Substitution). Gegeben zwei reelle Zahlen a < b
und g : la,b] — R stetig differenzierbar und f : g([a,b]) — R stetig gilt

g(b)

/ flond@ar= [ s

g(a

Im Fall g(b) < g(a) ist das Integral rechts dabei der Konvention 4.2.10 gemdf als
das Negative des Integrals iiber das Intervall [g(b), g(a)] zu verstehen.
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Ilustration zu Ubung 4.7.5.
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4.8.2. Es gibt durchaus differenzierbare Abbildungen, deren Ableitung nicht stetig
ist. Ein Beispiel findet man erst in 4.4.16, da wir vorher den Sinus noch nicht
zur Verfiigung haben, aber davon abgesehen kann es auch hier schon verstanden
werden.

Beweis. Ist g konstant, so verschwinden beide Seiten und die Formel gilt. Ist
sonst F' eine Stammfunktion von f, so ist ' o g nach der Kettenregel 4.4.6 eine
Stammfunktion von ¢ — f(g(t))g’(t), und berechnen wir beide Integrale mithil-
fe dieser Stammfunktionen, so ergibt sich auf beiden Seiten der Wert F'(g(b)) —

F(g(a)). H

4.8.3 (Anschauung fiir die Substitutionsregel). Wichst ¢ streng monoton, so
kann man einen anschaulicheren Beweis geben, indem man a = ay < a; <

. < a, = b dquidistant unterteilt und nach dem Mittelwertsatz &; € (a;_1, a;)
findet mit g(a;) — g(a;—1) = ¢'(&)(a; — a;—1). Damit gilt ja die Gleichheit von
Riemannsummen

Z f §z z a; — A;— 1 Z f §z z (ai—l))

Mithilfe von 4.2.11 zeigt man dann, da3 diese Gleichheit im Grenziibergang » —
oo gerade die Substitutionsregel liefert.

4.8.4. Als Gedichtnisstiitze, die in [ ] auch echte Bedeutung erhilt, kann
man sich merken, da3 beim Substituieren, lateinisch ebenso wie ,,Prostituieren
fiir ,,Ersetzen, von y durch g(z) nicht nur f(y) durch f(g(z)) ersetzt werden
muB, sondern auch dy durch ¢'(x)dz, wie es die Notation ¢'(z) = % suggeriert.

Beispiel 4.8.5. Indem wir uns das Integral erst etwas zurechtlegen, erhalten wir
durch die Substitution g(z) = 2% = y, ¢'(z) = 2zdz = dy leicht

b _1 b oxdx _1 b2 \/1— VIt 2|
a \/1+«T2_§ a \/1+$2_§ a? \/ * o= i |a

und als eine Stammfunktion des urspriinglichen Integranden ergibt sich die Funk-
tion v/1 + 22.

4.8.6. In Anwendungen wird man oft mit einer umkehrbaren Abbildung g arbeiten
und die Regel in der Form

B g~ 1(B)
/ f(y)dy = / F(9(x))g (x)dz

“Ha)

verwenden. Auch wenn ¢ nicht umkehrbar ist, kann man in dieser Weise vorge-
hen, statt g~! () und g~ () darf man dann eben irgendwelche a, b wiihlen derart,
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J@)(82) 9l (r-9)

Anschauliche Bedeutung der Substitutionsregel nach 4.8.3 im Fall g(x) = 2.
Die schraffierte Flidche stellt in diesem Spezialfall fiir » = 4 und das Intervall
la,b] = [0, 4] die Summe

3 F9())g' (@) arss — ) = Y Flo(€)9(ain)  g(a0)

dar. Die &; sind mit dem Mittelwertsatz gerade so gewihlt, dal} gilt
g(aiv1) — g(a;) = ¢'(&)(ai41 — a;). Ich finde, man sieht sehr gut, daB} diese
Summen gegen fgg((f)) fly)dy = 016 f(y)dy konvergieren.

134



daB g auf ganz [a, b| stetig differenzierbar ist und daB gilt « = g(a) und 8 = g(b).
Meist arbeiten wir sogar ohne explizite Erwdhnung der Grenzen: Suchen wir nur
eine Stammfunktion, so kommt es auf die untere Grenze eh nicht an und die obere
Grenze wird mitgedacht und nach gelungener Integration wieder ,,zuriicksubstitu-
iert, wie es unsere Formel fordert.

Beispiel 4.8.7. Wir bestimmen eine Stammfunktion von f(y) = y1/1 — y durch
die Substitution /T —y =2,y = 1 — 22 = g(x), dy = —2xdx zu

Jyvi—ydy = [(1—a?)z(—22)dz
= [(22* —22?) dz

2
3.17

21—yl VT—y—2(1—y)vI—y

Beispiel 4.8.8 (Fliche des Einheitskreises). Es gilt 7/2 = f_ll vV1—1t2 dt. In
der schmutzigen Anschauung ist also 7 die Flidche des Einheitskreises. Um das zu
priifen, substituieren wir ¢ = sin x, d¢ = cos z dx und erhalten

2
5
2
5

w/2

1
/ \/l—tht:/ cos? z dx
-1

—7/2

Mithilfe der Formel cos? x = % + % cos 2z, die ihrerseits aus den Additionsformel
folgt, ergibt sich unser Integral miihelos zu

w/2

1
5[[’ + Z SiHQIB

—7/2

Satz 4.8.9 (Partielle Integration). Gegeben reelle Zahlen a < b und zwei stetig
differenzierbare Funktionen f,g : [a,b] — R gilt

/abfg'=fng—/abf’g

Beweis. Nach der Produktregel gilt f¢' = (fg)’ — f'g auf [a, b], folglich stimmen
auch die Integrale dieser Funktionen iiberein. [

Beispiele 4.8.10. [2?e” do = z* e” — [2ze* dx
= xQex—Qxequerx dz
= (22 —2x+2)e”
Jlogzdr = zloge — [x+ dx

= zxlogr —x
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Eine anschauliche Begriindung dafiir, daf die Fliche einer Kreisscheibe das
Produkt aus Radius und halbem Umfang sein sollte. Der erste geschlingelte Pfeil
deutet dabei ein Zerschneiden und Neu-Zusammenfiigen an, die anderen einen
Grenziibergang.

L]
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4.8.11. Ich erklidre nun noch einen alternativen Zugang zur Exponentialfunktion,
der unsere Definition iiber eine a priori unmotivierte Reihe vermeidet. Suchen wir
eine stetig differenzierbare Funktion g : R — R mit ¢’ = g und ¢(0) = 1, so
haben wir ja nach der Substitutionsregel

x x ./ g(x) 1
x:/dt:/ g(t)dt:/ Zdu
0 0 g(t) 1 u

Man definiert also notgedrungen eine Funktion log : R.y — R durch die Vor-
schrift log(y) = f 1y %du, und die gesuchte Funktion g muf3 deren Umkehrfunktion
sein.

Satz* 4.8.12. Die Kreiszahl T ist nicht rational, in Formeln © ¢ Q.

4.8.13. Das wurde bereits 1766 von Johann Heinrich Lambert gezeigt. Der Beweis
der Transzendenz von 7 ist schwieriger, mir gefillt die Darstellung in [ ]. Der
hier gegebene Beweis der Irrationalitidt wirkt auf mich wie Zauberei. Ich folge der
Darstellung von Stewart [ ].

Beweis. Man betrachte fiir reelles o # 0 und natiirliches n € N das Integral
1
I, =I,(a) = / (1 — 2*)" cos(ax)dx
-1

Partielles Integrieren liefert o® I, (o) = 2n(2n—1)1,_1 —4n(n—1)I,_, fiirn > 2.
Vollstindige Induktion zeigt dann

", = nl(P,(a)sina 4+ Q,(a) cos )

fir P,, Q,, € Z[X] Polynome vom Grad < 2n. Wire nun 7 = a/b mit a,b € Z
und setzen wir oben o = 7 ein, so ergibe sich, daf}

a2n+1

In(ﬂ')

n!

fiir alle n € N eine von Null verschiedene ganze Zahl sein muf3. Das steht im
Widerspruch dazu, dal dieser Ausdruck fiir n — oo gegen Null strebt. Dasselbe
Argument zeigt: Gegeben av € Q* konnen nicht sin o und cos « beide rational
sein. ]

Ubungen

Ubung 4.8.14. Man finde Stammfunktionen zu den Kehrwerten quadratischer Po-
lynome, also zu Funktionen der Gestalt z — (22 + ax + b)~!. Hinweis: Hat das
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fragliche quadratische Polynom zwei verschiedene reelle Nullstellen A\ # p, so
kann man unsere Funktion in der Gestalt o/ (z — \) + 3/(x — ) schreiben. Sonst
bringe man sie in die Form ((z 4+ a/2)? + d)~! mit d > 0 und erinnere sich an
arctan’(t) = 1/(1 + t2).

Ubung 4.8.15. Man finde eine Stammfunktion fiir den Arcustangens. Hinweis:
Man wende auf das Produkt 1 - arctan partielle Integration an.

Ergiinzende Ubung 4.8.16. Man fiihre die partiellen Integrationen des Beweises
von 4.8.12 aus und priife die Induktionsbasis, als da heilt die Fille n = 0, 1.

Ubung 4.8.17. Man zeige lim, _, [* 1%2 dt = .

Ubung 4.8.18. Sei S' = {(z,y) € R? | * + y*> = 1} der Einheitskreis. Wir
konstruieren eine Bijektion v : R = S'\ (—1,0), indem wir jedem Punkt ¢t € R
den Schnittpunkt der Gerade durch (—1,0) und (0,¢) mit S* \ (—1,0) zuordnen.

Man priife, da3 diese Abbildung gegeben wird durch

(t) = 1—t 2t
eI i re

Man priife ||7/(¢)|| = 2/(1 + t*) und interpretiere die vorstehende bemerkens-
werte Formel aus 4.8.17. Der Punkt (cos7,sin7) fir 7 € (—7, ) wird hierbei
iibrigends parametrisiert durch ¢t = tan(7/2), wie man durch Rechnung oder ele-
mentargeometrische Uberlegungen priift. Man beachte auch die Ahnlichkeit zur
Parametrisierung der Hyperbel 4.9.6.

Ergiinzung 4.8.19. Die Abbildung + aus der vorstehenden Ubung liefert im Ub-
rigen auch eine Bijektion von Q auf die Punkte von S'\(—1,0) mit rationalen
Koordinaten. Diese Bijektion ist duferst hilfreich bei der Bestimmung aller py-
thagoreischen Zahlentripel, d.h. aller Tripel a, b, ¢ von natiirlichen Zahlen mit
a® + b?> = c%. Die Abbildung v aus der vorstehenden Ubung liefert allgemeiner
sogar fiir jeden Korper £ einer von Zwei verschiedenen Charakteristik eine Bi-
jektion von k auf das Komplement des Punktes (—1,0) in der Losungsmenge der
Gleichung 22 + y? = 1 in der Ebene k? = k x k. In der algebraischen Geometrie
konnen Sie dann lernen, wie man das zu einer Bijektion von P'% mit der Quadrik
Q) C P2k erweitert, die durch die homogenisierte Gleichung 22 +y? = 22 definiert
wird.

Ergiinzende Ubung 4.8.20. Mithilfe der Relation tan(w/6) = 1/2 berechne man
7 auf drei sichere Stellen hinter dem Komma. Es gibt im iibrigen wesentlich effi-
zientere Verfahren zur Berechnung von 7, vergleiche [ ].

Ergiinzende Ubung 4.8.21. Wie konnte ein Autor, der den Zugang 4.8.11 zur Ex-
ponentialfunktion gewihlt hat, die Funktionalgleichung 3.2.9 beweisen?

Ergiinzende Ubung 4.8.22. Man zeige durch Vergleich mit dem Integral der Funk-
tion 2%, daB fiir jedes o > 1 die Reihe >~ , £~ konvergiert.
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Die Abbildung v aus 4.8.18
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Die Graphen von Sinus und Cosinus hyperbolicus
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4.9 Hyperbolische trigonometrische Funktionen

Definition 4.9.1. Der Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus sind die
Abbildungen sinh, cosh : R — R, die gegeben werden durch die Formeln

T _ e T —x
und coshx = ¢ te
2 2

€

sinhx =

4.9.2. Den Graphen des Cosinus hyperbolicus nennt man auch die Kettenlinie,
weil er dieselbe Gestalt hat wie eine hiangende Kette. Wir zeigen das in 8.3.3 im
Anschluf an die Diskussion der Bogenlédnge.

4.9.3. Offensichtlich gilt sinh(0) = 0, cosh(0) = 1, sinh(—z) = — sinh(z), und
cosh(—x) = cosh(x), die Ableitungen unserer Funktionen sind

sinh’ = cosh, cosh’ = sinh
es gelten cosh? — sinh? = 1 und die Additionstheoreme

sinh(a +b) = sinh(a)cosh(b) + cosh(a) sinh(b)
cosh(a +b) = cosh(a)cosh(b) + sinh(a) sinh(b)

Die Funktion cosh nimmt bei x = 0 ihr Minimum an und sinh ist eine Bijektion
sinh : R — R. Die inverse Abbildung nennt man Area Sinus hyperbolicus und
bezeichnet sie mit arsinh : R — R. Sie 146t sich auch elementar ausdriicken als
arsinh(x) = log(x + V22 + 1) und fiir die Ableitung von arsinh erhalten wir

1

Vit

In der Tat gilt sinh’(z) = cosh(z) = y/1 — sinh®(z), sinh’(arsinh ) = \/1 + 2.
Ahnlich liefert cosh eine Bijektion cosh : [0, 00) — [1, 00), die inverse Abbildung
Area Cosinus hyperbolicus arcosh : [1,00) — [0, c0) kann geschrieben werden
als arcosh(z) = log(z + v/2? — 1) und ist differenzierbar auf (1, 00) mit der
Ableitung

arsinh’(y) =

1

E 1

Sehr viel seltener benutzt man den Secans hyperbolicus = — 1/ cosh(z), den
Cosecans hyperbolicus = +— 1/sinh(x) und den Tangens hyperbolicus tanh :
x +— sinh(z)/ cosh(x) sowie seine Umkehrung artanh : (—1,1) = R.

arcosh’(y) =

4.9.4 (Diskussion der Terminologie). Die Namen unserer Funktionen haben den
folgenden Hintergrund: Fiir t € R durchléduft der Punkt mit Koordinaten (cosh ¢, sinh t)
den Hyperbelast
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Die geometrische Bedeutung von Sinus und Cosinus hyperbolicus
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{(zy) eR* | (z+y)(z —y) =1, 2> 0}

Hierbei ist |t/2| gerade die Fldche oder lateinisch ,,area®, die von x-Achse, Hy-
perbel und dem Geradensegment von (0, 0) nach (cosht,sinht) eingeschlossen
wird. Es ist eine ausgezeichnete Ubung, diese Behauptung nachzurechnen. Man
sieht so die Verwandschaft zu den iiblichen trigonometrischen Funktionen, bei de-
nen man nur die Hyperbel 22 — y? = 1 zu ersetzen hat durch den Einheitskreis
22 + y? = 1. Dehnen wir die hyperbolischen trigonometrischen Funktionen in
der offensichtlichen Weise zu Funktionen C — C aus, so konnen wir die formale
Analogie mit den gewohnlichen trigonometrischen Funktionen prézisieren zu den
Formeln cos z = coshiz und sin 2 = —isinhi z fiir alle z € C.

4.9.5. Die Losungsmengen in der Ebene R? von Gleichungen der Gestalt ax?® +
bry + cy* = d mit (a,b,c) # (0,0,0) heiBen ebene Quadriken oder auch Ke-
gelschnitte, da man sie erhalten kann als Schnitte rdaumlicher Ebenen mit dem
Kegel {(z,y,2) € R® | 22 +1y? = 2%} bei geeigneter orthonormaler Identifikation
unserer rdumlichen Ebenen mit dem R2. Jeder Kegelschnitt ist bis auf Drehung
und Verschiebung eine Ellipse ax® + Sy?> = 1 mit o, 3 > 0, eine Hyperbel
xy = v mit v > 0, eine Parabel 22 = §y mit § > 0, ein Geradenkreuz, eine
Gerade, ein Punkt oder die leere Menge. Die Bezeichnung ,,Parabel* kommt hier
vom griechischen Wort fiir ,, Werfen*. In der Tat beschreibt ein Wurfgeschoss unter
Vernachlédssigung des Luftwiderstands stets eine ,,parabolische* Bahn, vergleiche

[?] 22.
Ubungen

Ergiinzende Ubung 4.9.6. Sei H = {(z,y) € R? | 22 — y? = 1} die Hyperbel.
Wir konstruieren eine Bijektion ¢ : R\{+1} = H\(1,0), indem wir jedem Punkt
t € R\{£1} den Schnittpunkt der Geraden durch (0,¢) und (1,0) mit H\(1,0)
zuordnen. Man priife, dall diese Abbildung gegeben wird durch

t?2+1 2t
={o—, ——
o= (5 )

Eine eng verwandte Parametrisierung des Einheitskreises wurde in 4.8.18 bespro-
chen.

4.10 Integration rationaler Funktionen

4.10.1. Zur Integration rationaler Funktionen erinnern wir zunéchst die Partial-
bruchzerlegung aus [ ] . Wenn wir vergessen, dal wir uns dabei in die
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Die geometrische Bedeutung der Abbildung ¢ aus 4.9.6
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komplexe Zahlenebene vorgewagt haben, so wird das Integrieren rationaler Funk-
tionen sehr einfach: Wir haben ja in der Partialbruchzerlegung unsere rationa-
le Funktion geschrieben als eine Linearkombination von Funktionen der Gestalt
x — (x — p)™ mit m € Z, und Stammfunktionen fiir diese Funktionen sind
natiirlich

1

- l(x — )™ fiir m # —1 und log(x — p) firm = —1und x > p.
m

Und nun ist es eben so, dal diese Formeln fiir 4 € C ganz genauso gelten, wenn
wir sie nur richtig interpretieren. Im Fall m # 1 ist das der Inhalt der Ubung
4.4.18. Im Fall m = —1 wird es im Folgenden ausgefiihrt.

4.10.2. Umzu R\p — C, z > (z—p) ™" fiir beliebiges p € C eine Stammfunkti-
on anzugeben, iiberlegt man sich zunéchst, daf} die komplexe Exponentialfunktion
eine Bijektion

exp: R+ (—m,7]i & C*
definiert. Die Umkehrfunktion

log: C* = R+ (—m,7]i

wird auf der positiven reellen Achse gegeben durch unseren iiblichen Logarith-
mus v — logu, auf der oberen bzw. unteren komplexen Halbebene durch die
Vorschrift

log(u +iv) = log Vu? + v? iig —jarctan— fiir £v > 0
v

und auf der negativen reellen Achse durch u — log(—u)-+im/2. Man beachte, daB
dieser Hauptzweig des Logarithmus nicht stetig ist lings der negativen reellen
Achse, obwohl seine Einschrinkung auf die negative reelle Achse durchaus stetig
ist: Wir haben fiir v < 0 genauer

%{no log(u +iv) = log(u) = 11)1}1(1) log(u +iv) + 271

Unabhiingig davon ist es mit unseren expliziten Formeln eine elementare Ubung,
fiir alle © € C zu priifen, daf die Funktion

R\p — C
r +— log(z — p)

die Ableitung 1/(z — ) hat. Weniger elementar aber dafiir konzeptioneller folgt
es auch aus der komplexen Kettenregel 6.9.11 mitsamt der Regel fiir die komplexe
Ableitung von Zweigen des komplexen Logarithmus 6.9.18 aus dem anschlielen-
den Abschnitt. In jedem Fall sehen wir, wie sich im Prinzip die Stammfunktion
einer beliebigen rationalen Funktion wieder als eine rationale Funktion mitsamt
einigen Ausdriicken im Arcustangens und im reellen Logarithmus schreiben ld63t.
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4.10.3 (Die Problematik komplexer Potenzen). Setzt man fir « € C* und
b € C ghnlich wie im Reellen a® := exp(bloga) mit log dem eben definier-
ten Hauptzweig des komplexen Logarithmus, so ergibt sich i’ = exp(—n/2).
Insbesondere ist in diesem Sinne also i’ reell. Allerdings ist dann a + a® fiir
b € C\Z unstetig lings der negativen reellen Achse und wir haben im allgemei-
nen a® # (a®)°.
Beispiel 4.10.4. Wir bestimmen eine Stammfunktion zu 1/(1 + %) mithilfe unse-
rer Partialbruchzerlegung [ ] . Die Nullstellen des Nenners sind + i und
der Grad des Zihlers ist echt kleiner als der Grad des Nenners. Wir diirfen den
Ansatz
I a b

1422 x+i+x—i
machen und finden sofort (a + b)z —ia+ib=1,alsoa+b=0unda —b =1
und folglich @ =i /2 und b = —i /2. Eine Stammfunktion ist mithin

%log(aﬁ +1) — %log(m —1i)

Um die weitere Rechnung zu vereinfachen beachten wir, dafl unsere Stammfunkti-
on bis auf eine Konstante eh eine reellwertige Funktion sein muf3. Wir diirfen also
bereits vor dem Addieren die Realteile nehmen und erhalten als Stammfunktion

sofort
1

"4 L arctan(z) — ¢ tan(—z) tan(z) - =
—— + —arctan(z) — — — - arctan(—x) = arctan(z) — =
1 2aca x 1 2aca xr) = arctan(z 5

in Ubereinstimmung mit unseren Ergebnissen aus 4.4.14.
Beispiel 4.10.5. Wir bestimmen zu (z* 4 22?) /(2?4 2z + 1) eine Stammfunktion.

Die Partialbruchzerlegung haben wir bereits in [ ] durchgefiihrt und
erhielten
rt 4 222 ) 8 3
g B L e T (z +1)2
Als Stammfunktion finden wir damit sofort
3 3

— — 2 +5r —8log|r + 1| —

3 (x+1)

Ergcnzung 4.10.6. Gegeben eine rationale Funktion R = P/() betrachten wir
die Funktion D — R, ¢t — R(e’) mit dem Definitionsbereich D = {t € R |
Q(e") # 0}. Das Integral eines solchen rationalen Ausdrucks in e' kann man auf
das Integral einer rationalen Funktion zuriickfiihren durch die Substitution x = €',
dz = e' dt = xdt. Zum Beispiel berechnen wir

dt 2dt 2d
/ / / Y garctanz = 2 arctan(e')

cosh t - et +e_1t - 2+ 1
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Das Integral eines rationalen Ausdrucks in /% fiir eine natiirliche Zahl n > 1
kann man dhnlich durch die Substitution /¢ = x, dt = na" *dz auf das Integral
einer rationalen Funktion in x zuriickfiihren.

Ergdnzung 4.10.7 (Integrale rationaler Ausdriicke R(sin,cos)). Das Integral
eines rationalen Ausdrucks im Funktionenpaar (sin, cos) wie zum Beispiel

sin®(7) + cos(1)

cos(T) + cos?(T)

kann man auffassen als Kurvenintegral im Sinne von 8.3.6 einer rationalen Funk-
tion in zwei Veridnderlichen, in unserem Beispiel das Integral der Funktion

_yg—l—x

R(l’,y) - 1’+ZL’2

iiber ein Stiick des Einheitskreises. Mit der Umparametrisierung 4.8.18, d.h. mit-
hilfe der Substitution ¢ = tan(7/2) und folglich sin(7) = 2¢/(1 + t?), cos(7) =
(1 —¢2)/(1+ %), dr = (2/(1 + t?))dt 14Bt es sich dann umwandeln in ein Inte-
gral einer rationalen Funktion einer Verdnderlichen. Integrale iiber rationale Aus-
driicke im Funktionenpaar (1/1 — 22, z) kann man in dhnlicher Weise als Kurven-
integral auffassen und losen, im Gegensatz zu eben hat nur x — (/1 — 22, x)
nicht konstante absolute Geschwindigkeit 1, sondern vielmehr die absolute Ge-
schwindigkeit 1/+/1 — z2. Formal mag man auch x = sint, dz = cos tdt substi-
tuieren und sich so auf den bereits behandelten Fall eines rationalen Ausdrucks im
Funktionenpaar (sin, cos) zuriickziehen. Integrale von rationalen Ausdriicken in
den Funktionenpaaren (v/x? + 1, x) bzw. (v z? — 1, ) kann man auf die bereits
in 4.10.6 behandelten Integrale rationaler Funktionen in e’ zuriickfiihren durch die
Substitution x = sinh ¢, dx = cosh tdt bzw. z = cosh ¢, dz = sinh td¢. Ein noch
direkterer geometrischer Zugang zu all diesen Integralen wird in [ ]
diskutiert.

Ubungen
Ergiinzende Ubung 4.10.8. Man finde eine Stammfunktion zu 1/(1 + z%).
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S Potenzreihen und hohere Ableitungen

5.1 Funktionenfolgen und Potenzreihen

Satz 5.1.1. Sei (a,),en eine Folge reeller Zahlen. Konvergiert fiir eine reelle Zahl
z die Reihe )~ a,z", so konvergiert die Reihe Y~ a,x” absolut fiir alle reel-
len Zahlen x mit |x| < |z|.

Vorschau 5.1.2. Dieser Satz gilt ganz genauso und mit demselben Beweis, wenn
wir darin iiberall ,,reell* durch , komplex* ersetzen und Konvergenz verstehen als
,Konvergenz von Real- und Imaginirteil”“. Wir konzentrieren uns hier jedoch auf
den Fall reeller Potenzreihen.

Beweis. Die Glieder einer konvergenten Reihe sind beschrinkt, unter unseren An-
nahmen gibt es also eine endliche Schranke B mit |a,2”| < B fiir alle v. Aus
|z| < |z| folgt aus der Konvergenz der geometrischen Reihe 3.1.5 dann

(o) (o) [o.¢]
D laat| <) a2t /2" <> Bla/zl” < oo O
v=0 v=0 v=0

Definition 5.1.3. Ein Ausdruck der Gestalt >~  a,z” heiBt eine Potenzreihe.
Eine Potenzreihe anzugeben bedeutet also nichts anderes, als die Folge (a,),en
ihrer Koeffizienten anzugeben. Der Konvergenzradius r € [0, oo] einer Potenz-
reihe Y a,z” ist per definitionem das Supremum

r:=sup{ |z| | Y_ a,z" konvergiert}

Die Bezeichnung als Radius wird kommt vom Kontext komplexer Potenzreihen
her. Nach 5.1.1 definiert jede Potenzreihe mit Konvergenzradius r vermittels der
Abbildungsvorschrift z +— >~ a,z” eine reellwertige Funktion auf dem In-
tervall (—r, r) alias im Komplexen eine komplexwertige Funktion auf der Kreis-
scheibe |z| < .

Satz 5.1.4 (iiber Potenzreihen). Die durch eine Potenzreihe Y -, a,x” mit Kon-
vergenzradius r > 0 definierte Funktion s : (—r,r) — R ist stetig, ja sogar diffe-
renzierbar, und ihre Ableitung wird an jeder Stelle x € (—r,r) gegeben durch die
Potenzreihe s'(x) = 07  va,z” .

Beispiel 5.1.5. Dieser Satz liefert unmittelbar einen zweiten Beweis fiir die bereits
in 4.4.9 bewiesene Tatsache, da3 die Exponentialfunktion ihre eigene Ableitung
ist.

5.1.6. Der Beweis dieses Satzes wird den grofiten Teil dieses Abschnitts einneh-
men. Wir zeigen in 5.1.12, dal jede durch eine Potenzreihe definierte Funktion
stetig ist, und zeigen die weitergehenden Aussagen in 5.1.15. Zunichst jedoch
miissen wir einige technische Hilfsmittel bereitstellen.
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Definition 5.1.7. Sei D eine Menge, (f,).en eine Folge von Funktionen f,, :
D — Rund f : D — R eine weitere Funktion.

1. Wir sagen, die Folge f,, konvergiert punktweise gegen die Funktion f ge-
nau dann, wenn fiir alle z € D gilt lim,,_, fn(2) = f(2);

2. Wir sagen, die Folge f,, konvergiert gleichmiBig gegen die Funktion f
und schreiben lim,, .., f,, = f genau dann, wenn es fiir beliebiges ¢ > 0
ein N = N. € N gibt derart, daf} fiir alle n > N und alle x € D gilt

[fn(z) = fz)] <e.

5.1.8. Aus gleichmiBiger Konvergenz folgt sicher punktweise Konvergenz. Das
Umgekehrte gilt nicht: Die Funktionenfolge f, : [0,1] — R, f,(z) = 2" konver-
giert punktweise, aber nicht gleichméBig gegen die Grenzfunktion f : [0,1] — R
mit f(z) =0firz # Lund f(1) = 1.

Satz 5.1.9 (Stetigkeit bleibt erhalten unter gleichméaBiger Konvergenz). Kon-
vergiert eine Folge von stetigen reellwertigen Funktionen gleichmdflig gegen eine
Grenzfunktion, so ist auch diese Grenzfunktion stetig.

Beweis. Sei D C R der gemeinsame Definitionsbereich und seien f,, : D — R
die Funktionen unserer gleichmiBig konvergenten Folge und f : D — R ihre
Grenzfunktion. Es reicht sicher, die Stetigkeit von f in jedem Punkt p € D zu
zeigen. Sei also € > 0 beliebig vorgegeben. Sicher finden wir ein n derart, daf fiir
alle z € D gilt

€

nl) = ()] < 5

Da f, stetig ist in p, finden wir weiter 6 > 0 derart, daB fiir alle x € D mit
|z —p| < gilt

€
Es folgt fiir alle x € D mit |z — p| < 0 leicht

1f(x) = fp)] < |f(x) = fa(2)]
+falp) = f(P)] < € O

Proposition 5.1.10 (zur gleichméBigen Konvergenz bei Potenzreihen). Ist > a,z”
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r, so konvergiert die Folge ihrer Partial-

summen s, (x) =Y _ a,x” fiiralle p € [0, 1) gleichmdifig auf dem Kompaktum
D = [_pa P]

5.1.11. Eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r konvergiert im allgemeinen kei-
neswegs gleichméBig auf dem ganzen Intervall (—r, ). Ein Gegenbeispiel wire
etwa die Exponentialfunktion, ein anderes die geometrische Reihe.
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Bei gleichmiBiger Konvergenz miissen fiir jedes ¢ > 0 fast alle f,, auf dem
ganzen Definitionsbereich D im ,,c-Schlauch um f* bleiben.

Die punktweise aber nicht gleichméBig konvergente Funktionenfolge der
Funktionen z — 2™ aus 5.1.8
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Beweis. Fiir alle x € [—p, p| gilt |a, 2| < |a,p”| und folglich

[50(2) = s(@)[ < Y lavp”]

v=n-+1

Da ) 2 |a,p”| konvergiert, gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N mit

[e.e]

S Jast| <<

v=N+1
Fiir n > N und beliebiges x € [—p, p| gilt dann |s,,(x) — s(z)| < e. O

Korollar 5.1.12 (Stetigkeit von Potenzreihen). Die durch eine Potenzreihe mit
positivem Konvergenzradius v > 0 auf (—r, r) definierte Funktion ist stetig.

Beweis. Nach Proposition 5.1.10 und Satz 5.1.9 ist unsere Funktion fiir alle p €
[0, r) stetig auf [—p, p] als gleichmiBiger Grenzwert stetiger Funktionen. Daraus
folgt miihelos, daB sie stetig ist auf ganz (—r, ). O

Satz 5.1.13 (Vertauschen von Integral und Grenziibergang). Sei eine Funktion

f i la,b] — R gleichmdfiger Grenzwert einer Folge von stetigen Funktionen
fn i [a,b] — R. So gilt

/ f = lim fn
n—oo
Vorschau 5.1.14. Sehr viel stirkere Sitze in dleser Richtung werden wir im Rah-

men der Integrationstheorie von Lebesgue als Satz iiber monotone Konvergenz
[ ] und Satz iiber dominierte Konvergenz [ ] kennenlernen.

Beweis. Fiir alle ¢ > 0 gibtes N € N derart, daB gilt | f(x) — f,.(z)| < € fiir alle
n > N und alle z € [a, b]. Es folgt

/f £.) /|f ful < (- a)e

fir allen > N. O]

fn

Satz 5.1.15 (Integration und Differentiation von Potenzreihen). 1. Ist eine
Funktion f : (—r,r) — R gegeben durch die Potenzreihe f(z) =3 - a,x”,
so konvergiert auch die Potenzreihe

[e.9]

1 v+1
E P ] a,x

v=0

auf (—r,r), und zwar gegen eine Stammfunktion von f;
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Einige Glieder einer Funktionenfolge, die punktweise gegen die Nullfunktion
konvergiert, deren Integrale jedoch nicht gegen das Integral der Nullfunktion
konvergieren.

Einige Glieder einer Funktionenfolge vom Typ f, = + sin(nz), die gleichmiBig
gegen die Nullfunktion konvergiert, deren Ableitungen jedoch nicht gleichmiBig
gegen die Ableitung der Nullfunktion konvergieren.
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2. Ist eine Funktion g : (—r,r) — R gegeben durch die Potenzreihe g(x) =
230:0 b,x", so ist g differenzierbar und die Potenzreihe

[e.9]

Z vb,a’ !

v=1
konvergiert auf (—r,r) gegen die Ableitung g’ unserer Funktion g.

Beweis. 1. Man wende den vorhergehenden Satz 5.1.13 auf die Folge f,(z) =
>, ayx” der Partialsummen an.

2. Wir zeigen zunichst, daB die Potenzreihe Y -, vb,z” "' auch auf (—r, r) kon-
vergiert. Nach dem Quotientenkriterium 3.1.19 konvergiert schon mal die Reihe
S>> vz¥~Hiir |z] < 1. Fir |x] < r wihlen wir nun ein p mit [z| < p < r und
dazu eine Schranke B mit |b,p"~!| < B fiir alle v. Dann kénnen wir abschétzen

b,z | = |vb,p" Nz /p) T < B2

fir = = |z/p| < 1. Nach dem Majorantenkriterium 3.1.18 konvergiert also die
Reihe 230:1 vb,x*~1. Dann wissen wir aber nach Teil 1, daB fiir die Funktion
flz) =507 vbya” tunser g(x) = Yo b,a” eine Stammfunktion ist. O

Definition 5.1.16. Die n-te Ableitung einer Funktion f bezeichnen wir, falls sie
existiert, mit f(™. Es ist also f© = f, fO = f/, f& = f* und allgemein
F0m = (0.

5.1.17. Ist eine Funktion f : (—r,r) — R gegeben durch die fiir z € (—r,r)
konvergente Potenzreihe f(z) =) 7 a,z”, so folgt aus 5.1.15 sofort

™ 0) =n! a,

Wenn also in anderen Worten eine fest vorgegebene Funktion f in einer Umge-
bung des Nullpunkts durch eine Potenzreihe dargestellt werden kann, so muf3 un-
sere Funktion dort beliebig oft differenzierbar sein und die fragliche Potenzreihe

ist die Reihe
10,

v!
v=0

Diese Potenzreihe hinwiederum kann man ganz allgemein fiir jede in einer Um-
gebung des Nullpunkts beliebig oft differenzierbare Funktion erkldren. Sie hei3t
dann die Taylorreihe besagter Funktion oder genauer ihre Taylorreihe am Null-
punkt, muf} aber keineswegs positiven Konvergenzradius haben und muf, selbst
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wenn sie positiven Konvergenzradius hat, keineswegs gegen besagte Funktion
konvergieren. Zum Beispiel hat nach 4.4.15 die Funktion

e /T 1 >0,
f@) = {o r < 0;

im Nullpunkt die Ableitungen f*)(0) = 0 Vv > 0, aber dennoch gilt f(x) > 0 fiir
x > 0. Inwiefern die Taylorreihe dennoch unsere Funktion recht gut approximiert,
erkldren wir in 5.2.

Definition 5.1.18 (Verallgemeinerte Binomialkoeffizienten). Fiir « € R und
k € N setzen wir

<Z) -2 _/{(1;1_1(;1 _f ) falls & > 1 und (3‘) 1

Proposition 5.1.19 (Binomische Reihe). Fiir |x| < 1 und o € R gilt

(1+z)*= i (Z)x’“

k=0

Vorschau 5.1.20. Sobald wir komplexe Zahlen und in 4.10.3 komplexe Exponen-
ten eingefiihrt haben, wird der Leser erkennen, daf die Proposition mit demselben
Beweis auch fiir z, « € C gilt, vergleiche [FT1] . Aus unseren Uberlegun-
gen in 5.1.17 folgt auch unmittelbar, daf} die Koeffizienten einer Potenzreihenent-
wicklung von (1 4 z)®, wenn es sie denn gibt, notwendig die verallgemeinerten
Binomialkoeffizienten sein miissen. Dal} es aber eine derartige Entwicklung auch
wirklich gibt, muf3 noch gezeigt werden. Also an die Arbeit!

Beweis. Fiir o € Z>_; kennen wir diese Formel schon: Im Fall o € N gilt (§) =
0 falls £ > « und wir erhalten einen Spezialfall der binomischen Formel [GR]
.Im Fall @ = —1 gilt (¢) = (—1)" und wir erhalten die geometrische Reihe
3.1.5 fir —x. Unter der Annahme o ¢ N sagt uns das Quotientenkriterium, daf3
die Potenzreihe rechts fiir |x| < 1 konvergiert, sagen wir gegen die Funktion
f :(=1,1) — R. Ich behaupte (1 + z)f'(x) = af(x). Das priift man durch
gliedweises Differenzieren der binomischen Reihe mithilfe der Beziehung

(G =0)

die durch eine kurze Rechnung gezeigt wird. Rechenfaule konnen das auch als
eine Gleichheit von Polynomen in « verstehen, von der wir bereits wissen, daf3
sie nach Einsetzen von o € N>, gilt, und die folglich als Gleichheit von Po-
lynomen gelten muB3, da ja Polynome nur endlich viele Nullstellen haben. Aus
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(1+2)f'(z) = af(x)und f(0) = 1 folgt aber schon f(z) = (1+ x)*, denn setzt
man p(x) = f(x)/(1+ )%, so gilt ¢(0) = 1 und

fl) A+ 2)* — a(l +2)*7 ' f(2)

¢'(x) = D =0 0
Beispiel 5.1.21. Die Darstellung
2 3
log(1 + z) :x—%—i—%—... Vo e (—1,1)

1 3

ergibt sich, indem wir die geometrische Reihe (1 +z)™' =1 -z + 2% —2°...
gliedweise integrieren. Ahnlich ergibt sich die Entwicklung von arsinh(x) in eine
Potenzreihe, indem wir die binomische Reihe zu (1 + 2%)~!/2 gliedweise integrie-
ren.

Beispiel 5.1.22. Aus unserer Formel arcsin’(z) = 1/+/1 — 22 nach 4.4.13 ergibt
sich die Reihenentwicklung

1-[173+1-3-ZB5+
2-3 2.4-5

arcsin(z) = x + Ve (—1,1)
In der Tat gilt arcsin(z) = [;"(1 — ¢*)~"/2 d¢, und nach der binomischen Reihe
5.1.19 haben wir

> [—1/2 1 1-3
1— 2/ =14+ 4
(1-1) D O A Lo L

Beispiel 5.1.23. Mit unserer Formel arctan’(t) = 1/(1+ ¢?) fiir die Ableitung des

Arcustangens aus 4.4.14 erhalten wir durch gliedweises Integrieren der geometri-

schen Reihe 3.1.5 fiir den Arcustangens fiir || < 1 die Reihenentwicklung
et

tan(t) =t — — + — — — ...
arctan(t) 3—1—5 -

und mit dem Abel’schen Grenzwertsatz 5.4.2 ergibt sich

T 1 1 n 1 1

4 35 77
Es scheint, dal diese Formel bereits in dem 1530 erschienenen Analysis-Buch
,»Ganita Yuktibhasa® des Autors Jyesthadeva zu finden ist, eines Mathematikers
aus Kerala in Indien, und daf sie auf den indischen Mathematiker Madhava zu-

riickgeht.
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Beispiel 5.1.24. Um die fiinfte Ableitung bei # = 0 von (¢*” sinh z) bestimmen,
rechnen wir

2

e = 1422+ 4T
. 23 o
sinhr = o+ 5+ 5 +...
e sinhz = z+a¥(Z+1)+2° (F+4+3)+...
Hier haben wir einmal unsere Erkenntnisse iiber das Produkt absolut konvergenter

Reihen verwendet. Die gesuchte fiinfte Ableitung bei = = 0 ergibt sich mit 5.1.17
zu

5! 1+1+1 =1+20+60 =281
“\5 3 2) -

5.1.25. Die Formel fiir die binomische Reihe kann umgeschrieben werden zur nun
fiir alle y € (0, 2) giiltigen Darstellung

Y :OO <Z> (y—1*

Gehort allgemeiner ein Punkt p zum Definitionsbereich einer Funktion f, so be-
zeichnen wir eine Darstellung von f der Gestalt

flo+h)=> ah’ alias  fly)=> aly—p)”
v=0 v=0

als eine Entwicklung von f in eine Potenzreihe um den Punkt p. Mit denselben
Argumenten wie zuvor gilt dann a,, = f®)(p)/v!. Ist allgemeiner f beliebig oft
differenzierbar bei p, so erkldren wir die Taylorreihe von f zum Entwicklungs-
punkt p als die Potenzreihe

i [®),.,

V!

v=0
Auch wenn die Partialsummen dieser Reihe nicht gegen f(p + h) konvergieren
miissen, liefern sie doch die ,,bestméglichen Approximationen von f(p + h)
durch Polynome in h von einem vorgegebenen maximalen Grad, wie wir im fol-
genden Abschnitt 5.2 ausfiihren werden.

Ubungen

Ubung 5.1.26. Ist (a,),en eine Folge von von Null verschiedenen reellen Zahlen
und existiert der Grenzwert lim,,_,, |a, /a, 1] in [0, 0], so ist dieser Grenzwert
der Konvergenzradius der Potenzreihe Y 7 ja,2”.
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Ergiinzende Ubung 5.1.27. Eine Funktion, die fiir jeden Punkt ihres Definitions-
bereichs in einer Umgebung besagten Punktes durch eine Potenzreihe dargestellt
werden kann, heiflt analytisch. Wir werden erst in [ ] im Rahmen der
Funktionentheorie zeigen, dafl Potenzreihen analytische Funktionen liefern: Dort
geht es mit den Tricks der Funktionentheorie sehr elegant, wir konnten es aber et-
was weniger elegant auch hier schon zeigen. Man zeige: Stimmen zwei auf dem-
selbem reellen Intervall definierte analytische Funktionen auf der Umgebung eines
Punktes aus unserem Intervall liberein, so sind sie gleich. Hinweis: Man betrach-
te das Supremum der Menge aller Punkte, an denen unsere beiden Funktionen
ibereinstimmen.

Ergiinzende Ubung 5.1.28. Wie lauten die ersten vier Koeffizienten der Potenz-
reihenentwicklung von /1 + z ? Wie lauten die ersten vier Koeffizienten der Po-
tenzreihenentwicklung von /2 + = ? Gemeint ist jeweils die Entwicklung um
xz=0.

Ergiinzende Ubung 5.1.29. Wir wiirfeln mit einem Wiirfel eine unendlich lan-
ge Zahlenreihe. Anschaulich ist klar, da3 der durchschnittliche Abstand zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Einsen gerade Sechs sein muf3. Betrachtet man nun die
Wahrscheinlichkeiten, daf} die ndchste Eins beim nichsten Wurf, beim iibernéchs-
ten Wurf etc. kommt, multipliziert sie jeweils mit Eins, Zwei etc. und summiert
diese Produkte auf, so sollte sich auch dieser dieser durchschnittliche Abstand
ergeben. Die Aufgabe ist nun, zu beweisen, dafl die Reihe

[ele} 5 nfll
;”(é) 6

auch tatsichlich gegen 6 konvergiert.

5.2 Taylorentwicklung

5.2.1. Um im folgenden auch den Fall n = 0 zulassen zu diirfen, vereinbaren wir,
daB ,,0-mal differenzierbar bei p* zu verstehen sein soll als ,,stetig bei p*.

Satz 5.2.2 (Taylorentwicklung). Seien I C R ein mehrpunktiges Intervall und
f : I — R eine Funktion, deren (n — 1)-te Ableitung "=V auf ganz I existiert
und deren n-te Ableitung f™ (p) an einer Stelle p € I existiert. So gilt:

1. Es gibt genau ein Polynom () vom Grad <n mit der Eigenschaft

f(x) = Q(x) + (z — p)*e(z = p)

fiir eine Funktion & mit limy,_,oe(h) = 0;
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2. Dieses Polynom kann auch charakterisiert werden als das eindeutig be-
stimmte Polynom Q vom Grad <n, dessen Ableitungen bei p bis zur n-ten
Ableitung einschlieflich mit den entsprechenden Ableitungen bei p unserer
Funktion f iibereinstimmen, in Formeln f®)(p) = Q™ (p) fiir 0 < v < n.

5.2.3. Wir nennen () das Approximationspolynom bis zur Ordnung n an f
bei p. Der Graph des Approximationspolynoms bis zur ersten Ordnung heif3t die
Tangente an den Graphen von f im Punkt (p, f(p)), der Graph des Approximati-
onspolynoms bis zur zweiten Ordnung die Schmiegeparabel.

Beweis. Sicher gibt es genau ein Polynom (), das die Bedingung aus Teil 2 erfiillt,
nidmlich das Polynom

™ (p)
n!

()
Qz) = f(p) + f'(p)(x —p) + / 2!@)

das aus den ersten n + 1 Termen der Taylorreihe von f beim Entwicklungspunkt
p besteht. Betrachten wir fiir dieses Polynom () die Differenz r = f — @), so
verschwinden die ersten n Ableitungen von r bei z = p und wir erhalten durch
wiederholte Anwendung der Regeln von de I’Hospital 4.6.1 und die Definition
von 7™ (p) in der Tat

r(z) r" V(@) _ r(p)

lim ————=... =1 = =0
2op (x —p)» e 1l (x —p) n!

n

(z—p)P+...+

(z —p)

Damit bleibt nur noch zu zeigen, daf3 kein anderes Polynom Q die Bedingung aus
Teil 1 erfiillen kann. In der Tat folgt aber fiir zwei Polynome vom Grad <n aus

QW) - Q) _
= (o —p)
nach 2.6.17 bereits Q(z) = Q(x). O

5.2.4. Wir konnen die Aussage des Satzes dahingehend umformulieren, daf3 gilt

f i “p) 0
Fo+ )= £+ £+ P TPy e

fiir eine Funktion ¢ mit lim;,_,o (h) = 0. Schirfere Abschitzungen fiir das Rest-
glied unter stidrkeren Annahmen an die zu approximierende Funktion liefert die
gleich folgende Proposition.

Proposition 5.2.5 (Restglieddarstellungen zur Taylorentwicklung). Gegeben
I C R ein mehrpunktiges Intervall, p € I ein Punkt und f : I — R eine Funktion
gilt fiir allen € N :
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Eine unvollkommene Darstellung der Tangente y = x 4 1 und Schmiegeparabel
y = 2%/2 + = + 1 an den Graph der Exponentialfunktion im Punkt (0, 1).
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Lagrange’sche Form des Restglieds: Ist f auf dem ganzen Intervall I sogar
(n + 1)-mal differenzierbar, so gibt es fiir alle x € I ein £ zwischen p
und x mit

) (n+1)
ro) = > gy 4 L e

Integraldarstellung des Restglieds: Ist f*Y zusdtzlich auch noch stetig auf
ganz I, so gilt fiir alle x € I die Formel

" f) z
o) =3 =y [Ty
v=0

Beweis. Wir kiirzen die Summe wie zuvor mit » . = ((x) ab. Fiir den Rest
r(z) = f(x) — Q(z) verschwinden, wie wir bereits wissen, die ersten n Ab-
leitungen bei x = p, und unter unseren zusatzlichen Voraussetzungen ist r sogar
(n+ 1)-mal differenzierbar auf ganz I mit 7"+ = f(**1) Um daraus die beiden
Darstellungen des Restglieds zu erhalten, brauchen wir nur zwei einfache Rech-
nungen.

1. Mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz und der Erkenntnis, dal Nenner und
Zihler bei x = p verschwinden, erhalten wir unter der Annahme p # x sofort

r(z) _ ' (&1) _ "(&2) _ _ T(nﬂ)(f)
(@—ptt  (n+D&G—p nr+DE-pt  (n+ 1)

2. Durch wiederholtes partielles Integrieren erhalten wir

r(z) = [Tr'(t)dt = [T —tr"(H)dt = § [Tz — )" (t)dt

= ol @—trremde O

5.2.6. Diese Abschitzungen liefern umgekehrt auch zwei alternative Beweise fiir
den Satz iiber die Taylorentwicklung. Allerdings bendtigen diese alternativen Be-
weise wesentlich stirkere Voraussetzungen als unser urspriinglicher Beweis.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 5.2.7. Ist eine Funktion auf einem offenen Intervall n-mal ste-
tig differenzierbar fiir n > 1 und verschwinden an einer Stelle p alle ihre hoheren
Ableitungen unterhalb der n-ten, so hat sie bei p ein isoliertes lokales Maximum

160



beziehungsweise Minimum, falls n gerade ist und die n-te Ableitung bei p ne-
gativ beziehungsweise positiv, und kein lokales Extremum, falls n ungerade ist.
Wem diese Ubung zu einfach ist, der mag dasselbe zeigen unter der schwiicheren
Annahme, da £~ zwar bei p, aber nicht notwendig auf dem ganzen Intervall
differenzierbar ist.

Ubung 5.2.8. Gegeben eine differenzierbare Funktion f auf einem offenen reellen
Intervall I @ R, deren Ableitung bei p € I differenzierbar ist, zeige man

1)ty T F 2 = ) =26

h—0 h?

5.3 Rechnen mit Approximationen

Definition 5.3.1. Seien f, g : D — R zwei auf einer Teilmenge D C R definierte
Funktionen. Sei p € D ein Punkt und n € N eine natiirliche Zahl. Wir sagen, f
und g stimmen bei p iiberein bis zur Ordnung n und schreiben

f~r g oder genauer flx) ~o_) g(z),

wenn gilt f(p+h) = g(p+ h) + h"<(h) fir eine Funktion ¢, die stetig ist bei Null
mit Funktionswert £(0) = 0, und die eben definiert ist auf der Menge aller & mit
p+heD.

5.3.2. Die Notation f ~7 g scheint mir bequem und suggestiv, sie ist jedoch
uniiblich. Haufig nennt man eine Funktion, die bei = 0 mit der Nullfunktion
iibereinstimmt bis zur Ordnung n, auch ein kleines o von z" und bezeichnet so
eine Funktion mit o(z"). In dieser Notation wiirde man statt f ~, g schreiben
f(x) = g(z) +o((x —p)").

5.3.3. Natiirlich folgt aus f ~ gund g ~ hschon f ~7 h.Sind P und @
Polynome vom Grad < n und ist p ein Haufungspunkt von D, so folgt aus P ~7
@ schon P = (). Der Satz iiber die Taylorentwicklung 5.2.2 liefert uns fiir eine
n-mal stetig differenzierbare Funktion f auf einem halboffenen Intervall D das
eindeutig bestimmte Polynom () vom Grad < n, das bei p mit f tibereinstimmt bis
zur Ordnung n. Genauer besagt dieser Satz, daf dieses Polynom () charakterisiert
wird durch die Bedingungen Q) (p) = f*)(p) fir 0 < v < n.

Satz 5.3.4 (Rechnen mit Approximationen). /. Seien f,g : D — R zwei
auf einer Teilmenge D C R definierte Funktionen. Sei p € D ein Punkt und
seien P, () Polynome mit f ~ P und g ~; (. So folgt

ftg~y P+Q und  fg~, PQ
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2. (Hohere Kettenregel). Seien f : D — R und g : E — R auf Teilmengen
D, E C R definierte Funktionen mit f(D) C E. Sei p € D ein Punkt und
seien P, () Polynome mit f ~; P und g ~tm) Q. So folgt

gofry QobP

5.3.5. Im Fall n = 0 spezialisiert dieser Satz zur Stetigkeit von Summen und
Produkten 2.3.2 sowie Verkniipfungen 2.3.16. Im Fall n = 1 spezialisiert er zur
Summenregel 4.4.1, Produktregel 4.4.1 und Kettenregel 4.4.6.

Beweis. 1. Das bleibt dem Leser iiberlassen. Im Fall der Summe gilt das sogar fiir
beliebige Funktionen P und (), im Fall des Produkts reicht anstelle der Polynomi-
alitit die zusitzliche Annahme, dal P und () in einer Umgebung von p beschrinkt
sind.

2. Wir zeigen zuniichst go f ~; Qo fund dann Qo f ~ Qo P.Zum Beweis der
ersten Aussage schreiben wir g(y) = Q(y) + (v — f(p))"e(y — f(p)) fiir € stetig
bei Null mit Funktionswert Null. Durch Einsetzen von y = f(x) und Erweitern
des letzten Terms mit (z — p)" erhalten wir

f(x) — [(p)
T —p

(@0 0)e) = Qe 1)a) + (o= | ) et - o)

fiir alle z # p. Im Fall n > 1 stimmt f bei p bis mindestens zur Ordnung 1
tiberein mit dem Polynom P, folglich ist f differenzierbar bei p und der Ausdruck
in eckigen Klammern strebt fiir x — p gegen Null. Im Fall n = 0 stimmt f bei
p bis zur Ordnung 0 iiberein mit dem Polynom P, also ist f zumindest stetig in p
und der Ausdruck in eckigen Klammern strebt fiir vt — p wieder gegen Null. Wir
miissen also nur noch fiir jedes Polynom () zeigen

Qof~l QoP
Das hinwiederum folgt sofort aus Teil 1. [

Beispiel 5.3.6. Um die sechste Ableitung bei = 0 von 1/ cosh(x) zu berechnen,
erinnern wir uns an

coshx = 1+%+Z—?+%—?+...
I+y)™ = 1—y+v" =+ =" +4°...

wo wir Gleichheitszeichen und Piinktchen geschrieben haben statt ~5 mit ent-
sprechenden Spezifikationen. Mit unserer ,.hoheren Kettenregel*“ 5.3.4 erhalten
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wir dann sofort

1/cosh(z) = 1-— (L+%+%)

Als Koeffizient von 2% ergibt sich

1 1 1 1 61
——+ = —=—=—(=14+30—-90) = ——
g n s et )= %
und die fragliche sechste Ableitung bei x = 0 ist mithin —61. Eine andere Mog-
lichkeit wire, das Approximationspolynom sechsten Grades an 1/ cosh(z) in x =
0 als ag + a1z + ... + agx® anzusetzen und aus der ,,hdheren Produktregel* die
Gleichung
z2 ozt S
1+ = +—+—= ) (ao+amz+...+as’) =14+b2"+...
2 4! 6!
zu folgern, die es uns hinwiederum erlaubt, induktiv die a, zu bestimmen. Die-
se Rechnung kann im vorliegenden Fall zusitzlich vereinfacht werden durch die
Erkenntnis, dal eh gilt 0 = a; = a3 = a5 = .. ., da unsere Funktion gerade ist.

Erginzung 5.3.7 (Geschlossene Formel fiir die Catalan-Zahlen). Wir zeigen
nun die in [GR] versprochene Formel

c - 1 (2n>
n+1\n

fiir die ebendort eingefiihrten Catalan-Zahlen C,, die die Zahl der moglichen Ver-
klammerungen eines Wortes in (n + 1) Symbolen angeben. Diese Zahlen erfiillen
offensichtlich die Rekursion

Crp1 =Y CiChi
k=0

Die erzeugende Funktion der Folge der Catalan-Zahlen alias die formale Potenz-
reihe P = ) ., Cna™ erfiillt demnach im Ring der formalen Laurentreihen aus
[ ] die Formel zP? = P —1 alias P? — %P—i— % = 0. Damit folgt, immer
im Ring der formalen Laurentreihen, eine Identitdt der Form

1++1—4x
2x

1 1 1
P —_ :l: —_— = =
2x 422 =z
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falls die fragliche Wurzel im Ring der formalen Laurentreihen existieren sollte,
wobei das Vorzeichen noch zu bestimmen ist. Nach 5.3.8 existiert diese Wurzel
jedoch in der Tat und kann beschrieben werden durch die binomische Reihe

V1—dz = g (122> (—4z)"

Deren konstanter Term ist Eins, so dafl fiir unser Vorzeichen nur das Minus in
Frage kommt. Damit muf3 notwendig gelten

B 1—+vV1—-4x
N 2x

Die Koeffizienten unserer binomischen Reihe lassen sich vereinfachen zu

() e = LY (2) (D) () o

_ _%(1-3...(271—3))2”

—2(2(n —1))!
(n—1)!(n—1)!

P

Die letzte Identitit stimmt dabei nur fiir n > 1. Setzen wir nun alles zusammen,
so ergibt sich wie gewiinscht
1 2n
C, =
n+1l\n

Ubung 5.3.8. Gegeben zwei beliebig oft differenzierbare Funktionen auf einem
Intervall ist die Taylorreihe ihrer Summe die Summe der Taylorreihen und die
Taylorreihe des Produkts das Produkt der Taylorreihen. Hier verstehen wir Pro-
dukt und Summe von Potenzreihen im formalen Sinn, vergleiche [ ]

Ergiinzende Ubung 5.3.9. Man zeige, daB die Identitéiten exp(log(z +1)) = 2 +1
und log((e” —1) + 1) = z auch als formale Identititen von Potenzreihen gelten,
daB also etwa im ersten Fall fiir £ > 2 gilt

£ A () -

S+t () =k

Ubungen

wo die Summe iiber alle 7 > 1 und alle Abbildungen j : {1,...,i} — Ny
lauft, bei denen k£ die Summe der Werte ist, wohingegen dieselbe Summe fiir
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k = 1 gerade den Wert Eins ergibt. Allgemeiner fithre man aus, inwiefern die
Taylorreihe der Verkniipfung zweier unendlich oft differenzierbarer Funktionen
gerade die Verkniipfung ihrer Taylorreihen ist.

Erginzende Ubung 5.3.10. Man zeige: Gegeben ein Kringhomomorphismus Q «—
k liefert das formale Einsetzen in formale Potenzreihen eine Bijektion exp :
tk[t] = 1 + tk[t] mit der Inversen log gegeben durch die Potenzreihe von
log(1+x). Diese Bijektion ist ein Gruppenisomorphismus zwischen der additiven
Gruppe tk[t] und der multiplikativen Gruppe 1 + tk[t].

5.4 Der Abel’sche Grenzwertsatz*

5.4.1. In diesem Abschnitt will ich mein Versprechen einldsen und die Formel

1 1 1
l— g . —log2
5T3 1" 8

zeigen. Wenn wir = 1 in die Reihenentwicklung von log(1 + x) einsetzen diirf-
ten, so folgte das sofort. Die Schwierigkeit liegt darin, daB wir bisher nur fiir |z| <
1 nachgewiesen haben, daB unsere Potenzreihe aus 5.1.21 gegen log(1 + z) kon-
vergiert. Der folgende Satz hilft uns, diese Schwierigkeit zu iiberwinden, und wird
auch in 4.4.14 bei der Herleitung der wunderbaren Formel Z =1 — 3 ++ —1...
benotigt. In beiden Formeln sehe aber eher schone Bliiten als zentrale Inhalte,
und davon abgesehen spielt der abelsche Grenzwersatz im weiteren Verlauf der

Vorlesung keine Rolle.

Satz 5.4.2 (Abel’scher Grenzwertsatz). Konvergiert eine reelle Potenzreihe auch
noch auf einem Randpunkt ihres Konvergenzbereichs, so stellt sie bis in diesen
Randpunkt hinein eine stetige Funktion dar.

Vorschau 5.4.3. Fiir diejenigen Leser, die bereits mit komplexen Potenzreihen ver-
traut sind, sei bemerkt, dafl die entsprechende Aussage im Komplexen in dieser
Form nicht mehr gilt. Mehr dazu finden Sie etwa in [FT1]

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dal x = 1
der besagte Randpunkt des Konvergenzbereichs ist. Sei also > ;- , aj, eine konver-
gente Reihe reeller Zahlen. Wir miissen zeigen, da8 die Reihe f(z) = Y2, apa”
fir z € [0, 1] eine stetige Funktion darstellt. Dazu schreiben wir die Differenzen
der Partialsummen in der Form
>k ant = (z" —2"*) (an)
+ (2" — 2™ (a, + apgr)
+ (xn+2 - xn+3) (a’n + Apt1 + an+2)



Fiir alle € > 0 finden wir nun wegen der Konvergenz unserer Reihe ein NV derart,
daB fiir alle n,m mit N < n < m gilt |a, + ... + a,,| < e. Fir alle n, m mit
N <n <mundalle z € [0, 1] folgt daraus die Abschitzung

|Z;n:n akxk‘ <(z"—aM)e+a"e<e

Diese Abschitzung zeigt die gleichméfige Konvergenz der Folge der Partialsum-
men auf [0, 1] und damit die Stetigkeit der Grenzfunktion. O

Vorschau 5.4.4. LaBt sich die durch eine Potenzreihe im Inneren des Konvergen-
zintervalls definierte Funktion stetig auf einen Randpunkt fortsetzen, so muf3 die
Potenzreihe an besagtem Randpunkt keineswegs konvergieren. Nehmen wir der
Einfachkeit halber an, daf das Konvergenzintervall (—1,1) ist und der fragli-
che Randpunkt die 1, so folgt die Konvergenz von ) a,, jedoch aus der stetigen
Fortsetzbarkeit der Funktion ) a,z™ von x € [0, 1) auf [0, 1] zusammen mit der
Tauber-Bedingung, daf} die Folge na,, betragsméBig beschrinkt sein moge. Un-
ter der stirkeren Annahme lim,, ., na,, = 0 wurde das bereits von Tauber gezeigt.
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Die Darstellung der Funktion f : R? — R?, (z,y) — (y/4,/4)) als ebenes
Vektorfeld. Als Abbildung der Ebene auf sich selber beschreibt sie eine
Stauchung um den Faktor 4 gefolgt von einer Spiegelung an der
Hauptdiagonalen y = .
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6 Stetigkeit in mehreren Verinderlichen

6.1 Vorschlige zur Veranschaulichung
6.1.1. Eine Abbildung f : R™ — R™ schreiben wir in der Form

(1, yxn) = (fi(xy, o zn), oo f(T1, o 2p))

oder abkiirzend f = (fi,..., fin). Man kann sich derartige Abbildungen auf die
verschiedensten Arten vorstellen.

1. Den Fall n = m = 1 hatten wir schon in 2.2.1 ausfiihrlich behandelt und
sogar etwas allgemeiner mogliche Interpretationen einer Abbildung von R
in einen beliebigen Raum bzw. von einem beliebigen Raum nach R bespro-
chen: Erstere kann man sich etwa veranschaulichen als Beschreibung der
Bewegung eines Teilchens in besagtem Raum, Letztere als eine Tempera-
turverteilung auf besagtem Raum.

2. Im Fall n + m = 3 kann man sich die Abbildung f dhnlich wie im Fall
n = m = 1 durch ihren Graphen I'(f) = {(x, f(z)) | z € R} C R? bzw.
L(f) = {(z,y, f(z,y)) | ,y € R} C R3 veranschaulichen. Der Graph
einer Funktion f : R? — R ist anschaulich eine hiigelige Landschaft. Der
Graph einer Abbildung f : R — R? sieht aus wie ein Draht im R?® mit
genau einem Punkt fiir jede vorgegebene z-Koordinate. Zum Beispiel ist
der Graph jeder konstanten Abbildung R — R? eine Parallele zur x-Achse
und der Graph jeder konstanten Abbildung R? — R eine ,,vollstindig platte
Landschaft* alias eine zur (x, y)-Ebene parallele Ebene.

3. Eine Funktion f : R? — R kann man auch graphisch darstellen, indem man
auf der Ebene R? die Niveaulinien einzeichnet, die im Bild der Hiigelland-
schaft die Hohenlinien in einer Landkarte fiir unsere Landschaft wéren, in
Formeln die Mengen {(x,y) | f(x,y) = ¢} fiir verschiedene, meist dqui-
distant gewihlte ¢ € R. Auch eine Funktion f : R* — R kann man sich
noch mithilfe ihrer analog definierten Niveauflichen vorstellen, aber mit
dem Zeichnen wird es dann schon schwierig.

4. Eine Funktion f : R™ — R”™ kann man sich vorstellen als ein Vektorfeld,
jedem Punkt x € R™ wird ja in der Tat ein Vektor f(x) € R™ zugeordnet.

5. Es ist auch oft niitzlich, sich f wirklich als eine Abbildung vorzustellen.
Die Abbildung x + (z,x) ist in diesem Bild zum Beispiel die diagona-
le Einbettung der Zahlengerade in die Ebene, und (x,y) — (y,z) ist die
Spiegelung am Bild unserer diagonalen Einbettung.
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Die Niveaulinien und der Graph der Funktion f : R? — R, (z,y) — /22 + 2.

Der Graph dieser Funktion hat die Gestalt einer Eistiite mit dem Offnungswinkel
90°, die mit ihrer Spitze senkrecht auf den Ursprung in der zy-Ebene steht.

0,3

Die Darstellung als bewegtes Teilchen und der Graph der Funktion f : R — R2,
2+ (cos(2mz/(0,4)),sin(27z/(0,4))). Anders als im Text haben wir hier eine
Funktion der z-Koordinate dargestellt.
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6.1.2. Ich will den Begriff der Stetigkeit nun statt fiir Abbildungen R — R™
gleich im allgemeineren Rahmen der sogenannten ,,metrischen Rdume* disku-
tieren, bei dem die bisherige stark von Koordinaten abhingige Darstellung von
einer mehr abstrakt-geometrischen Sichtweise abgelost wird. Dieser koordinaten-
freie Zugang bendtigt zwar einen groferen begrifflichen Aufwand, aber ich den-
ke, dieser Aufwand lohnt, und zwar aus den folgenden Griinden: Erstens umfaf3t
unser Rahmen so auch unendlichdimensionale Rdume wie zum Beispiel die fiir
die Quantenmechanik wichtigen Hilbertraume. Zweitens treten in meinen Augen
auch schon im endlichdimensionalen Kontext die Zusammenhiinge bei einer ko-
ordinatenfreien Behandlung klarer hervor. Man kennt das aus der Physik: Rechnet
man wie iiblich mit Einheiten, die ja mathematisch schlicht Basen eindimensiona-
ler Vektorraume sind, so treten auch die Konsistenz und der Sinn physikalischer
Formeln viel klarer zu Tage, als wenn man mit bloBen Zahlen arbeitet.

6.2 Stetigkeit bei metrischen Rdumen

Definition 6.2.1. Unter einer Metrik d auf einer Menge X versteht man eine
Abbildung d : X x X — Ry derart, daB fiir alle =, y, 2 € X gilt:

l. dz,y) =0z =1y;

2. d(z,y) = d(y, v);
3. d(z,y) < d(x,z) +d(z,y).

Ein metrischer Raum ist ein Paar X = (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf X.

Beispiel 6.2.2. Der Buchstabe d steht in diesem Zusammenhang vermutlich fiir
das Wort ,,.Distanz*“. Auf dem R" liefert der iibliche euklidische Abstand d(z, y) :=
V(1 — )2+ ... (¥, — yn)? eine Metrik. Die Ungleichung aus der Definition
einer Metrik wird in diesem Beispiel in [ ] formal bewisen und bedeu-
tet anschaulich, daB} in einem Dreieck mit Seitenlidngen a, b, c stets gilt a < b+ c.
Sie heil3t deshalb auch ganz allgemein die Dreiecksungleichung.

Beispiel 6.2.3. Auf dem R" ist auch der Betragsabstand

d(%y) = sup |$z - yil

1<i<n

eine Metrik. Wenn nichts anderes gesagt ist, fassen wir den R" stets auf als einen
metrischen Raum mit dem Betragsabstand als Metrik. Diese Metrik ist zwar weni-
ger anschaulich als der euklidische Abstand, 146t sich aber einfacher handhaben.
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[lustration zur Dreiecksungleichung
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Beispiel 6.2.4. Jede Teilmenge eines metrischen Raums ist mit der induzierten
Metrik selbst ein metrischer Raum.

Definition 6.2.5. Sei X ein metrischer Raum. Fur x € X und € > 0 setzen wir
B(z;e) ={z€ X |d(x,z) < e}

Diese Menge heif3t der e-Ball um x oder auch die e-Kugel um x oder auch die
e-Umgebung von z.

Beispiel 6.2.6. Fiir den euklidischen Abstand im R? ist der Ball um x mit Radius
e anschaulich tatsichlich ein Ball. Fiir den Betragsabstand hat B(z; ) dahingegen
die Gestalt eines Wiirfels mit Mittelpunkt 2 und Seitenlédnge 2¢.

Definition 6.2.7. Unter einer Umgebung eines Punktes in einem metrischen Raum
versteht man eine Teilmenge von besagtem Raum, die einen ganzen Ball um un-
seren Punkt umfaf3t.

6.2.8 (Vom Nutzen des Umgebungsbegriffs). Die Umgebungen eines Punktes
im R" beziiglich der euklidischen Metrik sind dieselben wie seine Umgebungen
beziiglich der Betragsmetrik, was man unschwer explizit priift und was formal
auch aus 7.4.12 folgen wird. Das ist der Grund dafiir, dal wir im Folgenden unse-
re Definitionen nach Moglichkeit mithilfe von Umgebungen formulieren: Fiir so
definierte Begriffe ist a priori klar, da3 im Fall des R" ihre Bedeutung nicht da-
von abhiéngt, ob wir mit dem euklidischen Abstand oder mit dem Betragsabstand
arbeiten.

6.2.9. Der Schnitt von endlich vielen Umgebungen eines Punktes in einem me-
trischen Raum ist wieder eine Umgebung besagten Punktes. Je zwei verschie-
dene Punkte eines metrischen Raums besitzen disjunkte Umgebungen. Genau-
er sind fir z,y mit d(z,y) = r > 0 die (r/2)-Bélle um = und y disjunkt.
In der Tat folgte fiir z aus dem Schnitt ja mit Hilfe der Dreiecksungleichung
r=d(z,y) <d(x,z)+d(y,z) < r, also kann es solch ein z nicht geben.

Definition 6.2.10. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen
heiit stetig im Punkt p € X, wenn es fiir jede Umgebung U von f(p) eine
Umgebung U’ von p gibt mit f(U’) C U. Eine Abbildung zwischen metrischen
Rédumen heil3t stetig genau dann, wenn sie stetig ist in jedem Punkt.

Lemma 6.2.11 (¢-0-Kriterium). Eine Abbildung f : X — Y zwischen metri-
schen Rdumen ist stetig im Punkt p € X genau dann, es fiir jedes ¢ > 0 ein

d = d. > 0 gibr derart, dap gilt f(B(p;0)) C B(f(p);e).
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Beweis. Ist f stetig bei p, so finden wir insbesondere fiir die Umgebung U :=
B(f(p);e) von f(p) eine Umgebung U’ von p mit f(U’) C U, und diese Umge-
bung U’ muf dann ihrerseits einen Ball B(p; ) umfassen. Gilt umgekehrt das
e-0-Kriterium und haben wir eine Umgebung U von f(p) gegeben, so finden
wir erst ein ¢ > 0 mit B(f(p);e) C U, konnen dann dazu ein ¢ finden mit
f(B(p;d)) € B(f(p);e), und U" := B(p;0) schlieBlich ist die gesuchte Um-
gebung von p mit f(U’) C U. N

Beispiel 6.2.12. Einfache Beispiele fiir stetige Abbildungen sind Einbettungen
von einem Teilraum, konstante Abbildungen, oder auch die Projektion eines R"
auf eine Koordinate. In diesen Fillen konnen wir einfach 6 = € nehmen.

Beispiel 6.2.13. Als etwas kompliziertere Beispiele bemerken wir, daf} die Ad-
dition und die Multiplikation R?> — R, (z,y) — x + y beziehungsweise
(x,y) — xy stetig sind. Das ist im Wesentlichen die Aussage der ersten beiden
Teile von Lemma 2.3.4.

6.2.14 (Partiell stetig impliziert nicht stetig). Es gibt Funktionen f : R? — R
derart, daB sowohl x — f(x,b) als auchy — f(a,y) stetig sind fiir alle b bzw. alle
a, daf} aber dennoch die Funktion f selbst nicht stetig ist. Als Beispiel betrachte
man die Funktion mit (z,y) — xy/(z* + y?) fiir (z,y) # (0,0) und (0,0) — 0.
Sie ist nicht stetig am Nullpunkt nach dem anschlieenden Satz 6.2.15, da ndmlich
ihre Verkniipfung mit R — R?, ¢ — (¢, t) nicht stetig ist bei ¢ = 0. Die Stetigkeit
von t — (¢,t) hinwiederum mag man aus der Komponentenregel 6.2.18 folgern.
Der Anschauung mag die Erkenntnis helfen, dal unsere merkwiirdige Funktion,
wenn man vom Ursprung selbst einmal absieht, auf allen Geraden durch den Ur-
sprung konstant ist. Auf den beiden Koordinatenachsen ist unsere Funktion kon-
stant Null, auf allen anderen Geraden durch den Ursprung jedoch nimmt sie nur
am Ursprung den Wert Null an und sonst konstant einen von Null verschiedenen
Wert.

Satz 6.2.15. Jede Verkniipfung von stetigen Abbildungen ist stetig.

Beweis. Seien f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen zwischen metrischen
Rédumen und p € X ein Punkt. Wir zeigen genauer: Ist f stetig bei p und g stetig
bei f(p), soist (g o f) stetig bei p. Ist in der Tat g stetig bei f(p), so finden wir
fiir jede Umgebung U von ¢(f(p)) eine Umgebung U’ von f(p) mit g(U’) C U.
Ist zusitzlich f stetig ist bei p, finden wir fiir diese Umgebung U’ von f(p) weiter
eine Umgebung U” von p mit f(U”) C U’. Damit haben wir aber auch eine
Umgebung U” von p gefunden mit (g o f)(U”) C U. O

Definition 6.2.16. Gegeben metrische Rdume (X, d;) fir 1 < i < n machen wir
das Produkt X = X; x ... x X,, zu einem metrischen Raum durch die Produkt-
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metrik, indem wir fir x = (z1,...,z,) undy = (y1, ..., y,) vereinbaren

d(z,y) = sup di(w;, y:)
1<i<n
Beispiel 6.2.17. Der Betragsabstand auf R"*™ ist die Produktmetrik zu den Be-
tragsabstianden auf R und R™.

Proposition 6.2.18 (Komponentenregel). Seien Z und X.,..., X, metrische
Raume und f; : Z — X,; Abbildungen. Genau dann ist die Abbildung f =
(fi, s fn): Z — X1 X ... x X, stetig, wenn alle f; stetig sind.

6.2.19. Wenden wir diese Proposition an mit f der Identitédt auf einem Produkt,
so impliziert die Stetigkeit der Identitét, dal alle Projektionsabbildungen pr; :
X7 X ... x X, — X, stetig sein miissen.

Beweis. Da die Projektionen pr; Abstinde zwischen Punkten nie vergrofern, kon-
nen wir ihre Stetigkeit direkt zeigen, indem ,,wir jeweils 0 = ¢ nehmen®. Ist f
stetig, so sind folglich auch die f; = pr, of stetig als Verkniipfungen stetiger Ab-
bildungen. Sind umgekehrt alle f; stetig in p, so gibt es fiir jedes ¢ > 0 gewisse
0; mit d(p,z) < 6; = d;(fi(p), fi(2)) < €, wo d; die Metrik auf X; bezeichnet.
Nehmen wir § = inf d;, so gilt

d(p,z) <0 =d(f(p), f(z)) <e
und das ist gleichbedeutend zu f(B(p;d)) C B(f(p);e). O

Beispiel 6.2.20. Eine Abbildung f = (f1,..., f,) : R¥ — R" ist genau dann
stetig, wenn alle ihre Komponenten f; : R¥ — R stetig sind. Allgemeiner ist fiir
einen metrischen Raum X eine Abbildung f = (f1,...,f,) : X — R" genau
dann stetig, wenn alle ihre Komponenten f; : X — R stetig sind.

Korollar 6.2.21 (Summen und Produkte stetiger Abbildungen sind stetig). /st
X ein metrischer Raum und sind f, g stetige Abbildungen X — R, so sind auch
f + g und fg stetige Abbildungen X — R.

Beweis. Wir schreiben f + g beziehungsweise fg als die Verkniipfung der nach
6.2.18 stetigen Abbildung X — R?, 2 +— (f(x), g(x)) mit der nach 6.2.13 steti-
gen Addition beziehungsweise Multiplikation R? — R. [

Beispiel 6.2.22. Die Abbildung f : R? — R? gegeben durch die Vorschrift

(z,y) — (zsinh(y), 2*y*)
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ist stetig. In der Tat reicht es nach der Komponentenregel zu zeigen, dal} ihre bei-
den Komponenten f; und f> stetig sind. Wir zeigen das nur fiir die erste Kompo-
nente und iiberlassen die Behandlung der zweiten Komponente dem Leser. Warum
also ist die Abbildung f, : R*? — R, (z,y) — wxsinh(y) stetig? Nun, (z,y) — =
ist stetig nach 6.2.19 als Projektion auf eine Koordinate, (x,y) — y desgleichen,
(x,y) — sinh(y) dann auch als Verkniipfung stetiger Funktionen, und schlieBlich
auch (z,y) — xsinh(y) als Produkt stetiger Funktionen.

Ubungen

Ubung 6.2.23. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist fiir alle = € X die Abbildung
X — R, x — d(z, z) stetig. Hinweis: Dreiecksungleichung. Ist allgemeiner A C
X eine nichtleere Teilmenge, so ist auch die Abbildung ds : X — R gegeben
durch dy(z) = inf{d(x,a) | a € A} stetig. Alternativ verwenden wir auch die
Notation d(z, A) = da(x).

Ubung 6.2.24. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist die Metrik stetig als Abbil-
dungd: X x X — R.

Ubung 6.2.25. Wir versehen den Koérper der komplexen Zahlen C mit der Metrik
d(z,w) = |z — w|. Man zeige, daB das in der Tat eine Metrik ist, und daB die
Addition und die Multiplikation stetige Abbildungen C x C — C sind und das
Bilden des Inversen eine stetige Abbildung C* — C*.

Erginzende Ubung 6.2.26. Man zeige, daB das Invertieren von Matrizen eine ste-
tige Abbildung GL(n;C) — GL(n;C) ist. Hinweis: Cramer’sche Regel [[L.A1]

Ubung 6.2.27. Sei f : X — Y eine Abbildung von metrischen Riumen, die
Abstinde nicht verkleinert, in Formeln d(f(x), f(z)) > d(x, z) Vz,z € X. Man
zeige, daB f injektivistund f~!: f(X) — X stetig.

Ubung 6.2.28. Jede lineare Abbildung f : R — R ist stetig. Jede multilineare
Abbildung f : RFW x . x R*¥") — R™ ist stetig.

6.3 Konvergenz von Folgen in metrischen Raumen

Definition 6.3.1. Sei N — X, n — z,, eine Folge in einem metrischen Raum X
und x € X ein Punkt. Wir sagen, die Folge x,, strebt gegen x oder konvergiert
gegen = und nennen x den Grenzwert der Folge, wenn jede Umgebung von x
fast alle Glieder unserer Folge enthélt. Wir schreiben dann

lim z, =z
n—oo

Gleichbedeutend konnen wir ebensogut auch fordern, daf3 jeder Ball um z fast alle
Glieder unserer Folge enthilt.
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[lustration zur Konvergenz von Folgen. Eingezeichnet sind drei Umgebungen
eines Punktes z, in jeder sollen fast alle Folgenglieder liegen.
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6.3.2. Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig, wenn er existiert. Das folgt wie
im Beweis von 2.5.5 daraus, da3 nach 6.2.9 je zwei verschiedene Punkte eines
metrischen Raums disjunkte Umgebungen besitzen. Einen gemeinsame Verallge-
meinerung fiir den im vorhergehenden eingefiihrten Begriff des Grenzwerts einer
Folge in einem metrischen Raum und den in 2.5.6 eingefiihrten Grenzwertbegriff
fiir Abbildungen mit Werten in R geben wir in 6.8.6 im Kontext allgemeiner to-
pologischer Riume.

Definition 6.3.3. Ein metrischer Raum heif3t beschrinkt, wenn es fiir die mogli-
chen Abstidnde zwischen Punkten unseres Raums eine reelle obere Schranke gibt.
Eine Abbildung in einen metrischen Raum heil3t beschrinkt, wenn ihr Bild be-
schrinkt ist.

Beispiel 6.3.4. Sei D eine Menge und X ein metrischer Raum. Auf dem Raum
Ens”(D, X) aller beschrinkten Abbildungen f : D — X kann man eine Metrik
erkldren durch die Vorschrift

d(f,g) = sup{d(f(p),9(p)) | p € D}

im Fall D # () und in offensichtlicher Weise im Fall D = (). Diese Metrik heif3t
die Metrik der gleichméiBigen Konvergenz. In der Tat ist fiir f,,, f im Funktio-
nenraum Ens”(D, R) mit dieser Metrik die Konvergenz

n—oo
gleichbedeutend dazu, daf} die Abbildungen f,, im Sinne unserer Definition 5.1.7
gleichmifig gegen die Abbildung f konvergieren.

Definition 6.3.5 (Punktweise und gleichmiBige Konvergenz). Sei D eine Men-
ge, X ein metrischer Raum, f, : D — X eine Folge von Abbildungen und
f D — X eine weitere Abbildung.

1. Wir sagen, die Folge der f,, konvergiere punktweise gegen f, wenn gilt
lim,, o fu(p) = f(p) fiir alle Punkte p € D.

2. Wir sagen, die Folge der f,, konvergiere gleichmiBig gegen f, wenn es fiir
jedes e > O ein N = NN, gibt mit

nz= N = (d(fu(p), f(p)) <eVp€ED)

Ubungen

Ubung 6.3.6. Sei (x,,y,) eine Folge im Produkt X x Y der metrischen Riume
X und Y. Genau dann konvergiert unsere Folge gegen (z,y), wenn z,, gegen x
konvergiert und y,, gegen y. Man formuliere und beweise auch die offensichtliche
Verallgemeinerung auf beliebige endliche Produkte metrischer Rdume.

178



Ubung 6.3.7. Fiir beschriinkte Abbildungen von einer Menge D in einen metri-
schen Raum X ist auch in dieser Allgemeinheit gleichmiBige Konvergenz gleich-
bedeutend zur Konvergenz im Raum Ens”(D, X) mit seiner eben erklirten , Me-
trik der gleichmiBigen Konvergenz*.

Ubung 6.3.8. Fiir jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist die Menge
der Folgenglieder beschrinkt.

Ubung 6.3.9 (Stetigkeit als Folgenstetigkeit). Sei f : X — Y eine Abbildung
von metrischen Rdumen. Genau dann ist f stetig in p, wenn fiir jede Folge x,, mit
lim,, o x, = p gilt lim,, . f(z,) = f(p). Hinweis: 2.5.28.

Ubung 6.3.10 (Stetigkeit komplexer Potenzreihen). Man zeige, daB jede kom-
plexe Potenzreihe eine stetige komplexwertige Funktion auf ihrer Konvergenz-
kreisscheibe {z | |z| < r} liefert, fiir » der Konvergenzradius. Hinweis: Man
kopiere den Beweis im Reellen. Inssbesondere sehen wir so ein zweites Mal, dal3
die komplexe Exponentialfunktion stetig ist.

6.4 Abgeschlossene und offene Teilmengen

Definition 6.4.1. Seien X ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Ein Punkt z € X heiflt ein Beriihrungspunkt von A, wenn es eine Folge in A
gibt, die gegen x konvergiert. Eine Teilmenge A C X heif3it abgeschlossen oder
préaziser abgeschlossen in X, wenn sie alle ihre Beriihrungspunkte enthilt, wenn
sie also ,,abgeschlossen ist unter der Bildung von Grenzwerten. Statt ,,A ist eine
abgeschlossene Teilmenge von X * schreiben wir kurz aber uniiblich

Aga X

6.4.2. Wenn wir eine Menge einfach nur ,,abgeschlossen‘ nennen, so in der Hoft-
nung, dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen groeren Raum X dies ,,abge-
schlossen® gemeint ist. Ist X ein metrischer Raum und sind U C Y C X Teil-
mengen, so meint U @& Y, dal U abgeschlossen ist als Teilmenge des Raums Y
mit seiner induzierten Metrik.

Definition 6.4.3. Eine Teilmenge eines metrischen Raums heil3t offen oder ge-
nauer offen in unserem metrischen Raum genau dann, wenn sie fiir jeden ihrer
Punkte eine Umgebung ist, d.h. wenn sie mit jedem Punkt auch einen ganzen Ball
um besagten Punkt enthélt. Statt ,,UU ist eine offene Teilmenge von X schreiben

wir kurz aber uniiblich
Uec X

179



6.4.4. Wenn wir eine Menge einfach nur ,,offen‘ nennen, so in der Hoffnung, dem
Leser sei klar, in Bezug auf welchen groBeren Raum X dies ,,offen” gemeint ist.
Ist X ein metrischer Raum und sind U C Y C X Teilmengen, so meint U @ Y,
daB U offen ist als Teilmenge des Raums Y mit seiner induzierten Metrik.

Beispiele 6.4.5. In einem metrischen Raum ist ein Ball B(z; ) stets offen, denn
fir z € B(z;r) giltd(x, z) < r, also gibt es ¢ > 0 mit d(z, z) < r — €, und dann
haben wir aber B(z;¢) C B(xz;r) nach der Dreiecksungleichung. Insbesondere
umfalt jede Umgebung eines Punktes eine offene Umgebung desselben Punktes.

Satz 6.4.6 (Komplemente offener und abgeschlossener Teilmengen). Eine Teil-
menge eines metrischen Raums ist abgeschlossen genau dann, wenn ihr Komple-
ment offen ist.

Beweis. Sei X unser metrischer Raum und M C X eine Teilmenge. Ist M nicht
abgeschlossen, so gibt es einen Punkt p € X\ M, der Beriihrungspunkt von M
ist, also p = lim,,_, x,, mit z,, € M. Dann kann es aber kein ¢ > 0 geben mit
B(p;e) € X\ M, also ist X\ M nicht offen. Ist X\ M nicht offen, so gibt es einen
Punkt p € X\ M derart, daf3 gilt

B(p;1/n)NM#£0 ¥Yn>1

Wihlen wir jeweils einen Punkt z,, € B(p; 1/n) N M, so gilt lim,,_,~, 2, = p und
M ist nicht abgeschlossen. 0

Ubungen

Ubung 6.4.7. Der Schnitt eines beliebigen Systems von abgeschlossenen Teil-
mengen eines metrischen Raums ist abgeschlossen. Die Vereinigung von endlich
vielen abgeschlossenen Teilmengen eines metrischen Raums ist abgeschlossen.
Die leere Menge und der ganze Raum sind abgeschlossen. Jede einpunktige und
damit auch jede endliche Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen.
Jedes kompakte reelle Intervall ist abgeschlossen in R.

Ergiinzende Ubung 6.4.8. Ein Abbildung zwischen metrischen Riumen ist stetig
genau dann, wenn ihr Graph abgeschlossen ist im kartesischen Produkt unserer
beiden Rdume. Hinweis: 6.3.9

Ergiinzende Ubung 6.4.9. Jede abgeschlossene echte Untergruppe der reellen Zah-
lengeraden ist zyklisch, als da heit von der Gestalt Z« fiir ein o € R. Hinweis:
Ist G C R unsere Untergruppe, so betrachte man inf(G N R+).

Ubung 6.4.10. Der Schnitt von endlich vielen offenen Teilmengen eines metri-
schen Raums ist offen. Die Vereinigung eines beliebigen Systems von offenen
Teilmengen eines metrischen Raums ist offen. Die leere Menge und der ganze
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[lustration zu Beispiel 6.4.5: Ein Ball in einem metrischen Raum ist stets offen.
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Raum sind offen. In einem endlichen metrischen Raum ist jede Teilmenge offen
und abgeschlossen. Die im Sinne unserer hier gegebenen Definition ,,offenen* In-
tervalle von R sind genau die Intervalle (a, b) fiir a,b € R, d.h. unsere ,,offenen
reellen Intervalle aus 2.1.4.

Ubung 6.4.11. Nimmt man zu einer Teilmenge M eines metrischen Raums X alle
ihre Beriihrungspunkte hinzu, so erhilt man eine abgeschlossene Menge, genauer:
Die kleinste abgeschlossene Menge, die M umfalit. Diese Menge heiflt auch der
AbschluB von M in X und wird mit Cly (M) = CI(M) = M bezeichnet.

6.4.12 (Diskussion der Notation). Diese Notation beif3t sich mit unserer Notation
R fiir die erweiterten reellen Zahlen, obwohl natiirlich R schon auch der AbschluB
von R in R ist. Ich hoffe, daB der Leser stets aus dem Kontext erschlieBen kann,
was im Einzelfall jeweils gemeint ist. Soweit ich es abschitzen kann, werde ich R
nie als Bezeichnung fiir den Abschlufl von R in einem anderen Raum als eben in
R selbst verwenden.

Ergiinzende Ubung 6.4.13. Sei X ein metrischer Raum und seien A, B C X
disjunkte, abgeschlossene Teilmengen. So gibt es eine stetige Funktion f : X —
[0, 1] mit f|4 = O und f|p = 1. Hinweis: Man betrachte d4 wie in Ubung 6.2.23
mache den Ansatz f(z) = g(da(z),dp(z)) fiir geeignetes g : R?\0 — [0, 1].

Ubung 6.4.14. Sei X ein metrischer Raum, z € X ein Punkt, r € R eine reelle
Zahl. So ist die Menge {z € X | d(z, z) < r} abgeschlossen.

Ubung 6.4.15. Ist X' ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge, so kann
ihr Abschluf A in der Notation von 6.2.23 beschrieben werden als die Menge
A={x e X |d(z,A) =0}.

Erginzende Ubung 6.4.16. Ist f : X — Y eine stetige Abbildung metrischer
Riume, so ist ihr Graph eine abgeschlossene Teilmenge I'(f) & X x Y.

6.5 Topologische Riume

6.5.1 (Motivation fiir die Einfithrung topologischer Riume). Der Begriffsap-
parat der topologischen Raume wird erst spiter unumgénglich werden, in der fiir
diese Vorlesungen vorgesehenen Entwicklung der Theorie erst bei der Diskussion
von abstrakten Mannigfaltigkeiten in [M1] folgende. Dal3 ich dennoch bereits
hier mit einer ersten Einfiihrung beginnen will, hat mehrere Griinde. Zum Ersten
erlaubt dieser Begriffsapparat eine groe Vereinheitlichung: Zum Beispiel kon-
nen in diesem Rahmen alle bisher betrachteten Grenzwertbegriffe unter einen Hut
gebracht werden, wie in 6.8.8 ausgefiihrt wird. Zum Zweiten erlaubt er es, den
Begriff der Stetigkeit im Kontext endlichdimensionaler reeller Vektorrdume sehr
direkt zu fassen, indem man eben jeden derartigen Raum mit seiner ,,natiirlichen
Topologie* aus 7.4.14 versieht. Sobald das einmal getan ist, kann man auch in
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diesem Kontext mit Stetigkeit arbeiten, ohne Koordinaten zu benétigen. Und zum
Dritten scheint es mir auch unabhiingig davon wichtig, daf Sie beizeiten mit die-
sem Begriffsapparat vertraut werden, der die ganze Mathematik durchdringt: Um
ihn an einfachen Beispielen einzuiiben, will ich deshalb alles, was in dieser Vorle-
sung ohne groBBe Umwege in der Allgemeinheit topologischer Riume formuliert
und bewiesen werden kann, auch in diesem Rahmen formulieren und beweisen.
Vielfach werden die Aussagen und Beweise dadurch sogar einfacher, und ich den-
ke, dieser Vorteil wiegt zum Teil bereits die zusitzlichen Schwierigkeiten auf, die
durch das Erlernen dieses neuen Begriffsapparats und seiner Beziehungen zu den
primédren Zielen der Vorlesung entstehen. Ich beginne mit Voriibungen zur Men-
genlehre.

6.5.2. Gegeben eine Menge X konnen wir die Menge P(X) aller Teilmengen
von X bilden, die sogenannte Potenzmenge von X. Weil es mich verwirrt, tiber
Mengen von Mengen zu reden, nenne ich wie in [ ] Teilmengen von
P(X) lieber Systeme von Teilmengen von X und spreche im folgenden von
Teilsystemen, wenn ich Teilmengen solcher Mengensysteme meine.

Definition 6.5.3. Gegeben eine Familie (.X;);c; von Teilmengen einer Menge X

im Sinne von [ ] erkldrt man ihren Schnitt und ihre Vereinigung durch
die Vorschriften

MNic; Xi = {z € X |Firalle: € [ giltx € X;}

Uies Xi = {z € X |Esexistierteini € I mitx € X;}

Insbesondere ist der Schnitt iiber die leere Familie von Teilmengen von X ganz
X und die Vereinigung iiber die leere Familie von Teilmengen von X ist die leere
Menge.

Ergdnzung 6.5.4. In [ ] diskutieren wir allgemeiner Produkte und zusétz-
lich ,,disjunkte Vereinigungen‘ beliebiger nicht notwendig endlicher Familien von
Mengen.

Definition 6.5.5. Eine Topologie 7 auf einer Menge X ist ein System von Teil-
mengen 7 C P(X), das stabil ist unter dem Bilden von endlichen Schnitten und
beliebigen Vereinigungen. In Formeln ausgedriickt fordern wir von einer Topolo-
gie T also:

1. Uy,...,U, e T =U;N...0U, € T firn > 0 und insbesondere auch
X € T als der Spezialfall n = 0. Gleichbedeutend dazu sind die beiden
Forderungen X € T sowie U,V € T=UNV €T,

2.U C T = UpyeyU € T und damit insbesondere auch () € T, da ja das
leere Mengensystem U = () in jedem Mengensystem enthalten ist.
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Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7") bestehend aus einer Menge mitsamt
einer Topologie. Statt U € 7 schreiben wir meist

Uec X

und nennen U eine offene Teilmenge von X. Die Notation @ ist in der Literatur
jedoch uniiblich.

Definition 6.5.6. Seien X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Eine Teilmenge U C X heifit eine Umgebung von A, wenn es eine offene Menge
V @ X gibt mit A C V' C U. Im Fall einer einelementigen Teilmenge A = {p}
sprechen wir auch von einer Umgebung von p.

Definition 6.5.7. Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen
heiBt stetig im Punkt p € X, wenn es fiir jede Umgebung U von f(p) eine
Umgebung U’ von p gibt mit f(U’) C U. Eine Abbildung zwischen topologischen
Réiumen heilit stetig genau dann, wenn sie stetig ist in jedem Punkt.

Beispiel 6.5.8. Fiir jeden metrischen Raum bildet das System seiner im Sinne von
6.4.3 offenen Teilmengen eine Topologie, die metrische Topologie. Wir fordern
von einer Topologie nicht, da3 ein beliebiger Schnitt offener Mengen stets wieder
offen sein mufB: Sonst miilten ja in unserem Beispiel der metrischen Ridume al-
le einpunktigen Mengen offen sein, als Schnitte immer kleinerer Bélle. Da nach
6.4.5 Bille in metrischen Rdumen stets offen sind, ist in metrischen Rdumen eine
Umgebung eines Punktes im topologischen Sinne 6.5.6 dasselbe wie eine Umge-
bung im metrischen Sinne 6.2.7. Insbesondere ist eine Abbildung zwischen me-
trischen Rdumen ,,topologisch stetig* im Sinne der obigen Definition 6.5.7 genau
dann, wenn sie ,,metrisch stetig* ist im Sinne unserer Definition 6.2.10.

Beispiel 6.5.9 (Topologie auf den erweiterten reellen Zahlen). Auf unserer er-
weiterten reellen Zahlengeraden R erkliren wir eine Topologie durch die Vor-
schrift, daB eine Menge U C R offen sein mdge genau dann, wenn sie fiir jedes
ihrer Elemente eine Umgebung im Sinne von 2.1.5 ist, wenn sie also mit jedem
Punkt p auch ein ganzes Intervall [a, b] um p umfalt mit a < p falls p # —oo und
p < b falls p # oo. Unsere Umgebungen im Sinne von 2.1.5 sind dann auch ge-
nau die Umgebungen fiir diese Topologie im Sinne von 6.5.6, und eine Abbildung
R — R ist offensichtlich topologisch stetig im Sinne der obigen Definition 6.5.7
genau dann, wenn sie stetig ist im Sinne unserer Definition 2.2.3.

Beispiele 6.5.10. Es gibt auch Topologien, die unserer bis hierher entwickelten
Anschauung eher ungewohnt sein mogen: Auf jeder Menge konnen wir etwa
die Klumpentopologie betrachten, die nur aus der ganzen Menge und der leeren
Menge besteht, oder die diskrete Topologie, bei der wir schlicht alle Teilmengen
als offen ansehen. Einen topologischen Raum mit der diskreten Topologie nennen
wir auch kurz einen diskreten Raum.
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Beispiele 6.5.11. Jede konstante Abbildung ist stetig. Die Identitit auf einem to-
pologischen Raum ist immer stetig. Jede Abbildung in einen Raum mit der Klum-
pentopologie ist stetig. Jede Abbildung aus einem Raum mit der diskreten Topo-
logie ist stetig.

Ubungen

Erginzende Ubung 6.5.12 (De Morgan’sche Regeln). Man verallgemeinere die
Formeln aus [GR] . Genauer schreibe man in Formeln und zeige, dal der
Schnitt einer derartigen Vereinigung mit einer weiteren Menge die Vereinigung
der Schnitte ist, die Vereinigung eines derartigen Schnitts mit einer weiteren Men-
ge der Schnitt der Vereinigungen, das Komplement eines Schnitts die Vereinigung
der Komplemente und das Komplement einer Vereinigung der Schnitt der Kom-
plemente. Etwas allgemeiner zeige man fiir zwei Familien (A;);c; und (B;) e
von Teilmengen einer Menge X die Formeln (U, 4:)(U,c; Bj) = Ui jyerxs (4N
Bj) und (M;c; 4i) U (Njes Bj) = Ny jyerxs (Ai U B;). Besonders Mutige zeigen
fiir eine durch eine Menge A indizierte Familie (X,),c4 von Teilmengen einer
vorgegebenen Menge X die Formel und eine beliebige Abbildung g : A — J in
eine weitere Menge .J die Formel

N[ U =)= U (N
jeJ \g(a)=j s:J—A \jeJ

gos=id
Hier lduft die Vereinigung rechts also iiber alle Schnitte s : J — A von g. Durch
Ubergang zu den Komplementen folgert man die Giiltigkeit einer analogen For-
mel, in der U und N vertauscht sind.

Ubung 6.5.13. Seien f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen zwischen topolo-
gischen Rdumen. Ist f stetigin p € X und g stetig in f(p) € Y, soist g o f stetig
in p. Hinweis: 6.2.15.

6.6 Induzierte Topologie

6.6.1. Um die Beziehung zu unserem Stetigkeitsbegriff 2.2.3 fiir Abbildungen von
einer Teilmenge D C R nach R zu kldren, erkldren wir zunichst ein allgemeines
Verfahren, das Teilmengen topologischer Rdume mit einer Topologie versieht.

Definition 6.6.2. Gegeben ein X D Y ein topologischer Raum mit einer Teil-
menge erkldrt man die induzierte Topologie oder Spurtopologie auf Y durch
die Vorschrift

UeY & JVeXmitU=VNY
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In Worten ist also eine Teilmenge von Y offen fiir die induzierte Topologie genau
dann, wenn sie der Schnitt von Y mit einer offenen Teilmenge von X ist. Ab jetzt
fassen wir stillschweigend jede Teilmenge Y eines topologischen Raums X auf
als topologischen Raum mit der induzierten Topologie.

6.6.3. Esistklar, daB3 das in 6.6.2 beschriebene Mengensystem auf einer Teilmen-
ge eines topologischen Raums in der Tat eine Topologie auf besagter Teilmenge
liefert und daB3 die Einbettungsabbildung stetig ist.

6.6.4. Wenn wir eine Menge einfach nur ,,offen‘ nennen, so in der Hoffnung, dem
Leser sei klar, in Bezug auf welchen groleren Raum X dies ,,offen* gemeint ist.
Ist X ein topologischer Raum und sind M C Y C X Teilmengen, so meint M @
Y, dal3 M offen ist als Teilmenge des Raums Y mit seiner induzierten Topologie.

Beispiel 6.6.5. Gegeben eine Teilmenge D C R und eine Abbildung f : D — R
ist f stetig an einer Stelle p € D im Sinne von 2.2.3 genau dann, wenn sie stetig
ist bei p im topologischen Sinne fiir die auf D induzierte Topologie. Desgleichen
ist unsere Abbildung stetig im Sinne von 2.2.3 genau dann, wenn sie stetig ist im
topologischen Sinne.

Satz 6.6.6 (Stetigkeit und Urbilder offener Mengen). Eine Abbildung zwischen
topologischen Rdumen ist stetig genau dann, wenn darunter das Urbild jeder of-
fenen Menge offen ist.

6.6.7. Insbesondere gilt diese Aussage auch fiir Abbildungen zwischen metri-
schen Rdaumen.

Beweis. Sei f : X — Y stetig an jeder Stelle p € X. Gegeben Uc Y offenistja U
Umgebung eines jeden seiner Punkte. Folglich gibt es fiir jede Stelle p € f~1(U)
eine Umgebung U mit f(U;) C U. Diese U, konnen sogar offen gewihlt werden,
und damit ist f~'(U) offen als die Vereinigung aller U] mit p € f~'(U). Ist
umgekehrt p € X gegeben, so gibt es fiir jede Umgebung U von f(p) eine offene,
in U enthaltene Umgebung V' von f(p), und ist das Urbild jeder offenen Menge
offen und U’ = f~1(V) ist eine Umgebung von p mit f(U’) C U. Ist also das
Urbild jeder offenen Menge offen, so ist unsere Abbildung auch stetig an jeder
Stelle p. [

Ergédnzung 6.6.8. Entwickelt man die Theorie der topologischen Rdume ab initio,
so wird man in der Regel die im vorhergehenden Satz enthaltene Charakterisie-
rung wegen ihrer groen Eleganz gleich als Definition der Stetigkeit nehmen. Daf3
die Verkniipfung stetiger Abbildungen stetig ist, kann man von dieser Definition
ausgehend sehr leicht und direkt einsehen, indem man beachtet, daf aus f : X —
Yundg:Y — Zstetigfolgt Ve Z =g ' (V)eY = f1(¢g(V)) @ X.Da
nun gilt f~1(g71(V)) = (g o f)~1(V), ist damit auch (g o f) stetig.
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Ubungen

Ubung 6.6.9. Man zeige, daB auf einer Teilmenge eines metrischen Raums die
Spurtopologie zur metrischen Topologie mit der Topologie zur induzierten Metrik
iibereinstimmt.

Ubung 6.6.10. Man zeige fiir jeden topologischen Raum: Der Schnitt von zwei
Umgebungen eines Punktes ist wieder eine Umgebung besagten Punktes. Jede
Umgebung eines Punktes kann verkleinert werden zu einer offenen Umgebung
desselben Punktes.

Ubung 6.6.11. Eine Teilmenge eines topologischen Raums ist offen genau dann,
wenn sie fiir jeden ihrer Punkte eine Umgebung ist.

Ubung 6.6.12. Sei X ein topologischer Raum und U @ X eine offene Teilmenge.
So ist eine Teilmenge M C U offen in U genau dann, wenn sie offen ist in X.
In Formeln gilt unter der Voraussetzung U @ X fiir Teilmengen M C U also
(McU<«& MeX).

Ubung 6.6.13 (Universelle Eigenschaft der induzierten Topologie). Sei f :
X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen und Z C Y eine Teil-
menge mit f(X) C Z. Soist f stetig genau dann, wenn die induzierte Abbildung
f X — Z stetig ist fiir die auf Z induzierte Topologie. Analoges gilt fiir Stetig-
keit in einem Punkt.

6.7 Abgeschlossene Teilmengen topologischer Riume

Definition 6.7.1. Eine Teilmenge M eines topologischen Raums X heil3t abge-
schlossen oder priziser abgeschlossen in X und wir schreiben in Formeln M @ X
genau dann, wenn ihr Komplement X\ M offen ist.

6.7.2. Wenn wir eine Menge einfach nur ,,abgeschlossen nennen, so in der Hoft-
nung, dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen gréeren Raum X dies ,,abge-
schlossen* gemeint ist. Ist X ein topologischer Raum und sind M C Y C X
Teilmengen, so meint M & Y, daB M abgeschlossen ist als Teilmenge des Raums
Y mit seiner induzierten Topologie 6.6.2. Die Terminologie kommt vom Fall me-
trischer Rdaume her, in dem die Komplemente offener Mengen nach 6.4.6 gera-
de diejenigen Teilmengen waren, die ,,abgeschlossen sind unter dem Bilden von
Grenzwerten von Folgen®.

Lemma 6.7.3. Jede endliche Vereinigung und beliebige Schnitte abgeschlossener
Mengen sind abgeschlossen.

Beweis. Das folgt mit der Definition einer Topologie sofort aus der Formel

X\ () M= x\m)

MeM MeM
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Diese Formel gilt ganz allgemein fiir jedes System M C P(X) von Teilmengen
einer Menge X. [

Definition 6.7.4. Gegeben ein topologischer Raum X und eine Teilmenge M C
X gibt es stets eine kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M umfalt,
ndmlich den Schnitt {iber alle abgeschlossenen Teilmengen von X, die M umfas-
sen. Wir notieren diesen Schnitt Clx(M) = CI(M) = M und nennen sie den
AbschluB von M oder genauer den Abschluf§ von M in X.

6.7.5 (Diskussion der Notation). Diese Notation beiflt sich mit unserer Notation
R fiir die erweiterten reellen Zahlen. Ich hoffe, daB der Leser aus dem Kontext
erschliefen kann, was jeweils gemeint ist. Immerhin ist R auch der Abschluf3 von
R in den erweiterten reellen Zahlen mit ihrer Topologie aus 6.5.9.

6.7.6. Eine Abbildung ist stetig genau dann, wenn darunter das Urbild jeder abge-
schlossenen Menge abgeschlossen ist: Das folgt unmittelbar aus dem entsprechen-
den Satz 6.6.6 fiir offene Mengen, da das Urbild des Komplements einer Menge
stets das Komplement ihres Urbilds ist.

Beispiel 6.7.77. Wir geben einen neuen Beweis fiir die Erhaltung von Ungleichun-
gen im Grenzwert ??, der zwar nur fiir reelle Folgen mit reellen Grenzwerten
funktioniert, aber dafiir viele Moglichkeiten der Verallgemeinerung aufzeigt. Zu-
néichst ist die Menge H = {(x,y) € R? | z < y} abgeschlossen in R? nach 6.7.6
als Urbild der abgeschlossenen Menge [0, 00) @& R unter der stetigen Abbildung
(x,y) — y — z. Ist (z,, y,) eine konvergente Folge in H, so liegt mithin auch ihr
Grenzwert in H, und das bedeutet gerade die Erhaltung von Ungleichungen im
Grenzwert.

Proposition 6.7.8. Sei f : X — Y eine Abbildung topologischer Riume.

1. Sei Ul eine offene Uberdeckung von X, d.h. ein System offener Teilmengen
von X mit X = J;, U. So ist f stetig genau dann, wenn f|y stetig ist
fiir alle U € U. Etwas vage gesprochen ist demnach Stetigkeit eine lokale
Eigenschaft.

2. Sei X iiberdeckt von endlich vielen abgeschlossenen Teilmengen von X, in
Formeln Ay, ..., A, & X und X = |J_, A;. So ist f stetig genau dann,
wenn f|a, stetig ist fiirallei =1,...n.

Beweis. Ist f stetig, so sind alle f|y stetig als Verkniipfung von f mit der stetigen
Inklusion U — X. Sind andererseits alle f|; stetig, so ist fiir alle W @ Y und
alle U € U das Urbild f~'(W) N U offen in U, nach 6.6.12 ist also f~(W)NU
sogar offen in X, und damit ist dann natiirlich auch f~'(W) = Uy, f~'(W) N
U offen in X als Vereinigung offener Mengen. Mithin ist f stetig. Teil 2 zeigt

188



man &dhnlich: Nach 6.7.6 mull nur gezeigt werden, daf} fiir jede abgeschlossene
Teilmenge B @& Y von Y ihr Urbild f~'(B) abgeschlossen ist in X . Da aber gilt
fYB) = ffY(B)u...U f74B) und f;*(B) @& A; nach Annahme folgt die
Proposition aus 6.7.10 und den Definitionen. [

Ubungen

Ubung 6.7.9. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer Teilmenge Y zeige
man: AQY & dBE X mitA=BNY.

Ubung 6.7.10. Sei X ein topologischer Raum und A & X eine abgeschlossene
Teilmenge. So ist eine Teilmenge B C A abgeschlossen in A unter der Spurto-
pologie genau dann, wenn B abgeschlossen ist in X. In Formeln gilt unter der
Voraussetzung A @ X fiir Teilmengen B C A also (B & A< B ¢ X).

Ubung 6.7.11. Seien X ein topologischer Raum und Y, Z metrische Rdume. Man
zeige, daB} eine Abbildung (f,g) : X — Y x Z stetig ist genau dann, wenn f
und g stetig sind. Man zeige, dal3 Produkt und Summe von stetigen reellwertigen
Funktionen auf einem topologischen Raum wieder stetig sind.

Vorschau 6.7.12. In [ ] 2? werden wir erkldren, wie man ganz allgemein das
Produkt topologischer Rdume so mit einer Topologie versehen kann, daf3 das Ana-
logon der vorhergehenden Ubung auch fiir beliebige topologische Riume Y, Z
gilt.

6.8 Grenzwerte in topologischen Riumen

Definition 6.8.1. Ein Punkt eines topologischen Raums X heilt ein Haufungs-
punkt von X, wenn jede seiner Umgebungen auch noch andere Punkte unseres
Raums enthilt.

6.8.2. Ein Punkt eines topologischen Raums ist also genau dann ein Haufungs-
punkt, wenn die nur aus diesem einen Punkt bestehende Teilmenge nicht offen ist.
Man kann also gleichbedeutend auch von einem nichtoffenen Punkt reden, aber
das vergroBert dann wieder den terminologischen Abstand zu unserer Darstellung
der Theorie stetiger Funktionen auf R.

Ergdnzung 6.8.3 (Weitere Terminologie). Gegeben ein topologischer Raum 7’
mit einer Teilmenge X C 7' nennen wir ein Element ¢ € 7' einen Hiufungs-
punkt zu X oder ausfiihrlicher einen Haufungspunkt zu X in 7', wenn er im
Sinne unserer Definition 6.8.1 ein Hiaufungspunkt des Raums X U {¢} mit seiner
induzierten Topologie ist. Manche Autoren erklidren zusitzlich die ,,Haufungs-
punkte einer Folge in einem topologischen Raum Z* als die Punkte von Z mit der
Eigenschaft, daB in jeder ihrer Umgebungen unendlich viele Folgenglieder liegen.
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In einem Hausdorffraum haben je zwei verschiedene Punkte disjunkte
Umgebungen.
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6.8.4. Ein topologischer Raum heif3t Hausdorff oder ein Hausdorff-Raum, wenn
in ihm je zwei verschiedene Punkte disjunkte Umgebungen besitzen. Zum Bei-
spiel ist jeder metrische Raum mit seiner metrischen Topologie offensichtlich ein
Hausdorffraum.

Satz 6.8.5 (Eindeutigkeit stetiger Fortsetzungen in Hiufungspunkten). Seien
X, Y topologische Riume, p € X ein Hiufungspunkt und f : X\p — Y eine
Abbildung. Ist Y Hausdorff, so gibt es hochstens eine Fortsetzung von f zu einer
Abbildung f:X >V, die stetig ist bei p.

Beweis. Wire sonst f eine weitere bei p stetige Fortsetzung mit f(p) # f(p),s
fanden wir disjunkte Umgebungen V und V dieser beiden Bildpunkte und dazu
Umgebungen U und U von p mit f(U) € V und f(U) C V. Daraus folgte aber

fUNU\p) c VAV =0

im Widerspruch dazu, dafl die Umgebung U N U von p nicht nur aus unserem
Héaufungspunkt p selbst bestehen darf. [

Definition 6.8.6. Seien X, Y topologische Raume mit Y Hausdorff. Seien weiter
p € X ein Haufungspunkt und f : X\p — Y eine Abbildung. Sei schlieBlich
b € Y ein Punkt. Wir sagen, f(z) strebt gegen b fiir z — p und schreiben

lim f(x) =

als Abkiirzung fiir die Aussage, daf} die Fortsetzung von f zu f: X — Y durch
f (p) := b stetig ist bei p. In diesem Fall nennen wir b den Grenzwert oder la-
teinisierend Limes der Funktion f fiir x+ — p. Nach der Eindeutigkeit stetiger
Fortsetzungen 6.8.5 ist dieser Grenzwert eindeutig bestimmt, wenn er existiert.

6.8.7. Salopp gesprochen verhilt es sich demnach so, daf eine Abbildung in einen
Hausdorffraum mit einer einpunktigen Definitionsliicke an einem Haufungspunkt
ihres Definitionsbereichs auf hochstens eine Weise stetig in diese Definitionsliicke
hinein fortgesetzt werden kann. Der Wert dieser an besagter Stelle stetigen Fort-
setzung heifit dann der Grenzwert unserer Abbildung an besagter Stelle.

6.8.8. Insbesondere gilt fiir eine Folge N — Y, n — y,, in einem Hausdorffraum
Y und einen Punkt b € Y in unserer neuen Notation
lim y, =0

n—oo

genau dann, wenn jede Umgebung von b fast alle Glieder unserer Folge enthilt.
Wir sagen dann auch, die Folge y,, strebt gegen 0 oder konvergiert gegen b und
nennen b einen Grenzwert der Folge. Gleichbedeutend konnen wir ebensogut
fordern, daB jede offene Menge, die b enthilt, auch fast alle Glieder unserer Folge
enthdlt. In dieser Weise umfalt unser Begriff des Grenzwerts fiir topologische
Réiume alle bis hierher betrachteten Grenzwertbegriffe.
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Vorschau 6.8.9. Fiir allgemeine Hausdorffraume ist es nicht mehr richtig, daf} jede
unter der Bildung von Grenzwerten von Folgen abgeschlossene Teilmenge abge-
schlossen ist. Ein Gegenbeispiel gebe ich in [M1] ??, eine Zusatzbedingung, unter
der das doch wieder gilt, in [M 1] 2?2.

Vorschau 6.8.10. Um durchgehend mit topologischen Raumen arbeiten zu kon-
nen, miiten wir nun erkldren, wie das Produkt zweier topologischer Riume mit
einer Topologie zu versehen ist, und allerhand Eigenschaften wie etwa das Analo-
gon der Komponentenregel priifen. Das vermeide ich vorerst und diskutiere es erst
in [ ] und ausfiihrlicher in [ML] ??, weil ich nicht imstande bin, von
dem bisher erreichten Wissensstand aus den Sinn dieser Abstraktionen schliissig
zu begriinden.

Ubungen

Ubung 6.8.11. Konvergiert eine Folge von stetigen Funktionen von einem topolo-
gischen Raum in einen metrischen Raum gleichméBig, so ist auch die Grenzfunk-
tion stetig. Hinweis: Man kopiere den Beweis von 5.1.9.

Ubung 6.8.12. Genau dann ist p Hiufungspunkt des metrischen Raums X, wenn
es eine Folge x,, in X'\ p gibt mit lim,,_,o. z, = p.

Ubung 6.8.13. Seien X ein topologischer Raum, p € X ein Hiufungspunkt und
fi - X\p — Y, Abbildungen in metrische Riume fir 1 < ¢ < n. Sei Y =
Y1 x...xY, dasProduktund f = (f1,..., fn) : X = Y.Soistlim, ,, f(z) =b
fir b = (b1, ...,b,) gleichbedeutend zu lim,_,, f;(z) = b; Vi.

Ubung 6.8.14 (Quetschlemma). Seien X ein topologischer Raum, p € X ein
Hiufungspunkt und f, g, h : X\p — R Funktionen mit der Eigenschaft f(z) <
g(x) < h(x) Vo € X\p. So folgt aus lim,_,, f(x) = b = lim,_,, h(z) bereits
lim,,, g(z) = 0.

Ubung 6.8.15. Im Fall einer Abbildung in einen metrischen Raum mit Metrik d
ist lim,_,, f(z) = y gleichbedeutend zu lim, _,, d(f(z),y) = 0.

6.9 Komplexe Differenzierbarkeit*

Definition 6.9.1. Seien U C C eine Teilmenge und p € U ein Punkt. Eine Funkti-
on f : U — C heile komplex differenzierbar bei p mit Ableitung b € C, wenn
p ein Haufungspunkt von U ist und es gilt

i 1) = F)

z—p zZ—0p

=b
Wir kiirzen diese Aussage ab durch f’(p) = b.
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6.9.2. Der Grenzwert ist hier im Sinne von 6.8.6 zu verstehen. Diese Definition ist
fast identisch zu unserer alten Definition 4.3.3 bis auf das Detail, daf3 wir iiberall
statt reeller Zahlen komplexe Zahlen betrachten und, wie im Komplexen iiblich,
die Variable mit z bezeichnen. Den Definitionsbereich unserer Funktion haben
wir statt mit / hier mit U bezeichnet, weil der meistgebrauchte Fall nicht mehr
der eines halboffenen Intervalls, sondern vielmehr der einer offenen Teilmenge
der komplexen Zahlenebene ist. Der Fall eines Intervalls U C R wird jedoch auch
oft vorkommen. In diesem Fall stimmt die hier definierte Ableitung iiberein mit
der Ableitung im Sinne von 8.2.1. Der Rest dieses Abschnitts besteht darin, unsere
Resultate zur reellen Differenzierbarkeit mitsamt ihren Beweisen im Komplexen
zu wiederholen.

6.9.3. Ich gebe noch einige alternative Formulierungen an. Ist U C C eine Teil-
menge und p ein Haufungspunkt von U, so ist nach ?? eine Funktion f : U — C
komplex differenzierbar bei p mit Ableitung b € C genau dann, wenn es eine
Funktion ¢ : U — C gibt, die stetig ist bei p mit Funktionswert ¢(p) = b derart,
daB fiir alle z € U gilt

f(2) = f(p) + (z = p)e(2)

In anderen nochmals anderen Formeln ist unsere Funktion f : U — C komplex
differenzierbar bei p mit Ableitung b genau dann, wenn gilt

f(p+h) = f(p) +bh+e(h)h

fiir eine Funktion ¢, die stetig ist bei Null und die dort den Wert Null annimmt.
Hier ist zu verstehen, daf3 die Funktion ¢ definiert sein soll auf der Menge aller A
mit A + p € U. Diese Formulierung hat den Vorteil, dal besonders gut zum Aus-
druck kommt, inwiefern fiir festes p und kleines h der Ausdruck f(p) + f'(p)h
eine gute Approximation von f(p+ h) ist. Anschaulich wirkt f lokal um einen ge-
gebenen Punkt p in erster Approximation wie eine Drehstreckung mit Zentrum in
besagtem Punkt, deren Winkel und Streckfaktor durch f’(p) beschrieben werden,
gefolgt von einer Verschiebung um f(p).

Beispiele 6.9.4. Eine konstante Funktion auf einer Menge von komplexen Zahlen
ist bei jedem Haufungspunkt besagter Menge komplex differenzierbar mit Ablei-
tung Null. Die Funktion id : C — C, z + z hat bei jedem Punkt p die Ableitung

id'(p) = 1.

Lemma 6.9.5. Die Funktion z — % ist komplex differenzierbar bei jedem Punkt
von C* und ihre Ableitung bei einer Stelle p € C* ist —Z%.
1

1
Beweis. Wir rechnen lim, ,;, -2 = lim, ,, 2 = —L. O



Lemma 6.9.6. Sei U C C eine Teilmenge. Ist eine Funktion f : U — C komplex
differenzierbar bei p € U, so ist f stetig bei p.

Beweis. Das folgt sofort aus 6.9.3. [

Proposition 6.9.7. Sei U C C eine Teilmenge und seien f,g : U — C komplex
differenzierbar bei einem Punkt p € U. So sind auch die Funktionen f + g und fg
komplex differenzierbar bei p und es gilt

(f+9)'(p)=1f ) +d®) und (fg) )= f P9y + f(p)d(p)

Beweis. Identisch zum Beweis im Reellen nach 4.4.1. ]

Definition 6.9.8. Ist eine Funktion f : U — C definiert auf einer Teilmenge
U C C und differenzierbar bei jedem Punkt von U, so nennen wir f komplex
differenzierbar auf U und nennen die Funktion f' : U — C, p — f’(p) ihre
Ableitung. Aus unseren Definitionen folgt natiirlich insbesondere, da3 dann die
Menge U keine isolierten Punkte haben darf.

6.9.9. Fiir die Ableitungen komplex differenzierbarer Funktionen mit gemeinsa-
mem Definitionsbereich gelten mithin die Summenregel und die Produktregel
oder Leibniz-Regel

(f+9)=f+g¢ und (fg)=fg+/fd

Korollar 6.9.10 (Ableiten ganzzahliger Potenzen). Fiir alle n € 7 und unter
der Voraussetzung z # 0 im Fall n < 0 ist die Ableitung der Funktion z — 2" die
Funktion z — nz""1.

Beweis. Man zeigt das durch vollstindige Induktion iiber n separat fiir n > 0 und
n < —1. U]

Satz 6.9.11 (Kettenregel). Seien U,V C C Teilmengen und f : U — C und
g : V. — C Funktionen und es gelte f(U) C V. Sei f komplex differenzierbar
bei p und g komplex differenzierbar bei f(p). So ist go f : U — C komplex
differenzierbar bei p mit Ableitung

(go f)(p)=4d(f(p)- f(p)

Beweis. Identisch zum Beweis im Reellen nach 4.4.6. Man beachte, dafl nun
rechts ein Produkt komplexer Zahlen steht. [

Beispiel 6.9.12. Wir berechnen fiir A\, x € C und m > 1 eine natiirliche Zahl
die Ableitung der Funktion R — C gegeben durch f : ¢ — (¢ + At + )™ und
erhalten mit der Kettenregel f'(¢t) = (2t + \)m(t* + M\t + p)™ ', Schalten wir
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noch eine differenzierbare Abbildung ¢ : R — R, 7 — ¢(7) davor, so ergibt sich

die Ableitung der zusammengesetzten Funktion wieder mit der Kettenregel zu
df dfdt
dr — dtdr

dt
= (2t(7) + N)m(t(T)* + M(7) + u)m_lg
Proposition 6.9.13 (Quotientenregel). Sei U C C eine Teilmenge, f : U — C

eine Funktion ohne Nullstelle und p € U ein Punkt.

1. Ist f komplex differenzierbar bei p, so ist auch z — 1/ f(z) komplex diffe-
renzierbar bei p und hat dort die Ableitung — f'(p)/ f (p)>.

2. Ist zusdtzlich g : U — C komplex differenzierbar bei p, so ist auch g/ f
komplex differenzierbar bei p mit Ableitung

(g>' () = @)~ 9(0)]' ()

f fp)?

Beweis. Teil 1 folgt sofort aus 6.9.5 mit der Kettenregel 6.9.11. Teil 2 folgt aus
Teil 1 mit der Produktregel 6.9.7. [

Satz 6.9.14 (Ableitung von Umkehrfunktionen). Sei U G C offen und sei f :
U — C eine stetige Injektion mit offenem Bild und stetiger Umkehrung =1 :
f(U) = U. Ist dann f komplex differenzierbar beim Punkt p € U mit Ableitung
f'(p) # 0, so ist auch die Umkehrfunktion f~ : f(U) — C komplex differenzier-
bar bei ¢ = f(p) mit Ableitung

(F () =1/ (f"q)

6.9.15. In[FT']] werden wir zeigen, daB eine injektive komplex differenzier-
bare Funktion mit offenem Definitionsbereich stets offenes Bild und eine stetige
Umkehrung hat. Ein Teil der Bedingungen an unsere Funktion sind also eigentlich
iiberfliissig und dienen nur dazu, den Beweis zu vereinfachen.

Beweis. Nach unseren Annahmen gibt es eine stetige Funktion ohne Nullstelle
@ : U — Cmit f(z) — f(p) = (2 — p)p(2) und p(p) = f'(p). Setzen wir hier
z = fHw),soist = 1/(po f71) : f(U) — C eine stetige Funktion mit
(w = @)y (w) = fH(w) — f~H(q) und P(q) = 1/f'(p). O

Beispiel 6.9.16. Das Quadrieren liefert eine Bijektion zwischen der Halbebene al-
ler komplexen Zahlen mit positivem Realteil und der ,,geschlitzten Zahlenebene
C\R<o. Die Umkehrfunktion zu dieser Bijektion ist also eine komplex differen-
zierbare Funktion auf der geschlitzten Zahlenebene, die wir /2 notieren und die
nach 6.9.14 differenzierbar ist mit Ableitung 1/(2/2).

195



A%

Anschauliche Bedeutung der Ableitung der komplexen Exponentialfunktion
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Lemma 6.9.17. Die komplexe Exponentialfunktion ist komplex differenzierbar
und stimmt auf der ganzen komplexen Zahlenebene mit ihrer eigenen Ableitung
iiberein.

Beweis. Der Beweis des reellen Analogons 4.4.9 kann wortwortlich iibernommen
werden. [

Beispiel 6.9.18. Ist U @ C eine offene Teilmenge derart, dafl die Exponentialfunk-
tion eine Injektion mit offenem Bild und stetiger Umkehrfunktion log : exp(U) —
C liefert, so nennt man log einen Zweig des Logarithmus. Nach 6.9.14 ist jeder
solche Zweig des Logarithmus komplex differenzierbar mit Ableitung

1 1

log'(q) = ——— =~

@ exp(logq) ¢
Im Spezialfall U = R + (—m, 7)1 spricht man auch vom Hauptzweig des Lo-
garithmus, den wir bereits in 4.10.2 eingefiihrt und sogar noch auf die negative

reelle Achse fortgesetzt hatten, allerdings in nur noch partiell stetiger Weise.

6.9.19. Eine komplex differenzierbare komplexwertige Funktion, die auf einer
offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene definiert ist, hei3t eine holomor-
phe Funktion. Die Theorie der holomorphen Funktionen, die sogenannte Funk-
tionentheorie, ist grundlegend verschieden von der Theorie der differenzierbaren
reellwertigen Funktionen auf einer offenen Teilmenge der reellen Zahlengerade,
die wir in dieser Vorlesung ausfiihrlich studiert haben. Zum Beispiel ist jede ho-
lomorphe Funktion, d.h. jede auf einer offenen Teilmenge der komplexen Zahle-
nebene definierte einmal komplex differenzierbare Funktion, bereits beliebig oft
komplex differenzierbar. Mehr dazu findet man etwa in [ ]

Ubungen

Ubung 6.9.20. Ein komplexes Polynom hat bei A € C eine mehrfache Nullstelle
genau dann, wenn auch seine Ableitung bei A verschwindet.

Ubung 6.9.21. Man zeige, daB fiir alle z € C mit |z| < 1 der Hauptzweig des
Logarithmus von 1 + z auch dargestellt werden kann durch die Potenzreihe

22 23

log(l4+2)=2— = 2
og(l+2z2) ==z 2—|—3

Hinweis: Es reicht zu zeigen, daB fiir alle v € C mit |u| = 1 das Einsetzen von
z = ut auf beiden Seiten dieselbe Funktion in t € (—1,1) liefert. Beide Seiten
nehmen aber bei z = 0 den Wert Null an, so daf} es reicht, die Gleichheit ihrer
Ableitungen zu zeigen. Im Rahmen der Funktionentheorie diirfen Sie diese Ubung
in [FT1] mit mehr Theorie und weniger Rechnen ein weiteres Mal 16sen.
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7 Kompaktheit in mehreren Verinderlichen

7.1 Kompakte metrische Radume

Definition 7.1.1. Ein metrischer Raum heifit kompakt oder ausfiihrlicher folgen-
kompakt, wenn jede Folge in unserem Raum eine konvergente Teilfolge besitzt.

Vorschau 7.1.2. Wir werden bald sehen, wie sich der Begriff der Kompaktheit
im Fall allgemeiner topologischer Rdume in die beiden Begriffe ,,folgenkompakt*
und ,,iiberdeckungskompakt* aufspaltet. Im Fall metrischer Rdume fallen zwar
beide Begriffe noch zusammen, aber bis zum Beweis dieser Tatsache in 7.5.3 muf3
man sie noch etwas auseinanderhalten.

7.1.3. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums nennen wir kompakt oder auch
ein Kompaktum, wenn sie kompakt ist als metrischer Raum mit der induzierten
Metrik, wenn also jede Folge in A eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt
aus A konvergiert.

7.1.4 (Kompaktheit als absolute Eigenschaft). Man erliegt beim ersten Lernen
leicht der Versuchung, die Begriffe ,,offen®, ,,abgeschlossen* und , kompakt* auf
eine Stufe zu stellen. Ich will deshalb darauf insistieren, daf ,,offen* und ,,abge-
schlossen® Eigenschaften sind, die ein Paar (X D Y') bestehend aus einem metri-
schen Raum X mit einer Teilmenge Y hat oder nicht hat, wohingegen ,.kompakt*
eine Eigenschaft ist, die ein metrischer Raum selbst hat oder nicht hat. Natiirlich
kann man Kompaktheit auch fiir Teilmengen metrischer Rdume mit ihrer indu-
zierten Metrik diskutieren. Die Begriffe ,,offen* und ,,abgeschlossen* dahingegen
sind fiir einen metrischen Raum allein nicht definiert.

7.1.5. Jeder kompakte metrische Raum ist beschrinkt. Ist in der Tat ein Raum
nicht beschrinkt, so finden wir darin eine Folge x,, mit d(xo, z,,) > n, und diese
Folge kann nach 6.3.8 keine konvergente Teilfolge haben.

Proposition 7.1.6. Jedes endliche Produkt von kompakten metrischen Riumen ist
kompakt.

Beweis. Sei X = X; x ... x X,, mit kompakten X;. Sei eine Folge in X gege-
ben. Da X; kompakt ist, finden wir eine Teilfolge unserer Folge, die in der ersten
Koordinate konvergiert. Da auch X, kompakt ist, finden wir von dieser Teilfol-
ge hinwiederum eine Teilfolge, die auch in der zweiten Koordinate konvergiert.
Indem wir so weitermachen, finden wir schlielich eine Teilfolge, die in jeder Ko-
ordinate konvergiert. Diese Teilfolge konvergiert dann nach 6.3.6 auch in X. [

Lemma 7.1.7. Eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist stets abge-
schlossen.
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Beweis. Sei X unser Raumund A C X unsere Teilmenge. Ist A nicht abgeschlos-
sen, so gibt es eine Folge in A, die gegen einen Punkt aus X'\ A konvergiert. Solch
eine Folge kann aber unmoglich eine Teilfolge haben, die gegen einen Punkt aus
A konvergiert. O

Lemma 7.1.8. Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten metrischen Raums
ist stets kompakt.

Beweis. Sei X unser Raum und A C X unsere Teilmenge. Jede Folge in A besitzt
nach unseren Annahmen eine Teilfolge, die gegen einen Punkt aus X konvergiert.
Da A abgeschlossen ist, muf} dieser Punkt dann bereits in A liegen. [

Satz 7.1.9 (Heine-Borel). Eine Teilmenge des R™ ist kompakt genau dann, wenn
sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

Beweis. Nach7.1.5und 7.1.7 ist eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raums
stets beschrinkt und abgeschlossen. In der anderen Richtung wissen wir schon aus
2.6.8, daB fiir jedes & > 0 das Intervall [—k, k] kompakt ist. Falls eine Teilmenge
A C R™ beschrinkt ist, finden wir ein £ mit A C [k, k]". Nach 7.1.6 ist nun
[—Fk, k]" kompakt, und als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raums ist
nach 7.1.8 dann auch A selbst kompakt. [l

Beispiel 7.1.10. Die Menge [0, 1] N Q ist abgeschlossen in Q und beschriénkt, ist
aber nicht kompakt fiir die induzierte Metrik.

Proposition 7.1.11. Unter einer stetigen Abbildung metrischer Rdume werden
Kompakta stets auf Kompakta abgebildet.

Beweis. Sei f : X — Y unsere stetige Abbildung und A C X ein Kompaktum.
Ist y,, eine Folge in f(A), so finden wir eine Folge z,, in A mit f(z,) = y,. Falls A
kompakt ist, besitzt die Folge x,, eine Teilfolge z,, , die gegen einen Punkt z € A
konvergiert. Dann ist y,,, nach 6.3.9 eine Teilfolge der Folge y,,, die gegen einen
Punkt von f(A) konvergiert, ndmlich gegen f(x). O

Korollar 7.1.12. Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten metri-
schen Raum ist beschrdnkt und nimmt, wenn unser Raum nicht leer ist, das Supre-
mum und das Infimum der Menge ihrer Funktionswerte an.

7.1.13. Ist also in Formeln X ein nichtleerer kompakter Raum und f : X — R
stetig, so gibtes p, ¢ € X mit f(p) < f(z) < f(q) Vx € X.

Beweis. Nach 7.1.11 ist f(X) C R kompakt, also beschrinkt und abgeschlossen.
Aus X # ( folgt weiter f(X) # . Damit besitzt f(X) ein Supremum und
Infimum in R. Da f(X') kompakt, also abgeschlossen ist, folgt sup f(X) € f(X)
und inf f(X) € f(X). Es gibt in anderen Worten p, g € X mitsup f(X) = f(p)

und inf f(X) = f(q). ]
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Definition 7.1.14. Eine stetige Abbildung von metrischen Rdumen heif3t gleich-
mébig stetig genau dann, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein 0 > 0 gibt derart, dal} fiir
beliebige Punkte z, y im Definitionsbereich gilt

d(z,y) <6 = d(f(x),f(y)) <e

Satz 7.1.15 (GleichmébBige Stetigkeit auf Kompakta). Jede stetige Abbildung
von einem kompakten metrischen Raum in einen weiteren metrischen Raum ist
gleichmdflig stetig.

Beweis. Mutatis mutandis zeigt das der Beweis von Satz 4.1.10. U

Ubungen

Ubung 7.1.16. Endliche Vereinigungen kompakter Teilmengen eines metrischen
Raums sind stets wieder kompakt.

Erginzende Ubung 7.1.17. Ist in einem metrischen Raum eine abziihlbare Familie
kompakter Teilmengen ([, ),cn gegeben mit leerem Schnitt (1), . £, = 0, so
gibt es schon ein N mit Ky N ... N Ky = (). Das wird verallgemeinert auf den
Fall beliebiger Familien in 7.5.11.

Ergiinzende Ubung 7.1.18. Sei (X, d) ein metrischer Raum, K C X kompakt und
A C X abgeschlossen mit A N K = (). So gibt es § > 0 mit d(z,y) > 0 fiir alle
x € A,y € K. Hinweis: 6.2.23 und 6.4.15.

Ergiinzende Ubung 7.1.19. Man zeige, daB man auf dem Raum Ens(N, {W, Z})
aller Folgen in der zweielementigen Menge {IV, Z} eine Metrik erkldren kann
durch die Vorschrift d(w,n) = 27" fiir n € N die kleinste Zahl mit w(n) # n(n),
bzw. d(w,n) = 0 falls w = 7. Man zeige weiter, daB der so gebildete metrische
Raum kompakt ist. Nebenbei bemerkt denke ich bei IV an ,,Wappen* und bei £
an ,,Zahl“ und bei der Ubung an Anwendungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie.

7.2 Fundamentalsatz der Algebra

Satz 7.2.1 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe Po-
lynom besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

7.2.2. Der im folgenden wiedergegebene Beweis von Jean-Robert Argand hat den
Vorteil, mit besonders wenigen technischen Hilfsmitteln auszukommen. Einen
Uberblick iiber die géingigsten alternativen Beweise mit ihren Stirken und Schwi-
chen gebe ich in [ ]
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Beweis. Sei P € C[X] unser Polynom. Wir zeigen zunichst, daf} es eine Stelle
p € C gibt, an der die Funktion C — R, z — |P(z)| ihr Minimum annimmt, in
Formeln |P(z)| > |P(p)| Vz € C. In der Tat, nehmen wir irgendein u € C her,
so gibt es offensichtlich R € R derart, daB aus |z| > R folgt |P(2)| > |P(u)|.
Als stetige Funktion nimmt aber die Funktion z — |P(z)| auf der kompakten
Kreisscheibe {z | |z| < R} ein Minimum an, sagen wir an der Stelle p, und
das muf3 dann auch das Minimum von |P(z)| auf ganz C sein. Wir zeigen nun
P(p) = 0 durch Widerspruch und miissen dazu nachweisen: Ist p € C gegeben
mit P(p) # 0, so nimmt die Funktion z — |P(z)| bei p nicht ihr Minimum an.
Sei dazu erst einmal p € C beliebig. Entwickeln wir P(p 4+ w) nach Potenzen von
w, so erhalten wir

P(p+w) = P(p) + bw™ + w™ ' Q(w)

mit b # 0, m > 1 (da P nicht konstant ist) und einem geeigneten Polynom ().
Nach 3.4.23 finden wir ¢ € C mit P(p) + bg™ = 0 und sind fertig, sobald wir
zeigen konnen, daB unter der Annahme P(p) # O fiir hinreichend kleine ¢ > 0
gilt

[P(p+tq)| < |P(p)|

Das ist klar im Fall () = 0 und wir miissen nur noch erkldren, warum die Terme
der Ordung > m diese Ungleichung fiir kleines ¢ nicht zerstoren konnen. Wir
betrachten dazu die Abbildung R — C, ¢ — P(p + tq) und erhalten

P(p + tq) = P(p) — t"P(p) + " Q(t)
fiir ein geeignetes Polynom Q, also
|P(p+tq)] < (1 —t™)|P(p)| +t"tQ(t)| fiirt € [0, 1]
Gilt nun P(p) # 0 und wihlen wir ¢ € (0, 1) hinreichend klein fiir die Unglei-

chung [tQ(t)| < |P(p)|, so folgt |P(p + tq)| < |P(p)| und wir sind fertig. O

7.3 Affine Riume*

7.3.1. Dieser Abschnitt ist ein Auszug aus Abschnitt [ ] der linearen
Algebra. Ich habe ihn hier nur eingefiigt, um Unklarheiten zu vermeiden, was die
im weiteren verwendeten Notationen und Begriffsbildungen angeht.

Definition 7.3.2. Ein affiner Raum oder kurz Raum iiber einem Korper £ ist ein
Tripel .
E=(E,E, a)
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bestehend aus einer nichtleeren Menge I/, einer abelschen Gruppe E C Ens*E
von Permutationen von F, von der man fordert, daf} fiir alle p € £ das Anwen-
den auf p eine Bijektion E > E besagter Gruppe mit unserem Raum liefert,
sowie einer Abbildung a : k X E — E, die die abelsche Gruppe E zu einem
k-Vektorraum macht. Die Elemente von E heiBen die Translationen oder Rich-
tungsvektoren unseres affinen Raums und den Vektorraum E selbst nennen wir
den Richtungsraum unseres affinen Raums FE. Die Operation von k auf E mag
man die Reskalierung von Translationen nennen. Unter der Dimension unseres
affinen Raums verstehen wir die Dimension seines Richtungsraums. Das Resultat
der Operation von ¥ € E auf p € E notieren wir 7 + p := U(p) oder manchmal
auch p + .

7.3.3 (Diskussion der Notation). Die eben eingefiihrte Notation fiir den Rich-
tungsraum eines affinen Raums steht in Konflikt mit der Notation aus [ ] ,
nach der mit Pfeilen versehene Mannigfaltigkeiten orientierte Mannigfaltigkeiten
andeuten sollen. Was jeweils gemeint ist, muf} der Leser aus dem Kontext erschlie-
Ben.

7.3.4. Ist I/ ein affiner Raum, so liefert nach Annahme fiir jedes p € E die
Operation eine Bijektion E = E, @+~ @+ pund es gilt 0 4+ p = p sowie
i@+ (T+p) = (i+7) +pfiralle @7 € E und p € E. Flapsig gesprochen
ist also ein affiner Raum ein ,,Vektorraum, bei dem man den Ursprung vergessen
hat“. Gegeben p, g € E definieren wir p — ¢ als den Richtungsvektor « € E mit
p=1u-+q.

7.3.5 (Vektorriume als affine Riume). Jeder Vektorraum V' kann als ein affi-
ner Raum aufgefafit werden, indem wir als Translationen die durch die Addition
von festen Vektoren gegebenen Abbildungen nehmen, so dafl unsere Gruppe von
Translationen das Bild des injektiven Gruppenhomomorphismus V' — Ens™ (1),
v +— (v+) wird, und die Reskalierung von Translationen dadurch erklédren, dafl
dieser Gruppenhomomorphismus einen Vektorraumisomorphismus auf sein Bild
liefern soll. Insbesondere erhalten wir damit eine kanonische Identifikation

trans: V 3V

zwischen unserem Vektorraum und dem Richtungsraum des zugehorigen affinen
Raums. Diese Identifikation scheint mir derart kanonisch, daB ich sie von nun an
in Sprache und Notation oft so behandeln werde, als seien diese beiden Vektor-
rdume schlicht gleich.

Beispiel 7.3.6. Es scheint mir besonders sinnféllig, den uns umgebenden Raum
mathematisch als dreidimensionalen reellen affinen Raum zu modellieren: Hier-
bei denkt man sich E als die Gruppe aller ,,Parallelverschiebungen®. Ahnlich mag
man die Zeit modellieren als einen eindimensionalen reellen affinen Raum. Die

202



leere Menge kann in meinen Konventionen nie ein affiner Raum sein, es gibt hier-
zu jedoch auch andere Konventionen.

Ergdnzung 7.3.7. Meist findet man in der Literatur die begriffliche Variante eines
affinen Raums iiber einem vorgegebenen Vektorraum: Darunter versteht man
dann eine Menge F mit einer freien transitiven Operation des vorgegebenen Vek-
torraums. Ich ziehe die oben gegebene Variante vor, da sie jeden Bezug auf einen
vorgegebenen Vektorraum vermeidet und den Anschauungsraum meines Erach-
tens besser modelliert.

Definition 7.3.8. Eine Abbildung ¢ : F — E’ zwischen affinen Rdumen heif3t
eine affine Abbildung genau dann, wenn es eine lineare Abbildung zwischen den
zugehorigen Richtungsrdumen J : £ — E’ gibt mit

o(p) — (@) =@gp—q) Yp,q€FE

Diese lineare Abbildung ¢ ist dann durch ¢ eindeutig bestimmt und heif3it der
lineare Anteil unserer affinen Abbildung.

7.4 Normierte Riume

7.4.1. Unter einem reellen Vektorraum beziehungsweise einem reellen Raum
verstehen wir einen Vektorraum beziehungsweise einen affinen Raum iiber dem
Korper der reellen Zahlen. Wollen wir einen reellen Vektorraum beziehungswei-
se affinen Raum mit einer Metrik versehen, so reicht es, wenn wir jedem seiner
Vektoren beziehungsweise Richtungsvektoren in geeigneter Weise eine ,,Ldnge*
zuordnen. Einen solchen abstrakten Langenbegriff fiir die Vektoren eines Vektor-
raums nennt man eine ,,Norm*. Die Details folgen.

Definition 7.4.2. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V' ist eine Abbil-
dung || || : V — Rsg, v — ||v|| derart, daB gilt:

L 2ol = A - |jv]] YveV,XeR;
2. [v]| =0« v=0;
3. lv+wl < o] + Jw|| Yv,we V.

Unter einem normierten Vektorraum versteht man ein Paar (V|| ||) bestehend
aus einem Vektorraum V' und einer Norm || || auf V. Fordert man nur die erste
und dritte Bedingung, so spricht man von einer Halbnorm.

Erginzung 7.4.3. Fiir Leser, die schon mit komplexen Zahlen vertraut sind, sei
noch erwéhnt, dal man von einer Norm auf einem komplexen Vektorraum stirker
fordert, daB die erste Bedingung sogar fiir alle A € C gelten soll, wobei | A| als die
,Norm der komplexen Zahl A im Sinne von [ ] zu verstehen ist.
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7.4.4. Jeder normierte Vektorraum wird ein metrischer Raum vermittels der durch
die Norm induzierten Metrik

d(v, w) = [lv—wl|

Zum Beispiel gehort unser Betragsabstand auf dem R" zur Maximumsnorm. Wir
diirfen damit in normierten Vektorrdaumen iiber Stetigkeit und Konvergenz von
Folgen reden. Allgemeiner verstehen wir unter einem normierten affinen Raum
einen reellen oder komplexen affinen Raum im Sinne von 7.3.2, dessen Rich-
tungsraum mit einer Norm versehen ist. Auch jeder normierte affine Raum trigt
eine natiirliche Metrik, die durch dieselbe Formel beschrieben wird. Reden wir
ohne nihere Spezifikation von einem normierten Raum, so meinen wir einen
normierten affinen Raum. Leser, die mit dem Begriff eines affinen Raums noch
nicht vertraut sind, mégen sich aber auch einen normierten Vektorraum denken.

Beispiel 7.4.5. Mit v — ||v|| ist auch v — «||v]|| eine Norm, fiir jedes o > 0. Auf
dem Nullraum gibt es nur eine Norm, die eben den Nullvektor auf Null wirft.

Beispiel 7.4.6. Auf dem R" definiert man die euklidische Norm eines Vektors
v = (v1,...,v,) durch [[v]] = [jv]s = /(v,v) = v+ ...+ v2. Wie man
formal zeigt, daB} das tatsichlich eine Norm ist, diskutieren wir in [ ]

Beispiel 7.4.77. Auf dem R" fiir n > 0 definiert man die Maximumsnorm von
v = (v1,...,v,) durch |v| = ||v]|ec = max(|vi|,...,|v,|). Auf dem Raum
V = Ens”(D,R) aller beschrinkten reellwertigen Funktionen auf einer Menge
D haben wir die Supremumsnorm, gegeben fiir D # () durch

[ flloe = sup{|f(z)[ | € D}

und im Fall D = () als die einzig mdgliche Norm auf dem Nullraum. Fiir eine end-
liche Menge D mit n Punkten erhalten wir unsere Maximumsnorm auf dem R" als
Spezialfall der Supremumsnorm. Noch allgemeiner definieren wir fiir jeden nor-
mierten Vektorraum (1, | |) auf dem Raum V' = Ens®(D, W) aller beschrinkten
Abbildungen von D nach W die Supremumsnorm durch || f||.. = sup{|f(z)| |
x € D} im Fall D # () und im Fall D = () als die einzig mogliche Norm auf dem
Nullraum. Die zu unserer Supremumsnorm gehorige Metrik ist in allen diesen
Fillen die Metrik der gleichméBigen Konvergenz.

Beispiel 7.4.8. Sind V7, ..., V, normierte Vektorrdume, so erkldren wir auf ihrem
Produkt V; x ... x V,, die Produktnorm durch die Vorschrift ||(vy,...,v,)|| =
sup ||v;|| im Fall n > 0 und als die einzige Norm auf dem Nullraum im Fall n = 0.
Offensichtlich induziert die Produktnorm die Produktmetrik.

Satz 7.4.9 (Stetigkeit linearer Abbildungen). Eine lineare Abbildung zwischen
normierten Vektorrdumen f : V — W ist stetig genau dann, wenn es eine Kon-
stante C' > 0 gibt mit

[f @)l < Cllol| VveV
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7.4.10. Wir werden in 7.4.13 sehen, daf lineare Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen normierten reellen Vektorraumen immer stetig sind. Sie werden in
7.4.26 sogar folgern, daB} lineare Abbildungen von einem endlichdimensionalen
normierten reellen Vektorraum in einen beliebigen weiteren normierten reellen
Vektorraum immer stetig sind.

Beweis. Ist f stetig, so gibtes 6 > Omit |v — 0| < § = ||f(v) — f(O)] < 1.
Setzen wir C' = 1/4, so folgt || f(v)|| < C||v|| zunichst fiir alle Vektoren v der
Norm ||v|| = ¢ und dann durch Multiplikation mit Skalaren fiir alle v € V. Gibt
es umgekehrt ein C' > 0 mit || f(v)|| < Cllv|| Vv € V, so finden wir fiir alle
e>0eind =¢/C > 0sodabB gilt

o —w|[ <6 = [If(v) - fw)]=[flv-—w)| <Ci=¢ O

Definition 7.4.11. Zwei Normen || ||, | | auf einem reellen Vektorraum V" heien
dquivalent, wenn es positive Konstanten ¢, C' > 0 gibt mit

lv]| < Clo|und |v| < c|jv|| YveV

Satz 7.4.12 (Aquivalenz von Normen). Auf einem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum sind je zwei Normen dquivalent.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dal V' der
R™ ist mit » > 1 und daB eine unserer Normen die Maximumsnorm |v| ist. Sei
| || eine zweite Norm. Bezeichnet ey, ..., e, die Standardbasis des R™ und ist
v =€ + ...+ v,e,, So haben wir

vl = |jvier + ... 4+ vpen|
< ol - llell - 4 Joal - len]]
< |- C
mit C' = |le1|| + ... + ||e,||- Insbesondere folgern wir, daB || || : R* — R eine

| |-stetige Abbildung ist, also stetig fiir die durch die Maximumsnorm | | gegebene
Metrik auf R”, denn aus d(z,y) = |z —y| < ¢/C folgt |||z||—||y[|| < [lz—y| < e.
Nun ist aber die Oberfliche

F={veR"||v =1}

des Hyperkubus | |-kompakt nach 7.1.9 und nicht leer falls gilt n > 1. Nach
7.1.12 nimmt folglich die Funktion || || auf /' ein Minimum « an, und da F" nicht
den Nullvektor enthilt, ist dies Minimum notwendig positiv, a > 0. Wir folgern
zunéchst einmal a|v| < ||v|| fiir alle v € F. Dann gilt aber natiirlich auch a|\v| <
||\v|| fiir alle A € Rund v € F, also a|w| < |Jw| Yw € R Mitc = 1/a gilt
also |w| < c||lw| Vw e R™ N
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Ilustration zur Aquivalenz von Normen am Beispiel der Betragsnorm und der
euklidischen Norm auf dem R?.
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Variante zum Schluf3 des vorhergehenden Beweises. Statt mit Kompaktheit zu ar-
gumentieren, kann man hier alternativ auch mit Induktion iiber n und ,,Vollstdn-
digkeit* argumentieren. Die Argumentation verlduft dann wie folgt: Wir betrach-
ten die affinen Hyperebenen H; = {z | z; = 1}. Aus der Induktionsannahme
konnen wir durch Widerspruch folgern, daf} es positive Konstanten a; > 0 gibt
mit
a; < |lw|| Yw € H;

In der Tat géibe es sonst in H; eine Folge w, mit ||w, || — 0 fiir v — co. Diese Fol-
ge wire im Sinne von 9.2.1 eine Cauchy-Folge fiir die von || || auf H; induzierte
Metrik. Dann wire sie aber wegen der Aquivalenz der Normen nach der Indukti-
onsannahme auch eine Cauchy-Folge fiir die von der Maximumsnorm | | auf H;
induzierte Metrik und miiite nach 9.2.2 konvergieren gegen einen Punkt w € H;
mit ||w| = 0. Widerspruch! Nun gibt es fiir v € R™\0 stets A € R mit |A\| = |v]
derart, daB A\ ~'v in einer der affinen Hyperebenen H; liegt. Mit a = inf(a;) folgt
a < ||JA"1|| und |v| < cf|v]| fiir ¢ = 1/a. O

Korollar 7.4.13. Jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen normier-
ten reellen Vektorrdumen ist stetig.

Beweis. Jeder Vektorraumisomorphismus zwischen endlichdimensionalen normier-
ten reellen Vektorriumen ist stetig nach dem Satz iiber die Aquivalenz von Nor-
men 7.4.12 und dem Kriterium fiir die Stetigkeit linearer Abbildungen 7.4.9. So
konnen wir uns beim Beweis des Korollars auf den Fall 6.2.28 linearer Abbildun-
gen R" — R™ zuriickziehen. [

7.4.14. Wir nennen eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums
offen, wenn sie offen ist fiir die von irgendeiner Norm auf seinem Richtungsraum
induzierte Metrik. Nach unserem Satz 7.4.12 iiber die Aquivalenz von Normen
ist sie dann notwendig offen fiir jede von einer Norm induzierte Metrik. Die so
erklarten offenen Teilmengen bilden die sogenannte natiirliche Topologie auf
unserem endlichdimensionalen reellen Raum.

Definition 7.4.15. Ist f : V — W eine stetige lineare Abbildung normierter
Vektorraume, so heif3t die kleinstmogliche Konstante C' > 0 wie in 7.4.9 auch die
Operatornorm || f|| von f, in Formeln

LFIF = sup{{[f )]l [ [[oll <1}

7.4.16. Die stetigen linearen Abbildungen zwischen normierten Vektorrdumen
V, W nennt man auch beschrinkte Operatoren, da sie nach 7.4.9 genau die li-
nearen Abbildungen sind, die den Einheitsball auf eine beschriankte Menge ab-
bilden. Ich notiere die Menge aller stetigen linearen Abbildungen B(V, W) oder
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auch Bg(V, W), wenn ich besonders betonen will, daB reell-lineare Abbildungen
gemeint sind und nicht etwa ,.,komplex-lineare* Abbildungen, wie wir sie spéter
fiir gewohnlich betrachten werden. Ich werde die Notation I3 benutzen, die Termi-
nologie jedoch vermeiden und nach Moglichkeit von stetigen Operatoren reden,
da diese ja keineswegs beschrinkte Abbildungen im Sinne von 6.3.3 zu sein brau-
chen.

Ubungen

Ubung 7.4.17. Fiir je zwei Vektoren v, w eines normierten Vektorraums gilt ||v +
wll = vl = flwll]

Ubung 7.4.18. Gegeben ein normierter Vektorraum (V|| ||) sind die folgenden
Abbildungen stetig: Die Norm || || : V' — R, die Addition V' x V' — V, und
die Multiplikation mit Skalaren R x V' — V. Ist unsere Norm die euklidische
Norm zu einem Skalarprodukt V' x V' — R, so ist auch dies Skalarprodukt stetig.
Leser, die bereits mit komplexen Zahlen vertraut sind, zeigen Analoges auch fiir
komplexe Vektorrdume.

Ubung 7.4.19 (Gruppenwege in normierten Vektorriumen). Die stetigen Grup-
penhomomorphismen von der additive Gruppe der reellen Zahlen in einen nor-
mierten Vektorraum sind genau die linearen Abbildungen. Hinweis: 2.5.24.

Ergiinzende Ubung 7.4.20. In einem normierten reellen Vektorraum ist jede nicht-
leere offene Teilmenge bereits ein Erzeugendensystem.

Ubung 7.4.21. Man zeige: Jede stetige lineare Abbildung zwischen normierten
Vektorrdumen ist gleichmiBig stetig.

Ubung 7.4.22. Die Menge aller stetigen reellwertigen Funktionen auf einem Raum
X notiere ich C(X,R). Das C steht hier fiir englisch ,,continous* und franzo-
sisch ,,continu®. Man zeige: Versehen wir die Menge C([a, b], R) aller stetigen
reellwertigen Funktionen auf einem kompakten reellen Intervall [a,b] mit der
Supremumsnorm, so wird das Integral f +— fab f(t)dt eine stetige Abbildung
C([a,b],R) — R.

Ubung 7.4.23. Bezeichnet C!([a,b],R) C C([a,b],R) den Teilraum der einmal
stetig differenzierbaren Funktionen, so ist das Ableiten f — [’ keine stetige Ab-
bildung C!([a, b], R) — C([a, ], R).

Ubung 7.4.24. Seien U, V, W normierte Vektorriume. Eine bilineare Abbildung
F U xV — W ist stetig genau dann, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt mit
| F(u,v)]| < Cllull||v||. Man formuliere und beweise die analoge Aussage auch
fiir multilineare Abbildungen.

Ubung 7.4.25. Gegeben eine Menge D und ein normierter Vektorraum V' erkli-
re man auf dem Raum Ens®(D, V') der beschriinkten Abbildungen D — V eine
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Norm derart, dal die zugehorige Metrik die Metrik der gleichmifBigen Konver-
genz aus 6.3.4 wird.

Ubung 7.4.26. Jede lineare Abbildung von einem endlichdimensionalen Vektor-
raum in einen normierten Vektorraum W ist stetig. Sind allgemeiner endlichdi-
mensionale Vektorrdume Vi, ...,V gegeben, so ist jede multilineare Abbildung
Vi x...xV, — W stetig. Hinweis: Das Bild liegt immer in einem endlichdimen-
sionalen Teilraum. Man erinnere 7.4.13 und 6.2.28.

Ubung 7.4.27. Sind f : V — W und g : W — X stetige Abbildungen zwischen
normierten Vektorrdumen, so gilt ||g o f|| < ||g]|]| f]]-

Ubung 7.4.28. Man zeige: Der Raum B(V, W) aller stetigen linearen Abbildun-
gen zwischen normierten Vektorrdumen V., W ist ein Untervektorraum im Raum
Hom(V, W) aller linearen Abbildungen von V' nach W, und die in 7.4.15 einge-
fithrte Abbildung f +— || f|| ist eine Norm auf B(V, W).

Ergiinzende Ubung 7.4.29. Sind normierte Vektorrdume V, ..., V, und W gege-
benundist f : V) x ... x V,, = W eine stetige multilineare Abbildung, so heil3t
die kleinstmogliche Konstante C' > 0 wie in 7.4.24 die Norm von f und wird
notiert

LI := sup{|lf (vr, - on) [F ol < 1}

Man zeige, dal wir so eine Norm auf dem Vektorraum B(V7, ..., V,; W) aller ste-
tigen multilinearen Abbildungen erhalten. Weiter zeige man: Die offensichtliche
Abbildung liefert einen Isomorphismus von normierten Riumen

BV, B(Va,...,Viy W) = B(Vy, ..., Vi W)

Ubung 7.4.30. Seien V ein komplexer Vektorraum und || || eine Norm als reeller
Vektorraum, also ||Av|| = |A|[|v]| YA € R. Wir nehmen an, daf} die Multiplika-
tion mit komplexen Skalaren C x V' — V stetig ist. Man zeige, dal wir dann
mit dem Supremum iiber komplexen Zahlen o auf dem Einheitskreis ||v||. =
SUp|4|—1 ||v]| eine Norm || || auf V" als komplexer Vektorraum erhalten, und daf3
diese Norm @quivalent ist zu unserer urspriinglichen Norm.

7.5 Uberdeckungen kompakter metrischer Riume

Definition 7.5.1. Sei X eine Menge. Unter einer Uberdeckung von X versteht
man ein System &/ C P(X) von Teilmengen von X mit Vereinigung X, in For-
meln ausgedriickt X = (J,;, U. Unter einer Teiliiberdeckung einer Uberde-
ckung U versteht man ein Teilsystem VV C U, das auch selbst schon eine Uberde-
ckung ist.
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Definition 7.5.2. Unter einer offenen Uberdeckung eines metrischen Raums
oder allgemeiner eines topologischen Raums versteht man eine Uberdeckung, die
aus offenen Teilmengen besteht.

Satz 7.5.3 (Kompaktheit und offene Mengen). Ein metrischer Raum ist folgen-
kompakt genau dann, wenn jede offene Uberdeckung unseres Raums eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt.

7.5.4. Ich hoffe, dall Sie im weiteren Verlauf dieser Vorlesung noch sehen wer-
den, wie wichtig diese Charakterisierung der Kompaktheit ist. Im Kontext topo-
logischer Riaume wird Satz 7.5.3 sogar die Definition der Kompaktheit. Sie ist so
wichtig, daB ich sie nicht im FlieBtext verstecken will. Eine ausfiihrlichere Dis-
kussion des Begriffs geben wir in [ ] und sehr dhnlich auch in [ML] 2?.

Definition 7.5.5. Ein topologischer Raum heifft kompakt und manchmal auch
ausfiihrlicher iiberdeckungskompakt, wenn jede offene Uberdeckung unseres
Raums eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

7.5.6. In dieser Terminologie besagt unser Satz 7.5.3, da} ein metrischer Raum
genau dann folgenkompakt ist, wenn er iiberdeckungskompakt ist.

7.5.7 (Diskussion der Terminologie). Nennen wir einen topologischen Raum
kompakt, so meinen wir a priori iiberdeckungskompakt. Topologische Rdume mit
der Eigenschaft, dal jede Folge eine konvergente Teilfolge besitzt, heilen dahin-
gegen folgenkompakt. In der franzosischen Literatur ist eine abweichende Ter-
minologie iiblich: Unsere {iberdeckungskompakten oder kurz kompakten topolo-
gischen Ridume heiflen dort quasikompakt, und ,.kompakt* meint dort ,,liberde-
ckungskompakt und Hausdorff*.

Ergdnzung 7.5.8. Ein Beispiel fiir einen iiberdeckungskompakten aber nicht fol-
genkompakten topologischen Raum finden Sie in [?] ??, ein Beispiel fiir einen fol-
genkompakten aber nicht tiberdeckungskompakten topologischen Raum in [VIL]
?? oder [AL] . Besitzt ein iberdeckungskompakter topologischer Raum die
zusitzliche Eigenschaft, dal man fiir jeden seiner Punkte eine Folge von Umge-
bungen derart finden kann, daf jede seiner Umgebungen mindestens eine Umge-
bung dieser Folge umfaft, so ist er auch folgenkompakt mit demselben Argument,
wie wir es im Beweis des Satzes verwenden.

Beweis von Satz 7.5.3. Sei X ein metrischer Raum. Ist X nicht folgenkompakt, so
finden wir in X eine Folge ohne konvergente Teilfolge. Dann besitzt jeder Punkt
von X eine offene Umgebung, die nur endlich viele Folgenglieder enthilt, und alle
diese offenen Umgebungen bilden eine offene Uberdeckung von X ohne endliche
Teiliiberdeckung. Das zeigt die eine Richtung. Den Beweis der anderen Richtung
beginnen wir mit einem Lemma, das auch fiir sich genommen oft hilfreich ist.
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Lemma 7.5.9 (Uberdeckungssatz von Lebesgue). Ist X ein folgenkompakter
metrischer Raum und U eine offene Uberdeckung von X, so gibt es ein ¢ > 0
derart, daf3 fiir alle Punkte x € X der e-Ball B(x;e) um x ganz in einer der
iiberdeckenden offenen Mengen U € U enthalten ist.

Erster Beweis. Giibe es kein solches € > 0, so konnten wir fiir jedes n € N3,
einen Punkt x,, € X finden derart, daB B(z,;1/n) in keinem U € U enthalten
wire. Durch Ubergang zu einer Teilfolge konnten wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit zusitzlich annehmen, dal die Folge der x,, konvergiert, etwa gegen
x € X. Nun finden wir jedoch ein U € U mit x € U und dazu p > 0 mit
B(z;p) C U und dazu N mit d(zn,2z) < p/2 und 1/N < p/2, und dann gilte
B(zn;1/N) C B(zn; p/2) C B(z; p) C U im Widerspruch zur Wahl der z,,. [

Zweiter Beweis. Man betrachte die Funktion f : X — R gegeben durch die
Vorschrift

f(z) =sup{r <1|Esgibt U € Y mit B(x;r) C U}

Die Dreiecksungleichung liefert | f(x)— f(y)| < d(x,y), insbesondere ist f stetig.
Sicher diirfen wir X # () annehmen. Dann nimmt f nach 7.1.12 sein Minimum
an, und dies Minimum ist ein mogliches € > 0. OJ

Um die andere Implikation im Satz zu zeigen sei nun X folgenkompakt und U
eine offene Uberdeckung von X. Es gilt zu zeigen, daB sie eine endliche Teil-
iiberdeckung besitzt. Wihlen wir zu unserer Uberdeckung I/ ein ¢ wie im Uber-
deckungssatz 7.5.9, so reicht es auch zu zeigen, da} es eine endliche Teilmenge
E C X gibt mit
X = U B(z;¢)
zel

In der Tat liegt ja der e-Ball B(x;¢) um ein beliebiges x € X nach Wahl von
¢ schon in einem der U € U{. Giibe es aber fiir ein ¢ > 0 keine endliche Uber-
deckung von X durch e-Bille, so konnten wir induktiv eine Folge (z,,),en kon-
struieren mit z,, & (<, ., B(x,;¢) fiir alle n, also d(z,,, x,,) > € fir n # m,
und diese Folge konnte keine konvergente Teilfolge haben, im Widerspruch zur
Annahme. [

7.5.10. Sei X eine Menge. Unter einer Uberdeckung einer Teilmenge Y C X
durch Teilmengen von X versteht man ein Mengensystem &/ C P(X) mit Y C
Uvey U- Nach unseren Definitionen ist eine Teilmenge Y eines topologischen
Raums X kompakt fiir die induzierte Topologie genau dann, wenn jede Uber-
deckung von Y durch offene Teilmengen von X eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.
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Ubungen

Ubung 7.5.11 (Nichtleere Schnitte in Kompakta). Ist in einem kompakten to-
pologischen Raum X ein System abgeschlossener Teilmengen K C P(X) mit
leerem Schnitt ()., X = () gegeben, so gibt es bereits ein endliches Teilsystem
£ C K mit leerem Schnitt (... K = 0.

Ergiinzende Ubung 7.5.12 (Satz von Dini). Eine monoton wachsende Folge ste-
tiger reellwertiger Funktionen auf einem kompakten Raum, die punktweise gegen
eine stetige Funktion konvergiert, konvergiert sogar gleichméBig. Hinweis: 7.5.11.

Erginzende Ubung 7.5.13. Man zeige, daB das Bild eines kompakten topologi-
schen Raums unter einer stetigen Abbildung kompakt ist fiir die Spurtopologie.
Insbesondere ist jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten topolo-
gischen Raum beschrinkt.

Ergiinzende Ubung 7.5.14. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer offenen
Uberdeckung U/ zeige man: Eine Teilmenge Y unseres Raums ist genau dann ab-
geschlossen, wenn sie mit jeder Teilmenge unserer Uberdeckung abgeschlossenen
Schnitt hat, in Formeln

YEX & (YNU)RUYU €U

Die fraglichen Schnitte sollen hierbei abgeschlossen sein in U, nicht in X.

7.6 Integrale mit Parametern

Satz 7.6.1 (iiber Integrale mit Parametern). Gegeben ein metrischer Raum X
und eine stetige Funktion f : X X [a,b] — R ist auch die Funktion X — R,

T~ fab f(x,t)dt stetig.

7.6.2. Ich zeige diesen Satz in grofler Allgemeinheit als Anwendung unserer neu-
en Charakterisierung der Kompaktheit und als Illustration fiir die Kraft der allge-
meinen Theorie metrischer Rdume. Ist X offen oder abgeschlossen in einem R",
so kann man auch elementarer mit der gleichmiBigen Stetigkeit argumentieren.
Diesen Beweis gebe ich als Alternative auch noch an.

Beweis. Versehen wir den Raum C([a, b], R) aller stetigen reellwertigen Funktio-
nen auf [a,b] mit der Supremumsnorm, so ist nach dem gleich folgenden Satz
7.6.4 die von f induzierte Abbildung f : X — C([a,b],R), z — f(x, ) ste-
tig. Nach Ubung 7.4.22 ist weiter das Integrieren [ : C([a,b],R) — R stetig.
Damit ist unsere Abbildung f o f : X — R stetig als eine Verkniipfung stetiger
Abbildungen. 0
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Alternativer Beweis. Ist X offen oder abgeschlossen in einem R”, so kann man
auch elementarer argumentieren. Zunéchst reicht es ja, die Stetigkeit an jeder Stel-
le # € X nachzuweisen. Mit dieser Uberlegung kénnen wir uns leicht auf den Fall
zuriickziehen, da X kompakt ist. Dann ist aber auch X x [a, b] kompakt und nach
7.1.15 ist f dort gleichmiBig stetig. Fiir alle ¢ > 0 gibt es insbesondere § > 0 mit

lz—yl <d = |f(z,t) — f(y,t)| < efirallet € [a,b].

Aus |z — y| < 0 folgt mithin

/abf(ﬂc,t)dt—/abf<y7t)dt‘ < /ab\f(x,t) — f(y,t)|dt < (b—a)e

und das zeigt die Behauptung. [

7.6.3. Den Raum aller stetigen Abbildungen von einem kompakten Raum X in
einen metrischen Raum Y, versehen mit der Metrik der gleichmiBigen Konver-
genz, wird C(X,Y") notiert. Das C steht hier fiir englisch ,,continous* und franzo-
sisch ,,continu‘.

Satz 7.6.4 (Stetige Abbildungen in Abbildungsriume). Seien X, Y und K me-
trische Riume. Ist K kompakt, so ist eine Abbildung f : X x K — Y stetig genau
dann, wenn die induzierte Abbildung f : X — C(K,Y) stetig ist fiir die Metrik
der gleichmdfligen Konvergenz auf C(K,Y).

Beweis. Dal} aus der Stetigkeit von f die Stetigkeit von f folgt, sicht man ohne
weitere Schwierigkeiten. Wir zeigen nun die andere Richtung und miissen die
Stetigkeit von fan jeder Stelle p € X nachweisen. Sei diese Stelle p ab jetzt fest
gewihlt und sei ¢ > 0 gegeben. Aufgrund der Stetigkeit von f gibt es fiir jedes
s € K ein 6, > 0 mit

fB((p,8);0s) C B(f(p,5);¢)

Nun gilt fiir unsere Metrik auf X x K ja B((p,s);d) = B(p;d) x B(s;d) und
nach 7.5.3 gibt es eine endliche Teilmenge £/ C K mit K C |J ., B(s;d,). Fiir
7 = minge g d; behaupten wir dann

r€Bpin) = d(f(z,1), f(p,1)) <2 V€K
In der Tat finden wir fiir jedes ¢ € K ein s € £ mit ¢ € B(s;d,) und fiir dies s

liegen (p,t) und (z,t) beide in B((p, s); d5). Damit ist die Stetigkeit von f bei p
gezeigt. [
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[lustration zum Beweis von Satz 7.6.4. Die mit gestrichelten Rédndern
eingezeichneten Quadrate sind so gewihlt, dal unsere Abbildung f auf jedem
Quadrat hochstens um den Abstand € von ihrem Wert im Zentrum des jeweiligen
Quadrats abweicht. Die gepunktelten Linien begrenzen einen Streifen der Breite
27, in dem unsere Funktion auf jeder Vertikalen hochstens um 2¢ von ihrem Wert
am Schnittpunkt der besagten Vertikalen mit der fett eingezeichneten
Horizontalen abweicht.
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8 Raumwertige Funktionen

8.1 Bogenlinge in metrischen Riumen

Definition 8.1.1. Gegeben ein nichtleeres Intervall / C R, ein metrischer Raum
(X, d) und eine Abbildung v : I — X definieren wir die Liinge L(7) € R von
v als das Supremum iiber ,,die Langen aller einbeschriebenen Polygonziige®, in
Formeln

L(y) :=sup {Z d(y(ti),v(tiv1))

to, ... b €1, tog...gtr}

Man spricht in diesem Zusammenhang meist von Bogenléinge.

Erginzung 8.1.2. Diese Definition liefert uns sogar einen Langenbegriff fiir eine
Abbildung von einer beliebigen nichtleeren angeordneten Menge in einen metri-
schen Raum.

8.1.3. Eine stetige Abbildung von einem mehrpunktigen reellen Intervall in einen
metrischen oder allgemeiner topologischen Raum heif3t ein Weg in unserem Raum.
Ist das Definitionsintervall kompakt, sprechen wir von einem kompakten Weg.
Ist das Definitionsintervall das Einheitsintervall [0, 1], sprechen wir von einem
normierten Weg. Oft lassen wir diese Zusétze aber auch weg und hoffen, da$} sie
aus dem Kontext hervorgehen. Wir interessieren uns besonders fiir die Linge von
kompakten Wegen im R* und verstehen in diesem Zusammenhang die Linge fiir
gewohnlich in Bezug auf die euklidische Metrik.

8.1.4. Ein Weg in einem metrischen Raum heif3t rektifizierbar, wenn er endli-
che Linge hat. Eine Abbildung von einem reellen Intervall in einem metrischen
Raum heil3t rektifizierbar, wenn sie stetig ist und ihre Einschrinkung auf jedes
mehrpunktige kompakte Teilintervall endliche Liange hat.

8.1.5. Offensichtlich ist unsere Bogenlinge ,,invariant unter Reparametrisierung®,
genauer haben wir fiir jede monotone Surjektion ¢ : J — [ notwendig L(y o
1) = L(7y). Unsere Definition der Kreiszahl 7 aus 2.4.1 kénnen wir schreiben als
7w =L(y) firy: [-1,1] = R% 2z — (z,V1 — 22).

8.1.6. Um Bogenlidngen zu berechnen benutzt man meist die Darstellung als In-
tegral 8.3.2. Sie verwendet den Begriff der Ableitung 8.2.1 von Funktionen einer
reellen Verianderlichen mit Werten in affinen Rdumen, mit dem wir uns nun be-
schiftigen werden.

Ubungen

Ubung 8.1.7. Gegeben s € R bezeichne (s) : R® — R" die Multiplikation
mit s. Sei v : I — R" eine Abbildung von einem Intervall nach R". Man zeige
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Eine Approximation eines Weges durch einen Polygonzug

Eine bessere Approximation desselben Weges durch einen Polygonzug
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L((s:) o) = |s|L(y) fir s # 0. Allgemeiner zeige man L(A o) = L(v) fiir jede
Abbildung A : X — Y metrischer Rdume mit d( Az, Ax’) = ad(z,2’) fir ein
festes v € R>.

Ubung 8.1.8. Ist vy : [a,b] — R" eine Abbildung, so gilt L(vy) > |v(a) — v(b)]|
und Gleichheit haben wir genau dann, wenn v aus dem Weg ¢ : [0,1] — R",
t — ty(a)+(1—1t)y(b) ,,entsteht durch monotone Umparametrisierung®, genauer:
Wenn es ¢ : [a, b] — [0, 1] monoton gibt mit 0,1 € ¢ ([a, b]) und v = ¢ o 1.

Ubung 8.1.9. Eine Abbildung von einem reellen Intervall ] in einen metrischen
Raum X heifle nach der Bogenlinge parametrisierend, wenn ihre Einschrin-
kung auf jedes nichtleere kompakte Teilintervall dieselbe Linge hat wie das Teil-
intervall selber. Man zeige, dal8 sich eine rektifizierbare Abbildung von einem
reellen Intervall in einen metrischen Raum, die auf keinem mehrpunktigen Teil-
intervall konstant ist, stets ,,nach der Bogenlinge parametrisieren® 148t, dal es
also genauer fiir solch eine Abbildung v : I — X stets eine stetige Bijektion
v : J = I von einem weiteren reellen Intervall J nach [ gibt derart, da3 v o v
nach der Bogenlinge parametrisierend ist.

8.2 Ableiten von raumwertigen Funktionen

Definition 8.2.1. Seien v : D — X eine Abbildung von einer halboffenen Teil-
menge D C R in einen normierten Raum X und p € D ein Punkt von D. Wir
nennen die Abbildung v differenzierbar bei p genau dann, wenn der Grenzwert
limy_,o(y(p+t)—(p))/t in X existiert im Sinne von 6.8.6. In diesem Fall nennen
wir besagten Grenzwert die Ableitung von ~ bei p und notieren diesen Vektor

V() = lim e+t =) _ . (@) — ()
t—0 t q—p q—7p

Ist v differenzierbar an allen Stellen p € D, so nennen wir -y differenzierbar oder
genauer differenzierbar auf D.

8.2.2. Ist X bereits selbst ein Vektorraum, so fassen wir die Ableitung meist als
einen Vektor von X auf vermittels der kanonischen Identifikation X = X. In
diesem Sinne stimmt dann unsere hier erklidrte Ableitung fiir Abbildungen D — R
iiberein mit der Ableitung reellwertiger Funktionen aus 4.3.3.

8.2.3. Ich denke mir eine Abbildung von einer halboffenen Teilmenge D C R in
einen normierten Raum X gerne als Beschreibung eines Teilchens, das sich in X
bewegt, und denke mir also D als ein Zeitintervall. Dann nenne ich +/(p) auch die
Geschwindigkeit oder genauer den Geschwindigkeitsvektor von v zum Zeit-
punkt p und schreibe sogar manchmal + statt 4’. In physikalischen Zusammen-
hingen verwende ich diese Begriffe jedoch priziser nur fiir Funktionen auf einer
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Der Geschwindigkeitsvektor ist stets tangential an die Bahnkurve. Seine Linge
hingt jedoch von der Anzeige des Tachometers ab, wenn wir uns hier mal ein
Auto denken, das auf einem FuB3ballfeld herumkurvt. Dieser Aspekt ist in einem
Bild leider schwer darzustellen.
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halboffenen Teilmenge DD C T unseres mathematischen Modells der Zeit aus
[ ] , vergleiche [ ] , eine physikalische Geschwindigkeit darf
ja nicht die Einheit einer Linge haben. Wie man fiir Abbildungen von beliebi-
gen eindimensionalen reellen Rdumen in normierte reelle Rdume die Ableitung
definiert, besprechen wir in [ ] und [ ]

8.2.4. Formal folgt die in der Definition implizit behauptete Gleichheit der beiden
Grenzwerte aus dem Analogon der zweiten Aussage von 2.5.20, die sich wie in
?? kurz erwidhnt mitsamt ihrem Beweis ohne weitere Schwierigkeiten auf den Fall
von Grenzwerten bei metrischen oder sogar topologischen Raumen verallgemei-
nern 146t.

8.2.5. Ich lege hier die Begrifflichkeit normierter affiner Riume im Sinne von
7.3.2 zugrunde. Der Leser mag sich stattdessen auch normierte Vektorraume oder
sogar den R"™ denken. Die gewihlte Allgemeinheit modelliert jedoch meines Er-
achtens besser unsere Anschauung bewegter Teilchen, etwa im uns umgebenden
Raum oder auch auf der Tafelebene. Dariiber hinaus hoffe ich, daf die begriff-
liche Trennung von Punkten einerseits und Richtungsvektoren andererseits auch
das Verstdndnis fordert.

8.2.6. Im Spezialfall X = R sind unsere Definitionen, wie bereits bemerkt, im
Wesentlichen identisch zu unseren bisherigen Definitionen fiir reellwertige Funk-
tionen. Was im Fall X = R"™ passiert, zeigt das folgende Lemma.

Lemma 8.2.7 (Komponentenregel). Sei X = X; x ... x X,, ein Produkt nor-
mierter Riume, D C R eine halboffene Teilmenge, v = (y1,...,%m) : D — X
eine Abbildung und p € D ein Punkt. Genau dann ist vy differenzierbar bei p,
wenn alle y; differenzierbar sind bei p, und dann gilt

Y () = 1) Ym(P))

Beweis. Das folgt aus 6.8.13 und sei dem Leser iiberlassen. Man beachte, dafl wir
bereits bei der Formulierung die kanonische Identifikation zwischen dem Rich-
tungsraum eines Produkts und dem Produkt der Richtungsrdume der Faktoren
[ ] verwendet haben. ]

8.2.8. Wiein [ ] hei3t eine Teilmenge eines reellen Raums konvex genau
dann, wenn sie mit je zwei Punkten auch das ganze die beiden Punkte verbindende
Geradensegment enthilt.

Satz 8.2.9 (Schrankensatz). Seien X ein normierter Raum, a < b reelle Zahlen
und 7y : [a,b] — X eine differenzierbare Abbildung. Ist C' C X eine offene oder
abgeschlossene konvexe Teilmenge und gilt ~'(t) € C fiir alle t € [a, b], so folgt

V(b)) —7(a) € (b—a)C
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8.2.10. Man folgert leicht eine Variante, die auch a > b erlaubt: Ist / C R ein
halboffenes Intervall, v : I — X eine differenzierbare Abbildung und gilt v/(¢t) €
C firalle t € I, so folgt v(b) — v(a) € (b—a)C Va,be I.

Beispiel 8.2.11 (Anschauung fiir den Schrankensatz). Anschaulich kénnen wir
den Inhalt des Satzes interpretieren wie folgt: Sei C' eine Kreisscheibe im Rich-
tungsraum der Anschauungsebene mit Radius 20 km /h. Fahren wir mit einem Ge-
landewagen um 14:00 Uhr an einem Parkplatz los und kurven durch die Gegend
und der Tacho zeigt nie mehr als 20 km /h an, so sind wir um 17:00 Uhr hochstens
60 km von unserem urspriinglichen Parkplatz entfernt. Besteht C' dahingegen aus
einem einzigen Punkt, der sagen wir die Geschwindigkeit von 20 km /h in einer
festen Richtung bedeutet, so besagt unser Satz: Fahren wir konstant mit 20 km /h
in diese Richtung, so haben wir um 17:00 Uhr genau 60 km in besagte Richtung
zuriickgelegt. Fiir dieses Beispiel wihlen wir implizit einen Isomorphismus der
Zeitachse T mit der reellen Zahlengeraden R derart, da3 jeder Stunde ein Inter-
vall der Lange Eins entspricht. Das bedeutet insbesondere, dal wir implizit auch
vektorielle Geschwindigkeiten mit Richtungsvektoren identifizieren. Im iibrigen
wird in [ ] erkldrt, wie man auch mit ,,echten Geschwindigkeiten for-
mal korrekt arbeiten kann.

8.2.12 (Beziehung zwischen Schrankensatz und Mittelwertsatz). Der Satz folgt
im Fall X = R leicht aus unserem bisherigen Mittelwertsatz 4.5.6 und er spielt
auch im allgemeinen eine dhnliche Rolle, indem er es erlaubt, ,,den von einem
Teilchen in einem Zeitintervall [a, b] gewonnenen Abstand von seinem Ausgangs-
punkt aus der Kenntnis seiner lokalen Geschwindigkeiten abzuschitzen®. Jedoch
kann man fiir hoherdimensionales X im allgemeinen keinen Zeitpunkt mehr fin-
den, zu dem das Teilchen ,,mittlere Geschwindigkeit* hétte, d.h. es gibt fiir ho-
herdimensionales X im allgemeinen keinen Punkt £ € [a, b] mit y(b) — v(a) =
(b—a)v'(§). Man stelle ich etwa vor, daB unser Gelandewagen ein Rundtour féhrt,
bei der er zu keiner Zeit die Geschwindigkeit Null hat. Mich befriedigt deshalb
die in der dlteren Literatur iibliche Bezeichnung als ,,Mittelwertsatz in mehreren
Verinderlichen* nicht vollstindig. Oft wird auch nur der Fall betrachtet, daf C'
ein offener Ball oder auch ein abgeschlossener Ball mit Zentrum im Ursprung ist:
Aus ||/ (t)]| < K Vt € [a, b] folgt so etwa ||v(b) — v(a)|| < (b —a)K.

8.2.13. Offensichtlich ist eine Teilmenge C' eines reellen Vektorraums genau dann
konvex, wenn fiir beliebige reelle s,t > 0 gilt sC' + tC' = (s + t)C. Das zeigt,
daB in unserem Satz die Aussage fiir das ganze Intervall folgt, wenn wir sie fiir
alle Stiicke einer Zerlegung in Teilintervalle zeigen konnen.

Erster Beweis. Ist C' abgeschlossen, so schreiben wir C' als den Schnitt der of-
fenen konvexen Mengen C' + B(0; 7). Wir diirfen also ohne Beschrinkung der
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Allgemeinheit C' offen annehmen. Wir betrachten nun

s =sup{q € [a,0] [ v(z) —(a) € (z — a)C Vz € [a, q]}

und zeigen zunichst s = b. Fiir alle p € [a, b] finden wir ja eine offene Umgebung
U, @ [a, b] mit

1(9) —7(p)

q—p

Insbesondere folgern wir s > a und miissen nur noch die Annahme s < b zum
Widerspruch fiihren. Aber wire s < b, so fanden wir e > 0 mit [s — ¢, s+ €| C Uj
und die Aussage des Satzes gilte fiir die Einschrinkung von ~ auf die Intervalle
[a,s —¢€],[s— e, s] und [s, s 4 €]. Daraus folgte jedoch mit unserer Vorbemerkung
8.2.13 die Aussage des Satzes fiir das Intervall [a, s+ ] im Widerspruch zur Wahl
von s. Mithin haben wir s = b. Da es aber mit denselben Argumenten auch ein
1 > 0 gibt derart, dafl die Aussage des Satzes fiir die Einschrinkung von ~ auf
[b — n, b] gilt, folgt die Aussage des Satzes fiir das ganze Intervall [a, b]. O

€ Cfuralle g € U,\p

Zweiter Beweis. Wir beginnen wie beim ersten Beweis und finden Umgebungen
U, wie dort, die wir sogar als Schnitte mit [a, b] von offenen Billen B(p; ¢,,) an-
nehmen diirfen. Da [a, b] kompakt ist, wird es nach 7.5.3 iiberdeckt durch endlich
viele solcher Umgebungen U,. Seiennuna = py < py < p2 < ... < p, = b
die Elemente einer kleinstmoglichen Menge von Punkten, die a und b enthilt und
fiir die die zugehorigen Umgebungen [a, b] iiberdecken. Es ist dann leicht zu se-
hen, daB wir Zwischenpunkte ¢; € (p;_1, p;) finden koénnen derart, daB auf jedem
Teilintervall der so entstehenden Unterteilung von [a, b] in 2r Teilintervalle die
Folgerung unseres Mittelwertsatzes gilt. Mithin gilt sie auch fiir das ganze Inter-
vall [a, b]. O

Ubungen

Ubung 8.2.14. Auch fiir Abbildungen halboffener Teilmengen von R in normierte
Réiume folgt aus der Differenzierbarkeit bereits die Stetigkeit.

Ubung 8.2.15. Seiy : D — X eine Abbildung von einer halboffenen Teilmenge
D C R in einen normierten Raum X und sei L : X — Y eine stetige affine
Abbildung in einen weiteren normierten Raum Y. Ist v differenzierbar an einer
Stelle p € D, so ist auch L o v differenzierbar bei p und es gilt

(Lov)(p) = L(v(p))

Das zeigt insbesondere, dafl unsere Ableitung sich nicht dndert, wenn wir zu einer
anderen aber dquivalenten Norm auf X {ibergehen. Spéter wird sich diese Aussage
als Spezialfall der Kettenregel in mehreren Verdnderlichen [ ] erweisen.
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Ubung 8.2.16. In einem normierten Raum ist jeder Ball konvex.

Ubung 8.2.17. Sei D C R eine halboffene Teilmenge und seien A : D —
Mat(n x m;R) und B : D — Mat(m x k;R) zwei differenzierbare matrix-
wertige Funktionen. So ist auch das Produkt AB : ¢ — A(t)B(t) differenzierbar
und die Geschwindigkeit (AB)’ der Produktfunktion AB : D — Mat(n x k;R)
wird gegeben durch die Formel

(AB) = A'B + AB'

Ergiinzende Ubung 8.2.18. Hinweis: Schrankensatz 8.2.9. Man zeige fiir jede
stetig differenzierbare Abbildung v : D — X von einer halboffenen Teilmen-
ge D C R in einen normierten reellen Raum X die Stetigkeit der ,,Tangenten-
Sekanten-Abbildung*

¢o: D* — V
OSSO R

(s,t) — { s—t

Y(=y'(t) s ="t.

8.3 Die Bogenliinge in normierten Riumen

Definition 8.3.1. Gegeben ein differenzierbarer Weg in einem normierten Raum
erkldren wir seine absolute Geschwindigkeit zu einem gegebenen Zeitpunkt als
die Norm des Geschwindigkeitsvektors.

Satz 8.3.2 (Bogenlinge als Integral). Die Liinge eines stetig differenzierbaren
Weges ~ : [a,b] — X in einem normierten reellen Raum X stimmt iiberein mit
dem Integral iiber seine absolute Geschwindigkeit, in Formeln

Lt = [ 1o de

Beweis. Sei e > 0 beliebig. Da +/ nach 7.1.15 gleichmiBig stetig ist auf [a, b],
finden wir ein 6 > 0 mit ||7/(z) — 7/ (y)|| < ¢ falls |z — y| < 4. Gegeben eine
Unterteilung a = ag < a; < ... < a, = b einer Feinheit < § folgern wir aus dem
Schrankensatz 8.2.9 dann

Y(air1) — v(ai) € (aiy1 — a;) (7' (a;) + B(0;€))

und insbesondere ||y (ai11) — v(ai)|| € (aiv1 — i)V ()] + (air1 — ai)[—e, €.
Durch Aufsummieren folgt

3 Ihtaien) =@l Y I (@i — )| < (- a)e
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fiir jede Unterteilung der Feinheit < §. Das zeigt schon L(7y) < co. Nach 4.2.11
konnen wir weiter J sogar so klein wihlen, daf} in unserer Differenz die rechte
Summe zusitzlich einen Abstand < ¢ hat vom Integral [ ||+/| fiir jede Untertei-
lung der Feinheit < 9. Da aber die Lange approximierender Polygonziige beim
Hinzufiigen von Zwischenpunkten nur grofler werden kann, finden wir eine Un-
terteilung von dieser Feinheit, fiir die die linke Summe von L(+) einen Abstand
< ¢ hat. Zusammen erhalten wir

Lo - [

Da das fiir alle £ > 0 gilt, folgt L(y) = [ ||7/|| wie gewiinscht. O

<(b—a+2)

Ergdnzung 8.3.3 (Gestalt einer hiingenden Kette). Wir gehen davon aus, daf die
Gestalt einer hingenden Kette durch den Graphen einer stetig differenzierbaren
Funktion f : R — R beschrieben wird, und zeigen, dafl diese Funktion im We-
sentlichen der Cosinus hyperbolicus sein muf3. Auf das Kettensegment iiber einem
kompakten Intervall [a, b] wirken die Zugkraft in der Kette von beiden Seiten so-
wie die Schwerkraft. Bezeichnet L die Linge des besagten Kettensegments und
vy = (1, f’(x)) den Tangentenvektor an unsere Kurve bei (x, f(z)) mit 1 als erster
Komponente, so bedeutet das Kriftegleichgewicht die vektorielle Gleichung

0 = —cqUq + cyup — D(0, L?)

fiir geeignete positive Zahlen c,, ¢, und eine positive Konstante D, die von den
physikalischen Konstanten unseres Problems abhédngen. Die Positivitit von ¢, ¢
und D wird dabei auch nur anschaulich motiviert und nicht mathematisch herge-
leitet. Durch Betrachtung der ersten Komponenten liefert unsere vektorielle Glei-
chung fiir das Kriftegleichgewicht erst einmal ¢, = ¢, = c und durch Betrachtung
der zweiten Komponenten dann

b
cf'(a) —cf'(b) = —DLb = —D/ V 1+ f(z)2dz

Folglich erfiillt unsere Funktion eine Differentialgleichung der Gestalt

f(a) = f'(b) = —k/ V1+ fi(z)2da

fiir positives kK = D /c, mithin gilt f”(z) = k+/1 + f’(x)?. Daraus folgern wir

/bM:b_a
AN ES TR
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[lustration zur hingenden Kette
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und mit der Substitution f'(x) =y, f”(x)dz = dy weiter

() dy
[ —b-a
r@ kyv1+y?
Dies Integral 16sen wir durch die Substitution y = sinht, dy = coshtdt und
erhalten als Stammfunktion fiir den Integranden %arsinh y. Damit ergibt sich
1

2 arsinh f'(b) = b+ m fiir eine weitere Konstante m und so f/(b) = sinh (%)

und schlieBlich ;
F(b) = k cosh (%) +h

fiir geeignete Konstanten k,m und h. Hier beschreibt k, wie ,.steil* die Kette
hingt, m ist das Negative der x-Koordinate der Stelle kleinster Hohe, und & be-
schreibt, wie hoch unsere Kette hingt. In Worten bedeutet das, dal} es fiir eine
vorgegebene hidngende Kette stets ein orthogonales Koordinatensystem und ins-
besondere eine Lingeneinheit gibt, fiir die sie genau entlang des Graphen des
Cosinus hyperbolicus hingt.

Vorschau 8.3.4. In [TM] skizziere ich einen Beweis dafiir, daf} eine ,,rek-
tifizierbare Kurve gegebener Lidnge kleinster potentieller Energie® existiert und
eindeutig bestimmt ist und in der Tat unsere Kettenlinie sein muf.

Ubungen

Ubung 8.3.5. Man zeige, daB eine stetig differenzierbare Abbildung von einem
halboffenen reellen Intervall in einen normierten Raum genau dann nach der Bo-
genlidnge parametrisierend ist, wenn die zugehorige absolute Geschwindigkeit
konstant Eins ist.

Ubung 8.3.6. Gegeben ein stetig differenzierbarer Weg v : [a,b] — X in einem
normierten Raum X und eine stetige Funktion f : v([a,b]) — R definiert man
das Kurvenintegral von f lidngs 7 als die reelle Zahl

/ f = / Fv®) [ )] dt

Man zeige, daf} dies Kurvenintegral unabhingig ist von der Parametrisierung und
daf3 es mit denselben Notationen wie oben geschrieben werden kann als der Grenz-
wert der Riemannsummen

—_

r—

SIf) =) f(v(@) Iv(aira) —v(as)l

i

I
<)

Als Kiir definiere man allgemeiner das Kurvenintegral lings eines beliebigen rek-
tifizierbaren Weges 7 : [a, b] — X in einem metrischen Raum X.
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8.3.7 (Anschauung zum Kurvenintegral). Die Linge eines stetig differenzier-
baren Weges ist in dieser Terminologie das Kurvenintegral der konstanten Funk-
tion Eins ldngs unseres Weges. Der ,,.Schwerpunkt* eines durch eine Abbildung
v : [a,b] — R? beschriebenen homogenen gebogenen Drahtes miiite mathema-
tisch dadurch definiert werden, dall seine Koordinaten die Kurvenintegrale der
Koordinatenfunktionen z, vy, z ldngs y dividiert durch die Linge unseres Weges
sind. Stellen wir uns allgemeiner eine Erdwirmeanlage vor, bei der kaltes Was-
ser in einem Rohr durch heies Gestein gepumpt wird, um am Ende immer noch
vergleichsweise kalt aber doch etwas wiarmer herauszukommen, und beschreibt
unser Rohr und f die Wirme der Erde an den jeweiligen Stellen, so wiirde unser
Kurvenintegral nach Einfiigen der entsprechenden physikalischen Konstanten die
Temperaturdifferenz zwischen eintretendem und austretendem Wasser beschrei-
ben.

8.3.8. Das hier definierte Kurvenintegral wird oft auch als ,,Wegintegral* bezeich-
net. Ich will den Begriff des Wegintegrals jedoch fiir eine andere Konstruktion
reservieren, die in [ ] besprochen werden wird.

Ubung 8.3.9. Gegeben eine stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R wird
die Linge ihres Graphen, als da heiBt die Linge des Weges v : [a,0] — RZ,

t — (t, f(t)), gegeben durch das Integral L(~y) = fab V14 f(t)? dt.
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9 Losung einiger Schwingungsgleichungen

9.1 Einfache lineare Differentialgleichungen

9.1.1. Wir bestimmen nun fiir eine gegebene quadratische Matrix M € Mat(n; R)
alle differenzierbaren Abbildungen v : R — R" mit

Y(t) = M~(t) VieR

Bei dieser Schreibweise fassen wir implizit die Elemente des R™ als Spaltenvek-
toren auf, also ¥ = (y1,...,7.) ", wo der obere Index T unsere Zeilenmatrix in
eine Spaltenmatrix transponiert. Man nennt so eine Gleichung auch ein homoge-
nes System von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten. Die Spezifikation ,,mit konstanten Koeffizienten* grenzt unsere Gleichung ab
von dem noch allgemeineren Fall, bei dem auch die Matrix M noch von ¢ ab-
hiangt. Die Spezifikation ,,homogen* grenzt es ab vom allgemeineren Fall einer
Gleichung der Gestalt +'(t) = M~(t) + f(t) fiir eine zusitzlich gegebene vektor-
wertige Funktion f, den wir in 9.6.1 diskutieren. Anschaulich gesprochen geben
wir uns auf dem R"” das sehr spezielle Vektorfeld x — Mz vor und interessieren
uns fiir die Bahnen solcher Teilchen, die bei z € R" jeweils die Geschwindigkeit
Mz haben.

9.1.2. Im Fall n = 1 hat M genau einen Eintrag a € R, und wir hatten schon
in 4.5.20 gesehen, daf alle Losungen der Differentialgleichung 7' = a~y die Form
v(t) = cexp(at) haben. Im Allgemeinen definieren wir die Exponentialfunktion
auf Matrizen durch die Vorschrift

exp: Mat(n;R) — Mat(n;R)
M = EZO:O%M]C:[—FM—%%M?_’_%M?)_'_'“

Hier bedeutet M° = I nach unserer Konvention [GR] die Einheitsmatrix
und unsere unendliche Reihe ist zu verstehen als der Grenzwert der Folge ihrer
Partialsummen. Es ist nur noch zu zeigen, da3 diese Grenzwerte existieren. Be-
zeichnen wir dazu fiir eine quadratische Matrix M € Mat(n; R) mit | M| das Ma-
ximum der Absolutbetriige ihrer Eintriige, so gilt offensichtlich [M B| < n|M||B|,
also |M*| < (n|M])¥, und dann zeigt die Konvergenz der Exponentialreihe zu
(n|M]) schon die absolute Konvergenz aller Reihen von Matrixeintridgen in der
Exponentialreihe zu M.

9.1.3. Die Stetigkeit von exp : Mat(n;R) — Mat(n;R) diirfen Sie in groBerer
Allgemeinheit als Ubung 9.2.28 selbst beweisen.

Satz 9.1.4 (Lineare Differentialgleichungen). Isr M € Mat(n;R) eine quadra-
tische Matrix und c € R" ein Spaltenvektor, so gibt es genau eine differenzierbare
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Abbildung v : R — R™ mit Anfangswert v(0) = c derart, daf3 gilt ' (t) = M~(t)
fiir alle t € R, und diese Abbildung wird gegeben durch die Vorschrift

7(t) = exp(tM)c

9.1.5. Es ist durchaus moglich, mithilfe dieses Satzes auch ganz konkrete Dif-
ferentialgleichungen ganz konkret zu losen. Wir gehen darauf in den weiteren
Abschnitten néher ein.

Beweis. Wir behaupten zunichst, daff die Abbildung g : R — Mat(n;R), ¢ —
exp(tM) differenzierbar ist mit der Ableitung ¢'(t) = M exp(tM). In der Tat
wissen wir nach 5.1.15, da3 man Potenzreihen gliedweise differenzieren darf, und
unsere Formel ergibt sich, wenn wir diese Erkenntnis anwenden auf alle Eintrige
unserer Matrix. Nach Lemma 8.2.15 ist nun auch die Abbildung v : R — R",
t — exp(tM)c differenzierbar mit Ableitung ~'(t) = M exp(tM)c = M~(t),
und die Bedingung 7(0) = c ist offensichtlich. Unsere Funktion ist damit eine
Losung der Differentialgleichung mit dem vorgegebenen Anfangswert. Ist um-
gekehrt () eine beliebige Losung unserer Differentialgleichung v = M+, so
berechnen wir die Ableitung der Funktion ¢ — h(t) = exp(—tM)~(¢) mithilfe
der matrixwertigen Produktregel 8.2.17 und erhalten

h'(t) = —M exp(—tM)~(t) + exp(—tM)y'(t) =0

Die Funktion h(t) = exp(—tM)~(t) ist also konstant mit Wert (0) und mit dem
anschlieBenden Lemma 9.1.6 folgt y(¢) = exp(tM)~(0). O

Lemma 9.1.6. Die Exponentialabbildung wirft die Null auf die Identitdt, und sind
A, B zwei kommutierende quadratische Matrizen AB = BA, so gilt

exp(A + B) = (exp A)(exp B)

9.1.7. Insbesondere folgt exp(—A) = (exp A)~'. Die Exponentialabbildung ist
mithin eine Abbildung von der Menge aller quadratischen Matrizen in die Menge
aller invertierbaren quadratischen Matrizen

exp : Mat(n; R) — GL(n; R)

Fiir den Beweis des Lemmas geben wir zunédchst nur eine Skizze, die dann im
anschlieBenden Abschnitt ausgemalt wird.

Beweisskizze. Genau wie bei der Diskussion des Produkts absolut konvergenter
Reihen in 3.2.12 zeigt man

AiBI
il

(exp A)(exp B) = Z

(i,7)ENXN
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Dann fa3t man mithilfe von 9.2.27 die Terme mit ¢ + 7 = k zusammen und landet
wegen AB = BA wie beim Beweis der Funktionalgleichung der Exponential-
funktion bei der Reihe fiir exp(A + B). Um das alles formal zu rechtfertigen,
kann man mit den einzelnen Matrixeintrigen argumentieren und sich so auf un-
sere Resultate liber Reihen reeller Zahlen zuriickziehen. Ich will aber stattdessen
diese Schwierigkeit als Motivation nutzen und gleich im nichsten Abschnitt 9.2
eine allgemeine Begrifflichkeit entwickeln, in der dieser Beweis einfach und na-
tiirlich wird und die auch dariiber hinaus von Nutzen ist. 0

Ubungen

Ubung 9.1.8. Ist M € Mat(n;R) eine quadratische Matrix und I C R ein
mehrpunktiges Intervall, so bildet die Menge aller differenzierbaren Abbildun-
gen vy : I — R™ mit 4/(¢t) = M~(t) fiir alle t € I einen Untervektorraum L
im Vektorraum Ens(/,R") aller Abbildungen / — R", den Losungsraum un-
serer Differentialgleichung, und das Auswerten an einer beliebigen Stelle ¢y € [
definiert einen Vektorraumisomorphismus L = R™, v — 7(ty), den Anfangs-
wertisomorphismus.

Ubung 9.1.9. Gegeben eine Diagonalmatrix M = diag(ay, ...,a,) haben wir
exp(M) = diag(e™, ..., e ). Analoges gilt allgemeiner auch fiir blockdiagonale
Matrizen.

9.2 Vollstandigkeit und Exponential von Matrizen

Definition 9.2.1. Eine Folge (z,,),en in einem metrischen Raum (X, d) heif3t eine
Cauchy-Folge, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein N = NV, gibt derart, da} gilt

n,m>N = d(z,, x,) <ec

Ein metrischer Raum X heif3t vollstiindig, wenn jede Cauchy-Folge in X konver-
giert.

Beispiele 9.2.2. Die Zahlengerade R ist vollstidndig nach 2.6.10. Weiter ist offen-
sichtlich jede abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen Raums vollstindig.
Dariiber hinaus ist auch jedes endliche Produkt vollstindiger metrischer Riume
vollstindig. Insbesondere ist der R™ vollstindig fiir den Betragsabstand im Sinne
von 6.2.3. Dahingegen ist X = (Q mit dem Betragsabstand kein vollstindiger me-
trischer Raum, und auch wenn wir aus der Zahlengerade einen Punkt entfernen,
erhalten wir bereits einen metrischen Raum, der nicht vollstindig ist.

Definition 9.2.3. Unter einem Banach-Raum oder genauer einem reellen Ba-
nach-Raum versteht man einen vollstindigen normierten reellen Vektorraum. So-
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bald wir die komplexen Zahlen kennengelernt haben, werden wir auch und sogar
iiberwiegend mit komplexen Banachrdumen arbeiten.

Lemma 9.2.4. Jeder endlichdimensionale normierte reelle Vektorraum ist voll-
stindig alias ein Banachraum.

Beweis. Wir wihlen irgendeinen Vektorraumisomorphismus mit dem R". Die so
induzierte Norm auf dem R" ist nach 7.4.12 dquivalent zur Maximumsnorm und
liefert also dieselben Cauchyfolgen und dieselben Grenzwerte von Folgen. Die
Maximumsnorm auf dem R"™ hinwiederum fiihrt zum Betragsabstand, und fiir die-
se Metrik wissen wir aus 9.2.2, daB} sie den R" zu einem vollstindigen metrischen
Raum macht. ]

Definition 9.2.5. Gegeben ein normierter Vektorraum V' nennt man eine Familie
(vi)ier von Vektoren summierbar mit Summe s € V und schreibt ) ., v; = s,
wenn es fiir jede Umgebung U von s eine endliche Teilmenge [;; C I gibt derart,
dabB fiir jede endliche Obermenge J von [ in [ gilt

Z’UiEU

ieJ
9.2.6. Man sieht leicht, da3 die Summe einer summierbaren Familie stets ein-

deutig bestimmt ist. Dieselbe Definition verwenden wir spiter allgemeiner fiir
beliebige ,,abelsche Hausdorffgruppen.

Definition 9.2.7. Eine Familie (v;);c; von Vektoren in einem normierten Vek-
torraum heifit absolut summierbar, wenn die Familie ihrer Normen (||v;|):er
summierbar ist.

Lemma 9.2.8. In einem Banachraum ist jede absolut summierbare Familie sum-
mierbar und die Norm der Summe kann nach oben abgeschiditzt werden durch die
Summe der Normen.

Beweis. Nach 3.1.27 sind bei einer absolut summierbaren Familie hochstens ab-
zdhlbar viele Vektoren von Null verschieden, so da3 wir uns auf Familien be-
schrianken diirfen, die durch N indiziert sind. Sei also (v )xen unsere Familie. Die
Partialsummen s,, = ), _ vj, bilden eine Cauchy-Folge, da fiir m > n ja gilt

m m o0
lsw = sl = || 32 e < 32 Mol < S il
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Die rechte Seite wird nun offensichtlich fiir hinreichend grof3es n beliebig klein.
Sind wir in einem Banachraum, so konvergiert mithin die Folge der Partialsum-
men gegen einen Grenzwert s. Den Nachweis, dafl dieser Grenzwert auch die
Summe im Sinne der Definition 9.2.5 sein muf}, iiberlasse ich dem Leser. O]
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Ergdnzung 9.2.9. In 3.1.27 hatten wir gesehen, da} jede summierbare Familie
reeller Zahlen absolut summierbar ist. Dasselbe gilt fiir summierbare Familien in
endlichdimensionalen normierten Riumen. In beliebigen normierten Riumen gilt
es jedoch nicht mehr, ein typisches Gegenbeispiel ist etwa die ,,Konvergenz im
quadratischen Mittel* in [ ]

Definition 9.2.10. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V' und
eine lineare Abbildung A : V' — V definieren wir eine weitere lineare Abbildung
exp(A) : V' — V als den Grenzwert der sogenannten Exponentialreihe

exp(d) =Y 0

keN

9.2.11. Wihlen wir eine Norm auf V' und versehen den Raum End V' aller En-
domorphismen von V' mit der Operatornorm, so gilt offensichtlich || A*|| < || Al
und unsere Familie ist summierbar nach 9.2.8, da sie ndmlich absolut summierbar
ist beziiglich dieser und dann beziiglich jeder Norm. Fiir eine Operatornorm wie
eben erhilt man zusitzlich die Abschitzung || exp A|| < exp [|A]|.

Ergdnzung 9.2.12. Ist allgemeiner V ein Banachraumund A : V' — V eine stetige
lineare Abbildung, so kann man in derselben Weise eine stetige lineare Abbildung
exp(A) : V. — V erkldren. Der Grenzwert ist in diesem Fall im Banachraum
B(V) := B(V,V) aller stetigen linearen Abbildungen von V' in sich selbst aus
9.2.20 zu bilden. Die im Folgenden bewiesenen Aussagen verallgemeinern sich
ohne Schwierigkeiten auf diesen Fall. Er ist fiir die Quantenmechanik fundamen-
tal, denn die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems mit Ha-
miltonoperator H wird dadurch beschrieben, daf} ein Zustand ¢/ in der Zeitspanne
t in den Zustand exp(it H )¢ iibergeht.

Lemma 9.2.13. Die Exponentialabbildung wirft die Null auf die Identitdt, und
sind A, B zwei kommutierende Endomorphismen, gilt also in Formeln AB = BA,
so folgt

exp(A + B) = (exp A)(exp B)

9.2.14. Insbesondere folgt exp(—A) = (exp A)~!, die Exponentialabbildung ist
mithin eine Abbildung von der Menge der Endomorphismen in die Menge der
Automorphismen exp : EndV — Aut V. Die Aussage des Lemmas gilt ganz
allgemein fiir beliebige stetige Endomorphismen von Banachrdumen.

Beweis. Genau wie bei der Diskussion des Produkts absolut konvergenter Reihen
in 3.2.12 zeigt man zunichst

AiBI
il

(exp A)(exp B) = Z

(i,7)ENXN
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Dann fafit man, im unendlichdimensionalen Fall unter Verwendung von 9.2.27,

die Terme mit ¢ + 7 = k zusammen und landet wegen AB = BA wie beim
Beweis der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion 3.2.9 bei der Reihe fiir
exp(A + B). O

Erginzung 9.2.15. Es gilt auch eine koordinatenfreie Variante von 9.1.4. Ist ge-
nauer V' ein Banachraum und A : V' — V eine stetige lineare Abbildung und
¢ € V ein Vektor, so gibt es genau eine differenzierbare Abbildung v : R — V
mit 7(0) = cund ¥/(t) = Avy(t) Vt € R, und diese Abbildung wird gegeben
durch die Formel

V() = exp(tA)c

Der Beweis verladuft vollig analog zum Beweis von 9.1.4. Problematisch ist nur,
daf die Produktregel in der benétigten Allgemeinheit erst in [ ] zur Ver-
fiigung gestellt wird.

Ubungen

Ubung 9.2.16. Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig. Jede vollstindige
Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen.

Ubung 9.2.17. Das Produkt zweier vollstindiger metrischer Riume ist stets wie-
der vollstandig.

Ubung 9.2.18. Jede gleichmiiBig stetige Abbildung f : A — Y von einer Teil-
menge A eines metrischen Raums X in einen vollstindigen metrischen Raum Y
kann auf genau eine Weise zu einer stetigen Abbildung A — Y auf den Abschluf3
von A in X fortgesetzt werden. Vergleiche auch [ ]

Ubung 9.2.19. Konvergiert eine Teilfolge einer Cauchyfolge, so konvergiert be-
reits die ganze Cauchyfolge, und zwar gegen denselben Grenzwert.

Ubung 9.2.20. Seien V, W normierte Vektorriume. Ist 1¥ vollstindig, so ist auch
der Raum B(V, W) der stetigen linearen Abbildungen von V' nach W aus 7.4.28
vollstindig.

Ubung 9.2.21. Ist V ein Banachraum und D eine Menge, so ist auch der Vektor-
raum Ens”(D, V') aus 7.4.7 aller beschrinkten Abbildungen von D nach V' mit
seiner Supremumsnorm vollstindig.

Ubung 9.2.22. Eine abzihlbare Familie ist summierbar genau dann, wenn fiir jede
Abzihlung die Folge der Partialsummen konvergiert und fiir je zwei Abzédhlungen
die entsprechenden Grenzwerte iibereinstimmen.

Ubung 9.2.23. Gegeben ein normierter Vektorraum V' und eine summierbare Fa-
milie (v;);e; von Vektoren von V' und eine stetige lineare Abbildung L von V' in
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einen weiteren normierten Vektorraum ist auch die Bildfamilie summierbar und

es gilt

iel iel
Analoges gilt auch allgemeiner fiir beliebige ,,abelsche Hausdorffgruppen®.

Ergiinzende Ubung 9.2.24. Gegeben normierte Vektorrdume V, W, X und eine
stetige bilineare Abbildung b : V' x W — X und summierbare Familien (v;);cr
von Vektoren von V' und (w;);ec; von Vektoren von W ist auch die durch I x J
indizierte Familie der b(v;, w;) summierbar und es gilt

> (v wy) =b (Z s, ij)

(i,5)EIXJ iel  jeJ

Analoges gilt auch allgemeiner fiir beliebige ,,abelsche Hausdorffgruppen®.

Ubung 9.2.25. Man zeige, daB eine summierbare Familie in einem Banachraum
hochstens abzihlbar viele von Null verschiedene Summanden haben kann.

Ergdnzung 9.2.26. In allgemeinen ,,Hausdorff’schen topologischen Vektorridu-
men* kann es auch summierbare Familien mit iiberzéhlbar vielen von Null ver-
schiedenen Summanden geben. Ist zum Beispiel X eine iiberzihlbare Menge mit
ihrer diskreten Topologie und C (X, R) der Raum der reellwertigen Funktionen auf
X mit seiner kompakt-offenen Topologie, so ist die Familie der charakteristischen
Funktionen aller Punkte von X summierbar mit der konstanten Funktion Eins als
Summe.

Erginzende Ubung 9.2.27. Gegeben eine summierbare Familie (v;);c; in einem
Banachraum zeige man, daf3 auch jede Teilfamilie summierbar ist und daB fiir eine
beliebig vorgegebene Zerlegung I = | |, (k) von I in eine Vereinigung von
paarweise disjunkten Teilmengen (k) gilt

2 oui=2 | 2w

i€l keK \icI(k)
Hinweis: Man beginne mit dem Fall, da3 /K endlich ist. Die Aussage gilt allge-
meiner fiir jede ,,vollstindige abelsche Hausdorffgruppe®.

Ergiinzende Ubung 9.2.28. Fiir jeden Banachraum V ist exp : B(V) — B(V)
stetig. Hinweis: 6.8.11.

Ubung 9.2.29. Sind A, B stetige Endomorphismen von Banachrdumen V, W und
ist P: W — V stetig linear mit AP = PB, so gilt (exp A)P = P(exp B). Ist
insbesondere P invertierbar, so gilt exp(PAP™1) = P(exp A)P~L.
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Ubung 9.2.30. Gegeben eine Menge D und ein vollstindiger metrischer Raum Y’
ist auch der Raum Ens”(D,Y’) aller beschrinkten Abbildungen von D nach Y
vollstindig fiir die Metrik der gleichméBigen Konvergenz 6.3.4.

Ubung 9.2.31. Gegeben ein topologischer Raum D und ein vollstindiger metri-
scher Raum Y ist auch der Raum Cy,(D,Y") aller stetigen beschrinkten Abbil-
dungen von D nach Y vollstindig fiir die Metrik der gleichméBigen Konvergenz
6.3.4. Hinweis: Man verwende 6.8.11.

Ubung 9.2.32. Gegeben ein mehrpunktiges kompaktes Intervall / C R und ein
endlichdimensionaler reeller Vektorraum V ist auch der Raum C*(7, V') aller ein-
mal stetig differenzierbaren Abbildungen von I nach V' vollstindig fiir die Norm
17]lo0 + 117 || der gleichmiéRigen Konvergenz der Funktion und ihrer ersten Ab-
leitung. Hinweis: Man verallgemeinere 6.8.11 und verwende 5.1.13.

Erginzende Ubung 9.2.33. Es gibt eine stetige Surjektion vom Einheitsintervall
[0, 1] auf das Einheitsquadrat [0, 1]>. Um diese auf den ersten Blick verbliif-
fende Tatsache einzusehen, unterteile man das Einheitsintervall in neun gleiche
Abschnitte und das Einheitsquadrat in vier gleiche Quadrate und wihle irgendei-
nen Weg [0, 1] — [0, 1]%, der den 2i-ten Abschnitt in das i-te Quadrat abbildet,
fiir irgendeine Nummerierung der vier Quadrate. Dann unterteile man die 2:-ten
Abschnitte von eben jeweils in neun gleiche Unterabschnitte und die vier Quadra-
te von eben jeweils in vier gleiche Unterquadrate und dndere den Weg von eben
auf den 2¢-ten Abschnitten von eben so ab, dal} sie immer noch im ¢-ten Qua-
drat landen und zusitzlich die 2j-ten Unterabschnitte des 2i-ten Abschnitts im j-
ten Unterquadrat des i-ten Quadrats landen, fiir irgendeine Nummerierung dieser
Unterquadrate. Indem man immer so weitermacht, erhilt man eine gleichmifig
konvergente Folge von Abbildungen. Der Grenzwert dieser Folge ist die gesuchte
Surjektion. Man zeige auch, daf} sie im Sinne von 8.1.1 unendliche Léange hat.

Ubung 9.2.34. Man zeige die Identitit
0 9\ [cos? —sind
FPl_y 0/) " \sino  cosv

Hinweis: Es mag das Eleganteste sein, unsere Einbettung C < Mat(2; R) heran-
zuziehen.

9.3 Gedampfte Schwingungen

9.3.1. Wir interessieren uns fiir die Bewegung eines Massepunktes, der an einer
Feder aufgehingt ist und dessen Bewegung durch eine zur Geschwindigkeit pro-
portionale Reibung gedampft wird. Mit die Funktion = : R — R, ¢ — z(t) seine
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Auslenkung von der Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt ¢, so mufl unsere Funk-
tion aus physikalischen Griinden eine Differentialgleichung zweiten Grades der
Gestalt

= —ax —bx

erfiillen, wobei die Konstanten a und b die Stirke der Feder und der Ddmpfung
ausdriicken und in physikalisch relevanten Fillen nichtnegativ sind. Wir 16sen die-
se Differentialgleichung hier erst einmal ad hoc und erheben danach in 9.4.2 die-
sen Zugang zur Methode.

Proposition 9.3.2 (Losung der Schwingungsgleichung). Seien reelle Zahlen
a,b € R gegeben.

1. Die Menge aller zweimal differenzierbaren Funktionen v : R — R mit
¥ + ai + bx = 0 bildet einen Untervektorraum des Raums Ens(R, R) aller
Abbildungen R — R, den Losungsraum L unserer Differentialgleichung;

2. Die Abbildung x — (x(0),2(0)) liefert einen Vektorraumisomorphismus
L = R? dieses Losungsraums mit dem R?, den sogenannten Anfangswert-
isomorphismus;

3. Hat das Polynom X?* + aX + b zwei verschiedene reelle Nullstellen \ und
w, so bilden die beiden Funktionen x(t) = e und x5(t) = e eine Basis
des Losungsraums. Hat es dahingegen eine doppelte reelle Nullstelle \, so
bilden die beiden Funktionen x1(t) = e und z(t) = t e eine Basis des
Losungsraums.

Vorschau 9.3.3. Um den Fall, dall unser Polynom gar keine reelle Nullstelle hat,
werden wir uns gleich noch gesondert kiimmern.

Beweis. Teil 1 scheint mir offensichtlich. Um Teil 2 zu zeigen beachten wir, dall
die Vorschrift x — (x, ) offensichtlich einen Isomorphismus zwischen unserem
Losungsraum L und dem Losungsraum des Systems 71 = 2, Y2 = —by; — ays
induziert, das in Matrixschreibweise die Gestalt ¥ = A~y annimmt mit der Matrix

a= (9 0)

Teil 2 folgt damit aus 9.1.8. Fiir Teil 3 miissen wir folglich nur priifen, daf die
beiden angegebenen Funktionen in der Tat linear unabhingige Losungen sind.
Das kann dem Leser iiberlassen bleiben. ]

9.3.4. Statt in Teil 3 mogliche Losungen einfach zu erraten, hitten wir uns auch
daran erinnern konnen, daf} ja nach 9.1.4 jede Losung von der Form

2(t) = 71 (t) = pri(exp(tA)c)

238



sein muB fiir ¢ = (2(0), #(0)). Das charakteristische Polynom unserer Matrix A
ist aber nun gerade X2 + aX + b. Hat es zwei verschiedene reelle Nullstellen \, 1
und bilden wir eine Matrix P mit Eigenvektoren zu A\ und p als Spalten, so gilt
A = Pdiag(\, )P~ und exp(tA) = P diag(e™, e#") P~1 und wir erkennen auf
Anhieb, daB jede Losung eine Linearkombination der Gestalt x(t) = a e +3 et
sein mul3. Im Fall einer doppelten reellen Nullstelle finden wir dhnlich ein P mit

B Al 1
aer(3 )
und 9.2.13 liefert

exut_eXuOGXOt_eUO 1 t\  [e* te"
Plo ) TP 0 o) o 0) "o e)\o 1) 70 e
womit sich die allgemeine Losung ergibt als eine Linearkombination der Gestalt
ael +4teM.

9.3.5. Im Fall der gedimpften Schwingung hat unser Polynom X2 + a X + b die

beiden Nullstellen

a a?

——+4/——=D

2 4
Bei hinreichend groBer Didmpfung a?/4 > b erhalten wir reelle nichtpositive Lo-
sungen und unser Massepunkt kehrt mit héchstens einmaligem Uberschwingen
zum Ruhezustand zuriick. Im Fall kleiner Ddmpfung a?/4 < b hat unser Polynom
dahingegen keine reellen Nullstellen mehr und stattdessen die beiden komplexen
Nullstellen +iw — a/2 mit w = /b —a?/4 > 0. Um hier weiterzukommen

verallgemeinern wir zunéchst einmal alles bisher Gesagte ins Komplexe.

Proposition 9.3.6 (Losung der Schwingungsgleichung). Seien komplexe Zahlen
a,b € C gegeben.

1. Die Menge aller zweimal differenzierbaren Funktionen v : R — C mit
T 4+ ax + bx = 0 bildet einen komplexen Untervektorraum des Raums
Ens(R, C) aller Abbildungen R — C, den Losungsraum L unserer Dif-

ferentialgleichung;

2. Die Abbildung x — (x(0),2(0)) liefert einen Vektorraumisomorphismus
L = C?, den Anfangswertisomorphismus;

3. Hat das Polynom X? + aX + b zwei verschiedene Nullstellen \ und ji, so
bilden die beiden Funktionen x1(t) = e und xz5(t) = e eine Basis des
Losungsraums L. Hat es eine doppelte Nullstelle )\, so bilden die beiden
Funktionen x,(t) = e™ und x,(t) = t e eine Basis des Losungsraums.

239



Beweis. Der Beweis ist identisch zum Beweis im Reellen 9.3.6, sobald man die
dabei benotigten Hilfsmittel ins Komplexe verallgemeinert hat. Das werden wir
1m weiteren Verlauf dieses Abschnitts und insbesondere in 9.3.10 tun. O

9.3.7 (Beziehung zwischen reellen und komplexen Losungen). Sind in der Si-
tuation aus 9.3.6 die Koeffizienten a, b beide reell, so bilden die reellwertigen
Losungen unseres Systems nach 9.3.2 einen zweidimensionalen reellen Unter-
vektorraum Lr C Ens(R,R). Seine komplexwertigen Losungen bilden dahin-
gegen nach 9.3.6 einen zweidimensionalen komplexen Untervektorraum L¢ C
Ens(R, C), der stabil ist unter dem Ubergang zum komplex Konjugierten, in For-
meln f € Lc = f € Le. Per definitionem gilt weiter Ly = L¢ N Ens(R, R).
Haben wir nun Erzeuger f1, ..., f, fir den C-Vektorraum der komplexwertigen
Losungen gefunden, so erzeugen deren Realteile zusammen mit ihren Imaginér-
teilen den R-Vektorraum der reellwertigen Losungen: In der Tat schreibt sich ja
jede reellwertige Losung f als f = ¢1f1 + ... + ¢, f, mit ¢, € C, und bilden wir
hier auf beiden Seiten den Realteil, so ergibt sich fiir f die Darstellung

f =Re(c1)Re(f1) —Im(cq) Im(f1) + ... + Re(ce,) Re(f,) — Im(c,.) Im(f;)

9.3.8. Im Fall der gedimpften Schwingungen 9.3.1 mit kleiner Ddmpfung und
folglich komplexen Nullstellen +iw — a/2 erhalten wir die komplexen Losungen
14 (t) = e"®? e*1@t und die Euler-Formel liefert, daB die Funktionen

—at/2 gin ot

z1(t) = e 2 coswt und  z5(t) =e
den Raum der reellwertigen Losungen aufspannen. Die Grofle w wird in diesem
Zusammenhang auch als Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Die Additionstheo-
reme zeigen, daB sich jede reelle Linearkombination asin(wt) + [ cos(wt) der
Funktionen cos(wt) und sin(wt) als Sinuswelle mit Amplitude £ und Phase ¢ in
der Form
asin(wt) + B cos(wt) = ksin(wt + ¢)

schreiben 148, fir £ = \/a? + 52 und ¢ einer Losung des Gleichungssystems
kcos¢ = a und ksin¢g = (. Im Fall kleiner Dampfung kann die allgemeine
Losung also geschrieben werden als z(t) = ke /2 sin(wt 4 ¢) und beschreibt

eine Schwingung, deren Amplitude bei positiver Dampfung a > 0 exponentiell
abfillt.

9.3.9. Man kann ohne Schwierigkeiten die Exponentialabbildung auf quadrati-
schen Matrizen ins Komplexe erweitern zu

exp: Mat(n;C) — Mat(n;C)
A = Yo A’
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Satz 9.3.10 (Lineare Differentialgleichungen). Ist A € Mat(n; C) eine quadra-
tische Matrix und c € C" ein Spaltenvektor, so gibt es genau eine differenzierbare
Abbildung v : R — C™ mit Anfangswert v(0) = c derart, daf3 gilt y(t) = A~(t)
fiir alle t € R, und diese Abbildung wird gegeben durch die Vorschrift

A(t) = exp(tA)e

Beweis. Mutatis mutandis, als da heif3t nach Veridndern des zu Veridndernden iden-
tisch zum Beweis von | ] . ]

Korollar 9.3.11 (Anfangswertisomorphismus). Ist A € Mat(n;C) eine qua-
dratische Matrix, so bilden die differenzierbaren Abbildungen v : R — C" mit
F(t) = Av(t) Vt € R einen komplexen Untervektorraum L C Ens(R,C") und
an jeder Stelle liefert das Auswerten einen Isomorphismus L — C".

Beweis. Dem Leser iiberlassen. Im Reellen war das Ubung [ ] . O

Ergénzung 9.3.12. Die Regel exp(PAP™') = P(exp A)P~! aus [AN1]

gilt genauso fiir komplexe Matrizen. Die Berechnung des Exponentials einer be-
liebigen quadratischen Matrix wird Thnen auf dieser Grundlage leicht gelingen,
sobald sie in der linearen Algebra die Theorie der ,,JJordan’schen Normalform*
[ ] kennengelernt haben.

Ubungen

Ubung 9.3.13. Ist A € Mat(n;R) eine reelle Matrix und v : R — C" eine
komplexe Losung der Differentialgleichung +/(¢) = A~(t), so sind ihr koordina-
tenweise gebildeter Real- und Imaginirteil Re~y und Im v reelle Losungen. Er-
zeugt eine Menge C"-wertiger Funktionen den C-Vektorraum der C"-wertigen
Losungen unserer Differentialgleichung, so erzeugen ihre Real- und Imaginirtei-
le zusammen den R-Vektorraum der R"-wertigen Losungen.

9.4 Der Fall hoherer Ordnung

9.4.1. Die Erfahrungen, die wir bei der Behandlung geddmpfter Schwingungen
gemacht haben, fassen wir nun noch etwas allgemeiner.

Satz 9.4.2. Seien komplexe Zahlen ay, . . . ,a,_1 € C gegeben.

1. Die komplexwertigen n-mal differenzierbaren Funktionen f : R — C mit
f™4a,_ fP V4. +aof = 0 bilden einen Untervektorraum im Raum al-
ler Funktionen R — C, den Losungsraum unserer Differentialgleichung;
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2. Die Abbildung f + (£(0), f(0),..., f™=Y(0)) ist ein Isomorphismus die-
ses Losungsraums mit dem C" | der Anfangswertisomorphismus;

3. Ist \ € C eine Nullstelle des Polynoms X™ + a,_1 X" ' + ...+ ag der Viel-
fachheit v, so sind die Funktionen e te™, ... t"~'eM Losungen unserer
Differentialgleichung, und durchlduft \ alle Nullstellen unseres Polynoms,
so bilden diese Losungen eine Basis des Losungsraums.

Ergdnzung 9.4.3. Der Satz bleibt giiltig, wenn wir darin iiberall R durch ein be-
liebiges mehrpunktiges Intervall / C R ersetzen.

Beweis. Teil 1 ist offensichtlich. Um die in Teil 2 behauptete Existenz und Ein-
deutigkeit zu zeigen beachten wir zunichst, daB unsere Uberlegungen aus [ ]

ohne Anderungen auch im Komplexen giiltig sind. Fiir eine quadratische
Matrix A € Mat(n; C) mit komplexen Eintriigen haben also die differenzierba-
ren Funktionen ¢ : R — C", die die Differentialgleichung ¢’ = Ag l6sen, die
Form ¢(t) = (exptA)g(0) wo wir den Anfangswert g(0) € C” frei wihlen diir-
fen. Insbesondere definiert die Abbildung g — ¢(0) einen Isomorphismus vom
Losungsraum der Differentialgleichung ¢’ = Ag mit dem C™. Jetzt beachten wir,
daB die Vorschrift f +— g = (f, f/, f",..., f"~)7 eine Bijektion induziert zwi-
schen der Menge aller n-mal differenzierbaren Funktionen f : R — C, die die
Differentialgleichung aus dem Satz erfiillen, und der Menge aller differenzierba-
ren Funktionen g : R — C", die das System von Differentialgleichungen

96 = 0
93 = 02

gno1 = Gp-19n—1+...a1G1 + aogo

16sen, wo wir etwas ungewohnlich g = (go, - . ., g,—1) indiziert haben der besse-
ren Ubersichtlichkeit halber. Damit folgt Teil 2 aus [ ]

3. Motiviert durch unsere Erkenntnisse bei der Losung von 9.3.6 beginnen wir
mit dem Ansatz f(t) = e fiir A\ € C. Mogliche ) sind dann offensichtlich ge-
nau die Nullstellen des Polynoms X" + a,, 1 X" ' + ... + a; X + ao. Ist \ eine
Nullstelle der Vielfachheit r, so sind sogar, wieder in Verallgemeinerung unserer
Erkenntnisse bei der Losung von 9.3.6, auch te, ..., #"~1e* noch Losungen un-
serer Gleichung. Um das einzusehen, betrachten wir den Vektorraum C*(RR) aller
beliebig oft differenzierbaren Funktionen R — C und fassen das Ableiten auf als
eine lineare Abbildung
D :C*([R) — C*(R)
Zerfillt unser Polynom in Linearfaktoren

X"+ an X" P dag= (X = A)™ (X =)™
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so konnen wir den Operator D™ + a, D" ' + ... + ag : C®(R) — C®(R)
auch schreiben als Verkniipfung der Operatoren (D — \;)™, und es reicht folglich
(D — \)"t"~'e = () nachzuweisen. Nun gilt aber offensichtlich

(D — \)tmeM = mtmteM

und die Behauptung folgt per Induktion. Um zu zeigen, daB die t/e' fiir 0 < j <
n; eine Basis des Losungsraums bilden, reicht es deren lineare Unabhingigkeit
nachzuweisen. Beherrscht man die zugehorige lineare Algebra, so erkennt man
leicht, daB die t™e* jeweils zum Hauptraum Hau(D; \) gehdren und muB we-
gen [ ] nur noch die lineare Unabhingigkeit der t™e fiir festes A und
variables m zeigen, die hinwiederum sofort aus der linearen Unabhingigkeit der
Funktionen ¢™ folgt. Man vergleiche hierzu auch [ ]

Beherrscht man die zugehorige lineare Algebra noch nicht, so mufl man mehr ar-
beiten. Man setzt dann etwa eine Linearkombination Y ¢;;#/e** = 0 an und muR
zeigen, daB alle c;; verschwinden. Sonst konnten wir aber nach eventueller Um-
nummerierung der Nullstellen ein £ finden mit c;; # 0 aber ¢;; = 0 fiir j > k.
Wenden wir dann auf unsere Summe den Differentialoperator (D — A\;)*(D —
A)V ... (D — X\.)Y an fiir hinreichend grosses N, so ergibt sich c;1e* = 0 im
Widerspruch zu unserer Annahme ¢, # 0. L]

Ubungen

Ergiinzende Ubung 9.4.4. Man bestimme eine Basis des komplexen sowie des
reellen Losungsraums der Differentialgleichung f”' = f.

9.5 Gekoppelte Schwingungen

Beispiel 9.5.1. An gegeniiberliegenden Winden eines Zimmers ist jeweils ein Wi-
gelchen mit einer Feder befestigt und die beiden Wigelchen sind auch untereinan-
der durch eine Feder verbunden. Bezeichnen x () bzw. y(t) die Position des ersten
bzw. zweiten Wigelchens auf einer Skala, auf der x = y = 0 den Gleichgewichts-
zustand bedeuten und groflere x bzw. y einen groleren Abstand eines Wigelchens
von ,,seiner” Wand, so geniigt unser System einer Differentialgleichung

i = —ar—blx+y)

j o= —cy—dly+a)
fir Konstanten a, b, c,d > 0, in die die Stirke der Federn und die Massen der
Wiigelchen eingehen. Erkldren wir v : R — R ¢ — o(t) = (x(t),y(t)) und

betrachten die Matrix
_[(—(a+D) —b
A= ( —d —(c+d)
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so konnen wir unser System schreiben als
i(t) = Av(t)

Der Leser mag als Ubung zeigen, daB der Losungsraum vierdimensional sein muf.
Unsere Matrix A hat, wie man dem charakteristischen Polynom ansieht, negative
reelle Eigenwerte )\, \o. Also hat bereits der R? eine Basis vy, vo aus Eigenvek-
toren von A. Dann sind die vier Funktionen

t s exp((£v/ X))y, miti=1,2

offensichtlich Losungen, und dhnliche Argumente wie im vorhergehenden Bei-
spiel zeigen, da} sie sogar eine Basis Losungsraums bilden. Setzen wir w; =
v/=\;, so erhalten wir eine alternative Basis des Losungsraums durch die vier
Funktionen

cos(tw;)v; und  sin(tw;)v; miti =1,2.

Ist noch spezieller unsere Situation symmetrisch unter der Vertauschung der bei-
den Wigelchen, haben sie also dieselbe Masse und sind durch dieselben Federn
mit den Winden verbunden, so folgt b = d und @ = ¢ und wir erhalten v; = (1, 1)
mit A\; = —a — 2b sowie vy = (1, —1) mit Ay = —a. Diese Eigenvektoren entspre-
chen den zwei Eigenschwingungen des Systems, bei denen beide Wigelchen zu
allen Zeiten in derselben bzw. in entgegengesetzten Richtungen fahren. Die Be-
wegung der einzelnen Wigelchen z(t) = x,(t) und y(¢t) = z_(t) wird dann
beschrieben durch

Re (Cleiw1t + Cgeiw2t) — Re (ei(wl—wz)t/Z (Clei(w1+w2)t/2 + C2e—i(w1+w2)t/2))

mit komplexen c;. Nimmt man hier zum Beispiel ¢c; = ¢, = 1, so ergibt sich die
Losung

z(t) = 2cos((w; —wy)t/2) cos((wy + wo)t/2)

y(t) = 2sin((w; — wy)t/2)sin((wy + ws)t/2)
Ist die verbindende Feder schwach im Verhiltnis zu den Federn gegen die Win-
de, in Formeln a > b, so liegen die beiden Eigenwerte \;, Ao und damit auch
die Winkelgeschwindigkeiten w;, w9 verhéltnisméBig nah beieinander. Im Versuch

kann man in diesem Fall schon sehen, wie die beiden Wigelchen mit der Winkel-
geschwindigkeit (w; — wy)/2 ihre Energie untereinander austauschen.

9.5.2. Im Ubrigen ist es auch a priori klar, daB in der symmetrischen Situation
die zweielementige Symmetriegruppe unserer Gleichung, die der Vertauschung
der beiden Wigelchen entspricht, auf dem Losungsraum operieren mul3, dafl wir
also uns schon von Anfang an hitten darauf beschrinken diirfen, nur die symme-
trischen und die antisymmetrischen Losungen zu bestimmen und die allgemeine
Losung als Linearkombination solcher speziellen Losungen zu erhalten.
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9.6 Angeregte Schwingungen

9.6.1. Ist wieder A eine komplexe (n x n)-Matrix und ist zusitzlich eine stetige
Funktion f : R — C" vorgegeben und man sucht alle differenzierbaren v : R —
C", die das ,,inhomogene* System von Differentialgleichungen

Y(t) = Ay(t) + f (1)

16sen, so rit einem die Methode der Variation der Konstanten zum Ansatz

v(t) = exp(tA)g(t)

Man erkennt leicht, da dieser Ansatz eine Losung liefert, wenn g : R — C”
differenzierbar ist und die Gleichung f(t) = exp(tA)g(t) erfiillt, als da heiBt fiir

g(t) :/ exp(—7A)f(r)dr

wobei g(t) als unbestimmes Integral natiirlich nur bis auf eine additive Konstante
aus dem C™ wohldefiniert ist. Dal wir mit diesem Verfahren tatsidchlich auch alle
Losungen () unseres inhomogenen Systems von Differentialgleichungen erhal-
ten ergibt sich daraus, daf} ja ganz offensichtlich die Differenz von je zwei Lo-
sungen unserer inhomogenen Gleichung eine Losung der homogenen Gleichung
4 = Av(t) sein muB. In der Sprache der linearen Algebra bilden die Losungen der
inhomogenen Gleichung also einen affinen Teilraum des Raums aller Funktionen,
dessen Raum von Richtungsvektoren der Losungsraum der homogenen Gleichung
ist.

Beispiel 9.6.2 (Angeregte Schwingungen). Eine Lampe ist mit einer Feder an
einer vibrierenden Decke aufgehingt. Sei h(t¢) die Auslenkung der Decke zur Zeit
t und z(t) die Hohe der Lampe zur Zeit ¢, beide gemessen auf einer gegen den
Boden festen Skala, auf der h = x = 0 einen Zustand beschreibt, in dem sich die
Federkraft, die die Lampe zur Decke zieht, und die Schwerkraft der Lampe die
Waage halten. So geniigt x(t) einer Differentialgleichung der Gestalt

B(t) = —a(x(t) — h(t))

wobei a positiv ist und von der Masse der Lampe und der Federkonstante abhéngt.
Wie im Beweis von 9.4.2 schreiben wir das um zu einem System erster Ordnung

Yo = M
Y1 = —avyy+ah

oder in Matrixschreibweise

=5 o) (a)
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Das charakteristische Polynom unserer Matrix A ist X? + a, die Eigenwerte er-
geben sich zu +in fir n = /a und als zugehorige Eigenvektoren finden wir
(1,+1in)". Nehmen wir diese Eigenvektoren als Spalten einer Matrix

r=(_, o)
—1n 1n

so haben wir offensichtlich AP = PB mit B = diag(—1in,in) einer Diagonal-
matrix und ¢ = P~!~ erfiillt die Differentialgleichung ¢(t) = Bp(t) + f(t)

mit
fe =r7 (aho<t>> - 557 (12 _11) (ah0(t>) -5 (_11)

Ich betrachte von nun an diese Differentialgleichung, da es mit iibersichtlicher
scheint, mit exp¢B anstelle von exptA = P(exptB)P~! zu hantieren. Nach
unseren Uberlegungen 9.6.1 lautet die allgemeine Losung dieser Differentialglei-
chung

o) = expliB)o(0) mit gft) = [ exp(-7B)f(r)ir

Nehmen wir zum Beispiel an, unsere Decke vibriere mit h(t) = ksin(wt) fiir
w > 0, so ergibt sich die erste Komponente g, () von ¢(t) zu

a t ir el Tw _g—iTw
alt) = —f5 e (5 ) dr
= ko [loirrtegr ke [ttty
_ ka it(n—w) f 11 .
= konst +-—ke _eitntw) _ Tin(n—w) alls 0 # w;
) by falls 7 = w.

Ahnlich berechnen wir g(t) und erkennen, daB in dem Fall, daB die Eigenfre-
quenz der Lampe nahe an der Frequenz der Decke ist, d.h. fiir | — w| klein, die
Schwingung sehr grofl werden kann und im Fall = w die Auslenkung eventuell
sogar gegen Unendlich strebt. In der Physik spricht man in diesen Fillen von Re-
sonanz bzw. von einer Resonanzkatastrophe. Seien nun die Eigenschwingung
unseres Systems ¢ — €' und die Anregung ¢ — h(t) oder gleichbedeutend
t — f(t) periodisch mit derselben Periode p im Sinne der gleich folgenden Defi-
nition 10.1.1. Nehmen wir der Einfachkeit halber p = 27 an, so finden wir n € Z,
und entwickeln wir f in eine ,,Fourierreihe® im Sinne von 10.1.3, so zeigt unse-
re obige Formel g(t) = [*exp(—7B)f(r)dr, daB nur die Summanden c..,,e*
fiir die Resonanz verantwortlich sind in dem Sinne, daf} alle anderen Summanden
der Fourierreihe nur periodische Beitrige zu g(t) liefern. Spiter in [ ]
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folgende werden Sie lernen, daB g;(¢) im allgmeinen bis auf eine Konstante auch
interpretiert werden kann als der ,,Wert bei —n der Fouriertransformierten des
Produkts von f; mit der charakteristischen Funktion des Intervalls [0, ¢]“.
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10 Grundlegendes zu Fourierreihen

10.1 Eindeutigkeit der Fourierreihe

Definition 10.1.1. Sei M eine Menge und p > 0 eine positive reelle Zahl. Wir
sagen, eine Abbildung f : R — M habe die Periode p, wenn gilt fiir alle reellen

zgilt f(z +p) = f(2).

Satz 10.1.2 (Fourier-Reihe, reelle Form). Sei f : R — R eine stetig differen-
zierbare Funktion mit der Periode 2. So gibt es eindeutig bestimmte a,,,b,,c € R
derart, daf; gilt

flx)=c+ Z a, sin(vx) + b, cos(vr)
v=1
in dem Sinne, daf} die Folge der Partialsummen gleichmdfig gegen unsere Funk-
tion f konvergiert.

Satz 10.1.3 (Fourier-Reihe, komplexe Form). Sei f : R — C eine stetig diffe-
renzierbare Funktion mit der Periode 2m. So gibt es eindeutig bestimmte ¢, € C
derart, dafs im Sinne gleichmdpfiger Konvergenz gilt

rv=n
f(z) = lim Z c, e’
n—oo
v=—n

10.1.4 (Ubergang zwischen reeller und komplexer Fourierreihe). Natiirlich

konnen wir in der ersten Formulierung 10.1.2 unseres Satzes auch komplexwerti-

ge Funktionen erlauben, wenn wir a,,b,,c € C zulassen. Die beiden Sitze sind
dann dquivalent, da ja nach der Euler’schen Formel gilt

e — cosvx +isinva

e ' = cosvx —isinvw

Gegeben eine Darstellung wie in Satz 10.1.3 erhalten wir also eine Darstellung
wie in Satz 10.1.2 mit ¢ = ¢9, b, = ¢, + ¢c_,, a, = i¢c, — ic_,, und diese
Gleichungen sind erfiillt genau dann, wenn gilt

1 1
co==¢, C)= §(by —ia,), undc_, = é(by +ia,).
Beweis. Wir zeigen vorerst nur die Eindeutigkeit, der Beweis der Existenz wird
in 10.3.6 nachgeholt. Aus 6.9.17 oder auch aus der Euler’schen Formel folgt,

daB die Ableitung von f(z) = e'"®* = cosvx + isinvz gegeben wird durch
f'(z) = ive™ = —vsinvr + iv cos ve. Mit der komplexwertigen Variante des
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Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung erhalten wir fozw elv*dy =
Lelvw 127 — 0 fiir v € Z\0 und fiir v = 0 ergibt sich [" 1dz = 27. Wir folgern

S 27 v =
el,ufE e 1T dx — )
0 0  sonst.

Indem wir die gleichmifBige Konvergenz mit dem Integral vertauschen und uns
iiberlegen, daB3 das auch fiir komplexwertige Funktionen erlaubt ist, erhalten wir

2w
/ f(z)e " da = 27¢c,
0

Das zeigt die Eindeutigkeit der c,. Der Beweis der Existenz wird in 10.3.6 nach-
geholt. 0

10.1.5. Ich erinnere an den Begriff der Summierbarkeit von Familien 9.2.5. Ge-
geben ein normierter Vektorraum V' nennt man eine Familie (v;);c; von Vektoren
aus V' summierbar mit Summe s € V' und schreibt

E V; = S

i€l

als Abkiirzung fiir die Aussage, daB es fiir jede Umgebung U von s eine endliche
Teilmenge [;; C I gibt derart, daB fiir jede endliche Obermenge J von [;; in I gilt

ZviEU

ieJ

Satz 10.1.6 (Summierbarkeit der Fourier-Reihe). Ist f : R — C cine stetig
differenzierbare Funktion mit der Periode 27, so gibt es eindeutig bestimmte c,, €
C derart, daf3 beziiglich der Norm der gleichmdffigen Konvergenz auf Ensb(R, C)
im Sinne der Summierbarkeit 10.1.5 in normierten Vektorrdumen gilt

ZCV eiuz _ f(ZE)

VEZL

10.1.7. Natiirlich miissen hier die ¢, dieselben sein wie in der schwécheren aber
einfacher zu formulierenden Version 10.1.3, so daf} die Eindeutigkeit aus dem
Vorhergehenden folgt. Der Beweis dieser stirkeren Konvergenzaussage wird in
10.3.6 gegeben. Ich habe etwas gezodgert, auf der rechten Seite f(x) zu schreiben,
wo doch schlicht die Funktion f gemeint ist, aber auf der linken Seite steht ja auch
e'* fiir die Funktion z — e'*2.
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Vorschau 10.1.8. Die obigen Sitze iiber die Fourierentwicklung sind Vertreter ei-
nes groflen Theoriegebdudes: Insbesondere ergibt sich offensichtlich die Frage,
welche Abbildungen Z — C denn nun den verschiedenen Klassen von peri-
odischen Funktionen entsprechen. Diese Frage erweist sich als recht delikat. In
[ ] fiihren wir den Raum der ,,quadratintegrierbaren Funktionen* ein
und zeigen, dal diese genau den Abbildungen Z — C entsprechen, bei denen die
Summe der Betragsquadrate endlich ist.

10.2 Der Satz von Stone-Weierstraf

10.2.1. Unter einem kompakten Raum darf man in diesem Abschnitt je nach Wis-
sensstand einen kompakten metrischen Raum 7.1.1 oder allgemeiner einen kom-
pakten topologischen Raum 7.5.5 verstehen.

10.2.2. Im folgenden verwende ich eine Begrifflichkeit, wie sie in [ ]
ausfiihrlicher eingefiihrt wird, und bespreche an dieser Stelle nur das Notigste.
Gegeben ein Korper k bezeichnet man einen k-Vektorraum A mit einer bilinea-
ren Verkniipfung A x A — A ganz allgemein als eine k-Algebra. Ist die Ver-
kniipfung assoziativ, so spricht man von einer assoziativen Algebra. Gibt es fiir
unsere Verkniipfung ein neutrales Element, so spricht man von einer unitiren
Algebra und nennt das fragliche Element das Eins-Element. Eine Algebra ist al-
so genau dann assoziativ und unitédr, wenn die zugrundeliegende Menge mit der
Vektorraum-Addition als Addition und der bilinearen Verkniipfung als Multipli-
kation im Sinne von [ ] ein Ring ist. Ich schlage deshalb vor, derartige
Algebren Ringalgebren zu nennen.

10.2.3. Gegeben ein Korper £ und eine beliebige Menge X ist der k-Vektorraum
Ens(X, k) aller k-wertigen Funkionen auf X mit der punktweisen Multiplikati-
on als Verkniipfung eine Ringalgebra mit der konstanten Funktion Eins als Eins-
Element. Wir sagen, eine Teilmenge A C Ens(X, k) trenne die Punkte von X
genau dann, wenn es fiir alle z,y € X mitz # y eina € A gibt mit a(z) # a(y).

10.2.4. Gegeben ein Korper k und eine k-Algebra A versteht man unter einer Un-
teralgebra B C A einen unter der Verkniipfung unserer Algebra stabilen Unter-
vektorraum. Gegeben ein Korper £ und eine k-Ringalgebra A verstehen wir unter
einer Unterringalgebra B C A einen unter der Verkniipfung unserer Ringalgebra
stabilen Untervektorraum, der dariiber hinaus das Einselement der Ringalgebra A
enthilt. In anderen Worten ist eine Unterringalgebra also eine Unteralgebra, die
gleichzeitig im Sinne von [Al] ein Teilring ist.

10.2.5. Man beachte, dall wir bereits nach 6.7.11 wissen, daf} die stetigen reellen
Funktionen auf einem topologischen Raum X in der R-Ringalgebra aller reellen
Funktionen eine R-Unterringalgebra

C(X,R) C Ens(X,R)
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bilden. Des weiteren wissen wir nach 6.8.11, daf diese Unterringalgebra stabil ist
unter dem Bilden gleichmiBiger Grenzwerte. Gegeben ein kompakter Raum X
bezeichne im folgenden C(.X, R) den reellen Vektorraum aller stetigen reellwerti-
gen Funktionen auf X mit seiner Supremumsnorm.

Definition 10.2.6. Eine Teilmenge eines metrischen oder auch eines topologi-
schen Raums heif3t dicht genau dann, wenn ihr Abschluf} der ganze Raum ist.

Satz 10.2.7 (Stone-Weierstra}). In der Ringalgebra aller stetigen reellwertigen
Funktionen auf einem kompakten Raum liegt jede Unterringalgebra, die die Punk-
te unseres Raums trennt, bereits dicht in Bezug auf die Metrik der gleichmdfligen
Konvergenz.

Ergdnzung 10.2.8. Ich erwihne noch eine Variante dieses Satzes, die man oft in
der Literatur findet, die jedoch im weiteren Verlauf dieser Vorlesung nicht von
Belang ist. Statt einer Unterringalgebra konnten wir mit einer Unteralgebra ar-
beiten und voraussetzen, daf es fiir jedes z € X ein a € A gibt mit a(z) # 0.
Man sagt dann, A habe , keine simultane Nullstelle®. Unser Beweis funktioniert
im wesentlichen auch unter diesen Voraussetzungen, man muf3 dazu nur Lem-
ma 10.2.11 verfeinern zur Aussage, da3 p. sogar ohne konstanten Term gefunden
werden kann, und muB3 in Schritt 3 etwas feiner argumentieren.

Korollar 10.2.9 (Approximationssatz von WeierstraB}). Ist X C R" eine kom-
pakte Teilmenge und f : X — R eine stetige Funktion, so gibt es fiir jedes ¢ > 0
eine Polynomfunktion p € R[xq, ..., x,] mit

p(z) — flx)] <e VreX
Beweis. Das folgt sofort aus dem Satz von Stone-Weierstral3 10.2.7. [

Beweis des Satzes von Stone-Weierstrafs. Sei X unser kompakter Raum und A C
C(X,R) unsere Unterringalgebra. Wir ziehen uns zunichst auf den Fall zuriick,
daB A in C(X,R) abgeschlossen ist, und zeigen dazu:

Lemma 10.2.10. Ist X kompakt und A C C(X,R) eine Unteralgebra, so ist auch
der Abschlufs A von A eine Unteralgebra.

Beweis. Nach 6.4.11 ist A genau die Menge aller stetigen Funktionen a : X — R
derart, daf es eine Folge a,, aus A gibt, die gleichmiBig gegen a konvergiert. Sei
b ein weiteres Element von A und b,, eine Folge aus A, die gleichmiBig gegen
b konvergiert. Wir behaupten, da dann auch a, + b, gleichméBig gegen a +
b konvergiert und a,b, gleichmifig gegen ab. Den Beweis der ersten Aussage
iiberlassen wir dem Leser. Fiir die Zweite benutze man die Abschitzung

lab = anbull < la = an| - [bn]l + lla]l - b= ba
< (bl + 1+ [lal])
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falls gilt || — a,|| <&, ||b—bn]| <eunde < 1. O

Erfiillt also eine Unterringalgebra A C C(X,R) die Bedingungen im Satz von
Stone-WeierstraB, so ist auch ihr AbschluB A eine Unterringalgebra und trennt a
forteriori die Punkte von X. Um den Satz von Stone-Weierstrall zu beweisen reicht
es demnach aus, wenn wir unter der zusitzlichen Annahme A abgeschlossen die
Gleichheit A = C(X,R) zeigen. Um weiterzukommen, zeigen wir zunéchst ein-
mal einen Spezialfall des Approximationssatzes von Weierstral durch ein direktes
Argument.

Lemma 10.2.11. Fiir ein beliebiges positives ¢ > 0 gibt es ein Polynom p = p.
mit |\/x — p(z)| <e Va€0,1].

Erster Beweis. Seie > 0 gegeben. Da /x gleichmiBig stetig ist auf [0, 2], finden
wirn € (0,1) mit

Wz — vz +n <e/2 Voel0,1]

Da die Taylorreihe von y/z um den Entwicklungspunkt 1 nach 5.1.19 auf dem In-
tervall [, 14-n] gleichmiBig gegen /x konvergiert, finden wir weiter ein Polynom
p mit

VT +1n—p) <e/2 Vrel0,1] O

Zweiter Beweis. Bei der folgenden Alternative mufl man etwas mehr denken, aber
nichts wissen iiber die Konvergenz von Taylorreihen. Wir konstruieren induktiv
eine Folge von Polynomen durch py(z) = 0, ppy1(2) = pu(x)+(1/2) (2 —pnu()?)
und behaupten, daB diese Folge auf [0, 1] gleichmiBig gegen /x konvergiert. In
der Tat gilt ja

Put1 = P+ (V& = pa) (Vo +pa) /2

und dieser Gleichung sehen wir an, daf fiir z € [0, 1] gilt

pp<p<...<Vw

denn es folgt induktiv (/= — p,) > 0und (/x + p,)/2 < 1. Andererseits folgt
aus unserer Gleichung auch

(VT = pny1) (VT —pn)(2 = V7 —pp)/2

< (Va-p)2—va)/2

und somit konvergiert unsere Folge p,, auf jedem Intervall [a, 1] mit 0 < a < 1
gleichmissig gegen /2. Dann muB3 mit etwas Nachdenken unsere Folge aber auf
ganz [0, 1] gleichmissig gegen /2 konvergieren. O
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Nun zeigen wir den Satz von Stone-Weierstrall 10.2.7 fiir eine abgeschlossene
Unterringalgebra A, auf diesen Fall hatten wir uns ja bereits zuriickgezogen, in
fiinf Schritten. Gegeben a € C(X,R) bezeichne |a| € C(X,R) die Funktion
x + |a(z)| und ||a|| € R die Supremumsnorm von a.

1. Wir zeigen a € A = |a| € A. Dazu schreiben wir a = Ab mit A € (0, c0) und
|6]| < 1 und erhalten |a| = AV/b2. Nach Lemma 10.2.11 gibt es eine Folge p, von
Polynomen, die auf [0, 1] gleichmiBig gegen +/x strebt, und dann strebt Ap,, (b%)
auf X gleichmiBig gegen |a|. Da A eine Unteralgebra ist, liegen alle Ap,,(b*) auch
in A, und da A abgeschlossen ist unter gleichméBiger Konvergenz, folgt |a| € A.

2. Wir zeigen a,b € A = sup(a,b) € A, inf(a,b) € A. In der Tat gilt

sup(a,b) = 1/2(a+b+[a —b])
inf(a,b) = 1/2(a+b—|a—1b|)

3. Fiir © # y zwei verschiedene Punkte aus X und o, 5 € R gibtes a € A mit
a(x) = a, a(y) = S. In der Tat betrachte man die R-lineare Abbildung

A — R?
a — (a(z),a(y))

Da A Punkte trennt, gibt es a € A mit a(x) # a(y). Da die Konstanten zu A
gehoren, liegt jedoch auch (1, 1) im Bild unserer linearen Abbildung. Damit ent-
hilt das Bild unserer linearen Abbildung zwei linear unabhingige Vektoren und
ist folglich ganz R?.

4. Fiir beliebige f € C(X,R),z € X und ¢ > 0 gibtes a, € A mit a,(z) = f(x)
und

az(y) < fy) +e Vye X
In der Tat, fiir alle y € X finden wir a,, € A mit a, ,(x) = f(x) und a, ,(y)
f(y). Auf einer geeigneten offenen Umgebung U, von y gilt dann a, (%)

f(2) + ¢ Vz € U,. Da X kompakt ist, gibt es nun £ C X endlich mit X
U, ez Uy- Dann nehmen wir a, = inf,cp a,,, und haben unser a, gefunden.

Al

5. Fiir beliebiges f € C(X,R)und e > 0 gibtes a € Amit |ja— f|| < . Sei in der
Tat fiir jedes x € X ein a, wie eben gewihlt. Dann hat jeder Punkt x € X eine
offene Umgebung V, mit f(z) —e < a,(z) < f(z)+¢ Vz € V, wobei die zweite
Ungleichung sogar gilt fiir alle z € X. Da X kompakt ist, gibt es wieder F' C X
endlich mit X = | J, . V5. Ist X nicht leer, so nehmen wir nun & = sup,¢p a,
und haben unser a gefunden. Der Fall X = () ist eh unproblematisch. 0

10.2.12. Gegeben ein Kompaktum X bezeichne C(X) die C-Ringalgebra aller
stetigen komplexwertigen Funktionen auf X mit der Supremumsnorm.
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Zum Beweis von 10.2.7, Schritt 4
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Korollar 10.2.13 (Stone-WeierstraB im Komplexen). In der Ringalgebra al-
ler stetigen komplexwertigen Funktionen auf einem kompakten Raum liegt jede
komplexe Unterringalgebra, die die Punkte unseres Raums trennt und die stabil
ist unter der komplexen Konjugation, bereits dicht in Bezug auf die Metrik der
gleichmdfligen Konvergenz.

Beweis. Sei X unser kompakter Raum und B C C(X) unsere komplexe Un-
terringalgebra, die die Punkte von X trennt und stabil ist unter der komplexen
Konjugation, in Formeln b € B = b € B. Wir wenden den Satz von Stone-
Weierstral 10.2.7 an auf A := B N C(X,R). Aus b € B folgt Reb,Imb € A,
denn es gilt Reb = (b+b)/2und Imb = (b—b)/2i. Also trennt auch unser A die
Punkte von X. Fir f € C(X) finden wir u,v € A mit |Re f(z) — u(z)| < ¢/2
und |Im f(z) — v(x)| < €/2 fur alle v € X, setzen b = u + iv und folgern
If =0l <e. B

Korollar 10.2.14. Das C-Erzeugnis der (z"), ¢z liegt dicht im Raum C(S') der
stetigen komplexwertigen Funktionen auf der Kreislinie S* := {z € C | |z| = 1}
in Bezug auf die Metrik der gleichmdfligen Konvergenz.

Beweis. Wegen z = z~! fiir alle = € S folgt das aus dem Satz von Stone-
Weierstral3 fiir komplexwertige Funktionen 10.2.13. [

Definition 10.2.15. Eine Funktion f : R — C der Gestalt ¢ — > "_" d, """ mit
d, € C heiBle ein trigonometrisches Polynom.

Satz 10.2.16 (Dichtheit trigonometrischer Polynome). Gegeben cine stetige
Funktion f : [0,2r] — C mit f(0) = f(2m) gibt es fiir beliebiges ¢ > 0 ein
trigonometrisches Polynom g = g. mit

|f(z) —g(x)| <e Vxel0,2n]

Beweis. Sei S' = {z € C | |z| = 1} der Einheitskreis in der komplexen Ebene.
Wir betrachten die Abbildung F : [0, 27| — S*, t — e'?, die anschaulich gespro-
chen ,,unser Intervall zu einer Kreislinie zusammenbiegt*. Das Vorschalten von £
liefert eine Bijektion

(0 E): C(S") = {f ec([o,2a]) | f(0) = f(2m)}

Das kann man unschwer direkt einsehen und auch formal aus dem anschlieenden
Lemma 10.2.17 folgern. Unter unserer Bijektion entsprechen nun die trigonome-
trischen Polynome auf [0, 27| genau den Funktionen der Form >_'_ d,z" auf

v=—n

der Kreislinie S!. Der Satz folgt aus Korollar 10.2.14. [
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Lemma 10.2.17. Ist f : X — Y eine stetige Surjektion von kompakten metri-
schen Rdumen, so ist eine Abbildung g : Y — Z in einen weiteren metrischen
Raum Z stetig genau dann, wenn g o [ stetig ist.

Vorschau 10.2.18. Das gilt auch allgemeiner und mit fast demselben Beweis,
wenn wir statt metrischen Raumen topologische Rdume betrachten und zusitz-
lich Y Hausdorff annehmen, vergleiche etwa [ ]

Beweis. Das Problem ist nur, die Stetigkeit von g aus der Stetigkeit von g o f zu
folgern. Da f surjektiv ist, gilt fiir jede Teilmenge A C Z offensichtlich

g ' (A) = f((go /) (A)

Ist A abgeschlossen in Z, soist (go f)~*(A) abgeschlossen in X wegen der Stetig-
keit von g o f, also kompakt nach 7.1.8. Dann ist f((g o f)~'(A)) kompakt nach
7.1.11 als Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung, mithin
abgeschlossen nach 7.1.8. Zusammenfassend haben wir gezeigt, dal das Urbild
g 1(A) einer abgeschlossenen Teilmenge A C Z abgeschlossen ist in Y. Daraus
folgt mit 6.7.6 die Stetigkeit von g. [

10.3 Konvergenz der Fourierreihe

10.3.1. Wir verwenden im folgenden die Begrifflichkeit der Skalarprodukte, wie
sie etwa in [ ] eingefiihrt wird.

Definition 10.3.2. Wir versehen den komplexen Vektorraum V' = C([0, 27]) aller
stetigen Funktionen f : [0, 27r] — C mit dem Skalarprodukt

2

1
<fag>:% 0 f.g

Die zugehorige Norm notiert man in diesem Fall mit || f||2 := /(f, f).

10.3.3. Unsere Formeln aus dem Beweis von 10.1.3 besagen genau, daB die e®
mit ¥ € Z in diesem Raum ein Orthonormalsystem im Sinne von [ ]
bilden, in Formeln

L v=y

0 sonst.

<ei’m,eilw> — {

Die Fourier-Koeffizienten schreiben sich nun kiirzer ¢, = (e“, f). Indem wir
jeder stetigen Funktion f : [0,27] — C die Familie ihrer ,,Fourierkoeffizienten*
zuordnen, in Formeln f"(v) := (e"®, f), erhalten wir eine Abbildung
C([0,27]) — Ens(Z,C)
f = f
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Satz 10.3.4 (Quadratische Summierbarkeit der Fouriereihe). Gegeben eine
stetige Funktion f : [0, 2n] — C mit Fourierkoeffizienten c, := (e, f) gilt

f _ cheiua:

im Sinne der Summierbarkeit nach 10.1.5 im komplexen Vektorraum C(|0, 27]) mit
seiner Skalarproduktnorm || ||».

Beweis. Fir alle endlichen Teilmengen [/ C Z konnen wir f nach [ ]
zerlegen in seine Projektion auf den von allen ¢!¥* mit v € I aufgespannten Teil-
raum von C([0, 27]) und einen auf diesem Teilraum senkrechten Anteil,

f:ZCVeiVx—i_ (f_zcyeiux>

vel vel

Wir nehmen nun zunichst zusitzlich f(0) = f(27) an. Fur alle ¢ > 0 finden
wir dann nach 10.2.16 eine endliche Teilmenge /. C Z und ein trigonometrisches
Polynom g = > _, d, " mit

[f(z) —g(x)] <e Vz

Es folgt sofort || f — g||2 < £. Da in einem Skalarproduktraum nach [ ]

die orthogonale Projektion eines Vektors auf einen endlichdimensionalen Teil-
raum stets die bestmdgliche Approximation durch Vektoren dieses Teilraums ist,
folgt fiir alle endlichen J D I erst recht

f— ch/eiux

veJ

ZIGIE

<e€

2

Das zeigt die Behauptung im Fall f(0) = f(27). Im Fall f(0) # f(27) miissen
wir noch eine zusitzliche Verrenkung machen und zunéchst eine stetige Funktion
f finden mit f(0) = f(27r) sowie Hf — fll2 < €. Dann gibt es wieder ein trigo-
nometrisches Polynom g mit ||f — g||, < &, also || f — g2 < 2, und der Beweis
kann wie zuvor zu Ende gefiihrt werden. [

Korollar 10.3.5. Sei f : [0,27] — C stetig und seien ¢, = (e, f) seine Fou-
rierkoeffizienten. So gilt || f||5 = >,z lcu|*

Beweis. Die Differenz || f||2 — > '~" |c,|? ist das Quadrat eines Ausdrucks, von

v=—n

dem wir gerade gezeigt haben, daf} er gegen Null strebt. [

Satz 10.3.6 (Ein Fall von gleichmiBiger Konvergenz der Fourierreihe). Gege-
ben eine stetig differenzierbare Funktion f : R — C mit der Periode 21 konver-
giert die Fourierreihe von f gleichmdifiig gegen f.
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10.3.7. Der Satz gilt mit fast demselben Beweis auch noch, wenn unsere Funktion
nur ,.stiickweise stetig differenzierbar* ist, wenn es also Punkte 0 = a9 < a; <
... < ap = 27 gibt derart, da} die Einschrinkung von f auf jedes der Intervalle
[ai, a;y1] stetig differenzierbar ist. Die Details mag der Leser zur Ubung selbst
ausarbeiten.

Beweis. Die Fourier-Koeffizienten ¢, = (e, f) von f ergeben sich fiir v # 0
aus den Fourier-Koeffizienten ¢/, = (e*, f’) von f’ durch partielles Integrieren

zu
1 27 ) 1 2T g1 —ivx st
C, = — flz)e"de = —— / (x).e dz = —
2m Jo 2m Jo —iv v

Fiir beliebige o, 8 € C gilt jedoch 2|aS| < (Ja]* + |B]?) und es folgt

1
Z ’C,,| < ‘Cg| + Z (; + ’c:/|2> < 00

v#0

Also konvergiert die Funktionenfolge "' ¢, e gleichmiBig gegen eine steti-
ge Funktion g. Natiirlich konvergiert unsere Funktionenfolge erst recht auf jedem
kompakten Intervall in Bezug auf die Norm || || gegen diese Funktion g. Aus

10.3.4 folgt dann g = f und wir sind fertig. O]

Vorschau 10.3.8. Fassen wir eine stetig differenzierbare 27-periodische Funktion
f als eine Funktion auf dem Einheitskreis auf und nehmen sie reellwertig an,
so gilt fiir ihre Fourier-Koeffizienten offensichtlich c_,, = ¢,. Sie konnen zum
Beispiel in [ ] lernen, warum die Formel

P(z) =co+ Z A
v=1
dann die eindeutig bestimmte ,,stabile Warmeverteilung mit Randverteilung f auf
der Einheitskreisscheibe‘ beschreibt. In diesem Zusammenhang hat Fourier, von
dem erzihlt wird, daf} er hiufig frostelte, urspriinglich die heute nach ihm benann-
ten Reihenentwicklungen gefunden und in seinem Werk ,,Théorie analytique de
la chaleur* ver6ffentlicht.

10.3.1 Ubungen

Ubung 10.3.9. Wir definieren den Schwarzraum S(Z) C Ens(Z,C) als den
Raum aller Abbildungen (ay,),ez mit Y., _, [n*a,| < oo fiir alle & € N. Man zei-
ge, daB die Entwicklung in eine Fouriereihe (a,,) — f mit f(t) := >, an,e™
einen Isomorphismus induziert zwischen dem Schwarzraum S(Z) und dem Raum
der beliebig oft differenzierbaren 27-periodischen Funktionen R — C. Hinweis:
Man gehe den Beweis von 10.3.6 nochmal durch.
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