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1 Ableitungen in mehreren Verianderlichen

1.1 Partielle Ableitungen und Gradient

Definition 1.1.1. Sei A C R" eine Teilmenge, f : A — R eine Funktion und
p= (p1,...,pn) € AecinPunkt. Sei {h € R | p + he; € A} halboffen in R. Wir
nennen dann f partiell differenzierbar bei p nach der i-ten Variablen, wenn
die Funktion x — f(p1,...,Pi—1, T, Pis1,---,Dn) differenzierbar ist bei x = p;.
Die Ableitung dieser Funktion heif3t dann die i-te partielle Ableitung von f und
wird notiert

af . . f(p177pz+h77pn>_f<pl77plaupn)
(Di H)p) = 5-(p) = Jim h
1.1.2. Diese partiellen Ableitungen sind, soweit sie existieren, wieder reellwertige
Funktionen. Um daf zu berechnen mufl man sich nur vorstellen, alle z; mit j #
¢ seien Konstanten. Zum Beispiel berechnen wir die partiellen Ableitungen von

f(z,y) = xsin(zy) und erhalten

% = sin(xy) + xy cos(zy)
‘3—5 = 2?cos(zy)

Dieses Beispiel zeigt auch die Vorteile der Notation a% gegeniiber der etwas exak-
teren Notation D;, bei der man stets eine Reihenfolge der Variablen festlegen muf3
und schneller in Indizes ertrinkt. Im Fall, dal weder die Variablen noch die Funk-
tion selbst bereits Indizes tragen, benutzt man auch die sehr konzise Schreibweise

of
ox

Erginzung 1.1.3. Allgemeiner definiert man ebenso auch partielle Ableitungen
fiir Abbildungen f von einer Teilmenge A C R" in einen beliebigen normierten
Vektorraum. Diese partiellen Ableitungen sind dann, soweit sie existieren, Abbil-
dungen 5~ of - in denselben normierten Vektorraum.

= f

1.14 (Dlskussmn der Notation). Ich will an einem Beispiel erldutern, aus wel-
chem Grund es sinnvoll ist, im Fall mehrerer Veridnderlichen unsere bisherige No-
tation f—x zu d% abzuindern. Denken wir uns einen Wanderer auf einer Wanderung
durch die Alpen, bei der schlechtes Wetter aufkommt. Der Luftdruck D = D(¢, h)
hiingt dann sowohl von der Zeit als auch von der Hohe ab. Macht unser Wande-
rer zum Zeitpunkt ¢ = ¢, in der Hohe h = hy eine Pause, so dndert sich der
Luftdruck, den sein Barometer mift, mit der Rate 2 (to, ho). Geht er jedoch zum

Zeitpunkt ¢ = t, bergab oder bergauf und gibt die Funkuon h(t) seine Hohe zum
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Veranschaulichen wir uns eine reellwertige Funktion von zwei reellen
Verinderlichen durch ihren Graphen, eine ,.hiigelige Landschaft®, im Bild etwa
f(z,y) = 3 sin((1 — y)x), so mag man sich die partielle Ableitung % an einer

Stelle denken als die Steigung an besagter Stelle einer Stralle, die besagte
hiigeliger Landschaft in Richtung der z-Achse durchquert. Zum Beispiel wire
diese partielle Ableitung an der Stelle (0, 1/2) in unserem Fall die Steigung der
gestrichelt eingezeichneten Stralle an ihrem Beginn auf der y-Achse.



Zeitpunkt ¢ an, so dndert sich der Luftdruck, den sein Barometer mif3t, mit der Ra-
te & 1y, (D(t, h(t))). Wir werden zeigen, daB sich diese Rate auch ausdriicken
148t in der Gestalt %’t:to (D(t,h(t))) = %—lg(to, h(to)) + h’(to)%—f(to, h(tp)). In
Kurzschreibweise gilt also

dD oD dh 0D

at ot Tt o
Der Zweck der Variation unserer Notation liegt nun eben darin, da3 mit ihr sol-
che Verkiirzungen verstédndlich bleiben. Um die behauptete Formel zu beweisen,
fiihren wir den Begriff des Differentials ein, studieren seinen Zusammenhang mit
den partiellen Ableitungen und erhalten unsere Formel als Korollar 1.5.4 der Ket-
tenregel fiir Differentiale.

Definition 1.1.5. Ist A @ R" eine offene Teilmenge und f : A — R eine auf ganz
A nach jeder der n Variablen partiell differenzierbare Funktion, so definieren wir
den Gradienten von f als die Abbildung

gradf: A — R"
( T
r (%(z),...,%ﬂ(x))

1.1.6. Man beachte, daB} in dieser Definition das Symbol z fiir ein Element des R"
steht und nicht wie zuvor fiir eine reelle Zahl. Ich stelle mir grad f meist vor als
ein Vektorfeld, das also jedem Punkt aus A einen Vektor aus dem R" zuordnet.
Das ist auch der Grund dafiir, daB} ich in obiger Definition den Zeilenvektor in
einen Spaltenvektor transponiert habe. Denken wir uns im Fall n = 2 den Graphen
von f als eine Hiigellandschaft, so zeigt grad f stets in die Richtung, in der es am
steilsten den Berg hinaufgeht, und ist desto linger, je steiler es hinaufgeht. Diese
Anschauung wird durch Bemerkung 1.5.6 formalisiert.

1.1.7. Der Begriff des Gradienten ist nur fiir reellwertige Funktionen auf dem
R™ sinnvoll. Bereits reellwertigen Funktionen auf abstrakten endlichdimensiona-
len reellen Vektorraumen kann nicht mehr sinnvoll ein Gradient in Gestalt eines
Vektorfeldes zugeordnet werden. Ich vermeide deshalb im folgenden nach Mog-
lichkeit den Begriff des Gradienten und arbeite stattdessen mit den sogenannten
,Differentialen®, die in sehr viel grolerer Allgemeinheit definiert sind. Die Bezie-
hung zwischen Differentialen und Gradienten wird in 1.2.8 und 5.2.6 besprochen.

Ubungen

Ubung 1.1.8. Sei R(z,y) = >, ; c;;z'y’ ein Polynom in zwei Variablen mit re-
ellen Koeffizienten c;; € R. Man zeige: Gibt es eine nichtleere offene Teilmenge
A @ R? derart, daB gilt R(p) = 0 Vp € A, so ist R das Nullpolynom, in Formeln
Cij = 0 VZ, ]



Einige Niveaulinien und das Gradientenfeld eines Hiigels, hier moglicherweise
der Funktion 14/1 — 2% — y? auf der Kreisscheibe z* + y* < 3.



1.2 Das Differential

1.2.1 (Vom Nutzen allgemeiner normierter Riume). Wir werden es vorerst
nur mit endlichdimensionalen normierten Vektorrdumen zu tun haben. Ich arbei-
te dennoch hier und im folgenden mit beliebigen normierten Vektorrdaumen, weil
das zum Ersten in keiner Weise schwieriger ist, weil es zum Zweiten einen grofe-
ren Abstand zum uniibersichtlichen Gestriipp der Koordinaten schafft, und weil es
zum Dritten bei unserer Behandlung von Differentialgleichungen 7.5.3 in dieser
Allgemeinheit gebraucht wird. Noch natiirlicher wire es, mit Abbildungen zwi-
schen affinen Raumen X, Y im Sinne von [ ] zu arbeiten, deren Rich-
tungsrdume X , Y jeweils mit einer Norm versehen sind, und das Differential als
eine lineare Abbildung zwischen diesen Richtungsraumen zu erklédren. Ich werde
diesen Gesichtspunkt im folgenden andeuten, indem ich schlicht von ,,normierten
Riumen* rede und Symbole ohne Pfeil schreibe, wenn man ebensogut affine Rau-
me mit normiertem Richtungsraum betrachten konnte, Symbole dahingegen mit
Pfeil schreibe, wenn der zugehorige Richtungsraum gemeint ist. Ich denke auch,
daf die sorgfiltige Trennung von Punkten und Richtungsvektoren in diesem Zu-
sammenhang zur Klarheit beitragen kann.

Definition 1.2.2. Seien X, Y normierte reelle Riume, A @ X eine offene Teil-
menge, f : A — Y eine Abbildung und p € A ein Punkt. Eine Abbildung f
heifit differenzierbar oder genauer Frechet differenzierbar bei p, wenn es eine
stetige lineare Abbildung L : XY gibt derart, daB gilt

iy S +9) — fp)) — Lo

- =0
70 141

mit einem iiber Richtungsvektoren v € X zu verstehenden Limes.

1.2.3. Gleichbedeutend und Vieilleich;[ anschaulichgr ist die Forderung, daf es eine
stetige lineare Abbildung L : X — Y sowie eine Y -wertige Abbildung ¢ gibt mit

lim; ,5¢(v) = 0 und

f(p+0) = f(p) + Lt + [|v]|e(V)

Hier ist implizit mit zu verstehen, dal die Abbildung ¢ definiert sein soll auf der
Menge aller v € X mit p+ v € A. Weil wir in der Definition fordern, dal L stetig
sein soll, ist jede bei p differenzierbare Abbildung bei p auch stetig. Die Stetigkeit
von L ist im iibrigen spdter auch notwendig fiir die Giiltigkeit der Kettenregel
1.3.1. Im folgenden lasse ich die Pfeile iiber den Richtungsvektoren meist weg.
Die lineare Abbildung L ist eindeutig bestimmt, wenn sie existiert, da man fiir
beliebiges w € X durch Einsetzen von ¢ = tu zur Formel

L — 1 L P t0) = f(p)
t—0 t




gelangt. Diesen Grenzwert in Y hinwiederum nennt man, wann immer er exis-
tiert, die Richtungsableitung von f bei p in Richtung v und kiirzt ihn ab mit
(Dzf)(p). Das D steht hier fiir englisch directional derivative. Anschaulich mif3it
diese Richtungsableitung im Fall Y = R, wie schnell unsere Funktion wichst
bzw. abnimmt, wenn wir von p aus in der Richtung v gehen. Es gilt allerdings
zu beachten, daB3 unsere Richtungsableitung keineswegs nur von der Richtung
des Vektors ¢ abhingt, sondern durchaus auch von seiner Linge. Die lineare Ab-
bildung L selbst heit das Differential von f bei p oder auch die an f bei p
tangentiale Abbildung und wir bezeichnen sie mit

L=d,f

Es mag dem Verstindnis helfen, statt ¢ das Symbol dp zu verwenden. Dann liest
sich unsere Definition des Differentials

f(p+dp) = f(p) + (dpf)(dp) + [|0plle(dp)

1.2.4 (Diskussion der Notation). Fiir das Differential, das wir hier mit d, f be-
zeichnen, findet man in der Literatur auch die alternativen Notationen (D f)(p)
und f'(p). Das vorstehenden Beispiel 1.2.17 erkldrt, warum ich die Notation d,, f
vorziehe. Einen zusitzlichen Grund findet man in 5.3.7: Dort wird erklart, in wel-
chem Sinne das Symbol dz, das wir bisher beim Integrieren nur benutzt haben,
um die Integrationsvariable auszuzeichnen und die Substitutionsregel leichter zu
erinnern, eigentlich das Differential der Funktion R — R, z — x bedeutet. Ich
stelle mir aber schon die Frage, ob die Notation T, f nicht noch besser wire, da
sie einerseits gut zur spiter eingefithrten Notation fiir den ,,Tangentialraum* paft,
und man andererseits so den Buchstaben d der ,,Cartan’schen dufleren Ableitung*
zur alleinigen Verwendung iiberlassen konnte.

1.2.5. Sind X, Y bereits selbst normierte Vektorrdaume, so benutzt man in diesem
Zusammenhang meist die kanonischen Identifikationen X = XundY Y aus
[ ] , um unser Differential an einer Stelle p als eine lineare Abbildung
d,f : X — Y aufzufassen.

Beispiel 1.2.6. Fir f : R® — R oder allgemeiner f : R” — R™ differenzierbar
existieren insbesondere unsere partiellen Ableitungen und sind gerade die Rich-
tungsableitungen in Richtung der Einheitsvektoren e;, in Formeln

of
8@

(p) = (De,f)(p)
Dasselbe gilt auch, wenn f nur auf einer offenen Teilmenge von R™ definiert ist.

Umgekehrt werden wir in 1.5.1 sehen, wie man aus der Existenz und Stetigkeit
der partiellen Ableitungen die Existenz des Differentials folgern kann.
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Dies Bild soll die Bedeutung des Differentials in der Anschauung einer
Abbildung ,,als Abbildung* verdeutlichen. Wir betrachten die

Polarkoordinatenabbildung f : R.q x (0,27) — R?, (r,9) — (r cos 9, rsind).

Ihr Differential an der Stelle p = (r,9) = (13, %) wird beschrieben durch die

Jacobi-Matrix
cost¥ — rsind 0 —12
[dpf]={ .. = :
sind  rcosv 1 0
Die Pfeile im Bild sollen zeigen, daf} das in der Tat diejenige lineare Abbildung

L ist, fiir die fur kleines h die Abbildung p + h — f(p) + Lh unsere Abbildung
p+ h— f(p+ h) besonders gut approximiert.
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1.2.7. Seien X, Y normierte reelle Rdume, A @ X eine offene Teilmenge, f :
A — Y eine Abbildung und p € A ein Punkt. Wenn das Differential d, f existiert,
so existieren insbesondere auch alle Richtungsableitungen und es gilt

(Do f)(p) = (dpf)(v)

fiir alle v € X. Nennen wir eine Abbildung einfach nur differenzierbar, so ist
die Differenzierbarkeit an jeder Stelle gemeint. Die Ableitung oder genauer das
Differential einer differenzierbaren Abbildung f : U — R™ fiir U @ R" ist nun
eine Abbildung U — Hom(R",R™), p — d,f. Fiir jede fest vorgegebene Stelle
p € U ist weiter die darstellende Matrix des Differentials d, f : R” — R™ nach
[LAT] die Matrix mit den Spaltenvektoren (d, f)(€;) = g—i(p). Hat unsere
Abbildung also die Gestalt f = (fi,. .., f,,) mit Funktionen f; : U — R, so hat

die darstellende Matrix der linearen Abbildung d,,f die Gestalt
L) .. )
[dpf] =
o) o Hm)

Diese Matrix heifit die Jacobi-Matrix unserer Abbildung. Wir denken uns in die-
sem Zusammenhang Vektoren stets als Spaltenvektoren und hitten etwas pedan-

tisch wohl auch besser f = (f1,..., fm)' schreiben sollen, um das nocheinmal
zu betonen. Fiir die Jacobi-Matrix findet man héufig auch die Notation

a(fl; < 7fm)

8(951, N ,[L‘n)

In der Literatur werden unsere differenzierbaren Abbildungen vielfach total diffe-
renzierbar genannt, um sie abzugrenzen von den partiell differenzierbaren Ab-
bildungen, bei denen nur die Existenz aller partiellen Ableitungen gefordert wird.
Unser Differential heifit in manchen Quellen genauer das totale Differential.
Wenn Thnen die Identifikation von Matrizen mit linearen Abbildungen R — R"
aus [ ] und [ ] einmal richtig in Fleisch und Blut iibergegangen
ist, werden Sie sich auch nicht mehr daran storen, wenn wir spéter einmal mit d,, f
sowohl das Differential als auch die Jacobi-Matrix bezeichnen.

1.2.8 (Totales Differential und Gradient). Im Spezialfall einer reellwertigen Ab-
bildung f : U — R, die auf einer offenen Teilmenge U @ R"™ definiert ist, ist die
Jacobi-Matrix die Zeilenmatrix

W= (2w 5t0)

11
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Dieses Bild soll das Differential einer Abbildung R — R veranschaulichen,
genauer der Abbildung f : R* — R gegeben durch x +— 2/x an der Stelle x = 1.
Nach der allgemeinen Theorie wird in diesem Fall das Differential gegeben
durch die (1 x 1)-Matrix [d, f] = (f’(p)) mit dem einzigen Eintrag f'(p). In
unserem Fall hitten wir etwa [d; f] = (—2). Im Bild habe ich versucht, unsere
Abbildung sowohl durch ihren Graphen als auch als echte Abbildung, in unserem
Fall einem ,,Umdrehen und Verzerren der Zahlengeraden®, zu veranschaulichen.
Ein kleiner von 1 ausgehender Richtungsvektor wird dann in etwa und im
Grenziibergang ganz genau auf das Doppelte seines Negativen abgebildet. Das
will unser Bild anschaulich machen.
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Sie kann auch als die ,,Transponierte des Gradienten* verstanden werden, der ja
als Vektor in unseren Konventionen a priori als eine Spaltenmatrix aufzufassen ist.
Im Fall des R" kann eben der Dualraum in natiirlicher Weise mit dem Raum selber
identifiziert werden, so dal} wir die Linearform d, f auch als einen Vektor auffas-
sen konnen und die Zuordnung p — d, f auch als das Vektorfeld, das wir bereits
in 1.1.6 das ,,Gradientenfeld*“ genannt haben. Im Fall eines abstrakten endlichdi-
mensionalen reellen Raums X und einer reellwertigen Abbildung f : U — R,
die auf einer offenen Teilmenge U @ X definiert ist, geht das jedoch nicht mehr.
Die Zuordnung p ~— d, f ist dann zwar, unter den entsprechenden Differenzier-
barkeitsannahmen, immer noch eine sinnvoll definierte Abbildung U — X* von
U in den Dualraum des Richtungsraums X von X , eben das Differential unserer
Abbildung f. Diese Abbildung kann aber nicht mehr in natiirlicher Weise mit ei-
nem Vektorfeld alias einer Abbildung U — X identifiziert werden. Abbildungen
U — X* fiir U @ X heiBen im ibrigen ,,Kovektorfelder auf U* und werden in
5.1.6 folgende noch ausfiihrlich besprochen werden.

Ergdinzung 1.2.9. Unser Differenzierbarkeitsbegriff dndert sich nicht, wenn wir
die Normen auf X und Y durch dquivalente Normen ersetzen. Das kann man sich
ohne grofle Miihe direkt iiberlegen, es wird aber auch formal aus der Kettenregel
1.3.1 folgen. Sind insbesondere X und Y endlichdimensional, so ist unser Diffe-
renzierbarkeitsbegriff nach [ ] unabhingig von der Wahl der Normen.

Definition 1.2.10. Eine Teilmenge A eines normierten reellen Raums X heif3t
halboffen, wenn es fiir jeden Punkt p € A eine nichtleere offene Teilmenge C' @
X gibt mit p + [0,1]C’ C A, wenn es also anschaulich gesprochen ein kleines
Kegelchen mit Spitze in p gibt, das ganz in A liegt.

1.2.11 (Differential fiir Abbildungen mit halboffenem Definitionsbereich). Ge-
geben eine halboffene Teilmenge A eines normierten reellen Raums X und eine
Abbildung f : A — Y in einen weiteren reellen Raum ist das Differential

df: X =Y

offensichtlich immer noch wohldefiniert. Formal folgt das zum Beispiel aus Ubung
[ ] , nach der ein normierter reeller Vektorraum von jeder nichtleeren
offenen Teilmenge erzeugt wird.

1.2.12 (Diskussion der Terminologie). Der Begriff ,,halboffen* kommt in der Li-
teratur sonst nicht vor. Er scheint mir jedoch niitzlich, da er hilft, Verkrampfungen
bei der Definition der Differenzierbarkeit auf abgeschlossenen Halbraumen und
dergleichen zu vermeiden. Eine Definition in dieser Allgemeinheit hinwiederum
bendtigen wir bei der Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung auf hthere Dimensionen in 6.8.2.

13
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Ein Kegelchen der Gestalt p + [0, 1]C' in der Papierebene, fiir C' die Menge aller
Richtungsvektoren, die von p ins Innere der ellipsenformigen Menge zeigen.

14



Ergdnzung 1.2.13 (Virtuelle partielle Ableitungen). Ist A C R” eine halboffene
Teilmenge und f : A — R differenzierbar, so setzen wir

L) = (e

auch dann, wenn gewisse partielle Ableitungen bei p recht eigentlich gar nicht ge-
bildet werden konnen, etwa weil die entsprechenden Geraden durch p die Menge
A nur in p treffen.

Beispiel 1.2.14. Das Differential einer stetigen affinen Abbildung ist an jeder Stel-
le ihr linearer Anteil. Ist also in Formeln ¢ : X — Y stetig und affin, so gilt
dy,p = ¢ fiir alle p € X. Insbesondere verschwindet das Differential einer kon-
stanten Abbildung an jedem Punkt und das Differential einer stetigen linearen
Abbildung ist an jedem Punkt die lineare Abbildung selbst.

1.2.15 (Anschauung fiir das Differential). Im allgemeinen kann man sich d,, f
vorstellen als ,,den linearen Anteil der affinen Abbildung, die unsere Funktion
in der Nihe der vorgegebenen Stelle bestmoglich approximiert* oder in anderen
Worten als ,,diejenige lineare Abbildung L, fiir die = — f(p) + L(x — p) unsere
Funktion x — f(z) in der Ndhe von p am besten approximiert“. Veranschaulichen
wir uns zum Beispiel eine Funktion f : R?> — R durch ihren Graphen, eine
hiigelige Landschaft, so ist die ,, Tangentialebene‘ an unsere hiigelige Landschaft
im Punkt (p, f(p)) im verschobenen Koordinatensystem mit Ursprung (p, f(p))
gerade der Graph des Differentials d, f : R? — R.

Beispiel 1.2.16. Fiir v : R — Y eine Abbildung von R in einen normierten Raum
Y wird unser d,y : R — Y gegeben durch Multiplikation mit dem Vektor +'(p)
aus [ ] , wir haben also in Formeln

Y (p) = (dpy)(1)

Spiter werden wir derlei Feinheiten meist ignorieren, die durch das Auswerten bei
1 gegebene kanonische Identifikation Hom(R, 37) = Y nicht mehr explizit ma-
chen und schlicht 7'(p) = d,y schreiben. Bereits bei reellwertigen Funktionen f
einer reellen Verdnderlichen hitten wir die Differenzierbarkeit bei p mit Ableitung
b auch dadurch charakterisieren konnen, daB gilt f(p + k) = f(p) + bh + |h|e(h)
fiir eine Funktion e, die stetig ist bei Null und die dort den Wert Null annimmt.
Dort konnten wir die Betragstriche um h noch ohne Schaden weglassen. Ist jedoch
h ein Vektor wie in unserer allgemeinen Situation, so sind die Betragstriche als da
heift das Bilden der Norm unumgiinglich, schon allein, da wir ja im allgemeinen
gar kein Produkt von Vektoren zur Verfiigung haben.

Beispiel 1.2.17. Ist X ein eindimensionaler reeller Raum, z : X — R ein Iso-
morphismus affiner Raume, f : X — Y eine differenzierbare Abbildung in einen

15



RIS

—
~% 4

Anschauliche Bedeutung des Differentials einer reellwertigen Funktion einer
reellen Variablen in der Veranschaulichung der Funktion durch ihren Graphen
nach 1.2.15. Der Graph des Differentials ist bis auf eine Verschiebung gerade die
Tangente.
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Anschauliche Bedeutung des Differentials einer reellwertigen Funktion von zwei
reellen Variablen in der Veranschaulichung der Funktion durch ihren Graphen
nach 1.2.15. Der Graph des Differentials ist bis auf eine Verschiebung gerade die
Tangentialebene. Der Wert des Differentials auf dem Vektor £ ist etwa der im
Bild durch eine geschweifte Klammer angedeutete Abstand oder noch genauer
die zugehorige positive reelle Zahl.
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normierten Raum Y und p € X ein Punkt, so erklidren wir den Differentialquo-
tient bei p durch die Vorschrift

% =dyfo (dpx)il

T=p

Hier meint (d,z)~! : R = X die Umkehrabbildung zu d,z : X < R und un-
ser Differentialquotient ist mithin eine lineare Abbildung R — Y, die wir meist
vermittels der durch das Auswerten bei Eins gegebenen Identifikation schlicht als
einen Vektor aus Y auffassen. Ist z die Identitit auf X = R, so ist unser Diffe-
rentialquotient nur eine andere Schreibweise fiir die Ableitung zum Zeitpunkt p.
Die allgemeinere Definition zeigt jedoch, wie gut unsere neue Notation d f fiir das
Differential vertraglich ist mit unserer alten Notation % fiir die Ableitung.

Erginzung 1.2.18. Ist T unsere Zeitachse aus [ ] und E unser Anschau-
ungsraum aus [ ] und v : T — E die mathematische Beschreibung der
Flugbahn einer unsterblichen Fliege, eine differenzierbare Abbildung zwischen
besagten reellen affinen Rdumen, so ist das Differential dieser Abbildung zu ei-
nem festen Zeitpunkt ¢ € T eine lineare Abbildung d;v : T — E, die man als
ein Element von Hom(?f‘, IE) auffassen kann oder mit [ ] auch als ein
Element von |E ® T*, das man dann die vektorielle Geschwindigkeit nennt. An
dieser Stelle mochte ich Sie am liebsten wieder einmal davon iiberzeugen, daf3 das
Abstrakte das eigentlich Konkrete ist.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.2.19. Das Differential bei der Nullmatrix der Exponential-
abbildung exp : Mat(n; C) — Mat(n; C) ist die Identitit, in Formeln gilt also
dpexp = id : Mat(n; C) — Mat(n; C). Man zeige das und zeige es allgemeiner
auch fiir die Exponentialabbildung auf dem Raum der stetigen Endomorphismen

eines beliebigen Banachraums aus [ ]
Ergiinzende Ubung 1.2.20. Eine Abbildung f : C — C ist komplex differen-
zierbar bei p € C im Sinne von [ ] mit Ableitung f’(p) € C genau

dann, wenn so f bei p differenzierbar ist im Sinne von 1.2.2 und sein Differential
d,f : C — C eine komplexlineare Abbildung. In diesem Fall ist das Differential
von f gerade die Multiplikation mit seiner komplexen Ableitung f'(p) aus [ ]

, in Formeln d,,f = (f'(p)-) : C — C. Analoges gilt, wenn f nur auf einer
halboffenen Teilmenge von C definiert ist.

Ergiinzende Ubung 1.2.21. Man erinnere die Polarzerlegung [ ] einer
invertierbaren Matrix A = UP mit U = U(A) orthogonal und P = P(A) sym-
metrisch positiv definit. Man zeige fiir das Differential bei der Einheitsmatrix der
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Abbildungen, die jeder invertierbaren Matrix ihre ihren orthogonalen beziehungs-
weise positiv definiten symmetrischen Anteil zuordnen, die Formeln d;U : D
(D—D")/2und d;P : D — (D + DT)/2. Im allgemeineren Fall der Polarzerle-
gung von Automorphismen eines Skalarproduktraums zeige man dieselbe Formel,
wo DT den zu D adjungierten Endomorphismus meint.

1.3 Kettenregel in mehreren Verinderlichen

Satz 1.3.1 (Kettenregel). Seien A, B, C' halboffene Teilmengen normierter reeller
Raume XY, Z. Seien f : A — Bund g : B — C Abbildungen und p € A ein
Punkt derart, daf3 f differenzierbar ist bei p und g differenzierbar bei f(p). So ist
auch g o f differenzierbar bei p und es gilt

dp(go f) = (df(p)9> o (dyf)

1.3.2. Es ist anschaulich klar, daf die bestmogliche affine Approximation an die
Verkniipfung g o f zweier Abbildungen f und g bei einer vorgegebenen Stelle p
gerade die Verkniipfung der bestmoglichen affinen Approximation an f bei p mit
der bestmoglichen affinen Approximation an g bei f(p) sein muB. Die Kettenre-
gel formalisiert diese Anschauung fiir die linearen Anteile unserer bestmdglichen
affinen Approximationen.

1.3.3. Sind unsere drei normierten Raume R", R™, R, so bedeutet die Kettenregel
die Identitdt der Jacobi-Matrizen

[dy(g 0 )] = [dsg] o [dpf]

oder ausgeschrieben die Identitit

Ageln(p) ... Aglh(p)

) - )
(D) e FE(f() o (O c ot ()
GE(f) - HE(f(p) Sep) . )

Beweis. Zur Vereinfachung setzen wir ¢ = f(p), L = d,f und M = d,g und

haben
flp+h) = f(p)+Lh +|hle(h)

glg+3) = glg)+Mj +|jln()
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fiir Abbildungen ¢ und 7, die stetig sind bei Null und die dort verschwinden. Wir
schreiben

flp+h)=q+jh)
mit j(h) = Lh + ||h||e(h) und erhalten durch Einsetzen
(gof)p+h) = glg+jh))
= g(q) + Mj(h) + [l7(h)|In(5(R))
= (g0 f)(p) + MLh + M|[hlle(h) + [l5(R)[In(i (h))
Wir sind fertig, sobald wir zeigen

. _ MW
}Zlir(l) Me(h) =0 und }lg% Wn(j(h)) =0

Der erste Grenzwert ergibt sich miihelos, h — Me(h) ist eben auch stetig bei
h = 0 und nimmt dort den Wert Null an. Um den zweiten Grenzwert zu berechnen,
schitzen wir erst ab ||7(h)|| < [|h]|(][L]] + |le(h)||) und dann

7AW
7]

Die rechte Seite ist wieder stetig bei h = 0 und nimmt dort den Wert Null an,
gleichbedeutend strebt sie also fiir 2 — 0 gegen Null, und nach dem Quetschlem-
ma [ ] strebt dann die linke Seite erst recht gegen Null. U

G DI < (LI e DI ()]

1.3.4. Speziell liefert die Kettenregel fiir stetiges lineares /M = ¢ die Formel
dp(M o f) = M o (d,f), noch spezieller folgt d,(Af) = A(d, f) fir A € R.

Ubungen

Ubung 1.3.5. Seien X,Y normierte reelle Riume. Sei A C X halboffen und
f A — Y differenzierbar. Liegt fiir zwei Punkte p, ¢ € A das ganze verbindende
Geradensegment [p, ¢] in A und ist die Operatornorm des Differentials von f auf
[p, ¢] beschrinkt durch eine Konstante K, in Formeln ||d, f|| < K Vz € A, so gilt

1f(p) = f(@)|l < K||p — q||. Hinweis: [AN1]

1.4 Weitere Ableitungsregeln

Proposition 1.4.1 (Komponentenregel). Seien X, Y1,Y, normierte Riume und
A C X eine halboffene Teilmenge und f = (f1, f2) : A — Y1 xY; eine Abbildung.
Genau dann ist f differenzierbar bei p € A, wenn f, und f, es sind, und dann gilt
fiir die Differentiale die Formel

dpf = (dpf1,dpfs) - X =V, X Yy
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1.4.2. Man beachte, daB (d, f1,d,f2) in Matrixschreibweise unter unseren Kon-
ventionen [ ] , anders als die Schreibweise suggerieren mag, als Spal-
tenmatrix von Homomorphismen aufzufassen wire.

Beweis. Die Projektionen pr; : X — Y] sind stetig und linear. Ist f differenzier-
bar bei p, so sind damit nach der Kettenregel auch die f; = pr, o f differenzierbar
bei p und die Kettenregel liefert zusitzlich d, f; = dy(,) pr; od, f = pr; od, f, also
d,f = (d, f1,d, f2). Sind umgekehrt f; und f, differenzierbar bei p mit Differen-
tialen L, und L5, so konnen wir nach Definition schreiben

filp + ) = fi(p) + Lih + |[hl[e:(h)

fiir geeignete Abbildungen ¢;, die stetig sind bei Null und die dort den Wert
£;(0) = 0 annehmen. Setzen wir L = (Lq,Ls) und € = (e1,&5), so ist L ist
stetig linear und ¢ stetig bei 0 mit Funktionswert £(0) = 0 und es gilt

fp+h) = f(p)+ Lh+||h]le(h)

Das bedeutet aber genau, daB f differenzierbar ist bei p mit Differential d,f =
L. O

1.4.3. Mit Induktion folgt die analoge Aussage fiir eine Abbildung f : A —
Y1 x...xY,, inein lingeres kartesisches Produkt normierter Riume. Insbesondere
ist eine Abbildung f = (f1,..., fm) : A — R™ differenzierbar bei p € A genau
dann, wenn alle f; es sind, und in diesem Fall gilt fiir die Differentiale die Formel

dof = (dpfi, ..., dpfm) : X = R™

Wieder ist hier (d,fi,...,d,f,) gemiB unseren Konventionen, anders als die
Schreibweise suggerieren mag, als Spaltenmatrix von Homomorphismen aufzu-
fassen.

Korollar 1.4.4 (Summenregel). Seien X ein normierter Raum, Y ein normierter
Vektorraum und A @ X eine halboffene Teilmenge. Sind f,qg : A — Y diffe-
renzierbar bei p € A, so ist auch f + g : A — Y differenzierbar bei p und es
gilt

dp(f +9g) = dpf + dpg

Beweis. Die Addition + : Y x Y — Y, (w,w") — w + w' ist linear und stetig,
und wir kénnen f + g schreiben als die Verkniipfung f + g = + o (f,g). Das
Differential von f + ¢ an der Stelle p ergibt sich also mit der Kettenregel zu

dp(f +g) = +o(dpf,dpg) = dpf + dpg. O
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Proposition 1.4.5 (Differential bilinearer Abbildungen). Seien X ,57', Z nor-
mierte Vektorriume und sei ¢ : X xY — Z, (v,w) — (v, w) eine stetige
bilineare Abbildung. So ist ¢ differenzierbar und das Differential von o im Punkt
(p, q) ist die lineare Abbildung

Beweis. Wir rechnen

op+h,qg+k)=wp,q) +ph,q) +op k) +oh k)

und miissen nur noch lim, x)—0 @ (h, k)/||(h, k)|| = 0 zeigen. Das folgt aber mit
[ ] aus der Stetigkeit von ¢. [
Beispiel 1.4.6. Die Leibnizregel [ ] konnen wir aus der Kettenregel fiir

Differentiale herleiten wie folgt: Gegeben f, g : R — R schreiben wir das Produkt
fg als die Verkniipfung fg = mult o(f, g) der Funktion (f,g) : R — R? mit der
Multiplikation mult : R? — R. Sind f und g differenzierbar bei t € R, so nach der
Komponentenregel auch ihre Zusammenfassung (f, g), und deren Jacobi-Matrix
ist die Spaltenmatrix [d,(f, g)] = (f'(t), ¢'(t))". Andererseits ist die Multiplikati-
on differenzierbar als stetige bilineare Abbildung oder auch nach 1.5.1 wegen der
Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen und ihr Differential bei (x, )
hat als Jacobi-Matrix die Zeilenmatrix [d, ) mult] = (y, ). Mit der Kettenregel
in mehreren Verinderlichen folgt dann

(fg)(t) = [du(fog)]
= [der.geen mult] o [di(f, 9)]
= (9(t), f() o (f'(), 9’ (1) "
= g@)f' @)+ f)g'(¢)
Korollar 1.4.7. Seien A : R — Mat(n x m;R) und B : R — Mat(m X
k;R) differenzierbare matrixwertige Funktionen. So ist auch das Produkt AB :

t — A(t)B(t) differenzierbar und die Geschwindigkeit (AB)' der Produktfunkti-
on AB : R — Mat(n x k;R) wird gegeben durch die Formel

(AB) = A'B + AB'

1.4.8. Das sollten Sie zur Ubung schon in Koordinaten nachgerechnet haben. Der
hier gegebene Beweis ist komplizierter und dient in erster Linie nicht der Herlei-
tung des Resultats, sondern vielmehr der Illustration unserer allgemeinen Regeln
durch ein iibersichtliches Beispiel. Man beachte jedoch auch, wie uniibersichtlich
dieses Beispiel wird, sobald wir versuchen, statt mit abstrakten Differentialen mit
Jacobi-Matrizen zu arbeiten.
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Beweis. Die Matrixmultiplikation ist eine stetige bilineare Abbildung
Mult : Mat(n x m;R) x Mat(m x k;R) — Mat(n x k;R)

und wir konnen AB schreiben als die Verkniipfung AB = Mult o( A, B). Mit der
Kettenregel und der Komponentenregel ergibt sich

dt(AB) = (d(A(t),B(t)) Mult) O (th, dtB)

Wenden wir diese lineare Abbildung R — Mat(nxk;R) anauf 1 € R, so erhalten
wir mit 1.4.5 wie gewiinscht

(AB)(t) = d(AB)(1)
= (deag, ey Mult)(A'(1), B'(1))
= A(t)B(t)+ At)B'(t) -

Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.4.9. Man zeige, daB auch im Kontext normierter Vektorriu-
me stetige multilineare Abbildungen stets differenzierbar sind, und gebe eine zur
Produktregel 1.4.5 analoge Formel fiir deren Differential. Hinweis: [ ]

Ubung 1.4.10. Sei inv : GL(n;R) — Mat(n x n;R) das Invertieren von Ma-
trizen, inv(X) = X! Man zeige fiir das Differential des Invertierens bei der
Einheitsmatrix / die Formel d;inv : H +— —H. Man zeige allgemeiner, daf} das
Differential dieser Abbildung am Punkt P in Verallgemeinerung der Ableitungs-
regel fiir z — 1/ gegeben wird durch

dpinv: Mat(n x n;R) — Mat(n x n;R)
H — —PHP!

Hinweis: Man zeige erst, daB inv differenzierbar ist. Dann nehme man in der
Gleichung inv(X)X = I auf beiden Seiten das Differential an der Stelle P.

Ubung 1.4.11. Gegeben ein Banachraum V bilden die invertierbaren Elemente
von B(V') eine offene Teilmenge B(V)* @ B(V') und das Invertieren ist darauf
differenzierbar mit Differential dpinv : H — —P~'H P~!. Hinweis: Man be-
achte, daB fiir alle Endomorphismen von V' der Norm < 1 gilt

I-H)({I+H+H+H..)=1

wobei [ ] und [ ] die Konvergenz sicherstellen. Diese Ubung
verallgemeinert die vorhergehende Ubung 1.4.10. Wir werden dies Resultat noch
in 6.5.10 im Zusammenhang mit Lésungen gewohnlicher Differentialgleichungen
brauchen.
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Ergiinzende Ubung 1.4.12. Sei B € Mat(n;R) fest. Das Differential der Abbil-
dung ¢ : GL(n;R) — Mat(n;R) gegeben durch A — ABA~! bei der Einheits-
matrix ist die lineare Abbildung H — HB — BH.

Ergiinzende Ubung 1.4.13. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum
Vund W C End V ein Untervektorraum seines Endomorphismenraums, der aus
paarweise kommutierenden Abbildungen besteht, zeige man fiir das Differential
vonexp : W — EndV bei A € W die Formel dgexp = (-expA) : W —
End V. Idem fiir V ein Banachraum und B(V') statt End V. Eine allgemeine For-
mel fiir das Differential von exp : End V' — End V wird in 2.1.18 diskutiert.

Ergiinzende Ubung 1.4.14. Sei V ein Banachraum und A € B(V/) ein stetiger En-
domorphismus von V' der Norm ||A|| < 1. Man zeige, da8 das formale Einsetzen
von A in die Taylorreihe von log(1 + z), als da heifit, die Reihe

gegen einen Endomorphismus B € B(V') mit der Eigenschaft exp(B) = I + A
konvergiert. Hinweis: Man berechne unter Verwendung von 1.4.13 die Ableitung
der Abbildung f : t — exp (tA — tzf + tdfd — ...) und die Ableitung der
Abbildung t — f(t)(I +tA)~! und zeige, daB letztere Funktion konstant ist. Ein

besser verallgemeinerbares Argument findet man in [FT1]

Ergiinzende Ubung 1.4.15 (Inversionen sind konforme Abbildungen). Sei I ein
endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einer symmetrischen Bilinearform
(, ). Die auf dem Komplement {v € V' | (v,v) # 0} des Lichtkegels erklirte
Abbildung f : v +— v/(v,v) heibt dann in Verallgemeinerung von [[LA2]

eine Inversion. Man zeige fiir das Differential von f bei v die Formel

h 2(h,v)v
d,f)(h) = —
L T R N
und folgere {(d, f)(h), (d,f)(k)) = (h,k)/{v,v)? fiir alle h, k. In Worten erhélt
d, f also fiir alle v unsere Bilinearform bis auf einen von Null verschiedenen ska-
laren Faktor. Abbildungen f mit dieser Eigenschaft heilen konforme Abbildun-
gen, deshalb die Uberschrift.

1.5 Differenzierbarkeit iiber partielle Ableitungen

Proposition 1.5.1. Sei U G R" eine offene Teilmenge und f : U — Y eine Abbil-
dung von U in einen normierten Raum Y . Existieren alle partiellen Ableitungen
und sind stetig als Abbildungen % : U — Y, so ist die Abbildung f differenzier-
bar.
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Ergidnzung 1.5.2. Seien X, Y normierte reelle Rdume, A C X eine halboffene
Teilmenge und f : A — Y eine Abbildung. Genau dann heiflt die Abbildung f
stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar ist und wenn zusétzlich die Abbil-
dung p — d,f von A in den Raum der stetigen linearen Abbildungen B ()Z' , }7)
mit seiner Operatornorm aus [ ] stetig ist. Aus den Voraussetzungen
der Proposition 1.5.1 folgt mit demselben Beweis unmittelbar, dal f sogar stetig
differenzierbar ist.

Beispiel 1.5.3. Eine stetige Funktion f : R?> — R, deren simtliche Richtungs-
ableitungen iiberall existieren, die jedoch im Ursprung nicht total differenzierbar
ist, kann man wie folgt erhalten: Man wihlt eine 27-periodische stetig differen-
zierbare Funktion ¢ : R — R mit der Eigenschaft g(z + 7) = —g(x), die nicht
identisch Null ist, und setzt f(r cosf,rsinf) = rg(0) fir r > 0 und f(0,0) = 0.
Dann hingen insbesondere die Richtungsableitungen am Ursprung gar nicht line-
ar vom Richtungsvektor ab.

Beweis. Es gilt, an jeder Stelle p € U die totale Differenzierbarkeit zu zeigen.
Indem wir zu f eine geeignete Konstante sowie eine geeignete lineare Abbildung
addieren, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf} gilt
f(p) = 0und g—i(p) = 0 Vi. Unter diesen zusitzlichen Annahmen miissen wir
nun zeigen, dal} f total differenzierbar ist bei p mit Differential Null. Indem wir
vor f eine geeignete Verschiebung davorschalten, diirfen wir zusitzlich auch ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit p = 0 annehmen. Gegeben eine offene konvexe
Umgebung C' @ Y des Nullvektors von Y finden wir nun sicher § > 0 derart, da8
alle partiellen Ableitungen g g{ auf dem Ball B(0; ) nur Werte in C' annehmen und
daf dieser Ball ganz in U enthalten ist. Aus dem Schrankensatz [ ] folgt
fir |h| < & schon f(hy,... hi—1,h;,0,...,0) — f(h1,...,h;i—1,0,0,...,0) €
h;C und insgesamt

f(h) = f(h) = f(0) € (ha + ... 4 hn)C

und fiir & # 0 also f(h)/|h| € nC. Damit ergibt sich lim;_,o f(h)/|h| = 0 wie
gewiinscht. [

Korollar 1.5.4. Seien x1,...,x, : R — R differenzierbare Abbildungen und sei
F : R" — R stetig partiell differenzierbar. So ist die durch die Vorschrift t —
F(z1(t),...,z,(t)) gegebene Abbildung differenzierbar und ihre Ableitung an
der Stelle t = a wird unter Verwendung der Abkiirzung x(t) = (x1(t), ..., x,(t))
gegeben durch die Formel

d oF dz; oF dz,
T t:aF(iC(t)) 8x1( z(a))—-(a) +... + axn@(a))ﬁ(@
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1.5.5. Natiirlich gilt die Aussage auch dann noch, wenn unsere Funktionen x; auf
einem echten Intervall I C R definiert sind und F' auf einer offenen Teilmenge
von R™, solange nur z(t) stets im Definitionsbereich von F' liegt. Man schreibt
diese Formel meist etwas salopp in der Form

dF_oFde, - OF dr,
dt — Oxy dt " Oz, dt

Beweis. Wir betrachten x als eine Abbildung x : R — R". Nach Definition ist
4 ‘t:a F(z1(t),...,2,(t)) = (do(F ox))(1) der einzige Eintrag in der Matrix der
linearen Abbildung d,(F o x) : R — R. Mit der Kettenregel finden wir nun

do(Fox) = dygfF odex
- <g—£(x(a)),...,%(x(a))> (ddi;(a)),---,dd%"(a))T
= E(x(a)%(a) + ... + 25 (x(a))%2(a)

wobei in der vorletzten Zeile das Produkt einer Zeilenmatrix mit einer Spaltenma-
trix zu verstehen ist, wie der obere Index T andeutet. O

1.5.6. Fiir die Richtungsableitung (D, f)(p) einer differenzierbaren reellwertigen
Funktion f : R™ — R am Punkt p in Richtung v erhalten wir speziell

(Do f)(p) = (dpf)(v) = {(grad f)(p),v)

Insbesondere wird die Richtungsableitung bei p in Richtung eines Vektors v der
Linge Eins maximal genau dann, wenn der Gradient von f ein nichtnegatives
Vielfaches von v ist.

Erginzung 1.5.7 (Partielle Ableitungen mit Einheiten). Oft werden auch par-
tielle Ableitungen in groerer Allgemeinheit verwendet als in unserer Definition
1.1.1. Sind genauer X, ..., X,, eindimensionale reelle Rdume und ist £ ein nor-
mierter reeller Raum und U @ X X. .. x X, eine offene Teilmengeund f : U — F
eine Abbildung, so bezeichnet of

8:161-

auch das ,,Differential der Restriktion auf X; bei festen anderen Variablen®, eine
Abbildung g—gﬁ: : U — Hom(X;, E). Unter der Identifikation des Richtungsraums
unseres Produkts X; x ... x X, mit dem Produkt der Richtungsriume und des
Raums Homomorphismen von dort nach E mit dem Produkt der Homomorphis-
menridume haben wir dann

of

oz, )

af

df = | =—
f ( 8x 1

Im Fall £ = R™ erhalten wir speziell wieder unsere Jacobi-Matrix als eine Zei-

lenmatrix von Spaltenvektoren.
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.5.8. Man zeige, daB die komplexe Exponentialfunktion exp :
C — C differenzierbar ist mit Differential

d,exp=(expz)-:C = C

Ergiinzende Ubung 1.5.9. Man zeige, daB det : Mat(n;R) — R differenzierbar
ist, und daB das Differential der Abbildung det an der Einheitsmatrix I die Spur
tr ist, in Formeln

drdet = tr: Mat(n;R) - R

Fiir das Differential von det an einer beliebigen Stelle P zeige man die Formel
(dpdet)(H) = tr((det P)P~'H). Hier meint (det P)P~! den Wert bei P der
stetigen Fortsetzung der Abbildung P +— (det P)P~! vom Raum der invertierba-
ren Matrizen auf den Raum aller Matrizen alias die ,,adjungierte Matrix* P* aus
[ ] . Hinweis: Man mag mit 1.4.9 arbeiten, oder auch mit partiellen Ab-
leitungen. Erinnerung: Die Spur einer Matrix ist die Summe der Eintrdge auf der
Diagonalen.

Ergiinzende Ubung 1.5.10. Jede stetig differenzierbare reellwertige Funktion auf
einer offenen Teilmenge der Hyperebene 0 x R™ oder einer offenen Teilmenge des
Halbraums R<(, x R"™ 148t sich zu einer stetig differenzierbaren Funktion auf einer
offenen Teilmenge des R™"! fortsetzen.

Erginzende Ubung 1.5.11 (Differential iiber partielle Ableitungen, Zugabe).
Seien X, Y, Z normierte Riume, U @ X sowie V @ Y offene Teilmengen und
f U xV — Z eine Abbildung. Wir betrachten fiir alle € U die ,,vertikale*
Einbettung j, : V — U x V, y — (z,y) und fur alle y € V die ,,horizontale
Einbettung i, : U — U x V, x — (x,y). Existieren fiir alle (z,y) € U x V
die Differentiale d,(fi,) : X — Z und d,(fj,) : ¥ — Z und sind stetig als
Funktionen U x V — B(X,Z) bzw. U x V — B(Y, Z), so ist die Abbildung f
differenzierbar mit Differential

Az f (U, 0) = do(fiy) (V) + dy(f ) (W)

Die offensichtliche Identifikation von X x Y mit dem Richtungsraum des Produkts
X x Y haben wir hier der Ubersichtlichkeit halber nicht explizit notiert. Hinweis:
Man kopiere mutatis mutandis den Beweis von 1.5.1. Mutige mogen umgekehrt
1.5.1 aus dem Ergebnis dieser Ubung ableiten durch Induktion iiber 7.
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2 Mehrfache Integrale und Ableitungen

Da es mir leichter fillt, die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge anschau-
lich zu begriinden als die Vertauschbarkeit von partiellen Ableitungen, bespreche
ich nun einige Grundtatsachen zur Integration von Funktionen mehrerer Verin-
derlicher.

2.1 Integration iiber Quader

2.1.1. Ein Produkt von n Intervallen in R™ nennen wir einen Quader. Ein kom-
pakter Quader in R? ist eine Rechtecksfliche der Gestalt [a, b] x [c, d]. Beispiele
fiir nichtkompakte Quader // C R" sind etwa ganz R" oder im Fall n > 0 der
Halbraum Ry x R""1,

Definition 2.1.2. Ist Q = [a1, b1] X ... X [a,, b,] C R™ ein kompakter Quader und
f @ — R stetig, so definieren wir das Integral von f iiber (), eine reelle Zahl
fQ f € R, im Fall durch die Formel

/fz/@f::/ain (( :f(xl,...,xn)dxl)...)dxn

im Fall Q # 0 und im Fall Q) = () durch | Q f = 0. Fur n = 0 interpretieren wir
unsere Definition dahingehend, daB das Integral im Fall ) # () der Funktionswert

am einzigen Punkt unseres nichtleeren Quaders sein soll und im Fall Q = () eben
Null.

2.1.3. Proposition [ ] zeigt, daB in dieser Definition alle Integranden
stetig vom Integrationsparameter abhéingen, so daf alle unsere Integrale definiert
sind. Aus den Eigenschaften des Integrals von Funktionen einer reellen Verén-
derlichen folgt sofort [(f+g)= [f+ [g, [(A\f) =X [ ffirA € Rund f <
g= [ f < [ g, insbesondere auch | [ f| < [|f|. Fiir das Integral der konstanten
Funktion 1 iiber einen nichtleeren kompakten Quader ) = [a1, b1] X ... X [ay, by]
erhalten wir | ol = (by — ay) ... (b, — ay). Wir nennen diese Zahl das Volumen
des Quaders () und notieren sie vol ().

2.1.4. Fir n = 2 bedeutet | f anschaulich den Rauminhalt zwischen dem Gra-
phen der Funktion f und der xy-Ebene, wobei Rauminhalte unterhalb der zy-
Ebene negativ zu zédhlen sind. Diese Anschauung wird im folgenden formal ge-
rechtfertigt.

Erginzung 2.1.5. In derselben Weise erkldren wir von [ 1?? und [ 1??
ausgehend auch das Integral einer stetigen Abbildung von einem kompakten Qua-
der in einen Banachraum. Es ist dann ein Vektor aus besagtem Banachraum, und
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die im Rest dieses Abschnitts erkldarten Regeln gelten in diesem Fall entsprechend.
Der gleich folgende Beweis der Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge 2.1.8
muB allerdings umgeschrieben werden, das mag eine gute Ubung abgeben.

Definition 2.1.6. Sei Q = [a,b] x [c,d] C R? ein nichtleerer kompakter zweidi-
mensionaler Quader alias ein Rechteck und f : () — R eine stetige Funktion.
Bezeichne vol Q = (b — a)(d — ¢) die Flidche von Q. Fiir r > 1 definieren wir
die r-te Riemannsumme S”(f) von f wie folgt: Wir betrachten die dquidistanten
Unterteilungen

a=a<a;<...<a,=b

c=c¢<c¢<...<c¢ =d

der Kanten unseres Rechtecks, erhalten eine Unterteilung unseres Rechtecks in r?

kleine Rechtecke Q;; = [ai, ai+1] X [¢}, ¢;4+1] mit Flidcheninhalt (vol Q)/r?, und

setzen
r—1

, vol
()= f(ai,Cj)T
i,j=0
Proposition 2.1.7. Ist Q C R? ein Rechteck und f : () — R eine stetige Funkti-
on, so ist das Integral von f iiber () der Grenzwert unserer Riemannsummen, in

Formeln
/ f = lim S"(f)
r—00

Beweis. Wir definieren Unter- und Obersummen durch
r—1

. vol ) .
§(f):21nff(Q”)— und S"( Zsupf Qig) —5~
4,7=0 1,7=0
Bei den Untersummen lassen wir etwa auf unseren kleinen Quadern @); ; Tiirm-
chen hochwachsen, bis sie am Graphen unserer Funktion anstofen, und bilden die
Summe der Volumina aller dieser Tirmchen, und bei der Obersumme nehmen wir

entsprechend die kleinstmoglichen Tiirmchen, aus denen unsere Funktion nicht
mehr oben herausguckt. Nun behaupten wir die Ungleichungen

S"(f) < S(f) < S(f)

f)S/QfSS”"(f)

Die Ungleichungen der ersten Zeile sind offensichtlich. Um die Ungleichungen
der zweiten Zeile einzusehen, benutzen wir zunichst die Regeln fiir Integrale einer
Verinderlichen und erkennen

inf 7(Q.) "5 < v

< sup f(Qiy)
Qi
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Aus unseren Regeln fiir Integrale einer Verdnderlichen folgt zusitzlich auch noch
fQ f=22 fQi,j f. Summieren wir dann fiir 0 < 7, 7 < r — 1 alle unsere Unglei-
chungen auf, so ergibt sich die zweite Zeile oben. Fiir alle ¢ > 0 gibt es nun wegen
der gleichmiBigen Stetigkeit unserer Funktion auf unserem kompakten Rechteck
ein 0 = 0. > 0 mit

[(r1,91) — (2, 9)[ <0 = |f(zr, ;) — flz,y) <e

Ist R = R. so groB3, da} alle Kantenldngen unserer kleinen Rechtecke (); ; bei
dquidistanter Unterteilung in R Stiicke unter ¢ sinken, so folgt aus » > R damit
1S"(f) — S"(f)| < (volQ)e und mit unseren beiden Zeilen von Ungleichungen
ergibt sich | [, f — S"(f)| < (vol@Q)e. Das zeigt [, f = lim, o S"(f) wie
behauptet. 0

Korollar 2.1.8 (Vertauschen partieller Integrationen). Gegeben ein Rechteck
Q = [a,b] x [c,d] CR?*und f : Q — R stetig gilt

/cd (/abf (I’@f)dx) dy = / b ( / df(x,y>dy) da

Beweis. Beide Seiten sind der Grenzwert lim, ., S”(f) derselben Folge von Rie-
mannsummen. O

2.1.9. Den gemeinsamen Wert dieses Integrals notieren wir dann kiirzer auch
J. o f(z,y) d(z, y) und benutzen analoge Notationen im Fall von noch mehr Ver-
dnderlichen. Steht dahingegen z fiir eine Veriinderliche des R¥, so benutzen wir
die Notation [ f(z)d"=.

2.1.10. Da das Differenzieren so in etwa der inverse Prozess zum Integrieren ist,
miissen mit den partiellen Integralen auch die partiellen Ableitungen sowie parti-
elle Ableitung und partielles Integral vertauschen. Diese Idee wird im Folgenden
ausgefiihrt.

Korollar 2.1.11 (Vertauschen partieller Ableitungen). Sei U @ R? eine offe-
ne Teilmenge und f : U — R eine Funktion. Existiert die gemischte partielle
Ableitung a% ( %) auf U und ist dort stetig und existiert dariiber hinaus auch die

partielle Ableitung % auf U, so existiert sogar die umgekehrte gemischte partielle
Ableitung a%(g—g) auf U und es gilt

o (0f\ 0 (0f
i (50) = o ()
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Vorschau 2.1.12. Eine anschauliche Interpretation dieses Korollars wird der Satz
iber die Taylorentwicklung 2.2.1 geben: Geeignet differenzierbare reelle Funk-
tionen von zwel Variablen besitzen lokal an jeder Stelle eine ,beste* Approxi-
mation durch ein Polynom vom Grad hochstens zwei, in Formeln ausgedriickt
flp+xz,q+y) ~ f(p,q) +azx+ By +yx® + dxy + Oy?, und die gemischte parti-
elle Ableitung unserer Funktion an besagter Stelle ist dann genau der Koeffizient
0 des ,,gemischten Terms*.

Beispiel 2.1.13. Die Funktion f(z,y) = zy(z* — y?)/(z* + y?) kann durch
£(0,0) = 0 stetig auf ganz R? fortgesetzt werden und ist iiberall zweimal par-
tiell differenzierbar, aber ihre beiden gemischten partiellen Ableitungen stimmen
im Ursprung nicht iiberein. Das zeigt, dall unsere Forderung der Stetigkeit an eine
gemischte partielle Ableitung im vorhergehenden Korollar 2.1.11 auch notwendig
ist.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei U ein offenes Rechteck. Wir
verwenden fiir die partiellen Ableitungen nach der ersten bzw. zweiten Variablen
die Abkiirzungen f; und f, und schreiben f15 = (f1)2 fiir die gemischte partielle
Ableitung ,.erst nach x, dann nach y*“. Gegeben (a, ¢) € U beliebig aber fest finden

M als dids = [T fu(s.y) — fils,c)ds
— Fey) - Fla) — flay) + a0

Jetzt vertauschen wir vorne die Integrationsreihenfolge, bringen hinten die drei
letzten Summanden auf die andere Seite und erhalten

(/Cy /az f12(3,t)dsdt) + f(x,¢) + fla,y) — fla,¢) = f(z,y)

Die linke Seite ist hier ganz offensichtlich partiell differenzierbar erst nach y und
dann nach x und ihre gemischte partielle Ableitung ergibt sich zu f, wie ge-
wiinscht. 0

Korollar 2.1.14 (Differenzieren unter dem Integral). Sei [a,b] C R ein kom-
paktes Intervall, I C R halboffen und f : [a,b] x [ — R, (z,y) — f(z,y) stetig
mit stetiger partieller Ableitung nach der zweiten Variablen. So ist die Funktion
Y = ff f(z,y)dx differenzierbar und man darf die Integration iiber die erste
Variable mit der partiellen Ableitung nach der zweiten Variablen vertauschen, in

Formeln 1 , , of
@ </a f(l’,y)dl’) :/a 8_y(x’y) dx

Vorschau2.1.15. Einen allgemeineren Satz zum Differenzieren unter dem Integral
werden Sie in Ubung [ ] im Rahmen der Lebesgue’schen Integrations-
theorie herleiten.

32



Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei / ein mehrpunktiges Intervall.
Wir kiirzen wieder die partielle Ableitung von f nach der zweiten Variablen mit
f2 ab. Dann wihlen wir ¢ € I beliebig und finden

/ab /cy folz, £)dtde = lbf<x7y) e e

Vertauschen wir vorne die Integrationsreihenfolge und bringen den letzten Sum-
manden auf die andere Seite, so ergibt sich

/Cy/abf2(a:,t)dxdt—/abf(%C)df:/abf(x’y)dx

Die linke Seite ist aber offensichtlich partiell differenzierbar nach y mit Ableitung
f: fo(x, t)dz. O

Ubungen

Ubung 2.1.16 (Losungen der linearen Wellengleichung). Sei f : R? — R eine
zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion mit 02 f(z,t) = 07 f(x,t). Man
zeige, daf} es zweimal stetig differenzierbare Funktionen u,v : R — R gibt mit
f(z,t) = u(zx —t) + v(z + t). Hinweis: Man untersuche zunichst zweimal ste-
tig partiell differenzierbare Funktionen ¢ : R* — R mit 9,0,9(x,y) = 0 und
zeige, dall es zweimal stetig differenzierbare Funktionen i,k : R — R gibt mit
9(x,y) = h(x) + k(y).

Ergdanzung 2.1.17 (Motivation fiir die lineare Wellengleichung). Wir denken
uns eine waagerechte Kette von reibungslos rutschenden Wiirfeln der Masse M,
die durch Federn verbunden sind und einen Abstand von jeweils einem Meter
haben. Stéren wir dieses System und bezeichnet f(n,t) die Auslenkung der n-ten
Kugel zum Zeitpunkt ¢, so erfiillen die Funktionen f(n, ) nach den Newton’schen
Bewegungsgleichungen ein System von Differentialgleichungen der Gestalt

MO f(n,t) = C((f(n+1,t) = f(n,)) = (f(n,t) = f(n —1,1)))
= C(f(n+1,t)+ f(n—1,t) —2f(n,t))

mit einer Konstante (', die von der Federkonstante abhéngt. Teilen wir die Abstén-
de zwischen unseren Wiirfeln und die Masse unserer Wiirfel durch NV, so werden
die Federn entsprechend kiirzer und die entsprechende Gleichung lautet

M, 1 1
Wat<x7t) —NO(f(ZE—I—N,t)—I—f(I—N,t)—Qf(m,t))

33



> < > b

(G > o> ) &> <« 3

[lustration zur Motivation der linearen Wellengleichung mit Platten statt
Wiirfeln.
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fir x € (1/N)Z. Setzen wir stattdessen h = 1/, so ergibt sich

fx+h,t)+ f(x —h,t) —2f(z,t)

M2 f(z,t) =C

2
fiir alle x € hZ. Gehen wir schlieBlich zum Grenzwert fir N — oo alias h — 0
iber, so erhalten wir nach [ ] die Wellengleichung

MO f(x,t) = CO*f(z,1)

Erginzende Ubung 2.1.18. Gegeben ein Vektorraum V und A € End V erklirt
man die lineare Abbildung ad A : End V' — End V durch die Vorschrift ad A :
B +— (AB — BA). Man zeige, daB fiir V' endlichdimensional und reell das Dif-
ferential von exp : EndV — EndV bei A € EndV gegeben wird durch die

Formel
exp(ad A) — 1
ad A
Beim letzten Faktor ist gemeint, da ad A in die Potenzreihe ) -, 2”/(v+1)! der

Funktion (exp(z) — 1)/z eingesetzt werden soll. Hinweis: Man wende 0°/0s0t =
0% /0tds an auf exp(s(A + tB)) exp(—sA), setze t = 0 und integriere iiber s.

daexp=(-expA)o (

2.2 Taylorentwicklung in mehreren Verinderlichen

Satz 2.2.1 (Taylorentwicklung in zwei Veriinderlichen). Sei A @ R? eine offene
Teilmenge, die den Nullpunkt enthdilt, und sei f : A — R eine d-mal stetig partiell
differenzierbare Funktion. So gibt es genau ein Polynom in zwei Verdnderlichen
P(z,y) =3 i<a ¢ jx'y’ vom Grad < d derart, dafs gilt

_p
(@,5)—(0,0) (2, y)]

=0

Des weiteren werden die Koeffizienten c; j dieses Polynoms P gegeben durch die
Formel L
1 §td f
Cij = 555770,0)
113! 0zt oy?

222 Ist f(z,y) = 32, a; jx'y’ selbst eine Polynomfunktion, so erkennt man
leicht, daf gilt
1 ai-l—j
Qi = / (07 O)

ilj! Dxidyd

In diesem Fall liefert unsere Formel also P(z,y) = >
sofort, daf} dieses P die geforderte Eigenschaft hat.

i+j<d @i,;j*"y’ und man sieht
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2.2.3. Um unseren Satz auch in mehr als zwei Verinderlichen tibersichtlich for-
mulieren zu konnen, fithren wir neue Notationen ein. Gegeben ein Multiindex
a=(o,...,q,) € N* definieren wir

la] = ag+...+a,
o! = ol aq,!

(0% . a1 Qn
x = at.al
0°f = ol

—
83:11...an”

Fiir die letzte Notation nehmen wir dabei an, daB f eine |«|-mal stetig partiell
differenzierbare Funktion von A @ R™ nach R ist, so daBl es insbesondere beim
partiellen Ableiten nicht auf die Reihenfolge ankommt.

2.2.4. Unter einem Polynom in mehreren Verinderlichen =, zo, ..., x,, mit re-
ellen Koeffizienten versteht man eine ,,endliche formale Summe* der Gestalt

E Cor® = E CaXTlTy? . T

[0} [0}

wobei die Summe iiber alle Multiindizes o € N" laufen soll und alle Koeffizienten
cq reelle Zahlen sind, die dariiber hinaus fast alle verschwinden miissen, da wir ja
salopp gesprochen nur endliche formale Summen zulassen wollen. Mit dem Grad
oder genauer dem Totalgrad eines Polynoms in mehreren Veridnderlichen meint
man sup{|a| | ¢, # 0}. Das Nullpolynom hat also den Grad —oo, konstante
Polynome haben den Grad Null und

ahy® — 2Oy 4 32207

ist ein Polynom in den drei Verdnderlichen z, y, z vom Grad 7. Wir werden in 2.2.7
zeigen, dal verschiedene polynomiale Ausdriicke auch verschiedene Funktionen
liefern, so da wir im Fall reeller Koeffizienten nicht so genau zu hinterfragen
brauchen, was wir unter solch einem ,,formalen Ausdruck® eigentlich genau ver-
stehen wollen. Den Fall beliebiger Koeffizienten diskutieren wir in [ ]

im Fall einer Variablen und in [ ] im allgemeinen.

Satz 2.2.5 (Taylorentwicklung). Sei A G R" offen, f : A — R eine d-mal stetig
partiell differenzierbare Funktion, und p € A ein Punkt. So gibt es genau ein
Polynom P vom Grad <d mit

f(p+h) = P(h) +[h|"e(h)

fiir eine Funktion € mit limy,_,o £(h) = 0, und dieses Polynom wird gegeben durch
die Formel

Py 3 @D,
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2.2.6. Dieser Satz ist deutlich schwicher als unsere verschiedenen Versionen im
Fall einer Variablen in [ ] folgende. Ich denke jedoch, dal3 es an dieser
Stelle den Aufwand nicht wert ist, entsprechend stérkere Versionen zu zeigen. Ich
habe auch in einer Variablen den Aufwand nur getrieben, um den Aspekt der ,,Ver-
allgemeinerung der Ableitung durch die Taylorentwicklung* herauszuarbeiten. In
6.5.7 deute ich an, wie der vorhergehende Satz koordinatenfrei formuliert werden
konnte. Ich schicke dem Beweis ein Lemma voraus.

Lemma 2.2.7. Sei R ein Polynom in n Verdnderlichen mit reellen Koeffizienten
vom Grad < d. Gilt limy,_,o R(h)/|h|? = 0, so folgt R = 0.

Beweis. Wir zeigen das durch Widerspruch. Wire R # 0, so gibe es v # 0 mit
R(v) # 0, und t — R(tv) wire ein von Null verschiedenes Polynom in einer
Verénderlichen ¢ € R vom Grad < d mit lim,_,o R(tv)/[t|* = 0. Wir wissen aber
aus [ ] , daB es solch ein Polynom in einer Variablen nicht gibt. [

Beweis des Satzes. Aus unserem Lemma folgt sofort die Eindeutigkeit von P,
denn ist P ein anderes mogliches Approximationspolynom, so konnen wir das
Lemma auf R = P — P anwenden. Um die Existenz der Taylorentwicklung nach-
zuweisen, nehmen wir ein h € R™, das so klein ist, dal sogar das ganze Gera-
densegment [p,p + h] = {p+th | t € [0,1]} in A enthalten ist, und betrachten
die Taylorentwicklung der Funktion ¢ = ¢, : [0,1] — R, ¢ — f(p + th). Wir
behaupten zunichst, dall die hoheren Ableitungen von g gegeben werden durch

00 = 3 @)+ in) e

la|=v
In der Tat gilt nach der Kettenregel in mehreren Verinderlichen 1.5.4 schon mal

of of

(p+th) - hy

und wir folgern induktiv

o f
W) (4) — _vr e .
g™ (t) E N T (p+th)-hi ...h;,

U1 yeensly v
wobei die Summe iiber alle moglichen v-Tupel aus {1,...,n} laufen soll. Nach
dem anschlieBenden Lemma 2.2.8 gibt es aber genau v!/a! Moglichkeiten, ein
v-Tupel (i1,...,4,) € {1,...,n}" so zu wihlen, daB unter den 4, ..., jedes
J genau oj;-mal vorkommt. Fassen wir also gleiche Summanden zusammen, so
ergibt sich die behauptete Formel fiir die v-te Ableitung g*) von g. Jetzt schreiben

wir zur Funktion ¢(¢) die Taylorreihe mit der Lagrange’schen Form des Restglieds
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[ ] 2? um den Entwicklungspunkt ¢ = 0 hin und erhalten an der Stelle t = 1
mit einer kleinen Umformulierung die Gleichung

N 0N (D)0 (0 f)(p + &nh) — (0 f)(D), o
flo+h) = == F Y . h
jal<d /=
fiir geeignetes &, € (0, 1). Es reicht also, wenn wir fiir |a| = d zeigen, daf gilt
limy, 0 (0% f)(p+&nh) — (0% f)(p) = 0, und das folgt sofort aus der Stetigkeit der
partiellen Ableitungen. ]

Lemma 2.2.8. Seien oy, ...,a, € N gegeben und sei v = oy + ... + v, ihre
Summe. So gibt es genau v!/ay!. .. «,! Abbildungen von einer Menge X mit v
Elementen nach {1, ... ,n} derart, daf3 der Wert j jeweils genau o j-mal ange-
nommen wird.

Beispiel 2.2.9. Wollen wir 10 nummerierte Bélle so anmalen, dafl 5 Bille blau,
3 Bille rot und 2 Bille gelb werden, so gibt es dafiir also 10!/(5!312!) = 2520
Moglichkeiten.

Beweis. Es gibt genau v! Moglichkeiten, unsere Menge X anzuordnen. Jede die-
ser Moglichkeiten liefert eine Abbildung 7 wie folgt: Wir bilden die ersten o
Zahlen auf 1 ab, die nichsten oy, Zahlen auf 2, und so weiter, bis wir zum Schluf3
die letzten «,, Zahlen auf n abbilden. So erhalten wir nur Abbildungen der ge-
wiinschten Form, genauer erhalten wir so jede der gewiinschten Abbildungen ge-
nau (aq!- - - ay,!)-mal. Das Lemma ist bewiesen. O

2.3 Rechnen mit Approximationen

Definition 2.3.1. Eine Abbildung P : R" — R™ heifit polynomial oder auch
reguliir, wenn sie die Gestalt P = (P, ..., P,,) hat fiir Polynome P, ..., P, in

n Verédnderlichen. Haben alle unsere P; Grad < d, so sagen wir, die polynomiale
Abbildung P habe Grad < d.

Definition 2.3.2. Seien f,g : D — R™ zwei auf einer Teilmenge D C R”
definierte Abbildungen. Seien p € D ein Punkt und d € N eine natiirliche Zahl.
Wir sagen, f und g stimmen bei p iiberein bis zur Ordnung d und schreiben

f~tyg

dann, wenn gilt f(p + h) — g(p + h) = |h|%(h) fiir eine Funktion ¢, die stetig ist
bei h = 0 mit Funktionswert £(0) = 0.
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2.3.3. Ist p € D ein Haufungspunkt von D, so ist das gleichbedeutend zur Forde-
rung, daf gilt f(p) = g(p) und

1o 1) = g(@)

= o=l

=0

2.3.4. Natiirlich stimmen zwei R™-wertige Funktionen bis zu einer gewissen Ord-
nung iiberein genau dann, wenn alle ihre Komponenten bis zu der entsprechen-
den Ordnung iibereinstimmen. Schreiben wir also f = (fi,..., f,) und g =
(g1, -+, gm), so gilt
f~pg & (fi~p9 Vi)

Offensichtlich folgt auch aus f ~% g und g ~¢ h schon f ~¢ h. Sind weiter
P,Q : R" — R™ polynomiale Abbildungen vom Grad < d und ist D @ R" offen,
so folgt aus P ~% @ schon P = Q.

2.3.5. Der Satz iiber die Taylorentwicklung 2.2.5 liefert uns fiir d-mal stetig par-
tiell differenzierbares f die eindeutig bestimmte polynomiale Abbildung P vom
Grad < d mit P Ng f. Genauer besagt unser Satz, daf} diese polynomiale Abbil-
dung P = (P, ..., P,,) dadurch charakterisiert wird, da} die partiellen Ableitun-
gen der Polynome P; bis zur Ordnung d bei p denselben Wert annehmen wie die
entsprechenden partiellen Ableitungen der Funktionen f;.

Satz 2.3.6 (Rechnen mit Approximationen). Seien D C R", E C R™ Teilmen-
genund f : D — R™, g : E — R! Abbildungen mit f(D) C E. Gegeben p € D
und polynomiale Abbildungen P, () mit f NZ P und g N?(p) Q folgt

gof ~y QoP

2.3.7. Im Fall d = 1 ist die Aussage des Satzes dquivalent zur Kettenregel in
mehreren Verinderlichen. Im Fall d = 0 bedeutet sie schlicht die Stetigkeit der
Verkniipfung bei p. Es reicht also, den Satz fiir d > 1 zu beweisen. Dem eigentli-
chen Beweis schicken wir ein Lemma voraus.

Lemma 2.3.8. Seien D C R" eine Teilmenge und fi, fo : D — R Funktionen.
Gegeben p € D und Polynome Py, P, mit f; Ng P; folgt

f1+f2NZP1+P2 und flfQNZP1P2

2.3.9. Dies Lemma besteht in der Tat aus zwei Spezialfillen des Satzes, man kann
nidmlich die Addition (+) : R? — R betrachten und rechnen f; + f> = (+) o
(f1, f2) ~% (4+) o (P1,P,) = Py + P, und éhnlich fiir die Multiplikation. Wir
brauchen jedoch einen unabhingigen Beweis, damit wir das Lemma beim Beweis

des Satzes verwenden diirfen.
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Beweis des Lemmas. Dem Leser liberlassen. Statt P; polynomial reicht es auch,
P; stetig bei p anzunehmen. [

Beweis des Satzes. Wir zeigen nun zunichst g o f NZ Qo funddann Qo f Ng

Q o P. Fiir die erste Ausage schreiben wir g(y) = Q(y) + |y — f(p)|%e(y — f(p))
und erhalten durch Einsetzen von y = f(z) und Erweitern des rechtesten Terms

|f(x) = f(p)|
|z —pl

(90 F)(&) = (Qo £)(x) + |z — p|? [( ) “(f() - f(p))]

fiir alle x # p. Wir hatten uns ja bereits auf den Fall d > 1 zuriickgezogen. In
diesem Fall stimmt f bei p bis mindestens zur Ordnung 1 iiberein mit der poly-
nomialen Abbildung P, folglich ist f differenzierbar bei p, die vordere Klammer
in den eckigen Klammern bleibt beschrinkt fiir fiir x — p und der Ausdruck in
eckigen Klammern strebt fiir + — p gegen Null. Wir miissen also nur noch fiir
jede polynomiale Abbildung () zeigen

Qof~yQoP
Es reicht sicher, das im Fall [ = 1 zu zeigen, also fiir () ein Polynom. In diesem
Fall folgt es aber sofort aus dem vorhergehenden Lemma 2.3.8. [

Beispiel 2.3.10. Wollen wir fiir die Funktion f(x,y) = sin(ze?) die partielle

Ableitung % im Nullpunkt bestimmen, so benutzen wir unseren Satz 2.3.6
und rechnen

. 3
sint = t—5+...
re¥ = a:—i—xy—i—x—;ﬂ—t—...

sin(ze¥) = m+:vy+x—72’2—4§—?+...

und die gesuchte partielle Ableitung bei x = y = 0 ergibt sich mit der Taylorreihe
zu 1.

Ubungen

Ubung 2.3.11. Eine Potenzreihe in mehreren Veriinderlichen, die an allen Stel-
len einer offenen Menge punktweise absolut konvergiert, stellt auf dieser offenen
Menge eine beliebig oft partiell differenzierbare Funktion dar.

Erginzende Ubung 2.3.12. Man zeige die Identitit log((1+u)(1+v)) = log(1 +
u) + log(1 + v) im Ring der formalen Potenzreihen in zwei kommutierenden
Variablen u, v mit rationalen Koeffizienten.
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2.4 Maxima und Minima in mehreren Veranderlichen

Definition 2.4.1. Sei A ein metrischer Raum, f : A — R eine Funktionundp € A
ein Punkt. Wir sagen, f hat bei p ein lokales Minimum (bzw. Maximum) genau
dann, wenn gilt f(z) > f(p) (bzw. f(x) < f(p)) fiir alle x in einer hinreichend
kleinen Umgebung von p. Wir sagen, f hat bei p ein isoliertes lokales Minimum
(bzw. Maximum) genau dann, wenn gilt f(z) > f(p) (bzw. f(x) < f(p)) fiir alle
von p verschiedenen z in einer hinreichend kleinen Umgebung von p.

Proposition 2.4.2. Sei A @ R"” offen, f : A — R differenzierbar und p € A ein
Punkt. Besitzt f bei p ein lokales Minimum oder Maximum, so gilt %(p) = 0 fiir
alle i.

2.4.3. Die Bedingung, A sei offen, ist in diesem Zusammenhang wesentlich, wie
wir bereits im Fall einer Verdnderlichen in [ ] diskutiert haben.

Beweis. Fiir beliebiges ¢ und hinreichend kleines € > 0 betrachten wir das para-
metrisierte Geradensegment g : (—¢,e) — A, t — p + te;. Natiirlich muf auch
fog:(—e,e) — R ein lokales Minimum oder Maximum bei ¢ = 0 haben, also

gilt (f 0 g)'(0) = 7(p) = 0. O

Definition 2.4.4. Sei A R" eine offene Teilmenge und f : A — R eine reellwer-
tige Funktion. Verschwinden alle ersten partiellen Ableitungen unserer Funktion
an einer Stelle p € A, so sagt man, die Funktion habe bei p eine kritische Stel-
le. Ist allgemeiner A eine halboffene Teilmenge eines normierten reellen Vektor-
raums und f : A — R eine reellwertige Funktion und verschwindet ihr Differen-
tial an einem Punkt p € A, in Formeln d,,f = 0, so sagt man auch, die Funktion
habe bei p eine kritische Stelle.

Beispiel 2.4.5. Gegeben drei Punkte p, ¢, € R? suchen wir die Punkte z € R?,
fiir die die Summe der Abstinde

S() = llz = pll+llz = qll + llz — 7]

kleinstmoglich wird. Sicher gilt lim; | S(x) = oo, folglich existiert ein Kom-
paktum K C R? mit
inf S(z) = inf S(x)

rER2 zeK

und damit nimmt unsere Funktion nach [ ] ihr Infimum auch wirklich
als Funktionswert an. Unsere Funktion ist auf R*\{p, ¢, r} stetig differenzierbar
und ihr Gradient bei z ergibt sich nach kurzer Rechnung zu

T — T — T —r
= b + 1 +
lz =2l lle =gl fle—r]

(grad S)(x)
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Die Summe der Absténde zu drei vorgegebenen Punkten, die nicht auf einer
Gerade liegen und ein Dreieck bilden, in dem kein Winkel grosergleich 120° ist,
wird minimal an der Stelle, an der die Halbgeraden zu den Ecken jeweils den
Winkel 120° einschlieBen. Ist dahingegen ein Winkel grosergleich 120°, so liegt
das Minimum bei der fraglichen Ecke selbst.
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Fiir das Minimum kommen nach unseren Erkenntnissen nur unsere drei Punkte
p, q, 7 sowie die Nullstellen des Gradienten in Frage. Die weiteren Uberlegungen
fiihren wir nicht mehr in formaler Strenge durch, da das von unseren formalen
Kenntnissen ausgehend einen unangemessenen Aufwand bedeuten wiirde. An-
schaulich scheint es mir klar, daf3 unser Gradient nur dann verschwinden kann,
wenn nicht alle drei Punkte p, ¢, r auf einer Geraden liegen und = im Inneren der
zugehorigen Dreiecksflache alias ihrer konvexen Hiille liegt und wenn die drei
Vektoren x — p, x — q und x — r jeweils einen Winkel von 120° alias 27 /3 ein-
schlieBen. Das ist fiir einen Punkt im Innern der Dreiecksfliche jedoch nur dann
moglich, wenn jeder der Winkel unseres Ausgangsdreiecks kleiner ist als 120°.
Nur unter den Voraussetzungen, daf3 unsere drei Punkte p, ¢, r nicht auf einer Ge-
raden liegen und jeder der Winkel des Dreiecks mit den Ecken p, ¢, r kleiner ist als
120°, kann also das Minimum auBerhalb der drei Punkte {p, ¢,r} angenommen
werden. Sind sie erfiillt, so kann das Minimum hinwiederum nicht an einem die-
ser Punkte angenommen werden, da der Wert von S(x) dann abnimmt, wenn wir
auf einer Winkelhalbierenden ins Dreieck hineinlaufen, wie man etwa an unserer
Beschreibung des Gradienten sehen kann. Folglich muf3 dann das Minimum bei
der kritischen Stelle angenommen werden, die eben dadurch charakterisiert ist,
daB die Vektoren x — p, x — q und x — r jeweils einen Winkel von 120° = 27 /3
einschliefen.

2.4.6. Um eine hinreichende Bedingung fiir ein lokales Minimum oder Maximum
zu erhalten, miissen wir wie im Fall einer Verdnderlichen die zweiten Ableitungen
untersuchen. Am Beispiel der Funktionen (z, ) + 22 + 3 bzw. 22 bzw. 22 — 32
kann man sehen, was lokal um (0, 0) € R? so alles passieren kann. Wir betrachten
nun allgemeiner eine beliebige quadratische Form Q(z1,...,z,) = > a;jx;7;
mit a;; € R wie in [ ]

Definition 2.4.7. Eine quadratische Form () : R" — R heil3t

positiv definit genau dann, wenn gilt Q(z) >0 Vz # 0;
positiv semidefinit genau dann, wenn gilt Q(z) >0 Vu;
negativ definit genau dann, wenn gilt Q(z) <0 Vaz # 0;
positiv semidefinit genau dann, wenn gilt Q(z) <0 Vu;
indefinit genau dann, wenn gilt es gibt z,y € R" mit

Q(x) >0, Qy) <0.

2.4.8. Wir werden nachher erklidren, wie man fiir eine gegebene quadratische
Form entscheiden kann, welche Definitheitseigenschaften sie hat. Zunichst dis-
kutieren wir jedoch, inwieweit diese Eigenschaften fiir den quadratischen Ap-
proximationsterm das lokale Verhalten einer Funktion an einer kritischen Stelle
bestimmen.
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Satz 2.4.9 (Maxima und Minima in mehreren Verinderlichen). Sei A ¢ R"
offen, f : A — R zweimal stetig partiell differenzierbar und p € A eine kritische
Stelle. Wir bilden zu unserer Funktion die quadratische Form df, f mit

0 f

%,J

(dpf)(h) =

() hih;

die also das Doppelte der quadratischen Terme der Taylorreihe ist.

1. Ist unsere quadratische Form dZ f positiv definit, so hat f bei p ein isoliertes
lokales Minimum;

2. Ist unsere quadratische Form df) f negativ definit, so hat f bei p ein isoliertes
lokales Maximum;

3. Ist unsere quadratische Form df, f indefinit, so hat f bei p weder ein lokales
Minimum noch ein lokales Maximum.

2.4.10. Die Notation dZ f wird in 6.5.6 auf Ableitungen beliebigen Grades verall-
gemeinert. Man beachte, da3 der Satz keine Aussage fiir die semidefiniten Fille
macht, in Verallgemeinerung der Tatsache, da3 man auch fiir Funktionen einer
Verinderlichen bei Verschwinden der ersten und zweiten Ableitung an einer vor-
gegebenen Stelle ohne weitere Informationen noch nichts tiber Maxima oder Mi-
nima aussagen kann.

Beweis. Wir kiirzen fiir das folgende %(dﬁ f) = @ ab. Aus unseren Annahmen
folgt mit der Taylor-Formel

fp+h) = f(p) +Q(h) +e(h)|hf

fiir eine Funktion € mit limj,_,o €(h) = 0. Wir behandeln nun als erstes den Fall @)
positiv definit. Sei a das Minimum nach [ ] von () auf der Oberfldche
des Einheitswiirfels, a = inf{Q(h) | || = 1}. Aus unserer Annahme folgt a > 0.
Offensichtlich gilt Q(h) > al|h|? fiir alle h € R™. Wegen lim;,_,oe(h) = 0 finden
wir 0 > 0 derart, da3 aus |h| < § folgt |e(h)| < a/2. Damit ergibt sich fiir |h| < 0
aber
flp+h) = f(p) + (a/2)|[*

und f hat in der Tat ein isoliertes lokales Minimum. Ist () negativ definit, so ar-
gumentieren wir entsprechend. Ist () indefinit, so finden wir zwei Geraden durch
Null derart, daf3 die Einschriankung von () auf diese Geraden auBerhalb des Null-
punkts positiv bzw. negativ ist. Dann muf} aber die Restriktion von f auf die erste
Gerade ein isoliertes lokales Minimum haben bei p, und auf der zweiten Geraden
ein isoliertes lokales Maximum. Folglich hat f bei p weder ein lokales Maximum
noch ein lokales Minimum. [
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2.4.11. Jeder reellen quadratischen Form Q(z1, ..., x,) = szzl a;;x;x; ordnen
wir die symmetrische Matrix zu mit Eintragen (a;;+a;;) /2. Nach den Definitionen
hat die quadratische Form () eine gewisse Definitheit im Sinne unserer Definition
2.4.7 genau dann, wenn ihre Matrix die entsprechende Definitheit hat im Sinne
der linearen Algebra.

Definition 2.4.12. Die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen, die zur quadra-
tischen Form d; f aus unserem Satz gehort, heiBt die Hesse-Matrix H(f) von f

bei p, in Formeln
o0 f
1= (500
(%iaxj 1<i,j<n

Korollar 2.4.13 (Maxima, Minima und Hesse-Matrix). Sei A @ R" offen, f :
A — R zweimal stetig partiell differenzierbar und p € A ein kritischer Punkt.

1. Ist die Hesse-Matrix von f bei p positiv definit, so hat f bei p ein isoliertes
lokales Minimum;

2. Ist die Hesse-Matrix von f bei p negativ definit, ein isoliertes lokales Maxi-
mum,

3. Ist die Hesse-Matrix von f bei p indefinit, so hat f bei p weder ein lokales
Minimum noch ein lokales Maximum.

Beweis. Das ist nur eine Umformulierung von Satz 2.4.9. 0

2.4.14. Um die Definitheitseigenschaften einer symmetrischen quadratischen Ma-
trix zu bestimmen, bringt man sie am einfachsten durch Basiswechsel in Diago-
nalgestalt, wie im Beweis von [ ] erklirt. Bei kleineren Matrizen kann
auch das Hurwitz-Kriterium [ ] ein guter Trick sein: Danach ist eine
symmetrische (n x n)-Matrix positiv definit genau dann, wenn fiir alle £ < n
die quadratische Untermatrix, die man erhélt durch Wegstreichen der letzten &
Spalten und der untersten k& Zeilen, eine positive Determinante hat.

Ubungen

Ubung 2.4.15. Sei V ein normierter Raum, A @ V offen, f : A — R differenzier-
bar und p € A ein Punkt. Besitzt f bei p ein lokales Minimum oder Maximum, so
folgt d, f = 0.

Ubung 2.4.16. Man zeige in der Situation von Satz 2.4.9: Ist df, f positiv semide-
finit und verschieden von Null, so kann f bei p kein lokales Maximum haben.
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3 Umkehrsatz und Anwendungen

3.1 Umkehrsatz fiir stetig differenzierbare Abbildungen

Definition 3.1.1. Eine im Sinne von 1.5.2 stetig differenzierbare Abbildung zwi-
schen halboffenen Teilmengen normierter reeller R4ume nennt man auch eine C*-
Abbildung. Der Buchstabe C steht hier fiir englisch ,,continous** oder franzosisch
,continu‘, zu deutsch stetig, und der obere Index 1 deutet an, dal nur die Existenz
und Stetigkeit der ersten Ableitung gefordert wird. Eine bijektive C!-Abbildung,
deren Umkehrung auch eine C!-Abbildung ist, heiBt ein C!-Diffeomorphismus.

Satz 3.1.2 (Umkehrsatz). Seien X, Y endlichdimensionale reelle Raume, V G X
offenund f : V — Y stetig differenzierbar. Ist an einer Stelle p € V' das Differen-
tial ein Isomorphismus d, f X 3Y, so induziert f einen C*-Diffeomorphismus
zwischen einer offenen Umgebung von p in V' und einer offenen Umgebung von

f(p)inY.

3.1.3. Wir zeigen diesen Satz nach einigen Vorbereitungen zu Ende dieses Ab-
schnitts. Die Kettenregel liefert im Ubrigen fiir das Differential des Inversen eines
C'-Diffeomorphismus sofort die Formel

dppy(f71) = (dpf) !

3.1.4. Unser Umkehrsatz gilt auch fiir unendlichdimensionale normierte Rdume
X, Y, wenn wir zusitzlich annehmen, daf} ihre Richtungsrdume vollstindig sind.
Der Beweis bleibt derselbe, wenn wir zusitzlich voraussetzen, dafl das Inverse
des Vektorraumisomorphismus d,, f stetig ist. Der Satz vom offenen Bild [ ]

wird spiter einmal zeigen, dafl unsere zusitzliche Voraussetzung iiberfliis-
sig da automatisch erfiillt ist, aber das soll vorerst weder bewiesen noch verwen-
det werden. Die Allgemeinheit unendlichdimensionaler Rdume ist durchaus auch
von Interesse, erdffnet sie doch einen direkten Zugang zum Studium von Losun-
gen gewohnlicher Differentialgleichungen, wie in 7.5.3 ausgefiihrt wird. Als erste
Priifung fiir unseren Umkehrsatz iiberlege man sich die Giiltigkeit der Behauptung
im Spezialfall X =Y = R.

Definition 3.1.5. Ein Punkt, der unter einer Abbildung auf sich selbst abgebildet
wird, heilit ein Fixpunkt besagter Abbildung.

Definition 3.1.6. Eine Abbildung f zwischen zwei metrischen Riumen heif3t
Lipschitz-stetig, wenn es eine Konstante A > 0 gibt mit

d(f(x), f(y)) < Ad(z,y)
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Eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen zusammenhéngenden
Teilmenge V' @ R nach R mit nirgends verschwindender Ableitung ist notwendig
injektiv. Eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen
zusammenhiingenden Teilmenge V' @ R? in den R? mit iiberall injektivem
Differential ist dahingegen im allgemeinen nur noch ,,lokal injektiv* wie im
Umkehrsatz genauer erklért wird.
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fiir alle z,y im Ausgangsraum. Wir sagen dann auch, f sei lipschitzstetig zur
Lipschitz-Konstante )\. Eine Abbildung f zwischen metrischen Raumen heift
kontrahierend, wenn sie lipschitzstetig ist zu einer Lipschitzkonstante A < 1,
wenn es also A\ < 1 gibt mit

d(f(z), f(y)) < Md(z,y) Va,y

Beispiel 3.1.7. Natiirlich ist jede lipschitzstetige Abbildung stetig. Eine Abbil-
dung R — R ist lipschitzstetig zu einer Lipschitzkonstante A genau dann, wenn
alle ihre Sekantensteigungen betragsmifig beschridnkt sind durch A. Es ist hof-
fentlich anschaulich klar, dal im Fall A < 1 der Graph einer derart ,,flachen*
Funktion von R nach R oder auch von einem nichtleeren kompakten reellen Inter-
vall in sich selber an genau einer Stelle die Hauptdiagonale alias den Graphen der
Identitét kreuzen muf3. Der Cosinus ist als Abbildung R — R keineswegs kontra-
hierend, das Supremum seiner Sekantensteigungen ist ja Eins. Die Einschrinkung
des Cosinus zu einer Abbildung [0, 1] — [0, 1] ist jedoch kontrahierend, und den
im Banach’schen Fixpunktsatz versteckten Algorithmus zur Bestimmung des Fix-
punktes illustriert nebenstehende Abbildung.

Lemma 3.1.8 (Banach’scher Fixpunktsatz). Jede kontrahierende Selbstabbil-
dung eines vollstindigen nichtleeren metrischen Raums besitzt genau einen Fix-
punkt.

Beweis. Sei f : M — M unsere kontrahierende Selbstabbildung und A < 1 eine
Lipschitzkonstante. Wir wihlen xy € M und betrachten die rekusiv definierte
Folge =11 = f(x,). Mit Induktion folgt d(z,,, x,1+1) < \"d(z¢, 1), und mit der
Dreiecksungleichung folgt fiir n < m bereits

n

1—A

ATy, Typ1) < A F X4 N (g, 1) < d(xo, 1)
Also ist unsere Folge x,, eine Cauchy-Folge und konvergiert aufgrund der Voll-
standigkeit gegen einen Punkt lim,, ,, x,, = p € M. Da nun eine kontrahierende
Abbildung notwendig stetig ist, folgt aus der Vertauschbarkeit nach [ ]
von Grenzwerten mit dem Anwenden stetiger Abbildungen

F(p) = Tim f(z,) = lim 2 =p

n—oo

und wir haben schon mal einen Fixpunkt gefunden. Ist ¢ ein zweiter Fixpunkt, so
folgt d(p,q) = d(f(p), f(q)) < Ad(p,q) fur A < 1 und damit d(p,q) = 0, also
p=q. 0
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Schaltet man den Taschenrechner ein, stellt auf Bogenmal} und driickt wiederholt
die Taste ,,cos®, so wird man feststellen, dal sich die Zahl in der Anzeige nach
einer gewissen Zeit iiberhaupt nicht mehr dndert. Um das zu verstehen beachte
man, daB der Cosinus eine kontrahierende Selbstabbildung des Intervalls [0, 1]

liefert, da namlich seine Ableitung dort betragsméBig durch sin(1) € (0,1)
beschrinkt ist. Der Beweis des Fixpunktsatzes 3.1.8 zeigt, dal unter diesen
Umstinden das wiederholte Anwenden stets eine Folge liefert, die gegen den
Fixpunkt konvergiert.
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Ergdnzung 3.1.9. Lassen wir in der Ungleichungskette aus obigem Beweis m nach
Unendlich streben, so erhalten wir fiir den Abstand der n-ten Approximation x,,
zum Fixpunkt p zusitzlich die Abschitzung

n

d <
(@n,0) < T

Satz 3.1.10 (Umkehrsatz fiir stetige Abbildungen). Seien X ein volistindiger
normierter reeller Raum, U G X eine offene Teilmenge und f : U — X eine
Abbildung, deren Differenz zur Identitdit

(f—id): U = X

d(Io, l’l)

kontrahierend ist, als da heift lipschitzstetig zu einer Lipschitzkonstante X < 1.
So ist unsere Abbildung injektiv mit offenem Bild f(U) @ X und ihre Umkehrab-
bildung f~' : f(U) — U ist lipschitzstetig zur Lipschitzkonstante 1/(1 — \).

Vorschau 3.1.11. Man kann sogar zeigen, dal jede stetige injektive Abbildung
von einer offenen Teilmenge eines R™ in den R" offene Teilmengen auf offene
Teilmengen abbildet und folglich eine stetige Umkehrabbildung hat. Dieser ,,Satz
tiber die Invarianz von Gebieten* gilt jedoch nur im endlichdimensionalen Kontext
und sein Beweis bendtigt stirkere Hilfsmittel, vergleiche etwa [T5]

Ergiinzung 3.1.12. Der Leser mag zur Ubung aus den Argumenten des anschlie-
Benden Beweises folgern, dal unter den Annahmen des Umkehrsatzes fiir stetige
Abbildungen 3.1.10 genauer gilt

B(p;R) CU = B(f(p);(1—-MNR)C f(U)

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, X sei ein
vollstdndiger normierter Vektorraum. Die Injektivitidt von f ergibt sich, da aus
unserer Annahme ||(f —id)(z) — (f —id)(y)|| < ||z — y|| sofort folgt ||y — z|| —

1/ (@) = f(y)ll < Allz — yl| alias
1f(@) = f)ll = (1 =Nz -yl

Durch Einsetzen von z = f~!(p) und y = f~*(q) folgt weiter ohne Schwierigkei-
ten ||[p—q|| > (1-N)||f~*(p)—f*(¢)|| und damit sogar die Lipschitzstetigkeit der
Umkehrfunktion f~! : f(U) — U. Bis hierher brauchen wir weder U offen noch
X vollstindig anzunehmen, und unsere Aussagen sind wenig mehr als ein Spe-
zialfall der allgemeinen Resultate fiir ,,nicht abstandsverkleinernde* Abbildungen
metrischer Rdume aus Ubung [ ] . Der wesentliche Punkt besteht dar-
in, zu zeigen, dafl f offenes Bild hat. Dazu betrachten wir fiir alle y € X die
Abbildung
ky: U — X
v o oz f(2) 4y
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Fiir eine Abbildung f von einer offenen Teilmenge U @ R nach R ist (f — id)
kontrahierend mit Kontraktionsfaktor A genau dann, wenn alle ihre
Sekantensteigungen im Intervall [1 — A, 1 + A] liegen. In diesem Fall sollte es
anschaulich klar sein, da} f injektiv und offen ist und daf3 die
Sekantensteigungen der Umkehrfunktion betragsmiBig beschrinkt sind durch
(1 — A)~! : In diesem Fall liegen alle Sekantensteigungen der Umkehrfunktion
sogar im Intervall [(1 4+ A)™, (1 — \)71].
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Ihre Fixpunkte sind die Urbilder von y unter f und £, ist unter unseren Annahmen
auch kontrahierend. Genauer gilt offensichtlich

[y () = ky ()| < Alw = 2] Va,zeU

Gegeben p € U finden wir nun einen Radius R > 0 derart, daB der ,,abgeschlos-
sene Ball*
AlpR) ={z e X ||p—=z|| < R}

ganz in U enthalten ist. Fir y € B(f(p); (1 — A)R) bildet dann k, unseren
abgeschlossenen Ball A(p; R) in sich ab, denn fiir diese y gilt ||p — k,(p)| =
Ilf(p) —y|| < (1 —A)R und damit erhalten wir fiir z € A(p; R) sogar

lp = ky (@) < llp = ky )| + [[By () = ky(2)| < (1= MR+ AR = R

Wenden wir den Banach’schen Fixpunktsatz 3.1.8 auf die Selbstabbildung £, von
A(p; R) an, das nach [ ] als abgeschlossene Teilmenge eines vollstidndi-
gen metrischen Raums auch vollstindig ist, so finden wir, daf %, einen Fixpunkt
in A(p; R) haben muB. Es folgt f(A(p; R)) D B(f(p); (1 — A)R) und das zeigt,
daf das Bild von f offen sein muf, in Formeln f(U) G X. O

Beweis des Umkehrsatzes fiir C*-Abbildungen 3.1.2. Ohne Beschriinkung der All-
gemeinheit seien X, Y Vektorrdaume. Sicher reicht es, wenn wir den Satz fiir
(dpf) 1o f statt fiir f zeigen. Wir diirfen also ohne Beschréinkung der Allgemein-
heit X = Y und d,,f = id annehmen. Es folgt d,,(f — id) = 0. Wéhlen wir eine
Norm auf X und beachten, daf} f stetig differenzierbar angenommen war, so folgt
leicht die Existenz eines offenen Balls B um p mit ||d,(f —id)|| < 1/2 Vz € B.
Nach 1.3.5 ist dann jedoch (f —id) : B — X kontrahierend mit Lipschitzkon-
stante < (1/2). Mit unserem Umkehrsatz fiir stetige Abbildungen 3.1.10 folgt,
dal f eine Injektion mit offenem Bild f : B — X liefert, deren Umkehrung
lipschitzstetig ist zur Lipschitzkonstante Zwei. Um die Differenzierbarkeit von
f~': f(B) — B an der Stelle f(p) zu zeigen, diirfen wir ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit zusitzlich annehmen, daB gilt p = 0 und f(p) = 0. Da wir
f differenzierbar bei p mit Differential id angenommen hatten, konnen wir dann
schreiben
f(2) = o+ llle(x)

fiir eine Abbildung € : B — X, die stetig ist bei 0 und die dort den Wert Null
annimmt. Setzen wir hier z = f~!(y) ein mity € f(B), so ergibt sich

y=F"w+ 1 Wle(f ()
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Das Verfahren aus dem Beweis von 3.1.2 ist auch durchaus von praktischer
Bedeutung: Ausgeschrieben besagt es, dal wir eine Losung x der Gleichung
f(z) = y unter geeigneten Annahmen finden konnen als den Fixpunkt der
kontrahierenden Abbildung

ky: U — X
= w4+ (df) 7 (y — fl2)

fiir p mit f(p) hinreichend nah bei y. Es ist dem Newtonverfahren aus [ ]
eng verwandt, stimmt jedoch nicht damit iiberein: Beim Newtonverfahren
etwa im Fall einer Verédnderlichen ,,gehen wir ja immer auf der Tangente bei
(x, f(z)) wieder herunter zur z-Achse®, wohingegen wir bei unserer Korrektur
k, aus besagtem Beweis stattdessen auf der Parallelen durch (x, f(x)) zur
Tangente bei (p, f(p)) heruntergehen, wie im Bild dargestellt.
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Nun liefert die Lipschitzstetigkeit der Umkehrfunktion fiir unseren eben gewihl-
ten offenen Ball B nach 3.1.10 aber auch fiir alle y € f(B) die Abschitzung
lf~Y ()| < 2|ly||. Zusammen ergibt sich dann leicht

i [ y) -y

—0
v=0 |yl

Das aber besagt gerade, daB die Umkehrabbildung f~! bei y = 0 differenzier-
bar ist mit Differential id. Verkleinern wir unsere offene Umgebung von p noch
so weit, dall df dort iiberall invertierbar ist, so folgt die Differenzierbarkeit der
Umkehrabbildung an jeder Stelle des Bildes unserer verkleinerten offenen Umge-
bung. Die Stetigkeit des Differentials der Umkehrabbildung folgt dann leicht aus
der Stetigkeit des Differentials der urspriinglichen Abbildung und der Stetigkeit
des Invertierens linearer Abbildungen, vergleiche im Fall von Banachriumen etwa
1.4.11. [

Ubungen

Ubung 3.1.13. Eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen Teilmen-
ge eines endlichdimensionalen reellen Raums in einen weiteren endlichdimensio-
nalen reellen Raum hat offenes Bild, wenn ihr Differential an jeder Stelle surjektiv
ist. Ist unsere stetig differenzierbare Abbildung zusitzlich injektiv, so liefert sie
einen Diffeomorphismus unserer offenen Teilmenge mit ihrem Bild.

3.2 Implizite Funktionen

3.2.1 (Erliduterung des Satzes in einem Spezialfall). Gegeben eine differenzier-
bare Funktion f : R3 — R von drei Verinderlichen scheint es mir anschaulich
klar, daB ihre Niveaufliche N durch einen vorgegebenen Punkt p € R? salopp
gesprochen lokal um p als Graph einer reellwertigen Funktion der ersten beiden
Verinderlichen dargestellt werden kann, wenn die Tangentialebene an unsere Ni-
veauflache bei p nicht auf der zy-Ebene alias der Nullstellenmenge der dritten
Veridnderlichen senkrecht steht, wenn also die partielle Ableitung unserer Funk-
tion f nach der dritten Veridnderlichen bei p nicht verschwindet. Etwas formaler
sollte es also unter der Bedingung f.(p) # 0 offene Teilmengen C; @ R? und
A; @ R geben derart, daf3 gilt p € C; x A; und daBB N N (Cy x A;) der Graph ei-
ner Funktion g : ¢y — A; ist. Derartige ,,implizit definierte Funktionen* werden
wir im folgenden in voller Allgemeinheit studieren, allerdings mit einer anderen
Konvention fiir die Bezeichnung der Variablen: Statt (x,y, z) schreiben wir im
folgenden (z1, 2o, ) und fassen f bei vorgegebenem b = f(p) auf als eine von
zwel Parametern 21, 2o abhéngende Gleichung fiir z, ndmlich die Gleichung

f(ZbZQ,ZE) =b
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Unsere implizite Funktion ist in dieser Notation diejenige Funktion g : C; — A,
die charakterisiert wird durch die Bedingung f(z1, 22, (21, 22)) = f(p). Die Be-
dingung an die lokale Existenz einer impliziten Funktion lautet in dieser Notation
fz(p) # 0. Im folgenden betrachten wir allgemeiner nicht nur von Parametern ab-
hingende Abbildungen R — R, sondern allgemeiner von Parametern abhéingende
Abbildungen R™ — R™. Mit x bezeichnen wir dabei Koordinaten des Ausgangs-
raums und mit y Koordinaten des Raums, in dem unsere Abbildung landet.

3.2.2 (Erlauterung des Satzes in Koordinaten). Gegeben ein Gleichungssystem
mit weniger Gleichungen als Unbekannten, sagen wir mit nur m Gleichungen fiir
m + n Unbekannte, wird man im allgemeinen erwarten, daf} sich die Losungs-
menge in der folgenden Weise beschreiben 14B3t: Wir diirfen » Unbekannte frei
wihlen und konnen die iibrigen m Unbekannten dann aus unseren m Gleichun-
gen als Funktionen der bereits gewihlten n Unbekannten bestimmen. Mir hilft es
beim Denken und Reden, diese n frei zu wihlenden Unbekannten als ,,Parameter*
zu bezeichnen und unser System als ein System von m Gleichungen in m Unbe-
kannten x4, ..., z,, anzusehen, bei dem unsere m Gleichungen zusitzlich noch
von insgesamt n Parametern z1, . . ., 2, abhiingen, in Formeln

fl(zl,...,zn,xl,...,xm) = b1

fm(zla"-aznawla'“yxm) - bm

fiir fest vorgegebene b4, . . ., b,,. Besteht unser Gleichungsystem etwa aus m linea-
ren Gleichungen in m Unbekannten, wobei diese m Gleichungen noch stetig von
den n Parametern 21, . .., z, abhingen, und ist die (m x m)-Matrix der Koeffizi-
enten fir eine feste Wahl der Parameter invertierbar, so wird sie auch fiir benach-
barte Parameter invertierbar bleiben, und wir konnen den eindeutig bestimmten
Losungsvektor fiir benachbarte Parameter als Funktion der Parameter schreiben.
Im Fall eines nicht notwendig linearen Gleichungssystems gelten entsprechende
Aussagen. Eine prizise Formulierung gibt der ,,Satz iiber implizite Funktionen®.
Mit den ,,impliziten* Funktionen sind dabei diejenigen Funktionen gemeint, die
die m Unbekannten x4, ..., x,, als Funktionen der n Parameter z1, ..., z, aus-
driicken: Diese Funktionen sind ndmlich a priori nicht explizit etwa als Polynome
oder allgemeiner als algebraische Ausdriicke in bekannten Funktionen gegeben,
sondern nur implizit als Losungen eines Gleichungssystems.

3.2.3 (Erlduterung des Satzes im Fall linearer Funktionen). Ich will den Fall,
dafB} unsere Gleichungen linear sind und sogar linear von den Parametern abhén-
gen, auch noch koordinatenfrei und etwas préziser formulieren. Seien dazu ganz
allgemein X, Y, Z Vektorriume. Die Elemente von Z spielen im folgenden die
Rolle der ,,Parameter”. Ist f : Z x X — Y eine lineare Abbildung, deren Re-
striktion auf X bijektiv ist, so gibt es bei festem b € Y genau eine Abbildung
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g:Z — X mit f(z,9(2)) = bfiralle z € Z. In der Tat ist unsere Gleichung
wegen der Linearitéit von f gleichbedeutend zu f(0, g(z))+ f(z,0) = b, und nach
Annahme gibt es eben genau ein x € X mit f(0,z) = b — f(z,0). Bezeichnet in
Formeln inx die lineare Einbettung x — (0, z) von X nach Z x X, so haben wir
g(z) = (f oinx)™ (b — f(z,0)). Notieren wir auch noch in die lineare Einbet-
tung z — (z,0) von Z nach Z x X und nehmen der Einfachkeit halber b = 0 an,
so erhalten wir

g=—(foiny) to(foiny)

Der Satz iiber implizite Funktionen besagt, dal dhnliche Aussagen ,,lokal* auch
allgemeiner fiir beliebige stetig differenzierbare Abbildungen gelten.

Satz 3.2.4 (iiber implizite Funktionen). Seien Z, XY endlichdimensionale re-
elle Ridume, C' @ Z sowie A @ X offenund f : C'x A — Y stetig differenzierbar.
Sei eine Stelle (c,a) € C' x A gegeben derart, daf$ das Differential d.of von f
an dieser Stelle eine Bijektion

(d(qa)f) o) in)? . X = }7

induziert. So existieren Paare (Cy, Ay) bestehend aus einer offenen Umgebung
C1 @ C von c und einer offenen Umgebung A, @ A von a derart, daf3 die Ni-
veaumenge {(z,x) € Cy x Ay | f(z,z) = f(c,a)} der Graph einer stetig
differenzierbaren Funktion g : Cy — A, ist. Jede derart durch die Bedingung
f(z,9(2)) = f(c,a) erklirte implizite Funktion g hat dann bei = € C, das
Differential

d.9 = = (g foing) o (g foing)

3.2.5 (Eindeutigkeit impliziter Funktionen). Es kann durchaus verschiedene
Paare (C}, A;) und (C7, A}) geben, fiir die die Bedingungen des Satzes erfiillt
sind. Wenn wir C' nicht wegzusammenhéngend wihlen, kann die implizite Funk-
tion auch durchaus von der Wahl von A; abhingen: Zwei Paare (Ci, A;) und
(Cy, A}) mit demselben C konnen also durchaus verschiedene implizite Funk-
tionen C; — A liefern, wie nebenstehendes Bild illustriert. Wir werden jedoch
zusitzlich zeigen, da3 man im Satz eine offene Umgebung C'; @ C' von ¢ sogar so
wihlen kann, daf es (1) fiir jede darin enthaltene wegzusammenhingende offene
Umgebung U von ¢ genau eine stetige Funktion g : U — A gibt mit g(¢) = a
und f(z,9(2)) = f(c,a) fur alle z € U und daB (2) die so erkldrten Funktionen
g : U — A stetig differenzierbar sind.

3.2.6. Die Kettenregel zeigt, daBl die lineare Abbildung (d.q)f) o ing auch als
das Differential bei a der Abbildung = — f(c, z) verstanden werden kann. Wenn
also dies Differential invertierbar ist fiir einen Parameter c, so kann ,,jedes kleine
Verwackeln des Parameters ¢ zu z eindeutig durch ein kleines Verwackeln von a
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Der Schnitt der Niveaufliche {(z, ) | f(z,7) = 2% — z = 0} mit einem
geeigneten Rechteck C'; x A; ist der Graph einer Funktion, eben der
entsprechenden impliziten Funktion, hier der Funktion ¢g(z) = /z. Dieses
Beispiel zeigt auch, dafl im Fall von nicht zusammenhéngendem C die implizite
Funktion durchaus von der Wahl von A; abhingen kann: Zwei Paare (C1, A;)
und (C}, A}) mit demselben C; kénnen verschiedene implizite Funktionen
() — A liefern! Die Tangente an den Graphen unserer impliziten Funktion g
schlieBlich steht in (¢, a) senkrecht auf dem Gradienten (f,(c, a), f.(c,a)), so
daf auch die Formel fiir die Tangentensteigung ¢'(c) = —f.(c,a)/ f.(c, a)
anschaulich unmittelbar einleuchtet.
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zu x in dem Sinne ausgeglichen werden, daf} unter diesem simultanen Wackeln
der Wert von f konstant bleibt®.

3.2.7. Wieder gilt der Satz mit demselben Beweis auch fiir vollstindige normierte
Réiume, wenn man zusitzlich zur Bijektivitdt auch noch die Stetigkeit der inver-
sen Abbildung von (d(q)f) o ing : X = Y fordert und ,»stetig differenzierbar®
im Sinne von 1.5.2 interpretiert. Diese Allgemeinheit wird sich bei der Losung
gewohnlicher Differentialgleichungen 7.5.3 als niitzlich erweisen. Der Satz vom
offenen Bild [ ] wird spéter einmal zeigen, dal unsere zusétzliche Vor-
aussetzung uberfliissig ist, da sie ndmlich automatisch erfiillt ist, aber das soll
vorerst weder bewiesen noch verwendet werden.

Beispiel 3.2.8. Wir betrachten f(z,z) = z® + z2? — 3 als eine Schar von Poly-
nomen in x mit Parameter z. Fiir den Parameter 2 = 2 ist z = 1 eine Nullstelle,
f(2,1) = 0. Wir wollen nun untersuchen, wie diese Nullstelle ,,mit dem Parameter
z wackelt, und wenden dazu den Satz iiber implizite Funktionen an. Die partielle
Ableitung nach z ist f, = 3z% + 2zx, insbesondere haben wir f,(2,1) =7 # 0
und nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es folgliche > Ound § > 0
derart, daf3 fiir alle z € (2 — ¢,2 + ) das Polynom f(z, ) genau eine Nullstelle
x = g(z) € (1 — 6,1+ 9) hat. Diese Funktion ¢ ist zwar schwer explizit anzuge-
ben, aber der Satz sagt uns, daB} sie in einer Umgebung von z = 2 differenzierbar

ist, und ihre Ableitung bei z = 2 kennen wir auch: Wir haben namlich f, = x2,

f-(2,1) = 1 und folglich

1

92 =—£2,)7£21) =~

Betrachten wir stattdessen h(z,z) = z? — z, so ist fiir z = 0 natiirlich z = 0
eine Nullstelle, aber Entsprechendes gilt keineswegs: Schieben wir z etwas ins
Negative, so hat h(z, ) iiberhaupt keine reelle Nullstelle mehr, schieben wir z
dahingegen etwas ins Positive, so werden aus unserer Nullstelle plotzlich zwei
Nullstellen, wie das nebenstehende Bild illustriert. Das zeigt, dal die Bedingung
an die Ableitung auch wirklich notwendig ist.

3.2.9 (Der Satz iiber implizite Funktionen in Koordinaten). Ich will den Satz
iber implizite Funktionen auch noch in Koordinaten angeben. Seien dazu C' @ R"
und A @ R™ offen, f : C' x A — R™ stetig differenzierbar und 21, .. ., z,, unsere
,Parameter sowie x4, . . ., ,,, unsere ,,Unbekannten®. So gilt:

(5).
O ij=1

nicht ausgeartet an einer Stelle (¢, a) € C'x A, so existieren Tripel (C1, A1, g)
bestehend aus einer offenen Umgebung C; @ C' von c, einer offenen Umge-
bung A; @ A von a und einer stetig differenzierbaren Funktion g : C} — A,

1. Ist die Matrix
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Die Graphen von h(0, ), h(—1/2, ) und h(1/2, ) fiir die Funktion
h(z,z) = x? — z vom Ende des Beispiels 3.2.8. Hier haben wir anders als sonst
2 in horizontaler Richtung aufgetragen und denken an Nullstellen der
veridnderten Gleichung statt an Schnitte der Niveaulinie A(z, z) = 2% — 2z = 0 mit
verschiedenen horizontalen Geraden. Dies Bild interpretiert also diesselbe
Formeln wie das vorhergehende Bild auf Seite 57, nur eben in der alternativen
Anschauung der ,,Abhéngigkeit der Nullstellen von den Parametern* und in
einem entsprechend an der Hauptdiagonale gespiegeltem Koordinatensystem.
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derart, daB an jeder Stelle z € C; der Wert g(z) das einzige x* € A; ist mit

f(Z,Z‘) = f(C, a)'

2. Die partiellen Ableitungen der Komponenten von g werden dann gegeben

durch die Matrix-Gleichung
-1
(249(2)) 02k | (z.g(2)

og;| \ __(of
Oz |, Ox;
In dieser Sprache ausgedriickt kann also ein System von m Gleichungen in m +n
Unbekannten im allgemeinen ,,lokal* in der Weise aufgeldst werden, dal3 wir n

der Unbekannten frei wihlen und die restlichen m Unbekannten dadurch dann im
Wesentlichen eindeutig festgelegt werden.

Beispiel 3.2.10. Wir betrachten f : R x R — R, f(z,2) = 2> + 2% und (¢, a) =
(0,1). Da % nicht verschwindet bei (0, 1), sind die Voraussetzungen des Sat-
zes erfiillt. Ein mogliches Tripel bestiinde aus C; = (—1,1), A; = (0, 00) und
g(z) = /1 — z2. Unsere implizite Funktion sucht sich in diesem Fall fiir jedes
z € (—1,1) dasjenige positive = = g¢(z) aus, fiir das der Punkt (z,z) auf dem
Einheitskreis liegt. Die Ableitung dieser impliziten Funktion ergibt sich mit unse-
rer Regel richtig zu

dg af -1 ofy 2z z

v (@) (3)-%-=
Beispiel 3.2.11. Wir betrachten f : R*> x R — R, f(z,w,z) = 2? + w? + 2?
und (¢,a) = (0,0,1). Um Indizes zu vermeiden, haben wir hier die Parameter
mit (z,w) statt mit (27, 2o) bezeichnet. Da % nicht verschwindet bei (0,0, 1),
sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Ein mogliches Tripel bestiinde aus C'y
der offenen Einheitskreisscheibe in der zw-Ebene, A; = (0,00) und g(z,w) =
V1 — 22 — w?. Anschaulich wihlt unsere implizite Funktion fiir jedes Paar (z, w)
aus der offenen Einheitskreisscheibe das positive z aus, fiir das der Punkt (z, w, x)
auf der Einheitssphire liegt.

Beispiel 3.2.12. Wir betrachten das Gleichungssystem

E+Cv—gut = 1

Cu* +3Cu —uww = 3
Es ist etwa erfiillt fiir (¢, &, u,v) = (1,1,1,1). Wenn man nun ¢ und £ ein bilchen
dndert, kann man dann stets « und v so anpassen, da3 unser Gleichungssystem

erfiillt bleibt? Der Satz iiber implizite Funktionen liefert genau diese Aussage,
man mufB dazu nur priifen, daB die (2 x 2)-Matrix der partiellen Ableitungen der
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beiden Gleichungen unseres Systems nach « und v bei (1, 1, 1, 1) invertierbar ist.
Genauer erhilt man hier die Matrix
—2 1
5 —1

und damit implizite Funktionen (¢, &) und v((, €), die in einer Umgebung von
(1,1) definiert sind und die dort jeweils den Wert 1 annehmen. Man beachte je-
doch die Verschiebung der Notation: Unser (¢, £) hier entspricht im Satz iiber im-
plizite Funktionen dem z und unser (u, v) hier hiefl dort z. Wie finden wir nun die
partiellen Ableitungen von u und v bei ({,&) = (1, 1)? Sicher konnen wir unsere
abstrakte Formel anwenden, aber dabei verheddert man sich leicht. Ich ziehe es
vor, den Beweis im Spezialfall zu wiederholen und die definierenden Gleichungen
partiell abzuleiten. Wir erhalten so fiir die partiellen Ableitungen nach ( etwa
£+ v+ (ue — 28uue =0
u? + 3Cuue + 3u+ 3Cuc —ucv —uvg = 0
und nach Auswerten bei ((, &) = (1, 1) ergibt sich fiir die Werte unserer partiellen
Ableitungen dort das lineare Gleichungssystem
2+ V¢ — 2164 = 0
4 + 5UC — UC = 0

dessen Losung keine Probleme mehr aufwerfen sollte.

Beweis des Satzes 3.2.4 iiber implizite Funktionen. Wir setzen f(c,a) = b und
betrachten die Abbildung

F: CxA — Z XY
(z,2) = (2 f(z,2))

Thr Differential bei (¢, a) hat im Sinne von [[LA1] Block-Gestalt
id > 0
d(qa)f ©) inZ~ d(c,a)f o in)?

und ist insbesondere invertierbar. Nach dem Umkehrsatz gibt es also offene Um-
gebungen C; C C'voncund A; C Avonaund P, @ Z x Y von (¢,b) = F(c,a)
derart, daB F einen C*-Diffeomorphismus

F201><A11>P1
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liefert. Die Umkehrabbildung G = F~! : P, = () x A; hat dann offensichtlich
die Gestalt (z,y) — (z,g(z,y)) fir geeignetes g : P, — X. Nunist f(z,2) = b
gleichbedeutend zu F'(z,z) = (z,b), und unter den Zusatzannahmen (z,z) €
Cy x Ay und (z,b) € P ist das weiter gleichbedeutend zu (z,z) = G(z,b) alias
x = §(z,b). Verkleinern wir falls nétig C; noch weiter derart, dal zusétzlich
gilt C; x {b} C P, dann gibt es zu jedem z € C) genau ein x = ¢g(z) €
Ay mit f(z,z) = b, ndmlich g(z) = g(z,b). Die so definierte Funktion g ist
stetig differenzierbar nach dem Umkehrsatz. Ihre Ableitung bei z € C) ergibt
sich leicht, wenn man die Definitionsgleichung f(z,¢(z)) = b als Abbildung
(' — Y auffaBt und auf beiden Seiten das Differential an der Stelle z nimmt: Mit
der Kettenregel folgt ndmlich

id
dizg(=)f © (dz g) =0

Zerlegen wir darin d . g(.)) f = (d(zg2)) f 0inz, d(z g(2)) f 0ing) als Zeilen-Block-
matrix im Sinne von [ ] , so ergibt sich sofort die behauptete Formel fiir
das Differential. O

Ergdnzung 3.2.13. Wir zeigen noch unsere Behauptung 3.2.5 und zeigen genau-
er, daB} fiir C'; wie im vorhergehenden Beweis und U @ ('} eine wegzusammen-
hingende Umgebung von c die Einschriankung der bisher betrachteten Funktion
g : Cy — Aj auch die einzige stetige Funktion g : U — A ist mit §(¢) = a und
f(z,g(2)) = b fir alle z € U. Sei in der Tat solch ein § gegeben. Die Menge
der Punkte z € U mit §(z) = g(z) ist nicht leer, da sie ¢ enthilt. Sie ist abge-
schlossen in U wegen der Stetigkeit beider Funktionen. Wenn wir auch noch ihre
Offenheit zeigen, sind wir fertig mit 5.5.18. Wegen der Stetigkeit nimmt g in ei-
ner Umgebung von ¢ nur Werte aus A; an, in dieser Umgebung von ¢ muf} also
¢ mit g iibereinstimmen. Dieselbe Argumentation greift nun aber fiir jeden Punkt
z € U mit §(z) = g(z), denn alles bereits Gesagte gilt genauso fiir (z, g(z)) wie
fir (c, a).

Ubungen

Ubung 3.2.14. Gegeben eine einfache Nullstelle eines reellen oder komplexen Po-
lynoms wird bei hinreichend kleinem Wackeln an den Koeffizienten des Polynoms
sich auch unsere Nullstelle nur ein biBchen bewegen und differenzierbar, im kom-
plexen Fall sogar komplex differenzierbar von besagten Koeffizienten abhiingen.
Man formuliere diese Aussage prizise und beweise sie.

Ubung 3.2.15. Man zeige, daB es keine stetig differenzierbare bijektive Abbildung
R? = R geben kann.
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Die Funktion f : R3\(e3) — R auf dem Komplement der 2-Achse gegeben
durch (r cos ¥, rsind, z) — sin(z — ¥) fiir r > 0 und ¥ beliebig hat als
Niveaumenge zum Niveau Null eine Wendeltreppe, die sich um die z-Achse (e3)
windet. Eingezeichnet sind zusammenhingende offene Umgebungen C' und C]
eines Punkte ¢ € R?, die sich durchaus zu ,,erlaubten* Paaren (C}, A;) und
(C1, A!) erginzen lassen, bei denen die zugehorigen impliziten Funktionen
jedoch auf C; N C] nicht iibereinstimmen.
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3.3 Untermannigfaltigkeiten reeller Riume

3.3.1. Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir Maxima und Minima von
Funktionen auf einer Kugel oder einem Ellipsoid oder eines Torus alias Schwimm-
ring im R3 untersuchen. Spiter werden wir dariiber hinaus Formeln fiir die Ober-
flache derartiger Gebilde herleiten und sogar Funktionen iiber derartige Gebilde
integrieren. Um alle diese Formeln in angemessener Allgemeinheit diskutieren
zu konnen, fithren wir hier den Begriff der Untermannigfaltigkeit einer endlichdi-
mensionalen reellen Raums ein und erkldren, wie man mit diesem Begriff umgeht.
Anschliefend diskutieren wir dann Extremwertaufgaben.

Definition 3.3.2. Sei X ein reeller affiner Raum endlicher Dimension und £ > 0
eine natiirliche Zahl. Eine Teilmenge M C X heift eine k-dimensionale C'-
Untermannigfaltigkeit von X oder eine in X eingebettete Mannigfaltigkeit
oder kurz eine Mannigfaltigkeit, wenn es fiir jeden Punkt p € M ein Paar (U, g)
gibt aus einer offenen Umgebung U @ X von p und einem C!-Diffeomorphismus
g:U = g(U) von U auf eine offene Teilmenge g(U) @ R™ derart, daB gilt:

gUNM)={2€9(U)| zg41=... =2, =0}
Ein derartiges Paar (U, g) heift eine Pliattung der Untermannigfaltigkeit M um p.

3.3.3. Natiirlich gilt in der vorstehenden Definition notwendig n = dimg X. Un-
sere Gleichung hétte ich auch kiirzer g(U N M) = g(U) N (R¥ x 0"~*) schreiben
konnen, mit 0"~* als Abkiirzung fiir die einelementige Menge {0} C R"*. In
vergleichbaren Situationen werde ich von nun an diese abgekiirzte Darstellung
bevorzugen. Im Fall £ = n = dimg X ist insbesondere eine Untermannigfaltig-
keit dasselbe wie eine offene Teilmenge.

3.3.4 (Diskussion der Terminologie). Manche Autoren fordern von Mannig-
faltigkeiten zusitzlich, dal sie zusammenhingend sein sollen. Andere Autoren,
zum Beispiel Warner [ ], verwenden den Begriff einer Untermannigfaltig-
keit auch in einer allgemeineren Bedeutung: Unsere Untermannigfaltigkeiten im
Sinne der vorhergehenden Definition wiirde er als ,,eingebettete Untermannigfal-
tigkeiten* bezeichnen. Spiter werden wir auch Mannigfaltigkeiten ,,mit Rand*
kennenlernen. Zur Unterscheidung nennt man manchmal die hier eingefiihrten
Mannigfaltigkeiten ausfiihrlicher Mannigfaltigkeiten ohne Rand.

3.3.5. Sei X ein reeller affiner Raum endlicher Dimension. Einen C!-Diffeomor-
phismus g von einer offenen Umgebung U eines Punktes p € X auf eine offe-
ne Teilmenge ¢(U) eines R"™ nennt man auch ein lokales Koordinatensystem
um den Punkt p und die Komponenten g, . .., g, von g heilen die Koordinaten
g; : U — R unseres Koordinatensystems. Ein typisches Beispiel sind etwa die Po-
larkoordinaten auf offenen Teilmengen von X = R?, bei denen man statt (g1, g)
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Der Einheitskreis ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit der Ebene
M C R?. Eine Plittung um beliebige Punkte aus der oberen Halbebene U wird
etwa gegeben durch g(x,y) = (z,y/2? + y? — 1). In diesem Fall besteht g(U)
aus dem schraffierten Bereich, also aus allen Punkten oberhalb des Graphen der

Funktion z +— |z| — 1.

M
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meist (r,9) schreibt. In dieser Terminologie kann etwa eine Untermannigfaltig-
keit von X der Dimension Eins beschrieben werden als eine Teilmenge M C X
derart, daB3 es um jeden Punkt p € M ein lokales Koordinatensystem von X gibt,
unter dem M einer Koordinatenachse entspricht.

Beispiele 3.3.6. Jeder affine Teilraum Y C X ist eine Untermannigfaltigkeit der
Dimension dim Y. Der Graph jeder C!-Funktion f : R? — R ist eine zweidimen-
sionale Untermannigfaltigkeit des R?, als Plittung mag man g : R® = R?® mit
g(x,y,2) = (z,y,z— f(x,y)) nehmen. Der Einheitskreis ist eine eindimensiona-
le Untermannigfaltigkeit des R?. Eine Untermannigfaltigkeit der Dimension Null
ist dasselbe wie eine diskrete Teilmenge im Sinne von 5.5.6.

Ergiinzung 3.3.7. Eine kompakte Untermannigfaltigkeit der Dimension Eins in R3
hei3t eine Verschlingung und, wenn sie zusétzlich wegzusammenhéngend ist, ein
Knoten. Zwei Verschlingungen heien isotop genau dann, wenn sie durch einen
C'-Diffeomorphismus R3 = R3 mit iiberall positiver Funktionaldeterminante in-
einander iiberfiihrt werden konnen. Die ,,Knotentheorie* versucht, Kriterien dafir
zu entwickeln, wann zwei gegebene Verschlingungen isotop sind.

3.3.8. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Spétestens mit 3.4.7 wird
klar, da fiir £, € N eine Teilmenge M C X nur dann sowohl eine k-dimensiona-
le als auch eine /-dimensionale Untermannigfaltigkeit sein kann, wenn entweder
gilt k = [ oder aber M = (). Jede nichtleere Untermannigfaltigkeit hat also eine
wohlbestimmte Dimension.

3.3.9. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Eine Untermannigfaltigkeit
der Dimension Eins von X heiflt eine Kurve in X und eine Untermannigfaltig-
keit der Dimension Zwei eine Fliache. Gegeben £ < dim X versteht man unter
einer Untermannigfaltigkeit der Kodimension . eine Untermannigfaltigkeit der
Dimension (dim X') — k. Eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension Eins heif3t
eine Hyperfliche. Jede offene Teilmenge einer Untermannigfaltigkeit ist selbst
eine Untermannigfaltigkeit derselben Dimension.

Proposition 3.3.10 (Untermannigfaltigkeiten als Urbilder). Seien X und Y
endlichdimensionale reelle Ridume, U G X eine offene Teilmenge und f : U —'Y
eine stetig differenzierbare Abbildung mit iiberall surjektivem Differential. So ist
fiir alle ¢ € Y das Urbild M = f~'(c) eine Untermannigfaltigkeit von X der
Dimension dim X — dim Y.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir X = R"und ¥ = R™
annehmen und haben dann f = (f,..., f,,). Fir jedes p € M finden wir sicher
lineare Abbildungen /,,,1,...,0, : X — R derart, da} das Differential von g =
(fiy--oy fmslms1, -+, 1) in p bijektiv ist. Nach dem Umkehrsatz 3.1.2 gibt es
dann U’ @ U mit p € U’ derart, daB g einen C'-Diffeomorphismus U’ = ¢(U’) @
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Die links abgebildete Verschlingung ist besonders bemerkenswert dadurch, dal3
je zwei der Ringe getrennt werden konnten, wenn eben der Dritte nicht wire. Sie
hei3t die Verschlingung der Borroméischen Ringe nach einer italienischen
Familie, die diese Ringe in ihrem Wappen fiihrte. Rechts ein Beispiel fiir einen
Knoten.

[lustration zum Beweis des Satzes 3.3.10 tiber Mannigfaltigkeiten als Urbilder.
Dick gezackelt eine Niveaulinie einer Funktion f : U — R mit U @ R?. Liegt p
auf dieser Niveaulinie und ist d,, f surjektiv alias nicht null, so 148t sich f durch
eine lineare Abbildung, im Bild die Abbildung y, zu einem lokalen
Koordinatensystem ergédnzen, und der Umkehrsatz 3.1.2 liefert dann die gesuchte
lokale Plittung unserer Niveaulinie.
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R™ induziert, und nach Konstruktion gilt (U’ N M) = ¢g(U’) N ({¢} x R*™™).
Damit erhélt man dann leicht die gesuchte Plittung von M um p. [

Beispiel 3.3.11. Die Sphiren S" = {z € R"* | 2} + ...+ 22,, = 1} sind
n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten in R"*!, denn das Differential von z
21+ ...+ x2 ., verschwindet nirgends auf der Sphére S™.

Ubungen

Ubung 3.3.12 (Jede Untermannigfaltigkeit ist lokal ein Graph). Gegeben eine
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit A/ C R"™ gibt es fiir jeden Punkt p € M
eine offene Umgebung U @ R"™ und eine Permutation ¢ € S,, derart, dal M N
U unter der entsprechenden Permutation der Koordinaten dem Graph einer C-
Abbildung V' — R"~* entspricht, die auf einer offenen Teilmenge V' @ R* definiert
ist. Zum Beispiel ist jede eindimensionale Untermannigfaltigkeit der Ebene R?
lokal entweder Graph einer reellwertigen C*-Funktion der z-Koordinate oder der
an der Hauptdiagonalen gespiegelte Graph einer reellwertigen C!-Funktion der
y-Koordinate.

Ubung 3.3.13. In der Situation von 3.3.10 ist allgemeiner auch fiir jede Unter-

mannigfaltigkeit C' C Y ihr Urbild M = f~!(C) eine Untermannigfaltigkeit von
X der Dimension dim X — dimY + dim C'.

Ubung 3.3.14. Ist V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und { , ) eine
Bilinearform auf V' und ¢ # 0 eine reelle Konstante, so ist {v € V' | (v,v) = ¢}
eine Hyperflache in V. Hinnweis: Man erinnere das Differential bilinearer Abbil-
dungen 1.4.5.

Ubung 3.3.15. Sind X, Y endlichdimensionale reelle Riume und M C X sowie
N C Y Untermannigfaltigkeiten, so ist auch M x N C X x Y eine Unterman-
nigfaltigkeit.

3.4 Karten und Koordinatensysteme

Proposition 3.4.1 (Untermannigfaltigkeiten als Bilder). Seien ein endlichdi-
mensionaler reeller Raum X der Dimension dimg X = n und k > 0 gegeben.
Eine Teilmenge M C X ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit genau
dann, wenn es fiir jeden Punkt p € M eine stetig differenzierbare Abbildung
¢ : W — X von einer offenen Teilmenge W @ R* nach X gibt derart, daf gilt:

1. (W) ist enthalten in M und offen in M und enthiilt p;
2. dyp ist injektiv fiir alle x € W;

3. st injektiv und =1 : (W) — W ist stetig.
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Ein Beispiel einer Teilmenge M der Papierebene, die keine
Untermannigfaltigkeit ist und fiir die die Bedingung aus 3.4.1 erfiillt wire, wenn
wir von unseren Karten nicht auch noch fordern wiirden, daf} ihre
Umkehrabbildungen stetig sind.
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3.4.2. Ein Paar (W, ) wie in der Proposition nenne ich eine Karte der Unter-
mannigfaltigkeit M. Eine Karte der Stadt Freiburg kann als eine Variante dieses
Begriffs verstanden werden, bei der 1 ein Rechteck aus Papier ist und das Bild
einiger Punkte des Papiers unter der Abbildung ¢ in das wirkliche Freiburg durch
bildliche Symbole angezeigt wird.

3.4.3. Eine Abbildung zwischen topologischen Raumen heifit ein Homoomor-
phismus, wenn sie stetig und bijektiv ist und ihre Umkehrabbildung zusitzlich
auch noch stetig ist. In dieser Terminologie fordert Bedingung 3 oben, dal} ¢ einen
Homdomorphismus ¢ : W = ¢(W) induziert.

3.4.4. Im Fall k£ = 0 stellt bereits die erste Bedingung sicher, daf3 jeder Punkt von
M offen ist in M, so da3 M in der Tat eine nulldimensionale Untermannigfaltig-
keit von X ist.

Beweis. Ist M C X eine Untermannigfaltigkeit der Dimension & und (U, g) eine
Plittung von M und i : R* < R"™ die Nullen anhingende Abbildung, so ist
fir W := i7'(g(U)) die Komposition g~' o7 : W — M eine Karte von M.
Folglich hat eine Untermannigfaltigkeit um jeden Punkt mindestens eine Karte.
Ist andererseits ¢ : W — M C X eine Karte von M um p mit W @ R¥, so
konnen wir Vektoren vy, ...,v,_j € X finden derart, da} das Differential von

5. WxR* o X
(w,t1,... thk) = ow)+tvr 4+ ..+t g Un—g

im Punkt (o ~!(p), 0" ") bijektiv ist. Nach dem Umkehrsatz 3.1.2 induziert ¢ dann
einen C!-Diffeomorphismus von einer offenen Umgebung G @ W x R"* von
(¢~'(p), 0"*) auf eine offene Umgebung U @ X von p. Dann ist i ~!(G) offen in
W und damit p(i~!(G)) offen in (W) und damit in M, aufgrund der Stetigkeit
von ¢! und unserer Bedingung (W)@ M. Also gibtes U; @ X mit p(i~(G)) =
M N Uy. Dann setzen wir U = U N U; und g = @1 : U — R"ist die gesuchte
Plittung von M um p. [

3.4.5. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und M C X eine Unter-
mannigfaltigkeit. Die Umkehrabbildung o' : (W) — R* zu einer Karte ¢ :
W — M von M nennen wir in Verallgemeinerung von 3.3.5 ein lokales Ko-
ordinatensystem von )/ und seine Komponenten pr; oo~ : (W) — R fiir
1 < ¢ < k nennen wir lokale Koordinaten auf )/. Viele Autoren verwenden al-
lerdings auch eine andere Terminologie und verstehen unter einer Karte das, was
wir ein Koordinatensystem genannt haben. Lokale Koordinaten um einen Punkt
der Erdoberfliche, der nicht gerade auf dem sogenannten ,,Nullmeridian* liegt,
sind etwa die Lingen- und Breitengrade. Bilden Funktionen x1, ..., 2, : U — R
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Ein Bild zum Beweis von 3.4.1 imFalln =k =1
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ein System von lokalen Koordinaten auf einer offenen Teilmenge U @ M einer
Mannigfaltigkeit, und ist f : U — R eine Funktion, so bezeichnen wir mit

of
0@-

auch die Funktion U — R, die unter der zugehorigen Karte ¢ : W = U verwandt

ist zu %, wenn denn f o ¢ partiell differenzierbar ist nach der ¢-ten Variablen.

Hierbei gilt es zu beachten, dal3 % von der Wahl aller Koordinaten abhiingt, und
keineswegs nur von der i-ten Koordinate.

Definition 3.4.6. Sind (W, ¢,) und (W, ¢3) zwei Karten einer Untermannig-
faltigkeit M, so setzen wir W5 = ¢, '(p5(W3)) und nennen die Abbildung

Ppa = gp/gl 0ot Wap — Waq
den Kartenwechsel zwischen unseren beiden Karten.

Proposition 3.4.7. Ist allgemeiner M C R" eine Untermannigfaltigkeit und (W, @)
eine Karte von M und A C R™ halboffen und ¢ : A — M eine Abbildung, de-
ren Verkniipfung mit der Einbettung von M ein stetig differenzierbare Abbildung
A — R™ist, so ist o=t o1p : A — W stetig differenzierbar:

3.4.8. Insbesondere sind Kartenwechsel stets C!-Diffeomorphismen.

Beweis. Nach dem Beweis von 3.4.1 kann man fiir (I, ) eine Karte und p €
(W) einen Punkt aus ihrem Bild stets eine offene Umgebung U von p in X
finden derart, daB ¢! : U N (W) — W die Restriktion einer Pléttung g : U —
R"™ unserer Mannigfaltigkeit ist. U

Ubungen

Ubung 3.4.9. Man zeige: Gegeben eine Karte (1, ¢) einer Untermannigfaltigkeit
M C X und ein Punkt p € W gibt es stets ein Paar (U, g) bestehend aus einer
offenen Umgebung U @ X von ¢(p) und einer C'-Abbildung g : U — W derart,
daB gilt g(p(y)) = y fiiralle y € = 1(U).

Ubung 3.4.10. Der Doppelkegel {(z,y, z) | #* + y*> = 22} ist keine Unterman-
nigfaltigkeit des R®. Auch die Teilmenge aller seiner Punkte mit nichtnegativer
z-Koordinate ist keine Untermannigfaltigkeit des R*. Entfernen wir aus dem Dop-
pelkegel jedoch den Ursprung, so erhalten wir eine Untermannigfaltigkeit des R?.

Ubung 3.4.11. Seien X C Y ein endlichdimensionaler reeller Raum mit einem
affinen Teilraum. So ist eine Teilmenge M C X als Teilmenge von Y eine Unter-
mannigfaltigkeit genau dann, wenn M als Teilmenge von X eine Untermannig-
faltigkeit ist.
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3.5 Extrema auf Mannigfaltigkeiten

Satz 3.5.1 (Extrema unter Nebenbedingungen). Seien X ein endlichdimensio-
naler reeller Raum, U G X offen, g : U — R stetig differenzierbar und p € U
ein Punkt mit d,g surjektiv. Wir setzen

M:={qe€U]lglqg) =9}

Besitzt dann fiir eine differenzierbare Funktion f : U — R ihre Einschrdnkung
f|ar ein lokales Extremum bei p, so gibt es Ay, ..., A\, € R mit

dpf = /\1dp91 + ...+ )\mdpgm

3.5.2. In dieser Situation nennt man ein lokales Extremum der Restriktion f|y,
auch ein lokales Extremum von f unter den Nebenbedingungen g, (q) = c1,...,
gm(q) = ¢, fiir ¢ := g(p). Die \; heiBen die Lagrange’schen Multiplikatoren.
Im Fall X = R" kann man unsere Bedingung dahingehend interpretieren, daf3
,,der Gradient der Funktion f in p auf M senkrecht stehen muf3* oder auch, daf}
,der Gradient der Funktion f in p eine Linearkombination der Gradienten der
Nebenbedingungen sein muf3*. Die Bedingung ,.d,,g surjektiv* hinwiederum kann
man dahingehend interpretieren, dafl die Gradienten der g; bei p linear unabhéngig
sein sollen.

Beweis. Indem wir U verkleinern, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit annehmen, da d,g surjektiv ist fiir alle ¢ € U. Nach 3.3.10 ist dann M C
X eine Untermannigfaltigkeit. Ist ¢ : W — M eine Karte von M um p mit
p = @(w), so hat f|y~y ein lokales Extremum bei p genau dann, wenn f o ¢ ein
lokales Extremum bei w hat. Nach 2.4.15 ist eine notwendige Bedingung dafiir
dy(f o) = 0, als da heiit d, f o d,,o = 0. Wir haben aber eh g o ¢ = 0, also
dpg o dyyp = 0, und aus Dimensionsgriinden bilden die d,g; fiir 1 < ¢ < m sogar
eine Basis fiir den Untervektorraum von X * aller Linearformen, die auf dem Bild
von d,, ¢ verschwinden. Verschwindet auch d, f auf diesem Teilraum, so muf3 es
folglich als Linearkombination der d,g; geschrieben werden konnen. [

Beispiel 3.5.3. Wir suchen lokale Extrema der Funktion f : (x,y) — x + y auf
dem Einheitskreis M = S*, d.h. unter der Nebenbedingung 22 + y?> = 1. Diese
Nebenbedingung bedeutet, daB die Funktion g : (z,y) — 2? + y* den Wert 1
annehmen muf. Lokale Extrema konnen nach unserem Satz nur an Stellen p € M
mit d,f = Ad,g angenommen werden, also an Stellen p = (z,y) € S’ mit
(1,1) = A(2z, 2y). Damit kommen nur die beiden Stellen (—1/+/2, —1/+/2) und
(1/+/2,1/+/2) in Frage. Hier ist offensichtlich die erste ein lokales Minimum und
die zweite ein lokales Maximum.
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Dies Bild soll den Satz iiber Extrema mit Nebenbedingungen veranschaulichen
fiir den Fall einer Funktion f auf der Papierebene, hier angedeutet durch einige
gestrichelt engezeichnete Niveaulinien, die maximiert werden soll unter einer
Nebenbedingung g, hier angedeutet durch die fett eingezeichnete Kurve M der
Punkte, bei denen sie erfiillt ist. Es scheint mir anschaulich recht offensichtlich,
da} Extrema von f auf M nur an Stellen p € M zu erwarten sind, an denen der
Gradient von f senkrecht steht auf M, also ein Vielfaches des Gradienten von g
ist. Im Bild hitten wir etwa grob geschitzt (grad f)(p) = —3(grad g)(p).
Allerdings ist es fiir reellwertige Funktionen auf der Papierebene streng
genommen erst nach der Wahl eines Maf3stabs sinnvoll, von Gradienten zu reden,
und in allgemeineren Féllen erst nach Wahl eines Skalarprodukts auf dem
Richtungsraum, weshalb ich im Satz die koordinatenfreie Formulierung mit
Differentialen vorgezogen habe.
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Beispiel 3.5.4. Wir suchen lokale Extrema der Funktion f : (x,y,z2) — az +
by + cz auf dem Einheitskreis M = S x 0 in der zy-Ebene, d.h. unter den
beiden Nebenbedingungen ¢;(z,y,2) = 2? + y*> = 1 und go(z,y,2) = 2 = 0.
Lokale Extrema konnen nach unserem Satz nur an Stellen p € M angenommen
werden, fiir die es A\;, Ay € R gibt mit d,f = A\id,g1 + A2d,g2, also an Stellen
(x,y,2) € M mit

(a7 bv C) = )\1(21', 2y7 O) + >\2(Oa 07 1)

Daraus folgt jedoch schnell A\ = ¢, und unter der zusétzlichen Voraussetzung
(a,b) # (0,0) kommen nur die beiden Stellen +(a? + b?)~/2(a, b,0) in Frage.
Wieder ist hier offensichtlich die eine ein lokales Minimum und die andere ein
lokales Maximum.

Proposition* 3.5.5 (Hinreichende Bedingungen fiir Extrema). Seien U @ R"
offen und g : U — R™ sowie f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Sei
p € U gegeben mit d,g surjektiv und sei M = {q € U | g(q) = g(p)}. Sei
unsere notwendige Bedingung d,f = A\d,g1 + ... + N\, dpgm, fiir ein Extremum
der Restriktion f|y; bei p erfiillt und sei

Q:=4f - \dg —...— Audigm

die quadratische Form auf R", die durch die angegebene Linearkombination von
Hesse-Matrizen entsteht. So gilt:

1. Ist unsere quadratische Form () positiv definit auf ker d,.g, so hat f |y bei p
ein isoliertes lokales Minimum;

2. Ist unsere quadratische Form () negativ definit auf ker d,,g, so hat f|y bei
p ein isoliertes lokales Maximum;

3. Istunsere quadratische Form () indefinit auf ker d,.g, so hat f|ys bei p weder
ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum.

Beweis. Wir beginnen wie beim Beweis von 3.5.1. Indem wir U verkleinern, diir-
fen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da3 d,g surjektiv ist
fiir alle ¢ € U. Nach 3.3.10 ist dann M C X eine Untermannigfaltigkeit. Ist
@ : W — M eine Karte von M um p mit p = p(w), so hat f|~y ein lokales Ex-
tremum bei p genau dann, wenn f o ein lokales Extremum bei w hat. Nach 2.4.15
ist eine notwendige Bedingung dafiir d,,(f o ¢) = 0, als da heiit d,, f o d,,o = 0,
und wir hatten bereits gesehen, wie sich diese Bedingung iibersetzt in die Be-
dingung der Existenz der Lagrange’schen Multiplikatoren. Nun approximiert die
polynomiale Abbildung

P s f(p) + (Ao f)(R) + 5 (A2)(R)
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unsere Funktion f bei p bis zu zweiter Ordnung im Sinne von 2.3.2. Ebenso ap-
proximiert die polynomiale Abbildung

1
Wk o () + (dup)(R) + 5 () (R)
unsere Funktion ¢ bei w bis zu zweiter Ordnung. Nach 2.3.6 approximieren folg-

lich die Anteile vom Grad hochstens Zwei von deren Komposition alias die poly-
nomiale Abbildung

1 1
wt k= fo(w)) + 5 (1) ([dup) (k) + 5 (d ) (d ) (k)
unsere Funktion f o ¢ bei w bis zu zweiter Ordnung. Andererseits liefern die

Bedingungen g; o ¢ = g;(p) bei Ubergang zu den Approximationen bis zum Grad
Zwei bei w die Identititen (d>g;)((dwy)(k)) + (dpg:)((d2e)(k)) = 0 und damit

(dpf) (dne) (k) = — Z Ai(dpg:) ((duwep) (K))

Auf diese Weise konnen wir die Approximation zur Ordnung Zwei von f o ¢ bei
w umschreiben zu

W ke Jp() + 5EN( ) (6) = 5 37 M) (duo) (1)

alias w + k — f(p(w)) + 1Q((dw)(k)). Wegen unserer Erkenntnis im(d,,¢) =
ker(d,g) aus dem Beweis von 3.5.1 folgen unsere Behauptungen damit aus den
Resultaten zu Extremwerten ohne Nebenbedingungen 2.4.9. [l
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4 Oberflache und Volumen

4.1 Die Transformationsformel

Definition 4.1.1. Seien X ein topologischer Raum und f : X — V eine Ab-
bildung in einen Vektorraum oder allgemeiner eine abelsche Gruppe. Der Triger
supp f von f fiir englisch und franzosisch support ist die kleinste abgeschlossene
Teilmenge von X, aullerhalb derer die Funktion verschwindet, in Formeln

supp f = f~1(V\0)
4.1.2. Diese Definition muf} kleinlich genau genommen werden. Ist zum Beispiel
X = (0,1) ein offenes Intervall und f die konstante Funktion 1, so hat f nicht
kompakten Triager, denn supp f = X ist nicht kompakt.

Definition 4.1.3. Sei X ein topologischer Raum. Den Vektorraum aller stetigen
Funktionen f : X — R mit kompaktem Triger bezeichnen wir mit C.(.X, R) oder
auch mit

¢ (X ) R)

Ich ziehe letztere Notation vor, sie ist allerdings uniiblich.

4.1.4 (Fortsetzung durch Null). Gegeben eine offene Teilmenge eines metri-
schen Raums U @ X und eine stetige Funktion f : U — R mit kompaktem Tréager
supp f ist die Fortsetzung durch Null eine stetige Funktion f : X — R.Inder Tat
ist supp f als Kompaktum auch abgeschlossen in X nach [ ] . Folglich
ist X = UU(X\ supp f) eine offene Uberdeckung von X . Da f auf diesen beiden
offenen Mengen stetig ist, muf} es nach [ ] auf ganz X stetig sein.

Vorschau 4.1.5. Allgemeiner 146t sich jede stetige Funktion mit kompaktem Tré-
ger auf einer offenen Teilmenge eines Hausdorffraums stetig durch Null auf den
ganzen Raum fortsetzen. Das Argument ist dasselbe, sobald man weil3, daf} jede
kompakte Teilmenge eines Hausdorffraums abgeschlossen ist. Der Punkt ist, daf3
,,kompakt“ eine Eigenschaft eines topologischen Raums ist, im Gegensatz zu ,,of-
fen“ und ,,abgeschlossen®, die Eigenschaften von Teilmengen eines topologischen
Raums sind.

Definition 4.1.6. Gegeben U @ R" eine offene Teilmenge und f : U — R ei-
ne stetige Funktion mit kompaktem Triger definieren wir das Integral |, v/ von
f tiber U, indem wir f durch Null zu einer stetigen Funktion mit kompaktem
Trager auf R" fortsetzen und diese Fortsetzung integrieren iiber irgendeinen kom-
pakten Quader, der ihren Triger umfafit. Fiir unser Integral vereinbaren wir die

— xXr PRI ,L]?n d./l-: “ e d n - x dn.IT
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[lustration zur Definition des Integrals stetiger Funktionen mit kompaktem
Trédger 4.1.6. Man priift ohne Schwierigkeiten, dal die Wahl des kompakten
Quaders hier keine Rolle spielt, solange er nur den Triger unserer Funktion
umfafBt. Im Bild kommen unter vielen anderen etwa die beiden Quader () und @’
in Frage.
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Im Fall n = 0 und U # () interpretieren wir unsere Formel dahingehend, daB das
Integral der einzige Funktionswert der zu integrierenden Funktion ist.

4.1.7 (Diskussion der Notation). Die Notation d"x ist insofern ungliicklich, als
wir auch die konkurrierende Notation d f fiir hhere Ableitungen in mehreren
Verinderlichen verwenden. Was im Einzelfall gemeint ist, muf3 der Leser aus dem
Kontext erschlieflen.

4.1.8. Das so definierte Integral ist offensichtlich linear, [ f+g = [f+ [g
und [Af = X[ f fir A € R, und monoton, als daheit f < g = [ f < [g.
Insbesondere folgt wie im Fall einer Verdnderlichen | [ f| < [|f].

Erginzung 4.1.9 (Verallgemeinerungen). In derselben Weise erkliart man auch
den Triger fiir vektorwertige Funktionen oder, noch allgemeiner, fiir Funktionen
mit Werten in einer beliebigen Gruppe. In Fortfithrung von 2.1.5 erkliart man wei-
ter fiir jede stetige Abbildung mit kompaktem Trdger von R" in einen endlich-
dimensionalen reellen Vektorraum ihr Integral, einen Vektor aus besagtem Vek-
torraum. Auch die folgende Transformationsformel tibertrigt sich unmittelbar auf
den Fall vektorwertiger Funktionen.

Satz 4.1.10 (Transformationsformel). Seien U,V @ R" offene Teilmengen und
¢ : U = V ein C'-Diffeomorphismus. Bezeichne |det dd| die Abbildung U — R,
p — |det d,¢|. So gilt fiir jede stetige Funktion f : V' — R mit kompaktem Triiger

die Identitdit
/f=/(fo¢> det do|
Vv U

Vorschau 4.1.11. Im Rahmen der Entwicklung der Lebesgue’schen Integrations-
theorie folgern wir in [ ] eine weitgehende Verallgemeinerung dieses
Satzes. Eine etwas bescheidenere aber fiir viele Rechnungen ausreichende Verall-
gemeinerung liefern die Sétze des folgenden Abschnitts, insbesondere Satz 4.3.8
zur Integration mit Integrationskarten.

Beispiele 4.1.12. Ist ¢ : R® — R" eine abstandserhaltende Abbildung, also nach
[ ] die Verkniipfung einer orthogonalen Abbildung mit einer Translati-
on, so liefert die Transformationsformel fiir jede stetige Funktion mit kompaktem
Triger f : R" — R die Identitdt [ f = [ fo¢.Ist¢ : R* — R? die Streckung um
den Faktor 2, so liefert die Transformationsformel die Identitidt [ f = 4 [ f o ¢.
Beide Aussagen sollten auch anschaulich unmittelbar einleuchten.

Beispiel 4.1.13. Wir betrachten die Polarkoordinatenabbildung

P: Rogx (—mm) — IRR?\(abgeschlossene negative x-Achse)
(r, 9" — (rcosd,rsind)’
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[lustration zur Transformationsformel, insbesondere zu Beispiel 4.1.13. Das
Integral einer Funktion f iiber das rechte Kuchenstiick kann angenihert werden,
indem wir die angedeutete Unterteilung des Integrationsbereichs betrachten, in
jedem der unterteilenden Stiicke den Funktionswert an einer Stelle mit der
Fliche des entsprechenden Stiicks multiplizieren, und diese Produkte
aufsummieren. Unter der Polarkoordinatenabbildung P entspricht nun die
Unterteilung unseres Kuchenstiicks einer Unterteilung unseres Quadrats, und die
Fliache des Bildes eines Unterquadrats ist in etwa der Betrag der
Funktionaldeterminante |det P| an einer Stelle unseres Unterquadrats
multipliziert mit der Fldache besagten Unterquadrats. So wire etwa die Fliche des
schraffierten Teils im Kuchenstiick rechts etwas weniger als halb so grol3 wie die
Fliche des schraffierten Unterquadrats links, und |det P| = r nimmt auf unserem
Unterquadrat Werte zwischen 1/4 und 1/2 an. Es wird also in etwa dasselbe
herauskommen, wenn wir von der Funktion (f o P)|detP| auf unserem Quadrat
in jedem der Unterquadrate den Funktionswert an einer Stelle mit der Fliche des
entsprechenden Unterquadrats multiplizieren, und diese Produkte aufsummieren.
Im Grenziibergang fiir immer feinere Unterteilungen kommt dann sogar nicht nur
in etwa, sondern ganz genau dasselbe heraus. Das ist die anschauliche Bedeutung
der Transformationsformel.
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Hier lasse man sich nicht dadurch verwirren, daf die Klammern ( , ) einmal
ein offenes Intervall und dann wieder Elemente kartesischer Produkte andeuten,
die wir anschliefend noch zu Spaltenvektoren transponieren. Das Differential der
Polarkoordinatenabbildung wird gegeben durch die Jacobi-Matrix

4P — (cosz‘} —rsmﬁ)

sind  rcostd

mit der Determinante det dP = r. Beim Bilden des Betrages dndert sich nichts
und wir erhalten

- f(z,y)dzdy = /:r /OOO f(P(r,9)) rdrdd

fiir stetige Funktionen auf R? mit kompaktem Triger, der dariiber hinaus nicht
die abgeschlossene negative x-Achse treffen darf. Oft schreibt man kurz f(r, )
statt f(P(r,?)) in der Erwartung, daB schon aus der bloBen Bezeichnung der
Variablen klar wird, was genau gemeint ist. So ergibt sich dann eine Formel fiir
die Transformation eines Integrals auf Polarkoordinaten, die man als

dxdy = rdrdd

abkiirzen mag. Leider erhalten wir besagte Formel vorerst nur fiir sehr spezielle
Funktionen. In der Praxis ist deshalb unser Satz kaum anwendbar. Fiir die Praxis
brauchbare Varianten formulieren und zeigen wir in 4.4.2 und [ ]

4.1.14. Gegeben U @ R" offen und ¢ : U — R" differenzierbar nennt man det d¢
die Funktionaldeterminante von ¢. Wir verallgemeinern die Transformations-
formel in [ ] auf beliebige ,,integrierbare* Funktionen f. Bevor wir die
hier gegebene Version beweisen, wollen wir versuchen, sie mit Anschauung zu
fiillen. Wir beschrianken uns dazu auf den Fall n = 2. Zunichst ist hoffentlich
anschaulich klar, daB es fiir jede lineare Abbildung L : R? — R? eine reelle
Konstante ¢(L) > 0 gibt derart, daB ,,das Bild unter L eines Flichenstiicks U
der Fliche vol(U) die Flache vol(LU) = ¢(L) vol(U) hat*. Unsere Transforma-
tionsformel enthilt nun, wenn man sie ohne Riicksicht auf die Bedingungen des
Satzes mutig auf die konstante Funktion f = 1 auf U anwendet und ¢ = L linear
annimmt, die Erkenntnis
c(L) = |det L]

Das sieht man auch anschaulich leicht ein: Zunichst sollte anschaulich klar sein,
daB ,,eine Scherung die Fliche nicht dndert” und ,,die Streckung einer Achse die
Fldache genau durch Multiplikation mit dem Betrag des Streckfaktors dndert®, so
daf} also unsere Erkenntnis anschaulich klar ist fiir lineare Abbildungen L mit
Matrizen der Gestalt

(o8) (07) (o) (a7)
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Anschaulich klar ist weiter ¢(L o M) = ¢(L)c(M) und nach der Multiplikati-
onsformel fiir Determinanten haben wir auch |det L o M| = |det L| |det M|. So
rechtfertigen wir dann unsere Erkenntnis ¢(L) = |det L| im allgemeinen. Mehr
dazu mag man in [ ] nachlesen. Das Integral von f erhalten wir nun im
Grenzwert, wenn wir V' in lauter kleine Fldchenstiicke V; zerlegen und die Pro-
dukte der Fldachen dieser Flachenstiicke mit einem Funktionswert an einem Punkt
y; € V; des jeweiligen Fldchenstiick aufsummieren, in Formeln

/V £~ Fy) vol(Vi)

Wir betrachten nun die Urbilder z; = ¢~!(y;) unserer Punkte y; und die Zer-
legung von U durch die Urbilder U; = ¢~'(V;) unserer kleinen Flichenstiicke
V;. Bei z; wird ¢ bis auf Verschiebung gut approximiert durch d,,¢, deshalb ha-
ben die Bilder ¢(U;) = V; dieser Flichenstiicke U; in etwa die Fliche vol(V;) ~
|det d,.,¢| vol(U;) und wir folgern

[ 123 ) vol(V) = oro0)(a) detd, gl vol(T5) = [ (fo0) det o

Das beendet unsere anschauliche aber doch recht vage Argumentation und wir
kommen nach einem Beispiel zum eigentlichen Beweis.

Beweis. Wir zeigen den Satz durch vollstidndige Induktion iiber n. Der Fall n = 0
ist unproblematisch und wir behandeln gleich den Fall n = 1. Nach [ ]

kann jede offene Teilmenge U @ R als disjunkte Vereinigung von offenen Inter-
vallen U; geschrieben werden, und deren Bilder in V' sind wieder Intervalle nach
dem Zwischenwertsatz und offen nach dem Umkehrsatz 3.1.2. Unsere Funktion
f verschwindet auBerhalb von endlich vielen der ¢(U;) nach [ ] und
wir konnen folglich ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da3 U und
V bereits offene Intervalle sind. Wir finden dann sicher ein mehrpunktiges kom-
paktes Intervall [c,d] C V/, das den Triger von f umfaBt. Die Substitutionsregel
[ ] liefert nun

d b
P O
fiir a,b € U mit ¢(a) = cund ¢(b) = d. Da ¢ ein C'-Diffeomorphismus sein soll,
ist ¢’ stetig mit ¢’ # 0 auf U. Wir folgern, daB auf U entweder gilt ¢’ > 0 oder

aber ¢’ < 0. Im ersten Fall haben wir a < b und unsere Transformationsformel
steht bereits da. Im zweiten Fall haben wir ¢ > b und |¢/| = —¢' und

a b
/U (f 0 ) |det dg| = / F(6())]¢'(2)|dw = / F(6(@) ¥ (2)dz
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und sind wieder fertig. Damit ist der Fall n = 1 erledigt. Nehmen wir nun also an,
wir hiitten 7 > 2 und der Satz sei fiir Integration im R"~* schon bewiesen. Wir
gehen dann in mehreren Schritten vor.

1. L&Bt ¢ die erste Koordinate unverindert, in Formeln ¢ (z1,...,x,) = 21, S0
folgt unsere Transformationsformel aus der Induktionsvoraussetzung. Um das zu
sehen, betrachten wir fiir festes ¢ € R die Einbettung i, : R"~! — R" gegeben
durch (z9,...,2,) = (¢, Ta,...,,), setzen U, := i;(U) sowie V. := i (V)
und betrachten den induzierten C!-Diffeomorphismus ¢, : U, — V,, der durch
die Identitit 7. o ¢. = ¢ o 1. charakterisiert wird. Unsere Erkenntnisse iiber die
Determinante von block-unteren Dreiecksmatrizen zeigen

Fir f, == foi.: V. —» Ralias f.(zo,...,2,) = f(c,22,...,x,) erhalten wir
also nach der Induktionsvoraussetzung
ffc = f(fc o (bC) ‘det d(bC’
= J(fod)e, ... 2n) |det dies,..un) P

Integrieren wir diese Gleichung iiber alle c, so ergibt sich die Transformationsfor-
mel fiir unseren C'-Diffeomorphismus ¢.

2.8ind W 5 U 5V zwei C L_Diffeomorphismen zwischen offenen Teilmengen
des R™ und gilt unsere Transformationsformel fiir ¢ und v, so gilt sie auch fiir
¢ o 1. In der Tat erhalten wir

JI = J(fog)l|detdg|
= [(fodov)(|detdp|ov) |det dy|
= [(fodou)|detd (¢o)

Hier gilt die erste Zeile nach der Transformationsformel fiir ¢ angewandt auf die
Funktion f, die Zweite nach der Transformationsformel fiir 1) angewandt auf die
Funktion (f o ¢)| det d¢|, und die Dritte nach der Kettenregel

dp(Cb 01)) = dw(p)Qb odyy

fiir p € W und der Multiplikationsformel det(AB) = (det A)(det B) fiir Deter-
minanten.

3. Fiir ¢ eine Vertauschung der Koordinaten gilt unsere Formel. In der Tat ist so
ein ¢ ja linear mit |det d¢| = 1, und wir wissen schon nach 2.1.8, daf} es bei
Mehrfachintegralen nicht auf die Reihenfolge ankommt.

4. Ist eine Komponente von ¢ eine Koordinate auf U, haben wir also in Formeln
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[lustration zum Beweis der Transformationsformel
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¢i(x1, ..., x,) = z; fir geeignete 7 und j, so gilt unsere Formel. In der Tat finden
wir dann eine Darstellung ¢ = 1 o gE o z/; derart, dal gf; die erste Koordinate unver-
andert 146t und v, @Z) Koordinatenvertauschungen sind. Fiir gg gilt dann unser Satz
nach Schritt 1, fiir v und zﬂ nach Schritt 3, und damit fiir ¢ nach Schritt 2.

5. Jeder Punkt p € U besitzt eine offene Umgebung U, derart, dall unsere Trans-
formationsformel gilt fiir die Restriktion von ¢ auf U,,. In der Tat finden wir zu-
nichst ein ¢ derart, da} gilt gfi’ (p) # 0, und dann gibt es nach dem Umkehrsatz
eine offene Umgebung U, von p derart, dal die Abbildung

Y U —- R”
(X1, .. ) = (Gi(xy, .. ), Ty Xy)

einen C!'-Diffeomorphismus von U, auf eine offene Teilmenge ¢ (U,) = W, @ R"
induziert. Wir bezeichnen das Bild von U, unter ¢ mit ¢(U,) = V,, und erhalten
ein kommutatives Diagramm von C!-Diffeomorphismen

P Wp
N
Ve

wobei die i-te Komponente der Abbildung ¢1)~! gerade die erste Koordinate ist,
in Formeln

Up

(P (Yis-v s Un) =W

Fiir beide Abbildungen 1) und (¢ ~!) gilt also nach Schritt 4 unsere Transfor-
mationsformel, mithin gilt sie nach Schritt 2 auch fiir ihre Verkniipfung, als da
heift fiir die Restriktion ¢ : U, = V,, von ¢ auf U,,. Hier ist im iibrigen die Stelle
1im Beweis, die uns daran hindert, unsere Induktion mit dem Trivialfall n = 0 zu
starten: Im Fall n = 1 kénnen wir namlich Schritt 4 auf ) nicht anwenden, da in
diesem Fall keine Komponente von 1) eine Koordinate wire.

6. Wir behandeln nun den allgemeinen Fall. Sei f : V' — R eine stetige Funktion
mit kompaktem Tréger supp f C V. Fiir p € U wiihlen wir U, wie in Schritt 5
und setzen wieder V), = ¢(U,). Da supp f kompakt ist, finden wir nach [ ]

eine endliche Teilmenge £ C U mit supp f C Upe g Vp. Jetzt benutzen wir
das im Anschlufl formulierte und bewiesene technische Lemma 4.1.15 zur ,,Tei-
lung der Eins*, wiihlen fiir unsere endliche Uberdeckung von supp f durch die V,

mit p € I eine angepafte Teilung der Eins «,, und schreiben

F=> af

peEE
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Die Summanden o, f sind dann stetig mit kompaktem in V), enthaltenen Tréger.
Nach der Wahl der V), haben wir nun [ o, f = [((a,f) o ¢) |detdg] fiir alle
p € E, und addieren wir diese Gleichungen, so ergibt sich wie gewiinscht

/f / o ¢) |det dg| .

Lemma 4.1.15 (Teilung der Eins). Sind K C R" kompakt und Vy, ..., V., c R"
offen mit K C |JV;, so gibt es stetige Funktionen «; : R™ — [0, 1] mit kompaktem,
jeweils in V; enthaltenen Tréger o; € C\(V;, [0, 1]) derart, dafs gilt

ZO%(?U) =1 VeeK

4.1.16. Eine derartige Familie von Funktionen o; heift eine an die gegebene Uber-
deckung von K angepalite Teilung der Eins.

Beweis. Wir wihlen fiir jedes + € K ein j(z) mit x € V) und eine stetige
Funktion ¢, : R™ — [0, c0) mit kompaktem, in Vii(z) enthaltenem Tréger, die bei
x nicht verschwindet, in Formeln ¢, (z) > 0. Die N, := ¢, !(R+) sind natiirlich
offen in R™ und iiberdecken K und wir haben N, C Vi(z)- Da K kompakt ist,
finden wir £ C K endlich mit X' C |J__, N,.. Dann bilden wir

el
=D e
el
Diese Funktion ist stetig auf ganz R”, nimmt auf N := (J, . N, positive Wer-

te an, und verschwindet auferhalb von N. Nun betrachten wir fiir jedes = €
E auf der offenen Menge N die stetige Funktion ¢, = ¢, /1. Natiirlich gilt
Y wer V2(2) = 1 nicht nur fiir alle z € K, sondern sogar fiir alle z € N, und
1, verschwindet auflerhalb von N,. Als néchstes konstruieren wir eine stetige
Funktion 8 : R" — [0, 1], die auf K konstant Eins ist und deren Triger in N
enthalten ist. Ist zum Beispiel m das Minimum von v auf K, so erhalten wir ein
mogliches 3, indem wir setzen J = h o fiir h : R — R eine stetige Funktion
mit A 00) = 1 und h|(_ogm/2) = 0. Dann bilden wir schlieSlich

=) B
j(z)=i

Diese Funktionen sind zwar a priori nur auf /V definiert, aber da R™ durch N und
das Komplement des Trigers von [ iiberdeckt wird, lassen sie sich stetig durch
Null auf ganz R" fortsetzen, und diese Fortsetzungen haben dann offensichtlich
die gewiinschten Eigenschaften. [
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Ilustration einer Teilung der Eins im Fall einer Uberdeckung eines kompakten
Intervalls K C R durch zwei offene Teilmengen.

[lustration einiger Mengen, die bei unserer Konstruktion einer Teilung der Eins
eine Rolle spielen, im Fall einer Uberdeckung eines kompakten Quaders K C R?
durch zwei offene Teilmengen.
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Ergdnzung 4.1.17 (Glatte Teilung der Eins). Im vorherigen Lemma konnen die
Funktionen «; sogar glatt, als da heif3t beliebig gemischt partiell differenzierbar
gewihlt werden. Um das zu sehen, sind nur wenige Zusatziiberlegungen von No-
ten. Aus [ ] kennen wir ja eine glatte Funktion f : R — R, die auf
der negativen Halbgeraden verschwindet und auf der echt positiven Halbgeraden
positiv ist. Dann ist das Produkt f(¢)f(1 — t) eine von Null verschiedene nicht-
negative glatte Funktion mit kompaktem Trdger auf R. Man erhilt von Null ver-
schiedene nichtnegative glatte Funktionen mit kompaktem Triger auf R", indem
man von Null verschiedene nichtnegative glatte Funktionen mit kompaktem Tra-
ger in den einzelnen Koordinaten nimmt und das Produkt bildet. So sehen wir,
daB die ¢, im vorhergehenden Beweis sogar glatt gewihlt werden konnen. Damit
sind dann auch v und die v,, glatt. Wahlen wir zusétzlich die Funktion £ glatt, bis
auf Reskalierung kénnte man fiir h etwa das Integral einer von Null verschiede-
nen nichtnegativen glatten Funktion mit kompaktem Triger nehmen, so liefert die
Konstruktion aus dem vorhergehenden Beweis sogar eine glatte Teilung der Eins.

Ubungen

Ubung 4.1.18. Man zeige, daB die Funktionaldeterminante der Kugelkoordinaten-
abbildung K aus 5.2.11 gegeben wird durch det dK = r?sin1). Salopp gespro-
chen transformieren sich also Volumenintegrale in Kugelkoordinaten vermittels
der Regel

dadydz = r?sin ¥ drdpdd

Ubung 4.1.19. Eine kompakte Teilmenge N C R™ heiBt eine kompakte Null-
menge, wenn gilt 0 = limp o 0"|{q € Z" | N Nl(g+[0,1]") # 0}|. In der
schmutzigen Anschauung heifit das im zweidimensionalen Fall, dal} sie auf hin-
reichend feinem Rechenpapier durch eine Vereinigung von Késtchen mit beliebig
kleiner Gesamtfldache iiberdeckt werden kann. Offensichtlich ist die Vereinigung
von zwei kompakten Nullmengen wieder eine kompakte Nullmenge. Man zeige
fir f : R® — R, stetig mit kompaktem Triger und N C R" eine kompakte
Nullmenge die Gleichheit

[ f=sup{[af]|aecC(R"[0,1]) mit (suppa) NN =0}

Ubung 4.1.20. Gegeben f : [0,1]" — R"™! stetig differenzierbar ist f(A) eine
kompakte Nullmenge. Hinweis: Man zerlege [0, 1]" in kleine Quader und verwen-
de den Schrankensatz.

Ubung 4.1.21. Sei ) C R" ein kompakter Quader und A & @ eine abgeschlossene
Teilmenge und f : Q) — R stetig mit f|4 = 0. So gilt

/szsupa/Qaf
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mit dem Supremum iiber alle stetigen « : @ — [0, 1] mit (suppa) N A = (.

4.2 Integration iiber Mannigfaltigkeiten

Satz 4.2.1 (Integration iiber Mannigfaltigkeiten). Gegeben eine k-dimensiona-
le Untermannigfaltigkeit M C R"™ gibt es genau eine R-lineare Abbildung

/M:C;(M,R)—>R

derart, daf fiir jede Karte o : W — M und jede Funktion f € C\(M,R) mit
Tréiger im Bild besagter Karte supp f C (W) gilt

/M ;= /W Flp(@) Vet (dop)T [dop) d'a

4.2.2. Fir unser Integral einer Funktion f mit kompaktem Triger iiber eine einge-
bettete Mannigfaltigkeit M/ C R” findet man in der Literatur auch die Notationen

/Mf:/Mfda:/Mde:/Mfdo:/Mde

Sie appellieren an unsere Anschauung fiir den zweidimensionalen Fall, o und S
stehen fiir ,,surface* und o und O fiir ,,Oberfliche”. Die obige Konstruktion wird
auch als Flidchenintegral bezeichnet. Im Spezialfall £ = n einer n-Mannigfaltig-
keit in R™ alias einer offenen Teilmenge erhalten wir unser Integral [ v f(@)d
aus 4.1.6 zuriick.

4.2.3 (Einordnung des vorstehenden Integralbegriffs). Die hier und im folgen-
den entwickelte Integrationstheorie ist insofern niitzlich, als sie korrekte Defini-
tionen und vollstindige Beweise bis hin zum Satz von Stokes erlaubt. Sie erlaubt
auch eine formale Rechtfertigung vieler expliziter Rechnungen, ist im Vergleich
zur Lebesgue’schen Integrationstheorie [ ] 1 aber dennoch recht unbeholfen.
Bevor ich den obigen Satz beweise, will ich erst einmal versuchen, ihn zu moti-
vieren und den darin erklérten Integralbegriff mit Anschauung zu fiillen.

Beispiel 42.4. Ist ¢ : [a,b] — R™ stetig differenzierbar und injektiv, so kann
man leicht zeigen, da} das Bild M := ¢(a,b) eine 1-Mannigfaltigkeit ist und
das Integral einer stetigen Funktion mit kompaktem Triager f : M — R iiber M
genau das Kurvenintegral von dem durch Null auf ¢[a, b] fortgesetzten f lidngs der
Kurve ¢ im Sinne von [ ]

4.2.5. Hat M die Dimension k, so ist d, ¢ eine Matrix mit k Spalten und n Zeilen
und das Produkt (d,¢) " (d.¢) dieser Matrix mit ihrer Transponierten ist folglich
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eine (k x k)-Matrix. Diese sogenannte Gram’sche Matrix kann aufgefafit wer-
den als die Matrix aller Skalarprodukte zwischen Spaltenvektoren von d, . Sie

ist nach [ ] insbesondere positiv semidefinit und hat damit eine nicht-
negative Determinante. Gegeben eine nicht notwendig quadratische Matrix V' mit
Spaltenvektoren vy, . .., v, € R™ definieren wir ganz allgemein eine reelle Zahl

vol V = vol(uvs] ... |ug) = /det(VT V) = y/det((v;, v;))

und nennen sie das k-dimensionale Volumen des von den Vektoren v; aufge-
spannten Parallelpipeds. Die Wurzel aus der Determinante der Gram’schen Matrix
konnen wir mit dieser Notation auch kiirzer schreiben als

Vdet (dy) T (dutp) = vol(due)

Im Fall £ = 1 ist das eindimensionale Volumen eines Vektors nach dieser Defini-
tion schlicht seine Lange. Im Fall k£ = 2 bedeutet das zweidimensionale Volumen
eines Paars von Vektoren v, w die Fliche des von ithnen aufgespannten Parallelo-
gramms mit den Ecken 0, v, w und v + w. Um die Bezeichnung ,,Volumen* fiir
die Zahl vol(wv;|. .. |v;) im Allgemeinen zu rechtfertigen, beachten wir:

1. Es gilt vol(vo|vy|...|vx) = vol(vy]...|vg) falls vy die Linge 1 hat und
senkrecht steht auf allen anderen v;.

2. Im Fall £ = n haben wir vol(vy|...|v,) = |det(vy]...|v,)|. In der Tat,
bezeichnet V' die in diesem Fall quadratische Matrix mit Spalten v;, so gilt
nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten det(V V) = (det V)2

Auf diese Weise kann unsere anschauliche Interpretation der Zahl vol(v| . .. |vg)
heuristisch auf unsere anschauliche Interpretation der Determinante in [ ]

und 4.1.14 zuriickgefiihrt werden: Die Fldche eines Parallelogramms im Raum
sollte eben das Volumen des Korpers sein, der entsteht, man besagtes Parallelo-
gramm ,,zu einem Toast des Dicke Eins verdickt*.

4.2.6. Wir wollen nun auch unsere Definition des Integrals anschaulich rechtfer-
tigen. Sei dazu ) := [a,b] X [c,d] ein kompaktes Rechteck und ¢ : @ — R”
eine stetig differenzierbare Abbildung und f : ¢(Q) — R stetig. Wir betrach-
ten fiir » > 1 die dquidistanten Unterteilungen a = a9 < ay < ... < a, = b,
c=c¢y<c; <...<c =dder Kanten von () und bezeichnen mit ¢; ; = (a;, ¢;)
die Gitterpunkte im so gegebenen Raster auf (). Bezeichne weiter p; ; = ¢(¢; ;)
die Bilder dieser Gitterpunkte unter ¢. Damit definieren wir die r-te Riemann-
summe S7,(f) durch die Formel

r—1

SE() =D F(pig) vol(pisty — piyl Pijsr — Pij)

1,j=0
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Lemma 4.2.7. Seien Q C R? ein kompaktes Rechteck und ¢ : Q — R" eine
stetig differenzierbare Abbildung. So gilt fiir jede stetige Funktion f : p(Q) — R
mit unseren eben definierten Riemannsummen

| Flota)) vol(dap)de = lim 71

Q T—00

Erginzung 4.2.8. Eine noch anschaulichere Variante liefert der Mittelwert von
Riemannsummen (S;(f) + S, )(f))/2 mit p o (=1) : (—Q) — R" gegeben
durch x — ¢(—x). Dieser Mittelwert ist namlich genau die Summe

r—1 T
> F i) AWy pivr i pigen) + O i) AP pic g i)

4,7=0 1,j=1

mit der Notation A(p, ¢, s) fiir die Flidche des Dreiecks mit Ecken p,t,s € R™.
Aus unserem Lemma folgt unmittelbar, dafl auch dieser Mittelwert von Riemann-
summen gegen das Integral strebt.

Beweis. Um Indizes zu vermeiden bezeichnen wir die Koordinaten auf R? mit z, y
und schreiben ¢, ¢, fiir die Spaltenvektoren der Jacobi-Matrix von ¢. Die linke
Seite ist per definitionem das Integral | o(fo¢) vol(g|py). Dies Integral kdnnen
wir nach 2.1.7 schreiben als den Grenzwert fiir 7 — oo gewisser Riemannsum-
men, die wir der Ubersichtlichkeit halber mit 7" = T7(f) abkiirzen wollen mit 7'
wie ,tangential“ und die gegeben werden durch

T = 3 flola)) vol(gala)loy(0.)) "0

i.j=0

fiir vol Q die Flidche unseres Rechtecks Q und damit (vol Q) /r? die Fliche der
kleinen rechteckigen Felder Q; ; = [a;, ai+1] X [¢j, ¢j+1]. Nun ist ¢, gleichmiBig
stetig auf dem Kompaktum (). Fiir alle € > 0 gibt es also ein R > 0 derart, daf3
gilt . (p) — ()| < e, wann immer p und ¢ im selben kleinen rechteckigen
Feld fiir eine Unterteilung mit > R liegen. Jetzt erkldren wir die Vektoren ¢; ;(r)
durch die Identitit

b—a

Dit+1,5 — Dij = (S%(%’,j) + Eiyj (T))

Mit dem Schrankensatz [ ] folgt unter der Voraussetzung r > R die
Abschitzung ||¢; ;(r)|| < e. Eine analoge Abschitzung erhalten wir fur p; ;11 —
pi ;- Jetzt setzen wir diese Darstellungen in .S” ein und iiberlassen es dem Leser,
hieraus zu folgern, daf} gilt

lim (S"—=T")=0

r—00
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40,0 %40 320 %0

Die gepunktelten Pfeile stellen die Vektoren p3 o — pao und py 1 — pa o dar, die
Fldache des durch sie bestimmten Parallelogramms geht in die Riemannsumme
5%, ein. Die durchgezogenen Pfeile stellen die Vektoren ¢, (g20) und ¢, (q2,0)
dar, die Fliche des durch sie bestimmten Parallelogramms geht entsprechend in
die Riemannsumme Sg’) ein. Beim Ubergang zu immer feineren Rastern kommen
wir zum selben Grenzwert, wie im Beweis von 4.2.7 ausgefiihrt wird.
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Da aber die Folge T" nach 2.1.7 gegen unser Integral | 0 im Lemma konvergiert,
muf} dasselbe auch fiir die Folge S™ gelten. ]

Beweis fiir Satz 4.2.1, Integration iiber Mannigfaltigkeiten. Wir zeigen zunichst
die Eindeutigkeit. Der Tréager supp f unserer Funktion f besitzt als Kompaktum
nach [ ] eine endliche Uberdeckung durch Bilder von Karten (W, ©;).
Nach 4.1.15 existiert eine an diese Uberdeckung von supp f angepafte Teilung
der Eins ¢;. Dann gilt f = ). a; f, und da unsere Bedingung bereits die Integrale
der Summanden festlegt, legt die ebenfalls geforderte Linearitit auch das Integral
von f fest und wir haben notwendig

[=3 [ ar=% [ (nee @i

Als nichstes zeigen wir, dall die rechte Seite nicht von den getroffenen Wahlen
abhiingt. Sei also eine weitere endliche offene Uberdeckung von supp f durch die
Bilder endlich vieler Karten (1}, 1;) gegeben sowie eine daran angepafite Teilung
der Eins 3;. Wir behaupten die Gleichheit

i) © i (dapi)d*s = i) o v; 1(dgpy)d®
Z;/Wi((af) 2)(@) vol(duipi) 'z Zj:/vj((ﬂf) ) (&) vol(ds )b
Sie ist aufgrund der Linearitit all dieser Integrale dquivalent zur Gleichheit

iy )ow; Nk = o F)os AL
EJ: /W i((ﬁ‘]azf) ©:)(x) vol(d,p;)d"z Xj: /V ((Bjeif) otb;) (z) vol(dgp; )dFa

und folgt, wenn wir die Gleichheit aller Summanden zeigen. Hier haben nun die
Funktionen j3;c; f Trdger im Schnitt o, (W;) N1, (V;). Wir konnen also die Indizes
weglassen und miissen nur fiir jede Funktion h € C,(M, R), deren Tréger im Bild
zweier Karten (I, ¢) und (V, ¢) liegt, die Identitit

/W h(p(z)) vol(d,p)dhz = / h((x)) vol(dy)d s

\%4

zeigen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir (W) = ¢(V') anneh-
men. Der Kartenwechsel wird so ein Diffeomorphismus < := ¢ top: W = V
mitor = ¢ : W — M. Esfolgt f(p(x)) = f(¥(k(x))) und dy = dy(z)pod,k.
Wir erhalten mit der Multiplikativitit der Determinante also

vol(d,p) = | det k| vol(dyayt))

und folgern die behauptete Gleichheit der Integrale aus der Transformationsfor-
mel, angewandt auf die Funktion h o ¢). Damit haben wir gezeigt, daB jede Uber-
deckung des Trigers unserer Funktion f durch Bilder von Karten und jede zuge-
horige Teilung der Eins in der Formel oben dieselbe Summe liefert, die wir damit
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als unser [, f erkliren konnen. DaB die so erklirte Abbildung f — [, f dann
auch R-linear ist und die geforderte Eigenschaft fiir Funktionen mit Triger im
Bild einer Karte hat, folgt unmittelbar. O

Ubungen

Ubung 4.2.9. Sind M C R™ sowie N C R"™ Untermannigfaltigkeiten und f :
M — Rund g : N — R kompakt getragene stetige Funktionen, so ist auch
fX®g: M x N — R eine kompakt getragene stetige Funktion und es gilt

Ju == (1) (o)

4.3 Integration iiber Fastfaltigkeiten

Definition 4.3.1. Gegeben ein topologischer Raum M und darin eine Teilmenge
T C M gibt es eine grofite offene Teilmenge

Inny (T) = Inn(T) =T°

von M, die in T enthalten ist, ndmlich die Vereinigung aller offenen Teilmengen
U @ M, die in T enthalten sind. Diese Menge Inn,,(7") heiflt der offene Kern
oder auch das Innere, englisch interior, von 7" in M. Weiter setzt man 97 =
OyT := T\T° und nennt diese Menge, in Worten das Komplement des Inneren
von 1" im Abschluf3 von 7', den Rand von 7" in M.

Beispiele 4.3.2. Fiir jeden topologischen Raum M gilt Inny, (M) = M. Gege-
ben a < b reelle Zahlen gilt Inng([a,b]) = (a,b), aber natiirlich immer noch
Inn[ayb]([a, b]) = [CL, b]

Definition 4.3.3. Sei X ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum. Unter ei-
ner k-Integrationskarte nach X verstehen wir ein Paar (Q, ¢) bestehend aus
einer Teilmenge () C R*, die dargestellt werden kann als eine disjunkte Vereini-
gung von endlich vielen kompakten Quadern mit nichtleerem Inneren, und einer
stetig differenzierbaren Abbildung ¢ : Q@ — X mit p(Q°) N(9Q) = 0 und ¢|ge
injektiv und d,¢ injektiv fiir alle p € Q°.

4.3.4. Gegeben eine Integrationskarte (), ) bildet ¢ abgeschlossene alias kom-
pakte Teilmengen von () auf abgeschlossene alias kompakte Teilmengen von ¢ (@)
ab. Fiir U C ¢(Q) impliziert ' (U) @ Q also U @ ¢(Q). Unsere Annahmen zei-
gen so, daB ¢ : Q° — ¢(Q) offene Mengen auf in ¢((Q) offene Mengen abbildet.
Insbesondere ist p(Q°) C X nach 3.4.1 eine Untermannigfaltigkeit mit Karte

@ :Q° = o(Q°).
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Definition 4.3.5. Seien £ € N und X ein endlichdimensionaler reeller affiner
Raum und M C X eine Teilmenge. Unter einer k-Integrationskarte von 1/
verstehen wir eine k-Integrationskarte ¢ : @@ — X mit ¢(Q)) C M und p(Q°)
offen in M. Eine Teilmenge M C X heille eine k-Fast-Mannigfaltigkeit oder
abkiirzend Fastfaltigkeit, wenn es fiir jeden Punkt p € M eine k-Integrationskarte

(@, ¢) von M gibt mit p € Inny((Q)).

Beispiele 4.3.6. Die Oberflache eines Wiirfels ist eine 2-Fastfaltigkeit. Jede k-
Mannigfaltigkeit ist eine k-Fastfaltigkeit. Das Bild einer k-Integrationskarte ist
stets eine k-Fastfaltigkeit. Der Mercedesstern ist ein schmutziges Beispiel fiir eine
1-Fastfaltigkeit. Eine Eiswaffel ist ein schmutziges Beispiel fiir eine 2-Fastfaltig-
keit.

4.3.7 (Diskussion der Terminologie). Die hier eingefiihrten Begriffe ,,Integra-
tionskarte* und ,,Fastfaltigkeit* gibt es bisher in der Literatur noch nicht. Sie sind
das Ergebnis meiner Bemiihungen, einen begrifflichen Rahmen bereitzustellen, in
dem den aus der Schulzeit bekannten Figuren in der vollen Exaktheit dieser Vorle-
sung eine Oberfliche zugeordnet werden kann, und in dem diese Oberfliche dann
auch berechnet werden kann. Fiir diesen Zweck scheint mir die hier eingefiihrte
Begrifflichkeit praktisch und angemessen.

Satz 4.3.8 (Integration iiber Fastfaltigkeiten). Gegeben eine k-Fastfaltigkeit
M C R" gibt es genau eine Linearform auf dem Raum ihrer stetigen kompakt
getragenen Funktionen

/M:C;(M,R)—HR

derart, daf fiir jede k-Integrationskarte (Q, @) von M und jede stetige Funktion
f M — R mit Tréiger im Bild besagter Integrationskarte supp f C p(Q) gilt

[ 7= [ fe@)Vaen T ) d's
M Q

4.3.9. Das Integral iiber eine endliche Vereinigung () von paarweise disjunkten
kompakten Quadern ist hierbei zu verstehen als die Summe der Integrale iiber
die einzelnen Quader. Im Fall einer Mannigfaltigkeit stimmt dies neue Integral
offensichtlich mit dem bereits in 4.2.1 definierten Integral iiber Mannigfaltigkeiten
iiberein: In diesem Fall finden wir ja eine Uberdeckung durch Bilder von Integra-
tionskarten, deren Restriktion auf die Inneren der jeweiligen Definitionsbereiche
eine Uberdeckung durch Bilder von Karten ist. Im Spezialfall k = n einer n-
Fastfaltigkeit // C R" notieren wir unser Integral |’ o J (#)d"z. Fiir diesen Fall
werden wir in [ ] die Verallgemeinerung zum sogenannten ,,l.ebesgue-
Integral® kennenlernen. Auch im Fall £ < n werden wir spéter noch derartige
Verallgemeinerungen kennenlernen.
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Eine 1-Fastfaltigkeit in der Papierebene und eine surjektive Integrationskarte
derselben mit einer disjunkten Vereinigung von vier kompakten Intervallen als
Definitionsbereich.
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Zum Beweis der Unabhéngigkeit des Integrals von der Integrationskarte
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Beweis. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit. Als Kompaktum besitzt supp f
nach 4.3.5 eine Uberdeckung supp f C Inny(¢1(Q1)) U ... U Inny(9,.(Q,))
durch die Inneren von Bildern von endlich vielen Integrationskarten (Q;, ;) von
M. Wihlen wir eine daran angepalite Teilung der Eins, so folgt die Eindeutig-
keit wie im Fall von Mannigfaltigkeiten beim Beweis von 4.2.1. Um die Existenz
nachzuweisen, konnen wir auch wie im Fall von Mannigfaltigkeiten argumen-
tieren und miissen dann nur noch zeigen, da3 gegeben zwei Integrationskarten
(@, ) und (P,1)) von M und eine Funktion f € C/(M,R) mit Trager im Bild
beider Integrationskarten supp f C ¢(Q) Ny (P) gilt

/Q F(p(a)) vol(dyip)dr = / £ (6 () vol(dy)d*

Hier verwenden wir wieder unsere Abkiirzung vol(d \/ det ( (dzep).

Im Fall (supp f) C ¢(Q°) Ny (P°) folgt das unmlttelbar aus dem berelts behan-
delten Fall der Integration tiber Mannigfaltigkeiten, angewandt auf die Mannig-
faltigkeit ¢(Q°) U ¥ (P°). Im allgemeinen Fall werden wir das im Rahmen der
Lebesgue’schen Integrationstheorie in [ ] auch recht schnell einsehen
konnen. Hier aber argumentieren wir noch sozusagen ,,zu Fuf3*, und das ist etwas
miihsam. Es reicht sicher, den Fall nichtnegativer Funktionen f > 0 zu betrachten
und in diesem Fall zu zeigen

/f )) vol(d,p)d*z = sup /Q(af)(go(x))vol(dxgp)dkx

a€elCy (@(Qo)ﬂd)(}?o),[o,l])

mit dem Supremum wie angedeutet iiber alle stetigen o : M — [0, 1] mit in
©(Q°) N (P°) enthaltenem Tréger. Hierbei denken wir uns die Ausdehnung von
« durch Null auf ganz M dazu, die durch unsere Annahme ¢(Q°) @ M an In-
tegrationskarten ermoglicht wird. Fir g : @ — Ry gegeben durch g(x) :=
f(p(x))vol(d,p) gilt unter unseren Annahmen (supp g) C ¢ (1) (P)), und es
ist gleichbedeutend, fiir alle stetigen ¢ : () — R, mit dieser Eigenschaft in der
eben eingefiihrten Notation zu zeigen

/ g= sup / By
Q BeC/(Qone—1(w(Po))0,1)) J@

Nach Ubung 4.1.21 gilt das schon mal, wenn wir stattdessen das Supremum iiber
alle stetigen Abbildungen 1 : ) — [0, 1] betrachten, deren Tréger in der in Q)
offenen Menge {z € @ | g(z) > 0} enthalten ist, und dann offensichtlich sogar
starker, wenn wir das Supremum iiber alle derartigen stetigen Abbildungen 1 €
Ci(Q°,[0,1]) betrachten, in Formeln

/9: sup /779
Q ﬂGC!(Qoﬂ{9>0}v[0:1]) Q
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Gegeben ¢ > 0 wihlen wir nun solch ein 7 mit [, g < ¢ + [, 7g. Dann ist
K :=suppn Cc U :={x € Q°| g(x) > 0}

ein Paar aus einer kompakten Menge in einer offenen Teilmenge von (Q° und
©(K) C o(U) ein Paar aus einer kompakten Menge in einer offenen Teilmen-
ge von M und ¢~ (¢(K)) C ¥~ (¢(U)) ein Paar aus einer kompakten Menge in
einer offenen Teilmenge von P. Der Abstand dieser kompakten Menge zum Kom-
plement in P der groeren offenen Menge ist nach [ ] positiv, mithin
existiert eine Unterteilung von 0P := P\ P° in kleine Wiirfelchen derart, daf je-
des dieser Wiirfelchen entweder in ¢! (p(U)) enthalten ist oder aber ¢! (p(K))
nicht trifft. Bezeichnet nun £ : ¢(Q°) — Q° die Umkehrabbildung von ¢, so
ist o Y H(p(Q°)) — Q° stetig differenzierbar nach 3.4.7 und wir kénnen
auf jedes unserer Wiirfelchen aus 1)~ (o (U)) unsere Ubung 4.1.20 anwenden und
finden, daf} das Bild besagten Wiirfelchens in () eine kompakte Nullmenge ist. So
erhalten wir eine Darstellung

p(¥(OP)) =NUR

als die Vereinigung einer kompakten Nullmenge N mit einer weiteren Menge R,
die K = (suppn) nicht trifft. Nach 4.1.19 finden wir also o € G (RF,[0,1])
mit (suppa) NN = () derart, da fiir unser zuvor gewihltes ¢ auch die zweite
Ungleichung der Ungleichungskette

/g§8+/ng§2e+/ang
Q Q Q

gilt. Nach Konstruktion gilt aber (suppn) C Q° N ¢~ *(¢(P)) und (supp an) N
0 1 (¥(OP)) = 0. Zusammen folgt (supp an) C Q° N ¢~ ((P°)). Wir kdnnen
damit oben 5 = an nehmen und so zeigen, daB unser Supremum hochstens den
Abstand 2¢ vom behaupteten Wert haben kann. 0

Ergdnzung 4.3.10 (Verallgemeinerung auf Situationen mit Einheiten). Gege-
ben ein endlichdimensionaler reeller Raum und ein Skalarprodukt s auf seinem
Richtungsraum mit Einheiten im orientierten eindimensionalen Vektorraum L im
Sinne von [ ] liefern die analogen Definitionen fiir jedes k-Tupel von
Vektoren vy, . .., v; ein Element

vol(vy, ..., v) = y/det(s(vy,v;)) € LEF

Weiter liefern die analogen Definitionen fiir jede k-dimensionale Fastfaltigkeit
M C X ein Integral

/ :C(M,R) — L®*
M
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So gesehen messen sich also auch in der Mathematik ,,LLingen in Metern, Flichen
in Quadratmetern und Volumen in Kubikmetern®. Betrachten wir noch allgemei-
ner Funktionen mit Werten in einem Banachraum V', so wird unser Integral noch
allgemeiner zu einer Abbildung [,, : C/(M,V) - L¥* @ V.

Ubungen

Ubung 4.3.11. Sind M C R™ sowie N C R" Fastfaltigkeiten und f : M — R
und ¢ : N — R kompakt getragene stetige Funktionen, so ist auch M x N C
R™*" eine Fastfaltigkeitund fX g : M x N — R eine kompakt getragene stetige

Funktion und es gilt
fut o= (L) ()

4.4 Explizite Berechnung einiger Integrale

Beispiel 4.4.1 (Integration iiber eine Kreislinie). Gegeben R > 0 ist die Kreisli-
nie S := {(z,y) | 2> +y* = R} eine kompakte eindimensionale Mannigfaltigkeit
in R?. Die Abbildung [0, 27] — S mit ¢ — (R cosd, Rsin1)) ist eine surjektive
Integrationskarte von S. Gegeben f : S — R stetig zeigt unser Satz 4.3.8 zur
Integration iiber Fastfaltigkeiten folglich

2
/f:/ f(Rcosd, Rsind)Rdv
s 0

Beispiel 4.4.2 (Ubergang zu Polarkoordinaten, Variante). Gegeben R > 0 ist
die Kreisscheibe D := {(z,y) | 2* + y*> < R} eine kompakte zweidimensionale
Fastfaltigkeit in R? und die Polarkoordinatenabbildung P : [0, R] x [0,27] — D
gegeben durch P : (r,9)" + (rcosd,rsind)’ ist eine surjektive Integrations-
karte von D. Gegeben f : D — R stetig zeigt unser Satz 4.3.8 zur Integration
iiber Fastfaltigkeiten folglich

27 R
/f:/fOP|dP|=/ / f(rcosd, rsind)rdrdd
D Q o Jo

Beispiel 4.4.3 (Oberfliache der Einheitskugel). Die Kugelschale
= {(x,9.2) €B® | 2 + ¥ + 2 =1}

ist eine kompakte Mannigfaltigkeit und unser Satz 4.2.1 ordnet ihr eine Zahl f g2 1
zu, die wir als ihre Oberfliche interpretieren. Um sie zu berechnen, wenden wir
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unseren Satz 4.3.8 zur Integration iiber Fastfaltigkeiten an auf die surjektive Inte-
grationskarte

K: [-7n/2,7/2] X [-m,7] — S?
@, @) —  (cosfcos g, cosfsin g, sinb)

Die Jacobi-Matrix ergibt sich zu

—sinfcosy —cosfsingp
dK = | —sinfsingy cosfcosyp
cos 6 0

und wir erhalten als Gram’sche Matrix

= (3 5)

Die Wurzel aus der Determinante der Gram’schen Matrix ergibt sich damit zu
cos 6 und wir folgern fiir jede stetige Funktion f : S? — R die Formel

™ w/2
/ f :/ f(cos B cos @, cos 0 sin @, sin #) cos 6 dOdy
52 - J—7/2

Wenden wir unsere Formel auf die konstante Funktion Eins an, so erhalten wir fiir
die Oberfliche der Einheitskugel das Ergebnis

T /2
/ 1:/ / cos @ dfdp = 4
S2 —7 J —m/2

Beispiel 4.4.4 (Schwerpunkt einer Halbkugel). Wir berechnen die Hohe des
Schwerpunkts der massiven Halbkugel H := {(z,y,2) € R® | 22 +¢y* + 22 < 1
und z > 0}. Per definitionem ist das diejenige Zahl h € R, fiir die gilt [, (2 —h) =
0, so da3 wir unter Zuhilfenahme von 4.4.7 erhalten

h— = 1= z
3 H H

Durch Ubergang zu Kugelkoordinaten 4.1.18 folgt

/H . = / " / K / ' (r cos )1 sin(9)drdidy
= 27 ( /0 1 r3dr) ( /0 " cos (V) sin(ﬁ)dﬁ)

1\ 1 [™? —cos(2
— 9r. (2 ._/ Sjn(Qﬁ)dﬁzz.M
1) 2, 4 2

w/2

4

0
womit sich die Hohe des Schwerpunkts ergibt zu h = 3/8.
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Beispiel 4.4.5 (Triagheitsmoment der Einheitskugel). Wir berechnen das Inte-
gral der Funktion x2 + ¢/? iiber die Einheitskugel K := {(x,y, 2) | 2® +y*+ 22 <
1}. Physikalisch Gebildete erkennen, dal wir eigentlich das Trigheitsmoment der
Einheitskugel um die z-Achse suchen, aber das spielt in unserer Rechnung keine
Rolle. Durch Ubergang zu Kugelkoordinaten 4.1.18 und mit [ ] erhal-

ten wir
2 s 1
/ 2’ 4y = / / / rsin®(9)drdddy = sm
K o Jo Jo 15

Erginzung 4.4.6. Es sollte wohl irgendwann einmal gezeigt werden, dafl mit der
in[FT1] definierten Interpolation I' : R.; — R der Zuordnung n +— (n—1)!
und der Konvention z! := I'(z + 1) gilt

n/2
(Volumen der Einheitskugel im R") = T

(n/2)!
Diese Formel kann mithilfe der Funktionalgleichung I'(z+ 1) = zI'(x) aus [FT1]
und der Erkenntnis I'(1/2) = /7 aus [FT1] auch leicht in eine etwas
weniger elegante Formel umgeschrieben werden, in der die ['-Funktion nicht mehr
auftritt.

Ubungen

Ubung 4.4.7. Man zeige, daB die Einheitskugel in R? das Volumen 47 /3 hat.
Ubung 4.4.8. Man berechne das Integral der Funktion (xyz)? iiber die Einheitss-
phiire in R3.

Ubung 4.4.9 (Oberfliche eines Rotationskorpers). Sei / C R ein mehrpunkti-
ges kompaktes Intervall und f : I — (0, 00) stetig differenzierbar. Man zeige:
Die Mantelfléiiche M = {(z,y,2) € R® | 22 +y* = (f(z))?} ist eine zweidimen-
sionale kompakte Fastfaltigkeit in R mit der Fliche

| o= [ HoVTH TGP

Die anschauliche Bedeutung unserer Formel fiir die Oberflache eines Rotations-
korpers erkennt man, wenn man unsere Rotationsfliche durch eine Vereinigung
von diinnen Bédndern der Gestalt von ,,oberen Ridndern von Eiswaffeln* approxi-
miert.

Ubung 4.4.10. Gegeben eine kompakte k-dimensionale Fastfaltigkeit M C R"
und eine Isometrie A : R™ = R" zeige man

o= L
M A(M)
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Insbesondere und in Worten bleibt also beim Drehen und Verschieben von Flichen
1m Raum die Grof3e ihrer Fliache unverindert.

4.5 Markov-Ketten*

4.5.1. Hier bespreche ich eine Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes, die
eigentlich eher in die lineare Algebra oder Wahrscheinlichkeitstheorie gehort.

4.5.2. Gegeben sei eine endliche Menge FE, deren Elemente Zustinde heiflen
mogen. Gegeben sei weiter eine (E x E)-Matrix ) mit Eintrdgen in [0, 1] und
Spaltensummen Eins, in Formeln eine Abbildung Q : E* — [0,1], (,7) — Q;
mit ) . Q;; = 1 fiir alle j. Wir nennen @);; die Ubergangswahrscheinlichkeit
vom Zustand j in den Zustand i und unsere Forderung ). Q;; = 1 fur alle j
bedeutet, dal ,,vom Zustand j aus im ndchsten Schritt mit Wahrscheinlichkeit Eins
wieder einer unserer Zustdnde erreicht werden soll“. Das Datum (F, () nennen
wir eine Markov-Kette. Beginnen wir mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p
auf F, also einer Abbildung p : £ — R mit ) _,_. p(i) = 1, und fassen sie als
einen Spaltenvektor auf, so stellt sich nach einem Schritt die Verteilung ()p ein und
nach n Schritten die Verteilung Q" p. Wir stellen uns nun die Frage, unter welchen
Umstinden die Folge der (Q"p fiir alle p konvergiert, unter welchen Umstinden
ihr Grenzwert zusétzlich gar nicht von p abhéngt, und wie schnell unsere Folge
im Zweifelsfall konvergiert.

Beispiel 4.5.3. Zu einem endlichen K&cher im Sinne von [ ] mit der zu-
satzlichen Eigenschaft, da von jeder seiner Ecken mindestens ein Pfeil ausgeht,
erhalten wir die Markov-Kette der ,,zufilligen Wanderungen in unserem Kécher
wie folgt: Als Zustinde nehmen wir die Ecken des Kochers und denken uns dabei,
daB sich ein Wanderer an besagter Ecke befinden moge. In jedem Zeitschritt sucht
sich unser Wanderer dann zufillig einen ausgehenden Pfeil aus und wandert auf
diesem zur nédchsten Ecke. Verfeinern wir unsere Regel dadurch, dal wir jedem
Pfeil ¢« < j noch eine Wahrscheinlichkeit ();; zuordnen, mit der er von unse-
rem Wanderer ausgesucht wird, und fassen dafiir alle mehrfachen Pfeile zwischen
je zwei vorgegebenen Ecken zu einem einfachen Pfeil mit entsprechend hoherer
Wahrscheinlichkeit zusammen, so sind wir auch schon wieder beim allgemeinen
Fall gelandet.

Beispiel 4.5.4 (Urnenmodell von Ehrenfest). In zwei durch ein Loch verbun-
denen Kammern befinden sich insgesamt N > 1 nicht unterscheidbare Teilchen.
Wir betrachten den Raum £ = {0, 1, ..., N} aller ,,Zustéinde*, wobei der Zustand
1 bedeuten moge, daB sich ¢ Teilchen in der linken Kammer und die restlichen
N — i Teilchen in der rechten Kammer befinden. Als Ubergangswahrscheinlich-
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keiten wihlen wir
JIN i=7=1
Q=4 (N=j)/N i=j+1
0 sonst.

In jedem Zeitschritt wechselt also genau ein Teilchen die Kammer, und die Wahr-
scheinlichkeit, da3 das ein Teilchen aus einer Kammer mit j Teilchen ist, betrigt
genau j/N. In diesem Fall konvergiert die Folge (Q"p nicht fiir alle p, da sich
ja in jeder Kammer immer abwechselnd erst eine gerade und dann wieder eine
ungerade Anzahl von Teilchen befindet.

Satz 4.5.5 (Konvergenz endlicher Markov-Ketten). Ist bei einer endlichen Markov-
Kette (E, Q) die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen je zwei Zustinden posi-
tiv, in Formeln Q;; > 0 Vi, j, so gibt es genau eine stabile Verteilung s und fiir
jede Anfangsverteilung p gilt

lim Q"p=s

n—oo
Ergdnzung 4.5.6 (Bewertung von Seiten im Netz). Die Bewertung von Seiten im
Netz durch Suchmaschinen baut auf der Vorstellung auf, da ein Surfer auf einer
gegebenen Seite jeden der Verweise zu weiteren Seiten mit gleicher Wahrschein-
lichkeit anklickt. Damit er nicht bei einer Seite hingenbleiben kann, die auf gar
keine weitere Seite verweist, denkt man sich dabei auf jeder Seite zusitzlich einen
Verweis angebracht, der einen beim Daraufklicken zu einer zufillig ausgesuchten
Seite schickt, und der mit derselben Wahrscheinlichkeit angeklickt wird wie alle
anderen. Die durch diese Markovkette bestimmte stabile Verteilung ist dann die
gesuchte Bewertung von Seiten im Netz. Eine Seite ist damit desto hoher bewer-
tet, je mehr Seiten darauf verweisen, wobei Verweise von Seiten, die ihrerseits
hoher bewertet sind, entsprechend stirker gewichtet werden.

Beweis. Sicher beschreibt die Matrix () einen Endomorphismus von Ens(FE, R),
der jeden Vektor der Standardbasis ins Innere des positiven Quadranten kippt und
der die affine Hyperebene H = {(x;)icg | >_x; = 1} auf sich selbst abbildet.
Es scheint mir damit anschaulich klar, da3 () eine Kontraktion ) : H — H
definiert und daf} der Fixpunkt dieser Kontraktion, dessen Existenz durch den Ba-
nach’schen Fixpunktsatz [ ] ?? gesichert ist, im Innern des positiven Qua-
dranten Ens(F, R-) liegen muBl. Um das zu beweisen reicht es zu zeigen, daf @)
beziiglich irgendeiner Norm kontrahierend wirkt auf der linearen Hyperebene L,
die gegeben wird durch die Gleichung > z; = 0. Wir zeigen das beziiglich der
Norm |z| = >_ |x;|. Sei § der kleinste Eintrag von Q). Schreiben wir Q) = 6U + R
fiir U die Matrix mit einer Eins in jedem Eintrag, so hat R nur nichtnegative Ein-
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trige. Damit erhalten wir fiir x € L unschwer

Qx| = |Rz| =) | Riz;
J

fiir A = 1 — nod die Summe der Eintridge von R in einer und jeder Spalte. Also ist
@ : H — H kontrahierend und hat genau einen Fixvektor s, dessen Koordinaten
alle positiv sein miissen. Alle anderen Eigenwerte von () miissen auch Eigenwerte
der Einschrinkung auf die lineare Ebene L mit der Gleichung > x; = 0 sein und
sind folglich im Absolutbetrag beschrinkt durch unsere Kontraktionskonstante
A=1-—no. O

<3 Rylay| = M|
6,J
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5 Wegintegrale und Potentiale

5.1 Vektorfelder und Kovektorfelder

5.1.1. Unter einem reellen Raum verstehen wir wie in [ ] einen affinen
Raum iiber dem Korper der reellen Zahlen.

Definition 5.1.2. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X
eine Teilmenge. Ein Vektorfeld oder genauer ein relatives Vektorfeld auf U ist
eine Abbildung

P

A: U —
p =

N

P

von U in den Richtungsraum X von X.

5.1.3 (Diskussion der Terminologie). Spiter einmal werden wir ein ,,Vektor-
feld auf einer in die Ebene eingebettete Kreislinie* als eine Abbildung verstehen
wollen, die jedem Punkt der Kreislinie einen Tangentialvektor an besagte Kreis-
linie an besagtem Punkt zuordnet. Das ist dann natiirlich etwas anderes als ein
,relatives® Vektorfeld, das jedem Punkt der Kreislinie einfach irgendeinen Rich-
tungsvektor der Ebene zuordnet. Vorerst jedoch werden wir Vektorfelder, wenn es
darauf ankommt, eh nur auf halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reel-
ler Rdume betrachten, und in diesem Fall stimmen unsere ,,relativen‘ Vektorfelder
mit den ,,richtigen* Vektorfeldern, wie wir sie spiter definieren werden, iiberein.

5.1.4. Wir schreiben im Zusammenhang mit Differentialgleichungen statt A, auch
A(p). Die Notation A, dahingegen ist praktisch, wenn wir unsere Vektorfelder wie
in 5.1.19 auf Funktionen anwenden wollen. In der physikalischen Terminologie
heien Vektorfelder kontravariant aus Griinden, die in 5.1.24 noch diskutiert
werden.

5.1.5. Zu jedem reellen Vektorraum V' bilden wir, wie in der linearen Algebra
in [ ] folgende ausfiihrlich diskutiert und erldutert, seinen Dualraum
V*=VT = Homg(V,R).

Definition 5.1.6. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X
eine Teilmenge. Ein Kovektorfeld oder genauer ein relatives Kovektorfeld auf
U ist eine Abbildung
w: U — X+
p o w

von U in den Dualraum X * des Richtungsraums von X.
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Graphische Darstellung eines Vektorfelds auf der Papierebene, das in geeigneten
Koordinaten in der Notation von 5.1.20 durch die Formel

(:v/\/:zﬂ + y2> 0y + (y/\/gc2 + y2> d,

gegeben wiirde. Hier haben wir zu ausgewihlten Punkten den ihnen
zugeordneten Richtungsvektor als Pfeil von besagtem Punkt zu dem um diesen
Richtungsvektor verschobenen Punkt dargestellt.
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5.1.7 (Diskussion der Terminologie). Spiter einmal in [M1] werden wir
ein ,,Kovektorfeld auf einer in die Ebene eingebettete Kreislinie* als eine Ab-
bildung verstehen wollen, die jedem Punkt der Kreislinie eine Linearform auf
dem Tangentialraum an besagte Kreislinie in besagtem Punkt zuordnet. Das ist
dann natiirlich etwas anderes als ein ,,relatives* Kovektorfeld, das jedem Punkt
der Kreislinie einfach irgendeine Linearform auf dem Richtungsraum der Ebene
zuordnet. Jedes ,relative’ Kovektorfeld liefert jedoch durch Einschrinkung ein
,wrichtiges* Kovektorfeld, wie wir es spiter definieren werden, und auf halboffenen
Teilmengen endlichdimensionaler reeller Riume stimmen unsere ,relativen® Ko-
vektorfelder eh mit diesen ,richtigen* Kovektorfeldern iiberein. Deshalb kommt
es auf diese Feinheiten vorerst noch nicht an.

5.1.8. Wir schreiben hier w, statt w(p), damit w,(v) € R den Wert der Linearform
wy, auf einem Vektor v € X bezeichnen kann. Ein Kovektorfeld nennt man auch
eine Pfaff’sche Form oder eine Differentialform erster Ordnung oder eine 1-
Form. In der physikalischen Terminologie heilen Kovektorfelder kovariant aus
Griinden, die in 5.1.24 noch diskutiert werden.

5.1.9 (Graphische Darstellung von Kovektorfeldern). Fiir die graphische Dar-
stellung von Kovektorfeldern kenne ich keinen Zugang, der mich vollstéindig iiber-
zeugt. Im Bild habe ich zu ausgewdhlten fett eingezeichneten Punkten den ihnen
zugeordneten Kovektor dargestellt durch eine gestrichelte Linie, die jeweils einen
Teil der Geraden zeigt, deren Punkte vom jeweiligen fetten Punkt durch einen
Richtungsvektor erreicht werden konnen, auf dem der dem jeweilige Kovektor den
Wert 1 annimmt. Die eingezeichneten Fiden deuten an, welche gestrichelte Linie
jeweils zu welchem fetten Punkt gehort. Je weiter die gestrichelte Linie von ihrem
fetten Punkt entfernt ist, desto kleiner ist also unser Kovektor, so bedeutet etwa
der doppelte Abstand den halben Kovektor. Fette Punkte ganz ohne gestrichelte
Linie stehen fiir den Wert Null unseres Kovektorfelds an besagter Stelle. Daf} eine
gestrichelte Linie durch ,,ihren* fetten Punkt geht, ist nicht zuldssig. Man mag ver-
suchen, in nebenstehendem Bild auch noch das Vektorfeld (z,y) — (1, z) oder
in der Notation aus 5.1.20 geschrieben 0, + 0, einzuzeichnen und anschaulich
zu verstehen, daf3 das Einsetzen im Sinne von 5.1.12 dieses Vektorfelds in unser
Kovektorfeld auch tatsidchlich die Funktion (z,y) +— z? liefert.

Beispiel 5.1.10 (Kovektorfelder auf der Zeitachse). Ein Kovektorfeld auf der
Zeitachse T aus [ ] konnen wir uns in der in [ ] noch genauer
erkliarten Weise denken als eine Vorschrift, die jedem Zeitpunkt eine Frequenz
oder, vielleicht noch besser, eine Drehgeschwindigkeit zuordnet.

5.1.11 (Addition von Feldern und Multiplikation mit Funktionen). Wir addie-
ren Vektorfelder wie auch Kovektorfelder punktweise, die Summe w + n zweier
Kovektorfelder ist also etwa erklért durch (w + 1), = w, + 1,, wobei letzteres
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Versuch der graphischen Darstellung eines Kovektorfelds auf der Papierebene,
das in geeigneten Koordinaten in der Notation 5.1.14 durch die Formel

gegeben wiirde.

109



_—

7 =
—

78 =

Alternativer Versuch der graphischen Darstellung eines Kovektorfelds auf der
Papierebene. Hier legen wir die Konvention aus [ ] zur graphischen
Darstellung von Kovektoren zugrunde, der Wert auf einem Vektor ist also salopp
gesagt die Anzahl der gekreuzten Striche. Insbesondere bedeuten ,,enger
zusammenliegende Striche* hier ,,groBere Kovektoren®. Bei einer Streckung etwa
um einen Faktor Zwei werden also Vektoren doppelt so lang, aber in Gegensatz
dazu Kovektoren halb so lang, weil die Striche weiter auseinander riicken.
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Summenzeichen die Addition in X* meint. Wir multiplizieren Vektorfelder und
auch Kovektorfelder mit Funktionen f : U — R ebenfalls punktweise, indem wir
setzen (fA), = f(p)A, bzw. (fw), = f(p)w,.

5.1.12 (Paaren von Vektorfeldern mit Kovektorfeldern). Sei X ein endlich-
dimensionaler reeller Raum und U C X eine Teilmenge. Ist A : U — X ein
Vektorfeld und w : U — X* ein Kovektorfeld, so konnen wir auch das Vektorfeld
A in das Kovektorfeld w einsetzen oder, vielleicht besser gesagt, das Kovektor-
feld w auf dem Vektorfeld A auswerten oder, ganz ausgewogen und immer noch
gleichbedeutend, das Kovektorfeld «w mit dem Vektorfeld A paaren. Wir erhal-
ten dann eine Funktion

wAl) =(w,A): U - R
p o wy(Ay)

5.1.13 (Verschiedene Interpretationen von Kovektorfeldern). Seien X ein end-
lichdimensionaler reeller Raum und U C X eine Teilmenge. Im Sinne von [GR]

kénnen wir ein Kovektorfeld w : U — X* auch auffassen als eine Abbil-
dung U x X — Roder sogar als eine Abbildung X = Ens(U, R). Es gehort etwas
Ubung dazu, alle diese verschiedenen Aspekte gleichzeitig prisent zu haben. Wir
konnen also ein Kovektorfeld einerseits an einem Punkt p € U auswerten und so
eine Linearform wy, : X — R auf dem Richtungsraum erhalten, wir konnen es
aber andererseits auch auf einem Richtungsvektor v € X auswerten und so eine
reellwertige Funktion U — R, p — w,(v) erhalten. Wir konnen es sogar etwas all-
gemeiner, wie in 5.1.12 besprochen, auf einem Vektorfeld p — v, auswerten und
auch so eine reellwertige Funktion U — R, p — w,(v,) erhalten. Man beachte,
daB beim Auswerten von Kovektorfeldern auf Vektorfeldern keinerlei Differentia-
tion stattfindet sondern ausschlielich lineare Algebra, nur eben ,,in Abhéngigkeit
vom Punkt p*.

Definition 5.1.14 (Differential einer Funktion als Kovektorfeld). Seien X ein
reeller endlichdimensionaler Raum und U C X eine halboffene Teilmenge. Ist
f : U — R differenzierbar, so ist das Differential von f bei p eine lineare Ab-
bildung d,, f : X — R. Unter dem Differential d f von f verstehen wir dann das
Kovektorfeld auf U, das gegeben wird durch die Vorschrift

df:U—)X*
p = dpf

Fiir das Differential von einem Produkt gilt nach 1.4.5 die Produktregel d(fg) =
fdg + gd f und fiir das Differential einer Summe haben wir d(f + g) = df + dg.

5.1.15 (Anschauung fiir das Differential einer Funktion). In der vor 5.1.12
erkliarten Anschauung fiir Kovektorfelder wire das Differential einer Funktion auf
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der Ebene, aufgefal3t als die Hohe in einer Landkarte in Metern, salopp gesprochen
zu verstehen als eine Linearisierung des durch die Hohenlinien gegebenen Bildes,
mit einer Hohenlinie pro Meter.

5.1.16 (Darstellung von Kovektorfeldern in Koordinaten). Ist speziell X = R"
und U C R" halboffen und bezeichnet x; : U — R die Restriktion der ¢-ten Koor-
dinate auf U, so ist dz; : U — (R"™)* konstant die i-te Koordinate selber. Dieselbe
Bedeutung vereinbaren wir fiir beliebige Teilmengen U C R". Die Koordinaten
bilden nun eine Basis des Dualraums von R", folglich 146t sich jedes Kovektorfeld
auf U schreiben in der Gestalt »  a;,dz; mit eindeutig bestimmten a; : U — R.
Ich vermute, daB3 hier der Ursprung der Bezeichnung als ,,Differentialform* zu
suchen ist: In gewisser Weise konnen wir eben unsere Kovektorfelder als ,,Linear-
kombinationen von Differentialen* schreiben. Fiir eine differenzierbare Funktion
f U — R auf einer halboffenen Menge U C R"™ haben wir dann

i=1

Man priift das leicht durch Auswerten beider Seiten an einer Stelle p € U und An-
wenden der so entstehenden Linearformen auf alle Vektoren der Standard-Basis
des R™. Speziell haben wir fiir f : R — R also df = f’(x)dx. Ist U nicht offen,
sondern nur halboffen, so sind die partiellen Ableitungen dabei im Sinne unserer
Notation 1.2.13 zu verstehen.

5.1.17 (Anschauliche Bedeutung von Formeln in Differentialen). Anschaulich
gesprochen beschreibt die in 5.1.14 herausgestellte Gleichung, wie sich der Funk-
tionswert der Funktion f in erster Ndherung dndert, wenn wir an den Koordinaten
x; wackeln: Genauer gilt bei festen zq, ..., z, fir dx1,...,0x, € R so nah bei
Null, daB} alles definiert ist, eben

ot

f(l'1+61'1,...7l'n+5$n)_f(l'l,...,xn) - v 81:2_

dx; + R(0xq,...,0x,)

mit einem Rest R, der auch nach dem Teilen durch das Maximum der Betrige
aller dx; noch gegen Null strebt, wenn alle dx; gegen Null streben. Hierbei ist
zu verstehen, daBl die fraglichen partiellen Ableitungen an unserer festen Stel-
le (z1,...,z,) ausgewertet werden sollen, und um die partiellen Ableitungen zu
bilden, miissen die z; natiirlich noch als variabel gedacht werden. Vielleicht wire
es hier konsistenter gewesen, die partiellen Ableitungen 0, f zu notieren oder so-
gar (0;f)(x1,...,x,) um anzudeuten, daB sie ja an der festen Stelle (x1,...,z,)
auszuwerten sind, aber es kommt bei komplizierteren Formeln auch nicht selten
vor, dal groBere Prizision nicht zu besserer Verstiandlichkeit fiihrt. Die Notation
dx; konnten wir zu ¢; abkiirzen, aber dann wirkt die Formel weniger suggestiv.
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Kiirzen wir auch noch die linke Seite zu J f ab, so konnen wir unsere Identitét mit
der in 2.3.2 eingefiihrten Notation auch schreiben als die Ubereinstimmung erster
Ordnung von Funktionen der ,,Verriickungen* dx; in der Gestalt

)
0f ~6 ) a—;éxi
i=1 v

Beispiel 5.1.18. Die Funktion f : R®\0 — R, v — 1/||v|| hat mit der Konvention
v := (x,vy, z) das Differential df = —(xdx + ydy + zdz)/||v||>.

Definition 5.1.19 (Ableiten in Richtung eines Vektorfelds). Gegeben ein end-
lichdimensionaler reeller Raum X, eine halboffene Teilmenge U C X, ein Vek-
torfeld A : U — X und eine differenzierbare Funktion f U — R erkldaren wir
eine Funktion (Af) : U — R durch die Vorschrift

(Af)(p) == (dpf)(Ap)

Ist U eine Umgebung von p, so ist nach 1.2.7 also (Af)(p) die Richtungsableitung
von f bei p in der Richtung A,. Wir sagen deshalb auch, die Funktion A f entstehe
aus f durch Ableiten in Richtung des Vektorfelds A. In anderen Worten entsteht
diese Funktion durch das Paaren des Vektorfelds A mit dem durch das Differential
der Funktion f gegebenen Kovektorfeld d f. Mit unserer Notation 5.1.12 kann
diese Funktion auch Af = (df, A) geschrieben werden.

5.1.20 (Darstellung von Vektorfeldern in Koordinaten). Meist werden Vek-
torfelder identifiziert mit den zugehdrigen Differentialoperatoren. So notiere ich
etwa das konstante Vektorfeld v wie die zugehorige Richtungsableitung D,,. Spe-
zieller bezeichnet man das konstante Vektorfeld mit Wert e; auf R” oft als ,,das
Vektorfeld a%i“ oder ,,das Vektorfeld 0;* und im Fall nicht nummerierter Koordi-
naten wie etwa x, y, z auf R3 schreiben wir fiir die fraglichen Vektorfelder auch
Oz, 0y, 0, oder dergleichen. Sicher ldBt sich fiir U C R™ halboffen jedes Vektor-
feld auf U schreiben in der Gestalt

Z cﬁi

mit eindeutig bestimmten ¢; : U — R. Paaren wir etwa das Vektorfeld > ¢;0; auf
R™ mit dem Kovektorfeld > a;dz;, so ergibt sich die Funktion ) | a;c;. In unserer
Notation 5.1.12 und mit dem Kroneckerdelta haben wir nimlich in der Tat

<d$i, 8J> = 6ij
Definition 5.1.21 (Verwandtschaft von Feldern und von Funktionen). Sei ¢ :
U — V eine differenzierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen end-

lichdimensionaler reeller Raume X und Y.
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Ganz links ist zuerst ein Vektorfeld auf der Ebene abgebildet, das unter der
orthogonalen Projektion auf die x-Achse verwandt ist zu einem ebenfalls
eingezeichneten konstanten Vektorfeld auf der x-Achse. In der Mitte dann ein
Vektorfeld auf der Ebene, das unter dieser Projektion zu keinem Vektorfeld auf
der z-Achse verwandt ist. SchlieBlich ganz rechts die konstante Abbildung der
y-Achse auf einen Punkt der x-Achse und ein Vektorfeld auf der z-Achse, das
darunter zu keinem Vektorfeld auf der y-Achse verwandt ist.
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1. Vektorfelder A : U — X und B : V — Y heiBen ¢-verwandt und wir
schreiben ¢ : A ~» B genau dann, wenn fiir alle x € U gilt

(d20)(Az) = By(a

2. Kovektorfelder n : U — X*undw : V — Y* heiBen ¢-verwandt und
wir schreiben ¢ : 1 ~ w genau dann, wenn fiir alle Punkte z € U gilt
Ne = We(z) © dy¢ oder gleichbedeutend, mit der transponierten Abbildung
(dep)" - X* — Y* aus [ ] zum Differential d, ¢ : Y - X
notiert,

N = (dzqﬁ)—r(u&b(x))

3. Reelle Funktionen g : U — Rund f : V — R heiflen ¢-verwandt und wir
schreiben ¢ : g ~ f genau dann, wenn gilt g = f o ¢, als da heilit, wenn
fiir alle z € U gilt

Etwas allgemeiner brauchen wir hier V' gar nicht halboffen zu fordern, dann miis-
sen wir nur B und w als relative Felder auffassen, und bei der Definition der Ver-
wandtschaft von Funktionen diirfen U und V' sogar vollig beliebige Mengen sein.

5.1.22 (Existenz und Eindeutigkeit von Verwandten). Unter einer differenzier-
baren Bijektion zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reeller
Riume mit differenzierbarer Umkehrabbildung haben alle Vektorfelder, Kovek-
torfelder und Funktionen jeweils genau einen Verwandten, und unter der Identitéit
sind sie jeweils selbst dieser einzige Verwandte. Ist allgemeiner ¢ : U — V
eine beliebige differenzierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen end-
lichdimensionaler reeller Rdume, so hat jedes Kovektorfeld w auf V' immer noch
genau einen ,,Riickwirtsverwandten‘ auf U, der eben gegeben wird durch die For-
mel 7, = (d;¢) " (wy(x)) und der notiert wird als

n=¢"(w)

Er heifit das mit ¢ zuriickgezogene oder zuriickgeholte Kovektorfeld. Ebenso
hat jede Funktion f auf V' genau einen ,,Riickwirtsverwandten®, eben die Funkti-
on f o ¢, die man auch die mit ¢ zuriickgezogene Funktion nennt und manchmal
¢*(f) notiert. Bei Vektorfeldern liegen die Verhéltnisse nicht so einfach, aber ist
¢ surjektiv, so hat jedes Vektorfeld auf U zumindest nicht mehr als einen ,,Vor-
wirtsverwandten® auf V.

5.1.23 (Partielle Ableitungen in lokalen Koordinaten). Gegeben ein endlich-
dimensionaler affiner Raum X und eine halboffene Teilmenge U C X und ein
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Dieses Bild soll den Effekt der Scherung ¢ : R? = R2, (z,y) — (z + y,y) auf
dem Kovektorfeld dy und dem Vektorfeld 0, darstellen. Bei der bildlichen
Darstellung unseres Kovektorfelds folgen wir den auf Seite 108 im Anschluf3 an
5.1.2 eingefiihrten Konventionen. Man erkennt, da dy unter dieser Scherung
verwandt ist zu sich selber, in Formeln ¢ : dy ~ dy, wohingegen 0, verwandt ist
zu 0, + 0y, in Formeln ¢ : 9, ~ 0, + 0,. Alternativ und im Wesentlichen
gleichbedeutend mag man sich auch auf den Standpunkt stellen, dal wir auf dem
Wertebereich von ¢ ein ,,verschertes Koordinatensystem® (u, v) eingefiihrt haben
mit © und v den Komponenten der zu ¢ inversen Abbildung, also u(z,y) =z —y
und v(z,y) = y. Dann erhalten wir statt der obigen Verwandtschaften die

Formeln dv = dy sowie 0, = 0, + 0.
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Diffeomorphismus alias ein System lokaler Koordinaten (zy,...,x,) : U = V
mit einer halboffenen Teilmenge V' C R"™ bezeichnet man gerne mit -

auch mit 0; diejenigen Vektorfelder auf U, die unter diesem D1ffeomorphlsmus
zu den eben eingefiihrten Vektorfeldern auf R™ verwandt sind. Man beachte je-
doch, daB fiir eine einzelne Funktion z : U — R nicht sinnvoll ein Vektorfeld a%
auf U erkldrt werden kann: Selbst wenn sich unsere Funktion zu einem Koordi-
natensystem erginzen lassen sollte, wird doch das durch diese Ergdnzung erklirte
Vektorfeld wesentlich von der Wahl der anderen Koordinaten abhingen. All
das steht im Gegensatz zum Differential dx einer Funktion x, das durchaus auch
fiir eine einzelne Funktion sinnvoll definiert ist.

5.1.24 (Kovariante und kontravariante Transformation). Zumindest unter li-
nearen Koordinatentransformationen verhalten sich Kovektorfelder ,,so wie Koor-
dinaten®. Ist etwa z1, ..., x, ein System linearer Koordinaten auf einem reellen
Vektorraum X im Sinne einer Familie von linearen Abbildungen z; : X — R, die
zusammen einen Isomorphismus X — R” liefern, und ist vy, .. ., y, ein anderes
System linearer Koordinaten, und haben wir etwa y; = >, a;;x; fiir eine Matrix
von reellen Zahlen a;;, so gilt die Identitit von Kovektorfeldern dy; = ) | ; @ij dz;.
Fiir die durch unsere Koordinatensysteme bestimmten Vektorfelder haben wir da-

hingegen umgekehrt
0 0
ﬁ_;%%

und bendtigen die inverse Matrix, um a%- durch die % auszudriicken. In diesem
Sinne ,,transformieren sich Kovektorfelder wie Koordinaten und heilen deshalb
auch , kovariant®, wohingegen Vektorfelder sich ,,vermittels der inversen transpo-
nierten Matrix transformieren® und deshalb , . kontravariant® heif3en.

5.1.25 (Transitivitit von Verwandtschaft). Seien¢ : U — Vundvy : V — W
differenzierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensio-
naler reeller Rdume. Ist ein Vektorfeld C' auf W unter ¢ verwandt zu B, so ist
auch A unter ¢ o ¢ verwandt zu C, in Formeln implizieren ¢ : A ~ B und
Y : B~ Calsoyo¢: A~ C. Analoges gilt fiir Funktionen und Kovektorfelder
und 146t sich in den beiden letzteren Fillen auch schreiben als (¢ 0 ¢)* = ¢* 0 9)*,
so dal} etwa fiir jedes Kovektorfeld « auf C' gilt

(¥ o) (k) = ¢"(¢7 (k)

Aus Griinden der formalen Vollstdndigkeit sei noch erginzt, dal unter der Iden-
titdt, wie bereits in 5.1.22 erwihnt, jedes Vektorfeld und jedes Kovektorfeld und
jede Funktion verwandt ist zu sich selber und nur zu sich selber. Es gilt also in
Formeln (id : A~ B) < A = B und dergleichen.
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5.1.26 (Das Differential respektiert Verwandtschaft). Verwandte Funktionen
haben verwandte Differentiale. Ist genauer ¢ : U — V eine differenzierbare Ab-
bildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reeller Rdume,
so impliziert in Formeln ¢ : g ~» f bereits ¢ : dg ~ df, und gleichbedeutend
haben wir fiir alle f die Identitit ¢*(df) = d(¢*(f)) = d(f o ¢). In der Tat gilt
fiir jeden Punkt y nach der Definition der Verwandtschaft und der Kettenregel

(¢"(df))y = (dg(y)f) 0 dy¢ = dy(f o @)

5.1.27 (Das Ableiten nach Vektorfeldern respektiert Verwandtschaft). Wen-
den wir verwandte Vektorfelder auf verwandte differenzierbare Funktionen an,
so erhalten wir wieder verwandte Funktionen. Ist genauer ¢ : U — V eine dif-
ferenzierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler
reeller Raume, so impliziert in Formeln ¢ : A ~ Bund ¢ : g ~ f bereits
¢ : Ag ~ Bf oder umgeschrieben (Bf) o ¢ = A(f o ¢). Das folgt direkt aus
der Kettenregel in mehreren Verdnderlichen. Letzteres ist sogar eine hinreichende
Bedingung: Gilt (Af) o ¢ = B(f o ¢) fiir alle differenzierbaren Funktionen f, so
folgtp : A~ B.

Beispiel 5.1.28 (Zuriickholen von Kovektorfeldern in Koordinaten). Fiir X =
R™ mit Koordinaten x4, ..., x, und Y = R™ mit Koordinaten 1, ..., y,, und ¢ =
(¢1,...,¢n) eine differenzierbare Abbildung von einer halboffenen Teilmenge
von R™ in eine halboffene Teilmenge von R” ergibt sich ¢*(dx;) = d(¢*x;) =
do, =D, g;;’?dyj, da das Differential Verwandtschaft respektiert 5.1.26 und wir
fiir das Differential einer Funktion bereits die explizite Formel 5.1.14 kennen.
Folglich kann das Zuriickholen von Kovektorfeldern in Koordinaten beschrieben
werden durch die Formel

2 <Z “idxi) = (@o9) gjl dy;

i i, J

Beispiel 5.1.29 (Verwandtschaften unter der Polarkoordinatenabbildung). Wir
betrachten die Polarkoordinatenabbildung

P: R? — R?
(r,9) — (rcosd,rsind)

und benutzen die iiblichen Koordinaten x,y auf dem Wertebereich. Unter die-
ser Abbildung ist etwa das Kovektorfeld dx rechts verwandt zum Kovektorfeld
d(r cos ) = (cos¥)dr — (r sin)d¥ links. Ebenso ist das Kovektorfeld dy rechts
verwandt zum Kovektorfeld d(r sin ) = (sin)dr + (r cos 9¥)dd) links. Um einen
Verwandten fiir Jy zu suchen, wenn dieses Vektorfeld denn einen Verwandten ha-
ben sollte, machen wir den Ansatz 0y ~ ad, + b0, mit unbestimmten Funktionen
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a,b und finden durch Paaren mit dz leicht —(rsind) ~» @ und durch Paaren
mit dy ebenso (r cos ) ~ b, womit wir fiir das Vektorfeld 0y links als einzigen
Verwandten das Vektorfeld —y0, + x0, rechts finden. Das Vektorfeld 0, links
hat keinen Verwandten rechts, denn derselbe Ansatz 0, ~» a0, + b0, fiihrt zu
P :sinY ~ aund P : cos?¥ ~ b, und derartige Funktionen a, b gibt es nicht.
Schrinken wir jedoch unsere Polarkoordinatenabbildung ein zu einer Abbildung
P :{(r,9) | r > 0} — R2\0, so gibt es derartige Funktionen doch und unser
Vektorfeld 0, hat unter dieser Einschriankung den einzigen Verwandten

(w/\/m) 0, + (y/\/m> )

Meist wird man mit diesen Begriffen etwas grof3ziigiger umgehen, zwischen ver-
wandte Objekte schlicht ein Gleichheitszeichen schreiben und es auch mit den
Definitionsbereichen nicht so genau nehmen, so dal} wir etwa schreiben wiirden

0, = (cos?)0, + (sin?)0, = (a:/\/m) O + (yA/W) dy

Jy = —(rsin 19)833 + (rcos )0, = —y0, + x0,

= (r sin 19) Oy
Jd, = (sin 19) .+ (17! cos) Oy
(

cos ¥)dr — (rsind)dv
dr + (rcos¥)dv

2 +y%)) do + (2/(2” +y7)) dy

dr = (:vh/ﬁyz) de + <y/\/m> dy

Man kann die unteren Formeln auch so verstehen, dafl eben dr das Differential
der Funktion r : (R?\0) — R, (z,y) + r(x,y) meint. Bei dJ wird es schon kriti-
scher, da ja eigentlich ¢ nur auf geschlitzten Ebenen definiert werden kann. Aller-
dings unterscheiden sich die auf verschiedenen geschlitzten Ebenen definierten
dann wieder nur um additive Konstanten, so daf} sie alle dasselbe Differential ha-
ben und wir doch ein wohldefiniertes Kovektorfeld dv auf R?\0 erhalten. Das ist
auch der tiefere Grund dafiir, daf} alle unsere Standardvektorfelder in diesem Fall
wohldefinierte Verwandte haben und wir mit unseren Gleichheitszeichen nicht in
Teufels Kiiche kommen. Bei komplizierteren Vektorfeldern sidhe das anders aus:
So hat etwa das Vektorfeld 190y gar keinen Verwandten, es sei denn, wir schrianken
unsere Polarkoordinatenabbildung noch weiter ein.
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Einige Werte des Vektorfelds 0, als durchgezogene Pfeile und des Vektorfeld Oy
als gepunktelte Pfeile, gezeichnet in der zy-Ebene.
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Ubungen

Ubung 5.1.30 (Weitere Vertriglichkeiten unserer Verwandtschaften). Verwandt-
schaft ist vertrdglich mit dem Bilden von Produkten von Funktionen, das gilt
sogar fiir beliebige Abbildungen ¢. Ist fiir das folgende ¢ : U — V eine dif-
ferenzierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensiona-
ler reeller Rdume, so ist ¢-Verwandtschaft vertridglich mit dem Bilden des Pro-
dukts von Funktionen und Vektorfeldern, in Formeln folgt aus Verwandtschaften
¢ g~ fund¢p: A~ Balso ¢ : gA ~ fB oder anders geschrieben folgt aus
¢ : A~ Bbereits ¢ : (f o p)A ~ fB. Weiter ist ¢-Verwandtschaft vertréglich
mit dem Bilden des Produkts von Funktionen und Kovektorfeldern, in Formeln
folgtaus ¢ : g ~ fund ¢ : 1 ~ w also ¢ : gn ~ fw oder anders geschrie-
ben gilt ¢*(fw) = (f o ¢)¢*w. SchlieBlich ist ¢-Verwandtschaft auch vertriaglich
mit dem Auswerten von Kovektorfeldern auf Vektorfeldern, in Formeln folgt aus
¢:n~ wund ¢ : A~ Balso ¢ : (n,A) ~ (w,B) alias aus ¢ : A ~ B
folgt (¢*w, A) = (w, B) o ¢. Das ist sogar eine hinreichende Bedingung: Gilt
(p*w, A) = (w, B) o ¢ fiir alle Kovektorfelder w, so folgt ¢ : A~ B.

Ubung 5.1.31. Unter der Inversion am Einheitskreis R*\0 = R*\0, (z,y)
(u,v) = (z* + y*)~!(z, y) zeige man die Verwandtschaft von Vektorfeldern

Dy ~ (v —u?)0, — 2uvd,
oy ~ (u? =00, — 2uvd,

Ubung 5.1.32. Seien auf einer halboffenen Teilmenge U C FE eines n-dimen-
sionalen reellen Raums Vektorfelder A4, ..., A, und Kovektorfelder wy, ..., w,
gegeben mit (w;, A;) = d;; an jeder Stelle p € U. So gilt fiir jede differenzierbare
Funktion f : U — R die Identitit df = (A; f)wi + ... + (A f)wn.

5.2 Gradienten in krummlinigen Koordinaten*

5.2.1 (Motivation und erstes Beispiel). Gegeben eine halboffene Teilmenge U C
R"™ und eine partiell differenzierbare Funktion f : U — R definiert man wie in
1.1.5 ihren Gradienten als das Vektorfeld
of of

grad f = 8—$181+...—|—axn

auf U. Ich will im Folgenden diskutieren, welche Form dieses Konstrukt in krumm-
linigen Koordinaten annimmt. Formal ist damit folgendes gemeint: Man betrachte
zusitzlich eine halboffene Teilmenge IV C R"™ und einen Diffeomorphismus ¢ :
V' = U und berechne aus ( fo¢) das unter ¢ zu (grad f) verwandte Vektorfeld auf
V. In der Notation wird vielfach ¢ einfach weggelassen und nur die Bezeichnun-
gen der Koordinaten deuten das Gemeinte an. Istetwa ¢ = P : R.g x R — R?\0

On
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wie in 5.1.29 die Polarkoordinatenabbildung, so erhalten wir mit den Formeln aus
5.1.29 sofort f, = cos¥ f, —r~'sind fyund f, =sind f, +r 'cosd fyund
nach kurzer Rechnung die Verwandtschaft von Vektorfeldern

1
gradf = fxam+fyay = frar+ﬁfﬁaz9

Man nennt sie die Darstellung des Gradienten in Polarkoordinaten. Hier ha-
ben wir die Notation f, = % fiir die entsprechende partielle Ableitung aus 1.1.1
und die Abkiirzung 0, = a% aus 5.1.20 fiir den besagten Differentialoperator alias
besagtes Vektorfeld verwendet. Bereits bei der Transformation des Gradienten in
Kugelkoordinaten wird die Rechnung jedoch recht aufwendig. Ich will im folgen-
den erklidren, mit welchen Kunstgriffen man sie strukturieren und iibersichtlicher

gestalten kann.

5.2.2 (Tensor-Notation fiir Bilinearformen). Gegeben ein Vektorraum V' iiber
einem Korper £ notieren wir

Bil(V) = Bily(V)

den Vektorraum aller bilinearen Abbildungen V' x V' — k. Gegeben Linearformen
A,V — k notieren wir (A ® n) € Bil(V) die bilineare Abbildung (v, w)
A(v)n(w). Sicher ist (A, n) — A ® n selbst eine bilineare Abbildung V* x V* —
Bil(V). Statt  ® 7 schreibt man meist kiirzer n*2. Das Symbol ® wird in [[.A2]

noch mit mehr Bedeutung aufgeladen. Hier darf und soll es ausschlielich
als bequeme Notation verstanden werden.

Definition 5.2.3. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X eine
Teilmenge. Ein 2-Tensor oder genauer relativer kovarianter 2-Tensor auf U ist
eine Abbildung

g:U — Bil(X)
von U in den Raum Bil(X) aller bilinearen Abbildungen X x X — R. Eine
Riemann’sche Metrik auf einer halboffenen Teilmenge U C X ist ein 2-Tensor
g, der jedem Punkt p € U ein Skalarprodukt g,, auf X zuordnet.

5.2.4 (Beispiele fiir 2-Tensoren und Riemann’sche Metriken). Das Standard-
skalarprodukt auf R"™ liefert eine Riemann’sche Metrik auf R™ und auf jeder halb-
offenen Teilmenge U C R". Gegeben Kovektorfelder w und 7 auf einer Teilmenge
U eines endlichdimensionalen reellen Raums X konnen wir den 2-Tensor

—

wen: U — Bil(X)
p = W@y
betrachten. Weiter konnen wir 2-Tensoren punktweise addieren und mit Funk-

tionen multiplizieren. Die iibliche Riemann’sche Metrik auf R" kann in diesen
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Konventionen geschrieben werden als s = dz$? + ... + dz®2. Eine beliebige
Riemann’sche Metrik ¢ auf einer halboffenen Teilmenge U C R”™ hat in diesen
Notationen die Gestalt .

Z gijdr; @ d;

ij=1
fir Funktionen g;; : U — R, die an jedem Punkt p € U eine positiv definite
symmetrische Matrix bilden.

5.2.5 (Partielles Auswerten von Bilinearformen). Gegeben ein Vektorraum V'
iiber einem Korper k liefert jede Bilinearform g € Bil(V') eine Abbildung

cang: V. — v
v o= (w— g(v,w))

von unserem Vektorraum in seinen Dualraum, die jedem Vektor v die Linearform
,,Paare mit v zuordnet. Zum Beispiel hitten wir canyg,(v) = A(v)7. Gleichbe-
rechtigt konnten wir auch die Abbildung cann, : v — (w — g(w, v)) betrachten.
Ist speziell g nichtausgeartet und V' endlichdimensional, so ist cang ein Isomor-
phismus cang : V' = V* und wir konnen auch sein Inverses can,' : V* 5 V
betrachten.

5.2.6 (Partielles Auswerten von 2-Tensoren). Gegeben ein Vektorfeld A und
ein 2-Tensor g auf einer Teilmenge U eines endlichdimensionalen reellen Raums
konnen wir ein Kovektorfeld can,(A) bilden durch das Einsetzen von A in die
erste Stelle von g. Ist unser 2-Tensor g an keiner Stelle ausgeartet, insbesondere
also im Fall einer Riemann’schen Metrik, so ist diese Abbildung eine Bijektion

can, : {Vektorfelder auf U} — {Kovektorfelder auf U}

Bezeichnet speziell s das Standardskalarprodukt auf dem R", so haben wir etwa
cang(ad;) = adz; fir jede Funktion a. Fiir unseren Gradienten aus 1.1.5 gilt
folglich grad f = can;!(df). Im allgemeinen verwendet man die Notation

grad, f = cang_l(df)

und nennt dies Vektorfeld den Gradienten von f in Bezug auf die Riemann’sche
Metrik g oder allgemeiner in Bezug auf den nichtausgearteten 2-Tensor g.

Definition 5.2.7 (Verwandtschaft von 2-Tensoren). Seien U C X,V C Y
halboffene Teilmengen endlichdimensionaler reeller Riume und ¢ : U — V dif-
ferenzierbar. Vorgegebene 2-Tensoren s auf U und g auf V' heilen ¢-verwandt
und wir schreiben ¢ : s ~ ¢g genau dann, wenn fiir alle x € U und v, w € X gilt

Sx(”? w) = Go(x) ((dxgb)(v)’ (dxgb)(w))
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5.2.8 (Vertriglichkeiten unserer Verwandtschaften). Wieder ist Verwandtschaft
vertraglich mit allen natiirlichen Operationen, etwa mit dem Einsetzen von Vek-
torfeldern, dem Multiplizieren mit Funktionen, unserer Konstruktion & etc. Insbe-
sondere haben verwandte Funktionen unter verwandten Riemann’schen Metriken
verwandte Gradienten, in Formeln impliziert ¢ : s ~ ¢ also die Verwandtschaft
von Vektorfeldern

¢ : grad,(f o ¢) ~ grad, f

Offensichtlich hat jeder 2-Tensor g auf V' genau einen Verwandten auf U, den
wir mit ¢* g bezeichnen und den zuriickgeholten 2-Tensor nennen. Gegeben eine
parametrisierte Fliche im Raum oder allgemeiner eine differenzierbare Abbildung
¢ : U — R3mit U C R? halboffen bezeichnet man den symmetrischen 2-Tensor
auf R?, der durch das Zuriickholen der Standardmetrik entsteht, auch als die erste
Fundamentalform unserer parametrisierten Fldche.

Beispiel 5.2.9 (Gradienten in Polarkoordinaten). Unter der Polarkoordinaten-
abbildung P aus 5.1.29 ist die Standardmetrik s = dz®? 4 dy®? auf der zy-Ebene
verwandt zum 2-Tensor

g = (cosddr — rsinddd) ® (cos¥dr — rsin Jdd)
+(sin¥dr 4 r cos ¥d¥) @ (sin ddr + r cos ¥dd)

= dr®* 4?9

auf der rv-Ebene, der auf dem Komplement der Nullstellenmenge von r auch wie-
der eine Riemann’sche Metrik ist. DaB hier keine gemischten Tensoren dr @ dv
auftreten, hat den Grund, daf die Vektorfelder O, und Oy auch in der zy-Ebene an
jedem Punkt aufeinander senkrecht stehen. Die Koeffizienten 1 und 7? bedeuten
gerade die quadrierten Langen s(0,, 0,.) und s(0y, Oy) der Vektoren dieser Vektor-
felder. Fiir eine Funktion f = f(x,y) muB schlieBlich d f unter P verwandt sein
zu d(f o P), und dann muB auch grad f = grad, f = can;'(df) verwandt sein
zu

grad,(f o P) = can, ' d (f o P) = can, ' (f,dr + fyd¥) = f.0, + r—12f19819

Damit haben wir die Darstellung des Gradienten in Polarkoordinaten ein weiteres
Mal hergeleitet.

Ergdnzung 5.2.10 (Im Ingenieurwesen gebriuchliche alternative Notation).
Ingenieure arbeiten gerne mit einer anderen Darstellung von Vektorfeldern und
betrachten etwa auf dem R? die auf euklidische Linge Eins normierten Vektor-
felder e, = O, und ey = r~'0y. Natiirlich kann jedes Vektorfeld v auf dem
Komplement des Ursprungs auch als v = ae, + bey geschrieben werden mit
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Dies Bild soll die Verwandtschaft von Riemann’schen Metriken
f o dr®? 4+ r2d¥®? ~ da®? + dy®? verdeutlichen, mit f = P der
Polarkoordinatenabbildung. Das Differential an der Stelle (r,9) = (13, %) ist
dargestellt durch seinen Effekt auf der Standardbasis, die wir auch (9,., 0y)
notieren konnten. Die Standardbasis geht an jeder Stelle iiber in eine
Orthogonalbasis und das Bild des ersten Basisvektors hat auch wieder die Linge
Eins, das Bild des zweiten Basisvektors jedoch im allgemeinen die Lange » und
in unserem Fall die Lange 1%. Die Standardmetrik auf der xy-Ebene entspricht
folglich einer Metrik auf der rJ-Ebene, bei der 0, und 0y aufeinander senkrecht
stehen und 0, die Lange Eins hat, wohingegen 0y die Linge r hat. Diese
Eigenschaften aber charakterisieren genau unsere Metrik dr®? + r2dy®2.
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geeigneten reellwertigen Funktionen a, b. In Formelsammlungen findet man héu-
fig Formeln fiir Gradienten und dergleichen in dieser Darstellung, zum Beispiel
hitten wir grad f = (9,.f)e, + r~1(dyf)ey. Meist heiBen die Koeffizienten eines
Vektorfelds v = ae, + bey dann auch noch a = v,., b = vy. Das verbietet sich fiir
uns jedoch, da wir die Indexnotation bereits als Kiirzel fiir partielle Ableitungen
verwenden.

Beispiel 5.2.11. Die Kugelkoordinaten im Raum werden beschrieben durch eine
geeignete Einschrinkung der Abbildung
K R3 —  R3
(r,9,¢) +— (rcospsind, rsingsind, rcos?)
Deren anschauliche Bedeutung wird in nebenstehendem Bild erldutert.

5.2.12 (Anschauliche Bedeutung der Kugelkoordinaten). Die Kugelkoordina-
tenabbildung hat die folgende anschauliche Bedeutung: Stellen wir uns ein Te-
leskop vor, das im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems auf einem
waagerechten, d.h. in der xy-Ebene liegenden Drehteller steht und senkrecht nach
oben zeigt. Um einen Stern zu betrachten, schwenken wir zunéchst das Teleskop
nach unten in Richtung der positiven z-Achse um einen Winkel ¥ € [0, 7| und
drehen dann den Drehteller um einen geeigneten Winkel, sagen wir um den Win-
kel ¢ € [0,27) gegen den Uhrzeigersinn. Ist schlieBlich r die Entfernung unse-
res Sterns, so gibt K (r, 1, ¢) seine kartesischen Koordinaten an. Natiirlich ist im
Fall eines senkrecht iiber oder unter dem Teleskop befindlichen Sterns ¢ nicht
eindeutig, und befindet sich das Teleskop bereits im Stern, so sind beide Winkel
nicht eindeutig. Die Einschrinkung unserer Abbildung auf r > 0, ¥ € (0, 7) und
¢ € [0,27) hinwiederum ist zwar injektiv, aber nicht surjektiv. Oft findet man
auch eine Variante, bei der wir uns das Teleskop zu Beginn horizontal in Rich-
tung der positiven z-Achse ausgerichtet denken und wo die zweite Koordinate
0 € [—m/2, /2] den Winkel bezeichnet, um den das Teleskop nach oben bzw. bei
negativem Winkel nach unten geschwenkt werden muf3. Die Formeln lauten dann
abweichend (r, 0, ) — (rcos p cosf,rsin ¢ cosf,rsinf).

Erginzung 5.2.13. Ein 2-Tensor hei3t symmetrisch beziehungsweise antisym-
metrisch, wenn er an jedem Punkt als Wert eine symmetrische bzw. antisymme-
trische Bilinearfom auf X annimmt. Antisymmetrische 2-Tensoren werden wir
spiter als sogenannte 2-Formen wiedertreffen. Eine Riemann’sche Metrik ist per
definitionem ein symmetrischer 2-Tensor mit der zusitzlichen Eigenschaft, positiv
definit zu sein.

Ubungen

Ubung 5.2.14 (Riemann’sche Metrik in Kugelkoordinaten). Man zeige, daf die
Standardmetrik im zyz-Raum unter Kugelkoordinaten, wie sie 5.2.11 eingefiihrt
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Die Kugelkoordinatenabbildung
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werden, verwandt ist zur Metrik
g = dr®? + r?d¥®? + (rsin 9)2dp®?

Ubung 5.2.15 (Gradient in Kugelkoordinaten). Man zeige, dall der Gradient in
Kugelkoordinaten, wie sie 5.2.11 eingefiihrt werden, ausgedriickt wird durch die
Formel

grad f = .0, + r 2 f309 + (rsin 19)’2f¢,8¢

5.3 Wegintegrale

5.3.1. Ich unterscheide zwischen dem ,,Kurvenintegral *“ aus [ ] und dem
,»Wegintegral“, wie es jetzt gleich definiert wird. In der Literatur findet man statt-
dessen meist die Terminologie ,,Kurvenintegral erster Art* und ,,Kurvenintegral
zweiter Art®,

Definition 5.3.2. Gegeben A C X eine Teilmenge eines endlichdimensionalen
reellen Raums und vy : [a,b] — A ein stetig differenzierbarer Weg und w : A —
X*ein stetiges Kovektorfeld auf A erkldren wir eine reelle Zahl fw w, das Integral
des Kovektorfelds w lings des Weges ~, durch die Vorschrift

o= o (Y (0)

In der physikalisch motivierten Terminologie aus [ ] gilt es also, zu je-
dem Zeitpunkt ¢ € [a, b] den Kovektor w., ;) auf dem Geschwindigkeitsvektor v/(t)
auszuwerten und die so entstehende reellwertige Funktion iiber das Intervall [a, b]
zu integrieren. Sobald ich hoffe, Sie davon iiberzeugt zu haben, dal} keine Ver-
wechslungen zu befiirchten sind, notiere ich Wegintegrale meist ohne Kringel mit

| statt §.

5.3.3 (Diskussion des Symbols §). Ublicherweise verwendet man § nur fiir We-
gintegrale iiber geschlossene Wege. Da mir aber in Latex kein besseres Symbol
zur Verfiigung stand, und da mir an dieser Stelle die Verwendung einer Variation
des Integralzeichens dringend geboten schien, und da das Integral tiber geschlos-
sene Wege von einem mathematischen Standpunkt aus betrachtet eh kein eigenes
Symbol verdient, habe ich mich fiir dieses Symbol entschieden. Es wird auch
nur in diesem Abschnitt verwendet, eben in einer erweiterten Bedeutung auch fiir
Wegintegrale iiber nicht notwendig geschlossene Wege.

5.3.4 (Vage Anschauung fiir das Wegintegral). In der vor 5.1.12 erklarten An-
schauung fiir Kovektorfelder wire das Wegintegral zu verstehen als eine Prizi-
sierung der Idee der ,,von unserem Weg gekreuzten Linien*. Da das arg vage ist,
gebe ich auch noch eine prizise Variante in Form eines Lemmas.
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Lemma 5.3.5 (Anschauung fiir das Wegintegral). Seien v : [a,b] — A ein ste-
tig differenzierbarer Weg in einer Teilmenge A eines endlichdimensionalen reellen
Raums X und w : A — X* ein stetiges Kovektorfeld auf A. Man betrachte fiir
r > 1 die dquidistante Unterteilung a = ag < a1 < ... < a, = b und bilde die
Riemannsumme

S (w) = z_:wy(ai) (v(ait1) — v(ai))

So ist unser Wegintegral der Grenzwert der Folge von Riemannsummen

%w = lim S'(w)
.

T—00

Beweis. Sei || || eine Norm auf dem Richtungsraum X und bezeichne || || auch
die zugehorige Operatornorm auf X*. Nach [ ] ist unser Integral der
Grenzwert der Folge von Riemannsummen

r—1

§" =Dty (7/(80)) - (tia — 1)

1=0

Gegeben ¢ > 0 finden wir wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von +’ ein § > 0
derart, daB gilt |[s —t| < § = ||7/(s) —7'(t)|| < . Ist r so groB, daB die Linge
der Intervalle ¢, — ¢; unter ¢ sinkt, so folgt mit dem Mittelwertsatz [ ]

in mehreren Verdnderlichen v(t;11) — v(¢;) € (tiy1 — ti) B(7/(t:);€), was wir
umschreiben kdnnen zu

[y (tix1) = v(ts) = (tigr — ta)Y (t)]] < (tigr — ti)e

Das hinwiederum liefert fiir  oberhalb einer geeigneten Schranke die Abschit-
zung

r—1
S (w) = 57| < Z lwyenll (tirr = ti)e < (5uPsepuy oy ll) (b —a)e
=0

Diese Differenz strebt also gegen Null fiir » — oo, folglich strebt die Folge S (w)
gegen denselben Grenzwert wie die Folge S™. [

Beispiel 5.3.6 (Wegintegral eines Kovektorfelds auf der Zeitachse). Ein Ko-
vektorfeld auf der Zeitachse kann, wie in 5.1.10 erklart, nach der Wahl eines aus-
gezeichneten Drehsinns als eine Vorschrift aufgefa3t werden, die jedem Zeitpunkt
eine Drehgeschwindigkeit zuordnet. Das Integral eines derartigen Kovektorfelds
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iber einen Weg in der Zeitachse liefert dann anschaulich gesprochen die Zahl der
Umdrehungen in Richtung des ausgezeichneten Drehsinns zwischen Anfangszeit-
punkt und Endzeitpunkt. Liegt bei unserem Weg der Endzeitpunkt hier vor dem
Anfangszeitpunkt, so ist entsprechend das Negative zu nehmen.

Satz 5.3.7. 1. (Wegintegrale iiber Identitiatswege). Gegeben reelle Zahlen
a < bund eine stetige Funktion f : [a,b] — R stimmt das Wegintegral des
Kovektorfelds f(x)dz iiber den Identititsweg id : [a, b] — [a, b] iiberein mit
demin [ Ji eingefiihrten Integral von f, in Formeln

ﬁf(x)dx_/abf(x)dx

2. (Zerstiickeln von Wegintegralen). Gegeben X ein endlichdimensionaler
reeller Raum, A C X eine Teilmenge, w : A — X* ein stetiges Kovek-
torfeld, vy : [a,b] — A ein stetig differenzierbarer Weg und ¢ € (a,b) ein

Zwischenpunkt gilt
jv jvl[a,d J(v\[ab}

3. (Verwandtschaftsvertriglichkeit). Gegeben X und Y endlichdimensio-
nale reelle Riaume, A C X und B C Y Teilmengen mit A halboffen,
¢ : A — Bund~ : [a,b] — A stetig differenzierbar sowie 1 ein steti-

ges Kovektorfeld auf B gilt
j{ ¢ = ]{ U
v Poy

4. (Wegintegral iiber ein totales Differential). Gegeben ein endlichdimen-
sionaler reeller Raum X, eine halboffene Teilmenge A C X, eine stetig
differenzierbare Funktion g : A — R und ein stetig differenzierbarer Weg
v [a,b] — A gilt

dg = g(v(b)) — 9(v(a))

~

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen unmittelbar aus den Definitionen. Um
die dritte Aussage zu zeigen, erinnere man die Definition (¢*n), = 14 © dp¢ des
zuriickgeholten Kovektorfelds und die Kettenregel (¢ o v)'(t) = (d @ ¢)(¥'(1)).
Damit finden wir dann

$, 60 = [ (@M (7 (0)At = [} (Mo © dyny®) (7 (1)t
= [ noeun((607) ()t = §,. 1
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Damit folgern wir schlieBlich die letzte Aussage durch die Rechnung

fdg— 74 (dg) = j{(gov) /ab<gov>'<x>dw=g<v<b>>—g(v(a))

unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung. [

5.3.8 (Diskussion der Verwandtschaftsvertriglichkeit). Seien A und B topo-
logische Rdume und ¢ : A — B eine stetige Abbildung. Zwei Wege v : [ — A
und s : J — B heillen ¢-verwandt und wir schreiben ¢ : v ~» k genau dann,
wenn sie denselben Definitionsbereich / = .J haben und wenn fiir alle ¢ € [
gilt k(t) = ¢(y(t)). Sicher hat jeder Weg 7 in A genau einen Verwandten in B,
namlich den Weg ¢ o ~. Teil 3 von Satz 5.3.7 besagt in dieser Terminologie, daf3
die Verwandtschaft von Wegen ¢ : v ~ k zusammen mit der Verwandtschaft
von Kovektorfeldern ¢ : n ~ w die Gleichheit der Wegintegrale 557 n=¢w
impliziert.

Beispiel 5.3.9 (Berechnung von Wegintegralen). Sei A eine Teilmenge eines
endlichdimensionalen reellen Raums X'. Fiir einen beliebigen stetig differenzier-
baren Weg 7 : [a,b] — A und ein beliebiges stetiges Kovektorfeld w auf A hat
das mit dem Weg zuriickgeholte Kovektorfeld nach 5.1.21 die Gestalt v*w =
Wy (7/(t)) dt und wir kommen mit den Umformungen

éw - Z{Cﬂ*w = /abww) (' () dt

wieder zu unserer urspriinglichen Definition zuriick, die wir in diesem Sinne als
ein ,,Zuriickholen auf den Parameterbereich* auffassen konnen. Integrieren wir
zum Beispiel das Kovektorfeld w = xdx + z*dy auf der Ebene R? iiber den Weg
7 : [1,2] — R? gegeben durch (t) = (v/%,logt), so erhalten wir

fw w = fv rdx + zidy
= §,VEdW) + (Vi) d(logt)
2 _

= Ji Vigpdt +t*t7de

= [lE+t)dt=2
Ergdnzung 5.3.10 (Wegintegrale von Vektorfeldern). Redet man fiir A C R”
vom Integral eines Vektorfelds v : A — R” ldngs eines Weges oder von der Zir-
kulation eines Vektorfelds in einem Weg, so ist das Integral des Kovektorfelds

w = (v, ) gemeint, mit der Notation ( , ) fiir das Standard-Skalarprodukt auf
dem R", das in Formeln gegeben wird durch w = vidz; + ... + v,dx,. In der
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v

Der Fluf} des Vektorfelds 0, = (x/r)0, + (y/r)0, durch den Weg v : [0, 27r] —
R?, t — (3cost, 3sint) ergibt sich nach kurzer Rechnung zu 67. Die Zirkulation
desselben Vektorfeldes in demselben Weg ist dahingegen Null.
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Physik wird das Standardskalarprodukt auf dem R"™ meist v - w notiert und unser
Wegintegral iiber einen Weg 7 : [a, b] — A wiirde geschrieben als

7§w=lv-dlebv-dv:£bv<v<t>>-ws)dt

Die Bedeutung der Terme des rechtesten Integrals sollte hier klar sein. In der
Mitte ist zu verstehen dy = d;y = #(t)dt. Ganz links meint dx ein ,kleines
vektorielles Kurvenelement® und das x ist fett gedruckt um anzudeuten, daf3 ein
Vektor gemeint ist. Ich mag diese Notation nicht besonders, die fette Schreibweise
ist auch an der Tafel schlecht umzusetzen. Allgemeiner kann man Wegintegrale
von Vektorfeldern v bilden, wann immer ein Skalarprodukt oder allgemeiner ein
ausgezeichneter 2-Tensor g zur Verfiigung steht, indem wir eben zu unserem Vek-
torfeld das Kovektorfeld w = canj(v) oder auch w = can(v) bilden kénnen, um
diese Kovektorfelder dann zu integrieren wie in 5.3.2 erkldrt. Ohne einen ausge-
zeichneten 2-Tensor gelingt es eben nicht, zwei Vektoren in natiirlicher Weise zu
paaren: Das gelingt ohne zusitzliche Wahlen in natiirlicher Weise nur fiir einen
Vektor und einen Kovektor.

5.3.11 (Wegintegral iiber Feld mit Potential, Variante). Die letzte Aussage der
Satz 5.3.7 liest sich fiir Wegintegrale iiber Vektorfelder auf dem R" als die Formel

/ (grad g) - dy = g(v(a)) — g(y(b))

Diese Formel ist nur im R™ oder allgemeiner in einem Skalarproduktraum sinn-
voll, aber die beiden Abhéngigkeiten vom Skalarprodukt bei der Definition des
Vektorfelds grad g und bei der Definition des Integrals eines Vektorfelds iiber
einen Weg heben sich darin gegenseitig auf, so dal es eben im Endeffekt dabei auf
die Wahl eines Skalarprodukts doch nicht ankommt. Die ,,Vertraglichkeit des We-
gintegrals mit Verwandtschaft* 5.3.7.3 hat fiir Wegintegrale iiber Vektorfelder in
euklidischen Riumen keine Entsprechung. Das ist ein wesentlicher Grund dafiir,
daf} der Begriff des Wegintegrals iiber Kovektorfelder weiter trigt.

Ergiinzung 5.3.12. Redet man fiir X = R? vom FluB eines Vektorfelds v =
(v1,v2) : A — R? durch einen Weg, so ist das Integral iiber das Kovektorfeld
w = v1dy — vodx gemeint. Dies Kovektorfeld kann alternativ auch beschrieben
werden durch die Formel w,(u) = det(v(p)|u), in der unsere Vektoren v(p) und
u als Spaltenvektoren aufzufassen sind.

5.3.13 (Wegintegral versus Kurvenintegral). In der Literatur scheint mir eine
gewisse Verwirrung zu herrschen was die Begriffe ,,Wegintegral“ und ,,Kurvenin-
tegral®“ angeht. Die hier gewihlte Terminologie soll zum Ausdruck bringen, daf3
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fiir einen injektiven stetig differenzierbaren Weg v : [a,b] — R" unser Kurven-
integral nur von der Bildmenge 7([a, b]) C R™ abhingt, die wir im Sinne unserer
Definition 6.7.1 eine ,,Kurve* werden nennen diirfen. Unser Wegintegral dahin-
gegen hingt auch von der ,,durch den Weg ~ gegebenen Richtung auf unserer
Kurve* ab und @ndert sein Vorzeichen, wenn wir die Kurve ,,in der umgekehrten
Richtung durchlaufen®. Andererseits bleibt das Wegintegral unverdndert selbst bei
nicht notwendig monotoner ,,Neuparametrisierung*, wenn diese nur den Anfang
beziehungsweise das Ende des neuen Parameterintervalls auf den Anfang bezie-
hungsweise das Ende des Alten wirft, siehe 5.3.15. Das Kurvenintegral dahinge-
gen dndert sich bei derartigen Neuparametrisierungen im allgemeinen sehr wohl.

5.3.14 (Wegintegrale in eindimensionalen Rdumen). Ist X ein eindimensiona-
ler reeller Raum und A C X eine halboffene Teilmenge, so ist offensichtlich jedes
stetige Kovektorfeld w auf A das Differential w = dg einer stetig differenzierba-
ren Funktion g : A — R. Gegeben ¢, d € A und ein stetig differenzierbarer Weg
7 von ¢ nach d hingt also fv w = ¢g(d) — g(c) nach unserem Satz 5.3.7 vom Weg
~ gar nicht ab. Wir notieren dies Integral dann kiirzer

fonsf

Diese Notation ist allerdings nur sinnvoll, wenn es auch in der Tat einen Weg
von ¢ nach d gibt, der ganz in A verladuft. Ist A C R ein Intervall, so priift man
unschwer, dafl mit dieser Notation unsere Formel

édf(a:)dx = /Cdf(x)dx

aus 5.3.7.1 fiir beliebige ¢,d € A giiltig bleibt. Ist schlieBlich v : [a,b] — A ein
stetig differenzierbarer Weg von c nach d, so entpuppt sich die blole Abhingigkeit
des Wegintegrals von den Endpunkten als verkleidete Fassung der Substitutions-
regel, indem wir sie fiir w = f(x)dz ausschreiben zu

[ = § - fo- (()) o (()) Fle)da

Korollar 5.3.15 (Wegintegrale sind unabhéingig von der Parametrisierung).
Seiy : [¢,d] — X ein stetig differenzierbarer Weg in einem endlichdimensionalen
reellen Raum X und w ein stetiges Kovektorfeld auf einer Teilmenge, die sein Bild
umfaf3t. Sei u : [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar mit u(a) = ¢ und u(b) = d. So

you o
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Beweis. Wir schreiben unsere Behauptung mithilfe der Vertriaglichkeit von Weg-
integral und Verwandtschaft 5.3.7.3 um zur Behauptung ¢, v*w = §cd v*w. Diese
Behauptung hinwiederum folgt unmittelbar aus der Erkenntnis 5.3.14, dall We-
gintegrale in eindimensionalen Riumen nur vom Anfangs- und Endpunkt des In-
tegrationsweges abhédngen. 0

5.3.16 (Verhalten unter richtungsumkehrender Umparametrisierung). Der
vorstehende Beweis zeigt auch, daB} bei einer richtungsumkehrenden Umparame-
trisierung, also fiir u mit u(a) = d und u(b) = ¢ das Wegintegral iiber den umpara-
metrisierten Weg das Negative des Wegintegrals iiber den urspriinglichen Weg ist.
In 6.4.3 werden wir allgemeiner das Integral von k-Formen iiber k-dimensionale
orientierte Mannigfaltigkeiten einfithren und speziell im Fall £ = 1 ein Integral
von Kovektorfeldern iiber orientierte Kurven erhalten, das nach 6.4.11 im wesent-
lichen die in der Proposition enthaltene Unabhéngigkeit des Wegintegrals von der
Parametrisierung zu einer Definition umgief3t.

Erginzung 5.3.17 (Integrale rationaler Ausdriicke in sinh und cosh). Wir kon-
nen nun auch den in [ ] erkliarten Trick zur Berechnung der Integra-
le von rationalen Ausdriicken in (z, /22 + 1) geometrisch verstehen. Gegeben
solch ein rationaler Ausdruck R(z,y) betrachten wir dazu auf einer geeigneten
Teilmenge des R? die Differentialform R(z,y)dz und den Weg v : [a,b] — R?
mit v(t) = (¢,v/?> + 1) und fassen unser Integral auf als Wegintegral

/abR <t, m) dt = ]{R(as,y)dx

Y

Solch ein Wegintegral ist nach 5.3.15 unabhéngig von der Parametrisierung. Un-
ser Weg durchliuft ein Stiick der Hyperbel 4> — 22 = 1, genauer ein Stiick des
Hyperbelastes mit y > 0. Diesen Ast konnen wir nach [ ] auch parame-
trisieren durch ¢ : (—1,1) — R? mit

2T 1472

o) = (ﬂ—fﬁ)

und bei dieser Parametrisierung fiihrt uns unser Wegintegral ganz offensichtlich
auf das Integral einer rationalen Funktion in 7, das wir nach [ ] im Prinzip
durch bekannte Funktionen ausdriicken konnen. In derselben Weise kann man
auch das Integral eines rationalen Ausdrucks im Funktionenpaar (sin, cos) wie
zum Beispiel

sin®(7) + cos(7)

cos(T) 4 cos?(T)
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angehen, das bereits in [ ] diskutiert wurde. Noch natiirlicher als dort
mag man es auffassen als Wegintegral im Sinne von [ ] eines Kovek-
torfelds mit rationalen Koeffizienten in zwei Verinderlichen, in unserem Beispiel
etwa das Integral des Kovektorfelds

dy y*+zdy
r ax+22zx

R(z,y)

iiber ein Stiick des Einheitskreises. Mit der rationalen Parametrisierung [ ]

des Einheitskreises durch die stereographische Projektion 146t es sich dann
umwandeln in ein Integral einer rationalen Funktion einer Veridnderlichen. Im we-
sentlichen dasselbe Vefahren funktioniert auch fiir rationale Ausdriicke in den
Funktionenpaaren (sinh, cosh) und (v/1 + 22, x).

Ergdnzung 5.3.18. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum, IV ein end-
lichdimensionaler reeller Vektorraum und A C X eine Teilmenge. Ein W -werti-
ges Kovektorfeld auf A ist eine Abbildung

w: A — Homg (X, W)

Sie ordnet also jedem Punkt p € A eine lineare Abbildung des Richtungsraums
in den Raum W zu. Ist etwa Y ein weiterer endlichdimensionaler reeller Raum
und A halboffen und f : A — Y differenzierbar, so ist df oder genauer p — d,, f
ein Y -wertiges Kovektorfeld auf A. Ist nun ¢ : [a,b] — A ein stetig differen-
zierbarer Weg in einer Teilmenge A eines endlichdimensionalen reellen Raums X
undw : A — HomR(X , W) ein stetiges Kovektorfeld auf A mit Werten in einem
endlichdimensionalen reellen Vektorraum W, so definieren wir in Verallgemei-
nerung des Falls reellwertiger Kovektorfelder aus 5.3 einen Vektor ( f(p w) e W,
das Integral des 1/ -wertigen Kovektorfelds w lings des Weges o, durch die

Vorschrift ,
% w = / ch(t) ((p/(t)) dt
%) a

Rechts ist also fiir jeden Zeitpunkt ¢ der Homomorphismus wy) : X - W

auszuwerten auf dem Geschwindigkeitsvektor ¢'(t) € X, und die so entstehende
stetige Abbildung [a,b] — W ist als vektorwertige Funktion zu integrieren im
Sinne von 7.2.3.

Ergdinzendes Beispiel 5.3.19. In der Physik begegnen einem insbesondere oft Ko-
vektorfelder mit Werten in eindimensionalen reellen Vektorrdumen. Zum Beispiel
wird man sich ein Kraftfeld auf dem Anschauungsraum E aus [ ] a
priori wie in 8.1.8 erklért als ein ,,Vektorfeld mit Einheiten* denken, genauer als
Abbildung .

F:E—E® (g/s%)
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Da es sich jedoch mit Kovektorfeldern bei Koordinatenwechseln sehr viel bes-
ser rechnen 146t als mit Vektorfeldern, ist es oft giinstiger, die durch das kanoni-
sche Skalarprodukt s : E x E — L®2 aus [ ] gegebene Identifikation
can, : E = Hompg(E, L®?) nachzuschalten und unser Kraftfeld stattdessen als
eine Abbildung

F : E — Homg(E, (g m?/s%))

aufzufassen. Die Elemente des eindimensionalen Vektorraums
(gm?/s) = M ® L®2 @ (T*)®*

heiBlen in der Physik auch Energien. In diesem Sinne konnen wir ein Kraftfeld
dann also auch als ein Energie-wertiges Kovektorfeld auffassen. Das Weginte-
gral iiber dieses Kovektorfeld hei3t die bei Durchlaufen des Weges in besagtem
Kraftfeld freiwerdende Energie, und ihr Negatives die zu verrichtende Arbeit. An-
schaulich und etwas vage gesprochen ordnet das Negative dieses Kovektorfelds
namlich gerade ,,jeder kleinen Verriickung die Arbeit zu, die bei dieser kleinen
Verriickung gegen das Kraftfeld zu leisten wire®. Eine energiewertige Abbildung
V :E — ((gm?/s?) mit dV = —F heiBt in der Physik ein Potential unseres
Kraftfelds.

Ergdinzendes Beispiel 5.3.20. Zentral in der sogenannten ,,Funktionentheorie* sind
die Wegintegrale komplexwertiger Kovektorfelder, die auf Teilmengen der kom-
plexen Zahlenebene definiert sind, vergleiche [ ] und [FT1] . Ubli-
cherweise bezeichnet in diesem Kontext z : C — C die Identitdt und dz ihr
Differential, ein komplexwertiges Kovektorfeld auf C. Mit f(z)dz bezeichnet
man dann das Produkt dieses Kovektorfelds mit einer komplexwertigen Funktion
z +— f(z). Das Integral derartiger Kovektorfelder heifit das ,.komplexe Weginte-
gral* und liefert entsprechend komplexe Zahlen.

5.4 Felder mit Potential

5.4.1. Wir interessieren uns im weiteren fiir die Frage, unter welchen Bedingun-
gen ein stetiges Kovektorfeld das Differential einer Funktion ist, und inwieweit
diese Funktion eindeutig bestimmt ist. Diese Fragen werden nach einigen Vorbe-
reitungen durch 5.4.2 und 5.5.5 beantwortet.

Proposition 5.4.2 (Felder mit Potential). Seien X ein endlichdimensionaler re-
eller Raum, U G X eine offene Teilmenge und w ein stetiges Kovektorfeld auf U.
So sind gleichbedeutend.:

1. Unser Kovektorfeld ist das Differential einer differenzierbaren Funktion;
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2. Das Integral unseres Kovektorfelds iiber beliebige stetig differenzierbare
Wege in U héiingt nur vom Anfangs- und Endpunkt ab;

3. Das Integral unseres Kovektorfelds iiber jeden geschlossenen stetig diffe-
renzierbaren Weg in U verschwindet.

5.4.3 (Diskussion der Terminologie). In physikalischer Terminologie 5.3.19 hat
also ein Kraftfeld oder genauer das zugehorige energiewertige Kovektorfeld ein
Potential genau dann, wenn die ldngs beliebiger Wege geleistete Arbeit nur vom
Anfangs- und Endpunkt abhéngt.

Beweis. Es ist im folgenden bequem, fiir etwas allgemeinere als nur stetig diffe-
renzierbare Wege den Begriff des Wegintegrals zur Verfiigung zu haben.

Definition 5.4.4. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Ein Weg v :
[a,b] — X heiBt stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine Zerlegung
a =ay < a; < ... < a, = bunseres Intervalls gibt derart, da die Restrik-
tionen 7y|(4,_, q,] stetig differenzierbar sind fiir alle <. Wir bezeichnen stiickweise
stetig differenzierbare Wege abkiirzend als Integrationswege.

5.4.5 (Wegintegral iiber Integrationswege). Ist v : [a,b] — X ein Integrations-
weg in einem endlichdimensionalen reellen Raum X und w ein auf dem Bild von
~ definiertes stetiges relatives Kovektorfeld, so setzen wir

fw:/w:/ w+/ w+...+/ w
v v Yla,aq] ol ol

ar_1,b]
fir a; < ... < a,_; die Stellen in (a,b), an denen ~ nicht differenzierbar ist.
Sicher giltdann [ w = [ =~ w+ f'ﬂ[c,b] w fiir alle ¢ € (a, b).

a,ay ay,az]

|[a,c]
Wir behaupten nun zunichst, dal3 die Aussagen 2 bzw. 3 der Proposition 5.4.2
jeweils gleichbedeutend sind zu

2'. Das Integral von w iiber beliebige Integrationswege in U hingt nur vom
Anfangs- und Endpunkt ab.

3/. Das Integral von w iiber jeden geschlossenen Integrationsweg in U ver-
schwindet.

Hier ist 2’ = 2 offensichtlich. Andererseits konnen wir aber jeden Integrations-
weg so umparametrisieren, daf er stetig differenzierbar wird. Das Integral dndert
sich dabei nicht, und so folgt auch die andere Richtung 2 = 2’. Ebenso zeigt
man 3 < 3'. Nach diesen Vorarbeiten beginnen wir nun mit dem eigentlichen
Beweis der Proposition. Die Folgerungen 1 = 2 = 3 sind offensichtlich. Wir
zeigen als nichstes 3' = 2 durch Widerspruch: Gibe es zwei Integrationswege
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X+af

/r/

Ein beliebiger Weg mit angehidngtem geraden Stiick aus dem Beweis von 2’ = 1.
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mit demselben Anfangs- und Endpunkt aber verschiedenen Integralen, so konn-
ten wir den einen dieser Wege umdrehen und an den anderen anhingen und so
einen geschlossenen Integrationsweg erhalten, iiber den das Integral von w nicht
Null wire. Damit ist 3' = 2 gezeigt. Zeigen wir nun noch 2’ = 1, so haben
wir alles bewiesen. Nach 5.5.12 und 5.5.4 diirfen wir annehmen, daf3 U nicht leer
ist und sich je zwei Punkte aus U durch einen Integrationsweg verbinden lassen.
Dann wihlen wir p € U fest und definieren eine Funktion f : U — R durch die
Vorschrift

fiir einen und nach 2’ dann auch jeden Integrationsweg ~ von p nach z. Ist nun
ein stetig differenzierbarer Weg in U von x nach y, so behaupten wir

szﬂw—ﬂ@

In der Tat kdnnen wir ja ¢ am  anhdngen und so einen Integrationsweg von p
nach y erhalten, so daB also gilt [ w + [ w = f(y). Mit dieser Erkenntnis 1d8t
sich das Differential von f nun sehr leicht berechnen. Gegeben x € U sei B @ X
ein offener Ball um Null mit x + B C U. Gegeben v € B betrachten wir den Weg
¥ :[0,1] = U, ¥(t) = x + tv und erhalten

(mww—ﬂm:Lwa[%mmewama[wMVMMWﬂ

Das letzte Integral 148t sich aber schreiben als ||v|| mal eine Funktion, die be-
schrankt ist fir v € B durch sup{||wz+w — we|| | ||w] < ||v||} und die folglich
mit v gegen Null strebt. Das zeigt d, f = w, wie gewiinscht. [

5.5 Wegzusammenhang

Definition 5.5.1. Ist X ein topologischer Raum und sind z,y € X Punkte, so
nennen wir eine stetige Abbildung 7 : [a,b] — X mit y(a) = z und v(b) = y
einen Weg von z nach y. Ein topologischer Raum X heilit wegweise zusammen-
hiingend oder auch kurz wegzusammenhéngend, wenn er nicht leer ist und es
fiir je zwei Punkte unseres Raums einen Weg vom einen zum anderen gibt.

Definition 5.5.2. Unter einem stiickweise linearen Weg in einem reellen Raum
verstehen wir einen Weg, der aus endlich vielen Geradensegmenten zusammen-
gesetzt ist. Genauer und in Formeln heifit also ein Weg 7 : [a,b] — X in einem
reellen Raum stiickweise linear, wenn es eine Unterteilung a = ap < a; < ... <
a, = b gibt derart, daB -y auf jedem Teilintervall [a;_1, a;] mit der Restriktion einer
affinen Abbildung R — X iibereinstimmt.
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5.5.3. Im Lichte unserer allgemeinen Definitionen miilten wir eigentlich eher von
einem ,,stiickweise affinen Weg* reden, aber das tut kein Mensch.

Lemma 5.5.4. In einer wegzusammenhdingenden offenen Teilmenge eines nor-
mierten reellen Raums lassen sich je zwei Punkte auch durch einen stiickweise
linearen Weg verbinden.

Beweis. Sei U @ V unsere Teilmenge und seien z,y € U gegeben. Nach An-
nahme gibt es einen Weg v : [a,b] — U von x nach y. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit diirfen wir U # V annehmen. Dann ist der Abstand zum Kom-
plement von U nach [ ] eine stetige Funktion dy\y : V' — R ohne
Nullstelle auf U. Also hat dy\y o v nach [ ] auf [a, b] ein Minimum
e > 0, als da heif3t, es gibt ¢ > 0 derart, da} alle Punkte aus v([a, b]) mindestens
den Abstand £ zum Komplement von U haben. Andererseits ist y gleichmifBig
stetig, wir finden also eine Unterteilung a = ag < a; < ... < a, = b unseres
Intervalls mit ||y(a;) — v(a;—1)|| < € fiir 1 <4 < n. Ein zwischen den Eckpunk-
ten x = v(ag),v(a1),...,v(a,) = y jeweils linear verlaufender Weg bleibt also
ganz in U. Damit ist gezeigt, daB} sich je zwei Punkte aus U auch durch einen
stiickweise linearen Weg in U verbinden lassen. [

Lemma 5.5.5. Auf einer offenen wegzusammenhdingenden Teilmenge eines end-
lichdimensionalen reellen Raums ist jede differenzierbare reellwertige Funktion
mit verschwindendem Differential konstant.

Beweis. Eine differenzierbare Funktion mit verschwindendem Differential muf3
nach 5.3.14 am Anfang und Ende jedes stetig differenzierbaren Weges und dann
auch am Anfang und Ende jedes stiickweise linearen Weges denselben Wert an-
nehmen. Das Lemma folgt damit aus 5.5.4. [

Definition 5.5.6. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heil3t diskret, wenn
jeder ihrer Punkte eine Umgebung besitzt, in der kein anderer Punkt besagter Teil-
menge liegt. In anderen Worten nennen wir also eine Teilmenge eines topologi-
schen Raums diskret, wenn sie mit der Spurtopologie ein diskreter topologischer
Raum wird.

5.5.7. Zum Beispiel ist die Menge aller Briiche {1,1/2,1/3, ...} mit einer Eins
im Zidhler eine diskrete Teilmenge der reellen Zahlengeraden.

5.5.8 (Diskussion der Terminologie). Andere Autoren verstehen unter einer ,,dis-
kreten Teilmenge* eines topologischen Raums abweichend eine Teilmenge derart,
daf jeder Punkt des gesamten Raums eine Umgebung besitzt, in der hochstens ein
Punkt besagter Teilmenge liegt. In unserer Terminologie sind das genau die dis-
kreten abgeschlossenen Teilmengen.
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Definition 5.5.9. Eine Funktion auf einer Teilmenge des R", die um jeden Punkt
ithres Definitionsbereichs in einer Umgebung durch ihre Taylorreihe dargestellt
werden kann, heiflt analytisch.

5.5.10. Wir werden in [ ] zeigen, dall Potenzreihen in einer Veridnderli-
chen analytische Funktionen liefern. Analog kann man es auch fiir Potenzreihen
in mehreren Verinderlichen zeigen.

Ergdnzung 5.5.11. Ein topologischer Raum heif3t zusammenhéngend genau dann,
wenn er nicht leer ist und jede nichtleere Teilmenge, die sowohl offen als auch ab-
geschlossen ist, bereits der ganze Raum sein muB3. Ubung 5.5.18 besagt in dieser
Terminologie insbesondere, daf} jeder wegzusammenhéingende Raum zusammen-
hingend ist. Besitzt jeder Punkt unseres Raums eine wegzusammenhingende Um-
gebung, so sind alle seine Wegzusammenhangskomponenten offen und man sieht
umgekehrt, daB} ein nicht wezusammenhingender Raum mit dieser Eigenschaft
auch nicht zusammenhingend sein kann. Insbesondere ist eine offene Teilmenge
eines reellen normierten Raums genau dann zusammenhéngend, wenn sie wegzu-
sammenhéngend ist. Mehr dazu wird in [ TM] besprochen.

Ubungen

Ubung 5.5.12. Auf jedem topologischen Raum X definiert man die Relation W
der ,,Wegverbindbarkeit* durch die Vorschrift, da gilt Wy, wenn es in X einen
Weg von  nach y gibt. Man zeige, daB das eine Aquivalenzrelation ist. Hin-
weis: Die Transitivitit ergibt sich durch das ,,Aneinanderhdngen von Wegen*
und die Stetigkeit der so entstehenden Wege folgt mit [ ] . Die Aqui-
valenzklassen fiir die Aquivalenzrelation der Wegverbindbarkeit heiBen die Weg-
zusammenhangskomponenten unseres Raums. Man zeige, dafl die Wegzusam-
menhangskomponenten eines topologischen Raums offen sind genau dann, wenn
jeder Punkt eine wegzusammenhingende Umgebung besitzt.

Ubung 5.5.13. Das Komplement einer abgeschlossenen diskreten Teilmenge in
einer wegzusammenhingenden offenen Teilmenge eines R ist fiir n > 1 weg-
zusammenhingend. Dasselbe gilt im Ubrigen auch ohne die Bedingung ,,abge-
schlossen®, ist dann aber schwerer zu zeigen.

Ubung 5.5.14. Ist U @ R" offen und wegzusammenhingend und A C R”" ein affi-
ner Teilraum einer Dimension dim A < n— 2 alias einer Kodimension mindestens
Zwei, so ist auch U\ A wegzusammenhingend. Fiir Teilrdume A der Kodimension
Eins alias affine Hyperebenen A gilt das natiirlich nicht!

Ubung 5.5.15. Stimmen zwei auf derselben wegzusammenhingenden offenen
Teilmenge des R™ definierte analytische Funktionen auf einer Umgebung eines
Punktes iiberein, so sind sie gleich. Hinweis: Man ziehe sich mithilfe stiickweise
linearer Wege auf den Fall n = 1 zuriick.
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Ergiinzende Ubung 5.5.16. Man zeige: Die Gruppe SO(n) aller orthogonalen
(n x n)-Matrizen mit Determinante Eins ist wegzusammenhingend. Hinwesis:
[ ] . Weiter ist auch die Gruppe GL(n;R)™ aller invertierbaren reellen
(n x n)-Matrizen mit positiver Determinante wegzusammenhingend. Hinwesis:
[LAZ] . Die Gruppen SU(n) und U(n) und GL(n;C) sind wegzusammen-
hingend. Die vorgeschlagenen Losungsansitze laufen auf eine Flickschusterei
hinaus. Einen konzeptionellen Beweis werden wir in [ TM] kennenlernen.

Ergiinzende Ubung 5.5.17. Das Bild eines wegzusammenhiingenden Raums unter
einer stetigen Abbildung ist stets wieder wegzusammenhingend. Die wegzusam-
menhéngenden Teilmengen von R sind gerade die nichtleeren Intervalle.

Ubung 5.5.18. Gegeben ein wegzusammenhingender topologischer Raum ist jede
Teilmenge, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist, entweder leer oder bereits
der ganze Raum. Hinweis: Man wihle sonst einen Weg von einem Punkt unserer
Teilmenge in ihr Komplement und konstruiere einen Widerspruch.

Ubung 5.5.19. Man zeige: Gegeben ein von Null verschiedenes Polynom P €
C[Ty,...,T,] ist die Menge seiner Nichtnullstellen in C" offen, dicht und wegzu-
sammenhéngend.

5.6 Homotopie von Wegen

5.6.1. Einen durch das Einheitsintervall parametrisierten Weg v : [0,1] — X
in einem topologischen Raum X nennen wir im Folgenden einen normierten
Weg. Zu jedem Weg 7 : [a,b] — X bilden wir den zugehdrigen normierten Weg
it y((1—t)a + th).

Definition 5.6.2. Seien x, y Punkte eines topologischen Raums X . Zwei normier-
te Wege «, 5 von x nach y heilen homotop oder priziser homotop in X oder
ganz pedantisch homotop mit festen Randpunkten und wir schreiben o ~ f3,
wenn es eine stetige Abbildung

h:[0,1* — X

des Einheitsquadrats in unseren Raum gibt, die auf der Unter- bzw. Oberkante
unseres Quadrats mit o bzw. 3 tibereinstimmt und die auf der Vorder- und der
Hinterkante konstant ist. In Formeln ausgedriickt fordern wir also h(t,0) = «a(t)
und h(t,1) = S(t) fir alle ¢ € [0,1] sowie h(0,7) = x und h(1,7) = y fiir alle
7 € [0, 1]. Wir sagen dann auch, h sei eine Homotopie zwischen « und /5 und
schreiben h : o ~ 3. Zwei beliebige Wege von = nach y nennen wir homotop
genau dann, wenn die zugehorigen normierten Wege homotop sind.
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Eine Homotopie zwischen zwei Wegen, in diesem Fall zwischen den beiden
Randwegen unserer Banane.
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5.6.3. Vielleicht anschaulicher kann man Homotopie von Wegen auch dahinge-
hend interpretieren, daf es eine durch 7 € [0, 1| parametrisierte Familie von nor-
mierten Wegen /.- von x nach y geben soll derart, daB gilt hy = a, hy = [ und dal
unsere Familie stetig von 7 abhéingt in dem Sinne, daB die Abbildung [0, 1]*> — X,
(t,7) — h,(t) stetig ist.

Beispiel 5.6.4. Fiir eine konvexe Teilmenge X eines endlichdimensionalen reellen
Raums und zwei beliebige Punkte x,y € X sind je zwei Wege «,  von = nach y
homotop in X. Sind unsere Wege normiert, so kann man eine Homotopie explizit
angeben vermittels h(t,7) = (1 — 7)a(t) + 75(t).

5.6.5 (Vorwirtsverwandte homotoper Wege sind homotop). Ist in Formeln
f X — Y eine stetige Abbildung topologischer Raume, so folgt aus h : o ~ 3
schon foh: foa ~ fof3. Speziell ist ein Weg homotop zu allen seinen Umpara-
metrisierungen, denn nach 5.6.4 sind je zwei Wege in [0, 1] von 0 nach 1 homotop
und damit gilt dasselbe fiir ihre Verkniipfung mit einer beliebigen stetigen Abbil-
dung v :[0,1] = Y.

Definition 5.6.6. Ein Weg in einem topologischen Raum heif3t ein geschlosse-
ner Weg, wenn sein Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen. Ein geschlossener
Weg heilit zusammenziehbar, wenn er homotop ist zu einem konstanten Weg.
Ein topologischer Raum heif3t wegweise einfach zusammenhingend , wenn er
wegzusammenhingend ist und wenn dariiber hinaus jeder geschlossene Weg in
unserem Raum zusammenziehbar ist.

Vorschau 5.6.7. In [TF] werden wir auch ,.einfach zusammenhéngende* to-
pologische Rdume kennenlernen, die in sehr anderer Weise definiert werden. Fiir
halboffene Teilmengen normierter Rdume wird sich dieser neue Begriff jedoch in
[TF] als gleichbedeutend zu ,,wegweise einfach zusammenhéngend* erwei-
sen.

Ergdnzung 5.6.8. Ist U @ R" offen und wegweise einfach zusammenhingend und
ist A C R” ein affiner Teilraum einer Kodimension > 3, so ist auch U\ A weg-
weise einfach zusammenhédngend. Fiir einen Beweis dieses Analogons zu 5.5.14
verweise ich auf die Topologie, siehe etwa [TF]

Ubungen

Ubung 5.6.9. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Wege
zwischen zwei fest vorgegebenen Punkten. Hinweis: [ ]

Ubung 5.6.10. Ein Raum ist wegweise einfach zusammenhingend genau dann,
wenn er wegzusammenhingend ist und je zwei Wege mit demselben Anfangs-
und demselben Endpunkt darin homotop sind.
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Ein zusammenziehbarer und ein nicht zusammenziehbarer
geschlossener Weg in Komplement des durch ein Kreuzchen markierten Punktes
in der Papierebene
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Ergiinzende Ubung 5.6.11. Jeder Weg in einer offenen Teilmenge eines normier-
ten reellen Vektorraums ist in besagter offener Teilmenge homotop zu einem
stiickweise linearen Weg. Hinweis: 5.5.4.

5.7 Wegintegrale iiber geschlossene Felder

Definition 5.7.1. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X eine
halboffene Teilmenge. Ein differenzierbares Kovektorfeld w : U — X* auf U
heiBlt geschlossen, wenn an jeder Stelle p € U sein Differential d,w : X -
X* eine symmetrische Bilinearform auf X liefert im Sinne einer Gleichheit von

reellen Zahlen .
(dpw) (0)(W) = (dpw)(W)(V) VU, 0 € X

5.7.2 (Diskussion der Terminologie). Diese Terminologie geht vermutlich auf
den gleich folgenden Satz 5.7.7 zuriick, nach dem ein stetig differenzierbares
Kovektorfeld geschlossen ist genau dann, wenn seine Wegintegrale iiber alle ge-
schlossenen und im Definitionsbereich zusammenziehbaren Wege verschwinden.

5.7.3 (Riickwirtsverwandtschaft erhiilt die Geschlossenheit). Gegeben ein dif-
ferenzierbares geschlossenes Kovektorfeld ist, wie man leicht sieht, auch sein
Riickwirtsverwandter unter jeder affinen Abbildung geschlossen. Dasselbe zei-
gen wir in 6.6.7 sogar fiir Riickwértsverwandte unter beliebigen ,,zweimal stetig
differenzierbaren‘ Abbildungen.

Beispiel 5.7.4 (Geschlossene Kovektorfelder auf R™). Ein differenzierbares Ko-
vektorfeld w = > u;dz; auf einer offenen Teilmenge eines R™ ist geschlossen
genau dann, wenn gilt
Ou;  Ouy
8Ij n 8@

Vi, j

In der Tat liefern unsere Definitionen in diesem Fall (d,w)(e;)(e;) = 2%(p).

Beispiel 5.7.5 (Differentiale sind stets geschlossen). Gegeben eine zweimal ste-
tig differenzierbare Funktion f auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimen-
sionalen reellen Raums X ist ihr Differential d f stets geschlossen. In der Tat reicht
es nach 5.7.3, den Fall X = R" zu betrachten. Fiir w = > u;dz; = %dxi =
df gilt dann in der Tat wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen stets

8ui . an . an o an
c%j N 8%83:1 n 8x,81:] B 8ZE2

und damit ist df geschlossen nach 5.7.4. Im iibrigen sieht man leicht ein, daf3
die d,(df) entsprechende symmetrische Bilinearform gerade das Doppelte des
,quadratischen Anteils der Taylorentwicklung der Funktion f um p* ist.

148



Vorschau 5.7.6. Spiter werden wir in 6.6.4 ganz allgemein die ,,dullere Ablei-
tung von Differentialformen® einfiihren. In dieser Terminologie sind dann unsere
geschlossenen Kovektorfelder aus der vorhergehenden Definition 5.7.1 genau die-
jenigen differenzierbaren Kovektorfelder, deren dullere Ableitung dw, die eben an
jeder Stelle gerade als der antisymmetrische Anteil unserer Bilinearform d,w er-
klart wird, verschwindet. Dal} Riickwértsverwandschaft Geschlossenheit erhilt,
ist in diesem Kalkiil eine unmittelbare Folgerung aus der Vertrdglichkeit von &du-
Berer Ableitung mit Verwandtschaft 6.6.7.

Satz 5.7.7 (Wegintegral und Rotation). Sei X ein endlichdimensionaler reeller
Raum und U @ X eine offene Teilmenge. Fiir ein stetig differenzierbares Kovek-
torfeld w auf U sind gleichbedeutend:

1. Unser Kovektorfeld ist geschlossen,

2. Die Wegintegrale unseres Kovektorfelds iiber je zwei in U zueinander ho-
motope Integrationswege stimmen iiberein;

3. Das Wegintegral unseres Kovektorfelds iiber jeden in U zusammenziehbaren
geschlossenen Integrationsweg verschwindet.

5.7.8. Einen alternativen und in gewisser Weise besonders glatten Beweis des
Satzes unter stidrkeren Voraussetzungen geben wir in 6.8.27.

5.7.9 (Beziehung zur Proposition iiber Wegintegral und Potential). Unsere
Proposition 5.4.2 zu Wegintegral und Potential zusammen mit Teilen ihres Be-
weises besagt, dal gegeben eine offene Teilmenge U eines endlichdimensionalen
reellen Raums und ein stetiges Kovektorfeld auf U gleichbedeutend sind:

1. Unser Kovektorfeld ist das Differential einer differenzierbaren Funktion;

2. Das Integral unseres Kovektorfelds iiber beliebige Integrationswege in U
hingt nur vom Anfangs- und Endpunkt ab;

3. Das Integral unseres Kovektorfelds iiber jeden geschlossenen Integrations-
weg in U verschwindet.

Alle diese gleichbedeutenden Bedingungen sind stirker als die entsprechenden
Bedingungen in unserem Satz: Die Erste, da nach 5.7.5 Differentiale stets ge-
schlossen sind, die anderen aus offensichtlichen Griinden.

Korollar 5.7.10 (Rotation und Potential). Auf einer wegweise einfach zusam-
menhdngenden offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums ist
ein stetig differenzierbares Kovektorfeld genau dann geschlossen, wenn es das
Differential einer differenzierbaren Funktion ist.

149



5.7.11. Beim Beweis von Satz 5.7.7 werden wir fiir Spezialfille dieser Aussage
auch noch eigenstiindige Beweise geben.

5.7.12 (Herkunft der Terminologie). Fir U @ R" wegweise einfach zusam-
menhiéngend besagt Korollar 5.7.10, da} ein stetig differenzierbares Vektorfeld
v = (v1,...,v,) : U — R" genau dann das Gradientenfeld einer differenzierba-
ren Funktion ist, wenn gilt

an . a’Uj
8xj N 8:1:2

Vi, j

Insbesondere ist fiir n = 1 jedes stetig differenzierbare Vektorfeld ein Gradien-
tenfeld, in diesem Fall wissen wir ja sogar, dal} jede stetige Funktion eine Stamm-
funktion hat. Weiter ist fiir n = 2 ein stetig differenzierbares Vektorfeld v ge-
nau dann ein Gradientenfeld, wenn seine skalare Rotation alias Wirbeldichte
rotv = g—;i — 3—2 verschwindet. Und schlieBlich ist fiir n = 3 ein stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld v genau dann ein Gradientenfeld, wenn seine Rotation

verschwindet, die man in diesem Falle definiert als das Vektorfeld

rot v — 01)3 _ 81)2 6’01 _ 81)3 81}2 _ avl
N 8x2 8[L’3 ’ (‘3x3 8:101 ’ 85(71 8@

Beweis. Fiir U wegweise einfach zusammenhéngend ist nun die letzte Bedingung
aus Satz 5.7.7 zu Wegintegral und Rotation gleichbedeutend zur letzten Bedin-
gung aus Proposition 5.4.2 Wegintegral und Potential. Mithin sind fiir U wegwei-
se einfach zusammenhingend alle sechs Bedingungen gleichbedeutend und insbe-
sondere ist unter dieser Voraussetzung jedes stetig differenzierbare geschlossene
Kovektorfeld auf U das Differential einer Funktion. 0

5.7.13 (Anschauung fiir die Rotation). Um fiir das Konzept der Rotation eine
Anschauung zu entwickeln, mag man sich unser Vektorfeld /' als ein Kraftfeld
vorstellen. Lt man im ebenen Fall dieses Kraftfeld auf den Rand einer kleinen
Kreisscheibe wirken, die an einer Stelle unserer Ebene drehbar befestigt ist, so
beginnt sie sich zu drehen. Drehsinn sowie die Stirke der drehenden Kraft ent-
sprechen Vorzeichen und Betrag der skalaren Rotation. LBt man im rdumlichen
Fall dieses Kraftfeld auf die Oberfliche eines kleinen Balls wirken, den man an
einer Stelle p hineinhilt, so beginnt er sich auch zu drehen. Die Drehachse ist
dann die von der Rotation unseres Vektorfeldes bei p erzeugte Gerade, und der
Drehsinn sowie die Stéirke der drehenden Kraft entsprechen Richtung und Linge
der Rotation.

Beweis von Satz 5.7.7. Die Implikation 2=-3 ist offensichtlich. Um 3=-1 zu zei-
gen, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dall U konvex
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Das ebene Vektorfeld (x,y) — (0, —x) hat konstant die Rotation —1.



ist. Dann ist in U jeder geschlossene Weg zusammenziehbar und unsere Erkennt-
nisse zu Wegintegral und Potential 5.4.2 zeigen, dal unser Kovektorfeld auf be-
sagter konvexer Teilmenge das Differential w = d f einer differenzierbaren Funk-
tion sein muf. Solch ein Differential aber ist nach 5.7.5 stets geschlossen. Alter-
nativ kénnen wir die Implikation 3=-1 auch leicht aus Ubung 5.7.20 herleiten.
Damit bleibt nur noch 1=-2 zu zeigen. Wir beginnen unseren Beweis von 1=-2,
indem wir ein Korollar unseres Satzes als Lemma formulieren und dafiir einen
eigenstdndigen Beweis geben.

Lemma 5.7.14. Ist U @ R" eine offene Kugel und w darauf ein stetig differen-

zierbares geschlossenes Kovektorfeld, so ist w das Differential einer Funktion
f:U—=R

5.7.15. Ich gebe fiir dies Lemma zwei Beweise: Erst einen sehr kurzen mehr rech-
nerischen Beweis, und im Anschluf} einen etwas lingeren mehr konzeptionellen
Beweis.

Beispiel 5.7.16. Dal} ein rotationsfreies Vektorfeld auf einer nicht wegweise ein-
fach zusammenhingenden offenen Teilmenge eines R™ nicht notwendig ein Po-
tential besitzt, zeigt das Vektorfeld grad 6 auf R? \ 0, wo 6(z, y) der eben nur bis
auf eine additive Konstante wohlbestimmte Winkel ist, den der Strahl vom Null-
punkt nach (x,y) mit der horizontalen Koordinatenachse einschlieBt. Der Gradi-
ent grad 6 ist dann ein wohldefiniertes rotationsfreies Vektorfeld auf dem Komple-
ment des Ursprungs, hat aber kein global definiertes Potential. Es hei3t das Win-
kelfeld. Dies Vektorfeld ist nicht ganz leicht zu zeichnen, da die Langen seiner
Vektoren gegen den Ursprung hin ins Unendliche wachsen. Auf den ersten Blick
mag es absurd wirken, dieses Feld wirbelfrei zu nennen. Eine auflerhalb des Ur-
sprungs zum Testen hereingelegte kleine Kreisscheibe wiirde aber in der Tat nicht
gedreht, die stiarkeren Vektoren zerren zwar an der dem Ursprung zugewandten
Seite, aber von diesen Vektoren greifen andererseits auch weniger an. In gewisser
Weise konzentriert sich hier das gesamte Wirbeln im Ursprung, und der gehort
nun eben gerade nicht zu unserem Definitionsbereich. In mathematischer Sprech-
weise ist d1J ein geschlossenes Kovektorfeld auf der punktierten Ebene, das jedoch
nicht das Differential einer global definierten Funktion ist. Anschaulich mag man
sich das Winkelfeld als das ,,Steigungsfeld einer Wendeltreppe* denken, bei dem
auf dem Boden unter einer Wendeltreppe an jeder Stelle eingezeichnet wird, in
welcher Richtung es auf der Wendeltreppe dariiber am steilsten hochgeht und wie
steil es da hochgeht.

Rechnerischer Beweis. Sei w = ) ujdx;. Wir diirfen ohne Beschriankung der
Allgemeinheit 0 € U annehmen, bezeichnen nun wieder mit x einen Vektor und
betrachten den Weg ¢, : [0,1] — U, t — tx und die Funktion f : U — R
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gegeben durch

:/zw:/olwm(x)dt:/Oliluj(tx)-xjdt

Ihre partielle Ableitung nach z; ergibt sich zu

2(p) = fy lemy (im0 (1)) 2y )
= [y Sh ot (tp) - py + us(tp)dt
= fo j=t du;(tp)'l?jﬂLUz‘(tp)dt
= fJ z —<ui<tp>> + uy(tp)dt

— (e (witp))dt

= t-ui(tp) |0

= Uz’(P)

und wir sehen, daB in der Tat gilt df = w. [

Konzeptioneller Beweis. Wir behandeln zunichst den Fall n = 2 als eigenstédndi-
ges Lemma.

Lemma 5.7.17. Ist U G R? eine ebene Kreisscheibe und w darauf ein stetig diffe-
renzierbares geschlossenes Kovektorfeld, so ist w das Differential einer Funktion

f:U—=R

Beweis. Um Indizes zu vermeiden schreiben wir bei der Behandlung dieses Spe-
zialfalls (x, y) statt (1, z2) in der Hoffnung, daf} dies Einsparen von Indizes mehr
Klarheit schafft, als die Verwendung der Buchstaben z, y mit verschiedenen Be-
deutungen an Verwirrung erzeugt. Betrachten wir ein Rechteck @) = [a,b] X
[c,d] C U und integrieren unser Kovektorfeld einmal im Gegenuhrzeigersinn auf
dem Rand entlang, den wir parametrisieren als Weg p, so erhalten wir

fpw = fbul(x c) dx+fduQ(b,y)dy—fful(a:,d)da:—fcdm(a,y)dy

_ f f <8u2 _ 8”1>dxdy

Fiir ein stetig differenzierbares geschlossenes Kovektorfeld verschwindet also das
Wegintegral einmal um den Rand unseres Rechtecks und der ,,obere bzw. der
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,untere® Weg auf den Kanten des Rechtecks von einem Punkt zum diagonal ge-
geniiberliegenden Punkt liefern dasselbe Wegintegral. Halten wir nun einen Punkt
(p,q) € U fest, so definiert dieses gemeinsame Wegintegral eine Funktion

flryy) = [Tt @)dt + [ us(z, s)ds
_ fqy us(p, s)ds + fpz uy (t,y)dt

fiir die wegen der ersten Darstellung offensichtlich gilt f, = u, und wegen der
zweiten Darstellung f, = u;. Damit gilt w = d f wie behauptet. [

Jetzt fithren wir unseren konzeptionellen Beweis des Lemmas im Fall allgemeiner
Dimension zu Ende. Wir betrachten dazu alle Wege, die lings der Kanten eines
achsenparallelen Quaders vom Ursprung nach p laufen. Genauer betrachten wir
fiir jede Permutation o € S,, den Weg [0] = [o;p] vom Ursprung nach p, der
gerade verlduft zwischen den Eckpunkten

0, Po(1)€a(1): Po(1)Co(1) + Po2)Co(2), -+ P

Ist 7 = (4,7 + 1) eine Transposition benachbarter Zahlen, so unterscheiden sich
[0] und [0 o 7] nur dadurch, daB sie beim i-ten und (i + 1)-ten Geradenstiick
auf verschiedenen Kantenwegen diagonal gegeniiberliegende Punkte eines ebenen
Rechtecks verbinden. Ziehen wir unser Kovektorfeld auf eine geeignete Ebene
zuriick, so landen wir im bereits behandelten Fall und folgern

L=t
o) Jer

fiir jede Transposition 7 der Gestalt 7 = (7,7 4 1). Wissen wir nun bereits nach
[ ] , daB derartige Transpositionen die symmetrische Gruppe erzeugen,
so konnen wir sofort folgern, daf} f[a] w gar nicht von o € §,, abhingt. Die durch

flp) = /[a;p] w

fiir ein und alle o definierte Funktion f hat dann Differential df = w, da ihre
partielle Ableitung nach z; auch aus jeder Darstellung durch ein o mit o(n) = i
berechnet werden kann, fiir die % = wu; offensichtlich ist. ]

Jetzt konnen wir schlieBlich in unserem Satz 5.7.7 auch noch die Implikation 1=-2
zeigen. Sei h : [0,1]> — U eine Homotopie zwischen unseren beiden Integra-
tionswegen, die wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit normiert annehmen
diirfen. Analog wie beim Beweis von 5.5.4 zeigen wir mithilfe von [ ]
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und [ ] , daB3 es fiir den Abstand von Punkten aus dem Bild unseres Ein-
heitsquadrats und Punkten auBlerhalb von U eine positive untere Schranke gibt.
Da h nach [ ] gleichmiBig stetig ist, finden wir weitereinr € N, r > 1
derart, daB bei Unterteilung des Einheitsquadrats in 72 kleine Schachfelder der
Kantenlinge 1/r die einzelnen Felder unter h jeweils ganz in einen offenen Ball
in U abgebildet werden. Jetzt betrachten wir die Integrale langs der Geradenseg-
mente zwischen den Bildern in U von benachbarten Ecken unserer Schachfelder

i)

A543 h(3 5
Cij = / w und d@j = / w
() ()

ror

Indem wir Lemma 5.7.14 auf unsere offenen Bille in U anwenden, finden wir
Cij + dit1,; — dij — ¢ j+1 = 0 und durch Aufsummieren

Z Ci,0+ Z dTJ_ Z dO,j_ Z Ciﬁ’:O

0<i<r 0<j<r 0<j<r 0<i<r

Indem wir nochmals Lemma 5.7.14 auf unsere offenen Bille anwenden sehen
wir dann weiter, daf} diese vier Summen jeweils den Wegintegralen von w iiber
die durch die vier Kanten unseres Quadrats gegebenen Wege gleichen. Zwei von
diesen Wegen sind eh konstant und die iibrigen sind eben gerade die beiden ho-
motopen Integrationswege, von denen wir ausgegangen waren. 0

Satz 5.7.18 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe
Polynom besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Erginzung 5.7.19. Einen Uberblick iiber die giingigsten alternativen Beweise mit
thren Stirken und Schwichen gebe ich in [ ] . Einen recht elementaren
analytischen Beweis hatten wir bereits in [ ] gesehen.

Beweis. Sei P(z) = 2" +a, 12" ' +. ..+ ao unser Polynom. Wir argumentieren
durch Widerspruch und betrachten fiir jeden Radius » > 0 den geschlossenen Weg
v : [0,27] = C, 7,(t) = re" = rcost + irsint, der einmal auf dem Kreis mit
Radius r umlduft. Nach 5.6.4 ist er in C zusammenziehbar. Hitte unser Polynom
keine Nullstelle, so lieferte es eine stetige Abbildung P : C — C*, und nach
5.6.5 wiren alle P o v, zusammenziehbar in C*. Fiir hinreichend groBes r gilt
nun jedoch r™ > |a,_1|r"™' + ... + |a1|r + |ag|, und fiir solche r ist der Weg
P o, in C* homotop zum Weg t — ,.(¢)", da ndmlich fiir kein ¢ die Strecke von
P(v,(t)) nach ,(¢)" den Nullpunkt trifft. Hitte also P keine Nullstelle, so wire
der Weg [0, 27] — C*, t — ~,(t)" zusammenziehbar in C*. Das steht jedoch im
Widerspruch zu 5.7.21. O
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[lustration zum Beweis von Satz 5.7.7 iiber die Homotopieinvarianz von
Wegintegralen bei gewissen Kovektorfeldern. Die beiden Wege werden durch
dicke gezackte Linien dargestellt, die Homotopie zwischen ihnen durch feine

gestrichelte Linien. Es gilt, diese Unterteilung so fein zu wiéhlen, daB jeder dieser
»Ziegel* ganz in einem im Definitionsbereich unserer geschlossenen
Differentialform enthaltenen Ball liegt.
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Der Weg (p, t7, t) aus Ubung 5.7.20. Mit t — 0 wird er natiirlich immer
kleiner.
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Ubungen

Ubung 5.7.20. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum, A @ X eine offene
Teilmenge, p € A ein Punktund w : A — X* ein stetig differenzierbares Ko-
vektorfeld. So gilt in den Notationen der vorhergehenden Definition 5.7.1 fiir alle
7, € X die Identitit

(dy0) (D) () — (dyo) () (@) = lim — w

2
=01 7(p,tV,tw)

mit der Notation (p, tv, tw) fiir den Weg, der einmal das Parallelogramm mit
einer Ecke p und Kantenvektoren ¢v und ¢« umliduft, oder genauer, der stiickweise
linear lduft erst von p nach p+tv, dann weiter nach p+t¢v'+tw, von da nach p+tw,
und dann wieder zuriick nach p. Hinweis: Es mag die Rechnung vereinfachen,
wenn man das fragliche Integral zu einer Funktion von zwei Verdnderlichen s, ¢
erweitert.

Ubung 5.7.21. Man zeige, daB gegeben n € Z der geschlossene Weg ,, : [0, 271] —
R*\0 mit v(¢t) = (cosnt,sinnt) in R*\0 nur fiir n = 0 zusammenziehbar ist.

Hinweis: Man berechne das Integral des Winkelfeldes iiber diesen Weg und be-

achte 5.7.7. Ich empfinde es allerdings als Umweg, diese Aussage mithilfe von

Wegintegralen nachzuweisen, und ziehe den topologischen Beweis iiber Liftungs-

eigenschaften in [TF] folgende vor.

Ergiinzende Ubung 5.7.22. Gegeben ein Rechteck Q = [a,b] x [c,d] C R? und
darauf ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : Q — R? stimmt das Integral
seiner Wirbeldichte alias skalaren Rotation rot v iiber das Rechteck () iiberein mit
seinem Wegintegral als Vektorfeld einmal im Gegenuhrzeigersinn um den Rand
des Rechtecks. In 6.8.24 werden wir diese Aussage als Spezialfall des allgemeinen
Stokes’schen Satzes zu verstehen lernen.
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6 Der Satz von Stokes

In Abschnitt 4.3.1 haben wir unser Kurvenintegral aus [ ] verallgemei-
nert zum Integral einer Funktion iiber eine Fastfaltigkeit in einem R". In diesem
Abschnitt werden wir unser Wegintegral aus 5.3, als da heit das Integral eines
Kovektorfelds auf einem endlichdimensionalen reellen Raum ldngs eines Weges,
verallgemeinern zum Integral einer ,,Differentialform‘ auf einem endlichdimen-
sionalen reellen Raum iiber eine ,,orientierte* Fastfaltigkeit. Als Spezialfille ent-
halt diese Konstruktion inbesondere die Definition des ,,Flusses eines Vektorfelds
in R? durch eine orientierte Fliche in R?“. Unser eigentliches Ziel ist dann der so-
genannte ,,allgemeine Satz von Stokes* 6.8.2, der den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung [ ] auf hohere Dimensionen verallgemeinert.

6.1 Multilineare Algebra und Dachprodukt

Definition 6.1.1. Sei £ ein Korper. Gegeben ein k-Vektorraum V' und eine natiir-
liche Zahl p bilden wir den Raum der alternierenden p-Multilinearformen oder
kurz p-Formen

APV :i={w:V x ... x V — k | w ist multilinear und alternierend }

Hier meint alternierend wie in [ ] ,daB w(vy, ..., vp) verschwindet, wann
immer es 7 # j gibt mit v; = v,.

6.1.2. Hat unser Korper nicht die Charakteristik 2, so mag man gleichbedeutend
fordern, daB w(vy, . .., v,) sein Vorzeichen dndert, wenn man zwei Eintrige v; und
v; vertauscht. Daher kommt die Bezeichnung ,alternierend®. Unter Nullformen
verstehen wir Skalare, in Formeln setzen wir also Alt’ V' = k. Einsformen sind
Elemente des Dualraums alias Linearformen, wir haben also Alt' V = V7. Gege-
ben Linearformen fi,..., f, € V' definieren wir ein Element alt(fi,..., f,) €
Alt? V' durch die Vorschrift

alt(fi, ..., fo)(v1,. .. vp) i= det(fi(v;))

Wir nennen es das Determinantenprodukt der f;.

6.1.3. Wir werden unmittelbar im Anschluf3 das Dachprodukt von alternierenden
Multilinearformen einfiihren und dessen Assoziativitdt beweisen ebenso wie die
Formel alt(fi,...,f,) = fi A... A f,. Sobald das geleistet ist, wird die Nota-
tion alt(f1,. .., f,) obsolet werden und statt ,,Determinantenprodukt* diirfen und
werden wir von da an ,,iteriertes Dachprodukt sagen.
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Vorschau 6.1.4. Im Rahmen unserer Diskussion des Tensorprodukts werden die
Begriffsbildungen dieses Abschnitts auch noch unter einem anderen Gesichts-
punkt besprochen. Genauer konstruieren wir in [ ] einen kanonischen
Isomorphismus zwischen dem hier definierten Raum Alt” V' der alternierenden
Multilinearformen auf V und dem Dualraum (A” V)" seiner dort definierten p-
ten duBeren Potenz A’ V. Zusitzlich erkldren wir in [ ] fiir endlichdi-
mensionales V kanonische Isomorphismen (A” V)" = AP(VT) zwischen den
Dualrdumen der dueren Potenzen und den dueren Potenzen des Dualraums und
erhalten so zusammen einen kanonischen Isomorphismus Alt? V' = AP(V'7T).

6.1.5. Sind Linearformen fy,..., f, € V' gegebenundist I C {1,...,n} eine
Teilmenge mit p Elementen, so setzen wir

fri=alt(fi,,.... fi,) € APV

fiir das entsprechende Determinantenprodukt der Basisvektoren mit i, < ... < 7,
den der GroBe nach gereihten Elemente von I. Fiir I = () vereinbaren wir fy = 1.

Proposition 6.1.6 (Basis des Raums der p-Formen). Ist V' ein Vektorraum und
fi, ..., fn eine Basis seines Dualraums V', so bilden die Determinantenprodukte
fraus 6.1.5 mit |I| = p eine Basis von Alt" V.

Beweis. Ist vy,. .., v, die duale Basis von V und ist auch J = {ji,...,j,} C
{1,...,n} gegeben mit j; < ... < j,, so gilt offensichtlich

1 I=J
0 sonst.

f[(Ujl, Ce 7Ujp) = {

Das zeigt die lineare Unabhingigkeit der f;. Andererseits ist klar, daf} eine alter-
nierende Multilinearform schon festgelegt wird durch ihre Werte auf den p-Tupeln
(Vjy, -+, v5,) mit j; < ... < jp. Das zeigt, daB die f; auch Alt” V' erzeugen. [J

6.1.7. Im Vorgrift auf unsere zukiinftige Notation fi; A ... A f, furalt(fi,..., f,)
wire im Fall eines Vektorraums V' der Dimension dim V' = 4 also Alt*V ein
Vektorraum der Dimension dim(Alt*> V') = 6, und fiir fy,..., f; € V* eine Basis
seines Dualraums wire fi A fo, fi A f3, fi A fa, fa A f3, fa A fa, f3 A f4 eine Basis
von Alt? V.

Proposition 6.1.8. Seien k ein Korper, V' ein k-Vektorraum endlicher Dimension
und p,q > 0. So gibt es genau eine bilineare Abbildung, das Dachprodukt

APV x AIMYV  — APV
(w , ) = wAny

derart, daf3 fiir alle f1,. .., fprqy €V gilt
alt(fla teey fp) A alt(fp+17 *e ey fp—i—q) = alt(fla teey fp?fp-‘rla ey fp+q)
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6.1.9. Mit 6.1.6 folgt unmittelbar die Assoziativitiit des Dachprodukts

(WA AE=wA(NAE)

Damit brauchen wir auch bei ldangeren Dachprodukten keine Klammern zu setzen
und unsere Notation ,,alt* wird obsolet, denn offensichtlich folgt aus der Proposi-
tion auch

alt(fl,...,fp):fl/\.../\fp

Vorschau 6.1.10. Ein natiirlichere Konstruktion des Dachprodukts besprechen wir
im Rahmen der multilinearen Algebra in [ ] . Sie mogen zur Ubung zei-
gen, daB} unter unserem Isomorphismus 6.1.4 das Dachprodukt aus [ ]

genau unserem Dachprodukt aus 6.1.8 entspricht, vergleiche auch [ ]

In der Tat reicht es angesichts der Assoziativitit beider Dachprodukte, diese Be-
hauptung im Fall des Dachprodukts zweier Linearformen zu priifen, und in diesem
Fall ist sie schnell nachgerechnet.

Ergdnzung 6.1.11. Die Formel aus dem anschlieBenden Beweis definiert auch fiir
alternierende Formen auf einem nicht notwendig endlichdimensionalen Raum ein
assoziatives Produkt A. Der Beweis bleibe dem Leser iiberlassen ebenso wie der
Nachweis der graduierten Kommutativitit 6.1.12 in dieser Allgemeinheit. Fiir un-
sere Belange reicht der endlichdimensionale Fall aus.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus 6.1.6 und nur die Existenz ist noch zu
zeigen. Wir betrachten dazu die Menge S, , C S, aller Permutationen, die die
Reihenfolge der ersten p Eintridge und die der letzten ¢ Eintrdge unverdndert las-
sen. Stellen wir uns unsere Permutationen als Mischvorschriften fiir ein Spiel von
p + q Karten vor, so heben wir also p Karten ab und schieben die beiden so ge-
bildeten Stapel von p bzw. ¢ Karten irgendwie ineinander. Solche Permutationen
heiBen auch (p, ¢)-Shuffles, in Formeln haben wir

Spy=1{0€S8,|o(l)<...<o(p)undo(p+1)<...<o(p+q)}

Weiter betrachten wir in S, die Untergruppe S, x S, aller Permutationen, die
die ersten p Eintrdge unter sich vertauschen und die letzten ¢ Eintrige ebenso. Die
Verkniipfung von Permutationen liefert dann offensichtlich eine Bijektion

Spyq X (Sp X SQ) l> SIH‘Q

Jetzt definieren wir fiir w und 1 wie oben eine Multilinearform w A 7 durch die
Vorschrift

(wAn) (v, ... aUp+q) = Z sgn(o) w(va(l)a con 7U0(p)) 77<Ucr(p+1)a cee 7Ua(p+q))

0ESp q
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Ein (3, 4)-Shuffle
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Betrachten wir andererseits unsere Definition

alt(fi, - fu) (01, v) = D sen(r) filvry) - - fulvr()

TGSn

fiir n = p, ¢ und setzen das in unsere Definition von A ein, so ergibt sich mithilfe
unserer Zerlegung S, , x (S, X S;) = S,1, wWie gewiinscht

alt(fla - '7fp) A alt(fp-‘rla - '7fp+Q) = alt(fla - '7fp7fp+1a - '7fp+Q)

Die Bilinearitidt von A zeigt dann weiter, dafl die Multilinearform w A 1 auch im
allgemeinen alternierend ist, so da} unsere Formel fiir A in der Tat eine Abbildung
Alt?V x Alt?V — Alt?*?7V mit den geforderten Eigenschaften liefert. ]

Lemma 6.1.12 (Graduierte Kommutativitit des Dachprodukts). Sei V' ein
Vektorraum. Fiir beliebige w € AItP V undn € AIt?V gilt w An = (—1)Pn A w.
Bezeichnet |w| den Grad von w, also |w| = p fiir w € Alt?, so konnen wir diese
Regel auch schreiben in der Gestalt

wAn= (_1>|WH77|7] A w

Beweis. Aus 6.1.8 folgt sofort f,1) A ... A fom) = (sgno)fi A... A f, fiir jede
Permutation ¢ € S, und alle fi,..., f, € V. Die Permutation o € S,,, die
die ersten p Eintrdge an den Schluf schiebt und die letzten ¢ Eintrdge an den An-
fang, hat aber nach [[LA1] das Signum sgn(o) = (—1)P. Das Lemma folgt
so zundchst fiir w, n iterierte Dachprodukte und dann auch fiir allgemeine end-
lichdimensionale Rdume. Der Fall unendlichdimensionaler Rdume ist fiir uns hier
nicht relevant, der Beweis in dieser Allgemeinheit bleibe dem Leser zur Ubung
iberlassen. 0

6.1.13 (Funktorialitit alternierender Multilinearformen). Zu jeder linearen
Abbildung L : V' — W bilden wir wie in [ ] ithre transponierte Abbil-
dung L' : WT — VT, f — folL und allgemeiner auch die linearen Abbildungen

LT: AW — APV
w — wo (L x...x L)

mit Lx...x L wiein [LA1] ,alsdaheiBt (LTw)(vy,...,v,) = w(Lvy, ..., Luy).
Wir nennen auch sie transponierte Abbildungen. Aus den Definitionen folgen
leicht die Formeln id" = id und (L o M)T = M o LT fiir die transponierten
Abbildungen sowie die Vertriglichkeit mit dem Dachprodukt

L' (wAn) = (LTw) A(L'n)
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Ergdnzung 6.1.14. In der Sprache der Kategorientheorie [ ] ausgedriickt
bilden demnach fiir jedes p die Zuordnungen V' +— Alt’ V, L — LT einen kon-
travarianten Funktor Alt” von der Kategorie der k-Vektorrdume in sich selber,
dessen Effekt auf Morphismen ich nur der Bequemlichkeit der Notation halber
L — L7 statt L — AltP(L) notiert habe, und V' AltV := @ Alt’ V ist ein
kontravarianter Funktor von der Kategorie der k-Vektorrdume in die Kategorie der
k-Ringalgebren.

Lemma 6.1.15 (Dachprodukt und Determinante). Gegeben ein n-dimensiona-
ler Vektorraum V und eine lineare Abbildung L : V — 'V gilt

LT = (detL) : Alt"V — Alt"V

Beweis. Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum, so ist Alt" V' eindimensional. Fiir
L:V — V linear muB also L™ : Alt" V — Alt" V die Multiplikation mit einem
Skalar aus dem Grundkorper sein. Ist vy, ..., v, eine Basis von V und f1,..., f,
die duale Basis von V', soist f; A...A f, eine Basis von Alt" V und das Lemma
folgt mit expliziter Rechnung, fiir (det L) die Determinante der Matrix von L in
der gewihlten Basis. Dal} die fragliche Determinante von der Wahl der Basis gar
nicht abhingt und deshalb in der Tat (det L) notiert werden darf, erhilt man als
Konsequenz. O

Ergdnzung 6.1.16. Nehmen wir 6.1.13 und 6.1.15 zusammen, so ergibt sich un-
mittelbar die Multiplikationsformel fiir Determinanten [ ]

Ergdnzung 6.1.17. Gegeben endlichdimensionale Vektorraume V, W und Formen
w € AIt?V und n € Alt? W verwenden wir fiir die (p + ¢)-Form (pr; w) A
(prg n) auf V' x W die beiden Notationen w X 7 = w A 7 und hoffen, daB der
Leser im Zweifelsfall aus dem Kontext erschlieBen kann, wann A dieses ,,duflere
Dachprodukt* meint und wann das ,,innere Dachprodukt* aus 6.1.8.

Ubungen

Ubung 6.1.18. Fiir jeden Vektorraum V' endlicher Dimension dim V = n liefert
das Dachprodukt VT x Alt" "'V — Alt" V eine nichtausgeartete Paarung im
Sinne von [ ] , als da heiBt, jeder Isomorphismus Alt" V' = R liefert
vermittels unserer Paarung einen Isomorphismus Alt" 'V S V1T 5V,

6.2 Differentialformen hoheren Grades

Definition 6.2.1. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X
eine Teilmenge. Ein Feld von relativen p-Formen oder kiirzer eine p-Form auf
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U ist eine Abbildung
w: U — AW X

T Wy

Ausgeschrieben ordnet w also jedem Punkt # € U eine alternierende p-Multili-
nearform w, : X X ...x X — R zu. Wenn wir hoffen, daB die genaue Bedeutung
aus dem Kontext hervorgeht, sprechen wir auch oft abkiirzend schlicht von Diffe-
rentialformen.

6.2.2 (Diskussion der Terminologie). In der Differentialgeometrie werden wir
allgemein Differentialformen auf abstrakten Mannigfaltigkeiten erklirt als Zuord-
nungen, die jedem Punkt eine alternierende Multilinearform auf dem Tangential-
raum am entsprechenden Punkt zuordnen. Im Fall einer eingebetteten Mannigfal-
tigkeit U C X positiver Kodimension ist das natiirlich etwas anderes, als jedem
Punkt eine alternierende Multilinearform auf dem Richtungsraum des umgeben-
den affinen Raums zuzuordnen. Das ist der Grund, aus dem ich das hier eingefiihr-
te elementarere Konzept eine ,,relative Differentialform‘ genannt habe. Jede ,,re-
lative* Differentialform liefert jedoch durch Einschrinkung eine ,.richtige Diffe-
rentialform, wie wir sie spiter definieren werden, und auf halboffenen Teilmengen
endlichdimensionaler reeller Rdume stimmen unsere ,,relativen‘ Differentialfor-
men bereits mit diesen ,,richtigen* Differentialformen iiberein. Diese Feinheiten
werden erst relevant, sobald es einmal um die ,,de-Rham-Kohomologie* und der-
gleichen gehen wird.

6.2.3 (Formen und Formenfelder). In der hier und im vorhergehenden Abschnitt
eingefiihrten abgekiirzten Terminologie kann eine ,,p-Form auf U* zwei sehr ver-
schiedene Dinge bedeuten: Entweder ist U ein k-Vektorraum und unsere p-Form
ist ein Element von Alt”(U), also eine alternierende multilineare Abbildung w :
U x...x U — k,oder aber U ist Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen
Raums X und unsere p-Form ist eine Abbildung w : U — Alt?(X) mit 2 — w,.
Man sollte deshalb eigentlich letztere Objekte besser als ,,Felder von p-Formen*
ansprechen, sie stehen ja auch zu alternierenden p-Multilinearformen in dersel-
ben Beziehung wie Vektorfelder zu Vektoren. Von Formenfeldern aber redet kein
Mensch. Ich will deshalb auch nicht damit anfangen und der Leser muf} aus dem

Kontext erschlielen, welche Bedeutung im Einzelfall gemeint ist.

Beispiel 6.2.4. Sei U eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen affinen
Raums X. Eine 0-Form auf U ist eine Funktion f : U — R und eine 1-Form ein
Kovektorfeld im Sinne von 5.1.6.

Beispiel 6.2.5 (Anschauung fiir Differentialformen). In einem dreidimensio-
nalen orientierten reellen nicht notwendig euklidischen affinen Raum X bewege
sich ein Gas. Wir halten ein kurzes Zeitintervall fest und ordnen jedem Tripel
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Versuch einer graphischen Darstellung der 2-Form auf der Papierebene, die in
den durch die Koordinatenachsen gegebenen Koordinaten durch die Formel
zydx A dy dargestellt werden konnte. Eingezeichnet ist an jedem Punkt ein

geordnetes Paar von Richtungsvektoren, gestrichelt ergiinzt zu einem
Parallelogramm, und hineingeschrieben der Wert unserer Zweiform auf diesem
geordneten Paar. Die Anordnung wird hierbei durch einen kleinen Pfeil vom
ersten zum zweiten Vektor angezeigt. Natiirlich ist dies Vektorenpaar in keinster
Weise eindeutig, wir konnten dieselbe 2-Form auch ganz anders darstellen, die
beteiligten Vektoren miissen dabei auch keineswegs parallel zu
Koordinatenachsen sein.
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(p,v,w) € X x X x X bestehend aus einem Punkt und zwei Vektoren, aufgefaft
als ,.kleine orientierte Parallelogrammfldache* alias ,,orientiertes Flichenelement®,
die Zahl der Gasmolekiile zu, die in diesem Zeitintervall hindurchtritt, wobei wir
je nach der Richtung, in der unsere Molekiile hindurchtreten, noch das Negati-
ve nehmen: Ndmlich dann, wenn ein und jeder Richtungsvektor u in Richtung des
Durchtritts zusammen mit v, w eine negativ orientierte angeordnete Basis (u, v, w)
des Richtungsraums X bildet. Diese Zuordnung wire ein schmutziges Feld von 2-
Formen. Man nennt es auch die FluBdichte. Ruht das Gas und ordnen wir jedem
Quadrupel bestehend aus einem Punkt und drei Vektoren, aufgefalit als ,kleines
orientiertes Parallelpiped* alias ,,orientiertes Volumenelement* die Zahl der darin
befindlichen Gasmolekiile zu, gewichtet mit einem Vorzeichen, das von der Ori-
entierung bestimmt wird, so erhalten wir ein schmutziges Feld von 3-Formen auf
unserem affinen Raum. Man nennt es auch die Dichte unseres Gases. Wihlen wir
zusitzlich auf dem Richtungsraum unseres affinen Raums ein Skalarprodukt, so
erhalten wir eine Identifikation von Vektorfeldern mit 2-Formen, indem wir je-
dem Vektor u die 2-Form (v, w) + vol(u, v, w) zuordnen, mit vol(u, v, w) dem
., Volumen* des Parallelpipeds mit Kanten u, v, w und einem Vorzeichen, das von
der ,,Orientierung® unseres Tripels abhéngt. Ahnlich erhalten wir dann auch eine
Identifikation von Funktionen mit 3-Formen. Die Moglichkeit dieser Identifikatio-
nen mag ein Grund dafiir sein, da} Differentialformen der Intuition weniger gut
zugdnglich sind. Es fillt uns einfach nicht zu, einen dreidimensionalen Raum oh-
ne Skalarprodukt zu visualisieren, geschweige denn Rdume hoherer Dimension:
Das beste Beispiel fiir eine 2-Form wére dann ndmlich, nach Wahl der dazu noti-
gen physikalischen Einheiten, das elektromagnetische Feld auf der Raumzeit. Um
auch in nichtorthogonalen und eventuell sogar krummlinigen Koordinatensyste-
men Dichten und FluBdichten anzugeben und mit ihnen zu rechnen, sind unsere
Differentialformen jedoch in jedem Falle ein geschickter Formalismus.

Definition 6.2.6. Fiir zwei Differentialformen w und 7 definieren wir ihr Dach-
produkt w A 7 als punktweises Dachprodukt im Sinne von 6.1.8, in Formeln
(WA N)y = wy A n,. Fir f eine Funktion alias Nullform schreiben wir meist

fnstatt f An.

6.2.7. Ist speziell X = R" und sind z; : R” — R die Koordinatenfunktionen, so
146t sich fiir U C X nach 6.1.6 jede p-Form w auf U eindeutig schreiben in der

Gestalt
w = Z ardx;

l=p
Hier lduft die Summe wie angedeutet iiber alle p-elementigen Teilmengen I C

{1,...,n}, die Koeffizienten a; sind reelle Funktionen auf U, und dz; ist dhnlich
wie in 6.1.1 eine Abkiirzung fiir doy = dxgy, A ..o Adr, miti; < ... < 4,
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den der GroBe nach geordneten Elementen von /. Diese Notation ist allerdings
mit Vorsicht zu genieBen, denn natiirlich ist dz; fiir [I| # 1 in keinster Weise
das Differential einer wie auch immer gearteten Funktion x;. Das Dachprodukt
zweler in dieser Standarddarstellung gegebenen Formen ergibt sich dann leicht
mittels der Regeln dz; A dz; = 0 und dz; A dz; = —dz; A da;.

6.2.8. Die 2-Form dz A dy auf dem R? kann man sich veranschaulichen als Vor-
schrift, die ,,jeder kleinen orientierten Parallelogrammfliche den Fldacheninhalt
ihrer orthogonalen Projektion auf die (x,y)-Ebene zuordnet, mit einem von der
Orientierung abhiingigen Vorzeichen®.

Definition 6.2.9. Gegeben endlichdimensionale reelle Rdume X, Y und eine ste-
tig differenzierbare Abbildung ¢ : A — B von einer halboffenen Teilmenge
A C X in eine Teilmenge B C Y und eine Differentialform w : B — Alt? Y
auf B definieren wir die zuriickgeholte Differentialform ¢*w auf A durch die
Vorschrift

($*wW)e = (det) T (Wo(a))

Hier bezeichnet (d,¢)T : Alt’ Y — Alt? X die vom Differential d,¢ : X — Y
von ¢ an der Stelle x € A induzierte Abbildung. Alternativ konnten wir auch
schreiben (¢*w), = wy(z) © (dz® X ... X dy¢) mit p Faktoren ganz rechts.

6.2.10. Dies Zuriickholen ist bei der Begrifflichkeit der Differentialformen die ei-
gentliche Hauptsache. Das Zuriickholen von Funktionen alias Nullformen mit ei-
ner Abbildung ist schlicht das ,,Vorschalten* von besagter Abbildung, in Formeln
¢*(g) = g o f fur eine Funktion g : B — R. Das Zuriickholen von 1-Formen
haben wir bereits in 5.1.22 diskutiert. Wir verallgemeinern die dort eingefiihrte
Terminologie auf den vorliegenden Fall und nennen Differentialformen 7 und w
verwandt unter ¢ und schreiben ¢ : 7 ~ w genau dann, wenn gilt n = ¢*(w).

Beispiel 6.2.11. Unter der Abbildung (2-) : R? — R? erhalten wir fiir das Zuriick-
holen der Standard-Volumenform (2-)*(dz A dy) = 4dx A dy. In der Tat, denken
wir uns ganz schmutzig ein ,.,ebenes Gas* mit vielen einzelnen Molekiilen und ex-
pandieren es mit einer Streckung um den Faktor Zweli, so verdiinnt es sich um den
Faktor Vier. Allgemeiner haben wir (2:)*(a(x, y)dz A dy) = 4a(2z, 2y)dx A dy.

Lemma 6.2.12. Fiir das Zuriickholen von Differentialformen gilt die Kettenregel,
wir haben genauer und in Formeln ausgedriickt stets id* = id und

PH(¢'w) = (o) (w)

Beweis. Das folgt mit der tiblichen Kettenregel 1.3.1 sofort aus den Definitionen.
Wir konnen die Aussage des Lemmas auch im Sinne von 5.1.25 dahingehend
verstehen, dal Verwandtschaft transitiv ist. O]
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Versuch einer Veranschaulichung der Verwandtschaft
(2-) : 4dz A dy ~ dz A dy. Man mag sich den Wert an einer Stelle (a, b) des
Koeffizienten vor dx A dy als ein MaB fiir die ,,Zahl der Molekiile eines ebenen
Gases im Quader [a, a + 1] x [b, b+ 1]* denken.
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Lemma 6.2.13. Verwandtschaft alias das Zuriickholen ¢* von Differentialformen
ist vertrdglich mit dem Dachprodukt, in Formeln gilt also

¢ (wAn) = ¢"(w) A (n)
Beweis. Dem Leser iiberlassen. L]

Beispiel 6.2.14. Wir erinnern 5.1.28. Fiir X = R" mit Koordinaten z, . . ., x,, und
Y = R™ mit Koordinaten v, ..., y, und ¢ = (¢, ..., ¢,) eine differenzierbare
Abbildung von einer halboffenen Teilmenge von R™ in eine halboffene Teilmenge
von R™ ergibt sich ¢*(dz;) = d(¢*z;) = d¢y = >, g%?dyj. Folglich kann das
Zuriickholen von 1-Formen in Koordinaten beschrieben werden durch die Formel

¢" (Z az‘dIi) = Z(ai © ¢) 09 dyj

i i y;

Beispiel 6.2.15. Ist ¢ die Polarkoordinatenabbildung

o: R2 — R
(r,9) +—  (rcosd,rsind)

und haben wir auf R? die 1-Form ydx gegeben, so wird sie zuriickgeholt zu

¢*(ydr) = ¢*(y)¢*(dz)
rsind d (rcosd)
= rsindcos? dr — r2sin® ¢ do

und fiir die 2-Form dx A dy erhalten wir

¢*(dz Ady) = ¢"(dx) A ¢ (dy)
= d (rcosd) Ad (rsind)
= (cos? dr —rsind di) A (sind dr + r cos ) dd)
= rdr AdY

Man mag sich letztere Formel dahingehend veranschaulichen, dal} ,.ein kleines
orientiertes Flichenelement in der xy-Ebene unter der Polarkoordinatenabbildung
einem entsprechend gréeren oder auch kleineren orientierten Flichenelement in
der r9-Ebene entspricht, je nachdem, in welchem Abstand vom Ursprung unser
urspriingliches Flichenelement liegt*.

Satz 6.2.16 (Funktionaldeterminante und Riickzug von Volumenformen). Fiir
A halboffen in R™ und ¢ : A — R" stetig differenzierbar gilt stets

¢"(dzy A ... Aday,) = (detdp)dzy A ... Ada,

Beweis. Fiir jeden Endomorphismus L eines n-dimensionalen Vektorraums V" ist
die induzierte Abbildung L : Alt" V' — Alt"™ V nach 6.1.15 gerade die Multipli-
kation mit det L. O
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6.3 Orientierung von Mannigfaltigkeiten

Definition 6.3.1. Gegeben M C X eine Mannigfaltigkeit in einem endlichdimen-
sionalen reellen affinen Raum und p € M ein Punkt definieren wir den Tangenti-
alraum an M/ in p als den Vektorraum

T,M = im(d,p) C X

fiir eine und jede Karte ¢ : U — M mit p(u) = p. Wir haben also dim T,M/ =
dim M. Anschaulich ist p + T\, M derjenige affine Teilraum von X, der ,,M bei p
am besten approximiert®. Die Elemente des Tangentialraums heilen Tangential-
vektoren.

Vorschau 6.3.2. In [ML] werden wir allgemeiner den Tangentialraum T, M
fiir beliebige, nicht notwendig eingebettete Mannigfaltigkeiten M erklédren. Er ist
im Fall eingebetteter Mannigfaltigkeiten kanonisch isomorph zu dem eben erklér-
ten Konzept. Wenn wir besonders betonen wollen, da3 wir die obige Definition
fiir eingebettete Mannigfaltigkeiten meinen, schreiben wir genauer Tsz .

6.3.3. Man will sich meist die verschiedenen Tangentialrdume als paarweise dis-
junkt denken, dndert die obige Definition deshalb ab und setzt formal

T,M = {p} x im(d,p) C {p}xX
So kann man dann das Tangentialbiindel von )/ definieren als

TM:=|JT,M ¢ MxX

peM

Unter geeigneten zusitzlichen Differenzierbarkeitsannahmen an unsere Unterman-
nigfaltigkeit M kann man zeigen, dal TM C X X X eine Untermannigfaltigkeit
der Dimension 2(dim M) ist, vergleiche [MI_] . Die einzelnen Tangential-
rdume erhilt man als die Fasern der Biindelprojektion 7 : TAM — M des
Tangentialbiindels auf die Mannigfaltigkeit, die man erhilt als die Restriktion
der Projektion X x X — X auf die erste Komponente. In Formeln gilt also
TyM =74 (p).

6.3.4. Ich erinnere daran, daf} nach [ ] eine Orientierung eines end-
lichdimensionalen Vektorraums V' iiber einem angeordneten Korper eine Vor-
schrift ¢ ist, die jeder angeordneten Basis 5B unseres Vektorraums ein Vorzeichen
e(B) € {+1,—1} zuordnet und zwar so, daf} fiir je zwei angeordnete Basen
B, B' die Determinante der Basiswechselmatrix das Vorzeichen ¢(B)e(B’) hat.
In [ ] werden in diesem Zusammenhang auch noch weitere Begriffsbil-
dungen formal eingefiihrt, deren Bedeutung hier nicht wiederholt werden soll, da
sie leicht erraten werden konnen.
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M

In diesem Bild habe ich zu einer eindimensionalen Untermannigfaltigkeit der
Ebene zwei affine Riume eingezeichnet, deren Richtungsrdume ihre
Tangentialrdume an den beiden fett eingezeichneten Punkten wéren. Diese
affinen Rdume schneiden sich natiirlich und ihre Richtungsrdume schneiden sich
desgleichen. Im bildlich dargestellten Fall besteht dieser Schnitt der
Richtungsrdume aus dem Nullvektor, aber im allgemeinen kann er auch grofer
sein. Ich habe die beiden Geraden dennoch als nicht-schneidend gemalt, um
bildlich anzudeuten, daB alle diese Uberschneidungen von uns bei der Definition
des Tangentialbiindels sozusagen wegdefiniert werden.
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Definition 6.3.5. Eine Orientierung einer t-Mannigfaltigkeit )/ ist eine Vor-
schrift, die jedem Punkt p € M eine Orientierung im Sinne von [ ] des
Tangentialraums T, M zuordnet und zwar so, da3 es um jeden Punkt eine Karte
¢ : W — M gibt mit der Eigenschaft, daB die Differentiale d,p : R* = Ty, M
fiir v € W entweder alle orientierungserhaltend oder alle orientierungsumkehrend
sind.

Beispiel 6.3.6. Eine Orientierung einer nulldimensionalen Mannigfaltigkeit M
anzugeben bedeutet insbesondere nichts anderes als eine Abbildung ¢ : M —
{+1, —1} anzugeben, deren Wert bei p € M eben das Vorzeichen der angeordne-
ten Basis () des Tangentialraums T, M/ angibt.

Definition 6.3.7. 1. Ein Punkt p einer Fastfaltigkeit M heille regulédr, wenn
es eine Integrationskarte ¢ : Q — M von M um p gibt mit p € p(Q°). Die
reguldren Punkte einer Fastfaltigkeit M/ bilden offensichtlich eine Mannig-
faltigkeit M., derselben Dimension.

2. Unter einer Orientierung einer Fastfaltigkeit verstehen wir eine Orientie-
rung der Mannigfaltigkeit ihrer reguldren Punkte. Unter einer orientierten
Fastfaltigkeit verstehen wir ein Paar bestehend aus einer Fastfaltigkeit M/
und einer Orientierung von M.

6.3.8. Ich notiere orientierte Fastfaltigkeiten M/ oft mit einem Pfeil als M, aber
das ist nicht allgemein iiblich. Eine Fastfaltigkeit, die mindestens eine Orientie-
rung zuldBt, heillt orientierbar. Das ,,M&biusband®, das in der schmutzigen Wirk-
lichkeit entsteht, wenn man einen Papierstreifen einmal verdrillt zu einem Ring
verklebt, ist ein Beispiel fiir eine nicht orientierbare 2-Fastfaltigkeit in R,

6.3.9 (Inkonsistenzen der Notation). Den Pfeil {iber einem Symbol benutze ich
auch bei affinen Rdumen als Notation fiir den zugehorigen Raum von Richtungs-
vektoren, vergleiche [ ] . Was im Einzelfall gemeint ist, muf3 der Leser
aus dem Kontext erschlief3en.

Definition 6.3.10. Wir sagen, eine Integrationskarte ((), ) einer orientierten Fast-
faltigkeit M/ habe die Orientierung ¢ fir ¢ € {+1,—1} genau dann, wenn
fiir jeden Punkt z € Q° das Bild der Standardbasis unter dem Isomorphismus
dy : RF Ty (2)M;eg die Orientierung ¢ hat.

6.3.11. Integrationskarten, die nicht zusammenhingend sind, besitzen im allge-
meinen weder die Orientierung +1 noch die Orientierung —1. Eine Integrations-
karte der Orientierung +1 nennen wir orientierungsvertriglich.
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Ubungen

Ubung 6.3.12. Man zeige: Gegeben eine Untermannigfaltigkeit M C X eines
endlichdimensionalen reellen Raums und ein Punkt p € M kann der Tangential-
raum T, M auch beschrieben werden als die Menge aller moglichen Geschwin-
digkeitsvektoren bei p von in M verlaufenden und bei p differenzierbaren Wegen.

Ubung 6.3.13. Jede orientierbare zusammenhingende Mannigfaltigkeit M besitzt
genau zwei Orientierungen. Hinweis: Gegeben zwei Orientierungen ist die Menge
aller Punkte p, an denen sie dieselbe Orientierung von T, M liefern, ebenso offen
wie die Menge aller Punkte p, an denen sie verschiedene Orientierungen von T, M/
liefern. Nun verwende man 5.5.18.

Ergiinzende Ubung 6.3.14 (Tangentialraum an eine Faser). Seien X und Y
endlichdimensionale reelle Rdume, U @ X eine offene Teilmengeund f : U — Y
eine stetig differenzierbare Abbildung mit iiberall surjektivem Differential. So ist
fiir alle ¢ € Y nach 3.3.10 das Urbild M = f~!(c) eine Untermannigfaltigkeit
von X der Dimension dim X — dim Y. Man zeige fiir alle p € M die Formel
T,M = kerd,f.

Ubung 6.3.15. Man zeige: Ist V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
( , ) eine von Null verschiedene symmetrische Bilinearform auf V und ¢ € R
eine Konstante, so ist M := {v € V\0 | (v,v) = ¢} eine Hyperfliche in V' und
unter der iiblichen Identifikation trans : V = V haben wir T,M = trans{w €
V| (v,w) = 0} oder abkiirzend geschrieben

T,M = vt

Ubung 6.3.16. Gegeben M C X eine Mannigfaltigkeit in einem endlichdimen-
sionalen reellen affinen Raum heifle eine Funktion f : M — R differenzierbar,
wenn fiir jede Karte ¢ von M die Verkniipfung f o ¢ differenzierbar ist. Man zei-
ge: Gegeben eine differenzierbare Funktion f : M — R und ein Punkt p € M
und ein Tangentialvektor v € T, M gibt es genau eine reelle Zahl

Dy f

mit der Eigenschaft, daf} fiir jede Karte ¢ von M um p und ¢ den Punkt mit
©(q) = p und w den Vektor mit d,¢ : w — v gilt D, f = (D, (f o ¢))(q). Diese
reelle Zahl heif3t die Richtungsableitung von f in Richtung v.

Ubung 6.3.17. Treffen sich zwei Untermannigfaltigkeiten eines endlichdimensio-
nalen affinen Raums M, N C X im Punkt p und gilt T,M + T,N = X, so gibt
es eine offene Umgebung U @ X von p derart, dal U N M N N auch eine Unter-
mannigfaltigkeit von X ist. Deren Tangentialraum bei p ist dann der Schnitt der
Tangentialraume T,(UNM NN) =T,M NT,N.
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6.4 Integration von Differentialformen

Definition 6.4.1. Gegeben eine Fastfaltigkeit M in einem endlichdimensionalen
reellen Raum X und & > 0 bezeichne C,Q%(M) = C/Q% (M) den reellen Vek-
torraum aller stetigen relativen k-Formen auf M mit kompaktem Triger im Sinne
von 6.2.1.

Vorschau 6.4.2. Schon bei der folgenden Definition der Integration einer Diffe-
rentialform iiber eine Mannigfaltigkeit kommt es eigentlich nur darauf an, welche
Werte unsere Form an jeder Stelle auf Tupeln von Tangentialvektoren an unsere
Mannigfaltigkeit am entsprechenden Punkt annimmt. In der Differentialgeometrie
wird eine Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit sogar definiert als eine Vor-
schrift, die jedem Punkt unserer Mannigfaltigkeit eine alternierende Multilinear-
form auf seinem Tangentialraum zuordnet. So weit will ich aber hier nicht gehen,
da fiir diese Art von Formen schon die Definition der Stetigkeit die Entwicklung
zusitzlicher Begrifflichkeiten notwendig macht.

Satz 6.4.3 (Integration von Differentialformen). Sei M eine orientierte k-Fast-
faltigkeit in einem endlichdimensionalen reellen Raum. So gibt es genau eine Li-
nearform | : CQF(M) — R mit der Eigenschaft, daf3 fiir jede Integrationskarte
@ : QQ = M der Orientierung ¢ und jede kompakt getragene k-Form w mit Trdger
im Bild dieser Karte suppw C ¢(Q) gilt

/w—e/ o'w)(en, i)

6.4.4. Fur die Form ¢*w = n = fdxy A ... A dxy ist (¢*w)(eq, ..., ex) =
n(e1,...,ex) per definitionem genau die Funktion f. Das Integral dieser Funktion
auf der rechten Seite ist dann als iteriertes Integral im Sinne von 2.1.2 zu verste-
hen. Ist unsere Fastfaltigkeit M speziell ein kompakter Quader ) = [ay, b;]| X

X [ag,by] C R¥und n = fdzi A ... A dxy, eine stetige Differentialform auf Q)
mit kompaktem Triiger und geben wir () die von der Standardorientierung des R*
induzierte Orientierung, so liefern unsere Definitionen

b by
[fdxlA...Adxk:/f(x)dkx:/ flzy, .. xp)dey ... dog
Q Q ag ay

In der Situation des Satzes gilt also insbesondere

/w:5/<p*w
M q

fiir Q der Definitionsbereich unserer Integrationskarte mit seiner Standardorien-
tierung.
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Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sei w € C,Q2*(M) gegeben. Wir fin-
den eine endliche Uberdeckung von supp w durch die Inneren von Bildern von
Integrationskarten Off;(¢;((Q;)) der Orientierungen ¢; und nach 4.1.15 eine an
diese Uberdeckung angepaBte Teilung der Eins, also stetige Funktionen o; €
Ci(M,R) mit Trager supp oy, C ¢;(Q;) und Y. ci(x) = 1 fiir alle € suppw.
Dann haben wir w = ). o,w, und wenn iiberhaupt eine lineare Abbildung mit
den geforderten Eigenschaften existiert, so muf} gelten

[ o= Z/Maw -3 /Qi«o;f(aiw»(el, )

Das ganze Problem ist also zu zeigen, daf die rechte Seite nicht von den Integra-
tionskarten und der Teilung der Eins abhéngt. Das geht wie bei unserer Diskussion
4.2.1 der Integration von Funktionen mit kompaktem Triager tiiber Mannigfaltig-
keiten und allgemeiner 4.3.8 Fastfaltigkeiten in R". Genau wie dort zieht man sich
darauf zuriick, fiir je zwei Integrationskarten (@), ) und (P, 1) der Orientierungen
e und 7 und w mit Triger suppw C ¢(Q°) N (P°) die Gleichheit

s/@(gp*w)(el,...,ek) :n/Pw*w)(el,...,ek)

zu zeigen. Wir konnen also vom Fall einer Mannigfaltigkeit M ausgehen und
miissen nur fiir jede stetige k-Form w € C (M, R), deren Tréger im Bild zweier
Karten (I, ¢) und (V) der Orientierungen ¢ und 7 liegt, die Identitét

e/vv(@*w)(el,...,ek) :n/v(w*w)(el,...,ek)

zeigen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir nun (W) = (V)

annehmen. Der Kartenwechsel wird so ein Diffeomorphismus x := ™! o ¢ :
W = Vmityor = : W — M. Nach 6.2.12 folgt k*y*w = ¢*w. Mit der
Notation w,, := (¢*w)(ey, ..., e) gilt per definitionem p*w = wydzi A ... Adxy.

Mit der Notation w,, := (¢*w)(ey, . .., e) gilt ebenso Y w = wydry A ... A dwy.
Mit 6.2.16 im letzten Schritt folgt nun

Wedzy A ... Ndxy = K (wypdry A ..o Adxy)
= (wyok)r*(dxy A... Ndxy)
= (wyok)det(dr)dry A ... Adzy

alias w, = (wy o k) det(dx). Unsere oben zu zeigende Identitit 146t sich so um-
schreiben zur Identitét

5/ (wy 0 k) det(dk) = n/ Wy
W v
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von Integralen kompakt getragener Funktionen. Aus den Definitionen folgt aber
endet(dr) = |det(dk)|. Damit ergibt sich die letzte Identitit aus der Transfor-
mationsformel 4.1.10. [l

6.4.5 (Riemannsummen fiir Differentialformen). Um die Integration von Dif-
ferentialformen anschaulich zu machen, erklire ich ihre Interpretation durch Rie-
mannsummen. Sei dazu @) := [a,b] X [¢,d] ein kompaktes Rechteck und ¢ :
(Q — X eine Integrationskarte in einen endlichdimensionalen reellen Raum und
w : o(Q) — Alt?(X) eine stetige 2-Form auf ¢(Q). Wir betrachten fiir > 1 die
dquidistanten Unterteilungena = ag < a1 < ... < a, =b,c=cy < ¢ < ... <
¢, = d der Kanten von () und bezeichnen mit ¢; ; = (a;,c;) die Gitterpunkte
im so gegebenen Raster auf (). Bezeichne weiter p; ; = ¢(qg; ;) die Bilder dieser
Gitterpunkte unter . Damit definieren wir die r-te Riemannsumme 7 (w) durch

die Formel )

Shw) =Y wp,, (Piv1j = Pigs Pija1 — Dij)
i,j=0
Wir konnen nun das Integral von w tiber (@) mit der Orientierung, fiir die ¢ eine
orientierte Integrationskarte ist, interpretieren als den Grenzwert

w= lim 5 (w)
/w(c» oo Y

Den Beweis dieser Tatsache entlang der Grundlinie des Beweises von 4.2.7 iiber-
lassen wir dem Leser zur Ubung.

6.4.6 (Sinnhaftigkeit der Integration alternierender Formen). Unter der Vor-
aussetzung einer auf einem Quadrat definierten Integrationskarte, in Formeln b —
a = d — c, betrachten wir nun die Spiegelung 7 an der Hauptdiagonalen und die
neue Integrationskarte ( o 7. Sie ist negativ orientiert und ihre Riemannsummen
sind dieselben wie die Riemannsummen von eben, wenn man nur in jedem Sum-
manden den ersten und den zweiten Eintrag der bilinearen Abbildung w vertauscht
und das von der negativen Orientierung der Integrationskarte herrithrende Vorzei-
chen beriicksichtigt. Ist also w alternierend, so liefert unsere neue Integrationskar-
te dieselben Riemannsummen und dasselbe Integral. Das soll die in unserem Satz
enthaltene Aussage veranschaulichen, daf} das Integral einer alternierenden Form
unabhiingig ist von den zur Berechnung gewihlten Integrationskarten.

Beispiel 6.4.7 (Integral iiber eine Hemisphiire). Wir berechnen das Integral der
2-Form x*dx A dy iiber die obere Hemisphire H := {(z,y,2) | 2> + y* + 2* =
1, z > 0} mit der Orientierung, fiir die die beiden ersten Vektoren e, eo der Stan-
dardbasis des R? in dieser Reihenfolge eine orientierte Basis des Tangentialraums
am Pol T o .1)H bilden. Wir betrachten das Rechteck R := [0, 7] x [0,7] C R?
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Die gepunktelten Pfeile stellen die Vektoren p3 g — p2o und ps 1 — pa o dar, der
Wert von w,, , auf diesem Paar von Vektoren, genommen in einer durch die
Orientierung gegebenen Reihenfolge, geht in die Riemannsumme Sf;j ein.
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und die orientierte Integrationskarte ¢ : R — H gegeben durch die Formeln
(9, ¢) — (cost, cos psin ¥, sin @ sin ), anschaulich gesprochen eine ,liegende
Version* unserer Kugelkoordinaten aus 5.2.11, und erhalten

Jgaz*dz Ady = [zcos® ¥ d(cos?d) A d(cospsind)
= Jzcos® 9(—sinddd) A (cos ¢ cos Idi) — sin psin ddyp)
= [z cos?¥sin® ¥ sin pdd A dp
= [, cos® ¥sin® I sin pddde
= [y Ji cos? ¥sin® Usin pddde

- i fOW Sin2(279)d19 fo7r sin pdy = % 07r % o COSQ4_§d19 =7

Hier ist der erste Schritt 6.4.4 mitsamt dem Vertauschen vom Zuriickholen mit
Dachprodukt und Differential 5.1.26, der Zweite die Formel 5.1.14 fiir das Diffe-
rential einer Funktion, der Dritte beruht auf dem Alternieren und der Bilinearitét
des Dachprodukts, und der Vierte auf 6.4.3.

6.4.8. Die Integrale von Differentialformen iiber orientierte Fastfaltigkeiten der
Dimensionen 0 oder 1 bzw. der Kodimensionen 0 oder 1 in einem R" trifft man oft
in anderen Gestalten an, die den Formalismus der Differentialformen vermeiden.
Besonders wichtig sind in diesem Zusammenhang die Félle mit n < 3.

Beispiel 6.4.9 (Summation als Differentialformenintegral). Im Fall einer null-
dimensionalen Fastfaltigkeit M alias diskreten Teilmenge ist eine Nullform eine
Funktion und eine Nullform mit kompaktem Trédger eine Funktion, die nur an end-
lich vielen Stellen von Null verschiedene Werte annimmt, und unser Integral ist
die Summe der Funktionswerte multipliziert mit den durch die auf M gewdhlte
Orientierung ¢ bestimmten Vorzeichen ¢, = ¢,,(0), in Formeln

/Mf = &)

peEM

Beispiel 6.4.10 (Funktionenintegral als Differentialformenintegral). Fiir eine
stetige n-Form fdxy A ... A dx; mit kompaktem Triger auf einer n-Fastfaltigkeit
M C R"™ mit der von der Standardorientierung des R" induzierten Orientierung
liefern unsere Definitionen

/ﬁfd:vl/\.../\dxk:/ f(x)d*z
by M

Das Integral der Funktion f rechts ist dabei im Sinne von 4.3.8 oder fiir hinrei-
chend vorgebildete Leser auch als des Lebesgue-Integral der integrierbaren Funk-
tion f iiber die meBbare Teilmenge M C R"™ zu verstehen.
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Beispiel 6.4.11 (Wegintegral als Differentialformenintegral). Gegeben eine ori-
entierte 1-Fastfaltigkeit M und eine surjektive orientierungsvertrigliche Integrati-
onskarte ¢ : [a,b] — M fillt das Integral einer 1-Form w iiber M zusammen mit
dem Wegintegral der 1-Form w iiber den Weg ¢, denn auch das fillt zusammen
mit dem Integral der zuriickgeholten 1-Form (*w iiber die in der offensichtlichen
Weise orientierte Fastfaltigkeit [a, b], in Formeln

b
/w:%go*w:j{w
M a ©

Ist speziell unsere Fastfaltigkeit in den R" eingebettet, so hat unsere 1-Form w die
Gestalt w = wydzy + ... + w,dz, und unser Wegintegral wird von Anwendern
meist geschrieben als das Wegintegral des Vektorfelds v = (wy,...,w,)" lings

©, in Formeln
b b
/w:jgw:/@,d@:/ v-dep
M © a a

Beispiel 6.4.12. Die Interpretation der Integration von Differentialformen iiber
orientierte Hyperflichen in R™™! als ,,FluB*“ benotigt von den hier explizit be-
handelten Fillen den groften begrifflichen Aufwand und wird uns bis zum Ende
dieses Abschnitts beschiftigen.

Definition 6.4.13. Ist M C R"*! eine Hyperfliche, so gibt es zu jedem Punkt
p € M genau zwei Vektoren der Linge Eins in R"™?, die auf dem Tangentialraum
T, M senkrecht stehen. Ist M dariiber hinaus orientiert, so hat genau ein Vektor

N, von diesen beiden die Eigenschaft, da fiir jede angeordnete Basis vy, ..., v,
von T, M der Orientierung ¢ die Standardorientierung der angeordneten Basis
Ny, vi, ..., v, des R™*! auch ¢ ist. Wir erhalten so eine stetige Abbildung

N: M — Rt
p = N,

Man nennt sie das orientierte Normalenfeld.

6.4.14. Wir indizieren nun die Koordinaten auf dem R"*! etwas uniiblich als
%0, T1,...,T, und ordnen jedem Vektor ' € R"*! eine alternierende Multili-
nearform wr € Alt"(R™™!) zu durch die Vorschrift

Wr(v1, ..., v0p,) = det(Floq] ... |vp)

Rechts ist hier die Matrix mit den entsprechenden Spaltenvektoren zu verstehen.
In derselben Weise ordnen wir auch jedem Vektorfeld £ auf R"™! eine n-Form
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wp zu und erkennen durch das Auswerten an Tupeln der Standardbasis, dal sie
geschrieben werden kann in der Gestalt

wp =Y (~1)Fdzg A... Adz; A... Ada,
=0

Im R? entspricht speziell einem Vektorfeld F' = (F,, F,,, F,) die 2-Form
wp = Fpdy Ndz + Fydz ANdo + F.do A dy

Die unteren Indizes diirfen dabei nicht als partielle Ableitungen mi3verstanden
werden, sondern meinen vielmehr die Komponenten unseres Vektorfelds, die wir
auch Fi, Fy, F3 oder in unserer komischen Indizierung vielleicht besser Fy, F}, F5
hitten notieren konnen. Mit diesen ganzen Begriffsbildungen konnen wir nun for-
mulieren:

Proposition 6.4.15 (FluB als Differentialformenintegral). Seien M C R"*! ¢i-
ne orientierte Hyperfliche, I' ein stetiges relatives Vektorfeld auf M mit kompak-
tem Tréiiger, und N das orientierte Normalenfeld auf M. So gilt fiir die zu unserem
Vektorfeld F' gehorige n-Form wr die ldentitdt

/MwF:/M<F,N>:/MF-N

6.4.16. Die Mitte und die rechte Seite unterscheiden sich hier nur in der Notation
fiir das Skalarprodukt und sind als Flachenintegrale im Sinne von 4.2.1 zu verste-
hen. Das Integral des Skalarprodukts unseres Vektorfelds /' mit dem orientierten
Normalenfeld NV heif3t der FluB des Vektorfelds /' durch die orientierte Hyper-
fliche M. Dies Oberflichenintegral mag der Anschauung besser zugénglich sein
als unser Integral iiber eine Differentialform. Fiir das explizite Rechnen ist jedoch
die Darstellung als Integral einer Differentialform oft giinstiger, wie etwa Beispiel
6.4.7 illustriert.

Beispiel 6.4.17 (Integration einer FluBdichte). Ist X ein dreidimensionaler ori-
entierter reeller affiner Raum und M C X eine orientierte zweidimensionale Fast-
faltigkeit alias Flidche und w die 2-Form der FluBdichte eines bewegten Gases wie
in 6.2.5, so beschreibt das Integral von w iiber M die Gesamtmasse an Gas, die
im gegebenen Zeitintervall in einer durch die Orientierung bestimmten Richtung
durch unsere Fldche M hindurchtritt. Gas, das in der Gegenrichtung durch unsere
Fléche tritt, schlidgt dabei negativ zu Buche.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf es ei-
ne positiv orientierte Integrationskarte ¢ : Q = M gibt mit (supp F') N M C
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©(Q°). Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir unser Vektorfeld F in der Form
p — F,, wo der Index ungliicklicherweise eine vollig andere Bedeutung hat
als in 6.4.14. Wir zerlegen nun unser Vektorfeld F' an jedem Punkt p € M in
einen orthogonalen und einen tangentialen Anteil als F, = (F},, N,,) N, + R, mit
R, € T,M und finden fiir alle x €¢ W

(P w)z(er, - en) = W@ (depler), ..., dap(en))
= det(F()|dop)
= (Fi(a), No@)) det(Np)|dap)
= (Fo@) No(w)) vol(datp)

wo in der zweiten Zeile die quadratische Matrix gemeint ist, die aus der Jacobi-
Matrix zu d, entsteht durch Anfiigen von F,(,) als erster Spalte. Fiir die dritte
Gleichheit verwenden wir, dal eine quadratische Matrix mit linear abhéingigen
Spalten die Determinante Null hat, und fiir die vierte unsere erste Formel aus
4.2.5 fiir Gram’sche Determinanten. Die Gleichheit der beiden Integrale folgt nun
aus den Definitionen. ]

Beispiel 6.4.18 (FluBl durch eine Hemisphére). Anschaulich kann man unser
Integral aus 6.4.7 also auch als den FluB3 durch die obere Hemisphire des senk-
rechten Vektorfelds 22 e; verstehen. In der Notation von dort hitten wir etwa

/xde/\dy:/wQeg-N
H H

Hier meint N das ,,nach auBlen weisende Normalenfeld*, das in unserem Fall
auch das ,,orientierte Normalenfeld* nach 6.4.13 ist. Zur Probe rechne ich hier
die rechte Seite auch noch direkt aus. Auf der Einheitssphire stimmen ja der
Ortsvektor und der nach auBlen weisende Normalenvektor iiberein, so dal3 der
Riickzug der Funktion x2 e - N beziiglich unserer Karte ¢ : R — H die Funk-
tion cos? ¥ sin ¢ sin 99 ist. Um das Fliichenintegral rechts zu bestimmen, gilt es die
Gram’sche Matrix zu berechnen. In unserem Fall haben wir

—siny 0
dp = |cospcosty —sinpsind
sinpcosty  cospsind

und die Matrix der Skalarprodukte der Spaltenvektoren ergibt sich zu

(A6)Td¢ = (1 ) )

0 sin?yp

und die Wurzel aus deren Determinante zu sin ¢, so da3 wir bei demselben Dop-
pelintegral iiber cos? 1) sin® ¥ sin ¢ landen wie in 6.4.7.
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Ubungen

Ubung 6.4.19. Berechnen Sie den FluB des Vektorfelds F' : (x,y,2) — (x,0,0)
durch die Einheitssphire, die Sie dazu mit einer Orientierung ihrer Wahl versehen
mogen.

6.5 Hohere Ableitungen ohne Koordinaten

6.5.1. Gegeben eine offene Teilmenge U @ R"™ heifit eine Abbildung f : U — R™
glatt oder beliebig differenzierbar oder auch eine C*°-Abbildung genau dann,
wenn zu allen Komponenten f,, von f fiir 1 < p < m alle gemischten hoheren
partiellen Ableitungen, in der Multiindexschreibweise aus 2.2.3 also alle 0 f,, fiir
beliebige o € N" auf ganz U existieren. Existieren sie bis zum Totalgrad |«| < k
und sind stetig, so spricht man von einer C*-Abbildung, wobei das C wieder fiir
,continous* alias stetig steht. Wir wollen nun diese Bedingungen auf Abbildun-
gen mit halboffenem Definitionsbereich und den Fall von beliebigen normierten
reellen Rdumen ausdehnen.

6.5.2. Gegeben Vektorrdaume V, W und £ > 0 bilden wir dazu den Vektorraum
Mult®(V, W) aller multilinearen Abbildungen des Produkts von % Kopien von
V nach W. Im Fall & = 0 verstehen wir Mult”(V, W) = W. Man bemerke die
Isomorphismen Hom (V, Mult®(V, W)) = Mult**!(V, W) durch f + (f) mit
(fY(vo, v, ... vk) = (f(vg)) (v, ..., k).

6.5.3. Die Notation (f) haben wir auch schon an anderer Stelle fiir den ,,von f
erzeugten Untervektorraum* eingefiihrt. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es aus
dem Kontext zu erschlielen.

6.5.4. Gegeben normierte reelle Vektorraume V, W und k£ > 0 bilden wir dhnlich
den normierten Vektorraum B*(V, W) aller stetigen multilinearen Abbildungen
des Produkts von k& Kopien von V' nach W, versehen mit der Norm [ ] .
Im Fall k& = 0 verstehen wir B°(V, W) = V. Man bemerke die Isomorphismen
von normierten Vektorriumen B(V, B*(V, W)) = B* (V. W) durch f — (f).

6.5.5. Sind X, Y normierte reelle Rdume und ist A C X eine halboffene Teilmen-
geundg: A — B’“()? , }7) eine differenzierbare Abbildung, so fassen wir dg mit
der Identifikation aus 6.5.4 auf als diejenige Abbildung dg : A — Bk“()? , 17),
die gegeben wird durch = — (d,g).

Definition 6.5.6. Gegeben X, Y normierte reelle Riume und A C X eine halb-
offene Teilmenge und f : A — Y eine Abbildung setzen wir d°f := f und
d'f :=df : 2 — d,f und definieren induktiv fir £ > 2 die k-te Ableitung

d“f: A— B*(X,Y)

186



als d*f := d(d*"'f), falls die (k — 1)-te Ableitung existiert und differenzierbar
ist auf A. Existieren alle hoheren Ableitungen von f bis zur Ordnung & und sind
stetig, so nennen wir f von der Klasse C* oder auch eine C*-Abbildung. Zum
Beispiel bedeutet C! nichts anderes als stetig differenzierbar und C° nichts anderes
als stetig. Ist f von der Klasse C* fiir alle &, so heiBt die Abbildung f glatt oder
beliebig differenzierbar oder von der Klasse C* oder eine C>°-Abbildung.

6.5.7 (Koordinatenfreie Taylorformel). Die Vertauschbarkeit der partiellen Ab-
leitungen laBt sich koordinatenfrei dahingehend formulieren, daf} unsere htheren
Ableitungen d* f in den symmetrischen multilinearen Abbildungen landen, d.h.
in denjenigen multilinearen Abbildungen, die ihren Wert nicht dndern, wenn man
ihre Argumente untereinander vertauscht. Wir gehen darauf nicht niher ein, emp-
fehlen aber dem Leser zu priifen, daf sich die hoheren Terme der Taylorentwick-
lung 2.2.5 koordinatenfrei in der Form (k!)~*(d*f)(h, ..., h) darstellen lassen.

Definition 6.5.8. Seien X, Y normierte reelle Riume und A C X, B C Y halb-
offene Teilmengen. Eine Abbildung f : A — B heiBt ein C*-Diffeomorphismus
genau dann, wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch seine Umkehrung f~! :
B — Abeide C*-Abbildungen sind. Sprechen wir ohne nihere Spezifizierung von
einem Diffeomorphismus, so meinen wir einen C*°-Diffeomorphismus.

Ubungen

Ubung 6.5.9. Die Exponentialabbildung exp : Mat(n; C) — Mat(n; C) ist glatt.
Hinweis: Glattheit von Potenzreihen in mehreren Variablen 2.3.11.

Ubung 6.5.10. Gegeben ein Banachraum V ist das Invertieren eine glatte Abbil-
dung auf der Menge der invertierbaren Elemente von B(V'). Hinweis: 1.4.11.

Ubung 6.5.11. Seien X,Y normierte Riume und A C X halboffen. Eine diffe-
renzierbare Abbildung f : A — Y ist von der Klasse C* genau dann, wenn die
Abbildung A x X — Y x Y, (x,v) — (f(z), (d.f)(v)) von der Klasse C*~! ist.

Ubung 6.5.12. Jede Verkniipfung von C*-Abbildungen ist von der Klasse C*. Jede
Verkniipfung von glatten Abbildungen ist glatt. Hinweis: 1.5.11 und 6.5.11.

Ubung 6.5.13. Eine Abbildung in ein Produkt von endlich vielen normierten re-
ellen Vektorrdumen ist C* genau dann, wenn ihre Komponenten C* sind.

6.5.14. Seien X und Y vollstindige normierte reelle Raume. Ist U @ X offen
und f : U — Y eine Ck—Abbildung fir 1 < k£ < oo und ist an einer Stelle
p € U das Differential ein Isomorphismus mit stetigem Inversen, so induziert f
einen C*-Diffeomorphismus von einer offenen Umgebung von p mit einer offenen
Umgebung von f(p). Das folgt sofort aus 3.1.4 mit den vorhergehenden Ubungen,
insbesondere 6.5.10.
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6.6 AuBere Ableitung von Differentialformen

6.6.1. Gegeben ein Vektorraum V' definieren wir fiir alle £ > 0 eine lineare Ab-
bildung alt : Hom(V, Alt" V') — Alt"™ V durch die Vorschrift

k
(alt f)(vo, v, ..., v5) 1= Z(—l)if(vi)(vo, ey Uiy ey )
i=0
Hier soll die ,,Tarnkappe* iiber v; wie tiblich bedeuten, dafl dieser Eintrag beim
entsprechenden Summanden auszulassen ist.

Erginzung 6.6.2. Leser mit entsprechenden Kenntnissen in multilinearer Algebra
konnen unsere Abbildung im endlichdimensionalen Fall, und nur der ist fiir uns
hier relevant, auch verstehen als die Komposition

Hom(V, AltF V) = V* @ Alt* V & AP+ v

des Inversen zum Standardisomorphismus V* @ W = Hom(V, W) aus [ ]
mit dem Dachprodukt.

Definition 6.6.3. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A C X halb-
offen. Eine Differentialform w : A — Alt"* X heift differenzierbar, wenn sie als
Abbildung von der halboffenen Teilmenge A des endlichdimensionalen reellen
Raums X in den endlichdimensionalen reellen Vektorraum Alt* X differenzierbar
ist im Sinne von 1.2.2. Sie heif}t stetig differenzierbar wenn sie stetig differenzier-
bar ist im Sinne von 1.5.2, wenn also ihr Differential auch stetig ist als Abbildung
A — Hom(X, Alt* X)) gegeben durch z — d,w.

Definition 6.6.4. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A C X
halboffen. Gegeben w : A — Alt” X eine differenzierbare k-Form erkliren wir
eine (k + 1)-Form

(dw) : A — AltFH' X

durch die Vorschrift (dw), := alt(d,w), wobei d,w : X — Alt* X das Differenti-
al im Sinne von 1.2.2 unserer Form w : A — Alt" X an einer Stelle z € A meint.
Wir nennen dw die &uBere Ableitung von w. Den Unterschied zwischen Differen-
tial dw und duBerer Ableitung dw bringen wir nur durch die Wahl der Schriftart
zum Ausdruck. Eine differenzierbare Differentialform, deren dulere Ableitung
verschwindet, heiflt geschlossen.

6.6.5. Gegeben U @ X eine offene Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen
Raums ist ein differenzierbares Kovektorfeld w auf U geschlossen im hier erklar-
ten Sinne genau dann, wenn w geschlossen ist im Sinne von 5.7.1, wenn also das
Wegintegral von w iiber jeden geschlossenen in U zusammenziehbaren Integrati-
onsweg verschwindet.
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6.6.6 (Anschauung fiir die duBere Ableitung). Um uns die duBlere Ableitung
dw zu veranschaulichen, erinnern wir zunichst an den Fall einer Nullform alias
Funktion, die wir dann statt w lieber f nennen. Deren duflere Ableitung (df), ist
schlicht das Differential d,. f bei x und kann dadurch beschrieben werden, dal} es
jedem Richtungsvektor v € X die Zahl

— . 1 —

(A)a(@) = lim ~ (/& +17) — f(2))
—0 t

zuordnet. Im Fall einer Einsform alias eines Kovektorfelds w kann seine dufere

Ableitung (dw), bei x analog dadurch beschrieben werden, daf} sie jedem geord-

neten Paar von Richtungsvektoren (v, W) € X? die Zahl

()7, 1%ﬁ/mm

zuordnet mit der Notation ~(x, tv, tw) fir den Weg, der einmal das Parallelo-
gramm mit einer Ecke = und Kantenvektoren ¢¢' und ¢« umléuft, und zwar stiick-
weise linear erst von x nach x + ¢¥, dann weiter nach x + t¥ + ¢, von da nach
x + t, und dann wieder zuriick nach x. Moglicherweise haben Sie das bereits als
Ubung 5.7.20 gezeigt. Im allgemeinen Fall einer k-Form w schlieBlich haben wir

1
(dw),(Vo, ..., T) = lim — w

k+1
t=01 F(,tT0,...,t7,)

mit /' zumindest fiir v, . . . , U} linear unabhéngig der in geeigneter Weise orien-
tierte Oberfliche eines Parallelpipeds mit Ecke = und Kantenvektoren ¢v;, iiber
die wir dann unsere k-Form integrieren. Das wird recht direkt aus dem Satz von
Stokes mit Ecken 6.8.17 folgen, wie sie als Ubung 6.8.28 werden ausarbeiten diir-
fen.

Satz 6.6.7 (Rechnen mit der duBBeren Ableitung). Seien w und n differenzierbare
Differentialformen auf einer halboffenen Teilmenge A eines endlichdimensionalen
reellen Raums X. So haben wir:

1. Die Zuordnung w > dw ist linear;
2. Fiir Nullformen alias Funktionen f gilt df = df;

3. Fiir das Differential des Produkts gilt die Leibniz-Regel

d(w An) = (dw) A+ (=D)¥lw A dn
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Der Weg v(p, t7, t) aus Ubung 6.6.6. Mit t — 0 wird er natiirlich immer
kleiner.
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4. Gegeben eine C*-Abbildung ¢ : B — A von einer halboffenen Teilmenge
eines weiteren endlichdimensionalen reellen Raums nach A haben wir die
Verwandtschaftsvertriglichkeit der duBeren Ableitung

d(¢*w) = ¢*(dw)
5. Ist w stetig differenzierbar und dw auch stetig differenzierbar, so gilt

d(dw) =0

6.6.8. Diese Formeln machen zusammen mit der graduierten Kommutativitit 6.1.12
des Dachprodukts und mit unserer Regel

df = Z%dxi
i=1 " *

aus 5.1.16 fir das Differential einer differenzierbaren Funktion f : A — R auf
einer halboffenen Menge A C R"™ das Rechnen mit Differentialformen auf3eror-
dentlich bequem. Der Formalismus der Differentialformen geht auf Elie Cartan’s
Arbeiten zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts zuriick. Die Vertriglichkeit der
duleren Ableitung mit Verwandtschaft macht die Umrechnung zwischen verschie-
denen Koordinatensystemen derart einfach, dal es auch bei anderen Umrechnun-
gen oft der bequemste Weg ist, sie auf diesen Formalismus zuriickzufiihren. Als
Beispiel bespreche ich die Umrechnung des Laplace-Operators in krummlinige
Koordinaten in 6.9.11 folgende.

6.6.9 (Unterschiede zum Kalkiil mit beliebigen Multilinearformen). Man be-
achte den dramatischen Unterschied zu unseren Ableitungen 6.5.5 von nicht not-
wendig alternierenden Multilinearformen, die wir dort sogar im vektorwertigen
Fall betrachtet hatten. Die Definition dort war fast dieselbe, bis auf das Detail,
daB} wir dort beliebige Multilinearformen betrachtet hatten und folgerichtig nach
dem Ableiten auch nicht den alternierenden Anteil genommen hatten. Dennoch
sind alle drei Aussagen des vorhergehenden Satzes in dieser analogen Situation
falsch. Etwas vage gesprochen folgen unsere Aussagen eben gerade aus den Zu-
sammenspiel zwischen dem Kommutieren der partiellen Ableitungen und dem
Antikommutieren des Dachprodukts.

6.6.10 (Diskussion der Eigenschaften der duBeren Ableitung). Die Regel 6.6.7.4
konnen wir auch ¢ : n ~ w = ¢ : dn ~ dw schreiben. Sie besagt also in Wor-
ten, daf3 die duBlere Ableitung mit Verwandtschaft vertraglich ist. Der Leser sei er-
mutigt, sich das im Lichte unserer Anschauung 6.6.6 auch bildlich klarzumachen.
Die Regel ddw = 0 ist zumindest fiir Nullformen im Lichte unserer Anschauung
6.6.6 leicht einzusehen, da das Integral des Differentials einer Funktion iiber jeden
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geschlossenen Integrationsweg verschwindet. Fiir Kovektorfelder sollte die Iden-
titdt ddw = 0 zumindest aus dem Stokes’schen Satz 6.8.2 heraus klar werden: Er
besagt, da3 das Integral von dw iiber eine Fliche unseres Parallelpipeds auch als
Integral von w iiber dessen Rand geschrieben werden kann, und die Summe al-
ler Randintegrale iiber die sechs Fliachen unseres Parallelpipeds ist offensichtlich
wieder Null.

6.6.11. In nebenstehendem Bild wage ich den Versuch einer anschaulichen Inter-
pretation der Vertriaglichkeit zwischen der dufleren Ableitung und dem Zuriickho-
len von Kovektorfeldern. Gegeben ist ein Kovektorfeld w rechts und ein Punkt p
mit zwei Richtungsvektoren v, w0 links. Das Wegintegral von ¢*w tiber den kleinen
Parallelogrammweg links approximiert (d(¢*w)),(v, @). Es stimmt nach 5.3.7.3
iiberein mit dem Wegintegral des Kovektorfelds w iiber seinen Bildweg rechts,
eingezeichnet als durchgezogener Rundweg aus vier krummen Stiicken. Dahinge-
gen approximiert das Wegintegral iiber den kleinen gestrichelten Parallelogramm-
weg rechts (dw) g () (dp@ (), dpd(w)). Die Anschauung soll uns nun sagen, daBl im
Grenzwert ¢t — 0 wie in 6.6.6 die entsprechenden beiden Wegintegrale rechts nach
Teilen durch ¢? gegen denselben Wert streben. In der Tat werden ja nicht nur die
beiden Rundwegsintegrale klein von zweiter Ordnung, sondern die beiden Wege
werden sich bei ¢ — 0 auch sehr dhnlich, und das sorgt dafiir, da3 die Differenz
threr Rundwegsintegrale fiir ¢ — 0 sogar von dritter Ordnung verschwindet.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind offensichtlich. Wir fithren den Beweis
der restlichen Aussagen in mehreren Schritten.

Leibnizregel. Wir beginnen mit dem Fall des Produkts einer konstanten k-Form
wo € Alt* X mit einer differenzierbaren Funktion f A — R In diesem Fall
behauptet unsere Formel

d(wa> == df N wWo

Leser mit entsprechenden Kenntnissen in multilinearer Algebra erkennen das auf
den ersten Blick, das Differential an = — f(x)wy an einer Stelle p € A ist eben
dp(fwo) + U — ((dpf)(¥))wo und entspricht dem Tensor (d,f) ® wy, dessen
Bild unter alt dann (d,f) A wp ist. Man kann die Formel aber auch mit unserer
vom Tensorkalkiil unabhhingigen Beschreibung von alt leicht verifizieren. Im
allgemeinen konnen wir w und 7 schreiben als Summen von Formen der Gestalt
aw,, bn, mit w,, 71, konstant und a, b differenzierbaren Funktionen. Es reicht also,
die Behauptung fiir w = aw,, 7 = b1, zu priifen. Im Fall von Funktionen liefert die
Produktregel, wie bereits in 5.1.14 erwéhnt, unmittelbar d(ab) = (da)b + a(db).
Dann gilt nach dem bereits bewisenen Fall aber dw = da A w,, dn = db A 1,
und damit d(w A 1) = ((da)b + a(db))w, A 1.. Da zusitzlich gilt db A w, =
(—1)%lw, A db, folgt die Leibnizregel.
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Versuch einer anschaulichen Interpretation der Vertraglichkeit zwischen der
duBeren Ableitung und dem Zuriickholen von Kovektorfeldern.
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dd = 0 im Fall X = R". Fiir eine Nullform alias eine Funktion w = @ auf einer

offenen Teilmenge eines R” erhalten wir ganz explizit da = ., a =L dx; und
9a d%a
dda = ———dz; Ndx; = - dz; Ndx; =0
“ z]zl 0%3@ i . ZJ (ijaxz 8[EZ83L’]) & *

Hierbei haben wir die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen 2.1.11 ver-
wendet, die hinwiederum aus der Annahme der Stetigkeit der zweiten Ableitun-
gen folgt. Fiir eine k-Form w auf einer offenen Teilmenge des R", sagen wir
w = D ;= ardzy, erhalten wir damit sofort d(dw) = > d(dar) A dz; = 0.
Fiir eine k-Form w auf einer halboffenen Teilmenge des R"™ folgt unsere Behaup-
tung dann aus der Stetigkeit von d(dw).

Verwandtschaftsvertrdglichkeit fiir ¢ affin. Gilt d¢* = ¢*d bei w und 7, so nach
der Produktregel auch bei w A 7. Es reicht also, unsere Formel fiir Funktionen
alias Nullformen und fiir konstante 1-Formen zu zeigen. Der Fall von Funktionen
ist 5.1.26. Fiir eine konstante 1-Form w, und ¢ affin ist natiirlich ¢*w, auch eine
konstante 1-Form, mithin gilt wie gewiinscht d(¢*w,) = 0 = ¢* (dw,).

dd = 0 im Allgemeinen. Ist ¢ : R™ = X ein Isomorphismus von affinen Rdumen,
so folgt ¢*(ddw) = dd(¢*w) = 0 und mithin ddw = 0.

Verwandtschaftsvertrdaglichkeit im Allgemeinen. Gilt d¢* = ¢*d bei w und 7, so
nach der Produktregel auch bei w A7. Es reicht also, unsere Formel fiir Funktionen
alias Nullformen und fiir konstante 1-Formen zu zeigen. Der Fall von Funktionen
ist 5.1.26. Fur eine konstante 1-Form w, haben wir hinwiederum w, = da fiir eine
geeignete Funktion a, genauer fiir jede affine Abbildung a von unserem affinen
Raum nach R mit linearem Anteil @ = w,. Damit ergibt sich fiir ¢ beliebig unmit-
telbar dop*w, = dop*da = ddp*a = 0 = ¢*0 = ¢*dw,, wo wir im mittleren Schritt
verwenden, daf} uns die Regel ¢*da = d¢*a fiir Funktionen a ja aus 5.1.26 bereits
zur Verfiigung steht. [

Beispiel 6.6.12. Im Fall X = R" wird fiir eine Differentialform der Gestalt w =
> aydz; ihre duBere Ableitung dw gegeben durch die Vorschrift

dw = Zd(af) Adzy

Vorne ist hier das Differential der Funktion a; gemeint, hinten der formale Aus-
druck do; = dajy A ... A dayg fiir i(1) < ... < i(k) die der GroBe nach
aufgezihlten Elemente einer Teilmenge I C {1,...,n}.

Ubungen

Ubung 6.6.13. Priifen Sie fiir die Differentialform z2dx Ady—4 ¥ dx Adz, daB erst

die d@uBere Ableitung bilden und dann auf Kugelkoordinaten iibergehen dasselbe
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Resultat liefert wie erst auf Kugelkoordinaten iibergehen und dann die dullere
Ableitung bilden.

Ubung 6.6.14. Zeigen Sie, daB fiir eine stetig differenzierbare k-Form w auf dem
R3 mit k£ > 1 die Bedingung dw = 0 gleichbedeutend ist zur Bedingung, daB es
eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form 7 auf dem R gibt mit w = dn.

6.7 Randfaltigkeiten

Definition 6.7.1. Sei X ein reeller Raum endlicher Dimension und k£ > 1. Ei-
ne Teilmenge M C X heiBit eine k-dimensionale berandete Untermannig-
faltigkeit oder kurz Randfaltigkeit von X, wenn es fiir jeden Punkt p € M ein
Paar (U, g) gibt aus einer offenen Umgebung U @ X von p und einem Diffeomor-
phismus g : U = ¢(U) von U auf eine offene Teilmenge ¢g(U) @ R™ derart, daf}
gilt:
gUN M) =g(U)N (Rey x RETL x 0"7F)

Ein derartiges Paar (U, g) nenne ich eine Halbraumpléttung von M um p. Fir

a : Rey x R¥! < R" die Nullen anhiéingende Abbildung und W := a~'(g(U))
erkldren wir die Plattungskarte

oW =M

zu unserer Halbraumplittung durch ¢ := ¢! o a. Ganz allgemein heiBt eine

Abbildung » : W — M mit W @ (R<y x R*"1) eine Pliittungskarte von ),
wenn sie die Plattungskarte zu mindestens einer Halbraumplittung von M ist.

6.7.2. Eine berandete Untermannigfaltigkeit der Kodimension Null in einem end-
lichdimensionalen reellen Raum heift auch eine C'-berandete Teilmenge. Unser
Bild von eben stellt eine C'-berandete Teilmenge der Papierebene dar.

Beispiele 6.7.3. Alle mehrpunktigen Intervalle in R sind C!-berandete Teilmen-
gen. Die abgeschlossene Vollkugel {(z,y,z) | 2? + y* + 2% < 1} ist eine C'-
berandete Teilmenge des R?.

Lemma 6.7.4. Sei M eine Randfaltigkeit der Dimension k. So haben wir:
1. Unser M ist eine k-Fastfaltigkeit;

2. Fiir jede Plittungskarte o : W — M von M gilt Mg N (W) = p(W°)
mit unserer Notation M, fiir die Mannigfaltigkeit der reguliiren Punkte;

3. Das Komplement OM = M\M,., ist eine (k — 1)-Mannigfaltigkeit, der
Rand von M.
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Eine zweidimensionale berandete Untermannigfaltigkeit der Papierebene mit



6.7.5 (Diskussion der Notation). Das Symbol 0 ist ein griechisches d. Die No-
tation OM fiir den Rand ist wohl darauf zuriickzufiihren, daB sich das Bilden des
Randes nach dem Satz von Stokes 6.8.2 als eine in gewisser Weise ,,duale Ope-
ration“ zum Differenzieren auffassen 1468t und in jedem Falle dazu eng verwandt
ist. Der eben erklirte Begriff von Rand fillt im Fall n = £ und M abgeschlossen
im umgebenden affinen Raum mit dem in der Topologie verwendeten Begriff von
Rand 4.3.1 zusammen, ist im allgemeinen aber davon verschieden.

Beweis. Die erste Aussage des Lemmas ist klar. Um Teil 2 zu zeigen bemerken
wir, daf} gegeben zwei Pléttungskarten (V) ¢)) und (W, ) einer Randfaltigkeit mit
e(W) = (V) durch Anwenden des Umkehrsatzes 3.1.2 auf den Kartenwech-
sel k = 1! o folgt K(W°) C V° und durch Anwenden auf den umgekehrten
Kartenwechsel sogar x(IW°) = V°. Dall OM eine (k — 1)-dimensionale Mannig-
faltigkeit ist, folgt dann unmittelbar. [

Beispiele 6.7.6. Der einzige Randpunkt der Randfaltigkeit [a,b) C R ist a. Ei-
ne abgeschlossene Kreisscheibe in der Ebene ist auch als Teilmenge des Raums
aufgefaB3t eine zweidimensionale Randfaltigkeit mit dem Einheitskreis als Rand.

Definition 6.7.7. Gegeben eine Plittungskarte (W, ¢) einer (k + 1)-Randfaltig-
keit M definieren wir die induzierte Karte (1V, ©) des Randes 0M durch die
Vorschrift

(W, @) := (i (W), p o)
mit i : R¥ — Ry x R* der Einbettung = ~ (0, z).

6.7.8. Unter einer Orientierung einer Randfaltigkeit der Dimension £ verstehen
wir wie bei allgemeinen Fastfaltigkeiten eine Orientierung ihres reguldren Teils.

Lemma 6.7.9. Gegeben eine orientierte (k + 1)-Randfaltigkeit M gibt es genau
eine Orientierung ihres Randes OM derart, daf fiir jede Pldittungskarte der Ori-
entierung € auch die induzierte Karte des Randes die Orientierung ¢ hat. Wir
nennen sie die induzierte Orientierung des Randes.

Beweis. Seien (W,, ¢, ) und (W3, pg) zwei Plittungskarten von M. Der Karten-
wechsel g, 1 Wag = Wp, identifiziert W, N (0 x R¥) mit Wg, N (0 x R¥)
und kann dort durch den Kartenwechsel ¢, der auf dem Rand induzierten Karten
ausgedriickt werden als idy X @g,. Gegeben y € W, N W hat die Jacobi-Matrix
d(0,y)¥8, des Kartenwechsels die Gestalt

I(ppa)1 (0,) y

d(O,y)QDBa = 8171 ‘
O dy@ﬁa
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Eine orientierte berandete zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit der
induzierten Orientierung auf ihrem Rand und einer Randkarte
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und ihr Eintrag oben links alias die partielle Ableitung in (0, y) der ersten Kom-
ponente des Kartenwechsels nach der ersten Variablen ist offensichtlich nicht ne-
gativ. Mithin hat in jedem Randpunkt die Funktionaldeterminante eines Karten-
wechsels zweier Plittungskarten von M dasselbe Vorzeichen wie die Funktional-
determinante des Kartenwechsels der auf dem Rand induzierten Karten. [

Beispiel 6.7.10. Gegeben reelle Zahlen a < b und ¢ : [a,b] — X eine stetig
differenzierbare injektive Abbildung in einen endlichdimensionalen reellen Raum
zeigt man unschwer, dafl M := ¢([a, b]) eine 1-Randfaltigkeit ist und ¢ eine In-
tegrationskarte von M und dal M genau eine Orientierung besitzt, fiir die diese
Integrationskarte orientierungsvertriaglich ist. Dann besteht der Rand aus den bei-
den Punkten OM = {p(a), »(b)} und die induzierte Orientierung gibt dem Ersten
dieser Punkte ein negatives Vorzeichen und dem Zweiten ein Positives. Im ho-
herdimensionalen Fall bedeutet unsere Definition anschaulich, daf} die orientier-
ten Basen der Tangentialriume des Randes diejenigen angeordneten Basen sind,
die orientierte Basen der Tangentialrdume der Mannigfaltigkeit liefern, wenn man
noch einen Vektor davorschreibt, der tangential an die Mannigfaltigkeit ist und an
unserem Randpunkt ,,aus der Mannigfaltigkeit heraus zeigt®. Ist speziell M = 0K
der Rand einer glatt berandeten Teilmenge K mit der von einer Orientierung des
umgebendem Raums induzierten Orientierung, so nennt man das orientierte Nor-
malenfeld auch das duBlere Normalenfeld, da dann anschaulich gesprochen N,
stets ,,aus K heraus zeigt*®.

Ubungen

Ubung 6.7.11. Seien X und Y endlichdimensionale reelle Riume, U @ X eine
offene Teilmenge und f : U — Y eine stetig differenzierbare Abbildung mit
iberall surjektivem Differential. So ist fiir jede Randfaltigkeit C' C Y ihr Urbild
M = f~1(C) eine Randfaltigkeit von X der Dimension dim X —dim Y + dim C
mit Rand OM = f~!(0C). Man erkennt so zum Beispiel, daB alle Vollkugeln
Randfaltigkeiten sind. Hinweis: 3.3.10 und 3.3.13.

6.8 Integralsatz von Stokes

6.8.1. Bisher haben wir bei der Definition von Fastfaltigkeiten, Randfaltigkeiten
und Mannigfaltigkeiten sowie ihren Plidttungen und Karten alle beteiligten Abbil-
dungen fiir gewohnlich als stetig differenzierbar angenommen. Wenn wir stattdes-
sen C! fiir 1 < [ < oo fordern wollen, schreiben wir das explizit dazu. Statt C*
sagen wir auch glatt. Den Fall [ = 0 betrachten wir hier nicht, da dabei zusitzli-
che Schwierigkeiten auftreten. In diesem Fall versagt etwa unser Beweis fiir die
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Wohldefiniertheit des Randes einer Randfaltigkeit. Fiir das folgende ist dieser Fall
aber auch nicht relevant.

Satz 6.8.2 (Stokes’scher Integralsatz). Seien M eine kompakte orientierte C?-
Randfaltigkeit der Dimension (k1) in einem endlichdimensionalen reellen Raum
und w eine stetig differenzierbare k-Form auf einer halboffenen Teilmenge unseres

Raums, die M umfaf3t. So gilt
/ dw = / w
M oM

mit der induzierten Orientierung des Randes OM auf der rechten Seite.

6.8.3 (Verallgemeinerungen des Stokes’schen Integralsatzes). Der Beweis wird
zeigen, daB} wir statt der Kompaktheit unserer Randfaltigkeit A/ schwicher nur
vorauszusetzen brauchen, daf} der Trager der Differentialform unsere Mannigfal-
tigkeit in einem Kompaktum trifft. In 6.8.17 erkldren wir eine Verallgemeinerung
des Stokes’schen Integralsatzes von Randfaltigkeiten auf ,,Eckfaltigkeiten®, die
fiir die im ,,wirklichen Leben‘ auftretenden Situationen besonders relevant ist.

6.8.4. Konkrete Spezialfille des vorhergehenden Satzes werden ab 6.8.20 disku-
tiert. Bereits hier sei angemerkt, dal fiir eine kompakte Mannigfaltigkeit alias
eine kompakte Randfaltigkeit mit leerem Rand das Integral auf der linken Seite
verschwinden muB, in Formeln OM = = f i dw = 0.

Vorschau 6.8.5 (Varianten fiir abstrakte Randfaltigkeiten). Spiter werden wir
lernen, was eine ,,abstrakte Randfaltigkeit* und eine ,,Differentialform auf einer
abstrakten Randfaltigkeit* ist und wie man solche Differentialformen ableitet und
k-Formen {iiber orientierte k-dimensionale abstrakte Randfaltigkeiten integriert.
In dieser Allgemeinheit gilt dann dieselbe Formel fiir eine beliebige stetig dif-
ferenzierbare k-Form w mit kompaktem Tréiger auf einer beliebigen orientierten
(k + 1)-dimensionalen C*>-Randfaltigkeit M.

Beispiel 6.8.6 (Satz von Stokes im Fall einer FluBdichte). Sei X ein dreidimen-
sionaler orientierter reeller affiner Raum und K C X eine kompakte orientierte
dreidimensionale C?-Randfaltigkeit alias ein Korper wie etwa eine massive Kugel
oder ein massiver Eisenring, den wir uns aber nur als wohlbestimmte Region in
X denken, die durchaus von Gas durchstromt wird. Der Rand 0K ist dann ei-
ne Flidche, etwa eine Kugelschale oder die Oberflache unseres Rings. Sei nun w
die 2-Form der Flu3dichte eines bewegten Gases wie in 6.2.5. Nach 6.4.17 be-
schreibt das Integral von w iiber 0K die Gesamtmasse an Gas, die im gegebenen
Zeitintervall in einer durch die Orientierung bestimmten Richtung durch unsere
Fliche 0K hindurchtritt. Nach 6.6.6 beschreibt die 3-Form dw an jeder Stelle fiir
jede angeordnete Basis aus drei kleinen Vektoren die Gesamtmasse an Gas, die im
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[lustration zum Stokes’schen Satz. Gegeben ein Kovektorfeld w erinnern wir uns
dazu daran, da} nach 6.6.6 seine dulere Ableitung (dw), (v, W) ausgewertet auf
Richtungsvektoren v, 1/ eine Approximation des Wegintegrals von w iiber den
Rundweg von p erst nach p + ¢, dann weiter nach p 4+ ¢ + o, von dort nach
p + w und zuriick nach p ist. Es sollte nun anschaulich klar sein, da} die Summe
iber viele derartige kleine Rundwegsintegrale das Randintegral iiber den ganzen
Bereich approximiert. Der Satz von Stokes formalisiert diese Anschauung.
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gegebenen Zeitintervall aus dem entsprechenden kleinen Parallelpiped entweicht
oder in dieses einstromt, je nach Vorzeichen. Nach 6.4.17 beschreibt das Integral
iiber K dieser 3-Form die Gesamtmasse an Gas, die im gegebenen Zeitintervall
aus der Region K entweicht oder in diese einstromt, je nach Vorzeichen. Der
Satz von Stokes besagt dann schlicht, daf} diese Gesamtmasse dieselbe ist wie die
Gesamtmasse an Gas, die im gegebenen Zeitintervall durch die Oberfliche 0K
hindurchtritt.

Beispiel 6.8.7 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Jedes mehr-
punktige kompakte reelle Intervall M = [a,b] ist eine eindimensionale Randfal-
tigkeit in R und erbt von R eine Orientierung. Sein Rand ist die nulldimensionale
Mannigfaltigkeit OM = {a, b} und die induzierte Orientierung darauf gibt dem
Punkt a das Vorzeichen —1 und dem Punkt b das Vorzeichen +1. Eine stetig diffe-
renzierbare Nullform w auf M ist schlicht eine stetig differenzierbare Funktion GG
und ihr Differential ist das Kovektorfeld dw = dG = G’(x)dx. Wir erkennen so,
daf} unser Satz von Stokes 6.8.2 in diesem Fall zum Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung [ ] spezialisiert.

Beispiel 6.8.8 (FluBb durch eine Hemisphire). Wir kommen nochmal auf un-
ser Integral iiber die obere Hemisphire H der 2-Form x?dx A dy aus 6.4.7 zu-
riick, wobei unsere Orientierung der oberen Hemisphére unter der Projektion auf
die Ebene die iibliche Orientierung des R? entsprach. Nun haben wir das Gliick,
22dz A dy = —d(z%ydz) schreiben zu konnen. Der Rand von H ist dann der
im Gegenuhrzeigersinn orientierte Einheitskreis in der xy-Ebene S = {(z,y, 2) |
22 +9? =1, z = 0} und aus dem Satz von Stokes folgt

/ z?dr Ady = / —zydx
H g

Zur Sicherheit machen wir noch die Probe und landen mit

2 2
/ —z?ydr = / — cos” psin ¢ d(cos p) = / cos® psin? pdyp
s 0 0
im wesentlichen bei demselben Integral wie dem, das wir bereits in 6.4.7 berech-
net hatten. Genauer wird der fehlende Faktor 2 von fow sin ¢dy in der Rechnung
dort hier dadurch ausgeglichen, daf} das Integral bis 27 14uft.

Beweis des Stokes’schen Satzes. Gilt die Aussage fiir w und w’, so auch fiir w +
w’. Wir konnen also nach der Beschreibung [ ] der Kompaktheit und
unseren Erkenntnissen 4.1.15 iiber glatte Teilungen der Eins ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dall es eine Halbraumkarte (W, p) von M einer
Orientierung ¢ gibt mit (suppw N M) C p(W). So gilt per definitionem und da
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nach 6.6.7.4 im Fall einer C?-Abbildung die #uBere Ableitung vertauscht mit dem

Zuriickholen
/ﬁ dw = 5/ P (dw) = 5/ d(p*w)
b w w

Bezeichnet (W, @) wie in 6.7.7 die induzierte Karte des Randes und i : RF —
R x R* = +— (0, z) die offensiclltliche Einbettung, so gilt nach unseren Defini-
tionen und wegen ¢ = p oiund W = i~! (W) auch

/ w:e/ gp*w:af/ i*(p*w)
oM w iTlW

Bezeichnen wir mit 7 die Fortsetzung durch Null von ¢*w auf den ganzen Halb-
raum, so reduziert sich der Satz auf einen Spezialfall, den wir im Anschluf} als
eigenstindiges Lemma formulieren und beweisen. [

Lemma 6.8.9. Bezeichne i : R* — Ry x R” die Einbettung x — (0, x) und sei
n eine stetig differenzierbare k-Form mit kompaktem Triger auf R<o x R*. So gilt

o=
RE ReoxRE

Beweis. Wir nennen unsere Koordinaten ausnahmsweise xg, x1, . . ., x; und kon-
nen schreiben

k
n=> mydrgA.. Adz, A... Ndxy
v=0

fiir stetig differenzierbare Funktionen 7, mit kompaktem Tréiger. Es ergibt sich
1*n = no dxy A ... A dxy, die linke Seite ist also schlicht ka no- Auf der rechten

Seite erhalten wir .

dn = Z(—l)"gzy dxg A ... N\dxy
v=0 v

und fiir alle v # 0 verschwindet beim entsprechenden Summanden das v-te par-
tielle Integral, da die Stammfunktion 7, kompakten Trdger hat und von —oo bis
oo integriert wird. Nur der erste Summand liefert also einen Beitrag, und der ist

0 37]()) /
AU ]
/Rk (/_OO 8370 Rk "o

6.8.10 (Bedeutung des Formalismus der Differentialformen). Der hier vorge-
fiihrte Beweis des Stokes’schen Satzes ist ziemlich kurz. Das liegt daran, daf} seine
Formulierung in der Sprache der Differentialformen so gut mit Koordinatenwech-
seln vertrédglich ist, daB3 wir uns beim Beweis leicht auf einen einfachen Spezialfall
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zuriickziehen konnen. In gewisser Weise haben wir also mit der Entwicklung der
Sprache der Differentialformen die Hauptarbeit bereits geleistet. Als wesentliche
nichttriviale Aussage mochte ich dabei insbesondere die Vertriglichkeit der duf3e-
ren Ableitung mit C2-Koordinatenwechseln 6.6.7.4 hervorheben, die sich auch in
vielen anderen Zusammenhingen noch als eine duferst starkes Hilfsmittel erwei-
sen wird.

Beispiel 6.8.11. Wir wiederholen unser Beispiel einer FluBdichte 6.8.6 und iiber-
tragen es in eine andere Formelwelt. Gegeben eine kompakte C!-berandete Teil-
menge K C R" im Sinne von 6.7.2 bezeichne N : 0K — R" das dussere Nor-
malenfeld. Gegeben ein stetig differenzierbares Vektorfeld F' : K — R" erkla-
ren wir seine sogenannte Quelldichte oder auch Divergenz durch die Vorschrift
div F' = g—i +...+ g%:. Ist K sogar C2-berandet im Sinne von 6.8.1, so zeigen
wir den Gaul3’schen Integralsatz

/diVF:/ F-N
K oK

Bilden wir in der Tat zu F' wie in 6.4.14 die zugehérige (n — 1)-Form w = wp, so
finden wir dw = (div F) dx; A ... A dz,,. Mit unseren Ubersetzungen 6.4.4 und
6.4.15 zeigt der Satz von Stokes 6.8.2 dann

/divF:/dw:/ w:/ F-N
K K oK 0K

In Worten ist also der FluB eines Vektorfelds durch den Rand eines C?-berandeten
Kompaktums im R" gleich dem Integral seiner Quelldichte iiber besagtes Kom-
paktum. Anschaulich mag man sich im Fall n = 2 die Oberfliche K eines ebenen
Moores denken, in dem Wasser nach oben dringt und iiber das Moor an den Rand
des Moores flieft. Nehmen wir das Geschwindigkeitsfeld dieses Flusses als un-
ser Vektorfeld, so wire die Divergenz eben die Quelldichte in unserem Moor, das
Randintegral mif3t die Wassermenge, die pro Zeiteinheit am Rand unseres Moores
herausliuft, und unser Satz besagt, dal} sie gleich der Wassermenge sein muf}, die
pro Zeiteinheit im Inneren emporquillt.

Definition 6.8.12. Seien X ein reeller affiner Raum endlicher Dimension n und
k € N. Eine Teilmenge M C X heilit eine k-dimensionale Eckfaltigkeit, wenn
fiir jeden Punkt p € M ein Paar (U, g) existiert bestehend aus einer offenen Um-
gebung U @ X von p und einem Diffeomorphismus g : U = ¢(U) auf eine offene
Teilmenge ¢(U) @ R™ derart, daB gilt

g(UNM) = g(U) N ((Reo)* x 0"7F)
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Eine kompakte 2-dimensionale Eckfaltigkeit M der Papierebene mitsamt einer
Eckenplittung in die dafiir in geeigneter Weise mit R? zu identifizierende
Papierebene.
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Ein derartiges Paar (U, g) heiBe eine Eckenplittung der Eckfaltigkeit 1/ um p.
Unter der zugehorigen Pliattungskarte verstehen wir die Abbildung

oW =M

mit W := a~(g(U)) @ (R<)” fiir a : (R<y)® — R" die Nullen anhiingende
Abbildung und mit ¢ := g~ o a.

6.8.13 (Diskussion der Terminologie). Den Begriff einer ,,Eckfaltigkeit” gibt
es bisher in der Literatur noch nicht. Er ist das Ergebnis meiner Versuche, eine
Begrifflichkeit zu entwickeln, in der der Stokes’sche Integralsatz ohne viel zu-
sdtzlichen Aufwand in einer fiir Anwendungen niitzlichen Allgemeinheit prizise
formuliert und bewiesen werden kann.

Beispiele 6.8.14. Eine nulldimensionale Eckfaltigkeit ist dasselbe wie eine nulldi-
mensionale Mannigfaltigkeit alias eine diskrete Teilmenge. Eine eindimensionale
Eckfaltigkeit ist dasselbe wie eine eindimensionale Randfaltigkeit. Eine zweidi-
mensionale Eckfaltigkeit wire zum Beispiel ein ,,abgeschlossenes Segment einer
Kreischeibe®. Eine dreidimensionale Eckfaltigkeit im dreidimensionalen Raum
ist etwa ein Wiirfel oder ein massiver Zylinder oder eine Vollkugel. Jede Mannig-
faltigkeit ist auch eine Eckfaltigkeit. Eine n-dimensionale Eckfaltigkeit in einem
n-dimensionalen Raum nenne ich auch eine eckig berandete Teilmenge und im
C!-Fall eine C'-eckig berandete Teilmenge, die also salopp gesprochen ,,lokal
um jeden Punkt mit einem C'-Diffeomorphismus in eine Kopie der Standardecke
transformiert werden kann®.

Lemma 6.8.15 (Eckfaltigkeiten und ihr Rand). Jede k-Eckfaltigkeit M ist auch
eine k-Fastfaltigkeit, das Komplement der Menge ihrer reguliiren Punkte OM :=
M\ M, ist eine (k — 1)-Fastfaltigkeit, und fiir jede Pldttungskarte p : W — M
von M gilt

Mreg Np(W) = (W°)

Zusditzlich ist Myeg U (OM ),e eine Randfaltigkeit mit Rand (OM )yeg.

Beweis. Die erste Aussage des Lemmas ist klar. Um die letzte Aussage des Lem-
mas zu zeigen, bemerken wir, dal gegeben zwei Karten (V) und (W, ¢) einer
Eckfaltigkeit mit (W) = (V) durch Anwenden des Umkehrsatzes 3.1.2 auf
den Kartenwechsel k = 1! o ¢ folgt xK(W°) C V° und durch Anwenden auf den
umgekehrten Kartenwechsel sogar x(WW°) = V°. Das zeigt die letzte Aussage.
DaBl OM eine (k — 1)-Fastfaltigkeit ist und Mo, U (OM )., eine Randfaltigkeit,
folgt dann unmittelbar. 0

6.8.16. Sei M eine k-dimensionale Eckfaltigkeit. Das Komplement OM := M\ M,
nennen wir den Rand von M. Unter einer Orientierung von ) verstehen wir
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eine Orientierung als k-Fastfaltigkeit alias eine Orientierung der Mannigfaltig-
keit M,.;. Das ist auch dasselbe eine Orientierung der Randfaltigkeit M., U
(OM )yeg und induziert damit wie in 6.7.9 besprochen eine Orientierung der (k —
1)-Mannigfaltigkeit (OM ), alias Orientierung der (k — 1)-Fastfaltigkeit (0M),
die induzierte Orientierung des Randes.

Satz 6.8.17 (Stokes’scher Integralsatz mit Ecken). Seien M eine orientierte C*-
Eckfaltigkeit der Dimension (k + 1) in einem endlichdimensionalen reellen Raum
und w eine stetig differenzierbare k-Form auf einer halboffenen Teilmenge unseres
Raums, die M umfaf3t, und so daf (suppw) N M kompakt ist. Versehen wir den
Rand OM von M mit der induzierten Orientierung, so gilt

/dw:/ w
M oM

Beweis. Mit denselben Tricks wie beim Beweis des Satzes im Fall von Randfal-
tigkeiten 6.8.2 ziehen wir uns auf den Fall M = (R<y)**t C R¥*! zuriick. Wir
miissen damit nur zeigen, daB fiir i, : (R<g)® — (R<o)**! das Einfiigen einer
Null an der v-ten Stelle und 7 eine stetig differenzierbare k-Form mit kompaktem
Triiger auf (R<o)*! gilt

k
S [ am= [
V=0 (R<g)* (R<g)kt?

Das Nachrechnen dieser Verallgemeinerung von Lemma 6.8.9 bleibe dem Leser
iiberlassen. ]

6.8.18 (Bedeutung der Kompaktheitsannahmen). Im allgemeinen gilt der Satz
von Stokes keineswegs fiir nichtkompakte Randfaltigkeiten, selbst wenn am Rand
,nur ein Punkt fehlt und das die Kompaktheit zerstort®. Ist zum Beispiel () ein
Quadrat in der Ebene ohne die Ecken, so konnen wir auf einer offenen Menge, die
unser eckenloses Quadrat umfaft, ein Vektorfeld konstruieren, das den Fluf} eines
expandierenden Gases beschreibt, das ,,durch die Locher in den Ecken entweicht*
aber dessen Fluf} durch die Randkanten des Quadrats verschwindet. In dieser All-
gemeinheit gélte der Satz von Stokes also nicht. Allerdings miilte unser Gas ,,mit
unendlicher Geschwindigkeit durch die Ecken pfeifen* und sein Geschwindig-
keitsfeld konnte nicht stetig auf besagte Ecken fortgesetzt werden, weshalb auch
die Voraussetzungen fiir unseren Satz von Stokes mit Ecken in diesem Fall nicht
erfiillt wéren. Es gibt noch sehr viel allgemeinere Versionen des Stokes’schen
Satzes mit Ecken, vergleiche etwa [ ], mit denen sich zum Beispiel auch der
FluB} durch die Oberflache eines Ikosaeders oder einer Eiswaffel direkt diskutieren
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Ein expandierendes Gas, das durch die Ecken entweicht, als Beispiel dafiir, daf3
die Kompaktheitsbedingung beim Satz von Stokes notwendig ist.
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lieBen. Der hier besprochene Fall scheint mir jedoch fiir die meisten Anwendun-
gen ausreichend und hat den Vorteil, dal sowohl seine Formulierung als auch sein
Beweis nur wenig begrifflichen Aufwand bendétigen. Den Fall eines Ikosaeders
kann man daraus im iibrigen auch noch erhalten, etwa indem man besagten Iko-
saeder in Dreieckspyramiden mit einer Ecke im Ursprung zerlegt.

6.8.19. Ich formuliere nun einige Spezialfille des allgemeinen Stokes’schen Sat-
zes 6.8.2 in klassischer Notation, um die Lektiire dlterer Texte zu erleichtern. Ich
hoffe jedoch, daB sich der fiir explizite Rechnungen und theoretische Uberlegun-
gen gleichermalen bestens geeignete Formalismus der Differentialformen mit der
Zeit auch bei den Anwendern durchsetzen wird.

Beispiel 6.8.20 (Wegintegral iiber ein Gradientenfeld). Sei M/ C R" eine ein-
dimensionale Randfaltigkeit und ¢ : [a,b] = M eine bijektive Integrationskarte.
So besitzt M genau eine Orientierung, fiir die  eine orientierte Karte ist. Gege-
ben eine Nullform alias Funktion f auf einer halboffenen Menge U @ R", die M
umfaBt, haben wir df = (grad f, ) = (grad f)- und der Satz von Stokes erhilt
nach 6.7.10 und 6.4.9 die Gestalt

b
/ (grad f, di) = 75 af = /M A7 = [ 1= Fel®) - feta))

In dieser Situation erhalten wir also spezielle Fille unserer Erkenntnis fv df =
f(e(b)) — f(e(a)), die wir bereits allgemeiner fiir beliebiges stetig differenzier-
bares ¢ : [a,b] — R™ gezeigt hatten. Wir erhalten die dortige Erkenntnis im all-
gemeinen, wenn wir mit der Randfaltigkeit I = [a, b] mit ihrer offensichtlichen
Orientierung und mit der Funktion f o ¢ arbeiten. Dann ergibt sich

fiadf:ébgo*(df)z/fw*(df)Z/fd(fw)z/affosoz(fow)\i

Beispiel 6.8.21 (Schwerpunkt und Auftrieb homogener Korper). Ein homoge-
ner, als da heif}t iiberall gleich dichter schwerer Korper K wird an einem Seil ins
Wasser gelassen. Wir wollen uns iiberlegen, dafl auch im Wasser der Schwerpunkt
unseres Korpers in der Vertikalen unter dem Aufhidngepunkt bleibt. Fiir inhomo-
gene Korper gilt das im allgemeinen natiirlich nicht! Wir denken uns unseren
Korper als kompakte glatt berandete Teilmenge K C R? mit Schwerpunkt auf der
z-Achse, also [, o = [,y = 0. Die Wasseroberfliche moge die Ebene z = 0
sein. Der Wasserdruck steigt linear mit der Tiefe, auf ein Oberflachenelement der
Fliche o (p) um p € 0K wirkt also die Kraft z(p) N,o (p) mit N, dem orientierten
Normalenvektor bei p. Befindet sich der Aufhédngepunkt etwa in der Hohe / < 0,
so wird das Drehmoment um diesen Aufhidngepunkt das Oberfldchenintegral

/a )N, (p-+ hea)alp)
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Die Komponenten dieses Vektors bei p = (z,y, z) mit N, = (N1, N2, N3) sind
2(No(z4+h)— N3y), z2(Nsz — N1 (2+h)) und z(Nyy — Noz) und konnen auch dar-
gestellt werden als die Skalarprodukte von N, mit den Vektorfeldern vy (z, y, x) =
(0,22 + hz, —2y), va(2,y, 2) = (—2% — hz,0, 22) und v3(z, y, 2) = (2y, —zx,0),
so da es gilt [, (N - v;)o = 0 zu zeigen. Mit dem Satz von Gau} kénnen wir
diese Integrale verwandeln in die Integrale |, 5 divu; und wegen dive; = —y,
div v9 = x und div v3 = 0 verschwinden sie in der Tat alle drei.

Beispiel 6.8.22 (Klassischer Satz von Stokes). Sei M C R? eine kompakte
orientierte berandete Flidche oder priiziser C?-Eckfaltigkeit der Dimension 2. Sei
F : U — R ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge
U @ R3, die M umfaBt, und bezeichne n = (F, ) die zugehorige 1-Form. So fin-
den wir dn = wp, in der Notation von 6.4.14 fiir R : U — R? dasjenige Vektorfeld
rot I auf U, das definiert wird durch die Vorschrift

(8F3 0Fy, 0F, 0F3; O0F, 8F1)
rot F = —

(9362 391:3 ’ 8$3 B 81’1 ’ 6.771 B 833'2

Dies Vektorfeld ist die Rotation unseres Vektorfelds F', wie wir sie in 5.7.13 ein-
gefiihrt haben. Unser allgemeiner Satz von Stokes 6.8.2 spezialisiert in dieser Si-
tuation zum Kklassischen Satz von Stokes

b
/ N~(rotF)a:/ﬂd7]:/ﬁn:/ F-dy
M M oM a

Hier bedeutet N : M — R? wieder das durch die Orientierung von M festge-
legte Normalenfeld 6.4.13 und die letzte Gleichheit gilt fiir ¢ : [a,b] — OM
eine surjektive orientierte Integrationskarte ihres Randes. Allgemeiner konnte ei-
ne surjektive orientierte Integrationskarte des Randes als Definitionsbereich auch
eine endliche disjunkte Vereinigung von kompakten Intervallen haben, dann er-
halten wir rechts die Summe iiber die entsprechenden Wegintegrale. In Worten ist
also das Wegintegral eines Vektorfeldes iiber den Rand einer Fliche gleich dem
FluB der Rotation des Vektorfelds durch besagte Fliche.

6.8.23. Bei Anwendern, die hauptsiichlich im R? arbeiten, ist eine andere symbo-
lische Schreibweise fiir grad, rot und div sehr beliebt: Sie betrachten den soge-
nannten Nabla-Operator V, den man sich denkt als den ,,Vektor von Symbolen*

(Z, a%, £, und schreiben
V f = grad f, zuverstehen als symbolisches Produkt des Nabla-Vektors mit einer
skalaren Funktion;

V - F =div f, zu verstehen als symbolisches Skalarprodukt des Nabla-Vektors
mit einer vektorwertigen Funktion; das Skalarprodukt wird von diesen An-
wendern meist v - w notiert statt wie bei uns (v, w);

210



V x F' =rot F, zu verstehen als symbolisches Vektorprodukt des Nabla-Vektors
mit einer vektorwertigen Funktion, wo eben das Vektorprodukt v X w =
(Vw3 — V3wa, V3w, — V] — W3, V1We — Vewy ) aus der Geometrie des Raums
[ ] zugrundegelegt wird.

In dieser Notation wird dann unsere Formel ddw = 0 fiir w eine Funktion bezie-
hungsweise eine 1-Form auf dem R? verstanden als formal-symbolische Konse-
quenz der Formeln v x v = 0 beziehungsweise v - (v X w) = 0 aus der Geometrie
des Raums.

Beispiel 6.8.24 (Green’sche Formel). Sei G C R? eine kompakte C*-eckig beran-
dete Teilmenge und sei ¢ : Q — R? eine surjektive orientierte Integrationskarte
ihres Randes mit () einer Vereinigung der paarweise disjunkten Intervalle [a;, b;]
fir 1 < ¢ < n. Anschaulich sind die ¢ : [a;,b;] — R? Stiicke eines ,,im Ge-
genuhrzeigersinn auf dem Rand umlaufenden geschlossenen Integrationswegs®.
Gegeben ein stetig differenzierbares Vektorfeld v = (v, vy) auf einer offenen
Umgebung von G betrachten wir die 1-Form (v, ) = n = v1dx; + vedz,. Sie hat
das Differential dn = (rot v)dx; A dz, fir

N 81’1 85172
die in 5.7.13 erklarte skalare Rotation eines Vektorfelds in der Ebene. Der Satz
von Stokes mit Ecken 6.8.17 spezialisiert dann zur Green’schen Formel

n b;
rotv = dn:/ n= / v-dy
\/G /C;; aG Zz; a;

Diese Formel konnten Sie fiir G ein Rechteck bereits in 5.7.22 zur Ubung priifen.

Beispiel 6.8.25 (Fliiche eines ebenen Gebiets). Sei G C R? wie in 6.8.24 eine
kompakte C?-eckig berandete Teilmenge und sei ¢ : Q — R? eine surjektive ori-
entierte Integrationskarte ihres Randes mit () der Vereinigung der disjunkten In-
tervalle [a;, b;] fiir 1 < ¢ < n und mit den Komponenten ¢ = (¢1, 7). Betrachten
wir die 2-Form w = xdy mit Differential dw = dz A dy und p*w = ¢ (t)ph(t)dt,
so spezialisiert der allgemeine Satz von Stokes 6.8.2 zu einer Formel fiir die Fli-
che des Gebietes GG, genauer zu der Regel

n b;
/1:/ﬁdx/\dy:/qx/\dy:Z/ ©1(t)p5(t)dt
G G oG =1 Jai

Fiir achsenparallele Rechtecke priift man das auch leicht ganz explizit nach.
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Die Formel 6.8.25 fiir die Flache eines ebenen Gebiets gilt nun natiirlich ebenso
fiir ,,Gebiete mit Ecken®. Diese Formel kann etwa angewandt werden, um ein
GPS-Geriit so zu programmieren, daf es einem die Fliche des Gebiets berechnet,
das man bei einem Rundweg umrundet hat. Im Spezialfall eines Gebiets, das von
einem den Kanten eines Rechenpapiers folgenden Weg im Uhrzeigersinn
umrundet wird, ergibt sich, wenn wir Stokes auf die Form ydx anwenden, die
Fléache als die Hohe des Schwerpunkts der Menge der horizontalen Kanten, wenn
wir jede Kante nach rechts mit ihrer Hohe gewichten und jede Kante nach links
mit dem Negativen ihrer Hohe. Fiir die Flache des obigen Gebiets ergibt sich so

Ix44+2-2x1-2-3=7
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6.8.26. Ich selber finde die alternative Interpretation dieser Formel mithilfe des
GauB’schen Integralsatzes besonders anschaulich: Quillt in einem Moor iiberall
gleichviel Wasser hoch, so konnen wir seine Fldache bestimmen, indem wir mes-
sen, wieviel Wasser in einem Graben um unser Moor abliuft. Wie genau das Was-
ser auf unserem Moor zum Randgraben lduft, ist dabei vollig unerheblich. Statt
w = xdy konnten wir also ein beliebiges w mit dw = dz A dy nehmen und so
weitere Formeln fiir die Fldche eines ebenen Gebiets erhalten.

6.8.27 (Alternativer Zugang zur Homotopieinvarianz bei Wegintegralen). Wir
konnen nun auch einen besonders kurzen Beweis fiir die Homotopieinvarianz von
Wegintegralen in geschlossenen Kovektorfeldern 5.7.7 geben fiir den Fall, da3 wir
zwei stetig differenzierbare Wege v, : [0, 1] — A betrachten und daf es dazwi-
schen sogar eine zweimal stetig differenzierbare Homotopie A : [0,1]? — A gibt.
Wir nehmen genauer A offen in einem reellen Raum X anund w : A — X* ein
stetig differenzierbares Kovektorfeld. Die Behauptung in 5.7.7 besagt ja gerade,
daB aus dw = 0 folgt fv W= fw w. Aber nun finden wir

/w—/w:/ h*w:/ d(h*w):/ h*(dw) =0
gl (0 a([0,1]2) [0,1]2 [0,1]2

nach der Definition einer Homotopie, dem Satz von Stokes mit Ecken, der Ver-
triglichkeit des Zuriickholens von Formen mit dem @ufleren Differential 6.6.7.4
und unserer Annahme dw = 0.

Ubungen

Ubung 6.8.28. Im Fall einer stetig differenzierbaren k-Form w auf einer offe-
nen Teilmenge eines endlichdimensionalen rellen affinen Raums X zeige man
fiir vy, . . ., Uy € X linear unabhingig die Formel

(dw)s(To, . . ., Uy) = lim “
z\ Y0 ’ t—0 th+1 F(2,t00,...,tT%)

mit F(z,7,...,U) der in geeigneter Weise orientierten Oberfliche eines Paral-
lelpipeds mit Ecke x und Kantenvektoren v;, iiber die wir dann unsere k-Form
integrieren. Hinweis: Satz von Stokes mit Ecken 6.8.17.

Ubung 6.8.29. Man priife die Formel fiir die Fliche eines ebenen Gebiets im Fall
eines achsenparallelen Rechtecks.

Ubung 6.8.30. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Man zeige: Ist M C
X eine glatte Untermannigfaltigkeit, so ist auch das in 6.3.1 erkldrte Tangential-
biindel TM C X x X eine glatte Untermannigfaltigkeit.
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6.9 Der Hodge-Operator mit Anwendungen*

6.9.1. Die folgenden Argumente bauen nicht auf dem Stokes’schen Integralsatz
auf. Es geht vielmehr um Anwendungen des Kalkiils der Differentialformen aus
6.6.

6.9.2. Gegeben ein orientierter n-dimensionaler reeller Vektorraum V' mit einem
Skalarprodukt oder allgemeiner einer nichtausgearteten symmetrischen Bilinear-
form ¢ kann man im eindimensionalen Raum Alt" (V') aller sogenannten Volu-
menformen auf V ein von Null verschiedenes Element w = w;, die kanonische
Volumenform, auszeichnen durch die Bedingung, daf} gilt

w(v, ..., v,) =1

fiir jede orientierte Orthonormalbasis im positiv definiten Fall bzw. jede orientier-
te Basis vy, ..., v, mit [t(v;,v;)| = J;; im allgemeinen Fall. In der Tat erfiillt die
Basiswechselmatrix A zwischen zwei derartigen Basen eine Gleichung der Ge-
stalt ATJA = J' mit J = J’ = I der Einheitsmatrix im Fall eines Skalarprodukts
und det J = det J' # 0 im allgemeinen, so da} der Multiplikationssatz fiir Deter-
minanten det A = +1 liefert, und die Orientiertheit beider Basen zeigt dann sogar
det A = 1. Damit aber folgt

W(V1, .y 0) = w(wy, .., Wy)

fiir jede n-Form w und je zwei Basen wie oben, etwa indem wir 6.1.15 auf den Au-
tomorphismus von V' mit v; — w; anwenden. Andern wir hier unsere Bilinearform
und ersetzen t durch At fiir A € R*, so erhalten wir fiir die neue Volumenform

Wit = |)\|n/2wt

Definition 6.9.3. Gegeben ein orientierter n-dimensionaler reeller Vektorraum V'
mit einer nichtausgearteten symmetrischen Bilinearform ¢ erklédrt man fiir jede
Zerlegung n = p + q den Hodge-x-Operator

« =% APV 5 ATV

durch die Formel
a A f=t(xa, 8w,

Hier ist ¢ rechts zu verstehen als die Erweiterung unserer Bilinearform auf ¢-
Formen durch ¢t(fi A.. . A fy, g1 A\...Ag,y) := det(t(fi, g;)). Letztere Bilinearform
auf V* hinwiederum ist dadurch erklirt, daB sie unter can; : V' = V* unserem
urspriinglichen ¢ entsprechen soll. Das w; schlieBlich meint unsere Volumenform
aus 6.9.2. Etwas ausfiihrlicher gesagt konstruiert man unseren Hodge-*-Operator
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wie folgt: Man geht aus von der durch das Dachprodukt gegebenen nichtausgear-
teten Paarung
APV x ATV — Alt"V

und verkniipft sie mit dem Isomorphismus Alt” V' = R, der die kanonische Vo-
lumenform w; aus 6.9.2 auf die Eins wirft. Die so erhaltene Paarung kann als ein
Isomorphismus

APV S (A7 V)*

interpretiert werden, und der kanonische Isomorphismus (Alt? V)* = Alt?(V*)
aus [ ] zusammen mit dem von can, : V = V* induzierten Isomorphis-
mus Alt/(V*) = Alt?(V) liefert dann in der Verkniipfung schlieBlich unseren
Hodge-Operator.

6.9.4 (Natiirlichkeit des Hodge-+-Operators). Gegeben ein orientierungserhal-
tender Isomorphismus ¢ : V' = W von endlichdimensionalen orientierten reellen
Vektorraumen und nichtausgartete symmetrische Bilinearformen ¢ auf V' und s auf
W und eine Zerlegung n = p + ¢ der Dimension n unserer beiden Vektorrdume
kommutiert offensichtlich das Diagramm

APV 55 AW
{ {
APV 3 ARV

6.9.5 (Diskussion der Konventionen). Die in der obigen Definition des Hodge-
x-Operators 6.9.3 versteckten und in gewisser Weise zufilligen Wahlen von Vor-
zeichen wurden so getroffen, dafl im Fall eines Skalarproduktes ¢ fiir alle o gilt

Oé/\*CYGRzow

Wir werden das gleich explizit sehen. Es wire auch nicht besser oder schlechter,
die Vorzeichen so zu wihlen, dal das ,,umgekehrte Dach-Produkt® in diesem Sin-
ne ,,positiv definit* wére, aber auf eine Konvention mufl man sich an dieser Stelle
einmal einigen.

6.9.6 (Explizite Formeln fiir den Hodge-x-Operator). Seien zunichst ¢ ein Ska-
larprodukt, vy, . . ., v, eine orientierte Orthonormalbasis von V und f, ..., f, die
duale Basis von V*. Wir folgern w = fi A ... A f,. Gegeben I C {1,...,n}
bezeichne £; das Vorzeichen der Permutation, die alle Elemente von [ an den
Anfang schiebt, ihre Reihenfolge untereinander aber ebenso wie die Reihenfolge
der Elemente ihres Komplements unveréndert liBt. Gegeben [, J mit |I| = p und
|.J| = ¢ haben wir dann

foew TUJ=A{1,...,n};
fIAfJ_{ 0 sonst.
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Unsere Abbildung Alt? V' — (Alt? V')* macht also die Basisvektoren f; fiir I das
Komplement von [ bis auf Vorzeichen zu den Vektoren der zu f; dualen Basis,
genauer haben wir f; — e;f;. Unter (Alt?V)* = Alt?(V*) entspricht dieser
Vektor dann €;v7 und unter can; wiederum ¢; f7, woraus wir folgern

* fr=cerfr firl ={1,...,n}\J

Insbesondere gilt also im Fall eines Skalarprodukts und der dualen Basis zu ei-
ner Orthonormalbasis die Formel f; A xf; = w, die in diesem Fall auch sofort
*(xa) = (—1)Ma fiir alle o € Alt? (V) liefert. Ist allgemeiner im symmetrischen
nicht ausgearteten Fall vy, ..., v, orientiert und orthogonal, aber haben wir etwa
t(v;,v;) = m; = %1, so miissen wir nur ganz am Schlufl noch ein Vorzeichen
erginzen und erhalten mit der Notation 77; = [] ;e M; die Formel

* fr = 5ﬂ7fff

Sei nun noch allgemeiner ¢ symmetrisch nicht ausgeartet, vy, ..., v, eine orien-
tierte Orthogonalbasis von V' mit ¢(v;,v;) = n;¢? mit ¢; > O und fi, ..., f, die
duale Basis von V*. Gegeben [ mit |I| = p erhalten wir dann mit der Notation
cy =11 jes ¢j durch Reskalierung die Formel

ermicr

Cr

¢ f1 = Ir
Definition 6.9.7. Gegeben eine offene Teilmenge U @ X eines endlichdimensio-
nalen reellen Raums X und eine Riemann’sche Metrik ¢ auf U und ein differen-
zierbares Vektorfeld v : U — X definieren wir die Divergenz unseres Vektorfelds
als die Funktion

divy(v) = (%, 0 d o x4 0 cany)(v)

Obwohl der x-Operator von einer zu wihlenden Orientierung abhingt, ist die Di-
vergenz wegen des doppelten Auftretens unseres x-Operators davon unabhiingig.

Beispiel 6.9.8. Sei X = R3 mit der Standardorientierung und dem Standardska-
larprodukt ¢ = s versehen. Gegeben ein differenzierbares Vektorfeld der Gestalt
v = ady + bd, + ¢d, mit differenzierbaren Funktionen a, b, ¢ : R* — R finden wir
die iibliche Formel div v = a, + b, + c., indem wir rechnen

= a0, + b0y + cO,
) = adz+bdy + cdz
) = adyANdz—bdx A\dz+ cdx A\ dy
) = azdx ANdy ANdz —bydy ANdx ANdz+ c,dz Adx A dy
) = a;+b,+c.

cans(v
ks (cang(v)

d(*s(can,(v))
#5(d(5(cany(v)))
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Hier wire es zwar in der Tat sehr viel einfacher gewesen, schlicht diese letzte For-
mel hinzuschreiben. Unsere neue Interpretation vertrigt sich jedoch besser mit
der Verwandtschaft, insbesondere da die duflere Ableitung d sich so gut mit Ver-
wandtschaft vertrigt, und ermdglicht so eine tibersichtliche Darstellung in ande-
ren orthogonalen Koordinaten. Um etwa die Divergenz in Polarkoordinaten zu
bestimmen, erinnern wir uns daran, daf3 nach 5.2.9 unter der Polarkoordinatenab-
bildung P die Standardmetrik s = dz®? + dy®? auf der xy-Ebene verwandt ist
zum 2-Tensor g = dr®? + r2d¥®? und rechnen

= a@r + b&g
cang (v ) = adr + br*dd
*g(cang(v)) = ardd — brdr
d(*4(cany(v))) = (a,r +a)dr AdY + bgrdr A dV
)

g (d(x(can, (v)))) = a, +by+17"a

Definition 6.9.9. Gegeben U @ R" und eine zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion f : U — R setzen wir
92 92
apo P

or? 0x2
und nennen A den Laplaceoperator.

6.9.10 (Anschauung fiir den Laplaceoperator). Der Wert (Af)(z) der durch
Anwenden des Laplaceoperators A auf eine Funktion f entstehenden Funktion an
einer Stelle x mi3t die Abweichung des Funktionswerts bei 2 vom Durchschnitt
der Funktionswerte in einer kleinen Umgebung von x. In einer Verdnderlichen gilt
zum Beispiel fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion

2 (f(x+a)+f(a:—a) —f(ac))

(@) = lim ;

e—0 52

wie der Leser mithilfe der Taylorentwicklung leicht nachpriifen kann und viel-
leicht auch als Ubung [ ] bereits gepriift hat. In mehreren Verinderlichen
gilt in derselben Weise fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion mit der
Notation e; fiir die Vektoren der Standardbasis

(Af) () = lim % (21 (Z fla+ee) + fla- >) - f(:L"))

6.9.11 (Laplace-Operator in anderen Koordinaten). Um den Laplaceoperator
A in anderen Koordinaten auszudriicken, kann man von der Darstellung

Af =%, dx,df
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ausgehen, mit s der iiblichen Riemann’schen Metrik auf R" und *, dem zu dieser
Metrik und der Standard-Orientierung gehdrenden Hodge-+-Operator. Gegeben
ein endlichdimensionaler reeller Raum X und eine offene Teilmenge V' @ X und
ein differenzierbare Abbildung ¢ : V' — U mit bijektivem Differential an jeder
Stelle und eine zur Standard-Metrik ¢-verwandte Riemann’sche Metrik ¢ auf V'
haben wir dann die Verwandtschaft ¢ : %, d %, d(f o ¢) ~ x5 d*, df = Af.
Ist speziell etwa ¢ die Polarkoordinaten- oder die Kugelkoordinatenabbildung, so
146t sich das auch sehr konkret und explizit berechnen.

Beispiel 6.9.12 (Laplace-Operator in Polarkoordinaten). Wir berechnen den
Laplace-Operator einer Funktion f in Polarkoordinaten und finden @hnlich wie in
6.9.8 der Reihe nach

df = fodr+ fedd

x(df) = frrdd —r~" fydr
d(*g(df)) - (.frrT + fr + T_lfﬁﬁ)dr A dd
%g(d(x4(df))) = for+17 o +72 00

Ubungen

Weiterfiihrende Ubung 6.9.13 (Anschauliche Bedeutung der Divergenz). Man
zeige, daf} die Divergenz eines stetig differenzierbaren Vektorfelds auf R genau
die ,,lokale Volumenidnderung unter dem Fluf3 7.5.1 des besagten Vektorfelds*
beschreibt, da3 genauer fiir jede stetige Funktion mit kompaktem Trager f gilt

tzo/foXt:—/fdivX

Hier ist zu beachten, dafl auf jedem Kompaktum der Fluf} fiir eine positive Zeit-
spanne existiert. Hinweis: Man schrinke sich auf den Fall von glattem f ein, ziehe
die zeitliche Ableitung unter das Integral, und beachte, dafl das Integral iiber ganz
R™ jeder partiellen Ableitung einer stetig differenzierbaren Funktion mit kompak-
tem Trédger verschwindet.

4
dt

Ubung 6.9.14. Fiir r-Formen « auf einem orientierten n-dimensionalen Vektor-
raum mit nichtausgearteter symmetrischer Bilinearform ¢ und A € R* priife man
die Formel xy,o0 = (A" /|A|"/?) %, . Insbesondere gilt fiir 2-Formen « auf einem
vierdimensionalen Raum und \ € R* stets *y;a0 = *;av.

Ubung 6.9.15. Wir betrachten wieder Kugelkoordinaten wie in 5.2.11. Man zeige,
daB fiir das zum Vektorfeld a0, + b0y + cO,, verwandte Feld auf dem zyz-Raum
die Divergenz verwandt ist zur Funktion a, + by + ¢, + 2r~ta + bcot 9.

Ubung 6.9.16 (Mehr Anschauung fiir den Laplaceoperator). Man zeige, da3
der Laplaceoperator invariant ist unter Drehungen. Ist genauer A € O(n) eine
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orthogonale Matrix und bezeichnet A : R” — R" die zugehorige lineare Abbil-
dung, so zeige man fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R" — R
die Formel A(f o A) = (Af) o A. Man folgere die Formel

) — lim 2 Jy—aj=e FW) o) )
(Af)( ) =1 2 ( f||y_$“:€ O'<y> f( )

auf deren rechter Seite nach dem Faktor 2" /&2 bis auf ein Vorzeichen die Diffe-
renz zwischen dem Funktionswert f () und dem Durchschnitt der Funktionswerte
auf einer Kugelschale mit Zentrum in z und Radius ¢ steht. Hinweis: Man mittle
6.9.10. Die Taylorentwicklung oben liefert in einer Verdnderlichen sogar priziser
die Darstellung

g(ﬂx+@+f@—d

g2 2

—ﬂ@)z(ﬂ@ﬂ+f%€ﬂﬂ

mitét € (x,x +e)und { € (z — g, ).

Erginzende Ubung 6.9.17 (Drehinvariante Differentialoperatoren). Die poly-
nomialen Funktionen D € C[Xj,...,X,] auf dem R", die invariant sind unter
allen Drehungen A € SO(n), sind genau alle Polynome im quadrierten Abstand
vom Nullpunkt, in Formeln

C[X1,..., Xn)5°M = C[(X? + ... + X?)]

Die Differentialoperatoren D € C[d, ..., d,] mit konstanten Koeffizienten auf
dem R", die invariant sind unter allen Drehungen A € SO(n), sind genau alle
Polynome im Laplace-Operator, in Formeln

C[ala s 7an]SO(n) = C[A]

Ubung 6.9.18 (Laplace-Operator in Kugelkoordinaten). Man zeige, da der
Laplace-Operator einer Funktion f in den Kugelkoordinaten aus 5.2.11 gegeben
wird durch die Formel

Af = fr + 27“_1fT + r_2f1919 + r_2f19 cot ¥ + (rsin 19)_2]"W

Hinweis: Statt das direkt zu rechnen, kann man auch von 5.2.15 und 6.9.15 aus-
gehen.

Ergiinzende Ubung 6.9.19 (Die Maxwell’schen Gleichungen). Bezeichnen wir
die Koordinaten des R* mit x, y, z, t und betrachten auf dem R* oder allgemeiner
einer halboffenen Teilmenge desselben eine allgemeine glatte 2-Form

F = E'dz Adt+ E*dy Adt + E*dz Adt
+BYdy A dz + B%dz A dz + B3dz A dy
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So ist die Gleichung dF' = 0 dquivalent zu den beiden Gleichungen

divB =0 und rotE:—a—B
ot
fiir rot der Rotation wie in 5.7.13 und div B der Divergenz alias der Summe der
partiellen Ableitungen nach x,y und z wie in 6.8.11. Leser mit physikalischer
Vorbildung erkennen die beiden ersten Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum.
Betrachten wir zusitzlich die sogenannte ,,lorentzmetrik*

[ :=dx®?* + dy®? + dz®? — Adt®?

mit einer reellen Konstante ¢ # 0, so ist die Gleichung d(*,;F') = 0 dquivalent zu
den beiden anderen Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum

divE=0 und c’rotB = 8_E
ot
Der Formalismus der Verwandtschaft von Differentialformen sagt uns dann, in
welcher Weise ein elektromagnetisches Feld /' in andere Koordinaten umgeschrie-
ben werden muB3, und da3 die Maxwell’schen Gleichungen nicht von der Wahl der
Koordinaten abhidngen.
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7 Gewohnliche Differentialgleichungen

7.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

7.1.1. Ganz allgemein versteht man unter einer gewohnlichen Differentialglei-
chung eine Gleichung, in der die Ableitungen einer zu bestimmenden Funktion
einer Verdnderlichen zueinander und mit der Veridnderlichen selbst in Beziehung
gesetzt werden. Ein Beispiel ist die Gleichung

(f"O)>f @) +tf(t) =¢

fiir eine zu bestimmende zweimal differenzierbare Funktion f : R — R. Im
Gegensatz dazu stehen zumindest terminologisch die partiellen Differentialglei-
chungen, bei denen die partiellen Ableitungen einer Funktion mehrerer Verin-
derlichen auftreten. Ein Beispiel ist die Gleichung

2f %

o2 T =0

fiir eine zweimal partiell differenzierbare Funktion f : R? — R. Auf Englisch be-
nutzt man die Abkiirzungen ODE fiir ordinary differential equation und PDE
fiir partial differential equation. Wir besprechen in diesem Abschnitt nur ge-
wohnliche Differentialgleichungen. Rein formal ist dieser Abschnitt unabhéngig
von der Behandlung linearer gewohlicher Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten in [ ] folgende. Ich denke jedoch, daf} eine gewisse Ver-
trautheit mit diesen einfachsten und wichtigsten Spezialfillen es sehr erleichtern
kann, die im folgenden zu entwickelnde allgemeine Theorie zu verstehen.

7.1.2. Die Ordnung der hochsten in einer gewohnlichen Differentialgleichung auf-
tretenden Ableitung heifit die Ordnung unserer Differentialgleichung. Von ei-
ner expliziten Gleichung spricht man, wenn in unserer Gleichung die Ableitung
hochster Ordnung ,,explizit durch die tieferen Ableitungen ausgedriickt wird*. An-
dernfalls spricht man von einer impliziten Gleichung. Bei unserem obigen Bei-
spiel handelt es sich also um eine implizite Gleichung. Wir werden uns im folgen-
den jedoch nur mit expliziten gewohnlichen Differentialgleichungen beschiftigen.
Eine derartige explizite Gleichung der Ordnung n hat, wenn wir von der Spezifi-
kation allgemeinstmoglicher Definitionsbereiche einmal absehen, die Gestalt

F) = O, f(), f(t), - [0 (1)

mit einer Abbildung C' : R**! — R. Gesucht sind alle Funktionen f : R — R,
die n-mal differenzierbar sind und eben diese Gleichung erfiillen. Etwas allge-
meiner betrachten wir zugleich auch Systeme von gewohnlichen Differential-
gleichungen, bei denen vektorwertige Funktionen f = (fi,..., fx) : R — RF
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gesucht werden derart, dall eine Gleichung der obigen Gestalt gilt, die nun aber
eine vektorwertige Gleichung meint mit einer fest vorgegebenen vektorwertigen
Abbildung C : R — RF die auf (n + 1)-Tupeln bestehend aus einer reellen
Zahl und n Vektoren definiert ist.

7.1.3 (Reduktion auf Systeme erster Ordnung). Die Betrachtung von Systemen
gewohnlicher Differentialgleichungen erlaubt uns zumindest fiir Fragen des all-
gemeinen Losungsverhaltens die Beschrinkung auf den Fall erster Ordnung. Um
zu zeigen, wie diese Reduktion funktioniert, betrachten wir beispielhaft den Fall
einer Gleichung dritter Ordnung

JUE) = C(t, f (), (), f(1))

Jede Losung f liefert sicher eine Abbildung ¢ : R — R? vermittels der Vorschrift
o(t) = (f(t), f/(t), f"(t)), und natiirlich gilt dann

P (t) = ¢a(t)
t) = (1)
¢é<t) = C’(t, ¢1<t)a ¢2<t)7 ¢3(t))

Erklidren wir nun also eine neue Abbildung B : R* — R? durch die Vorschrift
B(t,z,y,z) = (y,2,C(t,z,y,2)), so ist unser ¢ eine Losung des Systems von
Differentialgleichungen
¢'(t) = B(t, 6(t))

Umgekehrt zeigt man leicht, daB fiir jede Losung ¢ : R — R? dieses Systems von
Differentialgleichungen erster Ordnung die erste Komponente ¢;(t) = f(¢) ei-
ne Losung unserer urspriinglichen Gleichung dritter Ordnung liefert. In derselben
Weise kann auch im Allgemeinen die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit
der Losungen von Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen hoherer Ord-
nung auf den Fall von Systemen erster Ordnung zuriickgefiihrt werden. Anschau-
lich mag man sich dann B als ein zeitabhédngiges Vektorfeld auf dem R™ denken,
das jedem Ort x € R" zu jedem Zeitpunkt ¢t € R einen Vektor B(t,x) € R" zu-
ordnet. In dieser Anschauung beschreibt eine Losung ¢ : R — R" die Bewegung
eines Teilchens, das zu jedem Zeitpunkt ¢ die fiir seinen Ort zu diesem Zeitpunkt
durch unser zeitabhiingiges Vektorfeld B vorgegebene Geschwindigkeit hat.

7.1.4 (Reduktion auf den zeitunabhiingigen Fall). Gegeben B : R"*! — R"
16st eine differenzierbare Abbildung ¢ : R — R unsere Differentialgleichung

¢'(t) = B(t, 6(t))

genau dann, wenn die Abbildung v : R — R"™! ¢ s (¢, ¢(¢)) die Differen-
tialgleichung



16st fiir A : R™™ — R™*! gegeben durch A(t, z) := (1, B(t,z)). In diesem Sin-
ne konnen wir uns also stets auf den Fall zeitunabhingiger Felder zuriickziehen.
Allerdings erhilt man fiir zeitabhéngige Felder bei einer eigenstdndigen Betrach-
tung etwas schirfere Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen, weshalb dieser Fall
insbesondere in einigen Erginzungen weiter betrachtet werden wird. Zunichst
konzentrieren wir uns nun jedoch auf den zeitunabhingigen Fall und besprechen
seine geometrische Bedeutung in einer koordinatenfreien Sprache.

7.1.5. Unter einem Vektorfeld auf einer Teilmenge U C X eines normierten
reellen Raums X verstehen wir wie in 5.1.2 eine Abbildung A von U in den
Richtungsraum X von X, in Formeln

A: U = X
p — A,

Definition 7.1.6. Sei X ein normierter reeller Raum, U C X eine Teilmenge und
A : U — X ein Vektorfeld. Ein FluBweg unseres Vektorfelds ist eine differen-
zierbare Abbildung v : I — U von einem mehrpunktigen reellen Intervall / C R
nach U mit der Eigenschaft, daB ,,zu jedem Zeitpunkt ¢ € I die Geschwindigkeit
unseres FluBwegs zum Zeitpunkt ¢ genau der durch das Vektorfeld vorgegebene
Vektor an der Stelle () ist®, in Formeln

V(t)=A(() Vtel

Ist p € U gegeben, so verstehen wir unter einem FluBweg mit Anfangswert p
oder kurz einem FluBBweg zu p einen FluBweg (v, ) mit 0 € / und 7(0) = p.

7.1.7. Die FluBwege eines Vektorfelds bilden eine ,,durch Einschrinkung* partiell
geordnete Menge. Deren maximale Elemente nennen wir maximale FluBwege.
Ein maximaler FluBweg ist also ein FluBweg, der nicht zu einem auf einem echt
groferen reellen Intervall definierten FluBweg erweitert werden kann. Das groB3-
te Element in der Menge aller FluBwege zu einem vorgegebenen Anfangswert
nennen wir dahingegen, wenn es denn existiert, den grofSten FluBweg zu dem
vorgegebenen Anfangswert. Das ist dann natiirlich auch ein maximaler FluBweg
unseres Vektorfelds und sogar der einzige maximale FluBweg zum vorgegebenen
Anfangswert.

7.1.8 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heilen unsere FluBwe-
ge meist Integralkurven. Das paflt aber schlecht zu unserer Terminologie, nach
der Kurven gewisse Teilmengen endlichdimensionaler reeller Riume und allge-
meiner eindimensionale Mannigfaltigkeiten bezeichen und eine Bezeichnung als
HIntegralweg® ladt zur Verwechslung mit ,,Integrationsweg* ein.
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Beispiel 7.1.9. Ist unser Vektorfeld konstant, so laufen seine FluBwege auf den
Geraden mit diesem konstanten Vektor als Richtungsvektor und mit der durch die-
sen Vektor vorgegebenen konstanten Geschwindigkeit. Ist unser Vektorfeld auf ei-
nem endlichdimensionalen reellen Vektorraum X = V' definiert durch eine lineare
Abbildung, sagen wir durch die lineare Abbildung A € End V| so haben wir be-
reits in [ ] gezeigt, da} seine maximalen FluBwege genau diejenigen Ab-
bildungen R — V sind, die gegeben werden durch die Formeln v(t) = exp(tA)c
mitc € V.

7.1.10 (Zeitverschiebung). Gegeben ein Vektorfeld auf einer halboffenen Teil-
menge eines normierten reellen Raums und ein FluBweg (v, I) ist fur alle c € R
auch die Abbildung t +— ~(t + ¢) ein FluBweg, die nun eben definiert ist auf
dem verschobenen Intervall / — c. Das gilt im Fall zeitabhingiger Vektorfelder
natiirlich so nicht mehr.

7.1.11 (Verwandtschaftsvertriglichkeit von FluBwegen). Entsprechen sich un-
ter einem Diffeomorphismus zwei Vektorfelder, so entsprechen sich auch deren
FluBwege. Allgemeiner haben offensichtlich im Sinne von 5.1.21 verwandte Vek-
torfelder auch verwandte FluBwege. Ist genauer unter einer stetig differenzierba-
ren Abbildung ¢ ein Vektorfeld A verwandt zu einem Vektorfeld B, so ist fiir
jeden FluBweg ~ von A auch ¢ o v ein FluBweg von B. Ist insbesondere ein Vek-
torfeld A unter einer stetig differenzierbaren Abbildung ¢ verwandt zum Nullfeld,
in Formeln ¢ : A ~ 0, und ist y einer seiner FluBwege, so ist ¢ o y ein FluBweg
des Nullfelds und mithin konstant, als da heifit, die Funktion ¢ ist konstant auf
FluBwegen von A. Man nennt die Funktion ¢ dann auch ein erstes Integral unse-
rer Differentialgleichung. In physikalischen Modellen liefern oft Energie, Impuls
und Drehimpuls solche ersten Integrale.

Satz 7.1.12 (Picard-Lindelof).  I. Gegeben ein stetig differenzierbares Vek-
torfeld auf einer offenen Teilmenge eines reellen Raums endlicher Dimensi-
on gibt es zu jedem Anfangswert einen grofiten Flufiweg;

2. Dieser grofite Flufsweg hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall, und
ist dieses Intervall nach oben beschrdnkt, so verldfst der fragliche Flufiweg
fiir positive Zeiten jedes Kompaktum aus unserer offenen Teilmenge irgend-
wann einmal endgiiltig.

7.1.13. Wir zeigen diesen Satz als 7.3.7 sogar unter noch etwas schwicheren Vor-
aussetzungen. Der letzte Teil des Satzes besagt salopp formuliert, dal der Grund
dafiir, daB sich ein FluBweg nicht beliebig weit in Richtung positiver Zeiten fort-
setzen laft, nur darin liegen kann, daf er bereits in endlicher Zeit ,,aus dem Defini-
tionsbereich des Vektorfeldes hinausliduft. Entsprechendes gilt in Richtung nega-
tiver Zeiten, was man durch Betrachtung des mit (—1) multiplizierten Vektorfelds
auch formal leicht folgern kann.
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Beispiel 7.1.14 (Ein Fall mit nicht eindeutigen FluBwegen). Bei Vektorfeldern,
die nicht stetig differenzierbar sind, kann es durchaus vorkommen, da3 zu einem
vorgegebenen Anfangswert kein grofter FluBweg existiert, weil etwa mehrere ma-
ximale FluBwege mit ein und demselben Anfangswert existieren, die auf dem
Schnitt ihrer Definitionsbereiche nicht tibereinstimmen. Betrachten wir zum Bei-
spiel auf R? das Vektorfeld A, fiir das séimtliche verschobenen Kubiken v,(t) =
(t + ¢, t3) FluBwege sind. Wir haben 4.(t) = (1,3t?) und damit A(z,y) =
(1, 3]y|*?). Maximale FluBwege sind in diesem Fall nicht nur die verschobenen
Kubiken 7., sondern auch alle Wege, die ldngs einer verschobenen Kubik auf die
x-Achse hochsteigen und dann eine Weile auf der x-Achse entlanglaufen bevor
sie auf einer anderen verschobenen Kubik weitersteigen. In diesem Fall existie-
ren zwar maximale FluBwege zu jedem Punkt, von Eindeutigkeit kann aber keine
Rede sein.

Beispiel 7.1.15 (Der Fall eindimensionaler Felder ohne Nullstellen). Gegeben
ein stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen auf einer offenen Teilmenge eines eindi-
mensionalen Raums gibt es zu jedem Anfangswert genau einen maximalen FluB3-
weg. In diesem Fall brauchen wir also von unserem Vektorfeld nicht einmal ste-
tige Differenzierbarkeit zu fordern. In der Tat sei ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit U @ R ein Intervall und unser stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen
zeige in Richtung der positiven z-Achse, als da heifit, es werde gegeben durch
a : U — R.y. FluBwege sind auf mehrpunktigen Intervallen / @ R definierte
differenzierbare Funktionen ~ : I — U mit

V() =a(y(t) Viel

Aus dieser Gleichung folgt fiir alle s,¢ € I sofort

o "A(r)ydr O dg B B .
== [ 2ot = L, e = G0w -6

fir G : U — R eine Stammfunktion von 1/a. Nun wichst G sicher streng mono-
ton und hat folglich als Bild ein offenes Intervall J @ R und fiir unsere FluBwege
folgt v(t) = G~ (t + ¢) mit der Konstanten ¢ = G((s)) — s. In anderen Worten
ist

Gl J5U

bis auf ,,Zeitverschiebung* der einzige maximale FluBweg. Zum Beispiel ist a(x) =
x ein stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen auf U = R., und G(z) = logx ist
eine Stammfunktion von 1/x und jeder maximale FluBweg ist von der Gestalt
v : R — R.o, 7(t) = exp(t + ¢) mit einer Konstanten ¢ € R.
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Das ebene stetige aber nicht stetig differenzierbare Vektorfeld aus Beispiel 7.1.14
mit einem seiner FluBwege

N/
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Im Fall eindimensionaler Felder mag man sich die Losung der entsprechenden

Differentialgleichung durch ihren im Bild gestrichelt eingezeichneten Graphen

veranschaulichen und das Vektorfeld als eine Vorschrift, die diesem Graphen in
jeder Hohe x eine Steigung a(x) vorschreibt.
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Beispiel 7.1.16 (Spezielle eindimensionale Felder mit Nullstellen). Gegeben ein
stetiges Vektorfeld mit Nullstellen auf einer offenen Teilmenge eines eindimen-
sionalen Raums liegen die Verhiltnisse komplizierter als in 7.1.15. Wir suchen
etwa fir « € R FluBwege des Vektorfelds a(z) = z auf R, alias auf einem
mehrpunktigen Intervall / C R definierte Funktionen v : I — R-( mit

) = (@) viel

Unsere allgemeine Theorie aus 7.1.15 sagt uns, daf} das gerade die Umkehrfunkti-
on zu Stammfunktionen von = sind. Den Fall o = 1 kennen wir zur Geniige, im
Fall v # 1 erhalten wir als Stammfunktion G(z) = z'7*/(1 — ). Im Fall @« > 1
induziert nun G eine Bijektion G : R.y — R_( und im Fall o« < 1 eine Bijektion
G : Rog = Ry, aber die Umkehrfunktion wird jedesmal durch dieselbe Formel
gegeben und wir erhalten die FluBwege

10 = (1=

Im Fall o« = 2 etwa ergibt sich v(¢) = —1/t und unser FluBweg ,,lduft in endlicher
Zeit nach +o00, braucht aber, wenn wir die Zeit riickwirts laufen lassen, unendlich
lange bis zum Ursprung*. Dasselbe gilt in allen Féllen mit « > 1. Im Fall « = 0
dahingegen ergibt sich v(¢) = ¢ und unser FluBweg ,,l4uft fiir alle positiven Zeiten,
braucht aber, wenn wir die Zeit rickwirts laufen lassen, nur endlich viel Zeit
bis zum Ursprung®. Dasselbe gilt in allen Féllen mit o < 1. In den Fillen mit
0 < o konnen wir unser Vektorfeld stetig auf R fortsetzen durch die Vorschrift
a(x) = |z|* und fir 0 < « hat diese Fortsetzung eine Nullstelle bei Null. In
den Fillen 0 < a < 1 gibt es nun auch FluBwege, die in endlicher Zeit aus
dem Negativen nach Null laufen und dort eine Weile stehenbleiben, bevor sie
ins Positive weiterlaufen. Erkldren wir etwa auf R ein stetiges Vektorfeld durch
a(z) = Va2, soist v(t) = t3/27 ein FluBweg, aber auch die Abbildung ¢ : R —
R, die gegeben wird durch die Vorschrift

t3/27 ¢ <0;
U(t) = 0 0<t<l;
(t—103/27 1<t

ist ein FluBweg. Im Riickblick ist unser Beispiel 7.1.14 im wesentlichen dassel-
be, nur in trivialer Weise um eine Dimension erweitert, damit es besser bildlich
dargestellt werden kann.

Beispiel 7.1.17 (Verhalten unter Lingeniinderungen). Andern wir bei einem
Vektorfeld ohne Nullstellen nur die Lingen seiner Vektoren, durchaus auch in
Abhingigkeit vom Ort, so bleiben die FluBwege offensichtlich bis auf Reparame-
trisierung dieselben. Ist also in Formeln X ein endlichdimensionaler reeller Raum,
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Mogliche Losungsfunktionen mit positiven Werten der Differentialgleichung
A(t) = (y(t))™ fir verschiedene Werte von o € R. Alle anderen
Losungsfunktionen mit positiven Werten erhélt man durch horizontales
Verschieben der entsprechenden Graphen. Im Fall o > 1 ,,14uft unsere Losung in
endlicher Zeit nach Unendlich®, was die gestrichelt eingezeichnete vertikale
Asymptote andeuten soll. Im Fall 1 > « > 0 kann man, wie gestrichelt
angedeutet, die Losung zu einer Losung von §(t) = |v(¢)|* ins Negative
fortsetzen, aber eben auf vielerle1 Weisen. Das war im Wesentlichen auch unser
Gegenbeispiel 7.1.14.
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U G X offen, A : U — X ein Vektorfeld ohne Nullstellen und ¢ : U — R eine
stetige Funktion ohne Nullstellen und ist v : I — U ein FluBweg von A, so finden
wir mit dem Ansatz 1 (t) = (r(t)) eine Losung der Differentialgleichung

(1) = (v (1) A (1))

In der Tat liefert diese Gleichung némlich fiir die Reparametrisierung r die Glei-

chung

H(t)y(r(t)) = c(y(r(t)) Ay (r(t)))
und damit 7(¢) = (c o «y)(r(t)), und diese Gleichung haben wir bereits in 7.1.15
16sen gelernt.

7.1.18 (Felder mit separierten Variablen). Gegeben endlichdimensionale reelle
Radume X, Z und offene Teilmengen U @ X, V' @ Z und Vektorfelder A : U — X
sowie B : V — Z sind die FluBwege des Vektorfelds (A x B) : U x V —
X x Z genau die Abbildungen (v, ) mity : I — U einem FluBweg von A und
v : I — V einem FluBweg von B. In dieser Situation spricht man von einer Dif-
ferentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen oder lateinisierend separierten
Variablen. Man beachte die enge Beziehung zur ,,Verwandtschaftsvertriglichkeit
von FluBwegen* 7.1.11. Die in 7.1.21 erlauterte Methode der ,,Separation der Va-
riablen* mag man auffassen als das Uberfiihren einer Differentialgleichung in eine
Gleichung mit separierten Variablen.

7.1.19 (Geometrische Interpretation im zeitabhéingigen Fall). Allgemeiner kon-
nen wir fiir einen normierten reellen Raum X eine Abbildung A : R x X — X
als ein zeitabhingiges Vektorfeld auf X auffassen und uns die Losungen der
Differentialgleichung

7(t) = At,~(1))
in dieser Weise veranschaulichen. Dasselbe gilt, wenn A nur auf einer Teilmenge
U C R x X definiert ist. Der Fall eines zeitabhzngigen Vektorfelds A kann leicht
auf den Fall des zeitunabhingigen Vektorfelds (1, A) : U — R x X zuriickgefiihrt
werden: In der Tat ist v ein FluBweg unseres zeitabhingigen Vektorfelds genau
dann, wenn (id, 7) ein FluBweg des zeitunabhingigen Vektorfelds (1, A) ist, und
jede FluBweg von (1, A) ist etwa nach 7.1.11 bis auf eine Zeitverschiebung von
dieser Gestalt. Allerdings gelingt es im Fall zeitabhingiger Felder, die Existenz
und Eindeutigkeit der Losung bei einer direkten Betrachtung unter schwicheren
Annahmen zu zeigen, und das fiihrt insbesondere bei der Behandlung linearer
Differentialgleichungen zu einfacheren Aussagen.

Beispiel 7.1.20 (Eindimensionale zeitabhingige Felder). Gegeben sind etwa
U @ R*und a : U — R und man interessiert sich fiir Losungen der Gleichung

T =a(t,x)
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Im Fall zeitabhéngiger eindimensionaler Felder mag man sich ein Vektorfeld als
ein ,,Steigungsfeld* veranschaulichen, bei dem die jeweils vorgeschriebene
Steigung a(t, z) von beiden Koordinaten abhéngen darf, und die Losung der

entsprechenden Differentialgleichung durch ihren im Bild gestrichelt
eingezeichneten Graphen, der dann eben an jeder Stelle tangential an das dort
vorgegebene Steigungsfeld sein soll.

In 7.1.19 habe ich ausgefiihrt, wie die Untersuchung der FluBwege
zeitabhingiger Felder auf einem Raum X auf die Untersuchung der FluBwege
zeitunabhingiger Felder auf dem Raum R x X zuriickgefiihrt werden kann.
Dieses Bild zeigt im Spezialfall X = R das zeitunabhiingige Vektorfeld auf R?,
dessen FluBwege den FluBwegen des durch das Bild dariiber dargestellten
zeitabhingigen Feldes auf R entsprechen.
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Unter einer ,,Losung® versteht man hierbei ein Paar (-, I) mit / C R einem mehr-
punktigen Intervall und  : [ — R einer differenzierbaren Funktion, deren Graph
in U enthalten ist und fiir die gilt

i(t) = alt,y(8) Vel

Ich habe hier Losungen als () und nicht als x(¢) geschrieben, wie es die Glei-
chung suggeriert, in der Hoffnung, dal das zum besseren Verstdndnis beitragt.
Hingt a(t, z) gar nicht von z ab, also a(t,z) = a(t), so sind die Losungen un-
serer Differentialgleichung natiirlich genau die Stammfunktionen von a. Héngt
a(t, x) dahingegen nicht von ¢ ab, also a(t, ) = a(z), so sind die Losungen unse-
rer Differentialgleichung nichts anderes als die FluBwege des auf einer geeigneten
Teilmenge von R definierten Vektorfelds a(x), die wir bereits in 7.1.15 diskutiert
hatten.

7.1.21. Seien VW @ Roffenunda : V — R, b : W — R stetig. Differential-
gleichungen der Gestalt
T = a(z)b(t)

lassen sich oft mit der Methode der Separation der Variablen oder deutsch Va-
riablentrennung 16sen. Ich fiithre zunéchst dieses Verfahren vor und erkldre dann,
inwiefern wir dabei implizit unsere Gleichung in eine Gleichung mit separierten
Variablen im Sinne von 7.1.18 transformieren. Wir nehmen an, a habe keine Null-
stelle und V’ sei ein Intervall. Gegeben eine Losung v : I — R kann die Gleichung
4(t) = a(~(t))b(t) dann auch geschrieben werden als

7(t)
a(~(t))

Ist nun G eine Stammfunktion von 1/a und B eine Stammfunktion von b, so folgt
fiir alle s,t € I sofort

= b(t)

v Jg t A t
Gow)-Gaw) = [ e [ Iar= [amar = b -5

v(s) CL(Z‘) a(’Y(T))

Hier ist G sicher streng monoton. Folglich hat es offenes Bild G(V') @ R, und
bilden wir die Umkehrabbildung G : G(V') — R, so folgt

y#) =G ' (B(t)+c) Vtel
mit der Konstante ¢ = G/(y(s)) — B(s). Umgekehrt priift man auch ohne Schwie-

rigkeiten, daB fiir (s,v) € W x V die obige Formel fiir c = G(v) — B(s) und ¢ €
I+ B7Y(G(V) —c) die groBte Losung unserer Differentialgleichung mit v(s) = v

231



liefert. Um den Zusammenhang mit der Situation separierter Variablen im Sin-
ne von 7.1.18 herzustellen, interpretieren wir unsere Gleichung wie in 7.1.19 als
die Suche nach FluBwegen des ebenen Vektorfelds (z,z) — (1,a(x)b(z)) und
kommen unter der zusitzlichen Annahme, daf3 auch b keine Nullstelle habe, mit
der in 7.1.17 erlduterten Lingendnderung um c(z,z) = b(z)~! zum Vektorfeld
(z,2) = (b(2)7,a(x)). In dieser Weise landen wir dann bei der Suche nach den
FluBwegen eines Vektorfelds mit separierten Variablen.

Proposition 7.1.22 (Differentielle Ungleichungen). Seien U C R? eine Teilmen-
geund K : U — R eine Funktion. Seien a < b gegeben und seien f, g : [a,b) — R
differenzierbare Funktionen mit Graph in U derart, daf3 an jeder Stelle t € |a,b)
gilt

@)= K(t, f(t) und g'(t) < K(t,g(t)).
Haben wir auflerdem g(a) < f(a), so folgt g(t) < f(t) fiir alle t € (a,b).

7.1.23. Fordern wir hier statt der strikten Ungleichung auch fiir g nur die nicht-
strikte Ungleichung ¢'(¢) < K (t, g(t)), so gilt die Aussage nur noch unter zusétz-
lichen Annahmen an die Funktion /K und ich kenne keinen so einfachen Beweis
mehr. Ich diskutiere eine Variante fiir nicht-strikte Ungleichungen in 7.6.1.

Beweis. Die Funktion h := g — f ist differenzierbar mit 2(a) < 0 und h(t) =
0 = A/(t) < 0. Damit folgt leicht h(t) < O fur alle ¢t € (a,b), wie Sie auch in
[ ] schon zur Ubung selbst zeigen durften. O]

Korollar 7.1.24 (Lemma von Gronwall).  I. Gegeben Konstanten L, C'mit L >
0 und b > 0 und eine differenzierbare Funktion g : [0,b) — R mit g(0) <0
und ¢'(t) < Lg(t) + C fiir alle t € [0,b) gelten fiir alle t € (0,b) die
Abschdtzungen

g(t) < (C/L)e" — (C/L) und ¢'(t) < Ce™.

2. Istb € Rogund f : [0,0) — R stetig und gibt es Konstanten L,C mit L > 0
und

t
f(t) < L/ f(r)ydr+C
0
fiir alle t € [0,b), so erfiillt f die Abschiitzung f(t) < C e,

Beweis. Fiir jedes ¢ > 0 folgt ¢'(t) < Lg(t) + C + ¢, und damit folgt die ers-
te Ungleichung im ersten Teil sogar fiir beliebiges L # 0 sofort aus unseren Er-
kenntnissen tiber differentielle Ungleichungen 7.1.22. Die zweite Ungleichung im
ersten Teil folgt durch Einsetzen der ersten Ungleichung in die Annahme. Hierbei
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[lustration zur Proposition iiber strikte differentielle Ungleichungen. Ich denke
mir K als ein ,,Steigungsfeld. Eine Losung der entsprechenden
Differentialgleichung muf3 nun offensichtlich stets iiber einer Losung der der
entsprechenden differentiellen Ungleichung bleiben, wenn sie zum
Anfangszeitpunkt dariiber liegt. Das ist die anschauliche Bedeutung der
Proposition.

233



brauchen wir dann L > 0, damit sich die erste Ungleichung bei der Multiplikati-
on mit L nicht umdreht. DaB} die zweite Ungleichung im ersten Teil auch noch fiir
L = 0 gilt, ist eh klar. Wenden wir sie auf g(t) = f(f f(7)dr an, ergibt sich der
zweite Teil. ]

7.1.25. Eine Fiille an weiteren Beispielen und Losungsmethoden zu gewohnlichen
Differentialgleichungen findet man etwa in [ ].

Ubungen

Ubung 7.1.26 (GroBere Felder haben schnellere FluBwege). Gegeben U C R
halboffen und a,b : U — R stetig ohne Nullstelle mit ¢ < bund / C R ein
mehrpunktiges Intervall und ~y, k : I — U differenzierbar mit 4(¢) = a(y(¢)) und
k(t) = b(k(t)) fur alle t € I folgt aus y(ty) < k(ty) fiirein ¢y € I bereits dieselbe
Aussage fiir alle t € [ mitt > t.

7.2 Integration von vektorwertigen Funktionen

7.2.1. Wir zimmern in diesem Abschnitt einen begrifflichen Rahmen, der nicht
nur das Integrieren komplexwertiger Funktionen als Spezialfall umfaf3t, sondern
auch in natiirlicher Weise unsere Uberlegungen zum Differenzieren vektorwerti-
ger Funktionen ergiinzt und uns in Zukunft noch in mancherlei Weise die Arbeit
erleichtern wird. Sie diirfen sich vorerst unter einem Banachraum stets einen nor-
mierten endlichdimensionalen reellen Vektorraum vorstellen.

Definition 7.2.2. Sei [a, b] C R ein nichtleeres kompaktes Intervall, V' ein reeller
Vektorraum und f : [a,b] — V eine Abbildung. Wir betrachten fiir » > 1 die
dquidistante Unterteilung a = ¢ty < t; < ... < ¢, = b und definieren die r-te
Riemannsumme S"(f) € V durch

Satz 7.2.3 (Integration vektorwertiger Funktionen). Ist f : [a,b] — V eine ste-
tige Abbildung von einem nichtleeren kompakten Intervall in einen Banachraum
V., so existiert der Grenzwert der zugehorigen Riemannsummen. Das als dieser
Grenzwert erkldrte Integral

/fz/abfz/abf(t) dt = lim 7(f)

ordnet jedem f einen Vektor ([ f) € V zu und hat die folgenden Eigenschaften:
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1. Fiir alle c € [a, ] gilt fff = facf + fcb I

2. Ist f = v konstant einv € V, so gilt fab f(t) dt = fb vdt = (b—a)v;

a

3. Ist W ein weiterer Banachraum und A : V' — W eine stetige lineare Abbil-

dung, so gilt
fues-s()

4. Fiir die Norm des Integrals gilt die Abschéitzung || [ fI| < [ |||l

5. Im Fall V' = R reellwertiger Funktionen erhalten wir unser Integral aus

[ANT]

7.2.4. Sie mdgen in diesem Satz die Regeln [Af = X [ f sowie [(f + g) =
| [+ [ g fiir stetige vektorwertige Funktionen f, g und A € R vermifit haben. Sie
folgen jedoch formal aus Teil 3. In der Tat diirfen wir dort A = (\-) : V — V
nehmen und auch A : V' x V — V die Addition sowie die beiden Projektionen.
So ergibt sich fiir die V' x V-wertige Funktion (f, ¢) zunichst pry [(f,g) = [ f
und pr, [(f,9) = [ ¢g und damit [(f,g) = ([ f, | g) und durch Anwenden der

Additiondann [(f+g)=[f+ [g.

Beweis. Im Fall a = b sind alle Riemannsummen Null und ihr Grenzwert existiert
und ist auch Null. Wir diirfen also im folgenden a < b annehmen. Nach [ ]
ist mit V auch der Vektorraum Ens®([a, b], V) aller beschriinkten Abbil-
dungen [a,b] — V mit seiner Supremumsnorm vollstdndig. Darin betrachten wir
nun den Teilraum 7 C Ens"([a,b], V) aller Abbildungen s : [a,b] — V mit
der Eigenschaft, daf es eine nicht notwendig dquidistante Unterteilung a = ay <
a; < ... < a, = bunseres Intervalls gibt derart, dal} s auf jedem der Teilintervalle
[a;_1, a;) konstant ist. Die Elemente von 7" heiBen Treppenfunktionen auf [a, b].
Offensichtlich existiert eine lineare Abbildung  : 7' — R mit der Eigenschaft

I(s) = : s(a;)(aipy1 — a;)

wann immer fiir eine Unterteilung a = ayp < a; < ... < a, = b unseres Intervalls
unsere Funktion s konstant ist auf allen Teilintervallen [a;, a;;1). Offensichtlich
hat diese lineare Abbildung auch die Eigenschaft ||I(s)|| < (b — a)||$||co- Ins-
besondere ist / : 17" — V gleichmiBig stetig. Damit zeigt hinwiederum [ ]

, daB3 I auf genau eine Weise zu einer stetigen Abbildung auf den Abschluf}
T von T in Ens"([a, b], V) fortgesetzt werden kann. In diesem AbschluB liegen
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Der Graph einer reellwertigen Treppenfunktion.

Der Graph einer reellwertigen Funktion f und der zugehdrigen Treppenfunktion
f7 aus dem nebenstehenden Beweis, mit /( f7) der siebten Riemannsumme von f.
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nun aber, etwa nach gleichméBiger Stetigkeit [ ] , alle stetigen Abbil-
dungen, in Formeln C([a,b],V) C T, so daB8 wir durch stetige Fortsetzung vom
Raum der Treppenfunktionen insbesondere eine Abbildung

I:C(la,b,V)—=V

erhalten. Wieder nach gleichméBiger Stetigkeit [ ] ist jede stetige Ab-
bildung f : [a,b] — V auch der Grenzwert in der Supremumsnorm derjenigen
Treppenfunktionen f,, die wir erhalten, wenn wir von der dquidistanten Unter-
teilung a = tp < t; < ... < t. = b ausgehen und f, auf [t;,t,,1) konstant
den Wert f(t;) annehmen lassen und auf ¢, den Wert f(¢,). Fiir diese f,. gilt also
lim, . f, = f und wegen S,.(f) = I(f,) folgt

lim S,(f) = lim I(f.) = I(f)

T—00 T—00

Der Grenzwert unserer Riemannsummen existiert also in der Tat und stimmt mit
I(f) uberein. Die erste Eigenschaft zeigt man nun, indem man die Notation [ zu
I fz’ verfeinert, dann die Identitit

L(f) = I5(f) + I2(f)

zunichst fiir Treppenfunktionen alias Funktionen f € T priift, und sie dann fiir
alle Funktionen aus 7 folgert. Die drei anderen Eigenschaften erhilt man, in-
dem man die analogen Eigenschaften fiir Riemannsummen hinschreibt und zum
Grenzwert iibergeht. [

7.2.5. Wie im Fall reellwertiger Funktionen verwenden wir auch im Fall vektor-
wertiger Funktionen die Konvention fba f=- f; fundist f : I — V eine stetige
Abbildung von einem reellen Intervall in einen Banachraum, so gilt fiir beliebige

a,b,c € I die Formel fabf: facf+fcbf.

Satz 7.2.6 (Vektorwertige Variante des Hauptsatzes). Gegeben ein mehrpunk-
tiges Intervall I C R, ein Banachraum V', eine stetige Funktion f : [ — V und
ein Punkt a € I ist die Funktion

F: I — V
x o~ [Tf(t)dt

die einzige differenzierbare Funktion F : [ — V mit F' = f und F(a) = 0.

Beweis. Sehr dhnlich zum Beweis fiir reellwertige Funktionen [ ] und
dem Leser zur Ubung iiberlassen. Man verwende die Abschitzung aus 7.2.3 fiir
die Norm des Integrals und den Schrankensatz [ ] . []
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Korollar 7.2.7 (Integrieren mit Stammfunktionen). Seien V' ein Banachraum
und a < b reelle Zahlen und f : [a,b] — V stetig. Ist G : [a,b] — V eine
Stammfunktion von f, d.h. eine differenzierbare Funktion mit Ableitung G'(t) =

f(t), so gilt

| roae=ce) - G

Beweis. Das folgt sofort aus dem vorhergehenden Satz 7.2.6. 0

Ubungen

Ubung 7.2.8 (Substitution). Man formuliere und beweise das Analogon der Sub-
stitutionsregel [AN1] fir g : [a,b] — R stetig differenzierbar und [ :
g([a,b]) — V stetig mit Werten in einem Banachraum V.

Ergiinzende Ubung 7.2.9. Man berechne fol e'! dt. Hinweis: [AN1] . Man
finde eine Stammfunktion von cos* z. Hinweis: [ 122.

Erginzende Ubung 7.2.10. Man formuliere und beweise eine Variante fiir vektor-
wertige Funktionen des Satzes [ ] iber Integrale mit Parametern.

Ubung 7.2.11. Gegeben ein mehrpunktiges kompaktes Intervall / C R und ein
Banachraum Y ist auch der Raum C'(I,Y") aller stetig differenzierbaren Abbil-
dungen von I nach Y vollstindig fiir die Norm ||¢||; = ||¢| + [|¢|| der gleich-
miBigen Konvergenz der Funktionen und ihrer ersten Ableitungen. Hinweis: Man
verwende [ ] und verallgemeinere [ ]

7.3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

7.3.1. Ich erinnere daran, da3 wir, gegeben ein normierter reeller Raum X und
eine offene Teilmenge U @ X und ein Vektorfeld A : U — X, unter einem
,FluBweg von A mit Anfangswert p* ein Paar (I,~) verstehen mit / C R einem
mehrpunktigen Intervall, das die Null enthilt, und v : I — U einer differenzier-
baren Abbildung mit v(0) = pund 7/(t) = A(y(t)) firalle t € I.

7.3.2. Ich erinnere weiter daran, dafl nach 3.1.6 eine Abbildung f zwischen me-
trischen Ridumen lipschitzstetig heiflt, wenn es eine Konstante L > 0 gibt mit
d(f(x), fly)) < Ld(x,y) fir alle 2,y im Ausgangsraum. Eine Abbildung zwi-
schen metrischen Raumen heifit lokal lipschitzstetig genau dann, wenn jeder
Punkt des Ausgangsraums eine Umgebung besitzt, auf der unsere Funktion lip-
schitzstetig ist.

7.3.3. Nach 1.3.5 ist jedes stetig differenzierbare Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge eines normierten Raums lokal lipschitzstetig, deshalb folgt der Satz
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Die Restriktion auf die negative x-Achse der hier durch ihren Graphen
dargestellten Funktion ist lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 1, da sie an jeder
Stelle den schraffierten verbotenen Bereich der entsprechen verschobenen Figur

vermeidet. Die Begrenzungslinien haben darin als Steigung die
Lipschitzkonstante, in diesem Fall die Steigung 1. Die Restriktion auf die positive
x-Achse ist zwar lipschitzstetig, aber mit einer gro3eren Lipschitzkonstante.
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iber die Existenz und Eindeutigkeit im Fall stetig differenzierbarer Vektorfelder
7.1.12 aus der Version lokal lipschitzstetiger Vektorfelder 7.3.7. Die Hauptlast des
Beweises trigt jedoch das folgende Lemma 7.3.4.

Lemma 7.3.4 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit). Gegeben X ein vollstdin-
diger normierter reeller Raum, U G X offen und A : U — X ein beschrink-
tes lipschitzstetiges Vektorfeld existieren zu jedem Anfangswert p € U Flufiwege
von A mit offenem Definitionsbereich, und je zwei Flufiwege v : I — U und
¢ : J — U mit demselben Anfangswert stimmen fiir hinreichend kleines ¢ > 0 auf
INJnN[—e,e]iiberein.

7.3.5. Allgemeiner gilt das auch fiir stetige beschriinkte zeitabhiingige Vektorfel-
der A: (—a,a) xU — X, die nur partiell lipschitzstetig sind in dem Sinne, daf3
es eine Konstante L gibt mit ||A(¢, z) — A(t,y)|| < L||x — y|| fur alle t € (—a,a)
und z,y € U. Der Beweis ist mutatis mutandis derselbe. Diese Variante ist in-
sofern stirker, als das Lemma beim Ubergang 7.1.19 von zeitabhingigen zu zei-
tunabhiingigen Vektorfeldern dieselbe Folgerung nur liefert unter der stirkeren
Annahme, daB A : (—a,a) x U — X nicht nur ,partiell“ sondern ,,auch in Bezug
auf die erste Variable* lipschitzstetig ist.

Beweis. Wir betrachten fiir ein beliebiges mehrpunktiges kompaktes reelles Inter-
vall K C Rmit (0 € K den affinen Raum

Co(K, X)

aller stetigen Wege v : K — X mity(0) = p und versehen seinen Richtungsraum
Co(K, X) mit der Norm || || der gleichmiiBigen Konvergenz. Nach [ ]
erhalten wir so einen vollstindigen normierten Vektorraum. Nun betrachten wir
in unserem affinen Raum die offene Teilmenge C, ([, U) aller in U verlaufenden
Wege und die Abbildung

F: RxCyK,U) — RxCy(K,X)
(7,7) = (r,y—7[(Ao7y))

Hierbei sei [ : C(K,X) — Co(K,X) gegeben durch ([)(t) = f(f P(s)ds
mit unserem vektorwertigen Integral aus 7.2.3. Bezeichne x den konstanten Weg
bei p. Unter unserer Abbildung geht aufgrund der vektorwertigen Variante 7.2.6
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (7, ) nach (7, k) genau
dann, wenn v : K — U ein FluBweg des reskalierten Feldes 7 A ist. Insbeson-
dere haben wir (0, k) — (0, k). Wir wenden nun den Umkehrsatz fiir stetige Ab-
bildungen 3.1.10 an und zeigen genauer, da} fiir > 0 hinreichend klein und
K C [-1/45,1/4S] mit S > 0 einer oberen Schranke der Normen der Vektoren
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unseres Vektorfelds A die Restriktion von F'—id auf (—n,n) x C,(K, U) kontra-

hierend ist. Dazu rechnen wir
|(F=id)(o,4) — (F~id)(r, )| = a/A¢—T/Aﬂ

< Jo—r| /A¢“ . /A¢—A7“
< o —7I(S/48) + (L/AS) Y =l
< o= 7l/A+ Y = ll/d

< (/2 — 0y - ¥

falls im vorletzten Schritt > 0 so klein ist, daB gilt n./S < 1. Dann liefert
uns der Umkehrsatz fiir stetige Abbildungen 3.1.10 wegen F' : (0,x) — (0, k),
daf es fiir 7 > 0 hinreichend klein genau ein Urbild (7,~,) von (7, ) unter F'
gibt, also genau einen FluBweg 7, : K — U des reskalierten Vektorfelds 7A.
Gehen wir etwa von K = [—03, 8] aus, so ist y(t) := v, (771t) ein auf (=73, 73)
definierter FluBweg des Vektorfelds A zu p und die Existenzaussage des Lemmas
ist gezeigt. Seien andererseitsy : [ — U und ¢ : J — U FluBwege mit demselben
Anfangswert. Besteht / N J nur aus dem Nullpunkt, so ist die Behauptung eh
klar. Sonst gibt es a > 0 mit I N J N [—a, o] mehrpunktig und kompakt und in
[—1/45,1/45] enthalten, und fiir alle 7 € [0, 1] sind die Abbildungen ¢ — ~(7t)
und t — ¢(7t) auf I N J N [—a, a] definierte FluBwege zu p des reskalierten
Vektorfelds 7A. Fiir hinreichend kleines 7 > 0 gibt es aber nach dem, was wir
gezeigt haben, nur einen derartigen FluBweg, und damit folgt auch die zweite
Behauptung des Lemmas. ]

Ergdnzung 7.3.6. Die allgemeinere Aussage 7.3.5 iiber lokale Existenz und Ein-
deutigkeit der FluBwege fiir partiell lipschitzstetige zeitabhingige Vektorfelder
folgt analog mithilfe der Abbildung

P (ro = [ Alrsateas)

Satz 7.3.7 (Picard-Lindelof). . Gegeben ein lokal lipschitzstetiges Vektor-
feld auf einer offenen Teilmenge eines vollstindigen normierten reellen Raums
gibt es zu jedem Anfangswert einen grofsiten Flufiweg;

2. Dieser grofite Flufweg hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall, und
ist besagtes Intervall nach oben beschrdnkt, so verldfit der grofsite Flufiweg
fiir positive Zeiten jedes Kompaktum aus unserer offenen Teilmenge irgend-
wann einmal endgiiltig.

241



o~ -

\*_—/

Ein groBter FluBweg, dessen Definitionsbereich nach oben beschrinkt ist und die
so jedes Kompaktum wie etwa K oder L irgendwann einmal endgiiltig verlaft. In
diesem Fall wire der Definitionsbereich nach unten unbeschrinkt und unser
FluBweg wiirde fiir negative Zeiten gegen eine Nullstelle unseres Vektorfeldes
konvergieren, die im Zentrum der Spirale liegt.
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7.3.8. Beim Beweis zeigen wir stirker als in Teil 2 formuliert: Ist das Defini-
tionsintervall unseres grofiten FluBwegs nach oben beschrinkt, so kann er nicht ab
irgendeinem Zeitpunkt ganz innerhalb irgendeiner in unserem affinen Raum ab-
geschlossenen Teilmenge bleiben, die im Definitionsbereich unseres Vektorfelds
enthalten ist und auf der unser Vektorfeld beschrinkt ist.

7.3.9. Allgemeiner gilt unser Satz auch fiir stetige zeitabhingige Vektorfelder A :
U — X auf U G R x X, die nur lokal partiell lipschitzstetig sind in dem Sinne,
daB jeder Punkt von U eine offene Umgebung besitzt, in der sie im Sinn von 7.3.5
partiell lipschitzstetig sind. Der Beweis ist derselbe, man muf sich dafiir nur auf
7.3.5 stiitzen. Diese Allgemeinheit ist insbesondere bei der Behandlung linearer
Differentialgleichungen von Nutzen.

Beweis. Zunichst zeigen wir, daf je zwei FluBwege ~, 1) mit demselben Anfangs-
wert p und demselben Definitionsintervall [ ibereinstimmen. Wir zeigen nur, daf3
sie auf /N[0, 0o) iibereinstimmen, fiir / N (—o0, 0] argumentiert man analog. Stim-
men aber unsere Wege auf / N[0, co) nicht iiberein, so wire das Supremum s iiber
alle t € I mit 7|[0,t] = ][0, t] nicht das Supremum von /. Wegen der Stetigkeit
der FluBwege gilte v(s) = v (s), und nach der Eindeutigkeitsaussage in Lemma
7.3.4 muB dann auch gelten ][0, ¢t + n] = 1|[0,t + n] fiir ein positives 7, im Wi-
derspruch zur Wahl von s. Folglich stimmen je zwei FluBwege mit Anfangswert
p auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche iiberein und es gibt genau einen grofi-
ten FluBweg mit Anfangswert p, dessen Definitionsbereich eben die Vereinigung
der Definitionsbereiche aller FluBwege zu p ist. Wire dieser Definitionsbereich
nicht offen, so enthielte er sein Supremum oder sein Infimum. Dann kdnnten wir
jedoch um die Bilder dieser Grenzpunkte auch wieder FluBwege mit offenem De-
finitionsbereich finden und ,,ankleben* und unser FluBweg wire nicht maximal
gewesen. Dieser Widerspruch zeigt, dall unser grofter FluBweg offenen Defini-
tionsbereich hat. Bezeichne schlieBlich A unser Vektorfeld und U @ X seinen
Definitionsbereich. Ist v : [0,b) — U ein FluBweg von A, dessen Bild in einem
Kompaktum M C U landet, so ist wegen (t) = A(~v(t)) seine Geschwindigkeit
||%(t)]| beschriankt auf [0, b), mithin ist 7 lipschitzstetig und besitzt nach [ ]

eine stetige Fortsetzung 7 : [0, b] — M. Die Integralform unserer Differen-
tialgleichung zeigt dann sofort, dal auch 4 ein FluBweg von A sein muf3. Mithin
kann ein FluBweg mit nach oben beschranktem Definitionsbereich, die ganz in
einem Kompaktum M C U verlduft, schon einmal nicht maximal sein. Wir er-
kldaren nun noch, warum ein maximaler FluBweg mit nach oben beschrinktem
Definitionsbereich ab einem gewissen Zeitpunkt auch nicht mehr in ein vorgege-
benes Kompaktum zuriickkehren darf. Sicher besitzt unser Kompaktum M eine
endliche Uberdeckung durch offene Teilmengen von U, auf denen unser Vektor-
feld jeweils lipschitzstetig ist. Mit [ ] finden wir auch ein € > 0 derart,
daB die Menge N aller Punkte von X mit Abstand < ¢ zu einem Punkt von M
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in der Vereinigung der Mengen dieser endlichen Uberdeckung enthalten ist. Da
unser Vektorfeld auch auf N lipschitzstetig ist, hat unser FluBweg dann an allen
Stellen aus NNV, die er durchléuft, eine gleichmiBig beschrinkte Geschwindigkeit.
Wann immer unser maximaler FluBweg einen Punkt aus M durchliduft, muf3 er
also noch fiir eine gewisse von diesem Punkt unabhiingige Zeitspanne innerhalb
von N weiterlaufen. Sind wir nédher als diese Zeitspanne am oberen Ende des De-
finitionsbereichs unseres maximalen FluBwegs, so kann unser FluBweg demnach
keine Punkte aus M mehr durchlaufen, da er ja wegen 7.3.8 nicht ab einem vor-
gegebenen Zeitpunkt in NV bleiben darf, und es sonst nicht mehr schaffen konnte,
N noch zu verlassen. ]

7.4 Lineare Differentialgleichungen

Satz 7.4.1 (Homogene lineare Differentialgleichungen). Gegeben ein mehr-
punktiges Intervall I C R, ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V und
eine stetige Abbildung M : I — End V bilden die differenzierbaren Abbildungen
v: I =V mit
V(t) = M(D(t) Vel

einen Untervektorraum L C Ens(I,V'), den Losungsraum unserer Differential-
gleichung. Weiter ist fiir jedes ty, € I das Auswerten bei t, ein Vektorraumisomor-
phismus L =V, v+ v(ty), der Anfangswertisomorphismus.

Ergdnzung 7.4.2. Es ist unmittelbar klar, dal unter der Annahme, M sei k-mal
stetig differenzierbar, unsere Losungen ~y sogar (k + 1)-mal stetig differenzierbar
sein miissen.

Ergdnzung 7.4.3. Der Satz gilt mit fast demselben Beweis auch im Fall eines be-
liebigen Banachraums V, wenn man statt dem Raum End V' aller Endomorphis-
men von V' den normierten Raum B(V) aller stetigen Endomorphismen von V'
betrachtet. Wir miissen dann nur am Schluf} des Beweises etwas sorgfiltiger ar-
gumentieren, etwa in dem Sinne, daB eine auf [0, b) definierte FluBweg nach den
Abschitzungen im Beweis gleichmiBig stetig wire und sich nach [ ]

stetig auf [0, b] fortsetzen liee. Das Bild dieser stetigen Fortsetzung ist in diesem
Fall wieder das gesuchte Kompaktum, das nicht verlassen wird, im Widerspruch
zu7.3.9.

Beispiel 7.4.4 (Explizite Losung im eindimensionalen Fall). Im eindimensiona-
len Fall dim V' = 1 oder der Einfachkeit halber noch besser V' = R haben wir in
7.1.21 schon allgemeinere Differentialgleichungen explizit gelost. In diesem Fall
ist M eine reellwertige Funktion. Bezeichnen wir sie statt mit M mith : [ — R
und bezeichnet H : I — R eine Stammfunktion von A, so sind die Lésungen un-
serer Differentialgleichung +/(¢) = h(t)~(t) insbesondere schlicht die Funktionen
v(t) = cexp(H (t)) fiir c € R.
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Beweis. Daf unser Losungsraum £ C Ens(/, V') ein Untervektorraum ist und das
Auswerten bei £ linear scheint mir beides offensichtlich. Es bleibt nur, Injektivitét
und Surjektivitdt des Auswertens zu zeigen. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit diirfen wir dazu ¢, = 0 annehmen. Falls I nicht offen ist, wihlen wir eine
stetige Fortsetzung von M auf ein offenes Intervall / D [. Nunerfiillty: J — V
nach 7.1.19 unsere Differentialgleichung genau dann, wenn es ein FluBweg des
zeitabhingigen Vektorfelds (¢,v) — M (¢t)v auf J x V ist. Dies zeitabhingige
Vektorfeld ist lokal partiell lipschitzstetig im Sinne von 7.3.9, also besitzt es nach
7.3.9 zu jedem Anfangswert hochstens einen auf / definierten FluBweg, und das
zeigt die Injektivitit. Fiir den Beweis der Surjektivitit reicht es zu zeigen, daf3
jeder maximale FluBweg des zeitabhingigen Vektorfelds (¢,v) — M (¢)v mit An-
fangswert (o) = vy auf ganz J definiert ist. Sicher reicht es zu zeigen, daB er
bis zum oberen Ende von .J definiert ist. Sonst gébe es aber b € .J derart, da3 die
Losung nicht in positiver Richtung iiber [0, b) hinaus fortgesetzt werden konnte.
Es gibt jedoch L mit || M (¢)|| < L fur alle ¢ € [0, b], daraus folgt fiir ¢ € [0, ) erst

M@%=%+AMUMWM

t
gmm+LAH%ﬂMT

und dann [|7(¢)|| < |lvo|| €* nach dem Lemma von Gronwall 7.1.24. Dann wiire
aber |v(t)|| beschrinkt auf ¢ € [0, b), ndmlich durch |Jvy|| e, im Widerspruch zur
letzten Aussage im Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit 7.3.7 oder genauer
threm Analogon 7.3.9 fiir zeitabhéingige Vektorfelder. 0

Korollar 7.4.5 (Inhomogene lineare Differentialgleichungen). Gegeben ein mehr-
punktiges Intervall I C R, ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V' sowie
stetige Abbildungen M : I — EndV und f : I — V, bilden die differenzierbaren
Abbildungen v : I — V mit

Y (t) = M(t)y(t) + f(t) Vtel

einen affinen Teilraum L; C Ens(I, V') mit dem Losungsraum der zugehorigen
linearen Gleichung als Raum von Richtungsvektoren. Fiir jedes ty € I definiert
weiter das Auswerten bei t eine Bijektion L; — V, v + 7(t;), den Anfangs-
wertisomorphismus.

Erginzung 7.4.6. Dies Korollar gilt wieder mit fast demselben Beweis auch im
Fall eines beliebigen vollstandigen normierten reellen Vektorraums V, wenn man
statt dem Raum End V" aller Endomorphismen von V' den normierten Raum B(V")
aller stetigen Endomorphismen von V' betrachtet.

Beweis. Die Differenz von je zwei Losungen der inhomogenen Gleichung ist of-
fensichtlich eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung, und die Summe
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einer Losungen der homogenen und einer Losung der inhomogenen Gleichung
ist offensichtlich eine Losung der inhomogenen Gleichung. Damit bleibt nur zu
zeigen, daf} die inhomogene Gleichung iiberhaupt eine Losung besitzt. Das folgt
dhnlich wie im homogenen Fall und ohne weitere Schwierigkeiten aus unseren
allgemeinen Prinzipien. Wir geben nun aber sogar eine Losungsmethode an, die
Methode der Variation der Konstanten. Dazu wihlen wir eine Basis vy, ..., 7,
des Losungsraums der homogenen Gleichung und fassen sie zusammen zu einer
Losung X : [ — V™ = Hom(R"™, V') der homogenen linearen Differentialglei-
chung
X(t)=M#)X(t)

fiir Funktionen / — Hom(R"™, V). Da die Werte von 71, ...,7, an jeder Stel-
le eine Basis von V' bilden, ist X () an jeder Stelle ein Vektorraumisomorphis-
mus. Nun machen wir fiir die Losung unserer inhomogenen Gleichung den Ansatz
v(t) = X (t)e(t) mit ¢ : I — R™ differenzierbar alias v(t) = ¢;(t)y1(¢t) + ... +
¢n (1), (t) und finden

) = X(B)e(t) + X (H)e(t)
= M@t)X(t)c(t) + X(t)e(t)
= M(t)y(t) + X (t)e(t)
Unser Ansatz fiihrt also zu einer Losung der inhomogenen Gleichung genau dann,

wenn gilt X (¢)¢(t) = f(t) alias ¢(t) = X 1(¢) f(¢). Ein ¢ mit dieser Eigenschaft
existiert aber ganz offensichtlich, eben das Integral der rechten Seite. O]

7.4.7 (Verhalten benachbarter FluBwege). Sei X ein endlichdimensionaler re-
eller Raum, U @ X eine offene Teilmenge und A : U — X ein lipschitzstetiges
Vektorfeld mit Lipschitz-Konstante L. Sind 7,,, : [0,b] — U FluBwege zu An-
fangswerten p, ¢ € U, so finden wir fiir alle ¢ € [0, b] die Abschitzung

) =30l = o+ [ atueir o= [ e

t
< lp=al+ L [ Inlr) = u()ldr
und das Lemma von Gronwall 7.1.24 liefert fiir alle ¢ € [0, b] die Abschitzung

1% () = %Ol < llp — qll

Salopp gesprochen besagt diese Abschitzung, dal zwei FluBwege in einem lip-
schitzstetigen Vektorfeld ,,hochstens exponentiell auseinanderlaufen konnen. Man
mag das Argument vom Schluf3 des Beweises des Satzes iiber homogene linea-
re Differentialgleichungen 7.4.1 vergrobernd dahingehend zusammenfassen, daf3
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sich in diesem Fall eine beliebige Losung hochstens exponentiell von der Null-
Losung entfernt und folglich nicht in endlicher Zeit ins Unendliche entweichen
kann.

Proposition* 7.4.8 (Losungswachstum fiir lineare Differentialgleichungen).
Seien V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und M : [b,c) — EndV stetig.
Bezeichne || || eine Norm auf V' und die zugehorige Operatornorm auf End V.
Erfiillt M die Abschdtzung | M (t)|| < S(t) fiir ein stetiges S : [b,c) — R~ und
ist h : [b,c) — R eine Losung der Differentialgleichung h'(t) = S(t)h(t) zum
Anfangswert h(b) = 1, so gilt fiir alle Losungen vy : [b,c) — V der Differential-
gleichung ~'(t) = M (t)~(t) die Abschditzung

V@I < @[ Yt € [be)

7.4.9. Die Aussage gilt allgemeiner und mit demselben Beweis, wenn V' ein be-
liebiger reeller Banachraum ist.

Beweis. Unsere Differentialgleichung kann umgeschrieben werden zur Integral-
gleichung

ww:wm+lﬂﬂﬂwﬂw

So erhalten wir die Abschitzung

nﬂM<c+Asmvah

fir alle ¢ € [b, ¢) und alle C' mit C' > ||y(b)||. Das Integral definiert eine Funktion
g(t) mit ¢'(t) = S(t)||v(@)] < S(Et)C + S(t)g(t) und mit g(b) = 0. Fir f(¢) =
Ch(t) — C gilt nun sicher f'(t) = S(t)C' + S(t) f(t) und f(b) = 0. Nach unseren
Erkenntnissen iiber strikte differentielle Ungleichheiten 7.1.22 folgt g(t) < f(t)
fiir alle t € [b, ¢) und damit

@I < Ch(t) Ve be)
Da das fiir alle C' mit C' > ||y(b)]| gilt, folgt die Proposition. O

Korollar* 7.4.10. Seien b > 0 und V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum
und M : (0,b] — EndV stetig. Bezeichne || || eine Norm auf V' und die zuge-
horige Operatornorm auf End V. Erfiillt M die Abschditzung | M (t)|| < N/t fiir
ein N € Ry, so gilt fiir alle Losungen ~(t) der Differentialgleichung ~'(t) =
M (t)~(t) die Abschiitzung

Iyl < Iy (/)™
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Ubungen

Ubung 7.4.11 (Nahe lineare Differentialgleichungen haben nahe Losungen).
Seien V' ein endlichdimensionaler normierter R-Vektorraum und b > 0. Seien
A, B :]0,b] — EndV stetig mit durch M > 0 beschrinkter Operatornorm. Fiir
Losungen ¢,v : [0,b] — V der Differentialgleichungen ¢'(t) = A(t)¢(t) und
Y'(t) = B(t)y(t) mit demselben Anfangswert v = ¢(0) = 1/(0) zeige man die
Abschitzung

lo(t) = v ()]l < exp(t]|A = Blloc - [v]le™)

Hinweis: Man finde zunichst mit 7.4.7 Schranken fiir die Losungen und dann
durch nochmalige Anwendung eine Schranke fiir ihre Differenz.

7.5 Losungen als Funktionen ihres Anfangswerts

Definition 7.5.1. FEin stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Teil-
menge U eines normierten reellen Raums X besitzt nach 7.1.12 zu jedem An-
fangswert ¢ € U einen groBten FluBweg v, : I, — U. Wir erkldren seinen FluB
als die Abbildung

D (t,q) = (1)

von der Menge U := {(t,q) € R x U | t € I,}, dem Definitionsbereich des
Flusses, in den Definitionsbereich U unseres Vektorfelds.

7.5.2. Allgemeiner vereinbaren wir dieselbe Definition fiir jedes Vektorfeld, das
zu jedem Anfangswert einen grofiten FluBweg besitzt.

Satz 7.5.3 (Losungen als Funktionen ihres Anfangswerts). Gegeben ein glattes
Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums
hat sein Fluf3 offenen Definitionsbereich und ist ebenfalls glatt.

Ergdnzung 7.5.4. Auch dieser Satz gilt mit fast demselben Beweis allgemeiner
fiir jeden vollstdndigen normierten, nicht notwendig endlichdimensionalen Raum.
Beim Beweis zeigen wir sogar, daB fiir jedes C*-Vektorfeld mit k¥ > 1 sein FluB
offenen Definitionsbereich hat und auch von der Klasse C* ist.

Beweis. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X, eine offene Teilmen-
ge U G X, ein C*-Vektorfeld A : U — X mit & > 1 und ein Punkt p € U
wihlen wir zunichst offene Umgebungen V' @ U von pund W @ X von Null mit
V + W C U. Weiter wihlen wir eine Norm auf X. Dann betrachten wir fiir ein
mehrpunktiges kompaktes reelles Intervall / C R mit O € I den affinen Raum

C,(1,X)
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aller stetig differenzierbaren Wege v : I — X mit 7(0) = p. Seinen Richtungs-
raum C} (I, X) versehen wir mit der Norm [|¢lo + ||¢/[|o der gleichmiiBigen
Konvergenz von Funktion und erster Ableitung. Nach 7.2.11 erhalten wir so einen
reellen Banachraum. Nun betrachten wir die Abbildung

F: RxVxCIW) — C(I,X)
(7,49, ) = Y =71(Ao(q+v))

Genau dann wird (7, ¢, 1) auf Null abgebildet, wenn ¢ — ~(t) = ¢ + 9 (t) ein
FluBweg des reskalierten Vektorfelds 7A zum Anfangswert v(0) = ¢ ist. Nach
Summenregel 1.4.4, Produktregel 1.4.5 und dem im Anschluf} bewiesenen Lemma
7.5.5 ist F' differenzierbar mit Differential

(drguF)(h,v,0) = o = h(Ao (g +¢)) = 7((dA) o (¢ + ¢, v + @)

Insbesondere gilt (d(g,0£)(0,0,0) = ', und da @ — ¢« eine stetige und
stetig umkehrbare Bijektion C1(1, X) = C(I, X) definiert und F nach unserer
Formel stetig differenzierbar ist, diirfen wir den Satz iiber implizite Funktionen
3.2.7 anwenden. Er liefert uns ein Paar (A;, B;) mit (0,p) € A; @ R x V und
0 € By @ C{(I,W) derart, daB es fiir jedes (7,q) € A; genau ein ¢,, € B
gibt, fiir das v, , = g + 1., ein auf I definierter FluBweg des reskalierten Vek-
torfelds 7A mit Anfangswert ¢ ist. Wihlen wir also etwa I = [—1, 1], so finden
wir in A; eine offene Umgebung von (0, p) der Gestalt (—n,7) x D, und daselbst
ist dann auch der Flu} definiert. Da FluBwege unter Zeitverschiebung FluBwe-
ge bleiben, zeigt das schon mal, daf} unser Flu3 einen offenen Definitionsbereich
hat. Weiter ist F' nach obiger Formel fiir sein Differential sogar von der Klasse
C* im Sinne von 6.5.6. Damit zeigt der Satz iiber implizite Funktionen mit den
Resultaten und Definitionen von 6.5 aber auch, da3 die Zuordnung (7,q) — 7,4
eine C*-Abbildung (—n,7n) x D — C*(I,U) ist. Verkniipfen wir diese mit dem
Auswerten an einer festen Stelle ¢ € I\0, einer stetigen affinen Abbildung, und
beachten v, ,(t) = v,(7t), so folgt, daB der FluB selbst eine C*-Abbildung ist. [

Lemma 7.5.5. Seien X,Y normierte Riume, U G X eine offene Teilmenge und
A U — Y stetig differenzierbar. Fiir jedes Kompaktum K ist dann auch die
Abbildung (Ao) : C(K,U) — C(K,Y) differenzierbar und ihr Differential pafst
in ein kommutatives Diagramm

C(K,U) x C(K, X) *Lc(k, V)

;

C(K, U x X) . ¢
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7.5.6. Hier verstehen wir fiir jeden normierten Raum Z den Abbildungsraum
C(K,Z) mit seiner Norm der gleichméBigen Konvergenz und identifizieren den
Richtungsraum unseres Abbildungsraums in der hoffentlich offensichtlichen Wei-
se mit C(K, Z). In der oberen Horizontalen meinen wir die Abbildung (v, o)
(dy(Ao))(c) und in der unteren Horizontalen meint dA entsprechend die Abbil-
dung dA : U x X = X, (z,0) = (dzA)(v).

Beweis. Es reicht, an jeder Stelle v € C(K, U) die Differenzierbarkeit zu unter-
suchen und das Differential d.,(Ao) zu bestimmen. Gegeben € > 0 gibt es fiir alle
x € y(K) ein groBtes n(z) = n.(z) € (0,1) derart, daB gilt B(x;n(z)) C U und

le =2l <n(z) = [|d:A—-d: Al <e

Man erkennt unschwer, daB 7 : v(K) — (0, 1) stetig ist, ja sogar lipschitzstetig
mit Lipschitz-Konstante Zwei. Sei 0 = . > 0 das Minimum von 7 auf unserem
Kompaktum ~(K). Fiir € v(K) und h € X mit ||h]| < & liefert dann der
Schrankensatz oder vielmehr sein Korollar 1.3.5 die Abschitzung

[A(z + h) — A(z) = (dA)(h)]| < [|h]le
Fiir jedes o : K — X mit ||a|| < & gilt also
[Ao(y+a)—Aoy—(dA)o (y,a)| < [lofe
Das war im wesentlichen die Behauptung. [

Satz 7.5.7 (Normalform eines Vektorfelds ohne Nullstelle). Gegeben ein glattes
Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums,
das an einer festen Stelle nicht verschwindet, ist unser Feld auf einer offenen Um-
gebung dieser Stelle unter einem Diffeomorphismus verwandt zu einem konstanten
Feld.

7.5.8. In Koordinaten gesprochen hat also jedes Vektorfeld, dal an einer vorge-
gebenen Stelle nicht verschwindet, in geeigneten lokalen Koordinaten x4, ..., x,
um diese Stelle die Gestalt 8%1.

Beweis. Sei X unser Raum, U @ X unsere offene Teilmenge, A : U — X un-
ser Vektorfeld und p € U die vorgegebene Stelle. Wir wihlen Y ¢ X komple-
mentér zur Geraden mit Richtungsvektor A, und wihlen einen Isomorphismus
L:R"I 5V Gegeben ein glattes Vektorfeld A auf einer offenen Teilmenge
U eines endlichdimensionalen affinen Raums schreiben wir im folgenden A’q fiir
die Stelle A’q € U, an der der Punkt ¢ € U landet, wenn er sich fiir die Zeit-
spanne ¢t mit dem Fluf des Vektorfelds A treiben 146t. Man zeigt miihelos, daf3
fiir hinreichend kleines € > 0 und eine hinreichend kleine Umgebung W @ R"!
des Ursprungs die Abbildung (—¢,¢) x W — U, (¢, %) — A'(p + L) sinnvoll
definiert und ein Diffeomorphismus der gewiinschten Art ist. [
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Ilustration zum Beweis von Satz 7.5.7 zur lokalen Normalform eines
Vektorfelds ohne Nullstelle
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7.6 Erginzung zu differentiellen Ungleichungen®

Lemma* 7.6.1 (Nicht-strikte differentielle Ungleichungen). Sei U @ R? offen
und sei K : U — R eine stetig differenzierbare Funktion. Seien a < b gegeben
und seien f,g : |a,b) — R zwei differenzierbare Funktionen mit Graph in U
derart, daf3 an jeder Stelle t € |a,b) gilt

f'(t) = K(t, f(t)) und g'(t) < K(t,9(t)).
Haben wir auflerdem g(0) < f(0), so folgt g(t) < f(t) fiiralle t € [a,b).

7.6.2. Die analoge Aussage mit einer strikten Ungleichung in der Formelzeile ist
leichter zu zeigen und gilt sogar fiir beliebige Funktionen /K, vergleiche 7.1.22.
Sie reicht fiir die meisten Anwendungen aus.

Beweis. Die Beweisidee besteht darin, sich durch einen geeigneten Koordinaten-
wechsel auf den Fall zuriickzuziehen, dal K die Nullfunktion ist. Wir argumen-
tieren durch Widerspruch. Wire die Aussage des Lemmas falsch, so gehorte

t :=1inf{s € [a,b) | g(s) > f(s)}

zu [a,b) und wir hitten g(t) = f(t). Wir setzen y := ¢(t) = f(t). Fiir jedes
(t,y) € U gibt es nach Satz 7.5.3 iiber den FluB, genauer seiner Variante 7.5.4
fiir stetig differenzierbare Vektorfelder, positive £,0 > 0 und F : (t — 0,t +
d) x (y — e,y + &) — R stetig differenzierbar mit (s, F'(s,z)) € U fir alle
(s, z) aus dem Definitionsbereich von F und k, : s — F(s, z) einer Losung der
Differentialgleichung k. (s) = K(s, k.(s)) mit Anfangswert k,(t) = z fiir alle
z € (y—e,y+¢). Indem wir, um uns zusitzliches Nachdenken zu ersparen, mog-
licherweise € und ¢ noch verkleinern, diirfen wir sogar annehmen, dal3 die Abbil-
dung I : (s,2) — (s, F(s, z)) offenes Bild V' @ U und eine stetig differenzierbare

Umkehrfunktion H : V' = (t — 0,t + J) X (y — €,y + €) hat, die wir natiirlich als
H(s,u) = (s, H(s,u)) schreiben kénnen mit H : V' — R. Nun kdnnen wir § > 0
sogar so klein wihlen, dafl gilt (s, f(s)),(s,g(s)) € V furalle s € [t,t + §).
Oftensichtlich gilt 9,F > 0 und dann auch 9,H > 0 auf den jeweiligen De-
finitionsbereichen. Wir erreichen also bereits den gesuchten Widerspruch, wenn
wir H(s,g(s)) < H(s,ky(s)) < H(s, f(s)) zeigen fur s € [t,t + 0). Es reicht,
die erste Ungleichung zu zeigen. Nach Konstruktion von H gilt z = H (s, k.(s))
fiir alle (s, z). Damit miissen wir einerseits nur noch H (s, g(s)) < y zeigen fiir

s € [t,t + 0), und andererseits erhalten wir

d OH OH

0 = H(s, uls)) = S (5, (5)) + S (5 (5) KL (s)
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alias 0 = 9 (s,u) + (%2 (s,u)) K(s,u) fir alle (s,u) € V. Insbesondere haben

WIr

LH(s,9(5)) = ZE(s,9(5) + GE(s,9(5))g (5)
< G1(s,9(5)) + (32 (s,9(5))) K(s,9(s)) = 0

Daraus folgt aber sofort H(s, g(s)) <y fiir s € [t,t + 9). O
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8 Erste Schritte in klassischer Mechanik

8.1 Die Newton’schen Bewegungsgleichungen

8.1.1. Wiein [ ] fixieren wir einen eindimensionalen orientierten reel-
len affinen Raum
T

und nennen ihn die Zeit. Die Sekunde entspricht einer orientierten Zeitspanne
s € T+,. Weiter fixieren wir einen Bewegungsraum

E

im Sinne von [ ] und nennen ihn den Anschauungsraum. Wie in | ]

erklirt, konstruieren wir aus diesen Daten einen ausgezeichneten orientierten
eindimensionalen reellen Vektorraum, die Lingengerade . = Ly. AuBlerdem
erinnern wir aus [ ] ?? das Tensorprodukt ® mit eindimensionalen Raumen
und konstruieren nach [ ] ein kanonisches Skalarprodukt

(,):E*— L

mit Einheiten in dieser Lingengerade. Zumindest in Europa wird die schmutzi-
ge Liangengerade meist vermittels des in der franzosischen Revolution gewihlten
Meters m € L., mit der Zahlengerade R identifiziert. Das kanonische Skalar-
produkt auf dem Richtungsraum des schmutzigen Anschauungsraums nimmt also
Werte in einem eindimensionalen reellen Vektorraum an, fiir den das Quadratme-
ter m? eine Basis ist. Des weiteren haben wir nach [ ] auch eine natiirli-
che Abbildung || || : E — Ls, die eben jedem Vektor seine Linge zuordnet.

8.1.2. Um die Newton’schen Bewegungsgleichungen zu formulieren, wihlen wir
zusitzlich einen R y-Torsor M im Sinne von [ ] .22, dessen Elemen-
te wir Massen nennen. Ein schmutziges Element dieses Torsors ist zum Beispiel
das in der franzosischen Revolution gewihlte Gramm g € M., das dadurch
bestimmt wird, dall 1000 g in etwa die Masse eines Wasserwiirfels der Kantenlén-
ge 0,1 m ist. Den zugehorigen orientierten eindimensionalen reellen Vektorraum
notieren wir
Masse] = M := R xg_, M~

Die Newton’schen Bewegungsgleichungen beschreiben die Bewegung eines Kor-
pers oder Teilchens in Abhéngigkeit von seiner Masse. Diese Masse kann etwa
bestimmt werden durch das Aufwiegen mit Wasser und Bestimmung des beno-
tigten Wasservolumens oder, wenn man es genauer braucht, durch den Vergleich
mit der Masse eines im ,,Bureau international des poids et mésures‘ in Sevres bei
Paris seit 1889 sorgsam gehiiteten Zylinders aus einer Platin-Iridium-Legierung,
des sogenannten Urkilogramms.
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8.1.3. Gegeben ein bewegtes Teilchen im Sinne der Newton’schen Mechanik alias
eine Abbildung
v: T—E

von der Zeit oder allgemeiner einem mehrpunktigen Intervall dieser nach [ ]
angeordneten Menge in den Anschauungsraum ist ihr Differential 1.2.2,
wenn es denn existiert, eine Abbildung ¥ : ¢ — dyy, T — Hom("JT‘,IE). Unter
unserer Identifikation Hom(T, E) = E ® T* aus [LLA2] wird dieses Diffe-
rential zu einer Abbildung
A: T — E® T

Man nennt 7(¢) die Geschwindigkeit oder priziser die vektorielle Geschwindig-
keit unseres Teilchens zum Zeitpunkt ¢.

8.1.4. Seien gegeben V' ein reeller Vektorraum, L ein orientierter eindimensiona-
ler reeller Vektorraum, ein Skalarprodukt mit Lingeneinheiten s : V @ V — L®?
im Sinne von [ ] , sowie ein weiterer eindimensionaler orientierter Vek-
torraum 7. In dieser Situation erhalten wir durch Darantensorieren von 7%? of-
fensichtlich auf V' @ 7" ein Skalarprodukt mit Einheiten L @ T'.

8.1.5. Das kanonische Skalarprodukt auf E liefert insbesondere auf E @ T* ein
Skalarprodukt mit Einheiten in [ ® T*. Den zugehorigen Absolutbetrag im Sinne
von [[LAZ] des Geschwindigkeitsvektors (t) € E @ T* heiBt die absolute
Geschwindigkeit ||(t)|| € (L ® T*)( unseres Teilchens zum Zeitpunkt .

8.1.6. Um unserer Notation der Einheiten etwas an Schwere zu nehmen, verein-
baren wir fiir unsere eindimensionalen Vektorrdume von Einheiten die Notation
als Erzeugnis eines iiblichen Erzeugers in verdoppelten Erzeugerklammern, also
etwa

= ((s)) mits fiir ,,Sekunde* ;

= {((m)) mitm fir ,,Meter;

= ((g) mitg fir,Gramm".

2 E =

Weiter notieren wir bei unseren eindimensionalen Riumen die duale Basis des
Dualraums statt v meist lieber v~! oder 1 /v, so daB} wir den Dualraum T* des
Raums der Zeitspannen auch schreiben konnten als T* = ((1/s)) oder T* =
{(s™1)). SchlieBlich lassen wir in diesem Zusammenhang die ®-Zeichen meist weg
und schreiben fiir ganze Zahlen r € Z kiirzer v" fiir unser Element v®” € V®" aus
[LAZ] . So wiire etwa {(m?)) = L%? eine Notation fiir den eindimensionalen
orientierten reellen Vektorraum, dessen nichtnegative Elemente man meist ,,Fli-
chen* nennt und den wir manchmal statt mit L®? auch mit [Fliche] bezeichnen
werden. In derselben Weise schreiben wir etwa m /s fiir den Vektor m ®s®(—) aus
L ® T* und notieren diesen Raum auch L @ T* = ((m/s)).
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8.1.7. Das Differential der vektoriellen Geschwindigkeit ist, wenn es denn exis-
tiert, hinwiederum eine Abbildung ¥ : T — E ® (’JT"*)®2 oder in unserer neuen
Notation .

: T —E® (1/s%)

Man nennt 7(¢) die Beschleunigung oder genauer die vektorielle Beschleuni-
gung unseres Teilchens zum Zeitpunkt ¢. Die absolute Beschleunigung bezeich-
net dahingegen den Betrag ||5(¢)|| € (m/s?)) der vektoriellen Beschleunigung.

8.1.8. Unter einem Kraftfeld versteht man eine Abbildung
F:E—E® (g/s%)

Hierbei ist im Sinne unserer neuen Notation ((g/s2) = M @ (T*)®2 zu verste-
hen. Der Buchstabe F' erinnert an englisch force. Unter der Newton’schen Bewe-
gungsgleichung fiir die Bewegung eines Teilchens einer Masse m € M in einem
Kraftfeld /' versteht man die Forderung ,Kraft gleich Masse mal Beschleuni-
gung‘‘ und in Formeln ausgedriickt die Gleichheit

Fo~y=my
von Abbildungen T — E ® ((g/s2)), der die Bewegung v : T — E unseres

Teilchens gehorchen soll.

8.1.9. Unter einem Gravitationsfeld versteht man eine Abbildung
G:E—E®(1/s%)

Die von einem derartigen Feld auf ein Teilchen der Masse m ausgeiibte Kraft wird
per definitionem gegeben durch die Gleichung

F=mG

Die Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen beliebiger Masse in einem Gravita-
tionsfeld G lautet damit

Goy=7%
und ist aufzufassen als eine Gleichheit von Abbildungen T — E ® ((1/s2)).
Ergdnzung 8.1.10. A priori konnte man auch eine konsistente Theorie formulie-
ren, die zwei Arten von Massen postuliert, als da heiBt zwei R-q-Torsoren M,
und M;, und in der jedem Teilchen zwei Arten von Masse, seine schwere Masse

msen € MJ,, sowie seine triige Masse my, € M zugeordnet wiirden. Wir hit-
ten dann die beiden zugehorigen eindimensionalen reellen Vektorrdume M, und
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M, zu bilden. Ein Kraftfeld hitte per definitionem Werte in E® ("Jf‘*)@’2 ® My,
und die Bewegungsgleichung in diesem Kraftfeld hitte die Gestalt

myy = Fory

Dahingegen wiirde ein Gravitationsfeld Werte in E © (T*)®2 @ M, @ M, anneh-
men und die jeweils auf unser Teilchen wirkende Kraft durch die Multiplikation
des Gravitationsfelds wire mit seiner schweren Masse m., zu berechnen. Mit der
Waage mifle man also die schwere Masse und durch die Beobachtung etwa von
StoBen mit einem ,,Referenzteilchen* und Ausniitzen der im folgenden noch zu
besprechenden , Impulserhaltung* die trige Masse. Ein durch viele Experimente
bestétigtes Prinzip der klassischen Mechanik ist nun jedoch die Gleichheit von
triager und schwerer Masse, so dall wir stets mg;, = my, annehmen und ohne
nihere Spezifikation schlicht von der Masse eines Teilchens reden werden.

8.1.11. Das Gravitationsfeld an der Erdoberflache kann lokal recht gut approxi-
miert werden durch ein konstantes Feld § mit § ~ (9,8)rm/s2 wobei i € E
denjenigen einen Meter langen Vektor bezeichnet, der an der gegebenen Stelle in
Richtung des Erdmittelpunktes zeigt. Man schreibt auch ||g|| := g ~ (9,8)m/s?
fiir den Betrag dieses konstanten Feldes und nennt diese Beschleunigung die Erd-
beschleunigung. Ob der Buchstabe g das Gramm oder die Erdbeschleunigung
meint, muf3 aus dem Kontext erschlossen werden.

Beispiel 8.1.12 (Flugbahn eines geworfenen Massenpunktes). Fiir die Bewe-
gung v : T — [E eines nur der Gravitationskraft ausgesetzten Massepunktes an
der Erdoberfliche, etwa einer Kanonenkugel oder eines Schneeballs, muf3 nach
dem vorhergehenden die Beschleunigung zu jedem Zeitpunkt die Erdbeschleuni-
gung sein, in Formeln
() =g

fiir alle Zeiten . Um das zu konkretisieren, bezeichne ¢ : R = T die Identifikation
der reellen Zahlengeraden mit der Zeitachse vermittels der Abbildungsvorschrift
t : x — to + s fur einen beliebigen Zeitpunkt ¢y, und unsere Zeiteinheit Sekunde
s € T, so werden die Ableitungen der Verkniipfung v : R — E, x +— ~(to + xs)
nach der Kettenregel gegeben durch

Py Ayt o dYy
(dz)2  “(dt)2dx = (dt)?

Hier ist nun bereits alles mogliche implizit zu verstehen, aber das alles auszu-
schreiben fiihrt zu ungeniefbaren Formeln. So ergibt sich fiir die Bewegung unse-
res Teilchens in unserer von Einheiten befreiten Zeitkoordinate x die Bewegungs-
gleichung

dy dydt  dy

& dtdr Ca v




Deren allgemeine Losung ergibt sich durch direktes Integrieren zu
Y(as +to) = (2°/2) 87§ + wdo + po

mit dy € [ einem festen Richtungsvektor und py € E einem festen Ort. Durch
Einsetzen von xs = 7 erhalten wir schlieBlich

V(T +to) = (72/2)g + 700 + po ~ (4,9)72 (11 /s?) + Ty + po

mit Uy = dy/s der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢, und py € E dem Ort zum
Zeitpunkt t,. Mit etwas Ubung oder sogar schon vorher wird der hier noch ganz
pedantisch ausgefiihrte Zwischenschritt der Wahl eines Isomorphismus von affi-
nen Rdumen R = T iiblicherweise dann auch weggelassen.

Beispiel 8.1.13 (Reichweite eines Geschiitzes). Wollen wir wissen, in welcher
Entfernung eine an einer Stelle py € [E unter einem gegebenen Winkel 9 gegen die
Horizontale mit einer gegebenen Miindungsgeschwindigkeit vy € {(m /s)) abge-
schossene Kugel einschligt, so betrachten wir einen vertikalen einen Meter langen
Vektor m,, = —ni und einen horizontalen einen Meter langen Vektor in Richtung
der Miindung ni;, und finden fiir die Anfangsgeschwindigkeit vy = an, /s+bniy /s
die Bahnkurve

Yt +to) = —(4,9)* m, /s> + ta m, /s + tb miy /s + po

Die Zeit, nach der die Kugel wieder den Boden erreicht, ist folglich die Losung
der Gleichung (—4,9)t?/s* +ta/s = 0 alias t = (a/(4,9))s. Der Einschlagsort ist
mithin

ab
Em
Miindungsgeschwindigkeit vy und Abschluwinkel ¢} berechnen sich aus a und b
vermittels vy = (v/a? + b?)m/s und tan ¥ = a/b. Wir finden aber auch umgekehrt
fiir vg = ¢(m/s) die Identititen sin? = a/c und cos ) = b/c alias a = ¢sin v und
b = ccost. Der Abschuwinkel, unter dem die Kugel am weitesten kommt, ist
das Maximum von (cos ¢ sin¥) fiir ¥ € [0, 7/2] alias das Maximum von 3 sin 2¢.
Der optimale AbschuBBwinkel ist also 7/4 = 45°, und die Kugel schlidgt dann
bei einer Miindungsgeschwindigkeit von vy = ¢(m/s) in einer Entfernung von
(¢/(9,8)) m ein.

Do + h

8.2 Die Mathematik der Bewegungsgleichungen

8.2.1. Wihen wir eine affine Bijektion zwischen der reellen Zahlengeraden R
und der Zeitachse T, so wird unsere Bewegungsgleichung 8.1.9 in der Termino-
logie aus 7 folgende ein System gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter
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Die Flugbahn einer Kanonenkugel ist bei Vernachlidssigung des Luftwiderstands
eine Parabel im Sinne von [ ] . Die Bezeichung ,,Parabel* kommt eben
nicht umsonst vom griechischen Wort fiir ,,Werfen*.
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Ordnung. Die allgemeine Theorie 7.1.3 legt uns die Reduktion auf ein System
von doppelt so vielen Gleichungen erster Ordnung nahe. In unserem konkreten
Fall betrachten wir dazu den sogenannten Phasenraum, genauer den Geschwin-
digkeitsphasenraum E x (E © T*) aller Paare (r,v) bestehend aus einem Ort
r € [E und einer Geschwindigkeit v € E @ T*. Jede differenzierbare Abbildung
v : T — E liefert uns eine Abbildung in den Phasenraum

) = (7,&):T—>EX(E®T*)

Mit dieser Notation erfiillt v die Newton’schen Bewegungsgleichungen m~y =
F o v genau dann, wenn ¢ = (1)1, 1) das System von Differentialgleichungen
erster Ordnung

b1 = 1
by = ~Fou,
m

erfiillt. In geometrischer Sprache kann entsprechen die Losungen v dieses letzte-
ren Systems unter jeder affinen Identifikation der Zeitachse mit der reellen Zah-
lengeraden den FluBwegen eines Vektorfelds auf dem Phasenraum. Um auch die-
se Identifikation noch zu vermeiden, vereinbaren wir fiir jede offene Teilmenge
U @ X eines affinen Raums X, dal wir unter einem Geschwindigkeitsfeld auf
U eine Abbildung

A:U-XeT

verstehen wollen. FluBwege derartiger Geschwindigkeitsfelder A verstehen wir
dann als auf mehrpunktigen Zeitintervallen / C T definierte Abbildungen v :
I — U mit

Y=Aoy
Unter verniinftigen Annahmen, etwa fiir jedes stetig differenzierbare Kraftfeld £,
gibt es dann nach dem Satz von Picard-Lindelof 7.1.12 zu jedem Punkt (xg, vg)
des Phasenraums und jedem Zeitpunkt ¢y € T genau einen maximalen FluBweg

Y: I —Ex (ExT)

mit tg € [ und ¢(tg) = (x0, vp) alias genau eine maximale Losung v : [ — E der
urspriinglichen Bewegungsgleichungen mit vorgegebenem Ort 25 = (ty) und
vorgegebener Geschwindigkeit vy = 5(to) zum vorgegebenen Zeitpunkt .

8.2.2. Unter einem Potential eines Kraftfelds F" : E — E ® ((g/s?)) versteht man
eine differenzierbare Abbildung V : E — ((gm?/s?)) mit der Eigenschaft

—(dV)(v) = (F(z),v) VzeEvek
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Anders gesagt fordern wir von einem Potential also, dal das Negative seines Dit-
ferentials —dV : E — E* ® ((gm?/s?)) unter der durch unser kanonisches Skalar-
produkt E x E — ((m?)) gegebenen Identifikation can : E = E* @ (m2)) dem
Kraftfeld F : E — E ® ((g/s2) entspricht.

Satz 8.2.3 (Energieerhaltung). Fiir die Bewegung v eines Massepunktes der
Masse m in einem Kraftfeld mit Potential V' erhalten wir eine Invariante der Be-
wegung alias eine von der Zeit t unabhdingige Konstante durch den Ausdruck

m,. .

240, 5(0) + V(1)
8.2.4. Der erste Summand heif3t die kinetische Energie, der zweite die poten-
tielle Energie, und der Satz ist ein Spezialfall des allgemeinen physikalischen
Prinzips der ,,Energieerhaltung®.

Beweis. Ableiten nach ¢ liefert mit unserer Formel 1.4.5 fiir das Differential bili-
nearer Abbildungen

m(y(t), ¥(£)) + (dyyV)(3(2)) = (mi(£),7(t)) — (F(7(£)),4(t)) =0 [

8.3 Planetenbewegung

8.3.1 (Heuristische Voriiberlegung). Stellen wir uns einmal vor, wir wiren New-
ton. Kepler hat bereits aus den akribischen Beobachtungen von Tycho Brahe her-
ausdestilliert, dal die Planeten auf elliptischen Bahnen um die Sonne kreisen,
wobei die Sonne in einem der Brennpunkte der Ellipse steht. Wir gehen von der
zumindest nicht unverniinftigen Annahme aus, dafl die von der Sonne ausgehende
Gravitationskraft mit wachsendem Abstand schwicher wird in derselben Weise,
wie sich ein Gas verdiinnen wiirde, das von der Sonne ausgeschwitzt wird und
sich, indem es nach allen Seiten mit konstanter Geschwindigkeit von der Sonne
wegstromt, in den unendlichen Weiten des Weltraums verteilt. Dann ist klar, daf3
durch jede in der Sonne zentrierte Kugelschale in einer festen Zeitspanne dieselbe
Gasmenge stromen muf3. Da aber die Oberfliache einer Kugelschale vom Radius
r ein festes Vielfaches 72 ist, muf} unser Gas in einem Abstand » von der Sonne
eine zu 1/r? proportionale Dichte haben. Durch derartige Uberlegungen motiviert
machen wir fiir das Gravitationsfeld G der Sonne den Ansatz

S —x

=Cc+ ——
15 —|®

G(z)

fir S € E den Ort der Sonne, den wir uns fest denken, und ¢ € ((m?/s?)) eine
Konstante. Ist M die Masse unseres Planeten, so ist M/ G das zu unserer Bewegung
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gehorige Kraftfeld und dieselbe Rechnung wie in 5.1.18 liefert uns fiir dieses Feld

das Potential
Me

IS5 = |

Nun setzen wir die Bewegung unseres Planeten an als

V() =S5 +7(1)

firy: T — E. Da ein Zentralfeld vorliegt, die auf unseren Planeten wirken-
de Kraft zeigt ndmlich stets in Richtung der Sonne, ist auch das mit Einheiten,
genauer als Element von E®L®T*® org (]E) verstandene und in [ ]
konstruierte Kreuzprodukt

V(z)=—

L = 7(t) x (1)
eine Invariante der Bewegung: In der Tat ergibt sich seine zeitliche Ableitung nach
der Produktregel fiir bilineare Abbildungen zu

() % () +7(t) x F(t) =0

Multiplizieren wir diese Invariante noch mit der Masse des Planeten, so erhalten
wir den sogenannten Drehimpuls des Planeten um die Sonne. Ist dieser Drehim-
puls Null, so liegt eine Losung vor, bei der unser Planet auf geradem Wege in
die Sonne stiirzt oder sich umgekehrt ldngs eines Sonnenstrahls von der Sonne
entfernt. Ist der Drehimpuls nicht Null, was wir von nun an annehmen wollen,
so muf} unser Planet in derjenigen Ebene durch die Sonne bleiben, auf der sein
Drehimpuls senkrecht steht, und kann nie in die Sonne stiirzen. Wir wéhlen in
dieser Ebene nun ein Orthogonalsystem €7, 5 bestehend aus zwei Vektoren glei-
cher Linge [ = ||é7|| = ||€3]| und gehen zu Polarkoordinaten iiber und betrachten
genauer die Abbildung

P: RoxR — E
(r, ) +— r((cosp)el + (sinp)ésy)

Da wir bereits wissen, dall die Bewegung in einer Ebene bleiben muf} und nicht
durch die Sonne fiihrt, konnen wir ¥(t) = P(r(t), ¢(t)) ansetzen, zumindest fiir ¢
aus einem kleinen Zeitintervall. Wir erhalten

¥ = 7#((cos p)€1 + (sin)é3) + ro(—(sin )& + (cos ©)é3)
und insbesondere o
(7,7) = P(* + (r$)?)
Der Energieerhaltungssatz liefert damit, dafl die Gesamtenergie
Mec

M2-2 2\ 2 _
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eine Konstante der Bewegung ist. Dasselbe gilt fiir die Lidnge unseres Kreuzpro-
dukts alias den Drehimpuls und damit fiir

¢ =D

Insbesondere gilt unter unseren Annahmen stets ¢ # 0. Wir wollen nun zeigen,
daB diese beiden Gleichungen bereits implizieren, dal unsere Bewegung auf ei-
nem Kegelschnitt mit der Sonne in einem Brennpunkt geschehen muf3. Die Kunst
besteht dabei darin, in einem ersten Schritt die vollstdndige Berechnung der Be-
wegung zu vermeiden, die auf ziemlich komplizierte Ausdriicke fiihrt. Vielmehr
interessieren wir uns vorerst nur fiir die Form der Bahnkurve. Der zeitliche Ablauf,
in dem sie durchlaufen wird, folgt dann ohne weitere physikalische Schwierigkei-
ten aus dem Energieerhaltungssatz, aber die Berechnung der dabei entstehenden
Integrale wollen wir eben vermeiden. Dazu bilden wir aus den beiden vorherge-
henden Gleichungen, die die Energieerhaltung und Drehimpulserhaltung in Polar-
koordinaten ausdriicken, eine einzige Gleichung, in der die zeitlichen Ableitungen
unserer neuen Koordinaten nur in der Kombination 7/¢ vorkommen: Dieser Quo-
tient ist nimlich von der Parametrisierung der Bahnkurve durch die Zeit unabhén-
gig. Teilen wir etwa das Quadrat der zweiten Gleichung aus der ersten Gleichung
weg, so ergibt sich mit

@

2r2  plD2  D?

MP (#\* MP  Mc E
274

eine Gleichung der gewiinschten Form. Da nun gilt ¢ # 0, konnen wir den Ra-
dius als Funktion des Winkels schreiben, r = 7(¢). Da auch der Radius bei
Losungen mit von Null verschiedenem Drehimpuls nie Null wird, konnen wir
weiter auch den inversen Radius als Funktion des Winkels schreiben und setzen
u(yp) := 1/r(p). Fiir die Ableitung v’ von u nach dem Winkel erhalten wir dann

u' = —r')rt = —7/pr?
und unsere Differentialgleichung erhilt die Gestalt
(W) +u*+ Au= B
mit A = 2¢/D?* und B = 2E/MI?D?. Ableiten nach ¢ liefert unmittelbar
2u'u" + 2uu’ + Au' =0

Alle Losungen miissen auf dem Teil ihres Definitionsbereichs, auf dem die Ablei-
tung v’ nicht verschwindet, demnach auch der Differentialgleichung

2u" +2u=—-A
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gehorchen. Das ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung. Eine Basis des Losungsraums der zugehorigen homogenen Gleichung bil-
den uy(¥) = sin¥ und ue(¥) = cosd. Eine spezielle Losung der inhomoge-
nen Gleichung ist etwa ug(9) = —A/2. Die allgemeine Losung ist also u () =
beos(¥ — ¥y) — A/2 fir Konstanten b, Jy. Indem wir das in unsere urspriing-
liche Differentialgleichung einsetzen, erhalten wir > — A%/4 = B alias b =
/B + A?/4. Damit ist unser Problem geldst. Wir priifen nun nur noch, da8 die
Losungen Kegelschnitte sein miissen.

8.3.2 (Ellipsen sind Planetenbahnen). Es gilt, eine Ellipse mit einem Brenn-
punkt im Ursprung (0,0) € R? in Polarkoordinaten zu schreiben. Nach der Dis-
kussion in [ ] lautet die entsprechende Gleichung

c:r+\/(rcosgp—a)2+7"251n2gp

fiir (a,0) den zweiten Brennpunkt und ((a + ¢)/2,0) den Schnittpunkt unserer
Ellipse mit der positiven x-Achse. Wir subtrahieren r auf beiden Seiten und qua-
drieren zu

r? — 2arcos p + a® = r* — 2cr + ¢*

Elementare Umformungen liefern

A —a?

r=—
2c — 2acos p

Durch Andern der Parameter zu 3 := a/c und o := (¢ — a?)/2c landen wir bei

der Gleichung
o)

1 B cos ¢
Um unsere obige Gleichung zu priifen, diirfen wir die Durchlaufgeschwindigkeit
beliebig wihlen, so etwa auch ¢(¢) = ¢t. Damit erhalten wir ¢ = 1 und

r

. —afsint —fBsint ,
7= = r
(1 — Bcost)? «
und Einsetzen in unsere obige Gleichung liefert
Mi* , . MI? Mc E
WﬁQ sint + W(l — 2B cost + 3% cos® t) — alD2(1 — feost) = D3
Hier ist aber in der Tat die linke Seite unabhéngig von ¢ falls gilt
MIi? _ Mc
o2 alD?

alias @ = [>D?/c. Wir sehen so, daB in der Tat unsere Ellipsen mogliche Losungs-
kurven sein miissen.
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Ergdnzung 8.3.3. Dal} die Losungskurven Kegelschnitte sein miissen, kann man
auch unschwer einsehen, indem man nachrechnet, da3 der sogenannte Runge-
Lenz-Vektor

1 -
-4 x L+ %
¢ 1]l

eine Invariante der Bewegung sein muB. Man beachte L € E @ ((m/s)) ® org (E),
also 7 x L € E® ((m?/s%)), und wegen ¢ € (m?3/s2)) gehdren beide Summanden
zum Raum E ® ((1/m)). Dieser Zugang gefillt mir aber weniger, da man den
Runge-Lenz-Vektor dabei ,,vom Himmel fallen lassen muf3*.

8.4 Systeme mit Zwangsbedingungen

Beispiel 8.4.1 (Ein Massepunkt mit einer Zwangsbedingung). Wir untersuchen
als erstes Beispiel das Verhalten eines einzigen Massepunktes alias Teilchens, des-
sen Bewegung auf eine Fliche im Raum eingeschrinkt ist. Als physikalisches Mo-
dell mag man an ein nasses Stiick Seife denken, das in der Schwerelosigkeit und
ohne Reibung im leeren Tank einer Raumfihre herumrutscht, in den es ein iiber-
miitiger Astronaut mit Schwung hat hineingleiten lassen. Wir modellieren diesen
Tank als eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit M/ C [E des Anschauungs-
raums, die wir der Einfachkeit halber glatt annehmen wollen. Zu jedem Zeitpunkt
iibt unsere Fldche eine Kraft auf unser Teilchen aus, deren Richtung — das je-
denfalls scheint eine ,,physikalisch sinnvolle* Annahme — senkrecht zur Fliche
steht und deren Groe gerade so bemessen ist, daB} sie das Teilchen auf der Flache
hilt. Die Bewegung wird unter dieser Annahme beschrieben durch eine zweimal
differenzierbare Abbildung v : T — M mit der Eigenschaft

7<t) 1 Tv(t)M

fiir alle Zeiten ¢t € T, wo die zweifache Ableitung fiir die Abbildung v : T — E
zu verstehen ist, die aus y durch das Nachschalten der Einbettung M — E ent-
steht. Formal betrachtet liegt %(t) zwar in E ® ((1/s%) und unsere Tangential-
rdume aus 6.3.1 sind fiir alle Punkte p € M Untervektorrdume T, M C E, aber
die Bedingung des Senkrechtstehens ist dennoch sinnvoll. Fiir die Leser, die die
entsprechende mathematische Terminologie kennen, kann das formuliert werden
als die Aussage, da} sich unser Teilchen mit konstanter absoluter Geschwindig-
keit ldngs einer ,,Geodidte von M bewegt. Bewegt sich unser Teilchen zusétzlich
in einem Kraftfeld F : E — E ® ((g/s?)) und hat die Masse m, so lauten die
Bewegungsgleichungen analog

mi(t) = F(y(t) L TyM
fiir alle Zeiten ¢t € T. Bevor wir Losungswege diskutieren, besprechen wir erst

einmal ein etwas komplizierteres System.
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Beispiel 8.4.2 (Eine Hantel in der Schwerelosigkeit). Denken wir uns zwei
durch einen starren masselosen Stab positiver Linge [ € L., verbundene Punk-
te der Massen my, ms € My, also eine Art unsymmetrische Hantel, die in der
Schwerelosigkeit durch das Weltall torkelt. Die Bewegung unserer Hantel wird
dann beschrieben durch zwei Abbildungen x;, X5 : T — E mit ||x;(t) — x2(t)|| =
[ fiir alle Zeiten ¢ € T, also durch eine Abbildung v : T — M der Zeitachse T in
die Untermannigfaltigkeit

M :={(r;,ry) € E? | [|r1 —r2f| =1} C E?

Hier und im folgenden gilt es zu beachten, da} die Eintrige in Tupeln keines-
wegs immer reelle Zahlen zu sein brauchen. So meinen im vorhergehenden etwa
r; und r, Punkte des Anschauungsraums [E und kénnen ihrerseits durch die Wahl
eines Koordinatensystems mit Elementen des R? identifiziert werden, so dal man
unser Paar (ry, ry) nach der Wahl geeigneter Koordinaten auch mit einem Sextu-
pel von reellen Zahlen identifizieren konnte. Weiter gilt es zu beachten, dal wir
E? = E®? = E® E = E x E meinen, aber m? = m®? € L%®2, Nach dem
Newton’schen Prinzip ,,actio est reactio* gilt Z; = —Z, fiir die vom Stab auf
die jeweiligen Massepunkte ausgeiibten ,,Zwangskrifte” Z, und Z,. Des weiteren
deklarieren wir die Annahme als ,,physikalisch sinnvoll®, daf} diese Zwangskrifte
stets in Richtung unseres Stabes wirken. Zusammengefaflt und in Formeln ge-
schrieben nehmen wir also an, daf} gilt

Z,(1) = a(t)(xa(t) —%a(1))
Z(t) = a()(x2(t) —x1(1))

fiir unbekanntes a : T — ((g/s?)). Damit erhalten wir die Bewegungsgleichungen

mixi(t) = at)(x1(t) — x2(?))
maXa(t) = a(t)(x2(t) —x1(1))

fir v = (x1,%x3) : T — M. Um diese Gleichungen als Geoditengleichung zu
interpretieren, berechnen wir zunichst das orthogonale Komplement des Tan-
gentialraums von M. Per definitionem ist M eine Niveaufliche der Funktion
f : (r1,r2) — |lr; — ro||?. Das Differential dieser Abbildung bei r = (ry,rs)
ergibt sich mit 1.4.5 zu

d,f : (hy,hy) = 2(r; —ro,hy) —2(r; —ry, hy)

Der Kern dieser Abbildung ist der Tangentialraum T, M. Wir erkennen so, dal} fiir
alle r = (ry,re) € M der Vektor (r; — ro, vy — rq) auf T, M senkrecht steht, da
némlich fiir das komponentenweise ((m?))-wertige Skalarprodukt auf dem Rich-
tungsraum E? des Raums E? das Skalarprodukt dieses Vektors mit allen weiteren
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Vektoren ein festes Vielfaches des Wertes von d, f auf den fraglichen weiteren
Vektoren ist. Definieren wir nun zusitzlich auf E? das massebehaftete Skalar-
produkt

(o )g: E? x E? - (gm®)

durch ((r'1,Ts), (§1,82))g 1= mq (I, S1) +ma (T, Sa), so wird das beziiglich dieses
massebehafteten Skalarprodukts orthogonale Komplement zu T, M aufgespannt
von ((r; —ry)/myq, (ro — r1)/ms). Dieser Vektor liegt zwar von seinen Einheiten
her in B2 ® ((1/g)), aber da es uns nur auf seine Richtung ankommt, diirfen wir
das ignorieren. Wir sehen so, dafl unsere Bewegungsgleichungen zusammengefal3t
werden konnen zur Bedingung

’y(t) J_g T’y(t)M

mit der Notation L, fiir das Senkrechtstehen in Bezug auf das massebehaftete
Skalarprodukt. Fiir Leser, die die entsprechende mathematische Terminologie be-
reits kennen, sind die moglichen Bewegungen also gerade die verallgemeinerten
Geoditen auf M in Bezug auf unser massebehaftetes Skalarprodukt. Wirken zu-
satzlich noch externe Krifte, sind etwa unsere Massepunkte elektrisch geladen
und bewegt sich unsere Hantel in einem Raum mit einem elektrischen Feld und
einem Gravitationsfeld, und beschreiben etwa F, Fy : E — E ® ((g/s2) die auf
die jeweiligen Massepunkte wirkenden externen Krifte, so bilden wir die ,,mas-
sebereinigte externe Gesamtkraft*

Q:E? - E*® (1/s%)

mit Q(ry,ry) = (Fi(ry)/my, Fa(ry)/ms) und unsere Bewegungsgleichungen an
v : T — M erhalten allgemeiner die Gestalt

() = QY1) Lg TymM

8.4.3 (Allgemeine Systeme mit Zwangsbedingungen). Nun betrachten wir ganz
allgemein den Fall eines Systems von NV € N Massepunkten der Massen m, . .. , my,
deren Bewegung in der Weise eingeschrinkt sei, daf} die Zusammenfassung ihrer
Orte (ry,...,ry) € EY sich stets auf einer fest vorgegebenen glatten Unterman-
nigfaltigkeit M C E befindet. Sie heift der Konfigurationsraum unseres Sys-
tems. Man mag hier etwa an unsere Hantel aus Beispiel 8.4.2 denken, an unser
Seifenstiick im Tank aus Beispiel 8.4.1, an ein Doppelpendel, und noch an vie-
les andere mehr. Auch dieser Allgemeinheit betrachten wir das massebehaftete
Skalarprodukt ( , ), : EN x EN — ((gm?2)) gegeben durch

— — -

<(\71, . 7‘_;N)7 (Wfl, . ,WN)>g = m1<V1,W1> 4+ ...+ mN<\7’N,v_s}N>
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Im folgenden soll erklirt werden, wie man durch physikalische Uberlegungen fiir
die Bewegung v : I — M unseres Systems wihrend eines mehrpunktigen Zeitin-
tervalls / C T auf die Bewegungsgleichungen

() —Q(v(t) Ly TyyM

gefithrt wird, fir @ := (Fy/my,...,Fy/my) die Zusammenfassung der mas-
sebereinigten externen Krifte und 1, das Senkrechtstehen beziiglich des masse-
behafteten Skalarprodukts. Wesentlich ist dabei zusitzlich zu den Newton’schen
Bewegungsgleichungen das sogenannte d’Alembert’sche Prinzip, nach dem ,,die
Zwangskrifte unter infinitesimalen Verriickungen keine Arbeit verrichten®. Wird
genauer im Verlauf der Bewegung an einer Stelle p € M auf unser System die
Zwangskraft Z = (Zq,...,Zy) € EN ® ((g/s2) ausgeiibt und ist ¢ : (—a,a) —
M ein glatter Weg in M mit ¢(0) = p, dann soll, so kann man dies Prinzip in
Formeln ausdriicken, stets gelten

T

lim [ (Z,0/(C)dc =0

x—0 0

Ds bedeutet aber genau (Z, ¢’(0)) = 0 und damit gerade Z 1 T, M fiir das kom-
ponentenweise gebildete Skalarprodukt auf EN . Fiir die massebereinigte Zwangs-
kraft Z = (Zy/my, ..., Zy/my) haben wir dann natiirlich auch Z 1, T,M fiir
das massebehaftete Skalarprodukt. Nun liefern die Newton’schen Bewegungsglei-
chungen die Identitit %(t) = Q(v(t)) + Z(v(t)) und wir erhalten wie behauptet
fiir unser System mit Zwangsbedingungen die Bewegungsgleichungen

A(t) — Q(v(t)) Lg TyyM

Beispiele 8.4.4 (Beispiele fiir das d’Alembert’sche Prinzip). Das Vorhergehen-
de gilt nur fiir Systeme ohne Reibung. Im Fall unserer Seife im Tank besagt das
d’Alembert’sche Prinzip, dal Zwangskrifte ausschlieBlich senkrecht zur Innen-
flache des Tanks an der Stelle, an der sich unser Seifenstiick gerade befindet, aus-
geiibt werden. Im Fall unserer Hantel besagt das d’Alembert’sche Prinzip, daf3
Zwangskrifte ausschlielich in Richtung des Stabes ausgeiibt werden und dem
Prinzip ,,actio est reactio* gehorchen. Im Fall dreier schwerer Perlen, die auf ei-
nem masselos gedachten Seilring aufgefddelt sind, liefert das d’Alembert’sche
Prinzip bei genauerer Betrachtung, daf} sich (1) die Zwangskrifte auf jede Perle
als Summe zweier Krifte in den beiden Richtungen, in denen das Seil sie verlift,
schreiben lassen, und daf} (2) alle diese Kréfte betragsméaBig gleich grof} sind, daf3
also anschaulich gesprochen die Seilspannung konstant ist. All das wirkt physika-
lisch verniinftig, und es erweist sich, da3 die so erhaltenen Bewegungsgleichun-
gen auch in guter Ubereinstimmung zum Experiment stehen.
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8.5 Der Hamilton’sche Formalismus

8.5.1. Die Bedingung des Senkrechtstehens in den Bewegungsgleichungen, die
wir in 8.4.3 hergeleitet haben, eignet sich nicht fiir explizite Rechnungen. Im soge-
nannten ,,Hamilton’schen Formalismus* werden unsere Bewegungsgleichungen
umgeschrieben zu einem besonders einfachen System von Differentialgleichun-
gen erster Ordnung. Das braucht jedoch einige Vorbereitungen.

8.5.2 (Symplektischer Gradient). Gegeben ein endlichdimensionaler reeller af-
finer Raum X und eine symplektische Form w : X x X — R erkldren wir in
Spezialisierung von 5.2.6 fiir jede differenzierbare Funktion f : X — R ihren
symplektischen Gradienten als das Vektorfeld grad,, f, dessen Wert an einer
Stelle + € X gegeben wird durch die Bedingung, daB fiir alle Vektoren w & X
gilt
w((grad,, f)(x), @) = (D [f)(x)

mit (Dgzf) = (d,f)(&) der Richtungsableitung von f in Richtung « an der Stel-
le 2. Mit unserer Identifikation can, : X — X* durch & — w(#, ) haben wir
also (grad,, f)(z) = can_'(d,f). Ist weiter ¢ : X = Y ein Isomorphismus von
reellen affinen Rdumen und ist 7 eine symplektische Form auf Y und gelten die
Verwandtschaften ¢ : w ~ nund ¢ : f ~» g, so folgt nach 5.2.8 die Verwandt-
schaft von Vektorfeldern

¢ : grad,, f ~ grad, g

8.5.3 (Bewegungsgleichungen als System erster Ordnung). Nun betrachten wir
ein System von N € N Massepunkten der Massen my, ..., my im Raum E. Zur
Vereinfachung der Notation ignorieren wir im folgenden erst einmal alle Einheiten
und identifizieren unsere Rdume von Zeiten, Massen und Léngen alle kurzerhand
mit R. Das massebehaftete Skalarprodukt ( , ), aus 8.4.3 induziert dann einen

Vektorraumisomorphismus  : EY = E*V. Unter dem Isomorphismus
v:i=id xk : EN x EV 5 EV x E*Y

entspricht die sogenannte kanonische symplektische Form w auf dem Wertebe-
reich, die gegeben wird durch die Formel w((v, ¢), (w,¥)) := ¥ (v) — ¢(w), einer
symplektischen Form 7 auf dem Definitionsbereich, die gegeben wird durch die
Formel

n((v1,v2), (wi, w2)) = (wa, v1)g — (v2, wi)g

Wir nennen 7 die symplektische Form zum massebehafteten Skalarprodukt.
Die Funktion der kinetischen Energie K : EV x EY — R, gegeben in Formeln
durch K : (z,v) — (v, v),, hat das Differential (d(z)K) : (w1, ws2) > (wa, v)g
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fiir wy, wy € EY und hat folglich als symplektischen Gradienten das Vektorfeld
mit den Werten
(grad, K)(z,0) = (v,0)

Dahingegen hat die Funktion der potentiellen Energie V : EN x EV — R
per definitionem das Differential d(, )V : (w1, ws) — —(Q(x),w:), fir Q(x)
die Zusammenfassung der massebereinigten externen Krifte. Folglich hat sie den
symplektischen Gradienten

(grad,, V)(z,v) = (0, Q(x))

Fiir die Gesamtenergie £ := K + V' wird der symplektische Gradient grad, F
mithin gegeben durch

(grad, E)(z,v) = (v,Q(x))

Seine FluBwege a : I — EN x EN, t — (y(t), p(t)) fir I C R ein mehr-
punktiges Intervall sind genau die differenzierbaren Abbildungen o« = (, p), fiir
deren Komponenten gilt 4(t) = p(t) und p(t) = Q(¢) alias ¥(t) = Q(t) fiir alle
Zeiten t € R alias die Abbildungen « : ¢ — (v(¢),5(t)) fiir v eine Losung der
Newton’schen Bewegungsgleichungen ohne Zwangsbedingungen.

8.5.4 (Bewegungsgleichungen als System erster Ordnung mit Einheiten). Jetzt
schreiben wir dasselbe nocheinmal mit Einheiten. Das massebehaftete Skalarpro-
dukt induziert einen Isomorphismus x : EV = E*N @ ((gm?)). Unter dem Iso-
morphismus

vi=id xk BN x (BN @ (1/s) = BN x (B*N ® (gm®/s))

entspricht die sogenannte kanonische ((gm?/s))-wertige symplektische Form w
auf dem Wertebereich, die gegeben wird durch die Formel w((v, ¢), (w,v)) =
P(v) — ¢(w), einer ((gm?/s))-wertigen symplektischen Form 7 auf dem Defini-
tionsbereich, die gegeben wird durch die Formel

n((v1,v2), (Wi, w2)) 1= (W, v1)g — (va, W1)g

Die Funktion der Kinetischen Energie K : EV x (EN¥ @ (1/s)) — ((gm?/s2)),
gegeben in Formeln durch K : (z,v) — (v, v)g, hat das Differential (d(,,.) K) :
(w, s) — (s,0), fiir w € EN und s € EN¥ @ ((1/s)) und hat folglich als symplek-
tischen Gradienten das Geschwindigkeitsfeld mit den Werten

(grad, K)(z,v) = (v,0)

Dahingegen hat die Funktion V : BN x (EN®((1/s)) — ((gm?/s2)) der potentiel-
len Energie per definitionem das Differential (d(;.)V) : (w,s) — —(Q(x), w)g
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fir Q(x) die Zusammenfassung der massebereinigten externen Kriifte und hat
folglich als symplektischen Gradienten das Geschwindigkeitsfeld mit den Wer-
ten

(grad, V)(z,v) = (0,Q(x))
Fiir die Gesamtenergie ' := K + V wird der symplektische Gradient grad, F
mithin gegeben durch das Geschwindigkeitsfeld

(grad, E)(z,v) = (v, Q(x))

Seine FluBwege o : I — EN x (EN @ (1/s), t — (v(t), p(t)) fiir I € T
ein mehrpunktiges Zeitintervall sind genau die differenzierbaren Abbildungen mit
A(t) = p(t) und p(t) = Q(t) alias ¥(t) = Q(t) fiir alle Zeiten ¢ € [ alias die
Abbildungen ¢ — ((t),4(¢)) fir v eine Losung der Newton’schen Bewegungs-
gleichungen ohne Zwangsbedingungen.

8.5.5. Um auch noch Zwangsbedingungen in den obigen Formalismus einzubau-
en, muf ich einige Grundbegriffe aus der Differentialgeometrie erkldren. Hier be-
spreche ich sie nur ad hoc und sozusagen zu Fuf} fiir eingebettete Mannigfaltig-
keiten. Den vollen Formalismus konnen Sie in der Differentialgeometrie kennen-
lernen.

8.5.6 (Vektorfelder und ihre FluBwege). Gegeben ein endlichdimensionaler re-
eller affiner Raum X und eine glatte Untermannigfaltigkeit A/ C X erinnere ich
an ihr Tangentialbiindel TM C X X X, das wir in 6.8.30 als eine glatte Unter-
mannigfaltigkeit von X x X erklirt hatten. Ein Vektorfeld auf M ist definiert
als ein Schnitt A der Biindelprojektion 7 : TM — M, also eine Abbildung
A: M — TM mit m o A = idy, die jedem Punkt p € M einen Tangential-
vektor A, € T,M an M bei p zuordnet. Ein FluBweg eines Vektorfelds A ist
eine differenzierbare Abbildung v : I — M von einem mehrpunktigen Intervall
I C R nach M mit +'(t) = A,y fiir alle t € I. Mit , differenzierbar ist hier
gemeint, dal die durch Nachschalten der Einbettung M/ — X entstehende Ab-
bildung v : I — X differenzierbar sein soll im bereits in [ ] definierten
Sinne.

8.5.7 (Kovariante 2-Tensoren und Gradienten auf Mannigfaltigkeiten). Ge-
geben ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum X und eine glatte Unter-
mannigfaltigkeit M/ C X versteht man unter einem kovarianten 2-Tensor w auf
M eine Zuordnung w, die jedem Punkt p € M eine Bilinearform w, auf seinem
Tangentialraum T, M zuordnet. Sind alle diese Bilinearformen nichtausgeartet, so
heiflit unser 2-Tensor nichtausgeartet. Ist zusitzlich zu einem nichtausgearteten
2-Tensor eine differenzierbare Funktion f : X — R gegeben, so erkldren wir ih-
ren w-Gradienten, ein Vektorfeld grad,, f auf M, durch die Vorschrift, daf sein
Wert bei p € M gegeben wird durch die Formel

wy((grad, f)(p),v) = Dy(f) Vo€ T,M
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8.5.8 (Bewegungsgleichung mit Zwangsbedingungen, Vorbereitungen). Nun
betrachten wir ein allgemeines System mit Zwangsbedingungen, also ein Systems
von N € N Massepunkten der Massen my, . .., my, deren Bewegung in der Wei-
se eingeschriinkt sei, daB die Zusammenfassung ihrer Orte (ry,...,ry) € EV
sich stets auf einer fest vorgegebenen glatten Untermannigfaltigkeit M C EY be-
findet, dem Konfigurationsraum unseres Systems. Wir arbeiten wieder in einem
ersten Durchgang ohne Einheiten. Die Losungen der Newton’schen Bewegungs-
gleichungen mit Zwangsbedingungen sind nach 8.4.3 genau die ersten Kompo-
nenten von differenzierbaren Abbildungen « : t — «(t) := (y(t), p(t)) mit den
Eigenschaften (¢) € M und 7(t) = p(t) und

p(t) — Q(y(t)) Lg TyyM

fiir jeden Zeitpunkt ¢ € . Erinnern wir aus 8.5.4 unsere Formel fiir den symplek-
tischen Gradienten der Gesamtenergie (grad, F)(z,v) = (v, Q(x)), so sehen wir,
dal wir gleichbedeutend differenzierbare Abbildungen o : I — T'M mit

a(t) — (grad, E)(a(t)) € 0x T;g M

1(a(?))

fiir das orthogonale Komplement in Bezug auf das massebehaftete Skalarprodukt
auf EN ganz rechts suchen konnen. Jetzt betrachten wir die Restriktionen 7), .,
unserer symplektischen Form 7 auf den jeweiligen Tangentialraum T, (T M)
unserer Mannigfaltigkeit T /. Man priift leicht, dal diese Restriktionen auch ih-
rerseits symplektische Formen und insbesondere nichtausgeartet sind. Wir nennen
7 auch in diesem Fall den symplektischen 2-Tensor zum massebehafteten Ska-
larprodukt. Insbesondere konnen wir nach 8.5.7 den 7)-Gradienten von E bilden,
ein Vektorfeld grad; £ auf TM.

Satz 8.5.9 (Losungen unter Zwangsbedingungen als Integralkurven). Seien
M der Konfigurationsraum eines mechanischen Systems mit Zwangsbedingungen,
E : TM — R die Gesamtenergie und 1 der symplektische 2-Tensor zum masse-
behafteten Skalarprodukt. So sind die Flufiwege oo : [ — T M des symplektischen
Gradienten der Gesamtenergie

grad; £

genau alle Abbildungen der Gestalt t — (~y(t),%(t)) fiiry : I — M Ldsungen un-
serer Bewegungsgleichungen mit Zwangsbedingungen () —Q(~(t)) Lg Ty M.

Vorschau 8.5.10. Verwendet man die durch das massebehaftete Skalarprodukt ge-
gebene Identifikation TM — T*M des Tangentialbiindels von M mit dem soge-
nannten ,,Kotangentialbiindel* von M, so entspricht unser 77 der sogenannten ,,ka-
nonischen symplektischen Form auf dem Kotangentialbiindel* und unsere Funkti-
on E entspricht der sogenannten ,,Hamiltonfunktion* i/ und unsere Bewegungs-
gleichungen nehmen in sogenannten ,.kanonischen Koordinaten* die besonders
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transparente Form

. OH PR oOH
i = un P = —
! Ipi P 9q;

an. Um das alles zu verstehen, miissen Sie jedoch zunichst noch mehr Differenti-
algeometrie lernen. Ich bespreche es in [MI_]

Beweis. Dazu miissen wir nach dem Vorhergehenden nur an jeder Stelle (z,v) €
TM die Beziehung (grad, E)(z,v) — (grad, E)(z,v) € 0xT;?M nachweisen.
Wir gehen aus von der kurzen exakten Sequenz
T, M 23 Ty (TM) = T, M

mit der Injektion in die zweite Komponente alias das ,,Davorschreiben einer Null*
als erster Abbildung und der Projektion auf die erste Komponente als zweiter Ab-
bildung. Wir wissen bereits (grad, E)(z,v) = (v,b) mit b = Q(x). Unser sym-
plektischer Gradient (grad; F')(x,v) = (c, d) hinwiederum ist dadurch charakte-
risiert, daB er in T . (T M) liegt und daf gilt

n((wlv w2)7 (Ca d)) - n((wlv w2>7 (1), b))

fur alle (wi,ws) € T(40)(TM). Gegeben w € T, M gilt nach unserer kurzen
exakten Sequenz stets (0,w) € T, ,)(TM), und wegen v € T, M folgt bereits
¢ = v und wir haben (grad; £)(z,v) = (v, d) fiir unbestimmtes d. Die Differenz
unserer symplektischen Gradienten ist folglich (0, b — d) und hat die Eigenschaft

(w1, ws), (0,b—d)) =0

fur alle (w1, ws) € T(;.)(TM). Mit unserer kurzen exakten Sequenz zeigt das
aber in der Tat b — d € T9 M wie behauptet. ]

8.5.11 (Losungen mit Zwangsbedingungen als FluBwege, Variante). Sei M
der Konfigurationsraum eines mechanischen Systems mit Zwangsbedingungen.

Bezeichne TM ® ((1/s)) C EN x (EN @ (1/s))) das Geschwindigkeitsbiindel
alias den Geschwindigkeitsphasenraum und

E:TM® (1/s) — ([gm?/s*)

die Gesamtenergie und 77 den symplektischen ((gm?/s))-wertigen 2-Tensor zum
massebehafteten Skalarprodukt. So ist grad; E' ein Geschwindigkeitsfeld auf dem
Geschwindigkeitsphasenraum T M ®@ ((1/s)) und fiir ein mehrpunktiges Intervall
I C T sind die FluBwege o : I — TM ® ((1/s)) dieses Geschwindigkeitsfelds
genau die Abbildungen der Gestalt t — (vy(t),7(t)) fir v : I — M Losungen
unserer Bewegungsgleichungen mit Zwangsbedingungen.
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10 Die Vorlesung Analysis 3 im WS 15/16

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen.

20.10 Integrale stetiger Funktionen iiber kompakte Quader, auch mit Riemann-
summen. Stetige Funktionen mit kompaktem Triger, deren Fortsetzung durch
Null, deren Integral. Formulierung der Transformationsformel fiir stetige
Funktionen mit kompaktem Trédger. Erste Beispiele.

22.10 Beweis der Transformationsformel fiir stetige Funktionen mit kompaktem
Triger. Motivation. Zerlegung der Eins.

27.10 Aquivalenz von je zwei Normen auf endlichdimensionalem reellen Vek-
torraum. Differential fiir Abbildungen einer halboffenen Teilmenge eines
endlichdimensionalen reellen affinen Raums in einen weiteren endlichdi-
mensionalen reellen affinen Raum. Untermannigfaltigkeiten iiber Plittun-
gen als Definition. Karten und Koordinatensysteme. Untermannigfaltigkei-
ten als Bilder noch ohne Beweis.

29.10 Untermannigfaltigkeiten als Bilder mit Beweis. Differenzierbarkeit der Kar-
tenwechsel. Integration von Funktionen mit kompaktem Trédger iiber in R"
eingebettete Mannigfaltigkeiten. Approximation des Integrals durch Rie-
mannsummen.

3.11 Fastfaltigkeiten, Integrationskarten, Integration iiber Fastfaltigkeiten, Ober-
flache der Kugel.

5.11 Vektorfelder und Kovektorfelder, Schreibweise, Verwandtschaft, Zuriick-
holen. Das Differential einer Funktion als Kovektorfeld. Zuriickholen ver-
tauscht mit dem Differential. Zuriickholen in Koordinaten.

10.11 Wegintegral iiber Kovektorfeld und seine Eigenschaften. Beziehung zu We-
gintegralen iiber Vektorfelder und Flufl durch eine Kurve. Am Schluf3 noch
alternierende Multilinearformen. Satz iiber das Dachprodukt formuliert, aber
noch nicht bewiesen. Satz iiber Basisformen noch nicht formuliert.

12.11 Dachprodukt, Formeln in der dufleren Algebra. Determinante und Riickzug,
Satz iiber Basisformen. Felder von p-Formen, Riickzug von p-Formen, an-
schauliche Bedeutung.

17.11 Riickzug von Volumenformen und Determinante. Orientierung von Man-
nigfaltigkeiten und Fastfaltigkeiten. Integration von Formen iiber orientierte
Fastfaltigkeiten. Beispiel der Hemisphére. Noch nicht: Beschreibung durch
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19.11

24.11

26.11

1.12

3.12

8.12

10.12

15.12

17.12

Riemann-Summen, alternative Interpretation fiir Fastfaltigkeiten kleiner Di-
mension und kleiner Kodimension.

Beschreibung des Formen-Integrals durch Riemann-Summen, alternative
Interpretation fiir Fastfaltigkeiten kleiner Dimension und kleiner Kodimen-
sion, insbesondere FluB durch Hyperfliche. AuBere Ableitung und Formel-
sammlung dazu noch ohne Beweis. Interpretation von Divergenz und Rota-
tion als dullere Ableitung.

Anschauliche Bedeutung der dufleren Ableitung. Beweis der Formeln der
Formelsammlung. Randfaltigkeiten und Beweis des Stokes’schen Integral-
satzes.

Stokes’scher Integralsatz fiir Eckfaltigkeiten. Beispiele. Green’sche Formel.
Ableitung der klassischen Sitze von Gau3 und Stokes und Wegintegral iiber
ein Feld mit Potential. Abschluf} des ersten Teils der Vorlesung.

Mengenalgebren, o-Algebren, Borelmengen, MefBrdume, Mal3e. Charakte-
risierung des Lebesgue-MaBes. Unmoglichkeit eines translationsinvariaten
Males auf der Potenzmenge der reellen Zahlengeraden, das dem Einheits-
intervall das MaB Eins zuordnet. Noch nicht dessen Regularitit.

Regularitit fiir die Anschauung, Beweis kommt viel spiter. Pramalle, Kon-
struktion des Primafes zum Lebesguemall und zu Stieljes-MaBen auf der
reellen Geraden. Mallfortsetzungssatz und Beschreibung der kanonischen
Fortsetzung noch ohne Beweis. Nichstes Mal mit der Definition eines du-
Beren Malles beginnen.

AuBere MabBe, Zerlegerlemma, Beweis des Malifortsetzungssatzes von Ca-
ratheodory. Vervollstindigung von Mafrdumen. Stieltjes-Mafe nicht be-
handelt.

Stieltjes-MaBe. MeBbarkeit. Summen, Produkte und Grenzwerte mefbarer
Funktionen. Definition des Integrals mefbarer nichtnegativer reeller Stufen-
funktionen. Noch nicht dessen Linearitét.

Integral mefBbarer nichtnegativer Funktionen und Satz tiber monotone Kon-
vergenz. Integrierbare Funktionen, deren Integral, Linearitit des Integrals,
Satz iiber dominierte Konvergenz.

Produktmal3, Sidtze von Tonelli und Fubini. Noch nichts auf3er der reinen
Theorie. Noch nicht Cavalieri, Beziehung zum Riemann-Integral.
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22.12 Cavalieri, Beziechung zum Riemann-Integral, partielle Integration. Regulari-
tit von BorelmaBen auf dem R", jedoch nicht auf abzéhlbar basierten lokal
kompakten Hausdorffraumen.

7.1 Transformationsformel. BildmaB, Integral {iber BildmalB. Produkt von Maf3
mit mefbarer nichtnegativer Funktion. Regularitdt von BorelmaBen auf of-
fenen Teilmengen des R", jedoch nicht auf abzéhlbar basierten lokal kom-
pakten Hausdorffraumen. Niitzliche Nullmengen. Fldche unter der Glocken-
kurve. Nicht Flichenmalf} von Fastfaltigkeiten, nur kurz miindlich was dazu
gesagt.

12.1 Integrierbarkeit und Integral komplexwertiger Funktionen. Rdume quadra-
tintegrierbarer Funktionen und Fouriertransformation. Rdume integrierbarer
Funktionen, fast iiberall definierte Funktionen, Raum der LP-Funktionen.
Noch nicht || ||,-Norm.

14.1 Die || ||,-Norm ist eine Norm. Die L”-Rdume sind vollstindig. Hilbertriu-
me, Hilbertbasen. Noch nicht der Satz iiber Hilbertbasen.

19.1 Satz iiber Hilbertbasen. Die differenzierbaren Funktionen mit kompakten
Triger auf einer offenen Teilmenge der R™ liegen dicht in den L? Funktio-
nen fiir p < oo. Konvergenz der Fourier-Reihe in L([0, 27]).

21.1 Einparameteruntergruppen der multiplikativen Gruppe der komplexen Zah-
len. Charaktere der Kreisgruppe. Produkttopologie. Noch nicht topologi-
sche Gruppen.

26.1 Topologische Gruppen und ihre Charaktere. Charaktere von R, Z, Z/mZ
und von der Kreisgruppe. Fouriergruppen erklirt als topologische Gruppen,
die isomorph sind zu endlichen Produkten der eben aufgezéhlten Beispie-
le. Definition, Existenz und Eindeutigkeit ihrer Haar-MaBle bewiesen. Die
Charaktere bilden eine Hilbertbasis des Raums der quadratintegrierbaren
Funktionen auf einer kompakten Fouriergruppe fiir das normierte Haarmaf.

28.1 Standardisierte Fouriertransformation. Formelsammlung. Die Fouriertrans-
formation erhilt den Schwarzraum. Fouriertransformierte integrierbarer Funk-
tionen verschwinden im Unendlichen. Abstrakte Fouriertransformation ei-
nes MaB3es und seine Beziehung zur standardisierten Fouriertransformation.
Natiirlichkeit, aber noch nicht Produktvertriglichkeit.

2.2 Paarung, duale Paarung, exakte Paarung von Fouriergruppen. Zugehorige
abstrakte Fouriertransformationen, Fourierreihe und Fouriertransformation
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4.2

9.2

11.2

als Beispiele. Abstrakte Inversionsformel, konkrete Variante fiir R, abstrak-
te und konkrete Poissonformel, Herleitung der Inversionsformel aus der
Poissonformel (bis auf letzten Schliff).

Herleitung der Inversionsformel aus der Poissonformel. Interpretation der
Poissonformel als Natiirlichkeit. Fourierisomorphismus fiir quadratintegrier-
bare Funktionen. Gleichheit der verschiedenen Varianten der Fouriertrans-
formation im Dualraum des Schwartzraums.

Falten von MaBlen. Assoziativitit. Verhalten unter Fouriertransformation.
Beweis des zentralen Grenzwertsatzes begonnen. Gekommen bis zur punkt-
weisen Konvergenz der charakteristischen Funktionen.

Beweis zentraler Grenzwertsatz beendet. Translationsinvariante abgeschlos-
sene Teilrdume des Raums der quadratintegrierbaren Funktionen auf der re-
ellen Geraden.
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Differential, 9
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von exp auf Matrizen, 35
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differential equation
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Differentialform, 167
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Differentialgleichung
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Differentialquotient, 18
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177
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total, 11
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Drehimpuls, 262
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221
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Fastfaltigkeit, 95
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Fliche, 66
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FluB
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von Vektorfeld, 248
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1-Form, 108
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absolute, 255

vektorielle, 18, 255
Geschwindigkeitsbiindel, 273
Geschwindigkeitsfeld, 260
Geschwindigkeitsphasenraum, 260
glatt, 199
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Abbildung nach R™, 186
grad

Gradient, 6
grad,, f symplektischer Gradient, 269
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Grad
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mit festen Randpunkten, 144
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221

indefinit, 43
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Inny, (7") Inneres von T°, 94
Inneres, in topologischem Raum, 94
Integral

erstes, einer Differentialgleichung,

224
stetige reelle Funktion
iiber kompakten Quader, 28
stetige vektorwertige Funktion
iiber kompaktes Intervall, 234

Integralkurve, 223
Integrationskarte, 94
Integrationsweg, 138
interior, 94
Inversion, 24
isotop

Verschlingungen, 66

Jacobi-Matrix, 11

Karte, 70

auf dem Rand induzierte, 197
Kartenwechsel, 72
Kettenregel

in mehreren Veridnderlichen, 19
kinetische Energie, 261
Knoten, 66
Kodimension

einer Untermannigfaltigkeit, 66
Komponente

Wegzusammenhangskomponente, 143

Konfigurationsraum, 267
konform
Abbildung, 24
kontrahierend
Abbildung metrischer Raume, 48
kontravariant, 106
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Koordinaten, 64
Koordinatensystem, 64
kovariant, 108
Kovektorfeld, 106
relatives, 106
vektorwertiges, 136
Kraftfeld, 256
kritische Stelle, 41
Kugelkoordinaten, 126
Kugelvolumen, 102
Kurve
in reellem Raum, 66

L Langengerade, 254
Lagrange’sche Multiplikatoren, 73
Laplaceoperator

im R", 217
Leibniz-Regel

fiir Differentialformen, 189
Lipschitz-Konstante, 48
Lipschitz-stetig, 46
lipschitzstetig

lokal, 238

partiell, 240
Losungsraum

einer linearen Differentialgleichung

allgemeiner Fall, 244

lokale Koordinaten, 70
lokales Koordinatensystem, 70

m Meter, 254
M Massen, 254
Mannigfaltigkeit
berandete Untermannigfaltigkeit von
affinem Raum, 195
eingebettete, 64
Untermannigfaltigkeit von affinem
Raum, 64
Mantelfldche, 102
Markov-Kette, 103
Markovkette, 103

Masse, 254, 257
schwere, 256
trige, 256
maximal
FluBweg, 223
Maximum
1soliertes lokales, 41
lokales, 41
Meter, 254
Minimum
isoliertes lokales, 41
lokales, 41
Mult* multilineare Abbildungen, 186
Multiindex, 36

Nabla-Operator, 210
negativ definit, 43
Newton’schen Bewegungsgleichung, 256
Normalenfeld
orientiertes, 183
normiert
Weg, 144

0% die Null in R?, 64
T° Inneres von 1", 94
®
Notation fiir Bilinearform, 122
ODE ordinary differential equation, 221
offen
Kern, 94
Ordnung
einer gewohnlichen Differentialglei-
chung, 221
orientierbar
Fastfaltigkeit, 176
orientiert
Fastfaltigkeit, 176
Orientierung
von Fastfaltigkeit, 176
von Mannigfaltigkeit, 176
von Vektorraum, 174
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orientierungsvertraglich, 176

partiell
Ableitung, 4
Ableitung, mit Einheiten, 26
Ableitung, virtuelle, 15
differenzierbar, 4
PDE partial differential equation, 221
Pfaff’sche Form, 108
Phasenraum, 260
Pléttung, 64
Plattungskarte, 206
Polarkoordinaten
Gradient in, 122
Polynom, 36
polynomial
Abbildung R™ — R™, 38
positiv definit, 43
positiv semidefinit, 43
Potential
eines Kraftfelds, 137
im Anschauungsraum, 260
potentielle Energie, 261

Quader, 28
quadratisch

Form, reelle, 43
Quelldichte, 204

Rand, 94

von Eckfaltigkeit, 206

von Randfaltigkeit, 195
Rechteck, 30
reguldr

Abbildung R — R™, 38

Punkt von Fastfaltigkeit, 176
Richtungsableitung, 9

auf eingebetteter Mannigfaltigkeit,

177

Riemann

Riemann’sche Metrik, 122
Riemannsumme

fiir Funktion auf Mannigfaltigkeit,
90
fiir Funktion auf Rechteck, 30
fiir Integral einer Volumenform, 180
fiir vektorwertige Funktion, 234
fiir Wegintegrale, 129
Rotation, 150
skalare, 150
Riickzug
von Funktionen, 115
von Kovektorfeld, 115
Runge-Lenz-Vektor, 265

S™ die n-Sphire, 68
§ Wegintegral, 134
¢ Wegintegral, 128
schwere Masse, 256
Separation der Variablen, 229, 231
Shuffle, 163
skalare Rotation
eines ebenen Vektorfeldes, 150
Skalarprodukt
massebehaftetes, 267
Stammfunktion, 238
stetig differenzierbar
in mehreren Variablen, 25
stimmen ueberein bis zur Ordnung d, 38
Stokes
Integralsatz von
allgemeiner, 200
klassischer, 210
mit Ecken, 207
Summenregel, 21
support, 77
symmetrisch
2-Tensor, 126
symplektisch
Gradient, 269

T Zeit, 254
TM, siehe Tangentialbiindel
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T, M Tangentialraum

im eingebetteten Fall, 174
T, M Tangentialraum, 174
tangential

Abbildung, 9
Tangentialbiindel

im eingebetteten Fall, 174
Tangentialraum

im eingebetteten Fall, 174
Tangentialvektor, 174
Taylorentwicklung

in mehreren Verianderlichen, 35
Teilung der Eins, 86
Tensor

2-Tensor, 122
Totalgrad, 36
trage Masse, 256
Trager

einer Funktion, 77
Transformationsformel

bei kompaktem Tréger, 79
transponiert

Abbildung, 165
Treppenfunktion, 235

Ubergangswahrscheinlichkeit, 103
Umkehrsatz, 46

Urkilogramm, 254

Urnenmodell, 103

Variablentrennung, 231
Variation der Konstanten, 246
Vektorfeld

auf affinem Raum, 223

auf eingebetteter Mannigfaltigkeit,

271
relatives, 106
vektorwertig
Kovektorfeld, 136
Verschlingung, 66
Vertauschen

von partiellen Ableitungen, 31
von partiellen Integrationen, 31

verwandt
2-Tensoren, 123
Differentialformen, 171
Funktionen, 115
Kovektorfelder, 115
Vektorfelder, 115
Wege, 131

vol(vq] ... |vgk) 90

Volumen, 90

Volumenform, 214
kanonische, 214

Weg
geschlossener, 146
normierter, 144
stiickweise linearer, 140
zusammenziehbarer, 146
Wegintegral, 128
fiir Kovektorfeld, 128
fiir Vektorfeld, 131
vektorwertiges, 136
wegweise einfach zusammenhéngend, 146
Wegzusammenhang, 140
Wegzusammenhangskomponente, 143
Winkelfeld, 152
Wirbeldichte, 150

Zeit, 254
Zentralfeld, 262
Zirkulation, 131
zusammenhéngend
topologischer Raum, 143
wegweise, 140
wegweise einfach, 146
zusammenziehbar
geschlossener Weg, 146
Zustand
bei Markovkette, 103
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