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1 Einfache endlichdimensionale Darstellungen

1.1 Klassifikation durch das hochste Gewicht

1.1.1. Ich erinnere an Terminologie aus [HL] 2.3.1. Sei h eine abelsche Lieal-
gebra. Die Elemente des Dualraums h* heilen Gewichte. Fiir jede Darstellung
M von b und jedes Gewicht A € h* erklart man den Gewichtsraum )/, zum
Gewicht ) als den Untervektorraum

My, :={ve M| Hv=MXH)v VH € b}

Gilt M, # 0, so heifit A ein Gewicht von ). Die Menge aller Gewichte einer
Darstellung M einer abelschen Liealgebra ) notieren wir

P(M) = Py(M) :={X € b" [ M) # 0}
Der Buchstabe P steht fiir die franzosische Bezeichnung ,,poids®.

Beispiel 1.1.2. Seien g O b eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer
Cartan’schen Unteralgebra. Fassen wir g auf als eine Darstellung von  vermittels
der adjungierten Operation, so bilden die von Null verschiedenen Gewichte unser
Wurzelsystem R aus [HL] 2.3.8, in Formeln

R =R(g,h) = Py(g)\0

Der zu o € R(g, h) gehorige Gewichtsraum ist unser Wurzelraum g,,. Des weite-
ren ist die Teilmenge R C h* nach [HL] 2.3.19 ein abstraktes reduziertes Wurzel-
system im Sinne unserer Definition [HL] 2.3.18 oder besser [SPW] 2.1.2.

1.1.3. Seien R C V ein Wurzelsystem und V := (R) seine rationale Form. Die
maximalen konvexen Teilmengen des Komplements Vo | J, . ker o der Verei-
nigung der Spiegel der Wurzelspiegelungen nennen wir Weylkammern oder aus-
fiihrlicher rationale Weylkammern, wenn V' bereits ein Vektorraum iiber einem
angeordneten Korper war und der Begriff ,,Weylkammer* auch einen Alkoven
der endlichen Spiegelungsgruppe W in V' selbst bedeuten konnte. Gegeben eine
Weylkammer C' C Vj setzen wir

RH(C):={aeR|(\a')>0 VYreC}

und nennen die Elemente dieser Menge die positiven Wurzeln zu C'. Weiter set-
zen wir C := {\ € Vu | (\,a¥) > 0 Va € RT(C)} und nennen diese Menge
den Abschluf} unserer Weylkammer C'. Schliellich setzen wir

X=X(RCV)={ eV ]|{\aY)€Z Ya € R}
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Ein Wurzelsystem R aus sechs Wurzeln mit einer Weylkammer, ihrem System
positiver Wurzeln R = {«, 5, &« + 3} und den Elementen der Menge X N C als
fetten Punkten. Dariiber hinaus eingezeichnet sind die zugehorigen einfachen
Wurzeln «, 5 sowie die beiden fundamentalen dominanten Gewichte w,, @3
nach 1.2.3.



und nennen diese Untergruppe von V' das Gitter der ganzen Gewichte unseres
Waurzelsystems und seine Elemente ganze Gewichte. Nach [SPW] 2.1.11 erzeu-
gen die Kowurzeln den Dualraum V*. Es folgt unschwer X C Vj, vergleiche
[SPW] 2.1.16.

Satz 1.1.4 (Klassifikation durch das hochste Gewicht). Seien g D b eine halb-
einfache komplexe Liealgebra mit einer Cartan’schen und C C (R)q eine Weyl-
kammer. So erhalten wir eine Bijektion

irreduzible endlichdimensionale S~ xnC
Darstellungen von g bis auf Isomorphismus

durch die Vorschrift, dafs wir jeder irreduziblen Darstellung L das eindeutig be-
stimmte Gewicht \ von L zuordnen mit A + o ¢ P(L) Va € R*(C).

1.1.5. Wir zeigen in 1.1.16, daB jede einfache endlichdimensionale Darstellung
genau ein Gewicht mit der behaupteten Eigenschaft hat und da8 es in Bezug auf
eine geeignete Teilordnung auf h* das grofite oder, wie man in diesem Kontext
meist sagt, das ,,hochste” Gewicht unserer Darstellung ist. Wir zeigen in 1.1.16
weiter, dal} je zwei einfache Darstellungen mit demselben hochsten Gewicht iso-
morph sind. Wir zeigen zusitzlich in 1.1.21, da3 das hochste Gewicht einer ein-
fachen endlichdimensionalen Darstellung stets in X N C' liegt. Damit bleibt nur
noch zu zeigen, daf die im Satz behauptete Bijektion surjektiv ist. Das benotigt
stiarkere Hilfsmittel und wird sich im weiteren Verlauf als Konsequenz aus 1.4.7
und 1.4.10 ergeben.

1.1.6. Gegeben ein Wurzelsystem 12 C V' mit einer ausgezeichneten Weylkammer
C setzen wir X* = X7 (C) := X N C und nennen die Elemente dieser Menge die
dominanten Gewichte.

Ergdnzung 1.1.7. Der vorstehende Satz ist eine algebraisierte Fassung der Klas-
sifikation der einfachen Darstellungen zusammenhingender kompakter Liegrup-
pen, die wir in [ML] 5.8.5 besprechen. Diese Klassifikation hinwiederum ergibt
sich in natiirlicher Weise, wenn man weif3, daf} die irreduziblen Charaktere einer
kompakten topologischen Gruppe eine Hilbertbasis des Raums der quadratinte-
grierbaren Klassenfunktionen bilden miissen. Das wissen wir im Fall endlicher
Gruppen aus [NAS] 4.2.10 und im Allgemeinen aus [TM] 4.9.15.

Beispiel 1.1.8. Im Fall g = s[(2; C) mit R™ = {«a} ist ma,/2 das hochste Gewicht
der m-dimensionalen einfachen Darstellung L(m) aus [HL] 1.2.14 und das Gitter
der ganzen Gewichte ist die von a//2 erzeugte freie abelsche Gruppe.

Vorschau 1.1.9. Ist g eine einfache endlichdimensionale Liealgebra, h C g eine
Cartan’sche und R+ C R(g, ) ein System positiver Wurzeln, so besitzt nach 1.1.4
insbesondere die adjungierte Darstellung ein hochstes Gewicht 3 € R*. Es heift
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die hochste Wurzel und kann beschrieben werden als die einzige Wurzel 5 € Rt
derart, daB fiir alle « € R die Summe « + 3 keine Wurzel mehr ist. Im Rahmen
der abstrakten Theorie der Wurzelsysteme wird sie in [SPW] 2.5.6 diskutiert.

Ergdnzung 1.1.10. In einem Skript von Henning Haahr Andersen kann man eine
Argumentation finden, die von da ausgehend zeigt, dal} eine halbeinfache Lieal-
gebra schon durch ihr Wurzelsystem eindeutig bestimmt ist.

Lemma 1.1.11 (Gewichtsverschiebung durch Wurzelriume). Seien g D b eine
halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer Cartan’schen. Gegeben eine Darstel-
lung M von g gilt

gaM)\ C M)\-i-a Va € R(Q) b)?A € b*

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Definition eines Gewichtsraums und der
Formel HXv = [H, X]v+ XHv VH ebh, X € g,v € M. O]

Lemma 1.1.12. Sei eine Liealgebra a als Vektorraum die Summe von zwei Un-
teralgebren a = b + ¢. Seien V' eine Darstellung von a und U C V eine b-
Unterdarstellung. So ist die von U erzeugte c¢-Unterdarstellung von V' sogar eine
a-Unterdarstellung.

Vorschau 1.1.13. Im Rahmen unserer Untersuchung der universellen Einhiillen-
den werden wir dies Lemma nocheinmal vom hoheren Standpunkt verstehen und
beweisen konnen, vergleiche 1.3.35.

Beweis. Bezeichne W die von U erzeugte c-Unterdarstellung von V. Wir miissen
zeigen, daB gilt XW C W fiir alle X € b. Wir betrachten dazu fiir festes r € N
den Raum

Wr)=...Yw|i<nr Y, €c)

Sicher gilt W = [JW(r). Es reicht zu zeigen XW (r) C W (r) fiir alle  und
X € b. Dazu argumentieren wir mit Induktion iiber r. Die Induktionsbasis bil-
det unsere Voraussetzung, daB W (0) = U eine b-Unterdarstellung ist. Fiir den
Induktionsschritt benutzen wir die Gleichung

XY:.. . Yu=Y1XYs.. Yoo+ [X,Y1]Vs...V,0

Auf den ersten Summanden wenden wir die Induktionsvoraussetzung an. Im zwei-
ten Summanden schreiben wir [X, Y]] = X + Y mit X € b, Y € ¢ und benutzen
nochmals die Induktionsvoraussetzung. [

1.1.14 (Konsequenzen aus der Theorie der Wurzelsysteme). Bei der Entwick-
lung der Theorie abstrakter Wurzelsysteme [SPW] 2.2.2 haben wir vereinbart,
welche Teilmengen eines Wurzelsystems Systeme positiver Wurzeln heif3en.
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Nach [SPW] 2.2.6 erhalten wir fiir jedes Wurzelsystem R eine Bijektion zwischen
der Menge aller Systeme positiver Wurzeln und der Menge aller Weylkammern
durch die Vorschrift

Rt C(RY) :={\ € (R)g | (\,a¥) >0 Va € R}

Dariibrhinaus ist diese Bijektion die Umkehrabbildung unserer Abbildung C' +—>
R*™(C) aus 1.1.3. Die Weylkammer C'(R™) heift die dominante Weylkammer
zu unserem System von positiven Wurzeln R*. Der Buchstabe C' steht fiir ,,cham-

(13

bre*.

1.1.15. Sei R C V ein Wurzelsystem. Fiir jedes System positiver Wurzeln R* C
R erklédren wir eine Teilordnung auf V' durch die Vorschrift

A>pus NeEpu+|RT)

Hier bezeichnet | R™) getreu unserer allgemeinen Konvention [AL] 3.5.1 das von
R* in V erzeugte Untermonoid, also die Menge aller endlichen Summen positiver
Waurzeln einschlieBlich der leeren Summe alias der Null.

Proposition 1.1.16. Seien g D b eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer
Cartan’schen und sei R C R(g, b) ein System positiver Wurzeln. Bezeichne <
die zugehorige Teilordnung auf b*. So gilt:

1. Ist M eine Darstellung von g und \ € b* ein Gewicht und vy € M), ein
Vektor mit g,vy = 0 Vo € R, so gilt fiir die von vy erzeugte g-Unterdar-
stellung N C M stets N C @uéx\ M,, und Ny = Cuy;

2. Jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung von g hat ein <-grofites
alias in der in diesem Kontext iiblichen Sprechweise hochstes Gewicht;

3. Haben zwei irreduzible Darstellungen von g dasselbe hochste Gewicht, so
sind sie isomorph.

1.1.17. Der hier gegebene Beweis ist noch ziemlich ,,zu Fu3*. Mithilfe der uni-
versellen Einhiillenden geben wir einen besseren Beweis in 1.4.7.

1.1.18. Seien g D b eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer Cartan’schen
Unteralgebra und R C R(g, h) ein System positiver Wurzeln. Es gibt durchaus
von Null verschiedene unendlichdimensionale Darstellungen von g, die iiberhaupt
keine h-Gewichte haben, in Formeln M # 0 aber Py,(M) = (). Ein erstes Beispiel
werden wir in Gestalt der ,,Einhiillenden Algebra* kennenlernen. Es gibt auch
durchaus irreduzible Darstellungen mit dieser Eigenschaft. Ebenso kann es auch
bei irreduziblen Darstellungen vorkommen, da8 Py () zwar nicht leer ist, aber
kein grofltes Element hat. Irreduzible endlichdimensionale Darstellungen haben
jedoch stets ein hochstes Gewicht werden sogar durch dieses hochste Gewicht
klassifiziert.



Beweis. Wir beginnen mit Teil 1 und betrachten die Zerlegung g = b & n mit

b:=0Ho @ga und n:= @g,a

aceRt a€Rt

Offensichtlich sind b und n Unteralgebren. Die Unteralgebra b wird sich spiter als
eine ,,Borel’sche Unteralgebra“ erweisen und die Unteralgebra n ist nilpotent, da-
her die Bezeichnungen. Unter unseren Annahmen ist Cv), eine b-Unterdarstellung.
Nach Lemma 1.1.12 ist dann die von v, erzeugte n-Unterdarstellung N C M
schon eine g-Unterdarstellung. Teil 1 folgt so aus Lemma 1.1.11 zur Gewichts-
verschiebung durch Wurzelrdume. Insbesondere muf jedes maximale Gewicht
einer irreduziblen Darstellung L alias jedes in Bezug auf < maximale Element
von P (L) bereits ihr hochstes Gewicht sein. Das zeigt Teil 2. Seien schlieBlich L
und L' irreduzible Darstellungen mit demselben hochsten Gewicht A. Wir wihlen
von Null verschiedene Vektoren v € Ly und v’ € L), betrachten in L @ L’ die
von (v,v") erzeugte Unterdarstellung N. Wir zeigen zunichst, daB auch N irre-
duzibel ist. Nach Teil 1 ist IV die direkte Summe seiner Gewichtsrdume und der
Gewichtsraum N, ist die Gerade N, = C(v,v’). Jede Unterdarstellung von [V ist
natiirlich stabil unter der Cartan’schen und ist damit auch die direkte Summe ihrer
Gewichtsrdume. Fiir jede echte Unterdarstellung von A C N gilt damit notwendig

Ac .,

HFEX

Damit folgt pry(A) # Lund pry(A) # L. Da aber L und L' irreduzibel sind, folgt
pr(A) = 0, pry(A) = 0 und damit A = 0. Mithin ist V irreduzibel und die von
Null verschiedenen Homomorphismen pr; : N — L und pr, : N — L/ miissen
Isomorphismen sein. Daraus folgt schlieBlich L = N = L' wie gewiinscht. 0

1.1.19 (Die Weylgruppe eines Wurzelsystems). Gegeben @ C V' ein Wurzelsys-
tem in einem Vektorraum iiber einem Korper der Charakteristik Null im Sinne un-
serer Definition [HL] 2.3.18 liefert uns [HL] 2.3.19 oder alternativ die Theorie ab-
strakter Wurzelsysteme [SPW] 2.1.13 zu jeder Wurzel « eine Kowurzel oV € V*
sowie eine Wurzelspiegelung s, : V' — V gegeben durch A — A — (A, ")« Die
durch diese Spiegelungen s, erzeugte Gruppe heiflit die Weylgruppe

W = W(R) = Weyl(R) C GL(V)

Alle Wurzelspiegelungen stabilisieren nach [HL] 2.3.19 unser Wurzelsystem R,
und da die Wurzeln wieder nach [HL] 2.3.19 auch V" aufspannen, muf} die Weyl-
gruppe endlich sein. Sie operiert mithin als endliche Spiegelungsgruppe im Sinne
von [SPW] 1.2.5 auf dem Q-Spann (R)g der Wurzeln. Die Theorie der Spie-
gelungsgruppen [SPW] 1.6.1 zeigt, dal die Weylgruppe frei und transitiv auf
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der Menge der Weylkammern operiert. Offensichtlich stabilisiert die Weylgrup-
pe auch das Gitter X der ganzen Gewichte.

Lemma 1.1.20 (Stabilitit der Gewichte unter der Weylgruppe). Seien g D b
eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer Cartan’schen. Ist E eine end-
lichdimensionale Darstellung von g, so sind alle Gewichte von E in b* ganz und
die Menge der Gewichte ist stabil unter der Weylgruppe W = W (R(g, b)), in
Formeln

P(E) C X und WP(E)=P(E)

1.1.21. Istein Gewicht A € P(E) nicht dominant, gibt es also eine positive Wurzel
« € RT mit (A, a¥) < 0, so liegt auch s,(\) = X\ — (A, a")av in P(E) und erfiillt
So(A) > A. Die maximalen Gewichte einer endlichdimensionalen Darstellung F
sind mithin s@mtlich dominant. A forteriori gilt das fiir das hochste Gewicht einer
einfachen endlichdimensionalen Darstellung.

Beweis. Wir erinnern fiir « € R die zu s[(2; k) isomorphe Unteralgebra g :=
o D ka @ g_, von g. Die Kowurzel ¥ hat hierbei nach [HL] 2.3.12 und [HL]
2.3.16 die Eigenschaft, da ein Isomorphismus s[(2; k) = g* mit h — o exis-
tiert fiir A := (§ _%). Aus der in [HL] 1.2.14 entwickelten Darstellungstheorie
der sl(2; k) folgt, daB die Eigenwerte von h auf endlichdimensionalen Darstellun-
gen von sl(2; k) stets ganze Zahlen sind. Damit folgt fiir alle A € P(E) sofort
(N, oY) € Z.Ist weiter 0 £ v € Ey, m = (\,a") und kZo = gas kYo = §_a» SO
folgt aus der Darstellungstheorie von sl(2; k) auch yJ'v # 0 falls m > 0 bezie-
hungsweise x"v # 0 falls m < 0. Insbesondere gilt in jedem Fall E)_,,, # 0
und damit s,(\) = A — (\,a")a € P(E). O

Ubungen

Ubung 1.1.22. Gegeben eine Darstellung M einer abelschen Liealgebra b und
ein Gewicht A € h* liefert das Auswerten bei 1 € k) stets einen Isomorphismus
MOdk,h (/{)\, M) = M)\.

1.2 Dominante Gewichte

1.2.1. Bei der Entwicklung der Theorie abstrakter Wurzelsysteme haben wir in
[SPW]2.2.1 vereinbart, welche Teilmengen eines Wurzelsystems Basen des Wur-
zelsystems heiBlen. Nach [SPW] 2.2.6 und [SPW] 2.3.10 erhalten wir fiir jedes
Waurzelsystem R eine Bijektion zwischen der Menge aller seiner Systeme positi-
ver Wurzeln und der Menge aller seiner Basen durch die Vorschrift

Rt —II(R") ={aeR"|a#p+v V3,v€R"}



Die Elemente von IT(R™) heiBen die einfachen Wurzeln zu unserem System po-
sitiver Wurzeln und die Wurzelspiegelungen s, zu den einfachen Wurzeln a €
[T1(R™) heiBen die einfachen Spiegelungen. Sie sind anschaulich gesprochen ge-
nau die Spiegelungen an den ,,Winden“ der dominanten Kammer C'(R") und
erzeugen nach [SPW] 2.2.12 die Weylgruppe. Die anschauliche geometrische Er-
kenntnis, daf das Bild einer Kammer unter einer Spiegelung an einer ihrer Winde
nur durch besagte Wand von ihrem Spiegelbild getrennt wird, iibersetzt sich in die
Erkenntnis [SPW] 2.2.7, daB fiir jede einfache Wurzel o € TI(R™) gilt

Sa(R17) = (R"\a) U{—a}

Im Rahmen der Theorie der Spiegelungsgruppen [SPW] werden diese Anschau-
ungen formalisiert und ausgearbeitet.

Beispiel 1.2.2. Wir betrachten das Wurzelsystem R = {¢; —¢; | ¢ # j} von
sl(n; C) in Bezug auf die Cartan’sche b der Diagonalmatrizen mit Spur Null mit
der Notation ¢; € h* fiir die Linearform, die jeder Diagonalmatrix der Spur Null
ihren i-ten Diagonaleintrag zuordnet. Darin ist R* = {¢; —¢; | i < j} ein System
positiver Wurzeln und II(R*) = {e; — ;41 | 1 < i < n} das zugehorige System
von einfachen Wurzeln. Die Wurzelspiegelung zu o = ¢; — ¢; vertauscht €; mit
¢; und hilt alle anderen ¢, fest. Die Weylgruppe stabilisiert die Menge der €; und
ihre Operation auf dieser Menge induziert einen Isomorphismus W — §,, der
Weylgruppe mit der symmetrischen Gruppe.

1.2.3. Ist R* € R C V ein Wurzelsystem mit einem System von positiven Wur-
zelnund IT = II(R") = {a,...,a,} die in R enthaltene Basis des Wurzelsys-
tems R, so bilden die Kowurzeln o, ..., o’ eine Basis des Vektorraums V'*. Die
Elemente der zur Basis der Kowurzeln dualen Basis von V' notiert man

Wiy .., Wy

mit «o dem 7 der griechischen Schreibschrift. Sie heilen die fundamentalen do-
minanten Gewichte und werden charakterisiert durch (z;, af) = §;;. Natiirlich
bilden die fundamentalen dominanten Gewichte w, . .., w, eine Z-Basis fiir das
Gitter X der ganzen Gewichte und die Menge der dominanten Gewichte hat die
alternative Beschreibung

¥"=Nw; + ...+ Nw,

Formeln fiir die Darstellung der fundamentalen dominanten Gewichte durch die
einfachen Wurzeln findet man am Ende von [Bou81].

Lemma 1.2.4 (Geometrie der Weylkammer). Gegeben R C R C V ein ab-
straktes Wurzelsystem mit einem ausgezeichneten System positiver Wurzeln ist der
Abschlufs der dominanten Weylkammer enthalten in dem von den positiven Wur-
zeln erzeugten Kegel |Q>oR™).
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Eine Basis eines Wurzelsystems vom Typ A, mit den zugehorigen
fundamentalen dominanten Gewichten.
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1.2.5. Hier bezeichnet Q>oR™ die Menge aller Produkte acv mit a € Qx( und
einer positiven Wurzel « € R™. Weiter bezeichnet |Q>¢R") [AL] 3.5.1 das davon
in V' erzeugte additive Untermonoid.

Beweis. Seien oy, . . ., «, die einfachen Wurzeln und w4, . . . , @, die zugehorigen
fundamentalen dominanten Gewichte. Wir schreiben w; = ajaq + . .. + a,«, mit
a; € QQ und miissen zeigen a; > 0 fiir 7 = 1,...,r. Wihlen wir ein unter der

Weylgruppe invariantes Skalarprodukt ( , ) auf dem rationalen Span Vj der Wur-
zeln, so gilt (A, a") = 2(\, )/ (e, @) fiir A € Vg und folglich 0 < (wy,w;) =
(w1, a10q) = ai(aq, q)/2 und damit erhalten wir bereits a; > 0. Bringen wir
nun alle Summanden mit a; > 0 auf die andere Seite, so ergibt sich

w1 — E ;0 = E ajozj

a; >0 a;<0

und das Skalarprodukt der rechten Seite mit der linken Seite ist < 0, da rechts das
o1 nicht auftreten kann. Also sind beide Seiten Null. OJ

1.2.6. Gegeben ein Gewicht A € (R)g ist die Menge der Gewichte ;1 € |Q>oR™)
aus dem von den positiven Wurzeln erzeugten Kegel mit ;© < A offensichtlich
endlich. Nach Lemma 1.2.4 gilt dasselbe a forteriori fiir die Menge der Gewichte
aus dem Abschlufl der dominanten Weylkammer mit p < .

1.2.7. Zwei fundamentale dominante Gewichte schlieen in Bezug auf ein weyl-
gruppeninvariantes Skalarprodukt stets einen schwach spitzen Winkel ein. In den
Notationen des vorhergehenden Beweises unseres Lemmas 1.2.4 zur Geometrie
der Weylkammer gilt ndmlich

(w2, 1) = a(w2, ) = az(a, a2)/2 > 0

1.2.8 (Darstellungen mit fundamentalem Hochstgewicht fiir si(n + 1;C)).
Zum Beweis der Klassifikation durch das hochste Gewicht 1.1.4 fehlt uns nun nur
noch der Nachweis der Surjektivitit, also der Nachweis, dal3 es zu jedem dominan-
ten Gewicht auch tatsdchlich eine endlichdimensionale einfache Darstellung mit
diesem hochsten Gewicht gibt. Dafiir ist mir im allgemeinen kein Argument ein-
gefallen, das ohne die universelle Einhiillende auskommt. Im Fall g = sl(n+1; C)
konnen wir die Surjektivitidt jedoch auch hier schon zeigen: Dazu beachte man,
daB die Darstellung /\" C"' gerade das hichste Gewicht w; = &1 + ... + &;
hat, mit zugehorigem hochsten Gewichtsvektor e; A ... A e;. Hier verstehen wir
implizit die tibliche Cartan’sche und die iibliche Basis des Wurzelsystems gege-
ben durch die «; = &; — £;41. Zu jedem dominanten Gewicht A\ € Xt kon-
struiert man nun eine Darstellung mit hochstem Gewicht A, indem man geeignete
Tensorprodukte der /" C™"*! bildet, und ein geeigneter einfacher Summand des
entsprechenden Tensorprodukts muf3 dann die gesuchte einfache Darstellung mit
hochstem Gewicht A sein.
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Ubungen

Ubung 1.2.9. Im Fall des Wurzelsystems G, mit einer ausgeeichneten Basis zeige
man, dall das Fundamentalgewicht zur kurzen einfachen Wurzel die hochste kurze
Wurzel ist und das Fundamentalgewicht zur langen einfachen Wurzel die hochste
Wurzel.

Ubung 1.2.10 (Ganze Gewichte fiir D,,). Wir erinnern fiir n > 2 aus [HL] 2.3.32
das Wurzelsystem R = {£¢, £¢; | 1 <i < j < n} mit der Bezeichnung D,, von
$0(2n). Wir erinnern, da8 die Weylgruppe aus allen Permutationen der ¢; gefolgt
von der Anderung einer geraden Zahl von Vorzeichen besteht. Wir erinnern aus
Ubung [SPW] 2.2.17 seine Basis a; = ¢; — ;4 fiir 1 < i < n zusammen mit
., = €n_1 + €,. Man zeige fiir das Gitter der ganzen Gewichte

X={(e1,...,en)z+2Z(e1+...+¢e,)/2

Man zeige, daB ¢; + ... + ¢; fiir 1 <7 < n — 1 die fundamentalen dominanten
Gewichte w; sind, wohingegen gilt w,, 1 = (1 + ...+ ¢&,)/2 und @, = (&1 +
oo+ Eno1 — €,)/2. Aus [ML] 2.5.12 folgt, daB fiir 1 < i < n die duBeren
Potenzen irreduzible Darstellungen sind, und man erkennt unschwer A"'(C?") =
L(w;) fir 1 <i <n—1und A" (C*") = L(w,_1 + w@,). Weiter folgt aus [ML]
2.5.12, daB A\"(C?") eine Summe von zwei irreduziblen Darstellungen ist, und
man zeigt unschwer \"(C*") = L(2w,,_1) @ L(2w,). lireduzible Darstellungen
zu den hochsten Gewichten w,,_; und w,, liefert die sogenannte Clifford-Algebra,
vergleiche 1.7.17.

Ubung 1.2.11 (Ganze Gewichte fiir 53,,). Wir erinnern aus [HL] 2.3.33 das Wur-
zelsystem R = {£¢;, +¢; | 1 < i < j < n}U{xe |1 < i < n} mitder
Bezeichnung B,, von so(2n + 1), und dall die Weylgruppe aus allen Permuta-
tionen der ¢; gefolgt von einer beliebigen Anderung der Vorzeichen besteht. Wir
erinnern aus Ubung [SPW] 2.2.17 seine Basis a; = ¢; — ;i1 firl < i < n
zusammen mit «,, = €,,. Man zeige fiir das Gitter der ganzen Gewichte

X={(e1,...,enyz+Zer+...+¢,)/2

Man zeige, da} die fundamentalen dominanten Gewichte gegeben werden durch
w; =6+ ...+¢gfirl <i<nundw, = (61 + ...+ &,)/2. In diesem
Fall folgt aus [ML] 2.5.12, daB} alle duBleren Potenzen der Standarddarstellung
irreduzibel sind, und man priift leicht \'C*"*! = L(w;) fir 1 < i < n und
N\"C**1 = L(2w,). Eine irreduzible Darstellung zum hochsten Gewicht o,
liefert die sogenannte Clifford-Algebra, vergleiche 1.7.17.

Ubung 1.2.12. Man erinnere die Daten zu s0(2n) aus 1.2.10 und zeige, daB wir,
wenn wir von einem der beiden letzten Fundamentalgewichte w,,_; oder w,, ei-
ne positive Wurzel abziehen, aus der abgeschlossenen dominanten Weylkammer
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herausfallen. Man folgere, daB alle Gewichte von L(w,_;) und L(w,) extreme
Gewichte sein miissen, also die Punkte der Weylgruppenbahn des hochsten Ge-
wichts. Man zeige, daB diese Weylgruppenbahn genau aus den 2"~! Gewichten
(£e1...%e,)/2 besteht, bei denen die Vorzeichen beide mit einer geraden bezie-
hungsweise ungeraden Vielfachheit auftreten.

Ubung 1.2.13. Man erinnere die Daten zu s0(2n + 1) aus 1.2.11 und zeige, daB
wir, wenn wir vom letzten Fundamentalgewicht w,, eine positive Wurzel abzie-
hen, aus der abgeschlossenen dominanten Weylkammer herausfallen. Man folge-
re, daB alle Gewichte von L(w,, ) extreme Gewichte sein miissen, also die Punkte
der Weylgruppenbahn des hochsten Gewichts. Man zeige, dal diese Weylgrup-
penbahn genau aus den 2" Gewichten (+¢; ... £ ¢,,)/2 besteht.

1.3 Die universelle einhiillende Algebra

1.3.1. Ich erinnere an unsere Notation Ay, aus [HL] 1.1.8 fiir die aus einer assozia-
tiven Algebra A mit dem Kommutator als Verkniipfung entstehende Liealgebra.

Definition 1.3.2. Seien k ein Korper und g eine Liealgebra iiber k. Eine univer-
selle einhiillende Algebra von g oder kurz Einhiillende ist ein Paar (U, can)
bestehend aus einer k-Ringalgebra U und einem Liealgebrenhomomorphismus
can : g — Uy, derart, daB fiir jede k-Ringalgebra A das Vorschalten von can eine
Bijektion
(ocan) : Ralg, (U, A) = Lalg, (g, Ar)

induziert. Gegeben eine k-Ringalgebra A und ein Homomorphismus ¢ : g — Ap,
von k-Liealgebren soll es anders ausgedriickt genau einen Homomorphismus von
k-Ringalgebren geben ¢ : U — A mit ¢ = ¢ o can, als Diagramm geschrieben

g can U

|
13
N

A

1.3.3 (Einhiillende als adjungierter Funktor). In der Sprache der Kategorien-
theorie ist das Bilden der universellen Einhiillenden, von der wir bald zeigen wer-
den, daB sie immer existiert, der linksadjungierte Funktor zum Funktor A — Ap,
von der Kategorie der k-Ringalgebren in die Kategorie der k-Liealgebren.

Beispiele 1.3.4. Ist g = 0, so ist U = k eine Einhiillende. Ist g eine eindimensio-
nale Liealgebra mit Basis X € g, so ist der Polynomring in einer Verdnderlichen
U = k[X] eine Einhiillende, mit can der offensichtlichen Abbildung

can: g — k[X]
aX — aX
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1.3.5 (Eindeutigkeit der Einhiillenden). Ist (U;, can,) eine zweite Einhiillende
von g, so mufl mit den iiblichen Argumenten die Abbildung can, : U — U; ein
Isomorphismus sein. Eine Liealgebra besitzt also bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus hochstens eine Einhiillende. Wir werden aus diesem Grund oft den bestimm-
ten Artikel verwenden und von der Einhiillenden reden.

1.3.6 (Erzeugung der Einhiillenden als Ringalgebra). Eine universelle Ein-
hiillende U einer Liealgebra g tiber einem Korper £ wird als £-Ringalgebra stets
vom Bild von g erzeugt. Von der vom Bild von g erzeugten Unterringalgebra
k|g| C U sieht man ndmlich leicht ein, daf} sie auch bereits die von einer Ein-
hiillenden geforderte universelle Eigenschaft hat.

Lemma 1.3.7 (Darstellungen als Moduln). Seien V' eine abelsche Gruppe, g
eine Liealgebra iiber einem Korper k und can : ¢ — U eine Einhiillende von g.
So gilt:

1. Die Einschrdankung vermittels can zusammen mit der Einschrinkung ver-
mittels der Einbettung k — U, a — al liefern eine Bijektion

Strukturen auf' V' als ~ Strukturen auf V' als Darstellung
Modul iiber dem Ring U der k-Liealgebra g

2. Diese Konstruktion liefert einen Isomorphismus von Kategorien

U -Mod = g-Mod

Beweis. Eine Struktur auf V' als U-Modul ist ja per definitionem ein Ringhomo-
morphismus ¢ : U — End V. Die Einschrinkung von ¢ auf k¥ C U macht V' zu
einem k-Vektorraum, und fiir diese Struktur induziert ¢ erst einen Homomorphis-
mus von k-Ringalgebren ¢ : U — Endj V, dann einen Homomorphismus von
Liealgebren ¢ : U, — gl(V), und schlieBlich einen Homomorphismus von Lieal-
gebren p o can : g — gl(V'). Die Einschrankungen liefern also auf V' die Struktur
einer Darstellung iiber k. Um zu zeigen, daf} diese Zuordnung bijektiv ist, ge-
ben wir die inverse Abbildung an. Eine Darstellung der Liealgebra g iiber £ ist ja
per definitionem ein Paar (V) p) bestehend aus einem k-Vektorraum V' und einem
Homomorphismus p : g — (Endy V'), von Liealgebren iiber k. Diesen Homo-
morphismus konnen wir aber nach der Definition der universellen Einhiillenden
auf genau eine Weise erweitern zu einem Homomorphismus von k-Ringalgebren
p : U — EndgV, und damit haben wir auf V' die gesuchte U-Modulstruktur
konstruiert. Wir uiberlassen dem Leser den Nachweis, daf} diese beiden Konstruk-
tionen zueinander invers sind. [

1.3.8. Im folgenden bezeichnen wir fiir ein Element X einer Liealgebra g sein
Bild can(X) in einer Einhiillenden meist kurz auch mit X.
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1.3.9. Unter einem augmentierten Ring versteht man ganz allgemein einen Ring
mitsamt einem ausgezeichneten Ideal, dem Augmentationsideal, das manchmal
auch nur als einseitiges Ideal angenommen wird. Die Bezeichnung kommt wohl
daher, daB hier die Ringstrukur durch ein zusitzliches Datum erweitert wird. Die
Abbildung auf den Quotienten nach besagtem Ideal heiflt dann die Augmentation.

1.3.10. Jede Liealgebra g besitzt die Einsdarstellung %. Diese fiihrt nach dem Vor-
hergehenden zu einem Homomorphismus von k-Ringalgebren € : U(g) — k mit
€(X) =0 VX € g. Den Kern von ¢ bezeichnen wir manchmal mit kere =: U™
und machen so unsere Einhiillende zu einem augmentierten Ring mit Augmenta-
tion e.

Satz 1.3.11 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Jede Liealgebra besitzt eine universelle
Einhiillende. Ist g eine Liealgebra iiber einem Korper k und (X))xen eine Basis
von g und < eine totale Ordnung auf A, so bilden die geordneten Monome, d.h. die
Monome Xy ... Xaey mit \(1) < A(2)... < X(r) eine Basis der Einhiillenden
U(g) iiber k.

1.3.12. Der erste Aussage wird in einer prizisierten Form als 1.3.21 bewiesen, die
Zweite im Anschluf} daran.

1.3.13. Bei der Formulierung haben wir die Konvention benutzt, nach der das
,leere” Monom, als da heiit das Monom mit = 0, die Einheit 1 € U(g) darstellt.
Ist X1,..., X4 eine Basis von g, so bilden nach unserem Satz insbesondere die
Monome X7 ... X ¢ mit n; > 0 eine Basis von U(g).

Ergdnzung 1.3.14. Arbeiten wir nicht iiber einem Korper £, sondern vielmehr
tiber einem Kring, so gilt der Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt 1.3.11 analog im-
mer noch und mit demselben Beweis. Allerdings kann er nur angewendet werden,
wenn unsere Liealgebra auch eine Basis als £-Modul besitzt.

Definition 1.3.15. Sei V' ein Vektorraum tiber einem Korper k. Eine freie Ringal-
gebra iiber V ist ein Paar (7', can) bestehend aus einer k-Ringalgebra V' und einer
linearen Abbildung c : V' — T derart, dal folgende universelle Eigenschaft erfiillt
ist: Gegeben eine k-Ringalgebra A und eine lineare Abbildung ¢ : V' — A gibt
es genau einen Homomorphismus von k-Ringalgebren ¢ : T — A mit ¢ = poc,
im Diagramm

—
Av
A

1.3.16. Hier noch eine Umformulierung der Definition. Sei V' ein Vektorraum
iiber einem Korper k. Eine freie Ringalgebra iiber V' ist ein Paar (7', ¢) bestehend
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aus einer k-Ringalgebra 7" und einer linearen Abbildung ¢ : V' — T derart, daf}
fiir jede k-Ringalgebra A das Vorschalten von ¢ eine Bijektion

Ralg, (T, A) = Homy(V, A)

zwischen Homomorphismen von Ringalgebren und Homomorphismen von Vek-
torrdumen induziert.

1.3.17. Mit denselben Argumenten wie im Fall der Einhiillenden zeigt man, daf3
solch eine freie Ringalgebra im wesentlichen eindeutig ist, wenn sie existiert.

Ergdnzung 1.3.18. In der Sprache der Kategorientheorie ist das Bilden der freien
Ringalgebra, von der wir bald zeigen werden, dal3 sie immer existiert, der linksad-
jungierte Funktor zum vergeBlichen Funktor von der Kategorie der k-Ringalgebren
in die Kategorie der k-Vektorrdume.

Lemma 1.3.19. Gegeben ein Vektorraum V iiber einem Korper k existiert stets
eine freie Ringalgebra T(V') = T}V iiber V.

1.3.20. Ich gebe fiir diese Behauptung zwei Beweise. Der erste Beweis ist in ge-
wisser Weise sauberer. Er gibt eine explizite Konstruktion, die vom vorgegebenen
Vektorraum ausgeht und keine weiteren Wahlen benétigt. Er benotigt jedoch das
Tensorprodukt, das erfahrungsgemif viele Studenten sehr lange als ein sehr ab-
straktes Konstrukt empfinden. Der zweite Beweis benétigt die Wahl einer Basis,
hat aber den Vorteil, eine konkretere Konstruktion zu liefern.

Beweis mit multilinearer Algebra. Ich erinnere an die Konstruktion der Tensoral-
gebra in [LA2] 7.9.7 und ihre universelle Eigenschaft. Sei V' ein Vektorraum iiber
einem Korper k. Die Tensoralgebra iiber V' ist die k-Ringalgebra

Ten(V)=T(V) =T,V =PV =kovVe(VeV)o(VeVeV)o...

r>0

mit der k-bilinearen Multiplikation, die eindeutig festgelegt wird durch die Vor-
schrift (v; ® ... Q@ v,.) - (W1 ® ... w) = (v ® ...v, @ wy @ ...w;). Die
Einbettung ,,als zweiter Summand“ ¢ : V' < T(V') hat dann offensichtlich die
gesuchte universelle Eigenschaft. [

Beweis mit Polynomen in nichtkommutierenden Variablen. Wir wihlen eine Ba-
sis B C V und das freie Monoid Mon" B iiber B im Sinne von [TF] 2.5.2 alias die
,Menge aller Worter endlicher Lange in Buchstaben B, einschlieBlich des leeren
Wortes, mit dem Hintereinanderschreiben von Wortern als Verkniipfung®. Dann
bilden wir den freien k-Vektorraum 7' := k(Mon' B) iiber dieser Menge oder
praziser den Monoidring iiber diesem Monoid im Sinne von [NAS] 1.2.5 alias
den ,,Polynomring iiber k£ in den nichtkommutierenden Variablen B*, vergleiche
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auch [NAS] 3.7.1. Die offensichtliche Einbettung ,,als Variablen* B — T besitzt
genau eine Fortsetzung zu einer linearen Abbildung ¢ : V' — 7" und ich behaupte,
dal wir auf diese Weise auch eine freie Ringalgebra iiber V' erhalten. In der Tat
folgt das daraus, dal wir fiir jede k-Ringalgebra A im kommutativen Diagramm

Ralg, (k(Mon' B), A) — Hom,(V, A)

{ |

Mon(Mon' B, A) —~—= Ens(B, A)

mit den durch die offensichtlichen Vorschaltungen gegebenen Abbildungen aus
den universellen Eigenschaften des freien Monoids und des Monoidrings bereits
wissen, daf} die untere Horizontale und die linke Vertikale Bijektionen sind. Eben-
so wissen wir aus der linearen Algebra, daf die rechte Vertikale eine Bijektion ist.
Damit folgt dasselbe fiir die obere Horizontale, was zu zeigen war. 0

Proposition 1.3.21. Sei g eine Liealgebra iiber einem Korper k. Betrachten wir
das Ideal I = 1(g) C T(g), das von allen (z @ y —y @ x — [z,y|) mit z,y € g
erzeugt wird, so ist die Ringalgebra U(g) := T(g)/I mit der Abbildung can :
g — T(g) — U(g) eine Einhiillende von g.

Beweis. Fiir diesen Beweis bezeichne p : T(g) — U(g) die Projektion und ¢ :
g — T(g) die kanonische Abbildung, wir haben also can = p o c. Sicher ist can
ein Homomorphismus von Liealgebren, denn wir haben

can[z, y| (canz)(cany) — (cany)(canx) = [canz,cany]

ple,yl = pz®y—y®)

da nach Konstruktion gilt z ® y — y ® x — [z,y] € I = ker p. Nach Konstruk-
tion wird U(g) als k-Ringalgebra von g erzeugt, eine Abbildung von g in eine
k-Ringalgebra A 146t sich also auf hochstens eine Weise zu einem Homomorphis-
mus von Ringalgebren U(g) — A fortsetzen. Um die folgende Argumentation
ibersichtlich zu machen, arbeiten wir mit dem Diagramm

g T(g) U(g)
N

Sei also ¢ : g — A ein Liealgebren-Homomorphismus von g in eine k-Ringalge-
bra A. Selbst wenn ¢ nur linear ist, erweitert es auf genau eine Weise zu einem
Homomorphismus von Ringalgebren ¢ : T(g) — A. Ist o zusitzlich ein Homo-
morphismus von Liealgebren, so folgt sofort p(z ® y — y @ = — [z, y]) = 0, also
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(1) = 0. Damit faktorisiert dann ¢ wie gewiinscht iiber einen Homomorphismus
von k-Ringalgebren ¢ : U(g) — A. O

Beweis, daf; die geordneten Monome aus 1.3.11 die Einhiillende aufspannen. Wir
betrachten in U = U(g) den Teilraum U,, der von allen Monomen der Linge
hochstens r aufgespannt wird, also das Bild von @, g%° in U(g), und zei-
gen durch Induktion, daB U, schon von den geordneten Monomen der Linge < r
aufgespannt wird. Denn sei X(q) . .. X,y ein Monom. Wir wissen ja, da} gilt

Xo) X+ = Xaa+n X + (X Xagn)]

Hier konnen wir den Kommutator entwickeln als (endliche) Linearkombination
>~ a;X,, mithin hingt die Nebenklasse eines Monoms der Linge r in U, /U,_;
nicht von der Reihenfolge der Faktoren ab. Mit Induktion iiber r sehen wir so, dafl
U, von den geordneten Monomen der Linge < r aufgespannt wird. [

1.3.22 (Poincaré-Birkhoff-Witt fiir die Liealgebra einer Liegruppe). Ist g die
Liealgebra einer Lie-Gruppe, so kann man die lineare Unabhiéngigkeit iiber R der
aufsteigenden Monome besonders leicht zeigen: Man wihlt dazu in einer offenen
Umgebung V' des neutralen Elements e von G lokale Koordinaten 4, ..., z,, die
bei e verschwinden, und so, daB das Vektorfeld -7~ am neutralen Element mit X;
ibereinstimmt, fiir 1 < ¢ < r. Durch das Anwenden von linksinvarianten Vektor-
feldern auf Funktionen wird C* (V') ein U(g)-Modul. Lassen wir die aufsteigen-
den Monome aus U(g) operieren auf Monomen in den lokalen Koordinaten und
werten das Resultat am neutralen Element aus, so erhalten wir unter Verwendung
der iiblichen Multiindex-Schreibweise (X®x%)(e) # 0, aber (X*27)(e) = 0 falls
gilt « # [ und || < |B]. Daraus folgt dann die lineare Unabhingigkeit der X °.
Im Ubrigen kann man die universelle Einhiillende der Liealgebra einer Liegrup-
pe mit dem Raum der Distributionen mit Trdger im neutralen Element verstehen,
mit der ,,Konvolution* als Multiplikation. Dasselbe gilt fiir die universelle Ein-
hiillende der Liealgebra einer algebraischen Gruppe in Charakteristik Null und
algebraische Distributionen im Sinne von [AAG] 3.11.8.

Beweis, daf3 die geordneten Monome aus 1.3.11 linear unabhdingig sind. Wir be-
trachten den Vektorraum S mit einer Basis indiziert durch alle endlichen mono-
ton wachsenden Folgen aus A und versuchen, ihn zu einer Darstellung unserer
Liealgebra zu machen, und zwar so, als ob er schon die Einhiillende mit einer
Poincaré-Birkhoff-Witt-Basis wire. Sei genauer S = k[x|,ea der Polynomring in
den Variablen Y, die ich deshalb nicht wie zuvor XX schreibe, damit nicht alles
Wesentliche in Indizes verschwindet, und wo ich deshalb y statt \ schreibe, damit
der Akzent besser dariiberpalit. Mit demselben Hintergedanken schreiben wir von
nun an auch y := X, fiir das durch y € A indizierte Basiselement von g. Nun
behaupten wir:
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Lemma 1.3.23. Seien k ein Kirper, g eine Liealgebra iiber k, (X)yea eine Basis
von g und < eine Anordnung von A. Sei weiter S = k[X|yea der Polynomring in
Variablen ¥ fiir x € A. So gibt es gibt eine Operation g X S — S der Liealgebra
g auf dem Vektorraum S mit der Eigenschaft

XX1X2 - - Xr = XX1X2---Xr wannimmer gilt x < x1 < ... < X,

Im Anschlufl beweisen wir sogar noch die prizisere Aussage 1.3.25. Um die linea-
re Unabhingigkeit der geordneten Monome in 1.3.11 abzuleiten, betrachten wir S
als Modul iiber U = U(g) wie in 1.3.7. Ist ¥; ... X, ein aufsteigendes Monom in
U(g), so gilt

X1 Xrls = X1+ Xr

fiir 1 € S das neutrale Element. Da nun aber die aufsteigenden Monome linear
unabhingig sind in S, miissen sie auch in U linear unabhingig gewesen sein. [

1.3.24. Um schlieBlich Lemma 1.3.23 zu beweisen, fithren wir zusitzliche Nota-
tionen ein. Fiir einen Multiindex ¢ = (x1,...,Xx,) € A" bezeichne ¢ das Mo-
nom o = xi...X,. Fir x € Asoll x < 0 = (x1,...,X,) bedeuten xy < y;
fir 1 < ¢ < r. Wir nennen einen Multiindex monoton genau dann, wenn gilt
x1 < ... < x,. Die Linge r von o bezeichnen wir mit |o|. Nach Konvention gibt
es genau einen Multiindex der Liange Null, er ist monoton, groBer als jedes x € A,
und das zugehorige Monom ist das Eins-Element 1g € S. Die ¢ fiir monotone o
bilden eine Basis von S. Der von den Monomen der Lénge r aufgespannte Teil-
raum heife S, es ist also Sy = k, S = @, S,, und S,.S; C S,4s Vr,s € N,
Wir schreiben S<, = @, S; und setzen S<, = 0 fiir » < 0. Mit diesen
Notationen zeigen wir sogar eine genauere Aussage.

Lemma 1.3.25. Es gibt genau eine durch r € 7 indizierte Familie von bilinearen
Abbildungen ¢, : g X S<, = S<,41, (x,p) — xp derart, daf3 gilt:

1. @, setzt p,_1 fort;

2. X6 =xofirx €\, o € N"mit x < o,

3. X0 EXT+S<, VxeN oA

4. X(wp) —v(xp) = X, ¥lp Vx,v € A, pe S

Beweis. Sicher haben wir solche Abbildungen ¢, fiir 7 < 0. Es reicht also, wenn
wir zeigen: Ist o, bereits konstruiert mit den Eigenschaften 14, so gibt es genau
eine Moglichkeit, ¢, zu einer Abbildung ¢, mit den Eigenschaften 14 auszu-
dehnen. Sei also ¢, gegeben. Es gilt, fiir alle y € A und monotones o der Liange
lo| =7+ 1das Bild ¢,41(X,0) = X& € S anzugeben. Im Fall y < o definieren
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wir Yo = x0&, damit 2 erfiillt ist. Sonst schreiben wir ¢ = (v,7) mit v € A,
7 € A", und da x £ o haben wir x > v. Wenn 1-4 erfiillt sein sollen, so muf}
gelten
X0 = XUT dav <7,

= UXT+ X, V|7 nach 4,

= UXT+0q+ X, V|t firq=xT—XT,

= XTH+oq+[X, 07 dav<yx, v<T.
Nach Induktion gilt nun ¢ € S<,, also sind rechts unten alle Terme schon induktiv
definiert, und wir konnen und werden unsere Gleichung als eine induktive Defi-
nition von Y6 = ¢,11(X,0) im Fall y £ o auffassen. Die von ¢, ; geforderten
Eigenschaften sind offensichtlich mit Ausnahme von 4. Nach Induktionsannahme
gilt es noch zu zeigen

XUT — UXT = [X, V|7

fir alle xy,» € Aund 7 € A". Wir geben dieser Aussage den Namen (y, v, 7).
Offensichtlich gilt (x, v, 7) fiir x = v, nach Definitionen von ¢, gilt (x, v, T)
unter der Voraussetzung xy > v < 7, und da die Lieklammer schiefsymmetrisch
ist, folgt die Giiltigkeit von (x, v, 7) auch fiir den Fall v > y < 7. Es bleibt also
nur noch, (x, v, 7) zu zeigen im Fall x £ 7, v £ 7. In diesem Fall schreiben wir
7= (p,w) mit g € A, w € A""! und haben also u < y, pp < v und p < w. Jetzt
entwickeln wir o o

XUT = XVw

= X[ o + Yo
= Xl Al + [X, Ao + e
Hier folgt die zweite Gleichung per Induktion und die dritte aus schon bekannten
Fillen, indem wir schreiben v = Dw + ¢ mit ¢ € S<,_» und beachten, daf gilt
p < vund p < w. Dasselbe gilt, wenn wir y und v vertauschen, und indem wir
auch noch 7 = fiw entwickeln, erhalten wir die drei Gleichungen
W0 = XA+ o+ [ 60
IXT = DX A+ X+ (]
X.0F = [l
Unser Ziel ist, noch in unserem speziellen Fall die Formel
XUT — UXT = [X, V|7

zu zeigen. Aber ziehen wir bei unseren drei Gleichungen von eben die beiden
unteren von der oberen ab, so ergibt sich fiir Y07 — X7 — [X, 7|7 nach kurzer
Rechnung mit Hilfe der Jacobi-Identitt

X, [0, Al + [[X, A, v + Alx, vlo — [X, P]aw =
= ([[X, [, 4] + [2, [, X1] + (3, [X, 2w =0 O
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Definition 1.3.26. Die opponierte Algebra A°PP zu einer k-Algebra A wird er-
klart dadurch, dal man auf dem Vektorraum A die opponierte Verkniipfung be-
trachtet, die gegeben wird durch a® * b° := (b - a)°.

1.3.27. Ist g eine Liealgebra, so ist auch g°PP eine Liealgebra und die Multiplika-
tion mit (—1) ist ein Algebrenhomomorphismus g — g°PP.

1.3.28. Ist g — U eine Einhiillende, so auch dieselbe Abbildung g°*® — U°PP.
Insbesondere setzt sich die Multiplikation mit (—1) : g — g°PP fort zu einem
Isomorphismus assoziativer Algebren S : U = U°PP, den wir den prinzipalen
Antiautomorphismus von U nennen und u — ' notieren. Ist V eine Darstellung
von g und u € U, so haben wir fiir die kontragrediente Darstellung VV* die Formel
(uf)(v) = f(u'v) firalle f € V*,v € Vundu € U.

1.3.29. Im folgenden verwende ich Grundlagen der Theorie der filtrierten und gra-
duierten Ringe, wie sie etwa in [KAG] 7.1 entwickelt werden. Die Tensoralgebra
T(V) uiber einem Vektorraum V' trigt eine offensichtliche Graduierung. Definie-
ren wir wie in [KAG] 3.5.1 die symmetrische Algebra

Sym(V) :=S(V) :=T(V)/(z @y -y @)

als die Einhiillende der abelschen Liealgebra V, so erbt S(V') eine Graduierung
von T(V). Ist g eine Liealgebra, so erbt U = U(g) zumindest noch die Filtrierung
von T(g) und wird so eine filtrierte Ringalgebra 0 = U<"! c U=0 c U=S! C
U?2C..mitUS' =k, USl =kaag.

Satz* 1.3.30 (Poincaré-Birkhoff-Witt ohne Koordinaten). Sei g eine Liealge-
bra. Die beiden Surjektionen T(g) — S(g) und T(g) = grT(g) — grU(g) ha-
ben denselben Kern und definieren folglich einen Isomorphismus von graduierten
k-Ringalgebren

grU(g) = S(g)

Beweis. Das mag der Leser zur Ubung selbst aus dem Satz von Poincaré, Birkhoff
und Witt 1.3.11 folgern. [

Korollar 1.3.31. Die Einhiillende einer Liealgebra ist stets ein Integritiitsring.
Die Einhiillende einer endlichdimensionalen Liealgebra ist stets noethersch.

Beweis. Das folgt sofort aus den Lemmata [KAG] 7.2.9 und [KAG] 7.2.10, nach
denen ein Ring mit einer bei Null beginnenden auschdpfenden Filtrierung ein In-
tegrititsring beziehungsweise noethersch sein mufl, wenn das fiir den assoziier-
ten graduierten Ring gilt. Da nun aber iiber Kérpern Polynomringe Integritits-
ringe sind und Polynomringe in endlich vielen Variablen noethersch nach dem
Hilbert’schen Basissatz, folgt das Korollar. O]
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Ubungen

Ubung 1.3.32. Sei e, f, h die iibliche Basis von s[(2; C) mit [h, e] = 2e, [h, f] =
—2f, [e, f] = h. Man schreibe f?he in der Einhiillenden von sl(2; C) als Linear-
kombination geordneter Monome fiir die Ordnung e, h, f.

Ubung 1.3.33. Gegeben eine bilineare Verkniipfung b auf einem Vektorraum g
iiber einem Korper k& kann man stets in der Tensoralgebra T(g) das von allen
r®y—y®x—b(xr,y) mitx,y € gerzeugte Ideal / = I(g) C T(g) betrachten
und den Quotientenring U := T(g)/I bilden. Man zeige, daB die Verkniipfung
g — T(g) — U genau dann injektiv ist, wenn b antisymmetrisch ist und die
Jacobi-Identitit erfiillt.

Ubung 1.3.34. Jeder Homomorphismus von Liealgebren 4Bt sich auf genau eine
Weise ausdehnen zu einem Homomorphismus zwischen ihren Einhiillenden.

Ubung 1.3.35. Ist eine Liealgebra a iiber einem Korper k als k-Vektorraum die
Summe von zwei Unteralgebren a = b + ¢, so induziert die Multiplikation eine
Surjektion

U(c) ®, U(b) — U(a)

Man leite aus dieser Erkenntnis einen neuen Beweis von Lemma 1.1.12 ab. Die-
jenigen Leser, die mit allgemeinen Tensorprodukten vertraut sind, mogen gleich
zeigen, daf} die Multiplikation einen Isomorphismus U(c) ®une) U(b) — U(a)
induziert, und damit bereits eine Verallgemeinerung der anschlieBenden Ubung.

Ubung 1.3.36. Ist a = b @ c eine Zerlegung als k-Vektorraum einer Liealgebra
tiber einem Korper £ in die direkte Summe von zwei Unteralgebren, so induziert
die Multiplikation einen Isomorphismus von Vektorrdumen

U(c) ®, U(b) = U(a)

Ubung 1.3.37 (Casimir-Operator in der Einhiillenden). Sei g eine endlichdi-
mensionale Liealgebra und b : g X g — k£ eine nichtausgeartete invariante Bili-
nearform. Wir wiihlen eine Basis 71, . . ., 2, von g, bezeichnen mit 2!, ..., 2" die

beziiglich b duale Basis, charakterisiert durch b(x;, 27) = ¢;;, und setzen

C=0:= ixlxz
i=1

So hingt C, € U(g) nicht von der Wahl der Basis unserer Liealgebra g ab und
liegt im Zentrum der Einhiillenden, in Formeln uC' = Cu Yu € U(g).

Ergiinzende Ubung 1.3.38 (Die Einhiillende als Hopf-Algebra). Gegeben eine
Liealgebra g tiber einem Korper £ mit Einhiillender U 148t sich die Abbildung
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g — U ®; U gegeben durch z — x ® 1 + 1 ® zx auf genau eine Weise zu einem
Homomorphismus von Ringalgebren

A:U—-U,U

fortsetzen, und wir erhalten so eine Hopfalgebra im Sinne von [AAG] ?? mit dem
prinzipalen Antiautomorphismus als Antipode.

Ergiinzende Ubung 1.3.39 (Satz von Friedrichs). Gegeben eine Liealgebra iiber
einem Korper £ der Charakteristik Null sind die primitiven Elemente ihrer Ein-
hiillenden, als da heift die Elemente ¢ mit Aa = a ® 1 4+ 1 ® a, genau die Bilder
der Elemente der Liealgebra. Hinweis: Die Komultiplikation ist mit der Filtrie-
rung vertriaglich und die auf der assoziierten Graduierten induzierte Komultipli-
kation ist die Komultiplikation der symmetrischen Algebra nach [AAG] ??. Deren
primitive Elemente aber kennen wir aus [AAG] 1.2.12.

Erginzende Ubung 1.3.40. Ist V ein Vektorraum iiber einem Korper einer Cha-
rakteristik p > 0 und bezeichnet A”) € EndV die p-te Potenz eines Endomor-
phismus A € EndV und A? € U(gl(V)) die p-te Potenz von A in U(gl(V)),
so gehoren die Elemente A? — AP} zum Zentrum von U(gl(V')). Hinweis: Man
bemerke A(?) . X — X - AP = ((A.) — (-A))?(X) fiir Elemente A, X einer
beliebigen assoziativen k-Algebra mit Multiplikation -, was hinwiederum aus der
binomischen Formel folgt.

Ergiinzende Ubung 1.3.41. Gegeben ein Korper oder allgemeiner ein Kring & und
eine Menge [ zeige man, daB die kanonische Abbildung Lalg, I — Ralg, I der
freien Liealgebra in die freie Ringalgebra die von einer universellen Einhiillen-
den geforderte universelle Eigenschaft hat. Insbesondere ist sie als Abbildung von
k-Moduln nach dem Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt 1.3.14 eine spaltende Injek-
tion. Hat unser Korper k die Charakteristik Null, so kann insbesondere nach dem
Satz von Friedrichs 1.3.39 das Bild dieser Abbildung beschrieben werden als die
Menge aller z € R := Ralg, I mit A(z) = z ® 1 4+ 1 ® z fiir den Ringalgebren-
homomorphismus A : R — R ®j, R gegeben durch A(i) =i ® 1+ 1 ® i fiir alle
1€ 1.

1.4 Konstruktion von Moduln mit hochstem Gewicht

1.4.1. Bei der Untersuchung der einfachen endlichdimensionalen Darstellungen
einer halbeinfachen Liealgebra g mufiten wir die Frage offenlassen, ob jedes do-
minante Gewicht in der Tat das hochste Gewicht einer einfachen endlichdimensio-
nalen Darstellung ist. Unter Zuhilfenahme der universellen Einhiillenden kénnen
wir diese Frage nun beantworten.
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Dieses Bild soll die Struktur des Vermamoduls A(\) fiir die Liealgebra s[(3) mit
hochstem Gewicht A veranschaulichen. Die Papierebene ist dazu in geeigneter
Weise mit dem reell-affinen Teilraum A + (R)g im Dualraum der Cartan’schen

zu identifizieren. Die fetten Punkte sind dann die Gewichte der von Null
verschiedenen Gewichtsrdume, n Kringel deuten an, da3 der entsprechende
Gewichtsraum die Dimension 7 + 1 hat.
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Definition 1.4.2. Seien g D § eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer
Cartan’schen und Rt C R(g, b) ein System positiver Wurzeln. Fiir jedes Gewicht
A € b* betrachten wir in U(g) das Linksideal 7, das erzeugt wird von allen
X € g, mita € R und allen H — \(H) mit H € §. Der Quotient

A(A) = A\ RY) :=U(g)/ 1

nach diesem Linksideal heilt der Verma-Modul zum hochsten Gewicht \. Die
Nebenklasse von 1 € U(g) bezeichnen wir mit v, € A()) und nennen sie den
kanonischen Erzeuger des Vermamoduls A ().

Proposition 1.4.3 (Struktur von Vermamoduln). Seien g D b eine komplexe
halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen und Rt C R(g, h) ein System
positiver Wurzeln. Fiir jedes Gewicht A € h* gilt:

1. Sind o, ..., € R* die positiven Wurzeln in einer fest gewdihlten Reihen-
folge und y, € g_. Erzeuger der Wurzelrdume der negativen Wurzeln, so
bilden die Vektoren yi'® . .. ygl(ﬁ)m mitm € Ens(R™,N) eine C-Basis des
Vermamoduls A(\);

2. Der Verma-Modul A(\) besitzt eine Gewichtsraumzerlegung der Gestalt

AN =P AN,

n<A
und sein hichster Gewichtsraum A(\)y ist eindimensional mit Basis v);

3. Bezeichnet P : h* — N die Kostant’sche Partitionsfunktion, die zdhlt, auf
wieviele verschiedene Weisen sich ein Gewicht zerlegen ldf3t in eine Summe
positiver Wurzeln, so erhalten wir fiir die Dimensionen der Gewichtsridume
unserer Vermamoduln feiner die Formel

dimy, A(\),, = P(A — p)

Erginzung 1.4.4. Betrachten wir in g die Unteralgebra n := @@ .+ g—a, SO ist
A(A) in anderen Worten ein freier U(n)-Modul vom Rang Eins mit Basis v,. In
Formeln ausgedriickt liefert also die Multiplikation eine Bijektion U(n) = A(\),
u — uvy. All das sind Umformulierungen der ersten Aussage der Proposition. In
dieser Form aber gelten sie in gro3erer Allgemeinheit, vergleiche etwa 1.5.5.

1.4.5 (Kostant’sche Partitionsfunktion). Bei der Definition der Kostant’schen
Partitionsfunktion werden Zerlegungen, die sich nur in der Reihenfolge unter-
scheiden, als gleich betrachtet. Im Extremfall n = 0 vereinbaren wir P(0) = 1,
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Dieses Bild zeigt ein Wurzelsystem in der Papierebene, aufgefa3t als Vektorraum
mit Ursprung im Ausgangspunkt aller Pfeile. Die drei Wurzeln innerhalb des
nierenformigen Bereichs bilden darin ein System positiver Wurzeln. Die
zugehorige Kostant’sche Partitionsfunktion nimmt nur an den fett
eingezeichneten Punkten von Null verschiedene Werte an, und zwar den Wert
Eins bei einfachen Punkten, den Wert Eins bei einfachen fetten Punkten, den
Wert Zwei bei einmal umkringelten fetten Punkten etc. Zum Beispiel hétten wir
P(2a+35) = 3.
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in der Tat 148t sich ja die Null auf genau eine Weise als Summe positiver Wurzeln
schreiben, indem wir ndmlich die Summe von iiberhaupt keiner positiven Wurzel
nehmen. In Formeln kénnen wir die Kostant’sche Partitionsfunktion schreiben als

P(A) :=card {m € Ens(R",N) | A =3 g+ m(a)a}

Beweis. Wir betrachten den Polynomring C[H,, ..., H,] in r Verinderlichen. Ge-
geben Skalare A1, ..., )\, € k sieht man leicht ein, da} die Familie aller Polynome
der Gestalt (H; — A\y)"M ... (H, — \)"") fiir Multiindizes n : {1,...,7} — N
eine C-Basis unseres Polynomrings bildet. Bilden speziell Hy, ..., H, eine Basis
unserer Cartan’schen h und sind v, . .., 8 € R unsere positiven Wurzeln in einer
fest gewihlten Reihenfolge und z,, € g, sowie y, € g_, Basisvektoren, so folgt
aus Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt 1.3.11 zusammen mit dieser Erkenntnis, daf3
auch die Produkte
yme) .y;n(m(Hl — )"V (H = M)l .xlﬂ(ﬁ)

firm,l : R* — Nundn : {1,...,r} — Neine C-Basis der Einhiillenden U(g)
bilden. Bezeichnet b C g die Unteralgebra h ® @ »+ 9o aus 1.1.16, so gilt Ana-
loges fiir U(b), wenn wir die Faktoren y, weglassen. Nun haben wir Homomor-
phismen b — h — C von Liealgebren, wo der Erste die Injektion h — b spaltet
und alle Wurzelvektoren zu Null macht und der Zweite unsere Linearform A\ ist.
Sie induzieren einen Ringalgebrenhomomorphismus U(b) — C, dessen Kern ge-
nau aus allen nichttrivialen Monomen unserer Basis besteht. Diese bilden folglich
ein Ideal in U(b). Multiplizieren wir noch beliebige Elemente unserer Basis von
U(g) davor, so erhalten wir ein Erzeugendensystem iiber C eines Linksideals von
U(g). Damit ist offensichtlich, daf unser Linksideal I, beschrieben werden kann,
indem wir obige Basis der Einhiillenden U(g) bilden mit \; := A(H;) und dann
darin das Erzeugnis der Basisvektoren mit n # 0 oder [ # 0 betrachten. Folg-
lich bilden die Nebenklassen der y'*) .. .ygl(ﬁ ) fiir m : R* — N eine C-Basis
des Vermamoduls A(\). Per definitionem gilt Hvy, = \(H)wv, fiir alle H € b. In
anderen Worten ist vy, ein Gewichtsvektor zum Gewicht A ist. Daraus folgen die
beiden anderen Teile der Proposition unmittelbar. [

Lemma 1.4.6 (Universelle Eigenschaft von Verma-Moduln). Seien g D h eine
komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen und R™ C R(g, b) ein
System positiver Wurzeln. So liefert fiir jede Darstellung M von g und jedes Ge-
wicht X € §* das Auswerten ¢ — ¢(v)) am kanonischen Erzeuger vy € A(N)
eine Bijektion

Homy(AN), M) = {v e My | gov=0Va € R"}
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Beweis. Wir erinnern, daB fiir jeden Modul M {iber einem Ring R das Auswerten
beim neutralen Element 15 eine Bijektion Homg(R, M) — M induziert. Die
universelle Eigenschaft von Quotienten [KAG] 1.3.10 zeigt dann, dal} fiir jedes
Linksideal I/ C R das Auswerten an 15 + I eine Bijektion

Homg(R/I,M) = {m € M | Im = 0}

induziert. Da in unserer Situation nach Annahme gilt /v = 0, folgt die Behaup-
tung. [

Satz 1.4.7 (Klassifikation einfacher Hochstgewichtsmoduln). Seien g D § eine
komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen und R™ C R(g, h) ein
System positiver Wurzeln. So gilt:

1. Fiir jedes Gewicht \ € bh* besitzt der Vermamodul A(\) = A(\, RY) einen
grofiten echten Untermodul rad A(\);

2. Der Quotient L(\, RT) = L(\) := A(\)/rad A(\) ist eine einfache Dar-
stellung und wir erhalten so eine Bijektion

b Einfache Darstellungen von g mit einem
R*-hochsten Gewicht, bis auf Isomorphismus
|_>

A L(\)

3. Besitzt eine einfache Darstellung ein maximales Gewicht, so ist dies Ge-
wicht bereits ihr hochstes Gewicht.

1.4.8 (Terminologisches zu Radikalen). Gegeben ein Modul M iiber einem Ring
R erkliart man ganz allgemein das Radikal rad M von M als den Schnitt aller
Homomorphismen von M zu einfachen [2-Moduln. Im Fall des Ringes selbst,
betrachtet als R-Linksmodul, ist das genau unser Jacobson-Radikal aus [NAS]
3.6.1. Dahingegen versteht man unter dem Radikal eines Ideals im allgemeinen
wie in [KAG] 1.6.14 etwas vollig anderes als sein Radikal als Modul. Wenn es
notig sein sollte, werde ich unterscheiden zwischen dem Modulradikal und dem
Potenzradikal eines Ideals in einem Ring.

Beispiel 1.4.9. Im allgemeinen bezeichnet meist p die Halbsumme der positiven
Wurzeln. Im Fall g = s[(2;C) und R™ = {a} setzen wir dieser Konvention
vorgreifend bereits hier p := «/2. Damit ist also unsere einfache Darstellung
L(m) der Dimension (m+1) aus [HL] 1.2.14 in unserer Notation hier die einfache
Darstellung L(mp) mit hochstem Gewicht mp.
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Beweis. Mit A(X) zerfillt nach [LA1] 6.6.19 jeder h-Untermodul N C A(A)
auch in Gewichtsriume N = @ueb* N,. Ist N ein g-Untermodul, so folgt aus
Ny # 0 schon N = A(M). Ist N ein echter g-Untermodul, so gilt mithin N C
D,..» A(A),.. Die Summe von allen echten Untermoduln ist also selbst immer
noch ein echter Untermodul. Der Quotient L(\) = A(X)/rad A(\) ist natiirlich
eine einfache Darstellung mit hochstem Gewicht A. Umgekehrt ist nach der uni-
versellen Eigenschaft von Vermamoduln 1.4.6 jede einfache Darstellung mit hochs-
tem Gewicht A ein Quotient von A(\), und der Kern einer solchen Surjektion muf3
der groBte Untermodul von A()) sein. Damit ist der Satz bewiesen. O]

Proposition 1.4.10. Seien g D b eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer
Cartan’schen und R* C R(g, b) ein System positiver Wurzeln. Fiir ein Gewicht
A € b* sind gleichbedeutend:

1. Der einfache Modul 1.(\) mit hochstem Gewicht \ ist endlichdimensional,
in Formeln dim L(\) < oo,

2. Das Gewicht )\ ist dominant, in Formeln \ € X™.

1.4.11. (1) = (2) hatten wir schon als 1.1.20 bewiesen. Zum Beweis der anderen
Richtung holen wir im Hinblick auf spitere Anwendungen etwas weiter aus. Wir
erinnern an die Halbsumme p der positiven Wurzeln und die Formel s,p = p — «
fiir o eine einfache positive Wurzel, siehe [SPW] 2.2.16.

Definition 1.4.12. Bezeichne wie iiblich p die Halbsumme der positiven Wurzeln.
Wir definieren die ,,zum Fixpunkt —p verschobene* Operation von W auf h*, die
sogenannte dot-Operation, durch die Formel

- Ai=x(A+p)—p

Lemma 1.4.13. Seien g D b eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer
Cartan’schen und R™ C R(g, ) ein System positiver Wurzeln. Fiir jede einfache
Wurzel o« und jedes Gewicht A € b* mit (A + p, ") € N gibt es eine Injektion von
g-Moduln

A(Se - A) = A(N)

Ergdnzung 1.4.14. Wir werden spiter zeigen, dal} dieselbe Aussage allgemeiner

fiir jede positive Wurzel o € R* gilt.

Beweis. Fiir eine einfache Wurzel « gilt (p, o) = 1 nach [SPW] 2.2.16, folglich
ist (A + p,a¥) € N gleichbedeutend zu n := (\,a") € Zs>_; und wir haben
Sa-A = A—(n+1)c. Sei nun zunichst « € R* beliebig mitn = (X, ") € Z>_;.
Fir z,, € g, und y, € g_, behaupten wir dann

n+1 _
Taly Uy =0
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Illustration fiir Lemma 1.4.13. Sie ist nur insofern unzutreffend, als darin 5 die
Rolle der einfachen Wurzel spielt, die im Lemma « heifit. Der Vermamodul mit
hochstem Gewicht s - A umfalt nur in der obersten Zeile die vollen
Gewichtsrdumen zu den fetten Punkten im kleinen gestrichelt umrandeten
Bereich.
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Im Fall n = —1 ist das eh klar. Im Fall n € N kann man das entweder durch
Rechnung priifen, indem man unter der Zusatzvoraussetzung [z, y,] = a" in-
duktiv fiir alle ¢ > 1 die Formel z,y' vy = i(n — i + 1)y’ v, herleitet ganz
analog dazu, wie wir es aus im Beweis von [HL] 1.2.14 bereits kennen. Man kann
sich aber einfacher auch iiberlegen, daf} die ygv \ eine Basis eines Vermamoduls
von g* = g_, @ ka’ & g, = sly mit hochstem Gewichtsvektor vy bilden, und
operiert " alias h auf diesem hochsten Gewichtsvektor durch einen nichtnegati-
ven ganzzahligen Eigenwert, so gibt es auch eine einfache (n + 1)-dimensionale
Darstellung von sl; mit diesem hochsten Gewicht, die nach 1.4.7 notwendig ein
Quotient unseres sl;-Vermamoduls sein muf3. Der Kern der Quotientenabbildung
ist offensichtlich gerade das Erzeugnis der y’ v\ mit i > n, folglich bilden diese
einen Untermodul, und damit erkennen wir xaygﬂw = 0, ohne die Rechnung
aus dem Beweis von [HL] 1.2.14 wiederholen zu miissen. Ist nun zusitzlich « ei-
ne einfache Wurzel, so gilt sogar 25y’ v, = 0 fiir alle 5 € R*\aund ¢ € N, denn
iov— 3 ist dann nie eine Summe positiver Wurzeln. Da aber gilt s,-A = A—(n+1)a
, folgern wir 0 # y"*'vy € A(M)s,.» und erhalten nach der Definition unse-
rer Verma-Moduln wie im Beweis von 1.4.7.3 aus ihrer universellen Eigenschaft
als koinduzierte Darstellungen einen von Null verschiedenen Homomorphismus
A(Sq-A) = A(N), der den kanonischen Erzeuger von A(s,, - \) auf 3" *1v, abbil-
det. Da alle Vermamoduln frei sind vom Rang Eins iiber dem Integritétsring U(n)
nach 1.3.31, muf} dieser Homomorphismus sogar eine Injektion sein. [

Beweis von (2)<=(1) in 1.4.10. Das Lemma zeigt, daB fir A\ € h* und @ € R
einfach mit (\, ) ganz und nichtnegativ ein héchster Gewichtsvektor von L(\)
stets eine endlichdimensionale g“-Unterdarstellung erzeugt. Nun ist in jeder Dar-
stellung V' von g die Summe W aller endlichdimensionalen g®-Unterdarstellungen
fiir beliebiges festes o € R eine g-Unterdarstellung von V', wie man zum Beispiel
aus Ubung [HL] 1.3.6 folgert. Gilt nun (), ") € N fiir jede einfache Wurzel o,
so ist also L(A) fiir jede einfache Wurzel « die Summe seiner endlichdimensiona-
len g®-Unterdarstellungen. Aus deren expliziter Beschreibung in [HL] 1.2.14 und
1.1.11 folgt dann s,P(L(\)) = P(L())) fiir jede einfache Spiegelung s, € W.
Dann ist aber notwendig P(L())) stabil unter der Weylgruppe, nach 1.2.6 also
endlich, und da auch alle Gewichtsrdume von L(\) endlichdimensional sind, folgt
dime L(A) < oc. O

Ubungen

Ubung 1.4.15. Man zeige, daB im Fall g = s[(2; C) ein Vermamodul A()) genau
dann einfach ist, wenn er keinen endlichdimensionalen Quotienten hat, wenn also
sein hochstes Gewicht auf der positiven Wurzel als Wert keine natiirliche Zahl
annimmt, in Formeln (\, ") & N fiir « die positive Wurzel.
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Ubung 1.4.16. Gegeben )\ dominant ist die Summe iiber alle einfachen Wurzeln
« der Bilder der Inklusionen A(s, - A) < A(A) nach 1.4.13 der groBte echte
Untermodul von des Vermamoduls A(\). Hinweis: Man variiere den Beweis der
Riickrichtung von 1.4.10. Man zeige auch die Variante, nach der fiir A dominant
die Vektoren yé’\’o‘lev ) fiir o € II einfache Wurzeln den groften Untermodul des
Vermamoduls A()) erzeugen, ja sogar bereits als U(n)-Untermodul erzeugen.

Ubung 1.4.17. Gibtes in einer einfachen Darstellung einer halbeinfachen Liealge-
bra einen von Null verschiedenen Vektor, der von allen Wurzelvektoren zu einem
System positiver Wurzeln aus dem Wurzelsystem zu einer Cartan’schen anulliert
wird, so ist der fragliche Vektor bereits ein hochster Gewichtsvektor unserer Dar-
stellung.

Ubung 1.4.18. Man zeige: Die Darstellung A" C"** von sl(n + 1; C) ist einfach
fir 1 <7 <mn -+ 1und hat das hochste Gewicht wo; = ¢; + ... + ¢;.

1.5 Induktion und Koinduktion bei Liealgebren*

1.5.1. Viele Konstruktionen und Resultate des vorhergehenden Abschnitts sind
Spezialfille sehr allgemeiner Konstruktionen und Prinzipien, die in [TS] ?? er-
lautert werden und eine gewisse Erfahrung im Umgang mit allgemeinen Tensor-
produkten und der Sprache der Kategorien voraussetzen. Das soll im folgenden
fiir diejenigen Leser, die mit diesen Konzepten vertraut sind, beleuchtet werden.

Definition 1.5.2. Jeder Liealgebren-Homomorphismus b — g induziert einen
Ringhomomorphismus U(b) — U(g) und unsere Kategorien von Darstellungen
identifizieren sich mit den Kategorien aller Moduln iiber diesen Ringen. Der Re-

striktionsfunktor
resg : g-Mod — b-Mod

hat nach [TS] ?? folglich einen Rechtsadjungierten indg und nach [TS] ?? einen
Linksadjungierten prod?, die Induktion und die Koinduktion oder Produktion
von Darstellungen von Liealgebren, die explizit beschrieben werden konnen durch
die Formeln

indy M := Homy)(U(g), M) prody M := U(g) ®uw) M

Bemerkung 1.5.3 (Diskussion der Terminologie). Beim Studium der Literatur ist
Vorsicht geboten: Bei Darstellungen von Lie-Gruppen und algebraischen Gruppen
bezeichnet Induktion in der Literatur stets den Rechtsadjungierten der Restrikti-
on wie hier. Bei Darstellungen von Liealgebren jedoch wird in der Literatur als
Induktion meist abweichend der Linksadjungierte der Restriktion bezeichnet, den
wir hier Produktion genannt haben. Die Idee dazu kommt aus [Vog81], wo aller-
dings die Begriffe Induktion und Produktion im Vergleich zu unseren Begriffen
hier vertauscht definiert werden.
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Erginzung 1.5.4. Bei Darstellungen endlicher Gruppen bezeichnet man als In-
duzieren zwar meist die Erweiterung der Skalare, also den Linksadjungierten der
Restriktion, aber dieser ist gliicklicherweise kanonisch isomorph zum Rechtsad-
jungierten der Restriktion. Der Begriff der ,,Produktion* ist iiberhaupt nicht ge-
brauchlich.

1.5.5. Ist b C g sogar eine Unteralgebra, so ist U(g) nach Poincaré-Birkhoff-Witt
frei als Rechtsmodul und als Linksmodul iiber U(b), so dal die Induktion und
Koinduktion nach [KAG] 2.1.4 und [TS] ?? beide exakte Funktoren werden. Ist
zusitzlich n C g eine Unteralgebra mit n @ b = g als Vektorrdume iiber unserem
Grundkorper k£, so liefert nach 1.3.36 die Multiplikation einen Isomorphismus
U(n) ® U(b) = U(g) von U(n)-U(b)-Bimoduln und wir erhalten mit [TS] ??
einen kanonischen Isomorphismus von U(n)-Moduln

U(n) ®, M = prodi M

Ebenso liefert die Multiplikation auch einen Isomorphismus U(b) ®; U(n) =
U(g) von U(b)-U(n)-Bimoduln und wir erhalten einen kanonischen Isomorphis-
mus von U(n)-Moduln

Homy (U(n), M) = ind} M

Erginzung 1.5.6. Ist b — g eine Surjektion und bezeichnet ¢ ihren Kern, so ist
indj M = M* der Teilraum der c-Invarianten aus [HL] 1.2.7 und prod; M heifit
der Raum der c-Koinvarianten und wird prod} M = M, notiert. Diese beiden
Funktoren sind im allgemeinen alles andere als exakt.

1.5.7 (Vermamoduln als koinduzierte Darstellungen). Seien nun g eine halb-
einfache komplexe Liealgebra, i) C g eine Cartan’sche Unteralgebra, R = R(g, b)
das Wurzelsystem, R™ C R ein System von positiven Wurzeln, und < die zu-
gehorige Teilordnung auf h*. Wir betrachten in g die Unteralgebra

b=he P g

aceRt

Dehnen wir unser Gewicht A\ aus zu einer Linearform auf b durch die Vorschrift
AMga) = 0 VYa € RT, so erhalten wir offensichtlich einen Charakter A : b —
C, d.h. eine eindimensionale Darstellung C, der Liealgebra b. Diese Darstellung
konnen wir auffassen als einen Homomorphismus von Ringalgebren ) : U(b) —
C. Bezeichnen wir seinen Kern mit J,, := ker 5\, so erhalten wir eine kurze exakte
Sequenz

Jy — U(b) » C

Per definitionem liegen alle X € g, mit« € R und alle H — \(H) mit H € b
in J), ja unser Kern ist genau das von diesen Elementen in U(b) erzeugte Links-
ideal, denn modulo diesem Linksideal ist offensichtlich jedes Element von U(b)

34



kongruent zu einem Skalar aus C. Wir konnen unsere kurze exakte Sequenz auch
lesen als eine kurze exakte Sequenz .JJ, < U(b) — C, von Darstellungen von b.
Anwenden von prody = U(g)®u(s) liefert eine rechtsexakte Sequenz

U(g) @ue) Jx — U(g) = U(g) @ue) Ca

Hier ist die linke Abbildung die Multiplikationsabbildung, ihr Bild also das von
Jy in U(g) erzeugte Linksideal [, und wir erhalten so einen Isomorphismus von
Darstellungen

AN =U(g)/I, = prody C\ = U(g) ®uye) Cx

mit v, — 1 ® 1. Die universelle Eigenschaft 1.4.6 von Verma-Moduln folgt dann
aus der universellen Eigenschaft der Koinduktion: Fiir jede Darstellung L von g
liefert die Restriktion auf C, danach eine Bijektion

Homgy(A(N), L) = Hom,(Cy, L)

Falls \ maximal ist unter den Gewichten von L, identifiziert das Auswerten bei 1
hier zusitzlich die rechte Seite mit dem Gewichtsraum L.

1.6 Charakterformeln

Notation 1.6.1. Seien g eine halbeinfache komplexe Liealgebra, h C g eine Car-
tan’sche Unteralgebra, R = R(g,h) das Wurzelsystem, R C R ein System
positiver Wurzeln, p € bh* die Halbsumme der positiven Wurzeln, X das Gitter
der ganzen Gewichte und X* C X die Menge der in Bezug auf R™ dominanten
Gewichte.

Satz 1.6.2 (Weyl’sche Dimensionsformel). Fiir jedes dominante Gewicht \ &€
X" wird die Dimension der einfachen Darstellung L(\) mit hochstem Gewicht \
gegeben durch die Formel

[locrt A +p,07)
HagR+ <p7 aV>

dimL(\) =

1.6.3. Der Beweis wird im Anschlufl an 1.6.30 gegeben. Auf dem Weg dahin
werden wir sogar Formeln fiir die Dimensionen dimy, L()),, aller Gewichtsrdume
von endlichdimensionalen einfachen Darstellungen angeben. Obiger Formel kann
ich mit bloBem Auge noch nicht einmal ansehen, warum sie immer natiirliche
Zahlen liefern sollte. Im Spezialfall A\ = np ergibt sich dim L(np) = (n + 1)1#1/2,
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Einige dominante Gewichte zur s[(3; C) mit den zugehérigen irreduziblen
Darstellungen oder zumidest deren Dimensionen. Die Kanten werden in [ML]
2.3.19 gerechtfertigt. Sind o, s die einfachen Wurzeln, so ist die einzige
weitere positive Wurzel a; + a5 und in diesem Fall gilt auch
(o + a2)Y = o + o Sind @, w9 die fundamentalen dominanten Gewichte,
so gilt per Definitionem (w;, a}/> = ¢;; und nach [SPW] 2.2.16 haben wir
p = w1 + ws. Der Nenner in der Weyl’schen Dimensionsformel ist also
() + g, af + ay ) = 2. Setzen wir A = A\ + Ay, so ergibt sich der Zihler
zu (A1 + 1)(A2 + 1)(A1 + A2 + 2) und wir erhalten

dimLA) = A+ DA+ 1M + X2 +2)/2
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® — >0
Die Gewichte der 7-dimensionalen irreduziblen Darstellung von Gs.
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1.6.4. Wir betrachten den Gruppenring Zh* der additiven Gruppe h*. Fassen wir
A € b* als ein Element dieses Gruppenrings auf, so schreiben wir e* statt )\, da
sonst A + u zweideutig wire. Die e fiir A € h* bilden also eine Z-Basis von Zh*
und es gilt et e# = MK,

1.6.5. Der Ring Zh* ist ein Integrititsring. In der Tat liegen je zwei Elemente stets
in einem Teilring der Gestalt ZF fiir E C b* eine endlich erzeugte Untergruppe,
und da E notwendig eine freie abelsche Gruppe ist, mufl ZFE isomorph sein zu
einem Ring von Laurent-Polynomen in mehreren Verédnderlichen.

Definition 1.6.6. Fiir jede endlichdimensionale Darstellung V' von g definieren
wir ihren Charakter ch V' € Zh* durch die Vorschrift

chV = dim V) e*
o

I

1.6.7. Der Charakter einer endlichdimensionalen Darstellung ist stabil unter der
Weylgruppe. In der Tat folgt aus der Darstellungstheorie der sl(2; k) nach [HL]
1.2.14, daBl geeignete Potenzen von Erzeugern von g, und g_, Isomorphismen
zwischen den Gewichtsraumen zu A und s, liefern.

Satz 1.6.8 (Weyl’sche Charakterformel). Fiir jedes dominante Gewicht \ € X+
gilt in Quot(Zbh*) fiir den Charakter der endlichdimensionalen einfachen Darstel-
lung mit hochstem Gewicht )\ die Formel

> pew (=) et
2 wew (—1)) ewr

1.6.9. Der Beweis wird im Anschluf3 an den Beweis von 1.6.29 gegeben. Die For-
mel selbst ist insbesondere fiir theoretische Uberlegungen niitzlich, fiir praktische
Berechnungen scheint mir 1.6.27 sehr viel besser, und es gibt sogar noch bessere
Verfahren. Das Vorzeichen (—1)"*) ist {ibrigends gerade die Determinante von w.
In [ML] 5.10.6 erkldren wir, inwiefern diese Formel die Charaktere der Darstel-
lungen kompakter Liegruppen liefert.

Beispiel 1.6.10. Man priift sofort, daR sich korrekt ch L(0) = e” ergibt. Im Fall
g = sl(2; k) haben wir p = «/2, X* = Np und es ergibt sich fiir alle n € N
korrekt

chL(\) =

n+l)p _ —(n+1
e( )p e ( )p _ o n e(”—2)P P —

chL(np) =

eP —e— P

1.6.11. Ist g einfach und 8 € R™ die hochste Wurzel, so ist L(3) die adjungierte
Darstellung und die Weyl’sche Charakterformel spezialisiert zu einer bemerkens-
werten kombinatorischen Identitét, die der Leser selbst ausschreiben mag.
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1.6.12. Wir wollen nun unseren Charakterring so erweitern, dal wir auch mit
Charakteren von Verma-Moduln rechnen konnen.

Definition 1.6.13. Ganz allgemein kénnen wir die Menge Ens(h*, Z) aller Abbil-
dungen von h* nach Z betrachten. Wir schreiben solche Abbildungen f : b* — Z
als unendliche formale Ausdriicke f = Y f(A) e* und ordnen jeder Darstellung
V' von g oder sogar von ) mit endlichdimensionalen Gewichtsriumen ihren Cha-
rakter ch V' € Ens(h*, Z) zu vermittels der Vorschrift

chV = dimV,) e*
o

1.6.14. Offensichtlich bilden die Charaktere aller Vermamoduln eine linear unab-
hingige Familie in Ens(h*, Z) und dasselbe gilt fiir die Charaktere aller einfachen
hochsten Gewichtsmoduln. Ich wiilte aber nicht, wie man die Multiplikation in
Zh* sinnvoll auf ganz Ens(h*,Z) ausdehnen konnte. Um dennoch mit Charak-
teren von Vermamoduln rechnen zu konnen, arbeiten wir mit einer geeigneten
Untergruppe.

Definition 1.6.15 (Erweiterter Charakterring). Bezeichne
Z'h* C Ens(h*,Z)

die Menge aller Abbildungen von h* nach Z, deren Tréger in einer Vereinigung
von endlich vielen Mengen der Form A — |R™) enthalten ist, in anderen Formeln
also Mengen der Form {\ — Y n,a | n € Ens(R™,N)}.

1.6.16. Wir fassen Zh* C Z'h* als die Teilmenge aller Funktionen mit end-
lichem Tréiger auf und konnen die Multiplikation in Zb* zu einer assoziativen
kommutativen Multiplikation auf Z h* fortsetzen durch die Vorschrift (fg)(v) =
> st p=v f (A g(p1). Unsere Tragerbedingung stellt dabei sicher, daB in diesen Sum-
men nur endlich viele Terme nicht verschwinden. Man kann sich iiberlegen, daf3
dieser erweiterte Charakterring auch ein Integrititsring ist, aber wir werden das
nicht benotigen. Als Beispiel fiir die Niitzlichkeit unseres erweiterten Charakter-
rings zeigen wir gleich ein Lemma.

1.6.17. Sind M, N zwei h-Moduln mit endlichdimensionalen Gewichtsraumen
derart, daB beide die Summe ihrer Gewichtsraume sind und dafB ihre Charaktere
beide zu Z 'h* gehoren, so gilt ch(M ® N) = (ch M)(ch N).

Lemma 1.6.18. Der Charakter eines Vermamoduls wird gegeben durch die For-
mel ch A(N) = e[ cp+(1 + e *+e 2> +...). Insbesondere gilt in Z'h* die

Formel
( ITa- e—a)) chA()) = ¢

aeRt
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Beweis. Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten und die erste driickt nur
unsere Erkenntnisse iiber Vermamoduln aus 1.4.3 in unserem neuen Formalismus
aus, da ja offensichtlich gilt [ o4 (1 +e7 +e 2 +...) =3 P(p)e . O

1.6.19. Wir interessieren uns nun fiir den Eigenwert des Casimiroperators auf ei-
nem Vermamodul. Bezeichne < : h — h* den von der Killingform x induzierten
Isomorphismus, charakterisiert durch (% (h), ') = k(h,h') Vh,h' € h. Bezeich-

;)

die Bilinarform auf §*, die unter dem Isomorphismus x der Killingform auf b
entspricht. Haben wir & : h +— A, so folgt fiir alle 1 € h* auch u(h) = (A, p).
Nach [HL] 2.3.26 ist unsere Bilinearform positiv definit auf dem von den Wurzeln
aufgespannten Q-Untervektorraum (R)g. Nach dem anschlieBenden Lemma ist
unsere Bilinearform invariant unter der Weylgruppe.

Lemma 1.6.20. Die Restriktion der Killingform einer komplexen halbeinfachen
Liealgebra auf eine Cartan’sche ist invariant unter der Weylgruppe.

Erster Beweis. Fir x,y € hund w € W rechnen wir

K(z,y) = tr(adzady) = D aerlosz) (o, y)
wlwz,wy) = 3 cplowe)o,wy) = 3 cplw e, o) (wayy) O

Zweiter Beweis. Natiirlich ist die Killingform einer endlichdimensionalen Lieal-
gebra invariant unter jedem Automorphismus 7 unserer Liealgebra, in Formeln
k(tx,Ty) = K(z,y) fir alle z, y. Die Elemente der Weylgruppe operieren aber
nach [HL] 2.6.6 auf der Cartan’schen wie die Elemente des Normalisators unserer
Cartan’schen in der adjungierten Gruppe, wenn man denn weil}, was alle diese
Begriffe bedeuten. ]

Lemma 1.6.21. Jeder Endomorphismus eines Vermamoduls ist die Multiplikation
mit einem Skalar.

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen £ — Endy A(\) — Endy(A(M),). Die
zweite ist injektiv, da A(\), nach 1.4.3 schon A()\) erzeugt. Die Verkniipfung
ist eine Bijektion, da ja nach 1.4.3 der hochste Gewichtsraum eines Vemamoduls
eindimensional ist. Also sind unsere Abbildungen alle drei Bijektionen. [

Lemma 1.6.22 (Eigenwert des Casimir auf Vermamoduln). Der Casimirope-
rator C = C,; aus [HL] 2.1.17 operiert auf dem Verma-Modul A(X\) durch den
Skalar cx = (A + p, A+ p) = (p, p) in den Notationen aus 1.6.19.
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1.6.23. Dies Lemma gilt unverdndert, wenn wir die Killingform ersetzen durch
eine beliebige invariante nichtausgeartete symmetrische Bilinearform auf unserer
halbeinfachen Liealgebra. Es zeigt im Ubrigen in Verbindung mit 1.4.13 auch
(A, A) = (wA, w\) zumindest fiir alle ganzen Gewichte A und alle w € W.

Beweis. Nach 1.3.37 konnen wir den Casimiroperator C' als Element des Zen-
trums der universellen Einhiillenden auffassen. Wir miissen nach 1.6.21 nur aus-
rechnen, durch welchen Skalar er auf dem hochsten Gewichtsraum A(\), ope-
riert. Dazu wihlen wir fiir « € R™ Wurzelvektoren z, € g, und y, € g_, mit
K(Za,Ya) = 1, wihlen des weiteren eine Orthonormalbasis A1, . . ., h, von b unter
der Killing-Form « und erhalten

n

C = X ocr+ YaTa + TaYa + o hE
= Zaem 2YaTa + [Tas Ya] + Z?:l h?

Dieser Ausdruck operiert auf A(\), wegen x,A(X), = 0 durch den Skalar

= 3 Mlrarva) + A

a€eR* i=

Schreiben wir A = K(h), so liest sich unser Skalar als

o= #(h [Ta,va]) + Y s(h, hi)?
aERT =1
Wegen (h, [Za, Ya]) = K([h, o], Ya) = a(h)k(Za, Yo) = a(h) ergibt sich schlieB-
lich fiir unseren Skalar die Formel
cx = 2p(h) + k(h,h)
(20, A) + (A A)
= (A+p,A+p)—(pp) O

Ergdnzung 1.6.24 (Formel von Freudenthal). Der Beweis von 1.6.22 liefert be-
reits eine Formel zur induktiven Berechnung irreduzibler Charaktere. Ist L =
L(mp) die (m + 1)-dimensionale einfache Darstellung von s((2; C) und ist e, h, f
die Standardbasis von s[(2; C) wie in [HL] 1.2.14, so liefern die Formeln aus dem
Beweis dort, dal die Operation von fe auf jedem von Null verschiedenen Ge-
wichtsraum L(mp).,,—in geschieht durch den Skalar (m — i + 1)i, den wir mit
1 = mp — ia auch schreiben konnen als

(m—i+1)i =Y (dimL(mp),ja)(p+ jo,a”)

Jj=1
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Die rechte Seite wird nun zusitzlich Null fur alle Gewichte ;1 mit L(mp), = 0
und das zeigt, daB} fiir alle endlichdimensionalen Darstellungen V' der Liealgebra
5[(2; C) und alle Gewichte p gilt

tr(felV,) =3 (dim Vo) (i + ja, o)

Jj=1

Gegeben z € g, und y € g_, mit [z,y] = o folgt aus der Formel (h, [z, y]) =
a(h)k(z,y) vom Beginn des Beweises von [HL] 2.3.15 sofort

k(Y a") = 2k(z,y)

Gegeben z,, € g, und y, € g_, mit 5K(x4,y,) = 1 folgt umgekehrt dann auch,
daB z,,a" und (k(a”,a")/2)y, ein sly-Tripel (e, h, f) bilden. Fir A € (R)q
kiirzen wir nun / (A, A) = |)| ab. Fiir die Spur des Casimir auf dem Gewichts-
raum L(\), ergeben sich mit 1.6.22 und den Formeln aus dem Beweis dieses
Lemmas die beiden Gleichungen

tr(CIL(A),) = (dimL(A)y) (1A + pl* = [pf?)

tr(ClLN L) = Yaer (2/r(a”,a”)) 3255 (M LA) s ja) (1 + ja, @)
+ (dim L(A),.) (| + pl* = 1p]?)

Aus dem Vergleich dieser beiden Formeln zusammen mit der Erkenntnis 7(a") =
2a/ (v, ) ergibt sich dann schlieBlich Freudenthal’s Formel

(dimL(A) ) (A + ol = |+ o) =2 D> ) (dmL(A)pyja) (1 + jo, )

acRt j2>1

Sie erlaubt es, induktiv die Dimension eines Gewichtsraums in einer einfachen
Darstellung aus den Dimensionen der Gewichtsraume zu hoheren Gewichten zu
berechnen.

Lemma 1.6.25 (Kompositionsreihen von Vermamoduln). Jeder Vermamodul
A(X) hat endliche Linge und jeder einfache Subquotient von A(\) ist ein einfa-
cher hichster Gewichtsmodul L(p) mit jp < X und (u+ p, p+p) = (A+p, A\ +p).

Beweis. Die zweite Aussage folgt aus 1.4.7.3 und 1.6.22, da der Casimir-Operator
auf jedem Subquotienten von A()) auch durch den Skalar ¢, operieren muf.
Wir folgern daraus zunéchst einmal, daf es tiberhaupt nur endlich viele p gibt,
die als hochste Gewichte einfacher Subquotienten unseres Vermamoduls in Fra-
ge kommen. Aus g < A folgt ja unter anderem y = A + v mit v € (R).
Nun gibt es aber nur endlich viele Elemente des Wurzelgitters v € (R) mit
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A+pA+p) = AX+v+pA+v+p) Fir \ € (R)g ist das leicht zu se-
hen, denn unsere Bilinearform ( , ) ist nach [HL] 2.3.26 positiv definit auf (R)g
und jede diskrete kompakte Menge ist endlich. Fiir A beliebig mag man bemer-
ken, daB unsere Gleichung gleichbedeutend ist zu (v, v) + 2(A + p,v) = 0 und
daB alle Losungen damit bereits im Teilraum A := {v € (R)g | (\,v) € Q}
liegen miissen. Nun finden wir X' € (R)g mit (X, v) = (\,v) Vv € A und indem
wir A durch )\ ersetzen, konnen wir uns auf den bereits behandelten Fall zuriick-
ziehen. Das zeigt, daB} es tiberhaupt nur endlich viele p gibt, die als hochste Ge-
wichte einfacher Subquotienten unseres Vermamoduls in Frage kommen. Weiter
hat jeder von Null verschiedene Subquotient S von A()) selbst einen einfachen
Subquotienten, ganz allgemein besitzt ja nach [KAG] 4.7.25 jeder von Null ver-
schiedene Modul iiber einem Ring einen einfachen Subquotienten. Damit gibt es
also fiir jeden von Null verschiedenen Subquotienten S von A()\) ein Gewicht p
mit (i + p, 0+ p) = (A4 p, A+ p) und S, # 0. Wir konnen dann die Linge
[(A(X)) einer in jedem Schritt echt absteigenden Filtrierung der Darstellung A(\)

abschitzen durch
(AN) < dimg A(N),
mit der Summe iiber alle 1 < Amit (i + p, u+ p) = (A + p, A+ p). O

1.6.26. Wir erinnern an die ,,zum Fixpunkt —p verschobene Operation von W
auf h*, gegeben durch die Formel w - A = w(\ + p) — p.

Satz 1.6.27 (Kostant’sche Charakterformel). Gegeben \ € X ein dominantes
Gewicht ist der Charakter der einfachen Darstellung mit hochstem Gewicht \
die alternierende Summe iiber die Charaktere der Vermamoduln mit hochstem
Gewicht in der Bahn von \ unter der dot-Operation der Weylgruppe, in Formeln

chL(\) = > (=)' ch A(w - \)

weW

Beispiel 1.6.28. Im Fall der Liealgebra sl(2) liefert die Einbettung von Verma-
moduln aus 1.4.13 offensichtlich fiir alle m € N eine kurze exakte Sequenz
A((—=m —2)p) — A(mp) — L(mp), die die obige Formel direkt liefert.

Beweis. Fiir A € (R)q kiirzen wir y/ (A, A) = |A| ab. Lemma 1.6.25 sagt uns, daf

wir den Charakter von A(\) schreiben konnen in der Form

chA(N)= Y alchL(p)

n<A
lu+pl=|A+p|
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fiir geeignete af € N mit ay = 1. Da sich eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen
auf der Diagonalen stets invertieren 148t, konnen wir umgekehrt auch den Charak-
ter von L(\) schreiben in der Form

chL(\) = E by ch A(p)
750N
|u+pl=[A+p]

fiir geeignete by € Z mit b} = 1. Insoweit gilt alles fiir beliebige \ € b und wenn
wir die Notation |u| vermeiden sogar fiir beliebige A € h*. Ist A nun dominant,
so hat L(\) endliche Dimension nach 1.4.10 und ch L,()) ist nach 1.1.20 invariant
unter der Weylgruppe W. Wir multiplizieren dann beide Seiten unserer Gleichung

mit
H (e/? —e@/2) = ¢P H (1—e™9)

a€ERT a€ERT

und erhalten mit der Abkiirzung d,, = b ” und 1.6.18 die Formel

( H /2 —e_"‘/2> chL(\) = Zb’;e“ﬂ’ = Zdl’ e’
1 v

a€ERt

mit der zusitzlichen Information dy;, = 1 und d,, = 0 falls |v| # |\ +p| oder v £
A + p. Nach [SPW] 2.2.7 dndert die linke Seite ihr Vorzeichen, wenn man darauf
eine einfache Spiegelung sz anwendet. Dasselbe muf3 dann auch fiir die rechte
Seite gelten und wir folgern d, = (—1)l(w)dw,, fur alle w € W. Insbesondere
haben wir damit sogar d,, = 0 falls nicht |v| = |\ + p| und wr < X + p fiir
alle w € W. Mit dem anschlieBenden Lemma 1.6.29 folgt d, = 0 falls nicht
gilt v € W(A + p), und mit unserer zusitzlichen Information d),, = 1 und
Zuriickparametrisieren folgt die Kostant’sche Charakterformel. [

Lemma 1.6.29. Sei yu € X' ein dominantes Gewicht und v € X ein ganzes
Gewicht. Aus |v| = |p| und wv < p fiir alle w € W folgt v € W p.

Beweis. Jedes ganze Gewicht 1Bt sich mit W nach X* konjugieren, und sein
,Betrag® dndert sich nach 1.6.23 dabei nicht. Wir diirfen also ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit v € X annehmen und miissen nur fiir u,v € X aus v <
pund |v| = |u| folgern v = p. Nun ist ja per definitionem das Skalarprodukt
eines Vektors aus der dominanten Weylkammer mit einer positiven Wurzel stets
nichtnegativ, als da heilt, unter unseren Voraussetzungen schlieBen p — v und v
einen stumpfen Winkel ein. Dann aber mull die Summe mindestens genauso lang
sein wie jeder der beiden Summanden, und Gleichheit der Lingen ist nur moglich,
wenn der entsprechende Summand mit der Summe iibereinstimmt. [
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[lustration zu Lemma 1.6.29. Fett eingezeichnet sind alle dominanten Gewichte
v € X" mit v < p. Als magere Punkte eingezeichnet sind die anderen ganzen
Gewichte v € X mit v < pu, soweit sie eben ins Bild passen. Die Grenzen des

Bereichs, in dem Gewichte < p zu finden sind, stehen senkrecht auf den Winden

des dominanten Alkoven. Man erkennt, daf} alle von x verschiedenen fetten
Punkte ndher am Ursprung liegen.
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Beweis der Weyl’schen Charakterformel 1.6.8. Wir teilen die Formel

( H /2 —e_o‘/2> chL(\) = Z (—1)1w) gwirte)

a€Rt weW

aus dem Beweis der Kostant’schen Charakterformel 1.6.27 durch ihre Spezialisie-
rung an A = 0. [

1.6.30. Die Spezialisierung obiger Formel bei A = 0 ist auch fiir sich genom-
men eine bemerkenswerte kombinatorische Identitit, die sogenannte Weyl’sche
Nennerformel

eP H (1—e ) = H (ea/z _e—a/2) _ Z (_1)l(w) P

acRt acRt weW

Einen direkten Beweis der Weyl’schen Nennerformel geben wir in [ML] 5.10.10.

Beweis der Weyl’schen Dimensionsformel 1.6.2. Es liegt nahe, den Ringhomomor-
phismus a : Zh* — Z zu betrachten mit a(e*) = 1 VA € h*. Wir bezeichnen
ihn mit a, da seine Einschrinkung auf ZX entspricht unter dem Isomorphismus
CX = O(Tt) unseres Gruppenrings mit dem Ring der regulédren Funktionen auf
einem geeigneten algebraischen Torus 7t dem Auswerten am neutralen Element
entspricht. Nun gilt natiirlich dim L(A) = a(ch L())), nur fiihrt uns die Weyl’sche
Charakterformel zunichst auf die wenig hilfreiche Relation 0 - dim L(\) = 0.
Um hier weiterzukommen benutzen wir eine abstrakte Version der Regel von de
I’Hospital. Dazu bilden wir in unserem Gruppenring Zh* den Teilring ZX und
betrachten fiir « € R* den Gruppenhomomorphismus 9, : ZX — ZX mit
Oa(e) = (u, @") et. Man priift miihelos, daB d,, eine Derivation ist und daB die 9,
fiir verschiedene o kommutieren. Unter unserem Isomorphismus CX = O(T¢)
entspricht d,, im iibrigen dem Anwenden des invarianten Vektorfeldes zu o €
LieTe. Ist D = Hae r+ 0o € End ZX das Produkt der 0,, so gilt offensichtlich
aDe" = [, cp+ {1, ). Mit [SPW] 2.2.7 folgt daraus aD e"* = (—1)®aDe"
zuerst fiir w eine einfache Spiegelung und dann fiir beliebige w € W. Unter der
Ubersetzung in O(T¢) ist diese Formel im iibrigen auch ohne weitere Rechnung
evident. Betrachten wir nun die aus der Kombination der Weyl’schen Charakter-
formel und der Weyl’schen Nennerformel entstehende Gleichung

(ep H (1-— e_a)> chL(\) = Z (—1)l(w) WA tp)

a€ERt weWw

und wenden auf beide Seiten a D an, so ergibt sich

aD (e" H (1— e_a)> a(chL(\)) = |W| H A+ p, )

a€Rt a€ERT
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denn ,kriegt einer der Faktoren 1 — e~® keine Derivation ab, so verschwindet er
unter a*. Setzen wir hier a(ch L.(\)) = dim¢ L(\) ein und teilen unsere Gleichung
durch ihre Spezialisierung an A = 0, so ergibt sich die Weyl’sche Dimensionsfor-
mel 1.6.2. ]

1.6.31. Die Gewichte maximaler Ldnge in einer einfachen endlichdimensiona-
len Darstellung nennen wir ihre extremen Gewichte. Die extremen Gewichte
von L(v) sind nach 1.6.29 gerade die Weylgruppenkonjugierten des hochsten Ge-
wichts, als da heil3t, die Elemente von W .

Satz* 1.6.32 (Formel von Klimyk). Gegeben A\, ji,v € X' dominante Gewich-
te gelten fiir die Vielfachheit [L(p) @ L(v) : L(A)] von L(X) als Summand der
Tensordarstellung die Formeln

[L(1) ® L(v) : L] = 5 (=)' dim L)y, < dim L(p),

1.6.33. Ist y klein im Vergleich zu v in dem Sinne, daf fiir alle einfachen Wurzeln
aund alle z € W gilt (v + zpu, ) > —1, so haben wir in der obigen Formel
sogar ganz rechts Gleichheit fiir alle . Auch im allgemeinen zeigt unsere Formel
[L(p) @ L(v) : L(A)] # 0 = |A — v| < |u| beziiglich jedes unter der Weylgruppe
invarianten Skalarprodukts auf (R).

Beweis. Ist E irgendeine endlichdimensionale Darstellung und P,(E) die Mul-
timenge ihrer Gewichte im Sinne von [GR] 1.6.8, wobei jedes Gewicht mit der
Dimension des zugehorigen Gewichtsraums gewichtet wird und der ,,Multimen-
genanzeiger 1 nicht mit dem Gewicht i zu verwechseln ist, so liefert die Ko-
stant’sche Charakterformel 1.6.27

h(E@L)= >  (-1)'WchA(y-v+r7)

yeEW, 7€P,(E)

Um die Vielfachheit von L(\) in £ ® L(r) zu bestimmen, miissen wir nur auf der
rechten Seite die Summanden A(\) zihlen und erhalten die Gleichung aus der
Formel von Klimyk in der Gestalt

[E®L(v): L) = Z (—1)'® = Z(—l)l@) dim Ey_,.,

YEW,TEP, (E) yew
yv+T=A

Ebenso finden wir auch ch(E ® A(v)) = >- cp (5 ¢h A(v + 7) und damit sofort
[E®A(v) : L(A\)] = dim E)_,. Das liefert dann auch die Ungleichung in obigem
Satz. [
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1.6.34. Haben wir nun wieder £ = L(pu), so konnen wir die Kostant’sche Cha-
rakterformel auch mit der Kostant’schen Partitionsfunktion aus 1.4.3 schreiben in
der Gestalt
dim L(p)y = Y (=1)'@P(z - pp—n)
xeEW
Setzen wir das in die Formel von Klimyk 1.6.32 ein, so ergibt sich die Formel
von Steinberg

L) © L) : LA = Y ()P p+y-v—A)

zyeWw

1.6.35. Sei ' C GL(n,C) die Gruppe der invertierbaren Diagonalmatrizen und
g; : T'— C* die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag. Die Charaktergruppe
X(T) ist die freie abelsche Gruppe tiber den ¢; und ihr Gruppenring ist der Ring
7[X;, XZ-_I] der Laurentpolynome in Verdnderlichen X;,..., X, wo wir e =
X, abgekiirzt haben, d.h. X ist ¢; aufgefa3t als Element des Gruppenrings. Der
Charakter definiert einen Ringisomorphismus

Grothendieckgruppe der
endlichdimensionalen polynomialen = Z[Xy, ., X5
Darstellungen von GL(n; C)

des Darstellungsrings der polynomialen Darstellungen mit dem Ring der symme-
trischen Polynome. Die irreduziblen Darstellungen entsprechen hierbei den so-
genannten Schur-Polynomen. Gegeben natiirliche Zahlen \; > ... > A\, > 0
gehort genauer zur irreduziblen Darstellung L(\) mit hochstem Gewicht A\je; +
...+ A&, das Schurpolynom S, mit der kombinatorischen Definition

Sy = det(X 1)/ det(X )

In der Tat folgt das aus der Weyl’schen Charakterformel und der Erkenntnis, daf3
wir eine Identitdt haben der Gestalt

XXy 2 X2 LX) XD = ertn
mit x einem Gewicht, das invariant ist unter der Weylgruppe. Etwas Vorsicht ist

jedoch geboten, denn weder p noch x gehoren zu X(7).

Proposition* 1.6.36 (Konvexitit von Gewichtsmengen). Die Menge der Ge-
wichte einer einfachen endlichdimensionalen Darstellung einer komplexen reduk-
tiven Liealgebra ist der Schnitt des um das hochste Gewicht verschobenen Wur-
zelgitters mit der konvexen Hiille der Bahn des hochsten Gewichts unter der Weyl-
gruppe, in Formeln

P(L(N\)) = Conv(WA) N (A +(R))
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Illustration von Proposition 1.6.36 iiber die Gewichte einer irreduziblen
Darstellung. Im Bild stellen die fetten Punkte ganze Gewichte dar und die
eingekreisten fetten Punkte die Gewichte einer speziellen irreduziblen
Darstellung. Uber die Dimension der zugehérigen Gewichtsriume wird hier
keine Aussage gemacht, nur da3 das eben genau die Gewichte mit von Null
verschiedenen Gewichtsraumen in unserer Darstellung sind.
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Beweis. Es reicht zu zeigen, dal} beide Seiten mit dem Abschluf} C* der domi-
nanten Weylkammer denselben Schnitt haben. Aber sei A~ der von den negativen
Wurzeln erzeugte Kegel. Man sieht leicht

Conv(WA) C A+ K~

und wir behaupten zuniéchst, da3 hier beide Seiten denselben Schnitt mit Ct ha-
ben. Man kann ja wohl zeigen, daf fiir zwei endlich erzeugte Kegel, die durch
eine Hyperebene getrennt werden in dem Sinne, daf sie abgesehen vom Ursprung
ganz im einen beziehungsweise im anderen offenen Halbraum liegen, der Schnitt
des Einen mit dem verschobenen Anderen die konvexe Hiille der Menge aller
einelementigen Schnitte von Facetten unserer beiden Kegel ist. Unser Schnitt
C* N (A + K7) hat nun als extreme Punkte gerade die Punkte, die man erhilt,
wenn man A senkrecht beziiglich eines unter der Weylgruppe invarianten Skalar-
produkts auf den Triger einer Facette von C* projiziert. Diese Punkte liegen aber
auch in Conv(W\) als die Schwerpunkte der Bahnen Wr\ fir Wy die Stand-
gruppe der fraglichen Facette. Damit folgt schon mal

Conv(WANNCH =N+ K )nC*

Schneiden wir aber die rechte Seite mit dem um A verschobenen Wurzelgitter
A+ (R), so sollte sly-Theorie zeigen, daB wir gerade P(L()\)) N C™* erhalten. [

Erginzung 1.6.37. Jetzt betrachten wir die Menge

D= {p— > taa ogta§1}

aERT
Sie kann auch beschrieben werden als die konvexe Hiille D = Conv(Wp), denn
beide Seiten dieser Gleichung sind invariant unter der Weylgruppe und haben den-
selben Schnitt mit dem Abschlufl der dominanten Weylkammer. Nun zeigen wir
fiir alle Gewichte y, v aus dem Abschlufl der dominanten Weylkammer die Inklu-
sion

p + Conv(Wv) C Conv(W (u+ v))

Um das zu sehen, brauchen wir ja nur i + Wy C Conv(W (u + v)) zu zeigen.
Wir behaupten sogar allgemeiner W+ Wv C Conv(W (pu+v)). Das hinwieder-
um scheint mir klar, da man die Punkte aus W v beziehungsweise Wy alle durch
geeignete Spiegelfolgen ,,immer iiber eine Wand* kriegen kann und das Ende ei-
ner solchen Spiegelfolge fiir einen Punkt aus . + Wv jeweils in der konvexen
Hiille der entsprechenden Spiegelfolge aus W liegen muf3. Daraus folgt, wenn
wir 4 = A — mp und v = mp nehmen, was mich Steen gefragt hatte: Gege-
ben A dominant und m das Minimum der Werte aller positiven Kowurzeln darauf
gehoren die \ — Zae e+ N fiir 0 < n, < m alle zur Menge der Gewichte von

L(N).
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Ubungen

Ubung 1.6.38. Man zeige mithilfe einer Streckung der Nennerformel 1.6.30 fiir
eine beliebige halbeinfache Liealgebra die Formel

chL(np) = €™ H (I4+e+...4e ")

a€ERT

Ubung 1.6.39. Man folgere aus der Dimensionsformel, daB die symmetrischen
Potenzen S"C"™ ! stets irreduzible Darstellungen von sl(n + 1; C) sind. Sie haben
im iibrigen das hochste Gewicht ;. Wer Rechenzeit sparen will, sollte sich zu-
mindest den Fall n = 2 iiberlegen. Alternativ und vielleicht einfacher kann man
die Irreduzibilitit auch wie in [HL] 1.2.23 begriinden.

Ubung 1.6.40. Ich sollte wohl einmal als Ubung die fundamentale Darstellung der
Dimension 27 der Liealgebra vom Typ Ej diskutieren lassen.

Ubung 1.6.41. Wir erinnern aus 1.2.9, daB die fundamentalen Gewichte zu G die
hochste Wurzel und die hochste kurze Wurzel sind. Die Darstellung zur hochsten
Waurzel ist natiirlich die adjungierte Darstellung. Man zeige, daf} die Darstellun-
gen zur hochsten kurzen Wurzel eine irreduzible Darstellung L der Dimension 7
ist mit den kurzen Wurzeln sowie der Null als Gewichten und eindimensionalen
Gewichtsraumen. Gegeben ein Gewicht A und eine Wurzel a mit Ly # 0 # Ly,
zeige man x,, : Ly — L), fur jeden von Null verschiedenen Wurzelvektor x,,.
Jede von Null verschiedene invariante Bilinearform auf L ist symmetrisch und
liefert so eine Einbettung unserer Liealgebra vom Typ G in die so(7).

Ubung 1.6.42. Betrachtet man die Abbildung y : Z[X] — Z[X]", die jedem e*
den Ausdruck > /(1)) e®+) zyordnet, so gilt y(BA) = Bx(A) fiir alle
B € Z|X]" und A € Z[X]. Das ist recht nahe an der Tensoridentitit und der
Steinberg’schen Formel, man sieht es auch durch explizite Rechnung.

1.7 Cliffordalgebra und Spingruppe

1.7.1. Sein > 3. Nach [ML] 4.4.14 gilt dann |7, (SO(n))| = 2. Nach [TF] 5.2.5
gibt es also ein bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmtes Paar
(K, ) bestehend aus einer einfach zusammenhingenden kompakten Liegruppe
K und einem stetigen Gruppenhomomorphismus ¢ : K — SO(n) mit zweiele-
mentigem Kern. Wir nennen diese einfach zusammenhingende Uberlagerung K
der speziellen unitiren Gruppe SO(n) die n-te Spin-Gruppe und notieren sie

Spin(n)

Im folgenden wollen wir eine alternative Konstruktion dieser Gruppe angeben und
gleichzeitig diejenigen ihrer irreduziblen Darstellungen konstruieren, die in der in
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1.2.10 und 1.2.11 besprochenen allgemeinen Theorie zu fundamentalen hochsten
Gewichten gehoren und sich nicht als duflere Potenzen der Standarddarstellung
beschreiben lassen, also in der dortigen Notation die Darstellung zum hochsten
Gewicht w,, und im Fall von geradem n zusitzlich die Darstellung zum hochs-
ten Gewicht w,,_;. Das Grundprinzip unserer Konstruktionen ist in der folgenden
Bemerkung 1.7.2 enthalten. Wir werden sie auf den Fall der Cliffordalgebra mit
ihrer Operation von SO(n) anwenden und miissen dafiir im weiteren Verlauf erst
einmal die Cliffordalgebra selbst besprechen.

1.7.2 (Automorphismen von Endomorphismenringen). Seien £ ein Kérper und
S ein endlichdimensionaler k-Vektorraum. Nach [NAS] 3.5.12 liefert die Opera-
tion durch Konjugation einen Gruppenisomorphismus

PGL(S) = RAlg) (End,(S))

zwischen der projektivisierten linearen Gruppe von S und der Gruppe der Ringal-
gebrenautomorphismen des Endomorphismenrings von S. Salopp gesprochen lie-
fert also jede Operation einer Gruppe GG auf dem Endomorphismenring Endy(.5)
eines endlichdimensionalen Vektorraums S durch Ringalgebrenautomorphismen
eine ,,projektive Operation derselben Gruppe G auf dem Vektorraum S.

1.7.3. Gegeben ein Korper £ und ein k-Vektorraum V' versteht man unter einer
quadratischen Form auf |/ eine Abbildung ¢ : V' — £ derart, dal} es eine Bili-
nearform b : V' x V — k gibt mit ¢(v) = b(v, v).

Definition 1.7.4. Gegeben ein Korper £ und ein k-Vektorraum V' mit einer qua-
dratischen Form ¢ : V' — k erklidrt man die Clifford-Algebra

Cliff (V) = Cliff, (V)

als den Quotienten der Tensoralgebra T'V nach dem Ideal, das von den Relatio-
nenv ® v = ¢(v) mit v € V erzeugt wird. Da dies Ideal homogen ist fiir die von
der offensichtlichen Z-Graduierung abgeleitete Z/27Z-Graduierung der Tensoral-
gebra, besitzt die Cliffordalgebra eine natiirliche Z /27Z-Graduierung

Cliff (V') = Cliffy(V) & Cliff; (V)

Wir nennen die homogenen Elemente vom Grad 0 gerade und die homogenen
Elemente vom Grad 1 ungerade.

1.7.5. Gegeben ein Vektorraum V' mit einer Bilinearform b vereinbaren wir die
Notation Cliff, (V') := Cliff, (V') fiir die Clifford-Algebra zur quadratischen Form
q = q, mit g(v) = b(v,v). In der Literatur findet man auch eine andere Konventi-
on, bei der man stattdessen mit ¢(v) = —b(v, v) arbeitet.
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1.7.6 (Die Cliffordalgebra durch Erzeuger und Relationen). Gegeben ein Vek-
torraum V' mit einer Bilinearform b und eine Basis (v;);c; von V' mag man die
Cliffordalgebra Cliff, (V') auch beschreiben als die Ringalgebra, die von den Sym-
bolen v; mit den Relationen v? = b(v;, v;) sowie v;v; + vv; = b(vy, v;) + b(v;, v;)
fiir alle 7, 7 € I erzeugt wird.

1.7.7. Gegeben Vektorraume mit quadratischen Formen (V, ¢) und (W, p) ist die
Abbildung (v, w) +— q(v)+p(w) eine quadratische Form auf V& W . Wir notieren
sie ¢ @ p. Die Vorschrift (v, w) — v®w liefert einen Isomorphismus

Cliff g, (V & W) = Cliff, (V)& CIiff, (W)

fiir ® das Supertensorprodukt von Z/27Z-graduierten Algebren aus [TSK] 3.1.32,
also das iibliche Tensorprodukt von Vektorrdumen mit einer um das iibliche Vor-
zeichen abgednderten Multiplikation.

1.7.8 (Die Cliffordalgebra zur Standardform). Gegeben ein Korper £ heifle die
quadratische Form ¢ : k" — k gegeben durch ¢(z1,...,z,) = 22 + ... + 22 die
Standardform ¢ = std. Die zugehorige Cliffordalgebra kiirzen wir ab mit

Cliff,, := Cliffq (k")

a2

Man priift explizit Cliff; = k[7] mit 72 = 1 und mit der Graduierung, die 7 den
Grad Eins gibt. Unter der Annahme char(k) # 2 und der Annahme der Existenz
einer Wurzel i aus (—1) erhalten wir einen Isomorphismus Cliff; = End (k')
von Superringalgebren im Sinne von [TSK] 3.1.10 und [TSK] 3.1.33 mit der No-
tation k% fiir Supervektorriume aus [TSK] 2.1.18 durch e; ~ (9 }) und ey ~—
(°; 1). Wegen der Identitit End (k)@ End(k9?) = End(ketbdladtte) qus [TSK]
3.1.33 folgt mit 1.7.7 induktiv die Beschreibung Cliff,,, = End(k*" *""") der
Cliffordalgebra als Superalgebra und nach Vergessen der Graduierung erhalten
wir einen Isomorphismus von Ringalgebren

Cliffs,, = Mat(2™; k)

Weiter erhalten wir, immer noch unter der Annahme char(k) # 2 und der Annah-
me der Existenz einer Wurzel i aus (—1), einen Isomorphismen von Superalgebren

Cliffyni1 = End(K2" 2" @k[7]

fiir 72 = 1. Nun kann jede Superalgebra A als Algebra mit Operation der zwei-
elementigen Gruppe verstanden werden, deren nichttriviales Element durch 1 auf
den graden Elementen operiert und durch (—1) auf den ungeraden, und ARk[7]
als der vertwistete Gruppenring, dessen Modulkategorie dquivalent ist zur Kate-
gorie der dquivarianten alias graduierten A-Moduln. Die irreduziblen Cliff,,, ;-
Moduln entsprechen so den graduiert irreduziblen graduierten Cliff,,,,-Moduln,
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und von denen gibt es offensichtlich genau Zwei, nimlich den Modul k2" 12"~

und denselben Modul mit der vertauschten Graduierung. Damit besitzt Cliffs,,, 1
bis auf Isomorphismus genau zwei irreduzible Moduln, die beide die Dimension
2™ haben, und mithilfe eines Dimensionsvergleichs liefert die Operation einen
Isomorphismus von k-Ringalgebren

Insbesondere ist im Fall char(k) = 0 die Cliffordalgebra zu einer nichtausgearte-
ten Bilinearform auf einem endlichdimensionalen Vektorraum stets halbeinfach,
da sie ndmlich unter einer geeigneten Korpererweiterung halbeinfach wird, ver-
gleiche [NAS] 3.6.13.

1.7.9 (Operation der orthogonalen Gruppe auf der Cliffordalgebra). Ist
ein Vektorraum iiber einem Korper k£ und ¢ : V' — k eine quadratische Form,
so operiert die Standgruppe O(V, ¢) unserer quadratischen Form offensichtlich
durch Ringalgebrenautomorphismen auf der zugehorigen Cliffordalgebra und wir
erhalten einen Gruppenhomomorphismus

O(V, q) — RAlg (Cliff,(V))

Genauso offensichtlich 146t sich, wenn wir zur Vereinfachung char k£ # 2 anneh-
men und die eindeutig bestimmte symmetrische Bilinearform b mit b(v, v) = ¢(v)
betrachten, die offensichtliche Operation der Standliealgebra o(V/, b) unserer Bili-
nearform zu einer Operation durch Derivationen auf der Cliffordalgebra fortsetzen
und wir erhalten einen Liealgebrenhomomorphismus

can : o(V,b) — Dery(Cliff,(V))

1.7.10. Gegeben ein Korper £ und eine k-Ringalgebra A haben wir stets einen
Homomorphismus von Liealgebren

ad : Ay, — Dery(A)

Sein Kern ist das Zentrum Z(A) von A. Ist insbesondere A = End(S) der En-
domorphismenring eines endlichdimensionalen k-Vektorraums .S, so besteht das
Zentrum aus den skalaren Matrizen und unter der Annahme char (k) = 0 erhalten
wir eine Injektion
ad : s[(S) < Derg(End(S5))

Ist allgemeiner A eine halbeinfache endlichdimensionale k-Ringalgebra und be-
zeichnet A(Ll) C Ay, den von den Kommutatoren erzeugten Untervektorraum, so
erhalten wir in derselben Weise eine Injektion

ad : AS) — Deri(A)
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In der Tat folgt das leicht fiir Ringalgebren A, die endliche Produkte von Matrix-
ringen sind. Da beide Seiten vertrdglich sind mit Korpererweiterungen, folgt es
dann mit [NAS] 3.5.6 und [NAS] 3.6.13 sogar fiir beliebige endlichdimensionale
halbeinfache Ringalgebren iiber einem Korper der Charakteristik Null.

Erginzung 1.7.11 (Derivationen von Endomorphismenringen). Das folgende
ist eine infinitesimale Version von 1.7.2. Seien £ ein Korper der Charakteristik
char kK = 0 und S ein endlichdimensionaler k-Vektorraum. Nach [HL] 2.2.8 liefert
die adjungierte Operation einen Isomorphismus von Liealgebren

ad : s1(S) = Derg(Endg(95))

Wir ordnen hier X € Endg(S)y, die Derivation (ad X) : Y — XY — Y X der
assoziativen Algebra End(S) zu und schrinken diese Abbildung auf die Unter-
liealgebra der spurfreien Endomorphismen ein. Ist also in anderen Worten A eine
k-Ringalgebra, die isomorph ist zum Endomorphismenring eines endlichdimen-
sionalen k-Vektorraums, so liefert die adjungierte Operation einen [somorphismus
von Liealgebren

ad : A(Ll) = Dery(A)

zwischen der derivierten Liealgebra A(Ll) von Ay, alias dem von den Kommutato-
ren aufgespannten Teilraum und der Liealgebra der Derivationen von A. In dieser
Formulierung gilt es dann offensichtlich auch fiir Ringalgebren A, die endliche
Produkte von Matrixringen sind. Da beide Seiten vertrdglich sind mit Korperer-
weiterungen, folgt es dann mit [NAS] 3.5.6 und [NAS] 3.6.13 sogar fiir beliebige
endlichdimensionale halbeinfache Ringalgebren iiber einem Korper der Charak-
teristik Null.

1.7.12 (Die Spindarstellung). Gegeben (V,b) ein endlichdimensionaler Vektor-
raum mit einer symmetrischen und nichtausgearteten Bilinearform und ¢(v) =
b(v,v) betrachen wir den Isomorphismus ¢ : V ® V' = End(V') gegeben durch
(p(v @ w))(u) = b(w,u)v. AuBerdem betrachten wir das Aufmultiplizieren v :
V ® V — Cliff (V') und finden fiir jeden Tensor 7’ € V' ® V und alle u € V in
der Cliffordalgebra mit der Notation 7 : V ® V' = V ® V fiir die Vertauschung
die Identitét

P(T)u = up(T) = (T = 7T)(u)
Weiter ist ¢(T") € o(V,b) alias b(p(T)x,u) + b(x, o(T)u) = 0 offensichtlich
gleichbedeutend zu 77" = —T'. Erkldren wir also « : o(V,b) — Cliff, (V') durch

a(X) == (e H(X)), so gilt in der Cliffordalgebra fiir alle v € V die Identitit
a(X)u —ua(X) = 2X (u) und wir haben

ad(a(X)) = can(2X) € Der(Cliff (1))
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Andererseits gehort (T — 71") offensichtlich stets zur derivierten Liealgebra
Cliffq(V)(Ll) alias dem von den Kommutatoren aufgespannten Teilraum. Nehmen
wir also zusitzlich an, dal wir iiber einem Korper der Charakteristik char(k) = 0
arbeiten, und setzen S(X) := «(X)/2, so folgt aus der Kommutativitit des Dia-
gramms

o(V, b)

)
Cliff, (V)N Der,,(Cliff, (V)

zusammen mit der Erkenntnis 1.7.8, daf} die Cliffordalgebra halbeinfach ist und
folglich die untere Horizontale nach 1.7.10 wie im Diagramm bereits angedeutet
injektiv sein muf, dal auch 3 ein Homomorphismus von Liealgebren ist. Jeder
Modul iiber der Cliffordalgebra wird damit eine Darstellung der orthogonalen
Liealgebra. Die direkte Summe aller einfachen Moduln bis auf Isomorphismus
der Cliffordalgebra heifit die Spin-Darstellung der entsprechenden orthogonalen
Liealgebra. Im folgenden besprechen wir, welche expliziten Formeln sich hinter
dieser allgemeinen Theorie verstecken.

1.7.13. Seien k ein Korper und V' ein k-Vektorraum. Wir erinnern aus [LA2]
6.5.21 fiir A € V* das partielle Auswerten iy : A"V — A"V und die Identi-
titen i3 = 0 sowie im Ring der Endomorphismen der duBeren Algebra die fiir uns
im folgenden besonders bedeutsame Identitit

((0A) +1ix)* = (WA) 0ix + iy 0 (VA) = (A(v)-)

1.7.14 (Die Spindarstellung zur Evaluationsform). Seien & ein Korper und P, ()
zwei k-Vektorrdume. Jede bilineare Abbildung b : P x () — k kann als eine
quadratische Form b : P & () — k aufgefalit werden. Wir erhalten in diesem Fall
nach 1.7.13 sogar einen Algebrenhomomorphismus

durch j(p,q) = (pA) + iy q)- Ist unsere Paarung eine nichtausgeartete Paarung
endlichdimensionaler Vektorrdume, so konnen wir gleich von der Evaluationspaa-
rung ev mit dem Dualraum ausgehen. Auf diese Weise wird A P offensichtlich
sogar ein einfacher Modul iiber Cliff., (P & P*). Dieser Modul bleibt einfach bei
jeder Erweiterung der Skalare zu einer Korpererweiterung von k£ und nach dem
Satz von Wedderburn [NAS] 3.3.6 induziert die Operation damit einen surjekti-
ven und dann aus Dimensionsgriinden sogar bijektiven Ringalgebrenhomomor-

phismus
Cliffe,(P ® P*) = Endy, (A P)
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Insbesondere besitzt auch fiir die Evaluationsform die Cliffordalgebra nur einen
einzigen einfachen Modul. Er fillt natiirlich mit dem einzigen einfachen Modul
aus 1.7.8 zusammen, wenn die Evaluationsform isomorph ist zu einer Standard-
form und die Voraussetzungen aus 1.7.8 erfiillt sind.

Satz 1.7.15 (Basis der Cliffordalgebra). Seien k ein Korper und (V,q) ein k-
Vektorraum mit einer quadratischen Form und (v;);cr eine k-Basis von V und <
eine Anordnung von 1. So bilden die streng monotonen Monome v;(1)v;(2) - - - Vy()
miti(l) <i(2) <...<i(r)undr > 0 eine k-Basis der Cliffordalgebra.

Beweis in speziellen Fiillen. Ist unser Raum endlichdimensional und die Charak-
teristik nicht Zwei, so folgt der Satz unmittelbar aus der vorhergehenden Be-
merkung 1.7.7, aus Satz [LA2] 2.3.11 iiber die Existenz einer Orthogonalbasis
und aus der Darstellbarkeit quadratischer Formen durch symmetrische Bilinear-
formen. [

Beweis im Allgemeinen. Gegeben v, w € V gilt in der Cliffordalgebra die Identi-
tit (v + w)? = v? + vw + wv + w? und folglich vw € k1 — wv. Das zeigt schon
mal, dal unsere streng monotonen Monome ein Erzeugendensystem bilden. Be-
trachten wir genauer eine Bilinearform b : V' x V' — k mit b(v,v) = q(v) Yv € V,
so finden wir in der Cliffordalgebra

vw 4+ wv = b(v, w) + b(w, v)

Um die lineare Unabhingigkeit zu zeigen, konstruieren wir auf /\ V" eine Struktur
als Modul iiber der Cliffordalgebra. Dazu betrachten wir fiir jeden Vektor v € V'
die Linearform b(v, ) und den Endomorphismus

J(v) == (VN ) + ipo, )

der duBeren Algebra und folgern mit unserer Voriiberlegung 1.7.13 sofort J(v)? =
b(v,v). Das zeigt, da} die Vorschrift v — J(v) zu einem Ringalgebrenhomomor-
phismus

J : Cliff (V) — End (A V)

ausgedehnt werden kann. So wird A V' ein Cliff ,(V')-Modul. Lassen wir ein Mo-
nom vyvy . .. v, der Cliffordalgebra auf 1 € /\ V operieren, so erhalten wir einen
Vektorin vy A ... Av, + A\=" V. Die lineare Unabhiingigkeit unserer streng mono-
tonen Monome folgt damit aus der Tatsache [LA2] 6.5.6, dal die entsprechenden
Monome v;(1) A ... A v;() linear unabhiéngig sind in der dufleren Algebra. Sie bil-
den nach [LA2] 6.5.6 sogar eine Basis der dufleren Algebra, mithin induziert das
Anwenden auf 1 € A V eine Bijektion

Cliff (V) 3 AV
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In anderen Worten ist unser Modul frei vom Rang Eins iiber der Cliffordalgebra
mit Erzeuger 1 € A V. O

1.7.16 (Gewichte fiir D,). Wir erinnern fiir n > 2 aus [HL] 2.3.32 das Wur-
zelsystem R = {£¢;, £¢; | 1 < i < j < n} mit der Bezeichnung D,, von
$0(2n). Wir erinnern, daf8 die Weylgruppe aus allen Permutationen der ; gefolgt
von der Anderung einer geraden Zahl von Vorzeichen besteht. Wir erinnern aus
Ubung [SPW] 2.2.17 seine Basis o; = ¢; — €;41 fiir 1 < 7 < n zusammen mit
Qp = Ep_1 + €,. Wir erinnern aus Ubung 1.2.10 die zu dieser Basis gehorigen
fundamentalen dominanten Gewichte

w; = &g +...+¢& fur1§z<n—1,
Wp—-1 = (51—|—...+€n)/2,
T, = (e1+4...+en1—6n)/2.

Aus [ML] 2.5.12 folgt, daB fiir 1 < ¢ < n die duBeren Potenzen irreduzible Dar-
stellungen sind. Man erkennt unschwer A'(C*") = L(w;) fir 1 < i < n —1
und \"'(C?") = L(w,_1 + w@,). Weiter folgt aus [ML] 2.5.12, daB A\"(C?")
eine Summe von zwel irreduziblen Darstellungen ist. Man zeigt auch unschwer
A" (C*) = L(2w,_1) & L(2w@,). Irreduzible Darstellungen zu den hchsten Ge-
wichten w,,_; und w, liefert die sogenannte Clifford-Algebra, wie wir im An-
schluf} besprechen.

1.7.17 (Konstruktion der Spindarstellung im geraden Fall). Wir betrachten
die komplexifizierte Cliffordalgebra Cliff;, des R*" mit seinem Standardskalar-
produkt. Sie trigt eine offensichtliche Operation der orthogonalen Gruppe O(2n).
Nach 1.7.15 hat diese Cliffordalgebra in unseren Konventionen aus 1.2.10 als Ge-
wichte alle Summen iiber Teilmengen der 2n-elementigen Menge

{1, -+, €ny—€1,...,—En}

Nun besitzt sie nach 1.7.14 bis auf Isomorphismus genau einen einfachen Clifford-
modul S und ist isomorph zur Ringalgebra End¢(S) der linearen Endomorphis-
men dieses Moduls. Halten wir einen solchen einfachen Modul S fest, so erhalten
wir erst mit 1.7.2 einen Liegruppenhomomorphismus SO(2n) — PGL(S) und
dann mit [ML] 4.4.22 fiir n > 2, was wir ab jetzt stets annehmen wollen, einen
Liegruppenhomomorphismus

Spin(2n) — SL(.5)

In anderen Worten kann demnach S so zu einer Darstellung der universellen Uber-
lagerung von SO(2n) gemacht werden, daf die induzierte Operation auf End¢(.S)
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von der bereits bekannten Operation von SO(2n) herkommt. Der prinzipale Auto-
morphismus unseres Wurzelsystems operiert auf dem Charaktergitter als die Iden-
titdt bei geradem n und als die Vertauschung der beiden letzten fundamentalen
Gewichte w,,_; und w,, bei ungeradem n. Ist

bw,_1 + cw, + Z a;7o;
i<n—2

Hochstgewicht einer irreduziblen Komponente der so(2n)-Darstellung S, so ist
cwp_1 + bw, + Z¢ <n—o @;; Hochstgewicht einer irreduziblen Komponente von
S* und die Summe dieser beiden Hochstgewichte muf ein Gewicht von End¢(S)
sein. Wir folgern, daf} alle a; Null sein miissen, da ¢; in keinem Gewicht von
End¢(S) mit einem Koeffizienten > 1 auftritt. In derselben Weise folgern wir
b+ ¢ < 1. Als Hochstgewichte der irreduziblen Komponenten von S kommen
also nur w,_1, @, und 0 in Frage. Es kann aber nicht nur die Null als Hochst-
gewicht vorkommen. Also ist auch die Null ausgeschlossen, da kein ¢; in einem
Gewicht von End¢(S) mit einem Koeffizienten auBBerhalb von Z auftritt, und als
Hochstgewichte kommen nur w,,_; und @, in Frage. Beide miissen dann genauer
genau einmal vorkommen, sonst wiirden uns Gewichte von End,(.S) fehlen oder
hitten eine zu hohe Multiplizitit. Fiir die Darstellung S von Spin(2n) folgern wir
einen Isomorphismus

S = L(wy) @& L(wn-1)

1.7.18 (Konstruktion der Spindarstellung im ungeraden Fall). Jetzt betrachten
wir die komplexifizierte Cliffordalgebra Cliff,, . ; des R?"*! mit seinem Standard-
Skalarprodukt. Sie trigt eine offensichtliche Operation von O(2n+1). Nach 1.7.8
besitzt Cliff,,,,; bis auf Isomorphismus genau zwei irreduzible Moduln V' und W,
die beide die Dimension 2" haben, und die Operation liefert einen Isomorphismus
von C-Ringalgebren

Cliﬁ2n+1 = EHd(C(V) X EndC(W)

Die beiden Faktoren sind eindeutig bestimmt und unsere Operation der orthogo-
nalen Gruppe O(2n + 1) induziert eine Operation von SO(2n + 1) auf jedem von
thnen. Wie zuvor in 1.7.17 versehen wir dann V' und W mit der Struktur einer
Darstellung der Spin-Gruppe Spin(2n + 1). Nun sind die Gewichte der Standard-
darstellung der SO(2n + 1) nach [HL] 2.3.33 in der dortigen Notation die Null
und =+¢; fiir 1 <7 < n. Die Cliffordalgebra hat also 1 + . . . 4 ¢, als hochstes Ge-
wicht und der zugehdrige Gewichtsraum ist zweidimensional. Nach 1.2.11 ist das
gerade das Doppelte 2w,, des Fundamentalgewichts zur kurzen einfachen Wurzel.
Sowohl V" als auch W miissen also hochstes Gewicht @, = (1 + ...+ ¢,)/2 ha-
ben. Nun hat L(w,,) offensichtlich 2" extreme Gewichte (+¢; £+ ... £ ¢,)/2. Ein
Vergleich der Dimensionen zeigt, dafl das auch schon alle Gewichte von L(w,,)
sein miissen und daB gilt V' = W = 1(w,,) als Darstellungen von Spin(2n + 1).
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1.7.19. Die Operation der jeweiligen Liealgebren auf den Spindarstellungen kann
man nun an den allgemeinen Uberlegungen aus 1.7.12 ablesen. Jedem Element
der Liealgebra ordnet man dabei einen Kommutator in der Cliffordalgebra zu, und
die Multiplikation mit diesem Kommutator ist dann die Operation des jeweiligen
Elements. Ich schreibe die Formeln nicht weiter aus.

Ergdnzung 1.7.20. Wir priifen hier durch explizite Rechnung, daf3 unsere Abbil-
dung [ aus 1.7.12 sogar unter der schwicheren Annahme, da3 wir iiber einem
Korper einer Charakteristik char(k) # 2 arbeiten, ein Homomorphismus von
Liealgebren ist. Die von End V' unter ¢ auf V' ® V' induzierte Lieklammer ist
[w®z,y@x] =w®b(z,y)xr —y  b(x,w)z. Fir die antisymmetrischen Aus-
driicke finden wir dann wegen 2(w A 2) = w ® z — z ® w die Formel

dlwhz,yhz] = WRz2—2Q W, YRz — R Y|
= wRb(z,y)r —wRb(z, )y
—2®b(w,y)r + 2z ® b(w, z)y
—y @bz, w)z+y ® b(x, 2)w
+2 ® by, w)z —x @ by, z)w
= (z,y)w Az —(z,5)w ANy + (y,w)x Az — (z, W)y A 2

mit ( , ) = 2b. Andererseits gilt hinwiederum in unserer Cliffordalgebra die
Identitit (v 4+ w)? = v? + vw + wv + w? alias vw +wv = (v, w) und wir erhalten
durch Umformen in angeordnete Monome fiir die alphabetische Reihung

(wz,yz] = wzyr — yrwz
= wly,z)r —wyzx — y(r,w)z + ywrz
= (y,2)wr —wy(z,z) + wyrz — (x,w)yz + (y, w)rz — wyxrz
= (y,z)wzr — (z,x)wy + (y,x)wz — wryz
—(z,wyyz + (y, w)rz — (y, r)wvz + wryz
= (y,2)wzr — (z,x)wy — (z,w)yz + (y,w)xz

Dann ist [wz — zw, yxr — xy| = 2wz — (w, 2), 2yx — (y, =)| eben das Vierfache
und wir erhalten

(wz — zw,yr —xy] = 2y, 2)2wzr — 2(z, x)2wy — 2(z,w)2yz + 2(y, w)2zxz
— 2y 2)(wr — 2w) — 2z, 2)(wy — yo)
-2z, w)(yz — zy) + 2(y, w)(zz — 2x)

Es folgt, daB} die durch 8(y A ) — yx — zy gegebene Abbildung in der Tat mit
der Lieklammer vertrédglich ist.
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1.7.21 (Explizite Konstruktion einer Uberlagerung von SO(n)). Ist V ein re-
eller Skalarproduktraum, so priift man leicht fiir alle v, w € V mit ||v|| = 1 in der
Cliffordalgebra die Formel

—vwv !

=w — 2(v,w)v

In Worten stabilisiert also die Konjugation mit v den Teilraum V' C CIiff(V)
der Cliffordalgebra und ihr Negatives operiert dort als die Spiegelung an der zu
v orthogonalen Hyperebene, so da3 die Konjugation mit v selbst als eine Art
»dpiegelung an der von v erzeugten Gerade* operiert. Nun setzt sich die Mul-
tiplikation mit (—1) auf V' offensichtlich fort zu einem wohlbestimmten Auto-
morphismus sgn der Cliffordalgebra, der die Identitit ist auf geraden Elementen
und (—1) auf ungeraden Elementen. Die Vektoren der Linge Eins von V' gehren
damit zur Untergruppe U C CIliff* derjenigen Einheiten ¢ der Cliffordalgebra
mit sgn(c)wc™! € V Vw € V und w — sgn(c)we™! orthogonal. Sind weiter
u,v € V orthogonal von der Linge Eins, so gehoren alle cost + (sint)uv =
((cost)v + (sint)u)v auch zu dieser Untergruppe U. Unter dem durch ¢ — (w —
(sgnc)we™')) gegebenen Gruppenhomomorphismus

p:U—0O(V)

wird unser Element operieren durch eine Spiegelung an der von v erzeugten Gera-
de gefolgt von einer Spiegelung an der von (cost)v + (sint)u erzeugten Gerade,
mithin als eine Drehung um den Winkel 2¢ mit v + (cos2t)v + (sin 2¢)u und
u — (cos2t)u — (sin 2t)v in der Ebene Ru + Rv und als Identitit auf deren or-
thogonalem Komplement. Wegen uv = —vwu ist andererseits ¢ — cos t + (sin t)uv
eine Einparameteruntergruppe von U. Da die orthogonale Gruppe nach [LA2]
1.11.28 durch Spiegelungen an Hyperebenen erzeugt wird, ist unsere Abbildung
eine Surjektion ¢ : U — O(V'). Um ihren Kern auszurechnen, bestimmen wir alle
¢ € Cliff mit sgn(c)v = ve Vo € V. Gegeben eine Orthonormalbasis vy, .. ., v,
und c ein streng monotones Monom in den v; finden wir nach kurzer Rechnung

0 v; kommt in unserem Monom nicht vor;
sgn(c)v; — vjc = .

—2v;c v kommt in unserem Monom vor.
Weiter ist im zweiten Fall v;c bis auf Vorzeichen gerade unser um den Faktor v;
erleichtertes Monom. Das zeigt ker ¢ = R*. Nun besitzt unsere Cliffordalgebra
offensichtlich auch genau einen Antiautomorphismus «, der auf V' die Identitéit
ist, und dieser Antiautomorphismus kommutiert mit dem Automorphismus sgn.
Insbesondere konnen wir in U die Untergruppe

Pin(V):={ceU|alc)c=1}
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betrachten. Sie umfa3t immer noch V' und wir erhalten eine kurze exakte Sequenz
{£1} = Pin(V) - O(V)

Andererseits liegt nach obiger Rechnung (—1) im Fall dim V' > 2 in der Einskom-
ponente von Pin(V). Sie heifit auch die Spin-Guppe Spin(V') und ¢ induziert
eine zusammenhiingende zweiblittrige Uberlagerung

{£1} = Spin(V') - SO(V)

Ubungen

Ubung 1.7.22 (Ausreduzieren der iuBeren Algebra unter so(2n+1)). Bezeich-
ne S = L(w,) die Spindarstellung von s0(2n + 1). Man schitze mit der Formel
von Klimyk 1.6.32 die Multiplizititen der irreduziblen Summanden in S ® S ab
und folgere aus S ® S = A C?"*! ein weiteres Mal die Irreduzibilitéit der A" C*",

Ubung 1.7.23 (Ausreduzieren der iuBeren Algebra unter so0(2n)). Bezeichne
S = L(wn-1) @ L(w,) die Spindarstellung von so(2n). Man schitze mit der
Formel von Klimyk 1.6.32 die Multiplizitdten der irreduziblen Summanden in
S ® S ab und folgere aus S ® S = /\ C*" ein weiteres Mal die Irreduzibilitiit der
A" C*" fiir i # n sowie die Zerlegung \" C*" = L(2w,,) & L(2w,_1).

1.8 Die Tensoridentitat*

Proposition 1.8.1 (Die Tensoridentitiit und ihre Verwandten). Sei b — g ein
Homomorphismus von Liealgebren iiber einem Korper k. Gegeben Darstellungen
M € b-Mod und E € g-Mod haben wir kanonische Isomorphismen von g-
Moduln

prodi(E @y M) = E ®y, (prody M)

ind} Homy(E, M) =  Homg(E,ind] M)

ind} Homy (M, E) = Homy(prodi M, E)

Ergdnzung 1.8.2. Eine Variante dieser Aussagen fiir Mengen mit Gruppenopera-
tion wird in [TF] 4.8.26 ausformuliert.

Beweis. Ganz allgemein ist nach [TF] 4.8.22 der Adjungierte einer Verkniipfung
von Funktoren die Verkniipfung der Adjungierten, wenn sie existieren. Diese Er-
kenntnis gilt es nun anzuwenden auf die kommutativen Diagramme von Funktoren
g-Mod e, g-Mod g-Mod Hom(&) g-Mod
! ! 3 3

b-Mod Z2 b-Mod  p-Mod ™% _Mod
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Hom( ,FE)

g-Mod —3%° g-Mod®
3 \
b-Mod "G pModo
mit den Restriktionen als Vertikalen und der Adjunktion (E®, Hom(F, )) bezie-
hungsweise der Tatsache, daB der Rechtsadjungierte der Horizontalen Hom( , E)
im Diagramm ganz rechts wieder Hom( , F) ist, nur diesmal aufgefaft als Funktor
in der Gegenrichtung. U

1.8.3. Nehmen wir im letzten unserer Isomorphismen speziell £ = k, so ergibt
sich ein kanonischer Isomorphismus (prodj N)* = ind{(N*).

Ubungen

Ubung 1.8.4. Der erste unserer drei Isomorphismen wird unter der Identifikation
prody M = U(g) ®u(s) M auf Elementen gegeben durch die Vorschrift u ® (e ®
m) — ule® (1 ®m)).

Ubung 1.8.5. Gegeben eine weitere Darstellung F' € g-Mod kommutiert das
Diagramm

prodi(E® F ® M) — (E ® F) ® prodf M

| i

E ®prodi(F ® M) — E @ (F ® prodj M)
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2 Infinitesimale zentrale Charaktere

2.1 Motivation

2.1.1 (Bezug zu Darstellungen von Gruppen). Die Frage nach den Multiplizi-
titen [A(X) : L(v)] der einfachen Subquotienten in Jordan-Ho6lder-Reihen von
Vermamoduln hat sich als ebenso schwierig wie fruchtbar erwiesen. Sie ist auch
fiir Darstellungen von Gruppen relevant. Zum Beispiel werden wir in ?? zei-
gen, daf fiir die Wirkung der topologischen Gruppe SL(n;C) auf der komple-
xen Fahnenmannigfaltigkeit F,, = F die teilgeordnete Menge der SL(n;C)-
invarianten unter der Norm der gleichméfigen Konvergenz abgeschlossenen Un-
tervektorrdume des Raums C(F) := Top(F,C) der stetigen komplexwertigen
Funktionen F — C isomorph ist zur Opponierten der partiell geordneten Menge
der Untermoduln des Vermamoduls A(0) der halbeinfachen Liealgebra sl(n; C).
Allgemeiner werden wir zeigen, daf} die anderen Vermamoduln in einer analo-
gen Beziehung zu den Riumen stetiger Schnitte anderer dquivarianter komplexer
Geradenbiindel auf der Fahnenmannigfaltigkeit stethen. Um ein etwas leicher zu
erreichendes motivierendes Ziel vor Augen zu haben, formulieren wir bereits hier
ein erstes Hauptresultat.

Satz 2.1.2 (Einfache Vermamoduln). Seien g D b eine halbeinfache komplexe
Liealgebra mit einer Cartan’schen und sei RT C R(g, ) ein System von positiven
Wurzeln und . Genau dann ist der Vermamodul A()N) einfach, wenn gilt (\ +
p, Yy €{1,2,...} Ya € RY mit p der Halbsumme der positiven Wurzeln.

2.1.3. Um das einzusehen, miissen wir zunichst das Zentrum der Einhiillenden
Algebra verstehen. Dall unsere Bedingungen hinreichend sind, wird dann zu Ende
des Abschnitts in 2.6.12 bewiesen. Dal} sie auch notwendig sind, wird erst in 3.5.2
klar werden.

2.2 Das Zentrum der universellen Einhiillenden

Definition 2.2.1. Das Zentrum Z(R) eines Rings R ist definiert als der Teilring
derjenigen Elemente, die mit allen anderen Elementen unseres Rings kommutie-
ren, in Formeln

Z(R) ={z€ R|2zr=rzVre R}

2.2.2. Gegeben eine Lie-Algebra g bezeichne Z(g) := Z(U(g)) das Zentrum ihrer
Einhiillenden U(g). Im Fall einer halbeinfachen komplexen Liealgebra hatten wir
in 1.3.37 bereits den Casimiroperator C' € Z(g) kennengelernt. Im folgenden
wollen wir uns einen Uberblick iiber das ganze Zentrum verschaffen.
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2.2.3. Seien g D § eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra mit einer Cartan’schen
und R™ C R(g, h) ein System positiver Wurzeln. Nach 1.6.21 operiert jedes Ele-
ment des Zentrums Z := Z(g) der Einhiillenden auf jedem Vermamodul durch
einen Skalar. Wir vereinbaren die Bezeichnung (z, \) fiir den komplexen Skalar,
mit dem z € Z auf dem Verma-Modul A(\) = A(\, R™) operiert, in Formeln
zv = (z, \)v fir alle v € A(\). Wir erhalten so einen C-linearen Ringhomomor-
phismus von Z in den Ring aller C-wertigen Funktionen auf dem Dualraum der

Cartan’schen
E=¢pr: Z — Ens(h*,C)
z = (z)

Satz 2.2.4 (Harish-Chandra-Isomorphismus). Seien g D b eine halbeinfache
komplexe Lie-Algebra mit einer Cartan’schen und sei R™ C R(g, b) ein System
positiver Wurzeln. So liefert der eben erklirte Homomorphismus & einen Isomor-
phismus zwischen dem Zentrum Z der Einhiillenden von g und dem Ring der unter
der dot-Operation der Weylgruppe invarianten polynomialen Funktionen auf §*,
in Formeln

¢ Z(g) S O0(p") ™)

2.2.5. Fir einen komplexen Vektorraum V' bezeichnen wir ganz allgemein mit
O(V) C Ens(V,C) diejenige Unterringalgebra der Algebra aller C-wertigen
Funktionen auf V/, die von den linearen Funktionen erzeugt wird, und nennen ihre
Elemente die polynomialen Funktionen auf V. Die universelle Eigenschaft der
symmetrischen Algebra S(V*) liefert einen Homomorphismus S(V*) — O(V),
der in unserem Fall und allgemeiner im Fall eines beliebigen unendlichen Grund-
korpers ein Isomorphismus ist.

2.2.6. Ist f : V — V" eine lineare oder affine Abbildung, so liefert das ,,Vorschal-
ten von f* einen Homomorphismus in die Gegenrichtung f* : O(V') — O(V),
@ — o f.Operiert insbesondere eine Gruppe G auf V' durch lineare oder affine
Transformationen, so operiert G auch auf O(V'). Die unter (G invarianten poly-
nomialen Funktionen auf V' heiBen dann die G-Invarianten und werden O(V )¢
notiert.

2.2.7. Natiirlich induziert die Abbildung (—p) : b* — b* einen Isomorphismus
zwischen den Invarianten fiir die dot-Operation der Weylgruppe und den Invari-
anten fiir die lineare Opration

(=p) O™ = 0"

Man zeigt unschwer, daB die Verkniipfung (—p)* o ¢ : Z = O(h*)" nicht mehr
von der Wahl eines Systems positiver Wurzeln abhingt. Meist nennt man diese
Verkniipfung dann den Harish-Chandra-Isomorphismus.
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2.2.8. Ich ziehe eine andere Sichtweise vor. Gegeben eine halbeinfache komplexe
Liealgebra g heilit die Einskomponente GG ihrer Automorphismengruppe die ad-
jungierte Gruppe unserer halbeinfachen komplexen Liealgebra. Nun wissen wir
aus [HL] 2.6.1 und [HL] 2.4.5, daf} die adjungierte Gruppe je zwei Cartan’sche
ineinander konjugiert, und wir wissen aus [HL] 2.6.6 oder besser 2.3.6, daf} sie
sogar je zwei Paare (), R") bestehend aus einer Cartan’schen und einem System
positiver Wurzeln in ihrem Dualraum ineinander konjugiert. So ein Paar (h, R™)
wird damit durch unsere halbeinfache Liealgebra g eindeutig bestimmt bis auf
eindeutigen Isomorphismus. Wir nennen es die absolute Cartan’sche von g und
notieren es

(babs ’ R:{bs>

Der Weylvektor ist dann ein wohlbestimmtes Element p,,s € b, und der Harish-
Chandra-Homomorphismus ein wohlbestimmter Isomorphismus

Z(g) — O(UZbS)(W')

Beweis. Zunichst einmal zeigen wir, daB £(Z) wirklich aus polynomialen Funk-
tionen auf h* besteht; danach, dal £ sogar in den (I¥/-)-invarianten polynomialen
Funktionen landet; und zum Schluf3, daf} die damit erst recht eigentlich etablierte
Abbildung aus unserem Satz injektiv und surjektiv ist. Bezeichne

Tt A = Ay

diejenige Projektion eines Verma-Moduls auf seinen hochsten Gewichtsraum, die
alle anderen Gewichtsrdume A(\),, annulliert. Wir betrachten die Zerlegung g =
ndhdn’, wobei n beziehungsweise n* die direkten Summen der Wurzelrdume zu
den negativen beziehungsweise positiven Wurzeln meint. Der Satz von Poincaré-
Birkhoff-Witt liefert dann fiir die Einhiillende U := U(g) eine Vektorraumzerle-
gung U = U(h) @ (nU + Un™) und wir notieren

n:U—U(h) =S(b)

die Projektion ldngs dieser Zerlegung. Diese Projektion ist kein Algebrenhomo-
morphismus, sondern nur eine lineare Abbildung. Fiir die Operation auf dem ka-
nonischen Erzeuger vy € A(\) eines Verma-Moduls gilt jedoch offensichtlich
ma(uvy) = n(u)vy. Fir z € Z ist sogar die Projektion 7, tiberfliissig und wir
haben

zuy =n(z)vy YA€

Nun ist hoffentlich klar, daB fiir u € U(h) gilt uvy, = dx(c(u))v, fir ¢ die Kom-
position U(h) = S(h) = O(h*) C Ens(h*,C) und 6§, das Auswerten bei \. Wir
finden also (z,\) = d,\(c(n(z))) fiir alle A alias £(z) = c(n(z)). Also ist £(z)
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schon einmal polynomial fiir alle z € Z. Als néchstes zeigen wir, da} £ sogar in
den (W-)-Invarianten landet. Wir wissen nach [KAG] 1.1.24, da8 zwei Polynom-
funktionen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum iiber einem Korper der
Charakteristik Null, die auf der von einer Basis erzeugten Untergruppe iiberein-
stimmen, schon gleich sind. Es reicht also fiir alle z € Z und w € W zu zeigen,
daB £(z) und £(z) o (w-) auf dem Gitter X der ganzen Gewichte dieselben Werte
annehmen. Da die einfachen Spiegelungen die Weylgruppe erzeugen, miissen wir
nur zeigen, daf} gilt

(z,\) = (2,84 A\) YaellLAe X

Wir kennen jedoch schon aus 1.4.13 fiir alle A € h* mit (A + p,a") € N eine
Einbettung A(s, - A\) < A(\) oder einfacher einen von Null verschiedenen Ho-
momorphismus. Da das Zentrum der universellen Einhiillenden dann auf diesen
beiden Moduln durch denselben Skalar operieren muf3, ergibt sich die Behaup-
tung. Wir wissen damit, daB unser ¢ tatsdchlich in den (W-)-invarianten Poly-
nomfunktionen landet. Daf} £ einen Isomorphismus des Zentrums mit diesem Ring
induziert, wird erst nach einigen Vorbereitungen in den folgenden Abschnitten im
AnschluB3 an 2.4.4 gezeigt werden. [

Erginzung 2.2.9. Unter dem Harish-Chandra-Isomorphismus Z = O(h*)" ent-
spricht dem durch den prinzipalen Antiautomorphismus gegebenen Automorphis-
mus z — 2z von Z die durch die Multiplikation mit (—1) : h* — b* induzierte
Abbildung links. Um das zu sehen geht man aus von der Erkenntnis, daB fiir do-
minante Gewichte A € X gilt L(\)* = L(—wg)), und folgert

(27, 0) = (2, —wo)) = (z,w0 - (—wo))) = (2, =\ = 2p)

erst fiir alle A € X, und da diese Zariski-dicht liegen dann fiir alle A € h*. Unter
dem nichtnormalisierten Isomorphismus Z = O(h*)""") entspricht der prinzipale
Antiautomorphismus links also dem Automorphismus rechts, der von der Punkt-
spiegelung h* — b* mit Zentrum —p erzeugt wird. Identifiziert man die Punkte
aus dem Abschlu3 der dominanten Weylkammer mit gewissen maximalen Idea-
len des Zentrums, so ist unser prinzipaler Antiautomorphismus vertriaglich mit
der Involution A — —w,\ dieser Kammer, sowohl im verschobenen als auch im
unverschobenen Fall.

2.3 Der Chevalley-Isomorphismus

Satz 2.3.1 (Chevalley-Isomorphismus). Seien g D h eine halbeinfache komplexe
Liealgebra mit einer Cartan’schen und sei G C Aut(g) die adjungierte Gruppe
nach [HL] 2.6.1. So induziert die Restriktion von Funktionen O(g) — O(h) einen
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Isomorphismus zwischen den G-Invarianten in O(g) und den Weylgruppeninvari-
anten in O(b), in Formeln

Res: O(g)¢ = O(h)"

Ergdnzung 2.3.2. Dieser Isomorphismus ist ein algebraischer Verwandter unse-
res Homéomorphismus 7'/W = K/(int K) fiir eine zusammenhingende torierte
kompakte Liegruppe (K, T") aus [ML] 5.10.12. In der Sprache der geometrischen
Invariantentheorie [KAG] 9.6.22 besagt unser Satz, da} die Einbettung ) — g
einen Isomorphismus h/WW = g/ G zwischen den algebraischen Quotienten in-
duziert, von denen der erste sogar ein geometrischer Quotient ist.

Beispiel 2.3.3. Wir besprechen den Fall g = sl(n; C) und zeigen dazu eine ana-
loge Aussage fiir g = gl(n; C) mit h dem Unterraum der Diagonalmatrizen, die
zwar streng genommen nicht durch den vorstehenden Satz abgedeckt wird, deren
Beweis mir jedoch besonders instruktiv scheint. Unser Invariantenring O(g)® ist
in diesem Fall die Menge aller Polynome in den Matrixeintrdgen, die konstant sind
auf allen Konjugationsklassen. Ist + = x5 + x,, die (konkrete) Jordan-Zerlegung
von x € gl(n;C), so gehort xs + ex,, fiir alle £ # 0 zur selben Konjugationsklasse
wie z. Fiir f € O(g)® ist also ¢ — f(zs + £z,) eine polynomiale Funktion in ¢,
die konstant ist auerhalb von ¢ = 0. Es folgt sofort f(z) = f(z5), und da jede
halbeinfache Konjugationsklasse die Menge ) der Diagonalmatrizen trifft, defi-
niert die Restriktion eine Injektion O(g)“ — O(h). Nun sind je zwei Diagonal-
matrizen konjugiert, deren Eintrége sich nur in ihrer Reihenfolge unterscheiden.
Folglich landet unsere Injektion in den symmetrischen Polynomen in den Matri-
xeintriigen, als da heiBtin O(h)". Weiter wissen wir aber, daB die symmetrischen
Polynome ihrerseits Polynome sind in den elementarsymmetrischen Polynomen,
und fiir diese finden wir als Urbilder in O(g)“ die Funktionen, die jeder Matrix
einen geeigneten Koeffizienten ihres charakteristischen Polynoms zuordnen. Also
ist unsere Restriktion fiir g = gl(n; C) und b die Diagonalmatrizen eine Bijektion
O(g)% = O(h)W. Dasselbe folgt leicht fiir g = sl(n; C).

Beispiel 2.3.4. Im Fall der Gruppe G = SO(2n; C) besteht die Lie-Algebra g aus
allen schiefsymmetrischen Matrizen und eine interessante invariante polynomiale
Funktion aus O(g)“ ist die Pfaff’sche Determinante [LLA2] 2.5.8.

2.3.5. Der Beweis wird in eine Folge von Teilresultaten aufgebrochen. Lemma
2.3.6 zeigt, daB3 unsere Restriktion die GG-Invarianten wirklich in die W -Invarianten
abbildet. Bemerkung 2.3.7 zeigt, daB3 die Einschrinkung der Restriktionsabbil-
dung auf O(g)® injektiv ist. Im Anschluf daran zeigen wir dann noch die Sur-
jektivitit, indem wir hinreichend viele G-invariante polynomiale Funktionen auf
g explizit angeben.

Lemma 2.3.6 (Realisierung der Weylgruppe in der adjungierten Gruppe).
Sei g eine halbeinfache Liealgebra. Ist ) C g eine Cartan’sche Unteralgebra und

68



w € W ein Element der Weylgruppe, so gibt es ein Element der adjungierten
Gruppe w € G mitw(h) C b und

w=w:h—0Hh

Beweis. Es reicht, ein mogliches s, fiir jede Wurzel « € R anzugeben. Dazu
wihlen wir 2, € ga, Yo € §_o mit [Z,, yo] = @” und versuchen unser Gliick mit

54 = exp(ad x,) exp(ad(—y,)) exp(ad z,)

Fir h € kera C b gilt offensichtlich [z,,h] = 0 = [ya, h], folglich halten
exp(ad z,), exp(ad y,) und schlieBlich auch $, jedes h € ker « fest. Dann be-
rechnen wir noch mit Gewalt

So(aY) = exp(adz,)exp(ad(—ya))(a” — 2z,)
= exp(adz,)(a’ — 2z, — 2y, — 20" + 2y,)
—aV — 2z, + 27,

= —Q{\/

und das Lemma ist gezeigt. [

2.3.7. Seien g D bh eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen
und sei G C GL(g) die adjungierte Gruppe. So liegt G Zariski-dicht in g. Das
haben wir bereits beim Beweis der Konjugiertheit von Cartan’schen [HL] 2.4.5 ge-
zeigt. Will man das differentielle Dominanzkriterium [HL] 2.4.8 hier vermeiden,
kann man auch einfacher argumentieren mit der Erkenntnis, daB jede nichtleere in
der metrischen Topologie des C™ offene Teilmenge bereits Zariski-dicht liegt.

Beweis der Surjektivitdt in 2.3.1. Dazu miissen wir geniigend G-invariante poly-
nomiale Funktionen auf g konstruieren. Ist p : ¢ — End V eine endlichdimen-
sionale Darstellung von g und p € N, so behaupten wir, da = +— tr(p(z)?) zu
O(g)% gehort. In der Tat kommutiert fiir alle y € g das Diagramm

gV — V
(ad y)®id +id ®@p(y) l lp(y)
gV — V

Wenn man y als nilpotent annimmt und von beiden vertikalen Abbildungen exp
nimmt und das enstehende kommutative Diagramm auf x ® v auswertet, folgt

p((exp(ady))(z)) (exp p(y)) v = (exp p(y)) (p(z)v)

Mit den Abkiirzung g := exp(ady) und b := exp p(y) finden wir p(gz)bv =
bp(z)v alias p(gz) = bp(x)b~t ist konjugiert zu p(x) fiir g := exp(ady) und
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dann natiirlich fiir alle ¢ € . Wir erhalten also als invariante Funktionen schon
mal die Funktionen C(V,p) € O(g)“ gegeben durch C(V,p)(x) = tr(py(z)P).
Nun beachte man, da3 O(h) als C-Vektorraum von allen Potenzen \" mit A € X
ein ganzes Gewicht erzeugt wird. Betrachten wir also die ,,.Symmetrisierung*

sym: O(h) — O(h)"
/ = Zwew wf

so erzeugen die sym(\P) fir A € X schon O(h)" als C-Vektorraum. Es ist aber
klar, daB die Restriktionen auf ) der bereits konstruierten Invarianten die Gestalt

C(LA),p) = > ausym(p?)

BEXT, p<A

haben mit a) # 0, genauer gilt fiir h € h offensichtlich

C(L(A),p)(h) =) (dim L(A),)v(h)"

vex

Eine kurze Induktion zeigt dann, daf unsere Restriktion in der Tat eine Surjektion
O(g)% — O(h)W liefert. O

2.4 Herleitung des Harish-Chandra-Isomorphismus

2.4.1. Ist V ein Vektorraum und x : V' — V eine lineare Abbildung, so gibt es of-
fensichtlich genau eine Fortsetzung = : TV — TV von x zu einer Derivation auf
der Tensoralgebra, und diese induziert eine Derivation 2 : SV — SV auf der sym-
metrischen Algebra. Ist V' endlichdimensional und der Grundkorper algebraisch
abgeschlossen, so haben wir einen natiirlichen Isomorphismus SV = O(V*),
unter dem unser & dem Anwenden des durch y — (y o z) auf V* gegebenen
Vektorfelds entspricht.

2.4.2. Ist g eine Liealgebra und x : g — g eine Derivation, so induziert unse-
re Derivation £ : Tg — Tg aus 2.4.1 eine Derivation © : Ug — Ug auf der
einhiillenden Algebra. Ist speziell x = ad y fiir y € g, so finden wir

z(u) = yu — uy

In der Tat sind beide Seiten Derivationen von Ug, die auf allen u € g iibereinstim-
men. Folglich miissen sie gleich sein.

2.4.3. Ist g eine komplexe Lie-Algebra und V' eine Darstellung von g, so operiert
g auf den Tensorpotenzen V®™ und auch auf der ganzen Tensoralgebra TV . Diese
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Operation geschieht offensichtlich durch Derivationen, d.h. wir haben einen Lie-
Algebren-Homomorphismus

g— Der¢ TV

Weiter ist die symmetrische Algebra SV eine Quotientendarstellung von TV und
man sieht ohne Schwierigkeiten, dafl wir so auch eine Operation durch Derivatio-
nen g — Derc SV erhalten.

2.4.4. Sei g eine komplexe Lie-Algebra. Die adjungierte Darstellung fiihrt nach
unseren allgemeinen Uberlegungen zu Beginn dieses Abschnitts zu einer g-Opera-
tion durch Derivationen auf der Tensoralgebra und auf der symmetrischen Algebra
und auch zu einer g-Operation durch Derivationen auf der universellen Einhiillen-
den Algebra

g — Derc Ty

g — Derc Sg

g — Derc Ug

Auf der universellen Einhiillenden U := Ug notieren wir ad x die Derivation
zu x und priifen leicht (ad x)(u) = xu — ux, da beide Seiten Derivationen der
Einhiillenden sind, die auf v € g C U denselben Effekt haben. Insbesondere
konnen wir das Zentrum der Einhiillenden auch beschreiben als die g-Invarianten
unter der adjungierten Operation, in Formeln

Z=U?

2.4.5. Ist V = g* die koadjungierte Darstellung und ist unsere Lie-Algebra end-
lichdimensional, so erhalten wir speziell eine Operation durch Derivationen g —
Derc O(g). Geometrisch konnen wir diese Operation verstehen, indem wir ein
x € g auffassen als das algebraische Vektorfeld y — [z, y] auf dem Raum g. Ist
g die Lie-Algebra einer Liegruppe G, so wird unsere Operation induziert von der
adjungierten Operation von GG auf g, die eine Operation von GG auf O(g) liefert,
die dann differenziert werden kann.

Proposition 2.4.6. Ist g eine komplexe halbeinfache Liealgebra und G ihre ad-
jungierte Gruppe, so haben wir O(g)® = O(g)¢.

Beweis mit Lie-Theorie. Fiir jedes r > 0 bilden die polynomialen Funktionen
vom Grad < r eine stetige Darstellung der adjungierten Gruppe G und die Opera-
tion von g ist offensichtlich die zugehorige abgeleitete Operation der Liealgebra.
Die Proposition folgt damit aus [ML] 2.2.5. Im Rahmen algebraischer Gruppen
kann man auch mit [AAG] 4.6.23 argumentieren. ]
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Beweis. Wir wihlen Bezeichnungen fiir unsere beiden Operationen und notieren
sie

p:g — DercO(g)

Y:G — Autc O(g)

Jetzt behaupten wir fiir y € g nilpotent in Autc O(g) die Gleichung

exp p(y) = Y(exp(ady))

Da beiden Seiten Automorphismen von C-Ringalgebren sind, reicht es zu zeigen,
daB ihre Einschrinkungen auf den Raum g* C O(g) der linearen Funktionen
iibereinstimmen. Zu zeigen ist also nur

exp(ad”y) = (exp(ady) ')~

und das folgt sofort aus ad*y = (— ad y) . Aus unserer ersten Gleichung erhalten
schon einmal O(g)? C O(g)“. Da andererseits die Lie-Algebra g von ihren nilpo-
tenten Elementen erzeugt wird, kann man O(g)? auch beschreiben als die Menge
aller f € O(g) mit p(y)f = 0 fiir alle nilpotenten y € g. Mit dem anschlieBenden
Lemma 2.4.7 folgt so umgekehrt auch O(g)¢ C O(g)?. O

Lemma 2.4.7. Sei x : V — V ein lokal nilpotenter Endomorphismus eines Q-
Vektorraums. Bezeichne exp(Qx) C GL(V') die Untergruppe aller exp tx mit
t € Q. So besteht der Kern von x genau aus den Invarianten von exp(Qx), in
Formeln

ker z = VP

Beweis. Die Inklusion C ist evident. Die andere Inklusion D folgt aus der Tatsa-
che, daB} auch eine vektorwertige polynomiale Funktion vy + vt +. ..+ v,t" einer
Variablen ¢ aus einem unendlichen Korper nur konstant sein kann, wenn sie keine

Terme hoherer Ordnung hat, v; = ... = v, = 0. Betrachten wir nun speziell fiir
v € V die Abbildung Q — V', t — exp(tz)v, so ist unsere Abbildung konstant
genau dann, wenn gilt zv = 0. [l

Herleitung des Harish-Chandra-Isomorphismus. Wir betrachten dazu mit den No-
tationen aus dem ersten Teil des Beweises von 2.2.4 das kommutative Diagramm

Ulg) = S(b)
U U

Z(g) 5 S(H)")

Die Abbildung 7 in der oberen Zeile ist vertrdglich mit den Standardfiltrierun-
gen 1.3.29 auf den jeweiligen Rdumen. Die Abbildung ¢ in der unteren Zeile ist
folglich vertrdglich mit den jeweils induzierten Filtrierungen. Induziert £ : Z —
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S(h)"") einen Isomorphismus nach Ubergang zu den assoziierten graduierten
Riumen, so ist es nach [KAG] 7.1.16 bereits selbst ein Isomorphismus. Machen
wir nun diesen Ubergang, so erhalten wir das innere Rechteck eines kommutativen
Diagramms der Gestalt

O(g) O(b)

S(Ug)g S(B)W
/S(g*)g S(h*)W\
O(g)° - o)™

Die Bedeutung der anderen Pfeile wird im folgenden erldutert: Mit den beiden in-
neren oberen nach aufien weisenden Pfeilen sind die Identifikationen gr(U(g)) —
S(g) und gr(S(h)) = S(h) aus dem Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt 1.3.30 ge-
meint, mit dem inneren nach aullen weisenden Pfeil unten rechts die hoffent-
lich offensichtliche Identifikation gr(S(h)")) = S(h)". Der innere nach au-
Ben weisende Pfeil unten links meint die Identifikation gr(Z(g)) = gr(U(g)?) =
(grU(g))?* = S(g)? mit dem ersten Pfeil wie im anschlieBenden Lemma 2.4.9.
Die obere mittlere Horizontale sei induziert von der Projektion g — b, die alle
Wurzelrdume zu Null macht, die mittleren Vertikalen seien die offensichtlichen
Inklusionen, und die untere mittlere Horizontale sei definiert durch die Kommu-
tativitdt der dariiberliegenden Zelle unseres Diagramms. Aus der Kommutativitét
der anderen Zellen, deren Nachweis dem Leser iiberlassen bleiben kann, folgt
dann die Kommutativitét des mittleren Rechtecks. Betrachten wir nun die Killing-
form oder allgemeiner irgendeine nichtausgearteten invariante Bilinearform auf g
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und betrachten die davon induzierten Isomorphismen g = g* und h = b*, so
identifiziert sich das mittlere Rechteck mit dem dufleren Rechteck, worin wir die
obere Horizontale als die Restriktion von Funktionen verstehen. In diesem Dia-
gramm ist die untere Horizontale aber ein Isomorphismus, eben der Chevalley-
Isomorphismus aus 2.3.1. ]

Lemma 2.4.8 (Invarianten und assoziierte Graduierte). Ist V' eine Darstellung
einer endlichen Gruppe W iiber einem Korper k und ist auf V eine Filtrierung
durch Unterdarstellungen gegeben und teilt die Charakteristik von k nicht die
Gruppenordnung, so liefert die Einbettung einen Isomorphismus zwischen dem
assoziierten Graduierten der Invarianten und den Invarianten des assoziierten
Graduierten

g (V) 5 (gr V)W

Beweis. Nach dem Satz von Maschke [NAS] 4.1.1 ist unter unseren Annahmen
jede Darstellung unserer Gruppe iiber besagtem Korper halbeinfach als Modul
tiber dem Gruppenring, nach [NAS] 2.3.4 besitzt also jede Unterdarstellung ein
Komplement und insbesondere auch die Unterdarstellungen V<"~1 C V=", Das
Lemma folgt. [

Lemma 2.4.9. Gegeben eine eine Liealgebra g iiber einem Korper der Charak-
teristik Null ist die Standardfiltrierung auf U = U(g) stets (ad g)-stabil und die
von der Einbettung U® C U induzierte Einbettung gr(U®) C gr U induziert einen
Isomorphismus

gr(U?) = (grU)*

Beweis. Ist V ein Vektorraum, so operiert die symmetrische Gruppe S,, auf V&
durch Vertauschung der Faktoren. Im Fall char £ = 0 induziert die Surjektion
Ven — S"V einen Isomorphismus

(VEm)Sn 5 8"V

von den ,,symmetrischen* Tensoren der Stufe n auf die n-te homogene Kompo-
nente der symmetrischen Algebra, vergleiche [KAG] 3.5.4. Wir bezeichnen mit
TSV C TV die Summe iiber alle (VV®")S» und haben damit einen Isomorphis-
mus
TSV & SV

von Vektorrdaumen konstruiert, der allerdings mit der Multiplikation im Allgemei-
nen nicht vertrdglich sein wird. Ist V' eine Darstellung einer Lie-Algebra g, so
operiert g auch durch Derivationen auf TV und SV, unser T®V ist eine Unterdar-
stellung von TV und unsere Abbildung TSV = SV ist ein Isomorphismus von
Darstellungen. Ist g eine Lie-Algebra und U := U(g) ihre Einhiillende, so erhal-
ten wir in derselben Weise einen Isomorphismus von Darstellungen TSg = U,
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der einen Isomorphismus gr T®g = gr U induziert. Damit paBt der Morphismus
aus dem Lemma in ein kommutatives Diagramm

gr((T°g)7) — (gr(T9))e
+ S
gr(U®)  —  (erU)

Hier sind die Vertikalen und obere Horizontale Isomorphismen, also auch die un-
tere Horizontale. [

Ubungen

Ubung 2.4.10. Das Zentrum von U(gl(n;C)) ist der Polynomring, der erzeugt
wird von den Elementen ¢y, . . ., ¢, mit

G = Z Ev o) Evyw@) - - - Evi-1)v()
v: Z/iZ—{1,....n}

Speziell wird ¢; = F1; + Ea + ... + E,, die Einheitsmatrix in gl(n; C) und c,
ist der Casimiroperator zu einer geeigneten Bilinearform auf gl(n; C).

2.5 Zentrale Charaktere

2.5.1. Gegeben ein kommutativer Ring A bezeichne Max A die Menge der ma-
ximalen Ideale von A. Ist A eine ringendlicher C-Kring, so liefert die Abbildung
@ — ker ¢ nach der korpertheoretischen Form des Hilbert’schen Nullstellensatzes
und genauer [KAG] 1.6.24 eine Bijektion

Kring®(4,C) = Max A

Wir haben also zum Beispiel eine kanonische Bijektion Max C[ X7, ..., X, | =
C"™ und koordinatenfrei fiir jeden endlichdimensionalen komplexen Vektorraum
V' eine kanonische Bijektion Max O(V) = V. Weiter liefert jeder Homomor-
phismus f : A — B von C-Kringen in einen weiteren ringendlichen C-Kring B
eine Abbildung in der Gegenrichtung

MaxB — MaxA
x =

Satz 2.5.2 (Maximale Ideale von Invariantenringen). Sei A ein ringendlicher
C-Kring mit einer Operation einer endlichen Gruppe W durch Automorphismen.
So induziert die von der Einbettung AW C A induzierte Abbildung Max A —
Max(AY) eine Bijektion

(Max A)/W = Max(A")
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und fiir alle m € Max(A") liefert die Einbettung von C einen Isomorphismus
C S AV /m.

Erginzung 2.5.3. In [KAG] 5.3.3 zeigen wir dieselbe Aussage iiber einem belie-
bigen algebraisch abgeschlossenen Grundkorper und zeigen zusitzlich, dafl auch
AW ringendlich ist iiber dem Grundkorper.

Beweis. Wir beginnen mit der Surjektivitit. Sei m C A" ein maximales Ideal
und (Am) das von m in A erzeugte Ideal. Ich behaupte (Am) # A. Es reicht zu
zeigen, dab fiir ein beliebiges Ideal m C A" aus (Am) = A folgt m = AW, Aber
(Am) = A impliziert eine Gleichung

armi+...+am, =1 mita; € A, m; € m.

Summieren wir alle Transformierten dieser Gleichung unter den verschiedenen
x € W auf, so ergibt sich eine Gleichung der Gestalt

b1m1 —i——}—brmT = ‘W|

mit b; € A" und es folgt m = AY. Fiir m € Max(A") gibt es also m € Max A
mit m O Am, und dann haben wir notwendig m N A" = m. Das zeigt die Sur-
jektivitit der Abbildung in unserem Satz und zeigt auch, daB die offensichtliche
Abbildung eine Injektion A" /m < A/m ist und mithin die Einbettung von C
in den ersten Ring auch ein Isomorphismus. Es bleibt nur noch die Injektivitit
der ersten Abbildung im Satz zu zeigen. Sind aber A\, u € Max A gegeben mit
A& W, so gibtes ein a € A, das ,,verschwindet an der Stelle A aber bei keinem
der zp*, in Formeln a € A\, a € xpn Vo € W. Bilden wir dann das Produkt aller
xa mit € W, so erhalten wir eine Invariante f € A" mit f € \, f & u. Das
zeigt die Injektivitét. 0

Definition 2.5.4. Sei g eine komplexe Lie-Algebra und Z := Z(g) das Zentrum
ihrer Einhiillenden. Ein Homomorphismus von C-Kringen Z — C heifit ein zen-
traler Charakter von g. Ist Z endlich erzeugt als C-Algebra, so konnen und
werden wir die Menge aller zentralen Charaktere identifizieren mit Max Z.

Proposition 2.5.5. Seien g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, b eine Car-
tan’sche und R* ein ausgezeichnetes System positiver Wurzeln. Die von unse-
rem Harish-Chandra-Homomorphismus induzierte Abbildung & : h* — Max Z,
A — Anny A()) induziert eine Bijektion

h*/(W-) = Max Z

Bemerkung 2.5.6. Ich hoffe, dal der Leser aus dem Kontext erschlieBen kann,
wann £ eine Abbildung Z — O(h*) meint und wann wie hier die induzierte Ab-
bildung h* — Max Z.
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Beweis. Wir betten unsere Abbildung ein in ein Diagramm

b* /(W) = Max Z
Ll ™
(Max O(h))/(W-) — Max (O(h*)™)

wo die linke Vertikale induziert wird von der kanonischen Identifikation h* —
Max O(h*), die rechte Vertikale von ¢ : Z = O(h*)"") und die untere Ho-
rizontale von der Einbettung O(h*)W") < O(h*). Der Leser mag priifen, daf
dies Diagramm kommutiert. Die rechte Vertikale ist bijektiv nach dem Satz von
Harish-Chandra. Die untere Horizontale ist bijektiv nach dem vorhergehenden all-
gemeinen Satz 2.5.2. Die Proposition folgt. [

Lemma 2.5.7. Jeder einfache Subquotient eines Vermamoduls A(\) ist isomorph
zu einem L(x - \) fiirx € W.

Beweis. Das folgt sofort aus Proposition 2.5.5, da jeder Subquotient von demsel-
ben maximalen Ideal des Zentrums der Einhiillenden annulliert werden muf} wie
der ganze Vermamodul. [

2.6 Die ganzzahlige Weylgruppe eines Gewichts

2.6.1. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper der Cha-
rakteristik Null, R C V ein Wurzelsystem [SPW] 2.1.2 und A € V/(R) eine Ne-
benklasse unter dem Wurzelgitter. Wir bezeichnen mit W die Weylgruppe unseres
Waurzelsystems und mit W, C W die Standgruppe der Nebenklasse A. Weiter de-
finieren wir das System der auf A ganzzahligen Wurzeln durch

Ry:={a€R|{\a")€Z VYAeA}

Man sieht leicht ein, dal R, ein Wurzelsystem ist in dem von ihm aufgespannten
Teilraum von V. Gegeben ein System positiver Wurzeln BT C R ist sicher auch
R™ N R, ein System positiver Wurzeln in R,. Die zugehérige Menge von einfa-
chen Wurzeln notieren wir ITy C R* N R,. Offensichtlich gilt stets IIN Ry C IT,.

2.6.2. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper der Cha-
rakteristik Null und R C V ein Wurzelsystem. Ist A € V' gegeben, so bezeichnen
wir mit \ seine Nebenklasse modulo dem Wurzelgitter und nennen die Standgrup-
pe W5 dieser Nebenklasse die ganzzahlige Weylgruppe von A, nicht zu verwech-
seln mit der Standgruppe W, von A selbst. Ebenso nennen wir Ry das ganzzah-
lige Wurzelsystem von \. Bei genauerem Hinsehen erkennt man unschwer, daf3
diese Bildungen sogar nur von der Nebenklasse von A modulo dem Gitter X der
ganzzahligen Gewichte abhidngen.
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Die Spiegelebenen der affinen Weylgruppe eines Wurzelsystems, das im Bild
neben [SPW] 2.4.5 eingezeichnet war. Hier habe ich ein Gewicht ) eingezeichnet
und als fette Punkte den Nullpunkt sowie die Elemente seiner Nebenklasse A
unter dem Wurzelgitter. Die Spiegelungen an den beiden fett eingezeichneten
Linien erzeugen die ganzzahlige Weylgruppe W5 von A. Die Spiegelungen an
den durchgezogenen Linien erzeugen den Stabilisator in der affinen Weylgruppe
seiner Nebenklasse modulo dem Wurzelgitter.
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Proposition 2.6.3 (zur ganzzahligen Weylgruppe eines Gewichts). Seien V'
ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper der Charakteristik Null,
R C V ein Wurzelsystem, W die Weylgruppe und A € V/{R) eine Nebenklasse
des Wurzelgitters. So wird die Standgruppe W von A erzeugt von den Spiegelun-
gen an den auf A ganzzahligen Wurzeln, in Formeln

Wy = (sa | @ € Ry)

Beweis. Sei A € A ein Reprisentant. Das anschlieBende Lemma 2.6.4 zeigt, daf3
die Standgruppe W, von A\ in der affinen Weylgruppe V unseres Wurzelsystems
R von Spiegelungen erzeugt wird. Damit wird auch W, von Spiegelungen er-
zeugt, denn IV, ist gerade das Bild von WV, unter dem Bilden des linearen Anteils
W — W. Die Spiegelungen aus W, sind aber per definitionem gerade die Spie-
gelungen zu Wurzeln aus R,. [l

Lemma 2.6.4. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem ange-
ordneten Korper k und YW C Aff* V eine affine Spiegelungsgruppe im Sinne
von [SPW] 1.5.2. Ist K D k eine Korpererweiterung, so wird auch fiir jedes
A € K ®y, V seine Standgruppe VW, C W erzeugt von Spiegelungen.

Beweis. Wir ergidnzen ey = 1 € k zu einer k-Basis (e;);c; von K und erhalten
eine Zerlegung K ®; V = @P(e; ® V). Nach geeigneter Umbenennung von [
konnen wir dann A darstellen in der Form

>\I>\0+€1®)\1+...+€n®)\n

mit \; € V. Bezeichnet w € GL(V') den linearen Anteil von w € W, so haben
wir offensichtlich

WA = WAy +€1Q WA + ...+ e, W\,

Die Standgruppe von )\ kénnen wir demnach so beschreiben: Wir nehmen erst die
Standgruppe von )\, eine endliche affine Spiegelungsgruppe nach [SPW] 1.7.5.
Diese identifizieren mit der endlichen Spiegelungsgruppe ihrer linearen Anteile
und nehmen dann darin die Standgruppe von \;, darin hinwiederum die Stand-
gruppe von ), etcetera. In jedem Schritt wird aber nach [SPW] 1.7.5 aus einer
Spiegelungsgruppe wieder eine Spiegelungsgruppe. O

Definition 2.6.5. Seien V' O R D R" ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber
einem Korper der Charakteristik Null, ein Wurzelsystem und ein System positiver
Wurzeln. Gegeben A € V/(R) eine Nebenklasse des Wurzelgitters bezeichnen
wir die durch Ry\N R gegebene Linge auf der Standgruppe W) miti, : Wy — N
und bezeichnen mit wy € W)y das beziiglich [, lingste Element.
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2.6.6. Sei ganz allgemein (W, E) eine endliche affine Spiegelungsgruppe und
A einer ihrer Alkoven. Wir betrachten im Raum der Richtungsvektoren E die
Menge A* aller nichtnegativen Linearkombinationen von Vektoren, die (—1)-
Eigenvektoren von Spiegelungen sind und in Richtung von A zeigen. Nun fiihren
wir auf /' zwei Teilordnungen ein:

1. A < o moge bedeuten 1 € X\ + A*. Wir verwenden das Symbol <, um den
Unterschied zur Relation < aus 2.6.8 anzudeuten;

2. A = p moge bedeuten, daB es eine Folge ¢4, s, ..., von Spiegelungen
glbtmlt)\ < tl/\ < tgtl)\ < < tr...tgtl)\ = Uu.

Offensichtlich ist die zweite Relation stérker als die Erste. Offensichtlich ist weiter
in jeder 1V-Bahn auf £ der Reprisentant aus A das groBte Element fiir beide
Teilordnungen und der Reprisentant aus w4 A = — A das Kleinste.

Ergéinzung 2.6.7. Im Ubrigen ist fiir A € A und 2,y € W auch 2\ < y)\ gleich-
bedeutend dazu, daB gilt > y in der Bruhat-Teilordnung auf 11" aus [SPW] 3.3.

Definition 2.6.8. Seien V' O R D R™ ein Vektorraum mit einem Wurzelsystem
und einem ausgezeichneten System positiver Wurzeln. Wir fithren zwei Teilord-
nungen auf V' ein:

1. A <y moge wie in 1.1.15 bedeuten jn € A + |R™);

2. A 1 pmoge bedeuten, daB es eine Folge ¢4, o, . . . , ¢, von Spiegelungen gibt

Beispiel 2.6.9. Auch auf der Weylbahn eines ganzen Gewichts ist die zweite Re-
lation im allgemeinen echt stirker. Zum Beispiel mag man das Wurzelsystem
{e;—ej |t #j}in{(a1,...24) €ER* |21 +...+ 24 =0} aus [SPW] 2.1.18 vom
Typ As betrachten mit dem tiblichen System positiver Wurzeln R* = {e; — ¢; |
i < j}. Fir die Gewichte A = X' — pund p = ¢/ — p mit i/ = 31 4269 +4e3+ ¢4
und \ = e1+4¢e5+2¢3+3¢,4 in den Notationen [SPW] 2.1.18, also mite;(e;) = d;5,
giltdann pn = A+ 2(g1 —e3) +2(e3 — £4) und damit A < p in Bezug auf das duale
Wurzelsystem. Wir haben auch W - A = W - i, aber dennoch gilt nicht A 1 u, wie
man unschwer einsieht.

Definition 2.6.10. Seien 1 ein Vektorraum iiber einem Korper der Charakteristik
Null und R™ C R C V ein Wurzelsystem im Sinne von [SPW] 2.1.2 mit einem
ausgezeichneten System positiver Wurzeln. Dann bilden wir die Halbsumme der
positiven Wurzeln p = p(R™) und betrachten die Menge

Vaiom ={X eV | (A+pa”)g{-1,-2,...} Va € R"}

80



und nennen ihre Elemente die p-dominanten Vektoren von V. Sind wir in einer
der in der Darstellungstheorie iiblichen Situationen, dal unser Vektorraum etwa
der Dualraum einer Cartan’schen ist, so daf} seine Elemente iiblicherweise als Ge-
wichte bezeichnet werden, so sprechen wir entsprechend von p-dominanten Ge-
wichten. Die dominanten Gewichte in h* erhalten wir mithin aus den p-dominanten
ganzen Gewichten durch die Addition von p.

Korollar 2.6.11. Seien VO R D R™" ein Vektorraum iiber einem Korper der
Charakteristik Null mit einem Wurzelsystem und einem ausgezeichneten System
positiver Wurzeln. So haben wir:

1. Fiiralle \ € V gilt A\ (W - \) = Wy - \;

2. Fiir jedes \ € V besitzt seine Bahn unter seiner ganzzahligen Weylgruppe,
kurz seine ganzzahlige Bahn W5 - \ ein grofites und ein kleinstes Element
beziiglich T und a forteriori auch beziiglich <;

3. Ein Gewicht A € V ist p-dominant genau dann, wenn es das grofite Element
seiner ganzzahligen Bahn W5 - \ ist. Das kleinste Element besagter Bahn
ist dann wsy, - \.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus den Definitionen. Die anderen ergeben
sich, wenn wir Bemerkung 2.6.6 anwenden auf die dot-Operation der ganzzah-
ligen Weylgruppe W5 auf dem affinen Raum \ + (R)q iiber dem angeordneten
Korper Q. [

Proposition 2.6.12 (Einfache Vermamoduln). Der Vermamodul A()\) einfach,
wenn gilt (A + p,aV) &€ {1,2,...} Ya € R*, wo p die Halbsumme der positiven
Wurzeln bezeichnet.

Vorschau 2.6.13. Die in dieser Proposition formulierte hinreichende Bedingung
fiir die Einfachkeit eines Vermamoduls aus obigem Satz ist auch notwendig, wie
aus unserer Beschreibung aller Homomorphismen zwischen Vermamoduln 3.5.2
unmittelbar folgen wird.

Beweis. Wir wissen nach 2.5.7, daBl nur die einfachen Hochstgewichtsmoduln
L(zx-A) mitz € Wund z -\ € A — |R") als einfache Subquotienten in Fra-
ge kommen. Nach 2.6.11 gehort x dann zur ganzen Weylgruppe W5 und ist A
das <-kleinste Element von W5 - A, so muB3 A(\) einfach sein. Dies <-kleinste
Element ist aber nach 2.6.11 auch das 1-kleinste und kann deshalb charakterisiert
werden durch die Eigenschaft (A + p,a") & {1,2,...} firalle« € R". O
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Beispiel 2.6.14. Im Kontext von 2.6.5 muf} die Bruhat-Teilordnung auf W nicht
notwendig die Bruhat-Teilordnung auf I/, induzieren. Ist etwa IR das Wurzelsys-
tem vom Typ G5 mit Basis {«, 3} und (3, ") = —3, und erkldren wir \ durch
(N, V) =1/2und (\, 8Y) = 1 und A als seine Nebenklasse, so ist Ry vom Typ
Aj x Ay, aber die Bruhat-Teilordnung auf W induziert eine totale Ordnung auf
Wi.
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3 Multiplizititen von Vermamoduln

Die Kategorie O wurde eingefiihrt in einer Arbeit von Bernstein-Gelfand-Gelfand
[BGG76] als natiirlicher Rahmen fiir das Studium der Jordan-Holder-Multiplizititen
von Vermamoduln. Die Bezeichnung geht auf das russische Wort ocaoBHO®BI fiir
»grundlegend* zuriick. In obiger Arbeit zeigen die Autoren eine Analogie im Kon-
text unendlichdimensionalen Darstellungen komplexer halbeinfacher Liealgebren
zur sogenannten ,,Brauer-Nesbitt-Reziprozitit* [?] aus der modularen Darstel-
lungstheorie endlicher Gruppen. Fiir derartige Phdnomene hat sich mittlerweile
die Bezeichnung ,,.BGG-Reziprozitit* durchgesetzt.

3.1 Kategorie O

Definition 3.1.1. Gegeben g D b eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit
einer Cartan’schen und ein System R™ positiver Wurzeln setzen wir b := b &
D, cr+ 9o und definieren die Kategorie O als diejenige volle Unterkategorie in
der Kategorie aller Darstellungen der Liealgebra g, die gegeben wird durch die
Bedingungen

M ist endlich erzeugt iiber g
O =0(g,h,R") :={ M € g-Mod | M ist lokal endlich iiber b
M ist halbeinfach iiber b

Die zweite Bedingung meint ausgeschrieben, dafl jeder Vektor unserer Darstel-
lung in einem endlichdimensionalen b-stabilen Teilraum enthalten ist. Die dritte
Bedingung bedeutet, dal} alle /7 € b auf unserer Darstellung durch diagonalisier-
bare Endomorphismen operieren, daf$} also gilt M = € ey Mo mit

My:={me M| Hm=XNH)mVH € b}
dem Gewichtsraum zum Gewicht .

3.1.2. Die Terminologie ,,halbeinfach* ist an dieser Stelle aus der Theorie der Mo-
duln tiber Ringen entnommen: Wie in [NAS] 2.3.1 nennen wir auch Darstellungen
von Liealgebren ,,halbeinfach, wenn sie das Erzeugnis ihrer einfachen Unterdar-
stellungen sind. Durch [NAS] ?? ist der Begriff ,,halbeinfach* ja sogar fiir Moduln
iiber beliebigen Mengen erklirt.

Erginzung 3.1.3. Ist g eine halbeinfache komplexe Liealgebra und h C g ei-
ne Cartan’sche und R(g, h) das Wurzelsystem, so erhalten wir nach Ubung [HL]
2.3.29 eine Bijektion

Systeme R C R(g, ) von ~ Borelsche Unteralgebren,
positiven Wurzeln die h umfassen

83



durch die Vorschrift R* +— b = bh @& @+ 9a- Im Rahmen der Theorie der
algebraischen Gruppen [AAG] 4.6.28 sieht man ohne gro3e Schwierigkeiten, daf3
Jje zwei Borel’sche Unteralgebren einer endlichdimensionalen reduktiven komple-
xen Liealgebra konjugiert sind unter einem Automorphismus der Liealgebra, so
daf insbesondere jede Borel’sche einer halbeinfachen Liealgebra von der oben an-
gegebenen Gestalt ist. Weiter hingt unsere Kategorie O(g, h, R*) C g-Mod von
der Wahl von b gar nicht ab, sondern nur von der Borel’schen b, und wir hitten
sie durchaus O(g, b) notieren konnen: In der Tat kann die dritte Bedingung um-
formuliert werden zur Forderung, daB fiir jeden b-Untermodul N C M unserer
Darstellung der Quotient N/[b, b] N ein halbeinfacher b-Modul ist. Ich schrei-
be dennoch O(g, h, R1), weil sich so die Theorie der Borel’schen Unteralgebren
ausklammern la6t.

3.1.4. Gegeben g D b eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Car-
tan’schen und sei Rt ein System positiver Wurzeln. So ist fiir die zugehorige
Borel’sche b die Surjektion b — h mit den Wurzelrdumen im Kern ein Homo-
morphismus von Liealgebren und jedes Gewicht A € h* liefert durch Vorschalten
besagter Surjektion einen Charakter A : b — C. Wir erinnern an die Verma-
Moduln A(X) = A(X, b) = U(g) @y Cx = prod; Cy aus 1.4.2. Eine endliche
Filtrierung eines g-Moduls durch Unterdarstellungen, deren sukzessive Subquo-
tienten samtlich Vermamoduln zu einer festen Borel’schen sind, nennt man eine
Verma-Fahne.

Lemma 3.1.5 (Erste Eigenschaften der Kategorie O). Seien g D 0 eine komple-
xe halbeinfache Liealgebra mit Cartan’scher und R™ ein System positiver Wurzeln
mit der zugehorigen Kategorie O. So gilt:

1. Alle Vermamoduln A(\) = A(M,b) liegen in O. Ist allgemeiner V eine
endlichdimensionale Darstellung von b, die halbeinfach ist iiber ), so be-
sitzt prody V = U(g) Qup) V eine Vermafahne und gehort zu O;

2. Alle Subquotienten von Darstellungen aus O liegen wieder in O, und jedes
Objekt von O ist Quotient eines Objekts von O mit einer Vermafahne;

3. Jede Darstellung aus O ist ein U(g)-Modul endlicher Liinge;

4. Alle Gewichtsriume von Darstellungen aus O sind endlichdimensional, ja
fiir alle M € O und v € b* ist sogar der Raum @,po M, ., endlichdimen-
sional; -

5. Gehoren bei einer kurzen exakten Sequenz von Darstellungen von g die En-
den zu O und ist die Mitte halbeinfach unter unserer Cartan’schen b, so
gehort auch die Mitte zu O;
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6. Die Kategorie der Darstellungen aus O ist stabil unter dem Tensorieren
mit endlichdimensionalen Darstellungen von g, in Formeln haben wir also
(dimE <ocound M € O) = E® M € O;

7. Die einfachen Darstellungen aus O sind genau die einfachen Hochstge-
wichtsmoduln. Bezeichnet genauer L(\) den nach 1.4.7 eindeutig bestimm-
ten einfachen Quotienten von A(X), so haben wir eine Bijektion

hb* = irO
A = L(N)

3.1.6. Im letzten Punkt bezeichnet irr©O die Menge der Isomorphieklassen von
einfachen Objekten aus O. Dieselbe Notation verwenden wir fiir beliebige ,,abel-
sche Kategorien®.

Beweis. 1. Vermamoduln sind endlich erzeugt, ja sogar zyklisch. Weiter zerfal-
len sie nach 1.4.3 in Gewichtsrdume, genauer haben sie die Zerlegung A(\) =
@D.cr|r+) A(A), mit der Notation |R™) fiir das von " erzeugte Untermonoid
von h*. Da alle diese Gewichtsrdume wieder nach 1.4.3 von endlicher Dimension
sind und da gilt
UOAN, € @B AW
HE|RT)

und da iiberdies (v + |RT)) N (A —|RT)) stets endlich ist, hat die rechte Seite un-
serer Inklusion endliche Dimension und unser Vermamodul ist auch lokal endlich
iber b. Allgemeiner ist das Produzieren alias Koinduzieren

U(g)®u(e) = prod; : b-Mod — g-Mod

nach 1.5.5 ein exakter Funktor und macht h-halbeinfache Moduln zu §-halbein-
fachen Moduln. Da b auflosbar ist, besitzt V' nach dem Satz von Lie oder vielmehr
seinem Korollar [HL] 1.5.6 oder auch einfacheren expliziten Uberlegungen in un-
serer speziellen Situation eine Filtrierung

Oo=WwcVvic...cV,=V

mit eindimensionalen Subquotienten V;/V;_; = C,, fiir geeignete \; € h*. Wir
erhalten so auf prodj V' eine Filtrierung durch die prodi V; mit Subquotienten
prodj C,, = A()\;). DaB prod;] V' lokal endlich ist iiber b, folgert man ganz ana-
log wie bei Vermamoduln.

2. DaB} Quotienten von Objekten aus O wieder in O liegen ist offensichtlich. Um
es fiir Untermoduln zu erhalten miissen wir nur bemerken, dafl jeder Untermo-
dul eines endlich erzeugten U(g)-Moduls endlich erzeugt ist, da ndmlich U(g)
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noethersch ist nach 1.3.31. Um schlieBlich ein beliebiges Objekt M € O als Quo-
tient eines Objekts mit Vermafahne zu schreiben, suchen wir uns einen endlich-
dimensionalen erzeugenden Teilraum V' C M, den wir ohne Beschrinkung der

Allgemeinheit b-stabil annehmen diirfen, und erhalten eine Surjektion prod] V' —
M.

3. Das folgt sofort aus Teil 2, da nach 1.6.25 jeder Vermamodul endliche Linge
hat.

4. Das folgt sofort aus dem bereits bewiesenen Teil 2 des Lemmas.

5. Das einzige Problem ist zu zeigen, daf3 die Mitte auch lokal endlich ist unter b.
Das folgt jedoch mit Teil 4, wenn wir beachten, dal mit Anfang und Ende unserer
Sequenz auch ihre Mitte die in Teil 4 beschriebene Endlichkeitseigenschaft haben
muB.

6. Sind Darstellungen £ und M lokal endlich iiber b beziehungsweise halbein-
fach tiber b, so gilt offensichtlich dasselbe fiir ihr Tensorprodukt. Sind weiter £
und M Darstellungen einer Liealgebra und wird M als Darstellung erzeugt von
einem Teilraum V' C M, so wird offensichtlich £ ® M erzeugt von £/ @ V. Ist
insbesondere M endlich erzeugt und E endlichdimensional, so ist auch & @ M
endlich erzeugt.

7. Das folgt aus Teil 2. Nach 1.6.25 wissen wir ndmlich bereits, daB3 alle Kompo-
sitionsfaktoren von Vermamoduln einfache hochste Gewichtsmoduln sind. O]

Beispiel 3.1.7 (Die Kategorie O im Fall s[(2; C)). Wir untersuchen die Katego-
rie O im Fall g = sl(2; C). Wir arbeiten mit der iiblichen Basis e, h, f wie in
[HL] 1.2.14 und mit h = Ch und b = Ch & Ce. Da alle h-Eigenrdume jedes Ob-
jekts M € O endlichdimensional sind, operiert der Casimiroperator C' = C
darauf lokal endlich und M zerfillt in die direkte Summe seiner Hauptraume
M = @,.c Hau(C|M; a). Wir setzen

O :={M € O| (C — a) operiert lokal nilpotent auf M }

Wir wissen nach 1.6.22, da3 der Casimiroperator auf zwei einfachen Moduln L(\)
und L(u) genau dann durch denselben Skalar a operiert, wenn gilt A = u oder
A = s - u fiir s das einzige nichttriviale Element der Weylgruppe. Wir unterschei-
den drei Fille.

Singulirer zentraler Charakter. Der Fixpunkt —p von (s-) ist das einzige \ €
h* mit (C' — a)A(A\) = 0. In diesem Fall gibt es in ,O nur ein einfaches Objekt
L(—p) = A(—p) und ein beliebiges Objekt M € ,O ist isomorph zu einer di-
rekten Summe von Kopien dieses einfachen Objekts und der von der universellen
Eigenschaft induzierte Morphismus ist ein Isomorphismus prod{(M_,) = M;
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Regulirer nicht ganzer zentraler Charakter. Es gibt zwei Gewichte A # p mit
(C'—a)A(N) = (C — a)A(u) = 0, aber wir haben A\ — o & (R). In diesem Fall
gibt es in ,O genau zwei einfache Objekte L(A\) = A(X) und L(px) = A(p) ein
beliebiges Objekt M € ,O ist isomorph zu einer direkten Summe von Kopien
dieser beiden einfachen Objekte, genauer sind die Gewichtsrdume Ay und M,
stabil unter b und die universelle Eigenschaft koinduzierter Darstellungen liefert
einen Isomorphismus prod (M, & M,,) = M;

Reguliirer ganzer zentraler Charakter. Es gibt zwei Gewichte A # p mit
(C —a)A(N) = (C —a)A(g) = 0und A — o € (R). Dann finden wir n € N
mit {\, u} = {np, —(n + 2)p}. In diesem Fall gibt es in ,O genau zwei einfa-
che Objekte, die einfache endlichdimensionale Darstellung L(np) der Dimension
n + 1 und den einfachen Vermamodul L(—(n 4 2)p) = A(—(n + 2)p). Wir wer-
den in 3.4.12 Aquivalenzen zwischen je zwei dieser Kategorien ,O konstruieren
und konzentrieren uns im folgenden auf den Fall a = 0. Dann hat (O als einfache
Objekte nur die Einsdarstellung L.(0) = C und den Vermamodul A(—2p) und wir
erhalten eine Aquivalenz

00 = {V € Car(q = p,C-Modf) | (V, =V, = V,) =0}

mit der besagten Kategorie aller Darstellungen des oben angedeuteten Kochers
mit zwei Ecken p, ¢ und zwei Pfeilen, indem wir dem Objekt M € (O das Dia-
gramm

My Lt
e

zuordnen. Der quasiinverse Funktor wird dann dadurch gegeben, dal man M, &
M_,, als b-Modul auffat und aus U(g) ®u) (Mo ® M_,,) den von allen Aus-
driicken f®(v,0)—1®(0, fv) erzeugten g-Untermodul herausteilt. Man iiberzeugt
sich im Kdocherbild leicht, daB3 unsere Kategorie bis auf Isomorphismus genau fiinf
unzerlegbare Objekte besitzt: Die ersten vier mag man schematisch schreiben als
C=20,0=2C,C — Cund C « C, wo wir in den letzten beiden Fillen nur
den von Null verschiedenen Pfeil notiert haben. Das Fiinfte dieser unzerlegbaren
Objekte ist C = C? mit in; und pr, als Morphismen. In (O entsprechen diese
fiinf Objekte der Reihe nach den Darstellungen L(0), L(—2p) = A(—2p), A(0),
einem noch nicht besprochenen Objekt V(0) und L(1) ® A(—p). Ein Moglich-
keit, V(0) hier schon zu beschreiben, ist als der Kokern eines und jedes injektiven
Morphismus A(—2p) — L(1) ® A(—p).

Ubungen

Ubung 3.1.8. Der Raum der Homomorphismen zwischen Darstellungen aus O ist
stets endlichdimensional.
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Ubung 3.1.9 (Dualitiit auf O). Seien g D h eine komplexe halbeinfache Lieal-
gebra mit einer Cartan’schen und R™ ein System positiver Wurzeln. Man erin-
nere aus dem Beweis von [HL] 3.5.11, daB es einen Liealgebrenautomorphismus
7:¢g — ggibtmit 72 = id und 7(h) = —h Vh € b, und daB derartige Lieal-
gebrenautomorphismen Chevalley-Involutionen heiflen. Man zeige, dal3 wir fiir
jede Chevalley-Involution zu g D b eine Aquivalenz von Kategorien

d=d, : 05 O°PP

erhalten durch die Vorschrift dM := (M*)[ alias den Raum der h-endlichen Vek-
toren der kontragredienten Darstellung mit der durch 7 getwisteten g-Operation,
in Formeln zf := —f o (7x). Weiter zeige man, dal die kanonische Abbildung
in den Bidualraum fiir alle M € O einen Isomorphismus M — ddM indu-
ziert. Man zeige, da} der natiirliche Homomorphismus £* @ M* — (E ® M)*
fir M € O und E eine endlichdimensionale Darstellung einen Isomorphismus
E*" @ dM = d(E ® M) induziert. Im iibrigen ist auch E*” isomorph zu E, aber
das Auszeichnen eines Isomorphismus bedeutet eine unkanonische Wahl. Man
zeige weiter dimc(dM), = dimg (M), und folgere dL(A\) = L(\).
Ergiinzende Ubung 3.1.10 (V-Moduln und ihre universelle Eigenschaft). Seien
g D b eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen und R*
ein System positiver Wurzeln. Gegeben A € h* und eine Chevalley-Involution 7
setzen wir

V(A) =V.(A\) :=d;A(N)
und erkliren den kanonischen Erzeuger v| € V(\), des hochsten Gewichtsraums
durch v, (vy) = 1 fiir vy € A()), den bereits in 1.4.2 erklirten kanonischen
Erzeuger. Fiir alle M € O folgere man aus 1.4.6, da wir einen Isomorphismus

Homy (M, V(X)) = M7/ 3 pep+ 8-aM3T,

erhalten, indem wir jeden Homomorphismus auf den A\-Gewichtsraum einschrinken
und den durch v, gegebenen Isomorphismus V(\), = C nachschalten. Dadurch
ist das Paar (V(\), v, ) eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus
und héngt insbesondere nicht von der Wahl der Chevalley-Involution 7 ab.

3.2 Zerlegungen der Kategorie O

3.2.1. Ich erinnere an unsere allgemeine Terminologie [NAS] 7.3.1 zur Blockzer-
legung.

Lemma 3.2.2 (Zerlegung nach der Nebenklasse der Gewichte). Fiir A C bh*
setze man Oy :={M € O | M) # 0 = X € A}. So haben wir die Zerlegung

O:@OA
)

A €bh/(R
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Beweis. Gegeben ein Objekt M € O und eine Nebenklasse unter dem Wurzelgit-
ter A € h*/(R) setzen wir My = @, ., M,. Natiirlich sind die M, Unterdarstel-
lungen von M und es gilt M = @, M. Den Rest des Beweises iiberlassen wir
dem Leser. ]

3.2.3. Wir erinnern an das Zentrum Z der universellen Einhiillenden Algebra
U(g), an die Menge Max Z aller maximalen Ideale von Z und an die Abbildung
€ :bh" — MaxZ, A — Annz A()), deren Fasern nach 2.5.5 gerade die Bahnen
unter der dot-Operation der Weylgruppe sind.

Lemma 3.2.4 (Zerlegung nach zentralem Charakter). Fiir y € Max Z setze
man O :={M € O | x"M = 0 fiir n > 0}. So haben wir die Zerlegung

Beweis. Nach 3.1.5.3 hat jedes M € O endliche Linge und alle seine einfachen
Subquotienten sind einfache hochste Gewichtsmoduln. Auf diesen operiert jedoch
das Zentrum durch Skalare. Damit ergibt sich unser Satz als Spezialfall aus dem
Satz iiber die verallgemeinerte Hauptraumzerlegung von Moduln iiber kommuta-
tiven Ringen [KAG] 4.8.1. [

Satz 3.2.5 (Blockzerlegung von O). Gegeben ein Gewicht \ € h* mit Nebenklas-
se X = A+ (R) unter dem Wurzelgitter bezeichne O, = ¢ O N Oy den Schnitt
der zugehorigen Unterkategorien aus beiden vorhergehenden Lemmata 3.2.2 und
3.2.4. So haben wir die Zerlegung

0= 0,

A€hGom

3.2.6. Aus unserer Beschreibung 3.5.2 aller Homomorphismen zwischen Verma-
moduln wird unmittelbar folgen, daB sich die O, nicht mehr weiter in direk-
te Summen von nichttrivialen Unterkategorien zerlegen lassen. Das rechtfertigt
dann auch recht eigentlich erst die Bezeichnung unserer Zerlegung als Blockzer-
legung. Den Block Oy, der die Einsdarstellung enthilt, bezeichnet man auch als
den Hauptblock von O.

Beweis. Die einfachen Isomorphieklassen in ¢(y)O werden reprisentiert von den
L(p) mit p € W - A, der Bahn von A\ unter der zum Fixpunkt —p verschobenen
Operation der Weylgruppe nach [?] ??, und die einfachen Isomorphieklassen in
Oy, werden reprisentiert von den L(z) mit y1 € A. Es reicht demnach zu zeigen,
daB fiir alle A\ € h* der Schnitt von W - X\ und A genau ein p-dominantes Gewicht
enthilt. Dazu dienen die Uberlegungen zur Geometrie von Spiegelungsgruppen.
Die Aussage selber ergibt sich als Korollar 2.6.11. [
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Korollar 3.2.7. Seien g eine halbeinfache komplexe Liealgebra, ) C g eine
Cartan’sche, R™ C R(g,b) ein System positiver Wurzeln und \ € b ein p-
dominantes Gewicht.

1. Die einfachen Objekte von O, werden parametrisiert durch die dot-Bahn
des Gewichts )\ unter seiner ganzzahligen Weylgruppe, genauer haben wir
eine Bijektion Wy - A\ = irr Oy, durch die Vorschrift 1 — L(p);

2. Der Vermamodul A(ws - \) ist einfach.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der ersten Aussage von 2.6.11. Zum Nach-
weis der Zweiten bemerken wir, daB fiir A € b}, ein p-dominantes Gewicht und
x € W5 beliebig nach 2.6.11 gilt

wy - A<z - A< A

Jeder einfache Subquotient von A (ws-\) gehort nun aber zu O, und ist daher nach
unseren Resultaten zur Blockzerlegung 3.2.5 ein einfacher hochster Gewichtsmo-
dul der Gestalt L(x - A\) mit z € W5. Bei A(wy - A\) kommt nun als einfacher
Untermodul nur L(wy - ) in Frage, als da heift, jeder einfache Untermodul unse-
res Vermamoduls ist bereits der Vermamodul selber. [

Ubungen

Ubung 3.2.8. Man zeige, daB fiir jede Chevalley-Involution die zugehorige Dua-
litat auf O die Blockzerlegung erhilt, in Formeln M € Oy = dM € O,.

3.3 Projektive Objekte von O

3.3.1. Wir haben mittlerweile bewiesen, daB ,.fast alle” Vermamoduln einfach
sind. Unser Leitproblem fiir die nichsten Abschnitte ist es, die Kompositionsfak-
toren der iibrigen Vermamoduln zu bestimmen. Dazu wird sich ein vertieftes Ver-
stindnis der Projektiven von O als auBerordentlich hilfreich erweisen. Darunter
verstehen wir projektive Objekte der abelschen Kategorie O, d.h. Darstellungen
P € O derart, dal3 jeder surjektive Homomorphismus M — N zwischen Darstel-
lungen M, N € O eine Surjektion O(P, M) — O(P, N) induziert. Hier erinnere
ich unsere allgemeine Konvention, nach der wir fiir eine Kategorie C und Objekte
M, N € C mit C(M, N) die Menge der Morphismen von M nach N bezeichnen.

Satz 3.3.2 (Projektive Vermamoduln). Seien g eine halbeinfache komplexe Lie-
algebra, iy C g eine Cartan’sche und R C R(g, h) ein System positiver Wurzeln.
So ist fiir jedes p-dominante Gewicht \ € b} der Vermamodul A(\) ein projek-
tives Objekt der Kategorie O.
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Vorschau 3.3.3. Diese hinreichende Bedingung fiir die Projektivitit eines Verma-
moduls aus obigem Satz ist auch notwendig. Wir zeigen das in ??.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dal A(\) projektiv ist in O,, denn der Projektions-
funktor pry : O — O, ist exakt und wir haben

O(A(N), M) = Ox(A(A), pry M)

fiir alle M € O. Nach unseren Erkenntnissen iiber die ganzzahlige Weylgruppe
aus 2.6.11 und iiber die Irreduziblen in O, aus 3.2.7 haben wir fiir M € O, jedoch
M, # 0 = v < \. Nach 1.4.7.1.4.6 liefert also fiir M € O, das Auswerten auf
dem kanonischen Erzeuger vy € A()) einen Isomorphismus Oy(A()\), M) =
M. Da jedoch das Bilden des A-Gewichtsraums ein exakter Funktor ist, folgt aus

diesem Isomorphismus die Projektivitit von A(\). O

Satz 3.3.4. Es gibt in O geniigend projektive Objekte und jedes projektive Objekt
von O besitzt eine Vermafahne.

Beweis. Das folgt sofort aus den zwei priziseren Aussagen 3.3.5 und 3.3.6, die
wir gleich im Anschluf} beweisen. ]

Proposition 3.3.5. Jeder Vermamodul kann eingefiigt werden in eine kurze exakte
Sequenz N — P — A(\), bei der P projektiv ist in O und N eine Vermafahne
besitzt, in der nur Subquotienten A(u) mit 1 > X vorkommen.

Beweis. Gegeben v € h* und M ein b-Modul betrachten wir in M den Untervek-

torrraum
Ty M = @ M,

[y
Sicher ist die Summe aller Gewichtsrdume eine Unterdarstellung von A und
T<~M ist hinwiederum ein Quotient dieser Unterdarstellung nach einem b-stabilen
Teilraum und damit auch ein b-Modul. Wir betrachten nun den Projektionsfunktor
pry : O — O, und bilden fiir » € |R") in O die Darstellungen

Pty = pryprody T<aty prodg Ca

Zusammen mit den natiirlichen Surjektionen bilden sie ein durch die Menge |R™)
indiziertes projektives System, das mit A(\) endet. Wir behaupten, dal P<,,, fiir
v hinreichend groB3 nicht mehr von v abhiingt und dafl das dann ein projektives
Objekt P der gewiinschten Gestalt ist. Genauer stabilisiert unser System bereits,
wenn A\ + v groBer ist als jedes Gewicht aus (W - X\) N (A + (R)), denn die
Kerne der Surjektionen im projektiven System vor Anwenden von pr, haben stets
Vermafahnen und werden unter dieser Bedingung von pr, annulliert. Weiter folgt
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unter dieser Bedingung an v fiir jedes N € O, aus N, # 0 schon i < \ + v. Fiir
beliebiges M € O folgern wir damit kanonische Isomorphismen

Mod®(P<ty, M) Mod®(P<ytr, pry M)

Mod® (T<xty prodz Cy,pry M)
Modb(prodg Cy,pry M)
Mod"(Cy, pry M)

(pry M)

Llilid b

und erkennen so die Projektivitit von P<y4,. Die iibrigen in der Proposition be-
haupteten Eigenschaften sind leicht einzusehen. [

Proposition 3.3.6. Seien M', M" € O. Genau dann besitzt M' & M" eine Ver-
mafahne, wenn sowohl M’ als auch M" eine Vermafahne besitzen.

Beweis. DalB eine direkte Summe von zwei Moduln mit Vermafahne auch eine
Vermafahne besitzt ist offensichtlich. Um die andere Implikation zu zeigen begin-
nen wir mit einem Lemma.

Lemma 3.3.7. Besitzt M € O eine Vermafahne und ist \ ein maximales Ge-
wicht von M und v € M, ein von Null verschiedener Gewichtsvektor, so ist die
Abbildung A(\) — M, vy — v eine Injektion und M /A(N) besitzt auch eine
Vermafahne.

Beweis des Lemmas. Besitzt M eine Vermafahne, so ist M offensichtlich frei als
U(n)-Modul. Das zeigt, daB unsere Abbildung A(X) — M eine Injektion sein
muB. Thr Bild ist offensichtlich U(g)v. Gegeben eine Vermafahne

M=M,>..OM,D>DM,_1D>My=0

von M sei nun ¢ der Index mit v € M; aber v ¢ M; ;. Da A ein maximales
Gewicht von M war, haben wir notwendig U(g)v — M;/M;_; und damit U(g)vN
M;_1 = 0. Also hat M = M /U(g)v die Vermafahne

M=M,>..DM;=M, 1>...O0My=0 O

Um nun die Proposition zu zeigen, wihlen wir einen von Null verschiedenen Vek-
tor v zu einem maximalen Gewicht aus einem der beiden Summanden, sagen wir
aus M’. Dann haben wir offensichtlich M’ & M” = M’ & M" und Induktion
tiber die kleinstmogliche Léinge einer Vermafahne von M beendet den Beweis der
Proposition. O

3.3.8. Wir bezeichnen mit P()\) eine projektive Decke von L()\) in O, als da
heif3t, ein unzerlegbares projektives Objekt mit Quotient L(\). Nach 3.3.4 existiert
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stets solch ein Objekt. Nach [NAS] 7.1.27 ist es eindeutig bis auf nichteindeutigen
Isomorphismus und wir haben

dime Homg(P(X), L)) = 6,

Weiter hat der Kern der offensichtlichen Surjektion P(A) — A(\) nach 3.3.5 und
3.3.6 eine Vermafahne, in der nur Subquotienten A(x) mit > A auftreten.

Satz 3.3.9 (Reziprozititsformel). Die Vielfachheit eines Vermamoduls als Sub-
quotient in einer Vermafahne eines unzerlegbaren Projektiven der Kategorie O
stimmt iiberein mit der Vielfachheit des einfachen Quotienten von besagtem Pro-
jektiven als Subquotient einer Kompositionsreihe von besagtem Vermamodul, in
Formeln

POV : A(]s = [Aw) : L(N)]  VAueb’

3.3.10. Die Reziprozititsformel wurde in diesem Kontext zuerst von Bernstein,
Gelfand und Gelfand bewiesen und wird deshalb meist BGG-Reziprozitit ge-
nannt. Daf} die Subquotienten in einer Vermafahne eines Objekts von Kategorie
bis auf Reihenfolge wohldefiniert sind, kann man entweder aus dem gleich fol-
genden Beweis ableiten oder auch einfacher aus 3.4.10.

Beweis. Nach 3.3.8 haben wir dim¢ Homg(P(X), L(p)) = 05, und damit
dimc O(P(N), M) = [M : L(\)]

fiir alle Objekte M € O. Wegen [A(u) : L(A)] = [V(u) : L(A)] reicht es also, fiir
alle A\, pu die Gleichheit [P(\) : A(u)]a = dimc O(P(N), V(1)) zu zeigen, und
dafiir miissen wir nur fiir alle projektiven Objekte P von O und alle Gewichte p
die Gleichheit

[P : A(p)]a = dime O(P, V()

zeigen. Wir zeigen diese Gleichheit allgemeiner fiir alle Objekte P mit Vermafah-
ne, und zwar durch vollstindige Induktion iiber die Linge einer Vermafahne. Sei
dazu Q — P — A()) eine kurze exakte Sequenz in O. Es reicht zu zeigen, daf3
sie eine kurze exakte Sequenz

O(AN), V() = O(P, V() = O(Q, V(1))

induziert, als da heifit, da die rechte Abbildung hier wie bereits angedeutet ei-
ne Surjektion sein muf3. Um das zu sehen, zeigen wir zunichst, dafl jede kurze
exakte Sequenz V() — E — A(\) in O spaltet. Gilt hier nicht A\ < p, so
liefert die universelle Eigenschaft von Vermamoduln unmittelbar eine Spaltung.
Gilt dahingegen A < pu, so dualisieren wir und sind auch wieder fertig. Fiir die
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mit den langen exakten Ext-Sequenzen vertrauten Leser ist der Beweis damit zu
Ende. Die anderen miissen sich noch iiberlegen, da3 wir durch Bilden des Pushout
E := cok((i,—p)" : Q = (P @ V(u)) zur Einbettung i : () — P und irgend-
einem Morphismus ¢ : ) — V(i) ein kommutatives Diagramm mit exakten

Zeilen
Q <= P — AN

! ! I
V(/L) — F — A()\)

erhalten. Da die untere Zeile spaltet, 1468t sich unser Morphismus ¢ : Q@ — V(u)
in der Tat zu einem Morphismus P — V() ausdehnen. O]

Ubungen

Ubung 3.3.11. Ist P ein projektives Objekt von O und E eine endlichdimensio-
nale Darstellung, so ist auch £ ® P ein projektives Objekt von O.

3.4 Verschiebungsfunktoren

3.4.1. Wir erinnern an die Zerlegung O = ®Aebdom O, aus 3.2.5, in der A iiber
alle p-dominanten Gewichte lduft. Zu dieser Zerlegung gehoren Projektionsfunk-
toren pr, : O — O, und Einbettungsfunktoren iny : Oy — O.

Definition 3.4.2. Gegeben \, i1 zwei p-dominante Gewichte mit ganzer Differenz
i — A € X betrachten wir eine einfache endlichdimensionale Darstellung £ mit
extremem Gewicht ;1 — A und einem ausgezeichnetem Erzeuger des zugehori-
gen Gewichtsraums und definieren den Verschiebungsfunktor von \ nach i,
auf englisch und franzosisch translation functor, als den Funktor

T’l)f O A O'u
M pr#(E ® M)
3.4.3. Die Wahl eines ausgezeichneten Erzeugers des zugehorigen Gewichtsraums
ist nur eine von vielen Moglichkeiten, unseren Funktor bis auf eindeutigen Iso-
morphismus festzulegen. Alternativ konnte man auch £ = L(v) nehmen fiir

{v} = W(u—X)NX", aber mit dieser Wahl erreicht man bei den nun folgenden
Konstruktionen nur schwer denselben Grad von Eindeutigkeit.

Lemma 3.4.4 (Erste Eigenschaften der Verschiebungsfunktoren). Seien \, 1
zwei p-dominante Gewichte mit ganzer Differenz. So gilt:

1. Der Verschiebungsfunktor T% ist exakt;

2. Es gibt Adjunktionen (Tl’), ),
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3. Die Verschiebungsfunktoren vertauschen mit der Dualitdit, wir geben im
Beweis sogar genauer fiir jede Chevalley-Involution eine ausgezeichnete
Isotransformation T o d = d o T% an;

4. Unter unseren Verschiebungsfunktoren T% werden Projektive zu Projekti-
ven.

Beweis. 1. Der Verschiebungsfunktor T# ist exakt als Komposition der exakten
Funktoren T = pr, o(E®) o iny;

2. Wir haben natiirliche Adjunktionen (iny, pry ), (E®, E*®) und (pr,, in,, ). Wei-
ter haben wir T;\L = pr, o(E*®) o in,, wobei wir in £* den Gewichtsvektor aus-
zeichnen, der auf dem in I ausgezeichneten Gewichtsvektor den Wert Eins an-
nimmt. So erhalten wir eine Adjunktion von Funktoren (T%, T/’});

3. Wir denken uns hier eine Chevalley-Involution 7 fest gewéhlt und verstehen
d = d,. Wir haben kanonische Isomorphismen (£ @ M)* = E* @ M* we-
gen dim £ < oo und dann auch d(E ® M) = dE ® dM. Weiter erkldren wir
kanonische Isomorphismen dE = E dadurch, daB wir den eben erklérten ausge-
zeichneten extremen Gewichtsvektor von £* mit dem ausgezeichneten extremen
Gewichtsvektor von E' identifizieren. Mit der offensichtlichen Isotransformation
pr, od = d o pr, erhalten wir dann kanonische Isomorphismen
TAdM pr, (£ ®dM)

pr,(dE ® dM)

pr,d(E® M)

dpr,(E® M) = d(TXM)

Lol Lol

Das zeigt die Behauptung.

4. TIst in der Tat P projektiv in O,, so ist O5(P, ) o Tﬁ = O,(TAP, ) exakt als
Verkniipfung exakter Funktoren und somit ist T4 P projektiv in O,,. [

3.4.5. Wir bezeichnen von nun an mit W, die Standgruppe von A beziiglich der
dot-Operation und W5 die ganzzahlige Weylgruppe von A nach 2.6.2. Bei der
ganzzahligen Weylgruppe kommt es noch nicht einmal darauf an, ob wir diesen
Begriff in Bezug auf die lineare Operation oder in Bezug auf die dot-Operation
verstehen.

Proposition 3.4.6 (Verschieben von Vermamoduln). Seien \, i1 zwei p-domi-
nante Gewichte mit ganzer Differenz A — u € X. So besitzt fiir alle Elemente der
ganzzahligen Weygruppe x € W5 der verschobene Vermamodul TAA(x - \) eine
Vermafahne, in der jeder Vermamodul A(zxy - ) mity € Wy /(Wy NW,) genau
einmal als Subquotient auftritt.
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3.4.71. Zwei Spezialfille verdienen besondere Beachtung: Im Fall W, C W, der
sogenannten Verschiebung auf Winde werden Vermamoduln zu Vermamoduln,
genauer gilt TYA(z-\) = A(z - p). Im Fall W, D W, der sogenannten Verschie-
bung aus Winden hat TAA(x - A) eine Filtrierung mit Subquotienten A(xy - )
fury € Wy/W,.

Beweis. Wir haben nach der Definition T\A(z - \) = pr, (£ ® A(z - A)) fiir
E = L(v) mit {v} = W(u— A) N X", Jetzt brauchen wir ein Lemma.

Lemma 3.4.8. Sei F eine endlichdimensionale Darstellung von g. So hat die Tens-
ordarstellung E ® A(\) eine Verma-Fahne mit Subquotienten A(\ + 1), wobei n
iiber die Multimenge P,,(E) der Gewichte von E mit ihren Multiplizitiiten lduft.

Beweis. Die Tensoridentitidt 1.8.1 liefert uns einen kanonischen Isomorphismus
E ®c prodg C, = prod}(E ®c C,), und jede Filtrierung des b-Moduls £ mit
eindimensionalen Subquotienten induziert eine A-Fahne der gewiinschten Art auf
E® A(N). ]

Insbesondere hat in unserem Fall E® A(z-\) eine Vermafahne mit Subquotienten
A(z - A+ 1), wo i die Multimenge P,(E) der Gewichte von £ durchlduft. Wir
miissen demnach nur fiir alle € P,(£) die drei Implikationen

pr,A(x-A+n)#0 & JyeWymitz-A+n=xy-p

%
dimFE, =1

zeigen. <= und |} sind evident. Wir zeigen nun =-. Gegeben eine beliebige affine
Spiegelungsgruppe YV auf einem affinen euklidischen Raum £ wird fiir beliebi-
ge v,w € F nach [SPW] 1.7.7 der Abstand ||v — zw|| minimal genau fiir die
z € W, fir die v und zw im Abschluf} desselben Alkoven liegen. Lassen wir
speziell W = W5 = W} operieren vermittels der dot-Operation als affine Spie-
gelungsgruppe auf dem affinen euklidischen Raum E = X\ + (R)q tiber dem
angeordneten Korper Q, so liegen A und ;2 im Abschluf3 desselben Alkoven, da
sie beide p-dominant sind. Andererseits sind aber die Gewichte maximaler Linge
von I nach 1.6.31 genau die extremen Gewichte, d.h. die Gewichte auf dem Weyl-
gruppenorbit W (; — ). Nur dann kann also ein Gewicht ) € P,(E) den Abstand
zwischen einem Element aus W5 - A und einem Element aus W5 - i1 iberbriicken,
wenn unser Gewicht 7 extrem ist und die beiden fraglichen Punkte im Abschluf3
desselben Alkoven liegen. Genau dann liegen nun aber x- A und zy - im Abschlufl
desselben Alkoven, wenn es ein z aus der Standgruppe von A gibt mity -y = 2 - ju,
und dann wird ihre Differenz auch in der Tat gerade iiberbriickt durch ein extremes
Gewicht von E, ndmlich durch das Gewicht zz(u — \). O
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[lustration zur Verschiebung aus der Wand: In diesem Fall ergibt sich eine kurze
exakte Sequenz

A(p) = TYAN) = Ay - p)
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3.4.9. Ich erinnere an die Grothendieckgruppe einer abelschen Kategorie [NAS]
?? und an den von einem exakten Funktor induzierten Gruppenhomomorphismus
[NAS] 7.4.5.

Proposition 3.4.10. Die einfachen Moduln, die Vermamoduln und die unzerleg-
baren Projektiven liefern jeweils eine Z-Basis der Grothendieckgruppe von O.

Beweis. Es reicht, die analoge Aussage fiir die Kategorien , O zu zeigen. Die
Einfachen bilden fiir jede lingenendliche Kategorie eine Basis der Grothendieck-
Gruppe, siehe [NAS] 7.4.3. Die Einfachen von , O sind genau die L(\) mit A
aus einer geeigneten endlichen Menge S, genauer der Menge S = £ !(). Die
quadratische Matrix der [A(A) : L(x)] mit A, 1 € S hat Einsen auf der Diagonalen
und obere Dreiecksgestalt bei geeigneter Nummerierung von .S. Mithin ist diese
Matrix invertierbar und das zeigt, daB auch die [A(\)] mit A € S eine Z-Basis von
[O] bilden. Fiir die unzerlegbaren Projektiven argumentiert man genauso, auch
die Matrix [P()) : A(u)]a mit A, p € S hat nach 3.3.8 Einsen auf der Diagonalen
und obere Dreiecksgestalt bei geeigneter Nummerierung von .S. U

Korollar 3.4.11. Seien A\, € b}, zwei p-dominante Gewichte mit ganzer Dif-
ferenz. Gilt Wy C W, so induziert T‘;Tﬁ auf der Grothendieckgruppe [O,] die
Multiplikation mit der natiirlichen Zahl |W, /W,|. Insbesondere wird unter der
Verschiebung Tf; aus der Wand kein von Null verschiedener Modul zu Null.

Beweis. Die Vermamoduln aus O, bilden eine Basis der Grothendieckgruppe
[O,,]. Das Korollar folgt damit aus 3.4.6. O

Satz 3.4.12. Gegeben p-dominante Gewichte \, jn mit ganzer Differenz A\ —u € X
und mit derselben Standgruppe Wy = W, unter der dot-Operation liefert der
Verschiebungsfunktor eine Aquivalenz von Kategorien

TQLSOAE)OH

Beweis. Es reicht zu zeigen, die vermittels einer Adjunktion « erklidrten Abbil-
dungen Isomorphismen

dn M S TOTAM  und  dy : TYTON 5 N

sind fiir alle M € Oy, N € O,. Wir fiihren das nur fiir die Erste unserer beiden
Abbildungen aus. Per defintionem ist &, das Bild der Identitit auf TA M unter
dem durch die Adjunktion gegebenen Isomorphismus

Ou(TAM, THM) = Ox\(M, T)ThM)

Aus TYM # 0 folgt also &y, # 0. Da die Endomorphismen von Vermamoduln
genau die skalaren Vielfachen der Identitit sind, ist nach 3.4.6 mithin &, ein Iso-
morphismus fiir jeden Vermamodul M = A(z - A\) € O,. Dann ist &), auch ein
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Isomorphismus fiir jeden Modul M mit Vermafahne, nach dem Fiinferlemma und
Induktion. Nach 3.1.5.2 ist aber jedes Objekt von O Quotient eines Objekts mit
Vermafahne. Damit ist natiirlich auch jedes Objekt von O, Quotient eines Objekts
von O, mit Vermafahne. Fiir beliebiges M folgt dann die Behauptung vermittels
einer Zwei-Schritte-Auflosung durch Objekte mit Vermafahne und erneuter An-
wendung des Fiinferlemmas. [

Korollar 3.4.13. Seien A\, ;i € b, mit A\ — pp € X und W = W,. So gilt fiir alle
x,y € Wy = W, die Identitiit von Jordan-Hélder-Multiplizititen

A(e-A):Ly-N] = [Ale- ) Liy - )]

Beweis. Wir haben eine Aquivalenz von Kategorien, die A(z - \) auf A(z - i)
abbildet und damit natiirlich auch den eindeutigen einfachen Quotienten auf den
eindeutigen einfachen Quotienten. 0

3.5 Homomorphismen zwischen Vermamoduln

3.5.1. Seien g D h eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra mit einer Cartan’schen
und sei R ein System von positiven Wurzeln.

Satz 3.5.2 (Homomorphismen zwischen Vermamoduln). 1. Jeder von Null
verschiedene Homomorphismus zwischen zwei Vermamoduln ist injektiv;

2. Jeder Vermamodul hat genau einen einfachen Untermodul, und dieser ein-
fache Untermodul ist auch selbst wieder ein Vermamodul;

3. Der Raum der Homomorphismen zwischen zwei Vermamoduln hat hoch-
stens die Dimension Eins;

4. Bezeichne T die stirkste reflexive transitive Relation auf b* derart, daf} gilt
(Sa+A) T Afiiralle N € b* und o € R mit (s, \) < Xalias (A\+p,a”) €
N. Andererseits stehe A(N\) C A(u) fiir die Aussage, daf3 sich A()\) als
Untermodul in A() einbetten lifst. So haben wir

AN CA() & Atp

3.5.3. Bezeichne n™ C g die Summe der Wurzelrdume zu positiven Wurzeln.
Unser Satz kann auch aufgefa3t werden als eine Beschreibung des h-Moduls der
n'-Invarianten in einem beliebigen Vermamodul.
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Beweis. 1. Ist A ein Ring, so ist jeder Homomorphismus des A-Linksmoduls A
in sich selber die Multiplikation mit einem Element von A von rechts. Ist A ein
Integritétsring, so ist folglich jeder von Null verschiedene Homomorphismus des
A-Linksmoduls A in sich selber injektiv. Bezeichne n C g die Summe der Wur-
zelrdume zu nichtpositiven Wurzeln. Wenden wir unsere Erkenntnis an auf die
Einhiillende A = U(n) und beachten, da8 Vermamoduln als Moduln iiber U(n)
isomorph sind zu U(n) selber, so ergibt sich die Behauptung.

2. Jeder Vermamodul ist frei iiber dem Integrititsring U(n) und damit auch tor-
sionsfrei. Fir u € U(n),v € A(\) folgt aus u - v = 0 also schon u = 0 oder
v = 0. Ein einfacher Modul L(\) kann aber nur dann torsionsfrei sein iiber U(n),
wenn er schon selbst ein Vermamodul ist, L(\) = A(\). Insbesondere ist jeder
einfache Untermodul eines Vermamoduls selbst wieder ein Vermamodul. Fiir eine
endlichdimensionale Lie-Algebra n kann es nun aber keine Einbettung

U(n) @ U(n) < U(n)

von U(n)-Linksmoduln geben, denn die Bilder von (1, 0) und (0, 1) unter so einer
Einbettung miiBten fiir geeignetes n € N in US"(n) liegen und wir hitten damit

Einbettungen ‘ . ‘
U='(n) @ US(n) — US""(n)

fiir alle 7 € N im Widerspruch dazu, daB dim U=’(n) nach Poincaré-Birkhoff-Witt
gegeben wird durch ein Polynom in 4, genauer dim U~'(n) = (") fiird = dimn.
Ein Vermamodul kann damit nicht zwei verschiedene einfache Untermoduln be-
sitzen, denn beide miissten Vermamoduln sein und Schnitt Null haben im Wider-

spruch zu unseren Betrachtungen zu Moduln tiber U(n).

3. Bezeichne soc A()) den einfachen Untermodul von A()), d.h. seinen Sockel.
Da nach Teil 1 jeder von Null verschiedene Homomorphismus von Vermamoduln
injektiv ist, verschwindet er auch nicht auf dem Sockel des Ausgangsmoduls. Ge-
geben Vermamoduln A(X) und A(p) folgern wir die dritte Behauptung nun aus
den Inklusionen

O(A(N), A(p)) — O(soc A(N), A(p)) = O(soc A(N),soc A(p))

4. Der Beweis dieser Aussage kann erst nach einigen Vorbereitungen im Anschluf3
an 3.5.19 gegeben werden. [l

Definition 3.5.4. Sei s € S eine einfache Spiegelung. Eine Verschiebung durch
die s-Wand ist ein Funktor
05 : Oy — Oy

der Gestalt 6, = T} T} fiir ein 11 € b, N X auf der s-Wand, d.h. mit W, = (s).
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Vorschau 3.5.5. Wir werden uns spiter iiberlegen, dal} so eine Verschiebung durch
die Wand bis auf natiirliche Aquivalenz nicht von der Wahl der Stelle ;. auf der
Wand abhiingt. Die moglichen p sind iibrigends genau alle ganzzahligen Linear-
kombinationen von fundamentalen dominanten Gewichten, in denen das funda-
mentale dominante Gewicht zu unserer einfachen Spiegelung den Koeffizienten
—1 hat und alle anderen Koeffizienten nichtnegativ sind.

Lemma 3.5.6 (Eigenschaften von Verschiebungen durch Wiinde). Sei s eine
einfache Spiegelung in Bezug auf unser System von positiven Wurzeln R*. So gilt:

1. Jede Verschiebung 0, durch die s-Wand ist ein exakter und selbstadjungier-
ter Funktor, der mit jeder Dualitdit vertauscht;

2. Die von unseren Adjunktionen o : (T(, T}) und w : (T}, T8) induzierten
Transformationen & : id — 04 beziehungsweise w : 0, — id liefern ge-
nau dann von Null verschiedene Abbildungen M — 0,M beziehungsweise
O, M — M, wenn gilt 0,.M # 0,

3. Wir haben dim O(A,0,A) = dim O(0;A, A) = 1 fiir jeden Vermamodul
A aus Oy,

4. Wir haben 0,A(x - 0) = 0;A(xs - 0) fiir alle v € W, und nehmen wir
zusdtzlich x < xs an, so gibt es eine kurze exakte Sequenz

Az -0) = 0;A(x - 0) - A(zs - 0)

Vorschau 3.5.7. Wir werden gleich zeigen konnen, daf die kurze exakte Sequenz
aus 4 nicht spaltet: Sobald wir die Einbettung A(z-0) C A(zs-0) kennen, liefert
die Annahme einer Spaltung nimlich einen Widerspruch zur Aussage von Teil 3.

Beweis. 1. Die entsprechenden Aussagen iiber Verschiebungsfunktoren aus 3.4.4
liefern sofort eine natiirliche Aquivalenz 6, o d = d o 6, und die Existenz von
Adjunktionen (0, ;).

2. Unsere Adjunktionen liefern von Null verschiedene Abbildungen M — 6;M
beziehungsweise 0,/ — M genau dann, wenn gilt T§' M # 0. In der Tat kommen
sie ja her von der Identitit auf T4 M vermittels der Adjunktionsisomorphismen

Hom(T{M, THM) = Hom(M, T)T{M)
Hom(T{M, THM) = Hom(T)TyM, M)

SchlieBlich liefert jedoch die Verschiebung aus der Wand Tg eine Injektion auf
der Grothendieckgruppe nach 3.4.11, und die dort bewiesene Aussage zeigt ge-
nauer 0, M # 0 < THM # 0.
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3. Das folgt mit den Adjunktionen (Tfj, T}) und (T}, T§) daraus, dag Vermamo-
duln auf die Wand geriickt Vermamoduln bleiben.

4. Als aus der Wand geriickter Vermamodul hat 6,A(z - 0) = T)A(x - 1) nach
3.4.6 eine Vermafahne mit Subquotienten A(x-0) und A(xs-0). Diese Vermafah-
ne laBt sich tatsichlich in der behaupteten Weise anordnen, da sie sonst nach 1.4.6
spalten miifite und sich dann eben umsortieren liel3e. [

3.5.8. Ich erinnere an die Bruhat-Teilordnung [SPW] 3.3.2 auf der Weylgruppe.
Sie kann dadurch charakterisiert werden, dal} gegeben eine kiirzestmogliche Dar-
stellung w = s; ... s, eines Elements als Produkt von einfachen Spiegelungen die
Menge {x € W | x < w} mit der Menge aller Produkte von Teilausdriicken x =
Si(1) - - - Si(s) zusammenfillt, fir ss > Ound @ : {1,...,s} — {1,...,r} streng
monoton wachsend. Dal3 jedoch diese Menge nicht von der Wahl der kiirzest-
moglichen Darstellung abhingt und dafl wir so in der Tat eine partielle Ordnung
erhalten, muf} erst einmal bewiesen werden. Aus [SPW] 1.6.11 folgt sogar, da3
jedes z < w unter den reduzierten Teilausdriicken unserer gegebenen kiirzest-
moglichen Darstellung zu finden ist.

Proposition 3.5.9. Bezeichne < die Bruhat-Teilordnung auf der Weylgruppe. So
haben wir fiir alle x,y € W

Alx-0)CAy-0) = x>y

Beweis. Fir diesen Beweis kiirzen wir A(z - 0) = A(x) ab und haben insbeson-
dere A(0) = A(e) fir e € W das neutrale Element. Wir zeigen zunichst die
Implikation < und gehen dazu in mehreren Schritten vor.

1. Nach 1.4.13 gilt A(s) C A(e) fiir alle einfachen Spiegelungen s € S.
2.Firz,y e Wund s € Smitz < zs, y < ys gilt

Alx) C Aly) = A(xs) C A(ys)

Um das zu sehen, wenden wir auf die linke Inklusion den Funktor #, an und
erhalten mithilfe von 3.5.6 ein kommutatives Diagramm

Alx) — 0;A(x) — A(zs)

{ { {
Aly) — 0,A(y) — A(ys)

Wiire hier die rechts induzierte Vertikale die Nullabbildung, so miifite die mittlere
Vertikale iiber A(y) faktorisieren. Da 6, exakt ist, ist jedoch die mittlere Vertikale
injektiv, und wir erhielten auf diese Weise eine Injektion ;A (x) — A(y) und da-
mit eine Injektion von U (n)-Linksmoduln U(n) @ U(n) < U(n). Die aber kann
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es nicht geben, wie wir bereits im Beweis von 3.5.2 gesehen hatten.

3. Fir alle z € W gilt A(x) C A(e). Das folgt aus den ersten beiden Schrit-
ten mit Induktion iiber die Ldange von x. Man kann das aber auch zeigen, ohne
Punkt 2 zu verwenden, indem man die volle Kraft von 1.4.13 ausnutzt, die ja auch
st >x = A(sx) C A(zx) liefert fiir alle einfachen Spiegelungen s € S.

4. Wir zeigen als Zwischenschritt fiir jeden Vermamodul A aus Oy, da$} jede Kom-
position von Abbildungen A — ;A — A verschwindet. Nach dem vorherge-
henden Punkt, und da diese Morphismenrdaume eh hochstens eindimensional sind,
diirfen wir uns hierbei auf den Fall A = A(e) beschrinken. Unsere Adjunktionen
zeigen in diesem Fall, da die Homomorphismenrdume von A(e) oder A(s) nach
0;A(e) = 0;A(s) eindimensional sind, und die Homomorphismenrdume in der
umgekehrten Richtung desgleichen. Die kanonische Abbildung 0,A(e) — A(e)
faktorisiert also iiber die Einbettung A(s) C A(e) und die Komposition von ka-
nonischen Abbildungen A(e) — 6;A(e) — A(e) ist folglich in der Tat Null.

5. Wir zeigen fiir alle z € W und s € S, daB gilt
xs >z = A(zrs) C Ax)

Nach dem vorhergehenden Punkt faktorisiert nimlich die von Null verschiedene
kanonische Abbildung A(zs) — 0;A(zs) tiber den Kern der kanonischen Abbil-
dung O0,A(xs) — A(xs), als da heiBt iiber A(x).

6. Istx = 5159 ... s; eine reduzierte Darstellung von x und haben wir y mity < z,
so gibt es nach unserer Charakterisierung der Bruhatteilordnung 3.5.8 geeignete
t; € {s;,e} mity = tyly...1; und sogar so, daB} die vom neutralen Element e
verschiedenen ¢; eine reduzierte Darstellung von y bilden. Mit 2 und 5 folgern wir
nun induktiv A(sysy...5;) C A(tite ... t;) fir alle q.

7. Die andere Implikation A(x) C A(y) = z > y folgt sofort aus dem anschlie-
Benden Lemma. O]

Lemma 3.5.10. Seien x,y € W. So gilt [A(y-0) : L(z - 0)] #0 <z > v.

Beweis. Wir kiirzen stirker A(x - 0) = A(z) = A, ab und dhnlich P(z - 0) = P,
sowie L(z - 0) = L,. Die Implikation < folgt aus der Implikation < in 3.5.9
alias der Inklusion A, C A, fiir x > y, die ja bereits bewiesen ist. Es gilt noch

= zu zeigen. Gegeben x € W und s € S mit z < xs bemerken wir zunichst
[0sL.s : L;] # 0. In der Tat haben wir ndmlich

O(Axa esLxs) = O(esAxa Lxs) D O(Aacsa Lxs) 7& 0

mit dem letzten Teil von 3.5.6. Ist also z = s. . .t eine reduzierte Darstellung von
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x als Produkt einfacher Spiegelungen, so folgern wir der Reihe nach

0s...0,L, L] #0 = O(A,0s...60,L,)#0
= 000;...0,A., L) #0
= P, ist Summand von 0, ...0,A,
= ([Pr:A))#0=1[6;...0,A.: A)] #0)
= ([P:A)#0=y<x)

In der Tat hatja 6, . ..60,A. eine Vermafahne mit Subquotienten A ., wo z iiber die
Multimenge aller Teilausdriicke des Worts s. .. ¢ lauft. Aus [P, : A,] # 0 folgt
also z > y, und die Reziprozititsformel 3.3.9 liefert die Behauptung. [l

3.5.11. Damit ist 3.5.9 vollstandig bewiesen, als da heiflit, im Hauptblock O, wer-
den die Homomorphismen zwischen Vermamoduln vollstindig kontrolliert durch
die Bruhat-Teilordnung auf der Weylgruppe. Als nichstes behandeln wir allge-
meiner Blocke mit ganzem Parameter und miissen einige kombinatorische Vorbe-
reitungen treffen.

Lemma 3.5.12. Seien R O R ein Wurzelsystem mit einem System positiver Wur-
zeln, (W, S) seine Weylgruppe mit den einfachen Spiegelungen, S, C S eine Teil-
menge der Menge der einfachen Spiegelungen und W, C W das Erzeugnis von
S,. So haben wir:

1. Injeder Nebenklasse aus W /W, gibt es genau einen Repriisentanten kleins-
ter Linge und genau einen Reprdsentanten grofiter Linge. Sie sind auch fiir
die Bruhat-Teilordnung die kleinsten beziehungsweise grofiten Elemente ih-
rer Nebenklasse.

2. Bezeichnet W' C W die Menge der kiirzesten Reprisentanten, so gilt fiir
alle v € W' und y € W, die Formel l(zy) = l(z) + I(y).

Erganzung 3.5.13. Dasselbe gilt analog fiir jedes Coxetersystem (W, S), verglei-
che [SPW] 3.3.13 und [SPW] 3.3.15.

Beweis. Bezeichne R, C R die Menge aller derjenigen Wurzeln, die sich aus den
einfachen Wurzeln zu Spiegelungen aus .S, linear kombinieren lassen. Sicher ist
R, ein Wurzelsystem in dem von ihm aufgespannten Teilraum. Offensichtlich sta-
bilisiert jedes s € S, die Menge R"\R,. Gegeben w € W ist nun R, N (wR™)
ein System positiver Wurzeln in R, und es gibt folglich genau ein v € W, mit
v(R, N (wR™)) = R, N R*. Da die Linge eines Elements nach [SPW] 2.2.15
genau die Zahl der positiven Wurzeln ist, die von ihm negativ gemacht werden, ist
x = vw notwendig das kiirzeste Element der Linksnebenklasse 1W/,w und fiir alle
y € W, gilt [(yx) = l(y) + I(z). Das zeigt die analoge Aussage fiir Linksneben-
klassen. Die im Lemma behauptete Aussage fiir Rechtsnebenklassen folgt durch
Invertieren. ]
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Proposition 3.5.14. Gegeben |1 € b NX ein ganzes p-dominantes Gewicht und
x,y € W kiirzeste Reprdisentanten von Nebenklassen aus W /W, gilt

Alx-p) CAy-p) x>y

Beweis. Um die Implikation < zu zeigen, riickt man die Einbettung A(z - 0) C
A(y - 0) mit T an die Stelle ;. Um die andere Implikation = zu zeigen, folgern
wir aus A(z - 1) C A(y - p) der Reihe nach

Hom(THA(z - O) Ay -p)) #0 wegen THA(z - 0) = A(x - ),
Hom(A(x - 0), T A( w)) # 0 wegen der Adjunktion (T, Tg), und
Hom(A(x - 0), (yu 0)) #0 fiireinu € W, wegen 3.4.6.

Mit dem Hauptblock-Fall 3.5.9 folgt dann x > yu > . [

3.5.15. Gegeben A\ € b}, ist W5 kanonisch isomorph zur Weylgruppe des Wur-
zelsystems Rjy. Das System positiver Wurzeln R N Ry definiert folglich eine
Teilordnung auf W7, die wir ,,die Bruhatteilordnung auf W5 nennen und >3 no-
tieren.

Satz 3.5.16. Gegeben \ € b . und x,y € WS; kiirzeste Reprdsentanten von
Nebenklassen aus W5 /W), gilt mit >5 der Bruhat-Teilordnung auf W die Regel

Alx-N) CAy-A) & >3y

Beweis. Ganz genauso wie der Beweis fiir den bisher behandelten Spezialfall
A € biom N X mit zwei Ausnahmen: Erstens sollten wir uns klarmachen, daf3
es fiir jede einfache Spiegelung s € Wj tatsdchlich ein o € b, N (A + X) gibt
mit W, = (s). Das iiberlassen wir dem Leser. Zweitens benétigen wir fiir jede
einfache Spiegelung s € Wj eine Einbettung A(s - A\) C A(\). Das leistet die
anschlieBende Proposition 3.5.17. [

Proposition 3.5.17. Gegeben A € b* beliebig und s € W eine Spiegelung mit
(s-A) < Agilt A(s- ) C A(N).

Beweis. Zunichst einmal zeigen wir das fiir A ganz und regulir. In diesem Fall
haben wir ja A\ = z - fiir eindeutig bestimmte z € W und ¢ € X N b}, und
es gilt, aus (sz - ) < (z - ) zu folgern sz > z in der Bruhat-Teilordnung. Nun
bedeutet unsere Ungleichung (sz - 1) < (z - p) aber geometrisch gerade, daB
die Spiegelebene L von s den Alkoven B von (z - 1) und den Alkoven A von p
nicht trennt. Mit ?? folgt erst [(sz) > [(z) und dann sz > z wie gewiinscht. Jetzt
behandeln wir den allgemeinen Fall. Hier beruht das Argument auf dem folgenden
Lemma, das wir im Anschluf3 beweisen.
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Lemma 3.5.18. Fiir jedes ganze Gewicht v € X ist die Menge
{reph” | A(t+v)C A1)}

abgeschlossen in b* fiir die Zariski-Topologie.

Daraus folgt dann die Proposition, denn ist sagen wir o die Wurzel zu s und setzen
wir (A+p, @¥) = n, betrachten die Hyperebene H aller 7 € h* mit (7+p, ") =n
und nehmen v = —na, so gilt (s-7) = 7+ v fir alle 7 € H und nach dem schon
Bewiesenen haben wir A(7 + v) C A(7) fiir alle reguldren 7 € X N H. Da diese
jedoch in H Zariski-dicht liegen, folgt diese Inklusion mit 3.5.18 fiir alle 7 € H
und insbesondere fiir \. [

Beweis von Lemma 3.5.18. Gegeben Vektorrdume V, W endlicher Dimension ist
die Menge aller Injektionen sicher Zariski-offen in Hom(V, W) und die Menge
der Nicht-Injektionen folglich Zariski-abgeschlossen. Identifizieren wir alle A(\)
mit dem festen Vektorraum U(n) vermittels ihres kanonischen Erzeugers v, und
ist v € X fest gewdhlt, so wird fiir « € R die Operation eines Elements x,, € g,
eine von \ abhéngige lineare Abbildung

Spa()‘) : U(n)v — U(n)u—i-a

Man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeiten, daf3 wir auf diese Weise eine algebrai-
sche Abbildung ¢, : h* — Hom(U(n),, U(n), ) erhalten. Die A mit A(A+v) C
A(A) koénnen nun beschrieben werden als das Urbild der Nicht-Injektionen unter
der algebraischen Abbildung h* — Hom (U(n),, P, g+ U(n),4a), die jedem
A € b* die Spaltenmatrix der ¢, (\) zuordnet. O

3.5.19. Wir haben nun Satz 3.5.16 vollstindig bewiesen und damit die Homomor-
phismen zwischen Vermamoduln sogar noch expliziter beschrieben als im ein-
gangs formulierten Satz 3.5.2. Der Vollstindigkeit halber miissen wir jedoch auch
noch die dort gegebene Beschreibung ableiten.

Beweis von 3.5.2.4. Wir zeigen also noch
AN) CA(p) < Atp

Die Implikation < ist schon klar nach 3.5.17. Zum Nachweis der anderen Impli-
kation schreiben wir A\ = x - 7und p = y - 7 mit 7 € b}, und z,y € W> und es
reicht, aus x >- y zu folgern (z - 7) 1 (y - 7). Zu zeigen ist also nur, daB fiir eine
Spiegelung s € W- mit I-(sy) > [-(y) gilt (sy - 7) 1 (y - 7). Das folgt jedoch aus
??, angewandt auf die affine Spiegelungsgruppe W C Aff(7 + (R:)q)- O

Satz 3.5.20. Es gilt [A(N) : L(p)] #0 < A1 .
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Beweis. Die Implikation < folgt sofort aus der eben bewiesenen Inklusion von
Vermamoduln A(A) C A(u). Die andere Implikation zeigt man wie ihren Spezi-
alfall 3.5.10. O

Satz 3.5.21 (Verschieben einfacher Moduln auf Winde). Seien gegeben Ge-
wichte \, i € b, mit ganzer Differenz und Wy C W,,. Sei x € W5 der grifite
Reprdsentant aus seiner Nebenklasse in W5 /W . So haben wir

L(x - u) falls x auch der grifite Reprdisentant
Th L(x - \) = aus seiner Nebenklasse in W /W, ist,

0 sonst.

3.5.22. Man kann die Bedingung in Satz 3.5.21 auch geometrischer fassen wie
folgt: Fiir jede Spiegelung auf einem affinen Raum iiber einem angeordneten
Korper betrachtet man die dreiteilige Partition in die zwei offenen Halbrdume und
die Spiegelhyperebene. Gegeben eine affine Spiegelungsgruppe betrachtet man
die grobste Partition des affinen Raums, die feiner ist als diese Partition fiir jede
der Spiegelebenen. Die Stiicke dieser Partition heilen die Facetten unserer affinen
Spiegelungsgruppe. Ist unsere Spiegelungsgruppe endlich und zeichnen wir einen
Alkoven A als dominant aus, so definieren wir zu einer Facette /' ihren oberen

AbschluB £ als R )
F=(Hn () Hin () Hx
HOF HiDF H, DF

wo der Schnitt {iber alle Spiegelhyperebenen H lduft. Dann haben wir fiir beliebi-
ge © € Wj in der Situation des Satzes T L(x - \) = L(z - ) genau dann, wenn
x - i im oberen Abschluf3 der Facette von x - A liegt, fiir die Operation von Wy auf
A + (R5)q- Andernfalls gilt T L(x - ) = 0.

Beweis. Schiebt man einen einfachen Modul auf Winde, so erhilt man einen ein-
fachen Modul oder Null. In der Tat ist jeder einfache Modul das Bild eines Ho-
momorphismus von einem Vermamodul in einen Nablamodul und umgekehrt hat
jeder von Null verschiedene derartige Homomorphismus einfaches Bild. Folglich
kommen fiir T L(x - \) iiberhaupt nur die Alternativen L(z - 1) und 0 in Betracht.
Ist z nicht der grofite Reprisentant seiner Nebenklasse aus 1 /W,,, so finden wir
in dieser Nebenklasse ein y, das noch grofler ist. Da x maximal war in seiner Ne-
benklasse aus W5 /W), folgt (y - A\) # (x - A) und L(x - \) ist ein Quotient des
Kokerns der Inklusion A(y - A) < A(x - A). Beim Verschieben auf die Winde
wird diese Inklusion jedoch nach 3.4.6 eine Inklusion von einem Vermamodul in
sich selber, folglich muf3 ihr Kokern bei diesem Verschieben sterben. Es bleibt
damit nur zu zeigen, daf} diejenigen einfachen Moduln, denen das vorhergehen-
de Argument eine Uberlebenschance einrdumt, auch tatséichlich die Verschiebung
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Die eingekringelten Punkte aus der Bahn von A unter der dot-Operation der
Weylgruppe zeigen die Gewichte = - A mit T L(z - \) = 0, bei denen eben ,,von
der Seite der positiven Weylkammer her auf die Wand geriickt wird*. Die Pfeile
deuten dahingegen an, auf welche Einfachen in der Wand die anderen Einfachen

auBerhalb der Wand geschoben werden.
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auf die Wand iiberleben. Mithilfe der Vermamoduln erkennt man jedoch, daf} das
Verschieben eine Surjektion T : [O0,] — [O,] auf den Grothendieckgruppen
liefert. Das zeigt, da3 in der Tat die iibrigen Einfachen alle am Leben bleiben
miissen. ]

Korollar 3.5.23. Seien \, ;1 € b}, mit A\ — p € X und Wy C W,. So gilt fiir
alle v,y € Wy = W mit y maximal in seiner Nebenklasse yW, die Identitiit von
Jordan-Holder-Multiplizititen

[A(z - A) : Ly - M = [A(z - p) : Ly - p)]

Beweis. Der Verschiebungsfunktor T% ist ein exakter Funktor, der A(z - \) auf
A(x- ) abbildet, einfache Objekte auf einfache Objekte oder auf Null, das Objekt
L(y - A) auf L(y - ), und kein nicht zu L(y - A) isomorphes einfaches Objekt von
O auf L(y - p). O

3.5.24. Wir sehen insbesondere, da3 wir aus den Multiplizitdten der Vermamo-
duln im Hauptblock bereits die Multiplizititen aller Vermamoduln mit ganzem
hochsten Gewicht herleiten konnen.

3.5.25 (Multiplizititen im subgenerischen Fall). Sei A € b gegeben derart,
daf} seine ganzzahlige Weylgruppe genau zwei Elemente hat, sagen wir Wy =
{e, s}, und die Standgruppe von A trivial ist, in Formeln s - A # \. So haben wir
nach 3.5.2 eine kurze exakte Sequenz

As - A) = A(N) = L(\)

Wegen A(s-A) = L(s- A) nach 2.6.12 liefert diese Sequenz bereits alle Multipli-
zititen von Vermamoduln im Block O,.

3.5.26 (Einige weitere Multiplizititen). Wir erinnern unsere Notation A, =
A(z - 0) und betrachten den Isomorphismus A : ZW = [Oy], der gegeben wird
durch z — [A,] fiir € W. Unsere Formeln 3.5.6 fiir die Verschiebung von Ver-
mamoduln durch die Wand zeigen 6,0 A = Ao (-(1 + s)) fiir jede einfache Spie-
gelung s € W. Wir erkldren nun C, € ZW durch die Vorschrift A(C,) = [P,]

alias
Coi=Y [Pa:Aay

yeWw
Aus der Reziprozititsformel und unseren Erkenntnissen iiber Homomorphismen
von Vermamoduln folgt [P, : A.Ja > 1und [P, : A.]n = 1. Wir wissen,
daB 6, P, projektiv ist, also 6,FP, = @zew Pz@m(z) fiir geeignete Vielfachheiten
m(z) > 0. Es folgt C,(1 +5) = >,y m(2)C; mit m(z) > 0. Besitzt nun W
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genau zwei einfache Spiegelungen s und ¢, so betrachten wir im Gruppenring die
Elemente D, := > _ v und finden durch elementare Rechnung

y<z
2D, falls xs < x;
D,(1+s)=1< D;s+ D, fallsxzs> xundz # e;
D, falls x = e oder x = ¢.

Im Fall sts = tst alias g = sl(3;C) iiberzeugt man sich nun leicht, da} wir
notwendig C, = D, erhalten und damit

) | 1 fallsy > x;
At Ly] = { 0 sonst.

In derselben Weise erhilt man im Fall einer beliebigen halbeinfachen Liealgebra
fiir ein p-dominantes Gewicht A mit |IW5| < 6 und beliebige u, v € W5 - A die
Multiplizititen

1 fallsv 1 p;

0 sonst.

AG) : L) = {

Im allgemeinen liegen die Verhiltnisse jedoch nicht so einfach, wie im weiteren
ausgefiihrt werden soll.
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4 Kazhdan-Lusztig-Theorie

4.1 Iwahori-Hecke-Algebra

4.1.1. Gegeben G' D B eine Gruppe mit einer endlichen Untergruppe konnen wir
im Gruppenring ZG mit der Konvolution * als Multiplikation die additive Un-
tergruppe H (G, B) der B-Biinvarianten betrachten. Eine Z-Basis dieser Unter-
gruppe bilden die charakteristischen Funktionen der B-Doppelnebenklassen. Die
Untergruppe H (G, B) C ZG ist zwar abgeschlossen unter der Konvolution, be-
sitzt jedoch im allgemeinen in Bezug auf diese Multiplikation kein Einselement.
Um das zu korrigieren fithren wir auf 7 (G, B) eine neue Multiplikation ein durch
die Vorschrift

[*pg:i= ﬁ(f*g)

und erhalten so einen Ring mit der charakteristischen Funktion von B als Einsele-
ment, die sogenannte Hecke-Algebra zu G O B.

4.1.2 (Ursprung der Terminologie). In ?? werde ich diskutieren, wie man diese
Konstruktion auf den Fall einer beliebigen Untergruppe B verallgemeinern kann,
und inwiefern gewisse Erzeuger der Hecke-Algebra zu GL(2;R) D GL(2;Z)
dann gerade den Operatoren entsprechen, die Hecke in die Theorie der Modulfor-
men eingefiihrt hat und denen unsere Hecke-Algebra ihren Namen verdankt.

4.1.3. Bezeichne F, den endlichen Korper mit ¢ Elementen. Wir interessieren uns
fiir den Fall der endlichen Gruppe G = GL(n;F,) mit der Untergruppe B der
oberen Dreiecksmatrizen. Nach [LA1] ?? ist GG die disjunkte Vereinigung der B-
Doppelnebenklassen zu Permutationsmatrizen, in Formeln

GL(n;Fy) = | | BwB

wESn

Die charakteristischen Funktionen 7}, der Doppelnebenklassen Bx B fiir x € S,
bilden folglich eine Z-Basis der Hecke-Algebra H = H(G, B). Bezeichne I(z)
die Zahl der Fehlstinde alias die Lange der Permutation = in Bezug auf die Men-
ge S der Transpositionen benachbarter Elemente, die genau die einfachen Spie-
gelungen sind in Bezug auf das durch B gegebene System positiver Wurzeln. Wir
behaupten fiir die Multiplikation x5 in dieser Heckealgebra, die wir von nun an
einfach durch Hintereinanderschreiben notieren, die Formeln

T, T, = T, falls [(z) + l(y) = l(xy);
T? = qT.+ (q—1)T, fiir s von der Linge [(s) = 1.

s

In der Tat kennen wir aus Ubung [LLA2] 5.2.7 fiir die Kardinalititen der Doppelne-
benklassen die Formel |BxB| = ¢!®|B|. Fiir z, y mit [(z) + I(y) = [(zy) liefert

111



X X
X X

K

/&
\

Die Untergruppe B U BsB im Fall der Transposition benachbarter Elemente
s = (2,3) in der GL(6).
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die Multiplikation BxB x g ByB — G sicher eine Abbildung, deren Bild BxyB
umfalt. Ein Vergleich der Kardinalititen zeigt dann, dal3 sie sogar eine Bijektion
mit BxyB liefern muB, und das zeigt die erste Formel. Ist s € §,, von der Linge
I(s) = 1, also die Vertauschung zweier benachbarter Elemente von {1, ..., n}, so
erkennt man leicht, da B LI BsB eine Untergruppe ist, namlich die Untergrup-
pe aller invertierbaren Block-obere-Dreiecksmatrizen mit lauter (1 x 1)-Blocken
aber einem (2 x 2)-Block auf der Diagonalen, und daB diese Untergruppe genau
(q¢+1)|B| Elemente hat. Es folgt (T +T,) * (T, +T.) = (¢+1)|B|(Ts + T.) und
in der Hecke-Algebra mit dem neutralen Element 1 = T, gilt folglich (7, +1)? =
(q+ 1)(T, + 1) alias T? = (¢ — )T} + q.

Vorschau 4.1.4. Haben wir allgemeiner eine zusammenhédngende reduktive al-
gebraische Gruppe iiber dem endlichen g-elementigen Korper I, mit einer Bo-
rel’schen und bezeichnet G O B die zugehdrigen endlichen Gruppen [F-wertiger
Punkte, so gilt das Vorhergehende entsprechend, sobald wir in unserer Borel’schen
eine Cartan’sche wihlen und statt mit S,, allgemeiner mit der zugehorigen Weyl-
gruppe W und der darauf durch die Borel’sche festgelegten Lingenfunktion arbei-
ten. Die Elemente der Linge Eins heiflen in dieser Allgemeinheit die ,,einfachen
Spiegelungen®.

Lemma 4.1.5 (Universelle Strukturkonstanten). Fiir die symmetrische Gruppe
W = S,, mit dem System einfacher Spiegelungen S = {(i,1+ 1) | 1 <i < n}
gibt es eindeutig bestimmte Polynome c; , im Polynomring Z[q] derart, daf3 bei
Einsetzen einer beliebigen echten Primzahlpotenz fiir q in unserer Hecke-Algebra
aus 4.1.3 gilt

TxTy = Z Ci,y(Q)Tz

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar und nur die Existenz ist noch zu zeigen. Ist
y = s eine einfache Spiegelung, so haben wir 7,7, = T, falls xs > z und
T, T, = ToT? = qT,s + (¢ — 1)T, falls s < x und die Existenz ist auch
klar. Im allgemeinen schreibe man T, = T ... T, fir y = s...r eine reduzierte
Darstellung. [

Satz 4.1.6 (Iwahori-Hecke-Algebra fiir S,)). Fiir die symmetrische Gruppe W :=
S,, mit dem System einfacher Spiegelungen S := {(i,1+ 1) | 1 < i < n} gibt
es auf dem freien Modul @, ., Z[q|T, iiber dem Polynomring Z[q| zur Basis W
genau eine assoziative 7|q)-bilineare Verkniipfung derart, dafs gilt

.7, = Ty falls [(z) + U(y) = l(zy);
T? = qT.+ (¢q— 1T, fiirseS.

s

Beweis. Die Eindeutigkeit scheint mir offensichtlich. Um die Existenz einer der-
artigen Verkniipfung zu zeigen, mag man schlicht eine Verkniipfung definieren
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durch die im vorhergehenden Lemma 4.1.5 eingefiihrten Polynome ¢ , vermit-
tels der Vorschrift
T.T,=Y ¢,T.

Das einzige Problem ist der Nachweis der Assoziativitit der so erkldrten Verk-
niipfung. Unser freier Z[q|-Modul mit Verkniipfung 148t sich jedoch durch Spe-
zialisieren von ¢ zu allen echten Primzahlpotenzen einbetten in das Produkt aller
zuvor betrachteten konkreten Hecke-Algebren aus 4.1.3. In der Tat ist das Produkt
dieser Spezialisierungsabbildungen injektiv, da jedes Polynom nur endlich viele
Nullstellen hat. Da alle konkreten Hecke-Algebren assoziativ sind, muf} das auch
fiir unsere Iwahori-Hecke-Algebra gelten. [

Satz 4.1.7 (Iwahori-Hecke-Algebra eines Coxetersystems). Gegeben ein Coxe-
tersystem (W, S) gibt es auf dem freien Modul @, Z[q]T, iiber dem Polynom-
ring Z[q| zur Basis W genau eine assoziative Z|q|-bilineare Verkniipfung derart,
daf gilt

.7, = T, falls [(z) + U(y) = l(zy);
T2 = ¢T.+(¢— VT, firsesS.

4.1.8. Die durch unseren Satz erklirte Z[q|-Ringalgebra heifit die Hecke-Algebra
oder ausfiihrlicher Iwahori-Hecke-Algeba unseres Coxetersystems. Wir verwen-
den dafiir die Notation
HW.S) = D ZlIT.
zeW

Beweis. Diese Verallgemeinerung von 4.1.6 zeigt man im Fall einer Diedergruppe
S = {s,t}, indem man auf dem freien Z[q]-Modul &, ,,, Z[q]T,, Endomorphis-
men (75-) und (7}-) sowie (-7s) und (-7}) erkldrt durch

{ Ty falls sz > x;

(Ty) : Ty —

Ty + (¢ — )T, falls sz < z,

und analoge Regeln in den drei anderen Fillen. Dann priift man durch explizite
Rechnung, dafl (75-) und (7}-) mit (-7%) und (-7}) jeweils kommutieren. Die En-
domorphismen unseres freien Z[g|-Moduls, die mit (-7) und (-7;) kommutieren,
bilden dann offensichtlich eine Ringalgebra mit den behaupteten Eigenschaften.
Im allgemeinen betrachtet man die von den in derselben Weise definierten En-
domorphismen (7-) von €, .y, Z[q]T. und folgert aus dem bereits behandelten
Diederfall, dal} sie die Zopfrelationen erfiillen. Da man nun nach [SPW] 3.2.5
zwischen je zwei reduzierten Darstellungen ein und desselben Elements einer Co-
xetergruppe mit Zopfrelationen hin- und hergehen kann, folgert man leicht, daf3
die von diesen Endomorphismen erzeugte Unterringalgebra die behaupteten Ei-
genschaften besitzt. ]
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Erganzung 4.1.9. Gegeben ein Coxetersystem (17, S) und ein Kring R und eine
Abbildung S — R, s — g5 mit der Eigenschaft, daB gilt ¢, = ¢, falls £s ungerade
Ordnung hat, gibt es auf dem freien Modul &, RT,, iiber dem Kring R zur
Basis W genau eine assoziative ?-bilineare Verkniipfung derart, da} gilt

T, T, = T, falls I(x) + I(y) = l(xy);
T2 = ¢T.+ (¢s— 1T, firseS.

Der Beweis bleibt mutatis mutandis derselbe. Meist wihlt man R = Z[Q), g] und
spricht dann von Hecke-Algebren mit verschiedenen Parametern.

4.1.10 (Varianten der Hecke-Algebra). Vielfach betrachtet man statt der im vor-
hergehenden Satz erklédrten Hecke-Algebra

H=HW.5) = D ZlT:

zeW

Varianten mit nach Z[q, ¢~'] oder sogar nach Z[q'/?, ¢~'/?] erweiterten Skalaren
und bezeichnet diese Algebren mit demselben Buchstaben 7. Der Ausdruck ¢'/2
meint in diesem Zusammenhang nur ein formales Symbol, dessen Quadrat ¢ sein
soll. Wir fiihren stattdessen ein neues Symbol v ein mit v=2 = ¢ und bezeich-
nen den Ring der Laurentpolynome in v mit £ = Z[v,v~'] und arbeiten also in
Formeln ausgedriickt meist mit der Algebra

H=HW,S)= EB Zlv, v T, = Zv,v™ "] Qg (@ Z[q]Tx>

zeW

Das Tensorieren ist dabei beziiglich der Einbettung Z[q] — Z[v,v"!] mitq > v 2
gemeint und ganz rechts steht unsere Hecke-Algebra aus 4.1.7.

4.1.11 (Beschreibung der Hecke-Algebra durch Erzeuger und Relationen).
Die Hecke-Algebra H(W,S) zu einem Coxetersystem (W, S) vom Schlufl der
vorhergehenden Bemerkung 4.1.10 kann mit der Abkiirzung ¢ = v~2 und der Ter-
minologie aus [NAS] 3.7.2 auch beschrieben werden als die £-Ringalgebra mit
den Erzeugern {T}.cs, den quadratischen Relationen (7 + 1)(7s — ¢) = 0 so-
wie den sogenannten Zopf-Relationen 7,7 ...Ts = T;T ... T; beziechungswei-
se T\iTs ... T, = T,T,T;...T; wenn gilt st...s = ts...t beziechungsweise
sts...t =tst...sfirs,t € S. Das folgt ohne Schwierigkeiten aus der Erkennt-
nis [SPW] 3.2.5, dal man zwischen je zwei reduzierten Darstellungen ein und
desselben Elements einer Coxetergruppe mit Zopfrelationen hin- und hergehen
kann.
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4.2 Kanonische Basis der Hecke-Algebra

4.2.1. Seien (W, S) ein Coxetersystem, [ : W — N die zugehorige Lingenfunk-
tion und < die Bruhat-Teilordnung auf V. Insbesondere bedeutet x < y also
x <y, x #y. Bezeichne £ = Z[v,v~!] den Ring der Laurentpolynome iiber Z in
einer Variablen v. Auf dem freien £-Modul

H=HWS) =P LT,

zeW

iiber W gibt es nach 4.1.11 genau eine Struktur einer assoziativen £-Algebra mit
T.T, = Ty, falls I[(z) + I(y) = l(zy) und T? = v2T, + (v=? — 1)T fiir alle
s € S. Diese assoziative Algebra H nennen wir im folgenden die Hecke-Algebra
von (W, S). Sie ist unitir mit Eins-Element 7., wir schreiben auch oft 7, = 1.

4.2.2. Die Hecke-Algebra kann in leichter Abwandlung von 4.1.11 auch beschrie-
ben werden als die unitiire assoziative £-Algebra mit den Erzeugern { H,} g fiir
H, = vT}, den quadratischen Relationen

(Hy +v)(Hy, —v™ ') =0 alias H>=1+ (v ' —v)H,

sowie den sogenannten Zopf-Relationen H H; ... Hy; = H,H, ... H; beziehungs-
weise H,H,H, ... H, = HiH,H, ... H; wenn gilt st...s = ts...t beziehungs-
weise sts...t = tst...s fir s,t € S. Alle Hy sind invertierbar, genauer priift
man leicht die Formel

H'=H,+(v—v1)

4.2.3. Wir arbeiten von nun an mit H, = v T,. Sicher gilt auch H,H, = H,,
falls [(x) + I(y) = [(xy). Mit den H, sind also auch alle H, Einheiten in H.
Wir konnen involutive alias selbstinverse Ringautomorphismen a,b : H — H
definieren durch die Regeln

a(v) =—v,  a(H,) = (-1)VH,
b(v) = —v~t, b(H,) = H,.

Wir konnen weiter involutive Ringantiautomorphismen 6,7 : H — H erkldren
durch die Regeln

S(v)y=v"t,  6(H,) =H]!,

i(v) = v, i(Hy) = Hy—1.
Diese vier Involutionen kommutieren paarweise und definieren mithin eine Ope-
ration von (Z/27)* auf H, die fiir nichtkommutatives W sogar treu ist. Insbeson-
dere ist d = id : H — H ein involutiver Automorphismus von #, die sogenannte
Dualitiit. Indem man H, als ein Produkt von Hg mit s € S schreibt, priift man
leicht

d(H,) € H,+>» LH,

y<x
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Die Dualitdt d spielt in der Theorie der Kazhdan-Lusztig-Polynome eine funda-
mentale Rolle. Wir schreiben oft d(H) = H, es giltalso7 = v~"' und H, =
(H,-1)"'. Wir nennen H € H selbstdual, wenn gilt H = H.

Satz 4.2.4. Sei (W,S) ein Coxetersystem. Fiir alle x € W gibt es genau ein
selbstduales H , € H mit der Eigenschaft

H, e H,+ ZUZ[U]Hy

Yy

4.2.5. In [KL79] wird unser H, mit C), bezeichnet. Kazhdan und Lusztig arbeiten
mit der Variablen ¢ = v~2 und mit der £-Basis der T,. Wir werden gleich se-
hen, da} die H , eine £-Basis der Heckealgebra bilden. Sie heif3t die kanonische
selbstduale Basis oder kurz kanonische Basis.

4.2.6 (Die Kazhdan-Lusztig-Vermutungen). Seien g O h eine halbeinfache
komplexe Liealgebra und R ein System positiver Wurzeln. Ebenfalls in [KL79]
wird die Vermutung ausgesprochen, daf} unsere Elemente

Cot= ) [Pa:AJay=) [A:Lajay

yew yew

des Gruppenrings ZW aus 3.5.26, die die Jordan-Holder-Multiplizitdten der Ver-
mamoduln beschreiben, die Bilder der kanonischen Basis der Heckealgebra unter
dem durch v — 1 gegebenen Ringhomomorphismus H — ZW sind, in Formeln
H, — C, bei v — 1. Das ist mittlerweile bewiesen und ich will im weiteren
Verlauf dieser Vorlesungen einen Beweis vorstellen.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit folgen sofort aus den beiden anschlie-
Benden Lemmata 4.2.7 und 4.2.8. Alternativ kann man das Theorem auch aus der
sehr allgemeinen Proposition ?? folgern. [

Lemma 4.2.7. Es gibt fiir alle x € W ein selbstduales H, € H mit H, €
H, + qu vZ[v]|H,.

Beweis. Wir wissen ja schon, daB gilt H, = H;! = H, + (v — v™!) fiir alle
s € S. Insbesondere ist H, + v selbstdual, und sobald wir die Eindeutigkeit der
H , gezeigt haben, konnen und werden wir H 4+ v mit H _ abkiirzen. Die Rechts-
multiplikation von (H; + v) auf H wird beschrieben durch die Formeln

H,, +vH, falls xs > x;
H,,+v'H, fallsxs < x.

H,(Hs+v)= {

Wir zeigen nun das Lemma durch Induktion iiber die Bruhat-Teilordnung. Sicher
konnen wir die Induktion mit /, = H, = 1 beginnen. Sei nun x € W gegeben
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und sei die Existenz von H, bekannt fiir alle y < z. Falls = # e finden wir s € S
mit zs < z und nach Induktionsvoraussetzung gilt

ﬂxs(‘HS + U) = Hl" + Z hyHy

y<zx

fur geeignete h, € Z[v]. Wir bilden

ﬂ:}c —st+v Zh

y<zx
und unsere Induktion lauft. [
Lemma 4.2.8. Fiir H € ) vZ[v|H, folgt aus H = H schon H = 0.

Beweis. Sicher gilt H, € H, + Zy < LH , fir H, wie in der schon gezeigten
Behauptung 4.2.7 und folglich H, € H, + Zy@ LH, fiir alle x € W. Schreiben
wir nun H =} h,H, und wahlen z maximal mit h, # 0, so folgt aus H = H
schon h, = h, im Widerspruch zu h, € vZ[v]. Das zeigt die Behauptung und das
Lemma ist bewiesen. [

Definition 4.2.9. In einer abelschen Gruppe F mit Involution d bezeichne E* C
E die Untergruppe der selbstdualen Elemente E™ := {e € E | de = e}.

Proposition 4.2.10. Die selbstdualen Elemente der Hecke-Algebra bilden einen
freien Modul H™ iiber Lt = Z[(v + v™')] mit Basis H, mit v € W. Als Algebra
iiber LT wird H* erzeugt von den H_mit s € S.

Beweis. Offensichtlich bilden die H , eine £-Basis von H, und > _ h, H , ist selbst-
dual genau dann, wenn alle /,, es sind. Die induktive Konstruktion der H , zeigt
sogar, daf alle H, in der Z-Unteralgebra von H liegen, die von den H, mits € S
erzeugt wird. 0
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6 Die Vorlesung Darstellungstheorie im SS 16

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen.

19.4 Beginn der Darstellungstheorie endlicher Gruppen nach [NAS] 1.1, aber
nicht Darstellungen als Multikategorie [NAS] 3.8.3. Darstellungen als Mo-
duln iiber dem Gruppenring [NAS] 1.2, aber nicht freie abelsche Gruppen
mit Involution [NAS] 1.2.10.

22.4 Satz von Jordan-Holder fiir Moduln [NAS] 2.2.13. Halbeinfache Moduln
[NAS] 2.3. Isotypische Anteile [NAS] 2.3.8 und Sockel. Dichtesatz von Ja-
cobson [NAS] 3.3.1.

26.4 Lemma von Schur [NAS] 3.2.1. Nicht Darstellungen von Produkten. Satz
von Maschke [NAS] 4.1.1. Diskrete Fouriertransformation [NAS] 4.2.3.
Spuren in Algebren [NAS] ??. Charaktere und Charakter-Projektor-Formel
[NAS] 4.2.19.

28.4 Orthogonalitétsrelationen fiir Charaktere [NAS] ??, [NAS] ??, [NAS] 4.3.10
und Matrixkoeffizienten [NAS] ??. Dimension einfacher Darstellungen [NAS]
4.4.2. Inverse Fouriertransformation und Matrixkoeffizienten [NAS] 2?.

3.5 Einfache Darstellungen von Produkten [NAS] 3.4.3. Haar’sche Malle als
Radonmale auf lokal kompakten Hausdorffgruppen [TM] 4.3.3 ohne Be-
weis. Charaktere der einfachen endlichdimensionalen stetigen Darstellun-
gen Orthonormalsystem in den Klassenfunktionen, mit dichtem Erzeugnis
in der Topologie der gleichmiBigen Konvergenz [TM] 4.9.15, beides noch
ohne Beweis.

10.5 Orthogonalitétsrelationen fiir Matrixkoeffizienten [TM] ?? und Charaktere
[TM] 4.9.15 auf kompakten Hausdorffgruppen.

12.5 Untergruppen als Untermannigfaltigkeiten [ML] 1.2.3. Deren Tangential-
raum und die Exponentialabbildung [ML] 1.2.11. Beispiele O(n) und SL(n; R).
Angefangen mit dem Kommutator auf dem Tangentialraum.

24.5 Lie-Algebra einer Matrix-Liegruppe [ML] 1.3. Adjungierte Darstellung [ML]
1.3.3. Lie-Algebren von Schnitten. Einparameteruntergruppen [ML] 1.4.3,
[ML] 1.4.5. Homomorphismen von Matrix-Liegruppen [ML] 1.4.10. Noch
nicht gezeigt, dall das Differential mit der Lieklammer vertraglich ist.

31.5 Vertriglichkeit von Differential und Lie-Klammer. Ableiten von Darstel-
lungen. Ableiten der adjungierten Darstellung. Verflechtungsoperatoren fiir
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Liegruppen und Liealgebren. Unterdarstellungen fiir Liegruppen und Lieal-
gebren. Einfache Darstellungen von Liegruppen und Liealgebren.

2.6 Einfache Darstellungen von SU(2), SO(3) und s((2; C) nach [ML] 2.3.2,
[ML] 2.3.5, [ML] 2.3.9. Klassifikation der kompakten zusammenhingen-
den Liegruppen nach [ML] 5.5.3 ohne Beweis. Beispiele niedrigen Ranges,
noch nicht U(n).

7.6 Ausfiihrlich U(n) besprochen, mit maximalen Tori, Weylgruppe, Wurzel-
system, nach [ML] 5.5.2 und [ML] 5.5.6. Geometrie endlicher Spiegelungs-
gruppen nach [SPW] 1.6.1, insbesondere frei transitive Operation auf der
Menge der Alkoven und erzeugt von Spiegelungen an den Winden eines
festen Alkoven. Klassifikation einfacher Darstellungen durch hochstes Ge-
wicht begonnen.

9.6 Klassifikation durch das hochste Gewicht [ML] 5.8.5, Surjektivitit steht
noch aus. Weyl’sche Integrationsformel [ML] 5.10.1 ohne Beweis.

14.6 Weyl’sche Formeln bewiesen bis auf Dimensionsformel und Integrations-
formel. Klassifikation durch das hochste Gewicht beendet.

16.6 Dimensionsformel und Integrationsformel bewiesen.

21.6 Einfache, einfache, halbeinfache, reduktive Liealgebren [HL] 1.1.18. Lie-
algebren kompakter Liegruppen reduktiv. Universelle einhiillende Algebra
[DHL] 1.3.

23.6 Struktur halbeinfacher komplexer Lie-Algebren. Cartan’sche und ihr Be-
zug zu maximalen Tori, Wurzelsystem, Wurzelraumzerlegung, Weylgrup-
pe. Verma-Moduln, speziell im Fall s[(2; C). Frei iiber U(n). Noch nicht:
Eindeutiger einfacher Quotient, universelle Eigenschaft.

28.6 Eindeutiger einfacher Quotient, universelle Eigenschaft von Verma-Moduln.
Kostant’sche Partitionsfunktion. Endlichdimensionale Darstellungen. Casimir-
Operator begonnen.

30.6 Casimir-Operator, Kostant’sche Charakterformel [DHL] 1.6.27, Weyl’sche
Charakterformel nocheinmal bewiesen.

5.7 Vermamoduln und Hauptseriendarstellungen. Harish-Chandra-Isomorphismus,
noch ohne Injektivitdt und Surjektivitit. Chevalley-Isomorphismus noch oh-
ne Beweis, aber Beispiel gl(n; C).

7.7 Herleitung des Chevalley-Isomorphismus und des Harish-Chandra-Isomor-
phismus.
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12.7

14.7

19.7

21.7

Zentrale Charaktere, einfache Verma-Moduln, Kategorie O. Noch nicht den
interessanten Fall von Beispiel s[(2; C) behandelt.

Hauptblock von O im Fall s[(2; C) als Darstellungen von Kocher. Block-
zerlegung von O. Projektive Vermamoduln, Existenz von genug Projektiven
mit Vermafahne.

Verschiebungsfunktoren, deren Effekt auf Vermamoduln, Aquivalenz durch
Verschiebung.

BGG-Reziprozitit, Verschiebung durch die Wand, Multiplizitdten in Ver-
mamoduln im Hauptblock von s((3; C), Hecke-Algebra der symmetrischen
Gruppe, Kazhdan-Lusztig-Vermutung.
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7 Nichtkommutative Algebra und Symmetrie SS 19

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen.

23.4 Beginn der Darstellungstheorie endlicher Gruppen nach [NAS] 1.1, aber
nicht Darstellungen als Multikategorie [NAS] 3.8.3. Darstellungen als Mo-
duln iiber dem Gruppenring [NAS] 1.2, aber nicht freie abelsche Gruppen
mit Involution [NAS] 1.2.10. Einfache Moduln iiber Ringen [NAS] 2.2.9.

25.4 Satz von Jordan-Holder fiir Moduln [NAS] 2.2.13. Charakterisierung halb-
einfacher Moduln [NAS] 2.3.4.

30.4 Isotypische Anteile [NAS] 2.3.8 und Sockel. Dichtesatz von Jacobson [NAS]
3.3.1. Struktur halbeinfacher Ringe [NAS] 3.5.4.

2.5 Lemma von Schur. Satz von Maschke. Einfache Darstellungen von Produk-
ten versprochen. Nach der Pause Tensorprodukte diskutiert.

7.5 Einfache Darstellungen von Produkten. Diskrete Fouriertransformation mit
Korollaren. Spur auf Algebren. Projektoren, aber noch nicht Charakter-Projektor-
Formel.

9.5 Charaktere. Charakter-Projektor-Formel ??. Orthonormalitit einfacher Cha-
raktere ?? und ??. Charaktertafel und Orthogonalititsrelationen darin 2?.
Die Dimensionen einfacher Darstellungen teilen die Gruppenordnung ??.
Noch nicht Unabhéngigkeit von der Charakteristik ??.

14.5 Unabhingigkeit von der Charakteristik ??. War wohl zu schwer, da brauch-
te man zu viel kommutative Algebra. Matrixkoeffizienten und isotypische
Komponenten. War wohl zu allgemein. Die inverse Fouriertransformation
habe ich angefangen. Nichstes Mal fertig machen.

16.5 Inverse Fouriertransformation, mittlerweile auch ??. Orthonormalbasis des
komplexen Gruppenrings durch Matrixkoeffizienten ??. Darstellungen der
symmetrischen Gruppe angefangen.

21.5 Darstellungen der symmetrischen Gruppe besprochen. Robinson-Schensted-
Algorithmus. Obere Abschitzung der Dimensionen der einfachen Darstel-
lungen nicht ausgefiihrt.

23.5 Haar’sches Malfl ohne Beweis. Darstellende Funktionen. Invariantes Ska-
larprodukt. Hauptsatz der Fouriertheorie auf kompakten Hausdorffgruppen,
noch ohne Beweis.
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28.5 Beweise zum Hauptsatz der Fouriertheorie auf kompakten Hausdorffgrup-
pen [TM] 4.9.5. Das habe ich danach nocheinmal griindlich iiberarbeitet.

4.6 Leonardo vertritt mich und diskutiert die Beziehungen zwischen reellen,
komplexen und quaternionalen Darstellungen.

6.6 Leonardo vertritt mich und diskutiert die Beziehungen zwischen reellen,
komplexen und quaternionalen Darstellungen.

18.6 Klassifikation der einfachen Darstellungen der SO(3) nach [ML] 1.1.17 als
Fernziel deklariert. Tangentialraum und Exponentialabbildung nach [ML]
1.2.3 besprochen und versprochen, das ndchste Mal wieder zur Algebra zu-
riickzukommen.

25.6 Tangentialraum bei der Eins an Matrixliegruppe stabil unter dem Kommu-
tator. Lie-Algebren. Gruppenwege in Matrixliegruppen. Stetige Homomor-
phismen von Matrixliegruppen glatt. Darstellungen von zusammenhéngen-
den Matrixliegruppen und ihren Liealgebren.

27.6 Einfache Darstellungen von SU(2) und SO(3) und s((2; C). Einfache Dar-
stellungen von SU(n) versprochen.

2.7 Sitze von Engel [HL] 1.4.1, [HL] 1.4.18 und Lie [HL] 1.5.2. Klassifikation
durch das hochste Gewicht versprochen.

4.7 Auflosbarkeitskriterium von Cartan [HL] 1.6.1 und [HL] 1.6.12. Charakte-
risierung halbeinfacher Liealgebren [HL] 1.7.9.

9.7 Satz von Weyl [HL] 2.1.6. Jordan-Zerlegung nur bis [HL] 2.2.10, eigentli-
cher Beweis steht noch aus.

11.7 Jordanzerlegung fertig. Wurzelraumzerlegung begonnen. g, = b gezeigt,
Rest noch nicht.

16.7 Wurzelraumzerlegung fertig. Klassifikation halbeinfacher Liealgebren durch
Wurzelsysteme besprochen. Klassifikation durch das héchste Gewicht noch
ohne Beweis.

18.7 Klassifikation durch das hochste Gewicht: Wohldefiniertheit der Abbildung
bewiesen und deren Injektivitit. Struktur der dominanten Gewichte. Surjek-
tivitit im Fall der speziellen linearen Liealgebra.

23.7 Einhiillende Algebra. Poincaré-Birkhoff-Witt ohne Beweis, nur Skizze. Verma-
Moduln und ihre eindeutig bestimmten einfachen Quotienten. Noch nicht
gezeigt, daf} diese fiir dominante Gewichte endlichdimensional sind. Weyl’sche
Dimensionsformel angegeben und Beweis versprochen.
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25.7 Beweis der Klassifikation durch das hochste Gewicht zu Ende gebracht.
Weyl’sche Charakterformel angegeben und fiir s[(2; C) gepriift. Ausblick
auf Kazhdan-Lusztig-Vermutung und deren Beweis. Bezug zum unitéren
Dual und dessen Bedeutung in der Physik angerissen.
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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Gruppe, 66
auf der s-Wand, 100
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augmentierten Ring, 16

Bahn
ganzzahlige, 81
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Cartan’sche

absolute, 66
ch V' Charakter

bei Liealgebra, 38, 39
Charakter

bei Liealgebra, 39

Darstellung von Liealgebra, 38
Charakterformel, Weyl’sche, 38
Charakterring

erweiterter, 39
Cliff Cliffordalgebra, 52
Cliffordalgebra, 52

Dimensionsformel
Weyl’sche, fiir Darstellungen, 35
dominant
Gewicht, 5
p-dominant, 81
dot-Operation, 30
Dualitit
der Heckealgebra, 116

Einhiillende, 14
Erweiterter Charakterring, 39
extremen Gewichte, 47

Facette
von Spiegelungsgruppe, 107

frei

Ringalgebra, 16
Freudenthal’s Formel, 42
Funktion

polynomiale, 65

ganzzahlige Weylgruppe von A, 77
ganzzahlige Wurzelsystem von A, 77
Gewicht

p-dominantes, 81

fundamentales dominantes, 10
Gewicht, hochstes, 7
Gewichte, 3

ganze, 5
Gewichtsraum, 3, 83

‘H, Hecke-Algebra, 116
H (W, S) Hecke-Algebra des Coxeter-
systems (W, S), 114

Harish-Chandra-Isomorphismus, 65
Hauptblock

von O, 89
Hecke-Algebra, 111

eines Coxetersystems, 114
hochste Wurzel, 6

Induktion

bei Liealgebrendarstellungen, 33
Invarianten, 65

von Liealgebra, 34
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k Isomorphismus zu Killingform, 40
kanonische Basis

der Heckealgebra, 117
kanonischer Erzeuger, 26
Kategorie O, 83
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Koinduktion

bei Liealgebrendarstellungen, 33
Koinvarianten

von Liealgebra, 34
Kostant’sche Charakterformel, 43

L, Laurentpolynome, 116

Modulradikal, 29
monoton, 20

Nennerformel, Weyl’sche, 46
oberen Abschluf3, 107
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Algebra, 22

[T, Basis des Systems der A-ganzen
Wurzeln, 77

B,(E£) Multimenge der Gewichte von
E. 47

Partitionsfunktion, Kostant’sche, 26

Pin(V), 61

Poincaré-Birkhoff-Witt, 16
polynomiale Funktion, 65
Potenzradikal, 29
prinzipalen Antiautomorphismus, 22
Produktion

bei Liealgebrendarstellungen, 33

Radikal
Modulradikal, 29
Potenzradikal, 29
von Modul, 29

S(V') symmetrische Algebra, 22
Schurpolynom, 48

Spin(V), 62

Spin-Darstellung, 56
Spin-Gruppe, 51

Spin-Guppe, 62

Standardform, 53

Steinberg, Formel von, 48
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Algebra, 22
System der auf A ganzzahligen Wur-
zeln, 77

T(V') Tensoralgebra, 17
Ten(V') Tensoralgebra, 17
Tensoralgebra, 17
Tensoridentitit, 62
translation functor, 94

universelle einhiillende Algebra, 14

Verma-Modul, 26

Vermafahne, 84

Verschiebung, 94
auf Winde, 96
aus Winden, 96
durch Wand, 100

W(R) Weylgruppe von R, 8
Weyl

Dimensionsformel, 35
Weyl(R) Weylgruppe von R, 8
Weylgruppe

von halbeinfacher Liealgebra, 8
Weylkammer

rationale, 3

zentraler Charakter, 76
Zentrum
eines Rings, 64
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