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1 Inzidenzgeometrie

1.1 Axiomatik der euklidischen Ebene

Definition 1.1.1. Eine Inzidenzgeometrie ist ein Paar (X, G) bestehend aus einer
Menge X mit einem System von Teilmengen G C P(X) derart, daB jedes g € G
mindestens zwei Elemente hat und daB} es fiir je zwei Elemente x,y € X mit
x #ygenauein g € G gibt mit x,y € g.

1.1.2. Wir nennen die Elemente von X die Punkte unserer Inzidenzgeometrie
und die Elemente von G ihre Geraden. Wir notieren zy die eindeutig bestimmte
Gerade durch zwei verschiedene Punkte x und y. In der damit frisch eingefiihrten
Terminologie ausgedriickt fordern wir in unserer Definition einer Inzidenzgeome-
trie also, daB3 auf jeder Gerade mindestens zwei Punkte liegen und daf3 durch je
zwei verschiedene Punkte genau eine Gerade geht.

1.1.3 (Ursprung der Terminologie). Bei der Diskussion der ,,Punkt-Geraden-
Dualitit projektiver Inzidenzebenen in 1.7, die Punkte zu Geraden macht und
Geraden zu Punkten, ist es geschickt und iiblich, statt ein Punkt ,liegt auf einer
Geraden* zu sagen, der Punkt ,,indiziere mit der Geraden®. Daher riihrt die Be-
zeichnung als ,,Inzidenzgeometrie*.

Beispiel 1.1.4. Gegeben ein Korper oder auch ein Schiefkorper L wird X := L"
eine Inzidenzgeometrie, wenn wir als Geraden alle Teilmengen der Gestalt g =
p + Lv auszeichnen fiir p, v € L™ mit v # 0.

Beispiel 1.1.5. Fir diejenigen unter Thnen, die die Terminologie affiner Rdume
bereits kennen, sei bemerkt: Jeder affine Raum X iiber einem Korper L wird eine
Inzidenzgeometrie, wenn wir als Geraden alle affinen Geraden auszeichnen. Das
ist im wesentlichen auch nur das vorangegangene Beispiel, aber in koordinaten-
freier Terminologie.

1.1.6. Eine Menge von Punkten einer Inzidenzgeometrie, die auf einer gemein-
samen Geraden liegen, heifit kollinear. Eine Menge von Geraden einer Inzidenz-
geometrie, die einen Punkt gemeinsam haben, heiflt konfluent. Eine Menge von
drei nicht kollinearen Punkten heif3t ein Dreieck.

Definition 1.1.7. Eine Zwischenrelation auf einer Inzidenzgeometrie (X, ) ist
eine Teilmenge Z C X3, die aus kollinearen Tripeln besteht und die die beiden
im folgenden erklédrten Eigenschaften ,,vertridgliche Anordnungen* und ,,Axiom
von Pasch* hat.

Vertrigliche Anordnungen: Auf jeder Gerade g € G gibt es eine Anordnung <
derart, daB fiir z,y, z € g gilt (x,y,2) € Z genau dann, wenn z < y < z
oderz >y > z.



Wir sagen dann, so eine Anordnung auf einer Gerade sei mit der Zwischenrela-
tion vertriglich, und bilden fiir Punkte p, ¢ € X die Menge [p, q] :== {z € X |
(p,z,q) € Z} und nennen sie die Strecke mit Endpunkten p, . Es gibt in unse-
rer Terminologie also auch Strecken, die nur aus einem einzigen Punkt bestehen.
In dieser Begrifflichkeit fordern wir dann weiter:

Axiom von Pasch: Gegeben Punkte p, ¢, r € X trifft jede Gerade g € G von den
drei Strecken [p, ¢|, [q, r] und [r, p|] entweder keine oder mindestens zwei.

1.1.8. Manche Quellen nennen eine Inzidenzgeometrie mit ausgezeichneter Zwi-
schenrelation eine ,,angeordnete Inzidenzgeometrie®.

Beispiel 1.1.9 (Zwischenrelation auf affiner Ebene zu angeordnetem Korper).
Es ist leicht zu sehen, da} wir fiir jeden angeordneten Korper L eine Zwischenre-
lation auf L? erhalten durch die Vorschrift, daB (z,y, 2) € Z gleichbedeutend ist
zuy = x+ pzmit) < A g < 1und A+ p = 1. Weiter erhalten wir die Anord-
nung auf unserem Korper L zuriick, indem wir einen affinen Isomorphismus von
L mit irgendeiner Gerade von L? wiihlen und diejenige mit der Zwischenrelation
vertriagliche Anordnung auf besagter Gerade zuriickziehen, fiir die die zuriickge-
zogene Anordnung die Eigenschaft 0 < 1 hat.

1.1.10. Gegeben eine Inzidenzgeometrie (X, G) mit Zwischenrelation Z heife
eine Teilmenge A C X eine Halbgerade, wenn es eine Gerade g € G gibt und
einen Punkt p € g und eine mit unserer Zwischenrelation vertrigliche Anordnung
<aufgmit A= {z €g|z <p}

Definition 1.1.11. Gegeben eine Inzidenzgeometrie X mit Zwischenrelation Z
verstehen wir unter einer Kongruenzgruppe von (X, 7) eine Gruppe K von
Automorphismen von (X, Z) derart, da} je zwei Halbgeraden von X durch ge-
nau zwei Automorphismen aus K ineinander iiberfiihrt werden. In Formeln for-
dern wir also, dal3 es fiir je zwei Halbgeraden A, B C X genau zwei Elemente
h,k € K gibt mit
h(A) = B =k(A)

Die Automorphismen aus K nennen wir in diesem Zusammenhang Kongruenzen

und das Tripel (X, Z, K) eine Inzidenzgeometrie mit Zwischenrelation und
Kongruenzen.

1.1.12. Wir sagen, eine Zwischenrelation auf einer Inzidenzgeometrie habe die
Supremumseigenschaft, wenn fiir jede Anordnung einer Gerade, die mit der
Zwischenrelation vertraglich ist, jede nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge
ein Supremum besitzt.

Definition 1.1.13. Eine Inzidenzgeometrie mit Zwischenrelation und Kongruen-
zen, in der es eine Gerade gibt und in der die Supremumseigenschaft erfiillt ist,
nennen wir eine fasteuklidische Geometrie.
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1.1.14. Wir sagen, eine fasteuklidische Geometrie erfiille das Parallelenaxiom,
wenn es zu jeder Gerade ¢ und jedem Punkt p ¢ ¢ hochstens eine Gerade h durch
p gibt mit h N g = (.

1.1.15 (Diskussion der Terminologie). In einer allgemeinen Inzidenzgeometrie
nenne ich Geraden, die sich nicht schneiden, disjunkt. In speziellen Situationen
wie etwa unserer Inzidenzgeometrie L? und erst recht R? sind zwei Geraden ge-
nau dann disjunkt, wenn sie parallel sind im Sinne von [LA1] 3.2.11. Daher riihrt
oben die Bezeichnung als Parallelenaxiom. In Inzidenzgeometrien mit Zwischen-
relation erlaube ich mir dieselbe Terminologie und nenne zwei Geraden parallel,
wenn sie disjunkt sind.

Beispiel 1.1.16. Der R? ist eine fasteuklidische Geometrie, wenn wir als Kongru-
enzen alle Abbildungen der Gestalt v — Av-+bnehmen mit A € O(2) und b € R2.
Dieses Beispiel ist unser Standardmodell fiir eine fasteuklidische Geometrie mit
Parallelenaxiom.

Satz 1.1.17 (Charakterisierung der euklidischen Ebene). Je zwei fasteuklidi-
sche Geometrien mit Parallelenaxiom sind zueinander isomorph und sind insbe-
sondere isomorph zu unserem Standardmodell R?.

1.1.18. Der Beweis fiillt diesen Abschnitt und wird in 1.1.44 zum Abschluf} ge-
bracht. Genauer zeigen wir, da unsere Inzidenzgeometrie der R? sein muf3 und
stiitzen uns fiir den Rest des Beweises auf Sitze, die wir bereits in der linearen
Algebra bewiesen hatten. Die hier gegebene Axiomatik fiir die euklidische Ebene
ist eine Variante der Hilbert-Axiomatik. Sie ist recht dhnlich zu einer Variante der
Hilbert-Axiomatik aus einer unverdffentlichten Arbeit von Maximilian Gerhards
und zu den Anmerkungen in [Fil93], Abschnitt 2.7.2, Bewegungsaxiome B1 bis
B4.

Beispiel 1.1.19. Gegeben ein echter Teilkorper L C R, in dem jedes positive Ele-
ment eine Wurzel besitzt, erfiillt die Inzidenzgeometrie L? aus 1.1.9 mit der of-
fensichtlichen Zwischenrelation und als Kongruenzen allen affinen Automorphis-
men, deren Richtungsanteil das Standardskalarprodukt erhilt, alle unsere Axiome
mit Ausnahme der Supremumseigenschaft.

Lemma 1.1.20 (Geraden, keine Ecke eines Dreiecks treffen). Gegeben ein Drei-
eck in einer Inzidenzgeometrie mit Zwischenrelation trifft jede Gerade, die durch
keine Ecke unseres Dreiecks geht, von unserem Dreieck entweder genau zwei Kan-
ten oder gar keine Kante.

Beweis. Sei {x,y, z} unser Dreieck. Unsere Gerade g treffe [z, y| in p und [z, 2]
in ¢. Die Gerade Zp trifft [x, y] in p und trifft [z, ¢] nicht, folglich trifft sie [y, ¢],
und dieser Schnittpunkt kann offensichtlich nicht ¢ sein. Ebenso trifft die Gerade
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7q das Segment [z, p| , und dieser Schnittpunkt kann offensichtlich nicht p sein.
Damit treffen sich [z, p] und [y, ¢], sagen wir in r mit r # p und r # q. Trife g
die dritte Kante [y, z] unseres urspriinglichen Dreiecks, so trife g auch [r, y| oder
[r, z]. Das steht aber im Widerspruch zu g & [r,y| und p & [r, z]. O

1.1.21 (Halbebenen in Inzidenzgeometrien mit Zwischenrelation). In einer In-
zidenzgeometrie X mit Zwischenrelation erhalten wir auf dem Komplement jeder
Gerade g eine Aquivalenzrelation durch die Vorschrift (z ~ y) < [7,y] C X\g.
Deren Aquivalenzklassen nennen wir die Halbebenenalkoven g. Nach Lemma
1.1.20 iiber Geraden, die keine Ecke eines Dreiecks treffen, gibt es zu jeder Ge-
rade hochstens zwei Halbebenenalkoven. Die Vereinigung eines Halbebenenalko-
ven zu einer Gerade g mit g selbst nennen wir eine Halbebene zu g.

1.1.22 (Konvexitit in Inzidenzgeometrien mit Zwischenrelation). In einer In-
zidenzgeometrie X mit Zwischenrelation nennen wir eine Teilmenge 7' C X
konvex, wenn gilt z,y € T = [z,y] C T. Offensichtlich ist jeder Schnitt von
konvexen Teilmengen konvex. Gegeben eine Gerade g C X sind die Halbebenen-
alkoven zu g genau die maximalen konvexen Teilmengen von X'\ g.

Lemma 1.1.23 (Unendlichkeit von Halbgeraden). Gegeben eine Inzidenzgeo-
metrie mit Zwischenrelation und Kongruenzen hat jede Halbgerade unendlich
viele Punkte und jede Kongruenz, die eine Halbgerade bijektiv auf sich selber
abbildet, hdlt besagte Halbgerade sogar punktweise fest.

1.1.24. Insbesondere gibt es zu jeder Halbgerade A genau eine nichttriviale Kon-
gruenz s4, die sie punktweise festhilt. Wir nennen sie die Spiegelung von A.
Damit gibt es auch zu jeder Gerade g genau eine nichttriviale Kongruenz s, die
sie punktweise festhilt, nimlich s4 = s, fiir jede Halbgerade A C ¢g. Wir nennen
sie die Spiegelung an g. Diejenigen Kongruenzen k, fiir die es eine Gerade g gibt
mit k = s,, heiBen Spiegelungen. Da Spiegelungen nach Annahme nie die Identi-
tdt sind, impliziert unter unseren Annahmen die Existenz einer Gerade bereits die
Existenz eines Dreiecks. Ebenso sehen wir, dal es zu jeder Gerade genau zwei
Halbebenen geben muf3.

Beweis. Nach unserer Definition einer Inzidenzgeometrie hat jede Gerade min-
destens zwei Punkte. Gibt es eine Gerade, so gibt es folglich auch eine Halbge-
rade mit mindestens zwei Punkten. Also hat jede Halbgerade mindestens zwei
Punkte. Es folgt, da} eine und damit jede Halbgerade eine weitere Halbgerade
als echte Teilmenge enthilt. Daraus folgt weiter, dall jede Halbgerade unendlich
viele Punkte haben muf3 und da3 davon nur einer nicht zwischen zwei anderen
liegt. Seien nun g eine Gerade und < eine mit der Zwischenrelation vertrigliche
Anordnung auf g. Seien weiter z € g ein Punktund A := {2 € g | z > z} eine
der beiden zugehorigen Halbgeraden. Sei schlieBlich £ € K\id die nichttriviale
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Kongruenz mit k(A) = A. Natiirlich gilt k() = x und k* = id und k ist streng
monoton wachsend auf g. Gébe es einen Punkt z € A mit k(z) # 2, so konnten

wir k(z) > z annehmen und es folgte k(k(z)) > k(z) > z im Widerspruch zu
k* = id. Folglich gilt k(z) = 2 Vz € A. O

Lemma 1.1.25 (Unendlichkeit von Geradensegmenten). Gegeben eine Inzi-
denzgeometrie mit Zwischenrelation und Kongruenzen liegt zwischen je zwei ver-
schiedenen Punkten p # q ein weiterer Punkt, der von beiden verschieden ist.

Beweis. Aus unseren Axiomen folgt, dafl es eine Halbgerade A mit Endpunkt p
gibt, die verschieden ist von der Halbgerade B mit Endpunkt p, auf der ¢ liegt. Auf
A finden wir von p verschiedene und untereinander verschiedene Punkte x # y
mit (z,y,p) € Z. Auf der Gerade Zq finden wir einen Punkt r, der nicht zur Kante
[z, q| des Dreiecks {p, ¢, z} gehort. Die Gerade 7y muB} dann [p, ¢| treffen, kann
aber weder p noch ¢ enthalten. L]

Lemma 1.1.26 (Spiegelungen vertauschen Halbebenen). In einer Inzidenzgeo-
metrie mit Zwischenrelation und Kongruenzen werden von der Spiegelung s, an
einer Gerade g die beiden nach 1.1.24 zugehorigen Halbebenen vertauscht.

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch. Wir finden sicher z € X\ g mit
y 1= s4(x) # x. Werden die beiden Halbebenen nicht vertauscht, so kann die Ge-
rade h := 7y unsere Gerade g nicht treffen, da mit einem eventuellen Schnittpunkt
z nur genau eine der Zwischenrelationen (z, x,y) und (z,y, z) gelten konnte im
Widerspruch dazu, dal s, unsere Zwischenrelation erhilt. Das Komplement un-
serer beiden Geraden zerfillt also in die disjunkte Vereinigung

X\(gUh) = H,USUH,

eines Halbebenenalkoven zu g, des Streifens zwischen unseren beiden Geraden
alias dem Schnitt des anderen Halbebenenalkoven zu g mit einem Halbebenenal-
koven zu h sowie dem anderen Halbebenenalkoven zu h. Gegeben p € g konnen
wir sicher ¢ € g\p so wihlen, daB = und ¢ auf verschiedenen Seiten von py liegen.
Dann trifft [¢, 2] die Gerade py notwendig in einem Punkt z des Streifens S, da
dieser Schnittpunkt ja weder ¢ noch z sein kann. Es folgt z € [p, y]. Nun ist s,(z)
notwendig im Schnitt von [p, z| mit [g, y]. Dieser Schnitt ist aber leer, da [q, y]\y
und [p, z]\p in verschiedenen Halbebenenalkoven zu py liegen. Widerspruch! [

1.1.27. In einer Inzidenzgeometrie X mit Zwischenrelation und Kongruenzen sa-
gen wir, die Gerade h stehe senkrecht auf der Geraden g und schreiben in
Formeln h L ¢, wenn gilt ¢ # h und s,(h) = h. Weil Spiegelungen Halbebenen
vertauschen, miissen sich unsere Geraden dann schneiden.



Ilustration zu Lemma 1.1.26



1.1.28. In einer Inzidenzgeometrie X mit Zwischenrelation und Kongruenzen sei-
en zwei sich schneidende Geraden g # h gegeben. Wir betrachten die grobste
Partition von X, die die beiden Partitionen in die jeweilige Gerade und ihre bei-
den Halbebenenalkoven verfeinert. Sie hat neun Stiicke: Den Schnittpunkt, die
vier davon ausgehenden Halbgeraden lings ¢ und A vermindert um ihren End-
punkt, sowie vier weitere Stiicke, die wir die Winkelsegmente nennen. Alle diese
Stiicke sind konvex. Wir nennen zwei Stiicke benachbart, wenn ihre Vereinigung
auch konvex ist. Der kombinatorische Graph im Sinne von [LA2] 5.4.21 mit den
Stiicken unserer Partition als Ecken und jeweils einer Kante zwischen zwei be-
nachbarten Stiicken hat die Gestalt eines ,,Rades mit 8 Speichen®, die das einele-
mentige Stiick abwechselnd verbinden mit einer Halbgerade vermindert um ihren
Endpunkt und einem Winkelsegment.

Lemma 1.1.29 (Eigenschaften des Senkrechtstehens). In jeder Inzidenzgeome-
trie X mit Zwischenrelation und Kongruenzen gilt:

1. Zu jeder Gerade g C X und jedem Punkt x € X gibt es genau eine Gerade
h durch x mit h L g, das Lot durch z auf g,

2. Gegeben Geraden g # hin X gilt h 1 g genau dann, wenn die zugehiorigen
Spiegelungen kommutieren, in Formeln s,s, = 5455,

3. Gegeben Geraden g,h in X gilt (h L g) < (g L h);

4. Stehen Geraden hy und hy senkrecht auf einer Geraden g in verschiedenen
Punkten x| # x9, so gilt hy N hy = (.

Beweis. Fir z ¢ g ist offensichtlich die Gerade durch x und s,(z) die einzige
zu g senkrechte Gerade durch x. Mit Kongruenzen folgt, da3 es auch durch jeden
Punkt x € g mindestens eine zu g senkrechte Gerade h gibt. Jede weitere Gerade
durch x muf} durch zwei im kombinatorischen Graphen aus 1.1.28 gegeniiberlie-
gende Winkelsegmente zu g, h gehen und kann folglich nicht unter s, stabil sein.
Das zeigt die erste Aussage. Es folgt weiter s,s,5, = s, da beide Kongruenzen
die Halbebenen von h vertauschen und die Halbgeraden auf & zum Endpunkt x
stabilisieren. Umgekehrt folgt aus s,s,s, = s, aber auch, dal s, die Menge der
Fixpunkte von s;, stabilisiert, und somit die zweite Aussage. Die dritte Aussage
folgt unmittelbar aus der zweiten Aussage. Die letzte Aussage folgt, da fiir jeden
Schnittpunkt auch sein Bild unter der Spiegelung s, an g ein Schnittpunkt sein
miifite. [

1.1.30 (Existenz von Parallelen und Paralellogramme). Insbesondere gibt es in
jeder Inzidenzgeometrie X mit Zwischenrelation und Kongruenzen zu jeder Gera-
de g durch jeden Punkt x aulerhalb dieser Gerade stets mindestens eine Parallele:
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Wir féllen mit 1.1.29 das Lot A von unserem Punkt auf unsere Gerade und errich-
ten dann wieder mit 1.1.29 auf diesem Lot die Senkrechte ¢’ durch besagten Punkt
und die so erhaltene Gerade ¢’ ist nach 1.1.29 parallel zu unserer urspriinglichen
Gerade. Das Parallelenaxiom fordert, daf} es in dieser Situation auch nicht mehr
als eine Parallele gibt. Nehmen wir zusitzlich auch noch das Parallelenaxiom an,
so ist unsere eben konstruierte Parallele sogar die einzige Parallele zu g durch x.
Das bedeutet, dal wenn wir zweli parallele Geraden gegeben haben und von einem
beliebigen Punkt der einen das Lot auf die andere féllen, da3 dieses Lot dann auf
unseren beiden parallelen Geraden senkrecht stehen muB.

1.1.31 (Verschiebungen Liings Geraden). Sei (X, K) eine Inzidenzgeometrie mit
Zwischenrelation und Kongruenzen. Gegeben eine Gerade g untersuchen wir die
Gruppe K|, C K aller Kongruenzen, die sowohl g als auch die beiden Halbebenen
zu g stabilisieren. Wir nennen sie halbebenenerhaltend. Diejenigen halbebene-
nerhaltenden Kongruenzen v, die beide mit der Zwischenrelation vertriglichen
Anordnungen auf g erhalten, in Formeln 2 < y = v(z) < v(y), bilden eine
Untergruppe
gC Ky

vom Index Zwei. Offensichtlich operiert g frei und transitiv auf g. Wir nennen die
Elemente dieser Gruppe Verschiebungen liangs g.

Lemma 1.1.32 (Richtung einer Verschiebung). Seien X eine fasteuklidische
Geometrie und g C X eine Gerade und < eine mit der Zwischenrelation ver-
tréigliche Anordnung auf g. Gegeben eine nichttriviale Verschiebung v ldngs g gilt
dann entweder v(x) > x Yz € g oder v(x) < x Vx € g.

Beweis. In der Tat, seien sonst p,q € g gegeben mit v(p) > p und v(q) < q.
Indem wir andernfalls v durch v~ ersetzen, diirfen wir p < ¢ annehmen und fin-
den also p < v(p) < v(q) < ¢. Induktiv sehen wir, da} die v"(p) streng monoton
wachsen und die v"(q) streng monoton fallen, wobei aber stets gilt v"(p) < v"(q).
Dann besitzen die v"(p) aber nach der Supremumseigenschaft eine kleinste obere
Schranke z := sup v"(p) und z ist ein Fixpunkt von v im Widerspruch dazu, daB
wir v nichttrivial angenommen hatten. 0

Lemma 1.1.33 (Halbebenenerhaltende Nichtverschiebungen). Gegeben eine
fasteuklidische Geometrie X und eine Gerade g C X sind alle Nichtverschiebun-
gen aus K, ihre eigenen Inversen.

Beweis. Gegeben k € K|,\§ gilt es, k? = id zu zeigen. Es reicht dafiir zu zeigen,
daB k? als die Identitit auf g operiert. Sonst géibe es aber z € g mit k?(x) # z. Sei
< diejenige mit der Zwischenrelation vertragliche Anordnung auf g mit z < k(x).
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Dann folgt k(x) > k?(x) und indem wir notfalls zu k~! iibergehen, diirfen wir
zusiitzlich k%(z) < x annehmen. Dann folgt £(x) > k(z) und insgesamt

E(x) <z < k(z) < K*(x)

Ist nun v € § die Verschiebung lings g mit v : k*(z) — =z, so ist v nach 1.1.32
vergroBernd und es folgt k(z) < vk(z) < vk®(x). Andererseits gilt aber nach
Konstruktion vk? = id und dieser Widerspruch beendet den Beweis. [

Lemma 1.1.34 (Vertauschen von Punkten durch Spiegelungen). Sei X eine
fasteuklidische Geometrie. Gegeben zwei verschiedene Punkte x # y gibt es stets
genau eine Spiegelung s € K, die x und y vertauscht, und diese stabilisiert beide
Halbebenen zu xy.

Beweis. Wir setzen g := Ty. Natiirlich gibt es in K|, genau eine Nichtverschie-
bung s mit s : x — y. Es reicht zu zeigen, daB} s eine Spiegelung ist. Nach 1.1.33
gilt schon mal s*> = id und insbesondere s : y — x. Sei z ein Punkt auBerhalb von
g. Bezeichne T := A(z,y, z) C X die Dreiecksfliche zu unserem Dreieck, einen
Schnitt von drei Halbebenen. Aus dieser Teilmenge konnen wir die Ecken unseres
Dreiecks zuriickgewinnen als die eindeutig bestimmten Punkte, bei deren Entfer-
nung unsere Teilmenge konvex bleibt. Wegen s> = id gilt entweder s(T) = T
und damit s(z) = z oder s(7") ¢ T. Im letzteren Fall muf3 aber eine der Geraden
7z oder z unser s(T') in einem Punkt auBerhalb von x beziehungsweise y treffen
und es folgt L
TZNys(z) #0

So finden wir einen Fixpunkt w unserer Kongruenz s au3erhalb von g. Nach 1.1.29
gibt es eine Gerade h durch w mit h L ¢ und dann gilt offensichtlich s(h) =
h. Weiter hilt s eine Halbgerade von ~ mit dem Schnittpunkt von g und £ als
Endpunkt fest und es folgt s = s,. ]

1.1.35. Gegeben eine Gerade g in einer fasteuklidischen Geometrie und dazu ei-
ne ausgezeichnete Halbebene H liefert das Bilden des Endpunkts eine Bijektion
zwischen g und der Menge gy aller Halbgeraden mit Endpunkt in g, die auf g
senkrecht stehen und in H enthalten sind. Zu je zwei Halbgeraden A, B € gy
sind die beiden Kongruenzen & € K mit k(A) = B nach 1.1.34 mithin (1) ei-
ne Verschiebung aus g und (2) eine Spiegelung aus K, die ihrerseits die Gestalt
k = s¢ hat fiir genau ein C' € gy.

Lemma 1.1.36 (Die Gruppe der halbebenenerhaltenden Kongruenzen). Seien
eine fasteuklidische Geometrie (X, K) und eine Gerade g C X gegeben. So gilt:

1. Alle Nichtverschiebungen aus K\, sind Spiegelungen und diese Spiegelun-
gen erzeugen K4,
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2. Jede Verschiebung aus ¢ ist das Quadrat einer weiteren Verschiebung aus
G, und konjugieren wir eine Verschiebung mit einer Spiegelung aus K4, so
erhalten wir die inverse Verschiebung;

3. Die Gruppe der Verschiebungen lings einer Gerade ist kommutativ.

Beweis. 1. Nach 1.1.35 werden je zwei Halbgeraden A, B € gy von einer Spie-
gelung s € K, vertauscht. Die zweite Kongruenz, die A in B iiberfiihrt, ist
554 = SBS.

2. Sei v € g eine Verschiebung und sei A € gy beliebig. Sei s die Spiegelung,
die A und v(A) vertauscht, und sei B € gy bestimmt durch s = sp. Fiir die
Verschiebung ¢ € ¢ mit ¢(A) = B behaupten wir dann ¢? = v. Um das zu se-
hen betrachten wir die Spiegelung o, die A und B vertauscht. Natiirlich ist dann
T := sposp die Spiegelung, die v(A) und B vertauscht. Aus ¢ = sgo folgt so
¢ = 7sp und p?(A) = v(A). Das zeigt p* = v. Aus p = os, folgt weiter

SApsA = 540 = 05 = ¢! und damit auch s vs4 = v .

3. Die Konjugation mit einer beliebigen Spiegelung aus K|, ist ein Automorphis-
mus von ¢ und bildet jedes Element auf sein Inverses ab. Das zeigt, da3 ¢ kom-
mutativ sein muf. O

1.1.37. Wir nennen zwei Halbebenen in einer fasteuklidischen Geometrie zwi-
scheniquivalent, wenn die eine in der anderen enthalten ist oder umgekehrt. Der
Leser mag zur Ubung zeigen, daB3 das in der Tat eine Aquivalenzrelation ist.

Proposition 1.1.38 (Verschiebungsgruppe bei Parallelenaxiom). Sei (X, K) ei-
ne fasteuklidische Geometrie mit Parallelenaxiom. So gilt:

1. Die Verschiebungen lings paralleler Geraden sind dieselben, in Formeln

—

gllh=g="h;

2. Alle Verschiebungen lings irgendwelcher Geraden bilden eine kommutative
Untergruppe X C K, die frei und transitiv auf der Menge X der Punkte
unserer Geometrie operiert.

1.1.39. Wir notieren die Gruppe X der Verschiebungen einer fasteuklidischen
Geometrie X mit Parallelenaxiom additiv. Wir setzen weiter v + x = v(z) fir
veXundz € X.

Beweis. Nach 1.4.9 besteht ¢ genau aus allen Kongruenzen, die wir als Verk-
niipfung von zwei Spiegelungen an zu g senkrechten Geraden schreiben konnen.
Unter der Annahme des Parallelenaxioms sind nach 1.1.30 die zu g senkrechten
Geraden dieselben wie die zu h senkrechten Geraden. Das zeigt Teil 1. In einer
fasteuklidischen Geometrie mit Parallelenaxiom kann man die Verschiebungen
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beschreiben als die Gesamtheit aller Kongruenzen, die jede Halbebene in eine
dazu zwischeniquivalente Halbebene iiberfiithren. Es dann klar, dal3 es fiir jedes
Paar von Punkten nur genau eine Verschiebung gibt, die den einen in den anderen
tiberfiihrt. Daraus hinwiederum folgt die Kommutativitit mit unseren Erkenntnis-
sen 1.1.30 zu Parallelogrammen beziehungsweise der Kommutativitit der Gruppe
der Verschiebungen ldngs einer Geraden. [

Lemma 1.1.40 (Angeordnete Gruppen als Untergruppen der reellen Zahlen).
Sei A eine angeordnete Gruppe, in der keine nichttriviale zyklische Untergruppe
eine obere Schranke hat und in der jedes Element das Quadrat eines weiteren
Elements ist. So gibt es fiir jedes a € A oberhalb des neutralen Elements genau
einen ordnungserhaltenden Gruppenhomomorphismus A — (R, +) mit a — 1,
und dieser Gruppenhomomorphismus ist injektiv.

1.1.41. Die Bedingung, daB jedes Element das Quadrat eines anderen sein soll,
ist nach einem Satz von Holder hier tiberfliissig. Allerdings wird der Beweis dann
schwieriger.

Beweis. Wir setzen A nicht als abelsch voraus, notieren es aber dennoch additiv,
um das Kleingedruckte klein zu halten. Gegeben x € A und b € A positiv
erkldren wir [z : b] € Z als die groBite ganze Zahl n € Z mit x > nb. Sicher gilt
lzr+y:b] € |x:b]+ |y:b]+{0,1} sowie |x : b] € 2|z : 2b] + {0, 1}. Fiir
unser ausgezeichnetes Element a = a9 € A, finden wir nach Annahme genau
eine Folge (a,) in A mit 2a,, = a,,_1 fiir n > 1. Jetzt erkldren wir eine Abbildung
¢ : A — Rdurch

T E ™
pla) =l :a] = lim ===

Der Grenzwert existiert, da der Abstand vom n-ten zum vorhergehenden Folgen-
glied entweder Null oder 1/2™ ist. Die Abbildung ist nach dem Vorhergehenden
offensichtlich ein mit den jeweiligen Anordnungen vertrdglicher Gruppenhomo-
morphismus und offensichtlich der Einzige, der das Element a € A.pauf 1 € R
wirft. Wire ihr Kern nicht trivial, so miiflte er ein nichttriviales Element x > 0
enthalten, und dann gibe es ein n mit 2"z > a und a forteriori z > a, und
@(x) > 1/2™ im Widerspruch zu ¢(z) = 0. Also ist ¢ ein injektiver ordnungser-
haltender Gruppenhomomorphismus. O

1.1.42 (Vektorraumstruktur der Verschiebungsgruppe lings einer Gerade).
Gegeben eine Gerade g in einer fasteuklidischen Geometrie induziert jede mit der
Zwischenordnung vertrigliche Anordnung unserer Gerade eine Anordnung auf
der Gruppe g der Verschiebungen lings unserer Gerade. Eine zyklische Unter-
gruppe H C g mit oberer Schranke miif3te eine kleinste obere Schranke s haben
und fiir jedes h € H wire dann auch s + h eine kleinste obere Schranke, also
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s+ h = sund h = id. Das vorhergehende Lemma 1.1.40 zeigt somit, dal unsere
Gruppe ¢ als angeordnete Gruppe isomorph ist zu R und daf es auf § genau eine
Struktur als R-Vektorraum gibt, fiir die alle diese Isomorphismen lineare Abbil-
dungen sind.

Proposition 1.1.43 (Vektorraumstruktur der Verschiebungsgruppe). Gegeben
eine fasteuklidische Geometrie X mit Parallelenaxiom besitzt die Gruppe der Ver-
schiebungen X genau eine Struktur als reeller Vektorraum derart, daf} fiir jede
Gerade g die Einbettung der Untergruppe § C X linear ist in Bezug auf die in
1.1.42 auf § erkldrte Struktur als reeller Vektorraum. In Bezug auf diese Struktur
gilt dimg X =2

Beweis. Um die behauptete Vektorraumstruktur auf X zu erhalten, miissen wir
nur noch fiir je zwei Verschiebungen v,w € X und A € R zeigen

Av+w) = A+ Aw

Das ist klar fiir A € Z. Da jede Verschiebung genau eine Wurzel alias Hilfte
hat, folgt es fiir jeden Bruch A\ € Z[27!] mit einer Zweierpotenz im Nenner. Um
es im allgemeinen zu zeigen, diirfen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit
annehmen, da3 v und w nicht zu derselben Untergruppe g gehoren. Dann erhal-
ten wir fiir jeden Punkt p € X eine Bijektion R*> = X durch die Vorschrift
(u,v) — p+ pv + vw. Unter dieser Bijektion werden Halbebenen zu Paralle-
len der Koordinatenachsen auf Halbebenen abgebildet und zwischenédquivalente
Halbebenen zu Parallelen der Koordinatenachsen auf zwischenédquivalente Halb-
ebenen. Damit werden auch abgeschlossene Quader in R? auf konvexe Teilmen-
gen von X abgebildet. Fiir A\ € [27"a,27"(a + 1)] mit a € Z liegen dann sowohl
p+ A(v + w) als auch p + v + Aw im Bild des Quaders [27"a, 27" (a + 1)]*. Da
das fiir alle n € N gilt, folgt die behauptete Gleichheit. [

Satz 1.1.44 (Charakterisierung der euklidischen Ebene). Je zwei fasteuklidi-
sche Geometrien mit Parallelenaxiom sind zueinander isomorph und sind insbe-
sondere isomorph zu unserem Standardmodell R?.

Beweis. Nach 1.1.43 ist unsere Inzidenzgeometrie eine reelle affine Ebene. Nach
Annahme bilden die Elemente unserer Kongruenzgruppe Geraden auf Geraden
ab, sind nach [LA1] 3.3.1 also Affinitdten. Folglich kommt unsere Struktur von
einer Kongruenzebene im Sinne von [LA2] 1.1.10 her. Wir wissen aber bereits,
etwa aus [LA2] 1.2.13, daB je zwei Kongruenzebenen isomorph sind. [

Vorschau 1.1.45. In 2.4.3 konstruieren wir eine fasteuklidische Geometrie, in der
das Parallelenaxiom nicht gilt, die sogenannte ,,hyperbolische Geometrie*“. Die
Frage nach der Existenz solcher ,,nichteuklidischer Geometrien* hat die Mathe-
matik lange umgetrieben.
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1.2 Affine Inzidenzebenen

Definition 1.2.1. Eine affine Inzidenzebene ist eine Inzidenzgeometrie (X, G)
mit den beiden folgenden zusitzlichen Eigenschaften:

1. (Parallelenaxiom) Gegeben g € G und x € X\ ¢ gibt es genau ein h € G
mitz € hund hNg = 0;

2. (Dreieck) Es gibt in unserer Inzidenzgeometrie ein Dreieck, also eine Men-
ge von drei nicht kollinearen Punkten.

1.2.2. Im Kontext fasteuklidischer Ebenen konnten wir das zugehorige Paralle-
lenaxiom schwicher fassen als die Forderung 1.1.14 nach der Existenz von hochs-
tens einer Parallele. Diese schichere Forderung liefert jedoch im Kontext allge-
meiner Inzidenzgeometrien keine interessante Theorie mehr.

1.2.3. Geraden in einer affinen Inzidenzebene, die sich nicht schneiden, nennt man
parallel. Mit diesen Worten konnen wir die erste Bedingung dahingehend umfor-
mulieren, daf es gegeben eine Gerade und ein Punkt aulerhalb besagter Geraden
genau eine Parallele durch besagten Punkt zu besagter Gerade gibt. Unsere affinen
Inzidenzebenen heifen ,,affin*, um sie von den ,,projektiven‘ Inzidenzebenen zu
unterscheiden, von denen wir in dieser Vorlesung einige Beispiele, aber keine for-
male Definition sehen werden. Wir beschiftigen uns im folgenden mit der Frage,
unter welchen Zusatzannahmen eine affine Inzidenzebene sogar eine affine Ebene
im Sinne der linearen Algebra ist.

Beispiel 1.2.4. Gegeben ein Korper oder auch ein Schieftkorper K ist unsere In-
zidenzgeometrie X = K? aus 1.1.4 eine affine Inzidenzebene. Wir nennen diese
Struktur die affine Standardinzidenzebene iiber dem Schiefkorper .

Definition 1.2.5. Unter einem Isomorphismus von Inzidenzgeometrien oder
gleichbedeutend einer Kollineation versteht man eine Bijektion der zugrunde-
liegenden Punktmengen, die eine Bijektion zwischen den jeweiligen Mengen von
Geraden induziert. Zwei Inzidenzgeometrien heiflen isomorph, wenn es zwischen
ihnen einen Isomorphismus gibt. Ein Isomorphismus einer Inzidenzgeometrie mit
sich selber heifit ein Automorphismus unserer Inzidenzgeometrie.

Beispiel 1.2.6. Im Fall des Korpers mit zwei Elementen besteht die zugehorige
affine Standardinzidenzbene aus vier Punkten und ihre Geraden sind alle zwei-
elementigen Teilmengen, so dal es insgesamt genau sechs Geraden gibt. Man
iberlegt sich leicht, dal} jede affine Inzidenzebene, in der es eine Gerade mit nur
einer einzigen Parallele gibt, zu dieser vierelementigen Inzidenzebene isomorph
sein mub.
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Beispiel 1.2.7. Fiir diejenigen unter Ihnen, die die Terminologie affiner Riume be-
reits kennen, sei bemerkt, daf fiir jeden zweidimensionalen affinen Raum X iiber
einem Korper K unsere Inzidenzgeometrie aus 1.1.5 eine affine Inzidenzebene ist
und daf} jede Wahl eines Koordinatensystems bestehend aus einem ausgezeich-
neten Punkt und zwei linear unabhédngigen Richtungsvektoren eine Kollineation
K? = X liefert.

1.2.8. Sei (X, G) eine affine Inzidenzebene. Wir iiberlegen uns, daf die Relation
»gleich oder parallel* eine Aquivalenzrelation auf G ist. In der Tat, haben zwei
Parallelen zu einer gegebenen Geraden einen Schnittpunkt, so miissen sie beide
die eindeutig bestimmte Parallele durch diesen Schnittpunkt sein. Wir notieren
diese Aquivalenzrelation im folgenden

Definition 1.2.9. Wir sagen, eine affine Inzidenzebene habe die Desargues-Ei-
genschaft, wenn gegeben drei paarweise verschiedene Geraden ¢y, g, g3 mit ei-
nem gemeinsamen Punkt z und fiir i € {1,2, 3} Punkte z;,y; € g;\z stets gilt

(7172 || yiy2 und T3 || 12¥3) = T173 || 11Y3

Satz 1.2.10 (Desargueseigenschaft und Koordinatisierung). Eine affine Inzi-
denzebene hat genau dann die Desargueseigenschaft, wenn sie isomorph ist zur
affinen Standardinzidenzebene K? iiber einem Schiefkorper K.

1.2.11. Dieser Satz ist in meinen Augen eine besonders schone Illustration der
innigen Beziehung zwischen Geometrie und Algebra. Wir schicken dem Beweis
ein Lemma voraus.

Lemma 1.2.12 (Ausgeartete Desargueseigenschaft). Sei X eine affine Inzidenz-
ebene mit der Desargueseigenschaft. Gegeben drei paarweise verschiedene par-
allele Geraden ¢, g2, g3 und Punkte x;,vy; € g; gilt dann

(7172 || Y12 und 7273 || Y2u3) = 7173 || Y1vs

Vorschau 1.2.13. Die Aussage des Lemmas kann als ein Analogon der Desargues-
eigenschaft verstanden werden, bei der der Punkt z ein ,,unendlich ferner Punkt*
ist. Im Rahmen des Studiums projektiver Ebenen werden wir diese Intuition zu ei-
ner prazisen Aussage machen und sie als eine Konsequenz der sehr viel stirkeren
»projektiven Desargueseigenschaft® verstehen lernen.

Beweis. Sind die z; kollinear, so ist das eh klar. Anderfalls kbnnen wir y3) er-
kldren durch 7773 ||717) und y3) € 72ys. Die Gerade g(3) := T3y(3) schneidet
go in einem Punkt 2, und dann miiite g; auch durch z gehen im Widerspruch zu
unseren Annahmen. ]
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Die Desargueseigenschaft besagt, daB in jeder Situation der hier dargestellten Art
die Parallelitét der beiden eingestrichenen und der beiden zweigestrichenen
Geraden die Parallelitit der beiden dreigestrichenen Geraden impliziert.
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Skizze zum Beweis der ausgearteten Desargueseigenschaft 1.2.12
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Beweis des Koordinatisierungssatzes 1.2.10. Um zu sehen, daB die Standardinzi-
denzebene iiber einem Schiefkorper stets die Desargueseigenschaft hat, diirfen
wir als Schnittpunkt > unserer drei Geraden den Ursprung (0,0) € K? annehmen.
Weiter beachten wir \g || ¢ fiir jede Gerade g und alle A € K*. Fiirdas A\ € K
mit Az, = y; folgt dann aus T17; || 7172 sofort Azy = y, und aus Toz3 || Y2U3
weiter Azg = y3 und so schlieflich 7173 || 7773. Um umgekehrt zu zeigen, dal
jede affine Inzidenzebene mit der Desargueseigenschaft isomorph ist zur Stan-
dardinzidenzebene liber einem Schiefkorper, gehen wir in mehreren Schritten vor.

1.a. Unter einem Parallelogramm in einer affinen Inzidenzebene X verstehen wir
ein Quadrupel von Punkten (x11, 12, To1, Tay) € X 4 derart, daB es Paare von Ge-
raden g; || g» und hy || he gibt mit h; )| g; und h; N g; = x;;. Hier verwenden wir
unsere Notation || fiir ,,gleich oder parallel*. Gegeben eine affine Inzidenzebene X
betrachten wir auf der Menge X? aller Punktpaare aus X die Parallelogramm-
relation ~ mit (z,y) ~ (2/,4'), wenn unsere vier Punkte ein Parallelogramm
(x,y,2’,y") bilden. Die Parallelogrammrelation ist sicher symmetrisch und refle-
xiv. Bezeichne ~ die davon erzeugte Aquivalenzrelation, die Parallelogramm-
dquivalenz. Per definitionem gilt also (z,y) = (2/,y’) genau dann, wenn es eine
endliche Folge von Punktpaaren (x;, ;) gibt mit

(2, y) = (20,50) ~ - ~ (Tn, yn) = (', 9/)

1.b. Wir iiberlegen uns, da3 sich unter der Annahme der Desargueseigenschaft je
zwei parallelogramméquivalente Punktpaare (x,y) = (2/,y’) auch durch einen
,»Zweisprung von Parallelogrammen® verbinden lassen, als da heif3t durch eine
Folge wie oben der Linge n < 2. Dazu vereinbaren wir die Notation g; := Z;y;.
Gilt g; = gi+1, so folgt (x;,y;) = (241, yi+1) und wir kénnen unsere Folge ver-
kiirzen. Sind die Geraden g;, g;11, g;+2 paarweise verschieden, so folgt aus Lemma
1.2.12 bereits (x;, y;) ~ (z;12, yi+2) und wir konnen unsere Folge auch verkiirzen.
Haben wir schlieBlich g; = ¢;12 # ¢i11 = ¢ir3, S0 konnen wir, da der Fall der
vierelementigen Ebene eh unproblematisch ist, mit 1.2.6 annehmen, daf} es eine
weitere Gerade ¢ gibt mit g || g; aber g; # g # gi11. Es gibt dann nach Lemma
1.2.12 Punkte 2",y € g mit (z,,y,) ~ (2”,y") fir: < v < i+ 3 und wir
konnen unsere Folge auch wieder verkiirzen. Damit ist klar, dal wie behauptet
je zwei dquivalente Paare durch eine Folge mit hochstens einem Zwischenschritt
verbunden werden kdnnen.

1.c. Es folgt, daB die Aquivalenzklassen unserer Aquivalenzrelation Graphen von
Abbildungen X — X sind. Die Abbildung zu einem Punktepaar (x, y) notiere ich
@ = j<g_:v und nenne sie die Verschiebung zu unserem Punktepaar. Ich behaupte,
daB} unsere Verschiebungen eine Untergruppe der Automorphismengruppe unse-
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Skizze zur Parallelogrammiquivalenz
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rer Inzidenzebene bilden. Es ist klar, dal3 <ch o @ = idx die Identitdt auf X
sein muB3. Es ist auch klar, daB3 jede Verschiebung Geraden in Geraden iiberfiihrt.
Folglich sind alle unsere Verschiebungen Automorphismen unserer Inzidenzebe-
ne. Die Identitit ist die Verschiebung ¥2 und so bleibt nur zu zeigen, dal} die
Verkniipfung von zwei Verschiebungen stets wieder eine Verschiebung ist. Sind
x, 1, z kollinear, so folgt ?y o f/_:c — %7 direkt aus den Definitionen. Andernfalls
folgt
(2y 0 %) (p) = %z (p)

fiir jeden Punkt p auf keiner der drei Geraden Zy,yx,zZx aus der ausgearteten
Desargues-Eigenschaft 1.2.12 und fiir jeden Punkt p € Zy aus den Definitionen
und fiir jeden Punkt auf einer der beiden anderen Geraden aus dieser Erkenntnis
zusammen mit fj_x o ?y = idx. Unsere Verschiebungen bilden folglich in der Tat
eine Gruppe von Automorphismen unserer Inzidenzebene.

1.d. Wir zeigen, dal3 unsere Gruppe von Verschiebungen kommutativ ist. Liegen
x,y, 2 € X nicht auf einer Geraden, so ergénzen wir sie zu einem Parallelogramm
(x,y, z, w) und die Definitionen zeigen Syodz = £z = Swotvz und £y = &z und
Sw = g</_a;’ und die Kommutativitit ,@ ) y<_a: = g(/_;z: o ?y folgt. Liegen alle drei Punkte
auf einer Geraden, so finden wir w aulerhalb und schreiben y<_x = fyTu o oz und
beide Verschiebungen rechts kommutieren mit <y_z, also auch ihre Verkniipfung.
So sehen wir, daB unsere Gruppe kommutativ sein muf3. Wir schreiben ihre Verk-

niipfung von nun an + und notieren unsere Gruppe X.

1.e. Wir bemerken, daf} jeder Isomorphismus ¢ : X = Y von affinen Inzidenze-
benen mit Desargueseigenschaft einen Isomorphismus ¢ : X — Y zwischen den
zugehorigen Gruppen von Verschiebungen induziert mit

75— ()0

2. Sei weiter X eine affine Inzidenzebene. Wir halten einen Punkt o € X will-
kiirlich fest. Unter einem o-Trapez in X verstehen wir dann ein Quadrupel von
Punkten (11, Z19, T21, T22) € (X\0)?* derart, daB es Geraden hy, hy durch o und
Geraden ¢; || g2 gibt mit h; N g; = x;;. Nun betrachten wir auf der Menge P :=
{(x,y) € (X\0)? | x,y,0 sind kollinear} die Relation ~ mit (z,y) ~ (z/,7/),
wenn unsere vier Punkte (xz, y, 2’, y') ein o-Trapez bilden. Diese Relation ist sicher
symmetrisch und reflexiv. Bezeichne ~ die davon erzeugte Aquivalenzrelation.
Genau wie zuvor zeigen wir, dafl unter der Annahme der Desargueseigenschaft ih-
re Aquivalenzklassen die Graphen von bijektiven Abbildungen (X\o) = (X\o)
sind, und daf} die Fortsetzungen dieser Bijektionen durch die Vorschrift o — o
die einzigen Automorphismen %) unserer Inzidenzebene sind mit Fixpunkt o und
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¥(g) || g fur jede Gerade g. Diese Automorphismen bilden dann natiirlich auch
eine Gruppe von Automorphismen unserer affinen Ebene, die wir die Homothe-
tien mit Zentrum o nennen und H, = H notieren.

3. Sei X eine affine Inzidenzebene mit der Desargueseigenschaft. Gegeben ein
Punkt o € X erhalten wir eine Bijektion X — X durch die Vorschrift z — of.
Wir erklédren eine Verkniipfung +, auf X durch die Vorschrift, da} sie unter un-
serer Injektion der Addition in X entsprechen soll. So wird (X, +,) eine abelsche
Gruppe mit neutralem Element o. Jede Gerade K C X mit o € K ist offensicht-
lich eine Untergruppe und jeder Isomorphismus ¢ : X — Y von Inzidenzebenen
ein Gruppenisomorphismus

© - (X7 +o) - (}/7 +<p(0)>

4. Sei X eine affine Inzidenzebene mit der Desargueseigenschaft. Gegeben eine
Gerade K C X und zwei Punkte ¢+ # o in K liefert das Anwenden auf » € K
offensichtlich eine Bijektion

H, = K\o
Yoo Y

zwischen unserer Gruppe von Homothetien und dem Komplement des Punktes o
in unserer Geraden K. Die Umkehrabbildung notieren wir A — (Ax) = (Ax,,).
Vereinbaren wir zusitzlich o * £ = o fiir alle x € X, so erhalten wir eine Verk-
niipfung

x: K x X — X

mit ¢z = x. Fiir diese Verkniipfung gilt Ax (uxx) = (Asxp)xx firalle A\, p € K
und alle z € X, was wir nur fiir x = 2 priifen miissen und dann fiir alle x folgern
konnen. Unsere Verkniipfung induziert eine Verkniipfung K’ x K — K und dar-
unter ist /'\o abgeschlossen und wird offensichtlich eine Gruppe mit neutralem
Element 2. Da alle Homothetien Automorphismen unserer Inzidenzebene sind, die
o festhalten, liefern sie Gruppenhomomorphismen Ax : (X, +,) = (X, +,) und
es folgt
N (240 y) = (A xz) +o (A )

fir alle z,y € X und A € K'\o und dann offensichtlich sogar fiir alle A € K. Um
zu zeigen, da} K mit diesen Verkniipfungen ein Schiefkorper wird, miissen wir
nur noch die Distributivitit fiir die Multiplikation von rechts auf K zeigen.

5. Seien X eine affine Inzidenzebene mit der Desargueseigenschaft, K’ C X eine
Gerade und 2 # o zwei Punkte aus K. Wir kiirzen +, = + und *,, = * ab.
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Das nebenstehende Bild zeigt (+ + \) x z = = + \ * z fiir alle z € X\ K und
A € K\{o,—:}. Indem wir in derselben Weise ,,von unseren drei Punkten auf
der Gerade oz ausgehen und mit Parallelen auf die Gerade K zuriickgehen®, folgt
dasselbe fiir alle z € X'\ 0. Mit explizitem Priifen der zusitzlichen Fille, das dem
Leser zur Ubung iberlassen sei, folgt es fiir alle x+ € X und A € K. Zusammen
mit der Assoziativitit erhalten wir so die Distributivitit

(W+N)*xz=p*xzr+Axzx

fiir alle x € X und A\, u € K. Insbesondere wird unsere Gerade K mit + als
Addition und * als Multiplikation ein Schiefkorper.

6. Seien weiter X eine affine Inzidenzebene mit der Desargueseigenschaft und
K C X eine Gerade mit zwei ausgezeichneten Punkten ¢ # o und der zugehorigen
Struktur als Schiefkorper. Fiir x # o liefert sicher A +— A * z eine Bijektion
K = ox. Gegeben x,y € X derart, da x, y, o nicht kollinear ist, erhalten wir
damit eine Bijektion und sogar einen Gruppenisomorphismus

K? 3 X
(AN p) = Asxz + pxy

Offensichtlich entsprechen unter ¢ die eindimensionalen Untervektorrdume von
K? eineindeutig den Geraden durch o in X. Verschiebung zeigt dann, daB unter
dieser Bijektion die Geraden von X den affinen Geraden von K2 entsprechen. [

1.2.14. Gegeben Schiefkérper K, L und eine Kollineation ¢ : K? = L? induziert
die Abbildung Ens*(K?) = Ens*(L?) gegeben durch 7 — ¢ o 7 o ¢! einen
Gruppenisomorphismus ¢ zwischen den jeweiligen Richtungsraumen und es gibt
genau einen Ringisomorphismus alias Schiefkdrperisomorphismus

o: K5 L

mit F(A\V) = ¢(\)F(0) fur alle A € K. Diese Aussage ist in den Konstruktionen
des obigen Beweises enthalten und erlaubt uns, mit einem bestimmten Artikel von
dem Koordinatenschiefkorper einer affinen Inzidenzebene mit der Desargues-
eigenschaft zu reden.

Definition 1.2.15. Wir sagen, eine affine Inzidenzebene habe die Pappos-Eigen-
schaft, wenn gegeben Geraden g, h und fiir i € {1,2,3} Punkte z; € ¢g\h und
y; € h\g stets gilt

(7172 || 291 und T3 || Z392) = T14s || T3t

1.2.16. Sie diirfen als Ubung 1.2.27 zeigen, daB diese Eigenschaft fiir beliebige
Geraden g, h bereits folgt, wenn wir sie nur fiir sich schneidende Geraden fordern.
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Die Papposeigenschaft besagt, daf} in jeder Situation der hier dargestellten Art
die Parallelitét der beiden eingestrichenen und der beiden zweigestrichenen
Geraden die Parallelitit der beiden dreigestrichenen Geraden impliziert.
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1.2.17. Unter einer Papposebene verstehen wir eine affine Inzidenzebene mit der
Papposeigenschaft und der Desargueseigenschatft.

1.2.18. Es ist nicht schwer zu sehen, daf eine affine Inzidenzebene mit der De-
sargueseigenschaft genau dann die Papposeigenschaft hat, wenn ihr nach 1.2.14
bis auf [somorphismus wohlbestimmter Koordinatenschiefkorper kommutativ ist.
Hierfiir mu8 man nur die Streckfaktoren der Streckungen untersuchen, die die
verschiedenen Parallelen in der Papposeigenschaft ineinander iiberfithren. Der im
folgenden bewiesene Satz von Hessenberg 1.2.19 zeigt sogar, da} die Papposei-
genschaft bereits die Desargueseigenschaft impliziert.

Satz* 1.2.19 (Hessenberg). Jede affine Inzidenzebene mit der Papposeigenschaft
hat auch die Desargueseigenschaft.

Beweis. Gegeben eine Konstellation aus drei paarweise verschiedene Geraden
g1, g2, g3 mit einem gemeinsamen Punkt z und fiir i € {1,2,3} Punkte z;,y; €
g;\z mit 7175 || 7172 und Taw3 || 723 gilt es, aus der Papposeigenschaft

123 || Y1Y3

zu folgern. Wir sagen dann, ,,.Desargues gelte fiir diese Konstellation®“. Wenn die
x; kollinear sind, so folgt auch ohne Pappos bereits, dal} die y; kollinear sind und
damit gilt Desargues fiir die gegebene Konstellation. Wir diirfen also zusétzlich
annehmen, daB die z; und dann auch die y; jeweils nicht kollinear sind. Gilt 7173 ||
g2 und 7173 || g2, so folgt wieder Desargues fiir die gegebene Konstellation auch
ohne Pappos. Wir diirfen also zusitzlich auch noch annehmen, daB 7,73 nicht zu
go parallel ist. Jetzt betrachten wir die zu g- parallele Gerade g durch z3 und setzen

pi=9gNgq q:=9Ny1ys und 7 = qy; N TaZ3

und holen das Argument dafiir nach, dal auch r sinnvoll definiert ist. Wir haben
ndmlich ¢ € 7373, da die y; nicht kollinear sind und damit andernfalls ¢ = y3
folgern wiirde im Widerspruch dazu, daB3 ys; nicht auf g liegen kann. Damit gilt
schon mal g # ¥, und G5 ist eine wohldefinierte Gerade. Diese Gerade schlielich
ist nicht parallel zu 7573, da sie nicht parallel ist zu 7573, da eben gilt ¢ & 7373.
Damit ist also auch r sinnvoll definiert. Jetzt wenden wir dreimal Pappos an.

1. Wir betrachten die Geraden 7q sowie g3 und darauf die Punkte r, -, ¢ sowie
Y3, T3, z. Wir bemerken r # x3, da sonst x3, ¢ und y» kollinear wiren und
wir ¢ = g folgern konnten im Widerspruch zu x3 ¢ go. Wir haben nun
r & g3 wegen xo & g3 und yo ¢ g3 nach Annahme und ¢ ¢ g3, da sonst
folgte ¢ = x5 und wieder x3,q und y, kollinear wiren, was ja nicht sein
kann. Andererseits haben wir y3 ¢ 7q, weil die y; nicht kollinear sind, und
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Skizze zum Beweis des Satzes von Hessenberg
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x3 & 7q, weil x3 # ¢, und z ¢ 7q, weil g, nicht parallel ist zu 7. Nun haben
wir 7Z3 || 9293 und 722 || g3 und mit Pappos folgt

7z || 773

2. Wir betrachten die Geraden 7y, sowie g; und darauf die Punkte r, ¢, y» so-
wie y1, z, p. Wir haben r ¢ g; wegen 7z || y3 = U1ys. Wir haben ¢ ¢ ¢y, da
sonst folgte ¢ = y; und dann die y; kollinear wéren. Wir haben y, & g, nach
Annahme. Wir haben weiter z & 775, weil g5 nicht parallel ist zu 75 = qis.
Haben wir auBBerdem y;, p & 74z, so konnen wir aus 7z || gy; und @p || 722
mit Pappos folgern

D || T2lh

Haben wir andererseits p € Ty, oder y; € Ty, so folgt p = ¢ = y;. Auch
in diesem Fall haben wir jedoch r # p, da sonst gilte » € g und folglich
r = x3. Auch in diesem Fall ist also 7p eine wohlbestimmte Gerade und wir
haben sogar 7p = ¥y; und a forteriori 7p || 7277

3. Wir betrachten die Geraden 7573 sowie g, und darauf die Punkte x3, x5, r
sowie z, p, x1. Nach Annahme gilt x3, 2o &€ g1 und r ¢ g; hatten wir bereits
gepriift. Unsere Annahmen zeigen auch unmittelbar z, x; & Tox3. Aus p €
Tox3 schlieBlich folgte p = x5 und das ist unmoglich wegen x5 & g,. Wegen
T3p || T2z und T377 || TP, letzeres nach dem vorhergehenden, folgern wir
mit Pappos

T3y || T2

Zusammen zeigen der erste und dritte Teil 7377 || 7Z || Gy = U1Us- O

1.2.20 (Anordnung des Koordinatenkorpers und Geometrie). Sei X eine Pap-
posebene mit Zwischenrelation Z. Es ist zunédchst einmal klar, daB fiir jede Ver-
schiebung ¢ und jede Gerade g mit p(g) # g und z,y,z € g mit (x,y,2) € Z
auch gilt (¢(x), p(y),¢(z)) € Z. Daraus folgt dieselbe Aussage auch im Fall
©(g) = g und wir sehen, daB jede Verschiebung die Zwischenrelation erhilt. Ins-
besondere muf} jede Verschiebung, die eine Gerade stabilisiert, die beiden Anord-
nungen auf unserer Gerade, die mit der Zwischenrelation vertrdglich sind, ent-
weder festhalten oder vertauschen. Diejenigen Verschiebungen, die sie festhalten,
bilden eine Untergruppe vom Index hochstens Zwei. Haben also Geraden mehr
als zwei Punkte, so gibt es eine von der Identitét verschiedene Verschiebung, die
unsere Gerade und beide Anordnungen festhilt. Es folgt, dal unser Koordinaten-
korper, wenn er denn mehr als zwei Elemente hat, die Charakteristik Null haben
muB. Dann aber ist jede Verschiebung, die eine Gerade stabilisiert, das Quadrat ei-
ner weiteren Verschiebung, die dieselbe Gerade stabilisiert, und hilt folglich jede
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der beiden mit unserer Zwischenrelation vertridglichen Anordnungen fest. Eben-
so ist fiir jede Homothetie ¢) mit Zentrum o klar, daB aus (o, z,v¢(z)) € Z fiir
ein z € X\o folgt (0,y,9(y)) € Z fir alle y € X\o und daB} ebenso aus
(0,9 (x),x) € Zfireinx € X\ofolgt (0,1 (y),y) € Z furalley € X\o. Die Ho-
mothethien ¢ € H, mit (z,0,9(x)) € Z = x = o bilden also eine Untergruppe.
Halten wir also eine Gerade K fest und zeichnen auf ihr zwei verschiedene Punk-
te 0 # ¢ aus und versehen K mit der beim Beweis des Koordinatisierungssatzes
konstruierten Struktur eines Korpers, so macht diejenige mit der Zwischenrelation
vertrigliche Anordnung von K, fiir die zusétzlich gilt o < ¢, unser K zu einem
angeordneten Korper, wenn K mehr als zwei Elemente hat. Ergiinzen wir nun o
zu einem nicht kollinearen Tripel x, y, 0 und betrachten die zugehorige Bijekti-
on K? = X aus dem Beweis des Koordinatisierungssatzes, so sieht man leicht,
daB die durch unsere Anordnung auf K gegebene Zwischenordnung auf K? der
Zwischenordnung auf X entsprechen muf}. Wir erhalten also eine Bijektion auf
Isomorphieklassen

Angeordnete ~ Papposebenen mit Zwischenrelation
Korper und mehr als zwei Punkten auf jeder Gerade

K — K?

SchlieBlich priift man, da3 gegeben angeordnete Korper K, L eine Kollineation
K? = L? genau dann die jeweiligen Zwischenrelationen ineinander iiberfiihrt,
wenn der ihr nach 1.2.14 zugeordnete Korperisomorphismus die jeweiligen An-
ordnungen ineinander iiberfiihrt. So erhélt man auch fiir jeden Korper K mit mehr
als zwei Elementen eine Bijektion

Anordnungen N Zwischenrelationen
auf dem Korper K auf der Papposebene K?

Satz 1.2.21 (Geometrische Charakterisierung reeller Inzidenzebenen). Genau
dann kann eine Papposebene, deren Geraden mehr als zwei Punkte haben, mit ei-
ner Zwischenrelation versehen werden, die die Supremumseigenschaft hat, wenn
sie isomorph ist zu R?. Des weiteren ist in diesem Fall die fragliche Zwischenre-
lation bereits eindeutig bestimmt.

Beweis. Nach dem Vorhergehenden finden wir einen Isomorphismus von Inzi-
denzebenen X = K2 fiir einen Korper K und unserer Zwischenrelation ent-
spricht eineindeutig eine Anordnung auf /K. Hat unsere Zwischenrelation zusitz-
lich die Supremumseigenschaft, so erfiillt die fragliche Anordnung auf K alle
Axiome [AN1] 2.4.3, die den Korper der reellen Zahlen charakterisieren. Unsere
affine Inzidenzebene ist folglich isomorph zu R?, und da es auf dem Korper R
nur eine einzige Korperanordnung gibt, ist die fragliche Zwischenrelation bereits
durch die Struktur als Inzidenzgeometrie eindeutig bestimmt. [
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Ubungen

Ubung 1.2.22. Man zeige, daB eine affine Inzidenzebene, in der es eine Gerade
mit nur einer einzigen Parallele gibt, isomorph sein muB zu F2.

Ubung 1.2.23. Man zeige, daB fiir jeden Schiefkorper K die Punktmenge K2 mit
den in 1.2.7 beschriebenen Geraden eine affine Inzidenzebene ist und daf} diese
affine Inzidenzebene die affine Desargues-Eigenschaft hat.

Ubung 1.2.24. Man priife die Formel (—2) *  +, * = o, deren Nachweis im
Beweis des Koordinatisierungssatzes noch offen geblieben war.

Ubung 1.2.25. Man zeige, daB es in einer affinen Inzidenzebene zwischen je zwei
Geraden eine Bijektion gibt. Salopp gesprochen haben also ,,je zwei Geraden
gleich viele Punkte®.

Ubung 1.2.26. Gibt es in einer affinen Inzidenzebene eine endliche Gerade mit
genau n Punkten, so hat unsere affine Inzidenzebene genau n? Punkte und n? + n
Geraden.

Ubung 1.2.27. Man zeige, da die Papposeigenschaft fiir parallele Geraden be-
reits folgt, wenn wir sie nur fiir sich schneidende Geraden fordern. Hinweis: Man
mag sich am Beweis der analogen Aussage 1.2.12 in Bezug auf die Desarguesei-
genschaft orientieren.

1.3 Parallelprojektion und Zentralprojektion

1.3.1. Je nach Vorkenntnissen miissen hier erst einmal affine Rdume und affine
Teilraume etwa im Umfang von [LA1] 3.1, [LA1] 3.2 besprochen werden. Die
Annahme endlicher Dimension ist im folgenden meist iiberfliissig und dient nur
dazu, die Darstellung zu vereinfachen. Besonders wichtig ist die Erkenntnis, daf3
in einem affinen Raum der Schnitt einer Gerade mit einem weiteren affinen Teil-
raum entweder leer ist oder ein Punkt oder die ganze Gerade. Ist unser affiner
Teilraum eine Hyperebene H und ¢ der Richtungsvektor unserer Gerade g, so
folgt des weiteren aus & & H bereits [g N H| = 1.

1.3.2. Gegeben E' O H ein endlichdimensionaler affiner Raum mit einer Hyper-
ebene sowie ein Vektor ¢ € E\ H erkldren wir die Parallelprojektion in Rich-
tung ¥ von E auf H als die eindeutig bestimmte Abbildung

T=mg="mpm: L —H

mit der Eigenschaft 7 (e) € e 4 (¥).
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1.3.3. Gegeben I D H ein endlichdimensionaler affiner Raum mit einer Hyper-
ebene sowie ein Punkt ¢ € F\ H erkldren wir die Zentralprojektion mit Zen-
trum ¢ von £ auf H als die eindeutig bestimmte Abbildung

(=C=Cum: EN(g+H)— H

mit ¢, e, ((e) kollinear. Die Menge E\ (¢+ H ) nennen wir den Definitionsbereich
unserer Zentralprojektion, die Hyperebene H ihre Bildebene, das Zentrum ¢ auch
den Augpunkt.

Beispiel 1.3.4 (Foto als Zentralprojektion). Ein schmutziges Beispiel fiir ei-
ne Zentralprojektion ist das Fotographieren mit einer Lochkamera und in erster
Niherung iiberhaupt jedes Foto. In diesem Fall ist die Linse oder besser das Loch
der Augpunkt. Etwas genauer gesagt erhilt man beim Fotographieren eine auf
die ,,Punkte vor der Linse* eingeschrinkte Zentralprojektion und unsere Kamera
projiziert auch von diesen Punkten nur einen Ausschnitt auf einen Auschnitt der
Hyperebene H, nimlich auf die Bildplatte unseres Fotoapparats.

Satz 1.3.5 (Bilder von Geraden unter Zentralprojektionen). Als das Bild einer
Gerade unter einer Zentralprojektion und genauer als das Bild ihres Schnittes mit
dem Definitionsbereich konnen wir erhalten:

1. Eine Gerade, bei der ein Punkt fehlt, der Fluchtpunkt. Das ist der Fall,
wenn unsere urspriingliche Gerade die Bildebene in genau einem Punkt
trifft und nicht durch den Augpunkt geht;

2. Eine Gerade. Das ist der Fall, wenn unsere urspriingliche Gerade die Bild-
ebene nicht in genau einem Punkt trifft und nicht durch den Augpunkt geht;

3. Einen Punkt. Das ist der Fall, wenn unsere urspriingliche Gerade die Bild-
ebene in genau einem Punkt trifft und durch den Augpunkt geht;

4. Die leere Menge. Das ist der Fall, wenn unsere urspriingliche Gerade die
Bildebene nicht in genau einem Punkt trifft und durch den Augpunkt geht.

1.3.6. Hier nocheinmal tabellarisch die vier Félle unseres Satzes fiir das Bild unter
einer Zentralprojektion des Schnittes einer Gerade mit dem Definitionsbereich
unserer Zentralprojektion.

H trifft Augpunkt ‘ trifft Augpunkt nicht

trifft Bildebene Punkt Gerade ohne einen Punkt
in genau einem Punkt
trifft Bildebene nicht leer Gerade
in genau einem Punkt
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Beweis. Seien E D H unser endlichdimensionaler affiner Raum mit der Bildebe-
ne und ¢ € E\H der Augpunktund ¢, : E\(q+ H) — H die Zentralprojektion.
Gegeben eine Gerade g C FE istklar, daB§ Cq(g\(q+]:7)) im Schnitt (g, ¢).sNH des
affinen Erzeugnisses von g und g mit der Bildebene H enthalten sein muf3. Indem
wir E durch (g, ¢)a¢ ersetzen, ziehen wir uns darauf zuriick, den Fall dim £/ < 2
zu betrachten. In diesem Fall aber kann man die Aussage anhand einer Zeichnung
miihelos einsehen. [

1.3.7 (Fluchtpunkte in Fotographien). Bei Fluchtpunkten in Fotographien et-
wa von Eisenbahngleisen sieht man als Bild eines Gleises iiblicherweise nur eine
Halbgerade, die im Fluchtpunkt endet. Das liegt daran, da3 wir mit der Kamera
,-nur nach vorne fotographieren*, wihrend unsere mathematische Zentralprojekti-
on auch die ,,Gleise hinter dem Betrachter* noch ins Bild projiziert.

Ergdinzung 1.3.8. Der Satz gilt unverdndert auch ohne die Annahme endlicher
Dimension. Ein mit Quotientenrdumen geiibter Leser wird keine Schwierigkeiten
haben, unseren Beweis auf diesen Fall zu verallgemeinern.

1.3.9 (Ein FuBballfeld und seine Fotographie). Jetzt denken wir uns einmal, wir
fotographierten ein FuBballfeld. Formal und in Koordinaten ausgedriickt betrach-
ten wir Einbettungen i, j : R? < R® der Gestalti : (z,y)" — A(0,z,y)" +¥und
j:(z,y)" — B(0,r,y)" + @ fir A, B € SO(3) Drehmatrizen und v, @ € R?
Vektoren und wihlen als Augpunkt einen Punkt ¢ € R?, der weder im Bild von i
noch im Bild von j liegt, also weder in der Fotoplatte alias Bildebene H := j(IR?)
noch auf dem FuBballfeld alias der Urebene U := i(R?). Die ,,partiell definierte
Abbildung*
¢ =7 Cuui: R? -——» R?

beschreibt dann die ,,Umrechnung zwischen dem durch 7 mit Koordinaten verse-
henen FuBballfeld :(R?) und seiner durch j mit Koordinaten versehenen Fotogra-
phie j(R2)“. Ihr Definitionsbereich ist genauer i~ (R3\ (¢ + H)). Wir nennen sie
eine Fototransformation.

Beispiel 1.3.10. Betrachten wir etwa i : R? — R3, (z,y) — (z,y,1) und j :
(z,y) — (1,z,y) und ¢ = (0,0, 0), so wird die Zentralprojektion (, = ¢ auf die
Ebene j(R?) = {(x,y,2) | * = 1} gegeben durch (z,y,2) — (1,y/x,2/x) und
ist nicht definiert auf den Punkten ,,neben der Linse®, also den Punkten mit z = 0.
So finden wir in diesem Fall

oz, y) =7 Cla,y, 1) =57 (L y/x, 1/2) = (y/z,1/x)

Vorschau 1.3.11 (Umrechnen von Fotographien). Im folgenden wollen wir sa-
lopp gesagt zeigen, daf die partiell definierten Abbildungen, die durch das wieder-
holte Fotographieren von Fotographien entstehen, genau alle partiell definierten
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Das Bild unter einer Zentralprojektion einer zur Projektionsebene nicht
parallelen und mit dem Projektionszentrum nicht inzidenten Gerade g ist eine
Gerade abziiglich eines Punktes, genauer abziiglich des Fluchtpunkts.
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Abbildungen sind, die durch Formeln der Gestalt

a11x+a12y+tais

¢ x az1x+az2y+ass

Y N 02121022y +0a23

a3z1x+az2y+ass
gegeben werden mit (a;;) einer invertierbaren (3 x 3)-Matrix. Um das korrekt
formulieren zu konnen, erweitern wir unsere Ebene durch Hinzunahme geeigne-
ter ,,unendlich ferner Punkte* in der Weise, da} unsere partiell definierten Abbil-

dungen zu global definierten Abbildungen werden, den sogenannten ,,Projektivi-
taten*. Eine entsprechend prizisierte Aussage zeigen wir dann als Satz 1.5.4.

1.4 Projektive Riume

1.4.1 (Projektivisierung von Vektorriumen). Gegeben ein Korper /K und ein
K-Vektorraum V' bezeichnen wir die Menge aller Ursprungsgeraden in V' mit

PV = PgV :={L C V| L ist ein eindimensionaler Untervektorraum }

Wir nennen diese Menge die Projektivisierung des Vektorraums V. Jeder Punkt
von PV hat die Gestalt (v) fiir v € V'\0 und wir haben (v) = (w) genau dann,
wenn es A € K gibt mit \v = w. Eine Teilmenge ¢ C PV heif}t eine pro-
Jjektive Gerade, wenn sie aus allen eindimensionalen Untervektorrdumen in ei-
nem zweidimensionalen Untervektorraum V, C V besteht. Offensichtlich wird
die Projektivisierung PV von V' so zu einer Inzidenzgeometrie, als da heif3t, durch
je zwei verschiedene Punkte von PV geht genau eine projektive Gerade und jede
projektive Gerade hat mindestens zwei Punkte.

Beispiele 1.4.2. Ist V' der Nullvektorraum, so ist PV leer. Ist V' eindimensional,
so besteht PV aus einem einzigen Punkt. Man mag sich P(R?) veranschaulichen
als eine ,,Sphire, bei der gegeniiberliegende Punkte jeweils als derselbe Punkt
zu denken sind*“. Um zusitzliche Anschauung bereitzustellen, bespreche ich nun
die alternative Interpretation der Inzidenzgeometrien PV als ,,projektive Vervoll-
stindigungen affiner Rdume*.

1.4.3 (Projektive Vervollstindigung affiner Rdume). Gegeben ein affiner Raum
E iiber einem Korper K konnen wir die disjunkte Vereinigung

VE = EUPE

von £ mit der Projektivisierung PE seines Richtungsraums E mit einer Struk-
tur als Inzidenzgeometrie versehen, indem wir folgende Teilmengen als Geraden
auszeichnen:
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Die von einer Zentralprojektion von einer Geraden auf eine andere Gerade
induzierte Abbildung. Bei der hier angegebenen Situation und Parametrisierung
ist a € H der Fluchtpunkt und b € g die Definitionsliicke unserer
Zentralprojektion (, und die davon auf dem Definitionsbereich induzierte
Abbildung ist b + zw — a + (1/2)0.
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Die projektive Ebene P2, iiber dem Korper mit zwei Elementen hat sieben
Punkte und sieben Geraden.
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1. Die Teilmengen g LI {§} fiir g C F eine affine Gerade;
2. Die projektiven Geraden [ C PE nach 1.4.1.

Wir nennen diese Inzidenzgeometrie die projektive Vervollstindigung von F.
Die Punkte von PE heifien die unendlich fernen Punkte unserer Vervollstindi-
gung, die eben gerade entsteht, indem wir zu unserem affinen Raum noch diese un-
endlich fernen Punkte mit hinzunehmen. Die Geraden dieser Vervollstindigung,
soweit sie nicht nur aus unendlich fernen Punkten bestehen, entstehen, indem wir
zu einer affinen Gerade jeweils noch einen unendlich fernen Punkt hinzunehmen.
Ist £ zweidimensional, so gibt es in VE eine einzige Gerade aus unendlich fer-
nen Punkten, nimlich die unendlich ferne Gerade, die genau aus allen unendlich
fernen Punkten besteht.

1.4.4 (Projektive Vervollstiindigung als Projektivisierung). Gegeben ein affiner
Raum £ iiber einem Korper K und eine affine Einbettung 7 : £ — V als eine
den Ursprung vermeidende affine Hyperebene in einem K -Vektorraum erhalten
wir durch die Abbildungsvorschrift e — (i(e)) und () — (2(¥)) offensichtlich
eine Kollineation

VE 5 PV

1.4.5. Im Spezialfall £ = K" wihlen wir standardméfig die durch das Davor-
schreiben einer 1 als erster Koordinate gegebene affine Einbettung K™ — K"'!
als eine den Ursprung vermeidende Hyperebene und setzen P"K = P(K"!)
und nennen fiir n > 0 diese Inzidenzgeometrie den n-dimensionalen projekti-
ven Raum iiber dem Korper K. Wir erhalten so unsere Standardidentifikation

s: K"UP" 'K = VK" 5 P'K

Im Fall n = 1 notiert man das Bild des einzigen Punktes von P’K ebenso wie
sein Bild in P! K meist co. Damit wird unsere Standardidentifikation in diesm
Fall eine Bijektion s : K U {oo} = VK = P'K und wir erhalten, wenn wir kur-
zerhand K mit seinem Bild identifizieren, eine mit den nétigen Hintergedanken
zu verstehende Zerlegung

KU{x} =P'K

1.4.6. Unter einer Einbettung von Inzidenzgeometrien verstehen wir eine in-
jektive Abbildung X — Y der zugehorigen Punktmengen derart, daf3 Teilmen-
gen von X mit mindestens drei Elementen genau dann kollinear sind, wenn ihre
Bilder in Y kollinear sind.

Beispiele 1.4.7. Jede bijektive Einbettung von Inzidenzgeometrien ist eine Kol-
lineation. Jeder injektive Vektorraumhomomorphismus W < V' induziert eine
Einbettung von Inzidenzgeometrien P — PV'. Im Fall eines Untervektorraums
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Versuch einer graphischen Darstellung von P2RR. Jede Ursprungsgerade im R3
geht durch einen Punkt der oberen Hemisphire in der Einheitssphire. Nun lassen
wir aus dieser Hemisphire auch noch an ihrem Rand den halben Aquator weg
und betrachten genauer die Menge

H:={(z,y,2)€5220,2=0=y>0, z=y=0= x>0}

Dann erhalten wir eine Bijektion P?R % H, indem wir jeder Ursprungsgerade
thren Schnittpunkt mit /7 zuordnen. Weiter liefert die Zentralprojektion mit
Augpunkt in (0,0, —1) auf die xy-Ebene eine Bijektion von H mit der
Einheitskreisscheibe, von der man dabei denselben halben Aquator am Rand
wegzulassen hat. Die Bilder der projektiven Geraden unter der Verkniipfung
dieser Bijektionen sind die Schnitte unserer halbentrandeten Einheitskreisscheibe
mit beliebigen Kreisen oder Geraden durch gegeniiberliegende Punkte auf dem
Einheitskreis. Die unendlich ferne Gerade entspricht dem Schnitt mit dem
Einheitskreis. Im Bild sind zwei parallele Geraden g, h eingezeichnet sowie eine
weitere Gerade [ und gestrichelt die unendlich ferne Gerade.
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/

Versuch einer graphischen Darstellung von P?R in der Art des Kubismus. Hier
habe ich die zwei unendlich fernen Punkte zu drei affinen Geraden durch
bepunktete Doppelpfeile symbolisiert. Bei dieser Darstellung kommt es nur auf
die Richtung der Doppelpfeile an, nicht auf die Stelle, an der sie auf’s Papier
gemalt sind, noch auf ihre Linge, und jeder Doppelpfeil symbolisiert den durch
seine Richtung gegebenen unendlich fernen Punkt. Wie im Kubismus stellen
verschiedene Teile dieses Bildes verschiedene Aspekte der reell projektiven
Ebene dar und es gibt keine gemeinsame Perspektive oder globale Regel, der sich
all diese Darstellungen unterordnen lief3en.
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W C V ist das die Einbettung einer Teilmenge PWW C PV. Gegeben ein affiner
Raum F sind sowohl £ < VE als auch PE < VE Einbettungen von Inzidenz-
geometrien. Jede injektive affine Abbildung /' — E von affinen Rdumen ist eine
Einbettung von Inzidenzgeometrien und induziert eine Einbettung VE — VF
zwischen ihren projektiven Vervollstdndigungen. Ist £/ C F’ ein affiner Teilraum,
so behandeln wir die zugehorige Einbettung der projektiven Vervollstindigungen
in unserer Notation auch als eine Einbettung VE C VF' von Mengen. Gegeben
eine affine Gerade g C F ist insbesondere Vg = ¢ LI {g} ihre Vervollstindigung
zu einer projektiven Gerade.

1.4.8. Sei V ein Vektorraum. Eine Teilmenge P C PV seiner Projektivisierung
heif3t eine projektive Hyperebene, wenn sie aus allen eindimensionalen Unter-
vektorrdaumen eines Untervektorraums W C V der Kodimension Eins besteht,
wenn also in Formeln gilt P = PW fiir codim(W C V') = 1.

Lemma 1.4.9 (Schnitte von Geraden und projektiven Hyperebenen). Gege-
ben V' ein Vektorraum, PV seine Projektivisierung und P C PV eine projektive
Hyperebene trifft jede projektive Gerade g C PV, die nicht in unserer projektiven
Hyperebene P enthalten ist, besagte projektive Hyperebene in genau einem Punkt.

1.4.10. Der Punkt ist hierbei, daB3 im Projektiven der Schnitt einer Gerade mit
einer Hyperebene nie leer sein kann. Das steht im Gegensatz zur Situation im
Affinen, bei der das ja durchaus moglich ist.

Beweis. Wir haben per definitionem g = PV, und P = PW mit dimV, = 2
und codim(W C V) = 1. Dann folgt aus V;, ¢ W bereits dim(V, N W) =
1, denn wire der Schnitt Null, so konnte W keine Hyperebene gewesen sein.
Dieser eindimensionale Untervektorraum (V, N W) C V ist dann als Punkt des
projektiven Raums PV aufgefalit der gesuchte Schnittpunkt. [

1.4.11. Gegeben in der Projektivisierung PV eines Vektorraums V' eine projek-
tive Hyperebene P C PV sowie ein Punkt ¢ € PV'\ P im Komplement unserer
Hyperebene erkldren wir die Projektion mit Zentrum ¢ auf die Hyperebene P
als die durch die Eigenschaft {7 ()} = gz N P nach 1.4.9 eindeutig bestimmte
Abbildung

7, PV\qg — P

Hier meint gz die Gerade durch g und z in der Inzidenzgeometrie PV'. In anderen
Worten wird also 7,(z) € P durch die Bedingung festgelegt, daBl ¢, x und 7,(x)
kollinear sind. Wenn wir besonders betonen wollen, da3 wir diesen Projektions-
begriff meinen, sprechen wir von einer projektiven Projektion.

Proposition 1.4.12 (Projektive Projektionen projektiver Geraden). Unter der
projektiven Projektion eines projektiven Raums auf eine projektive Hyperebene
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wird jede projektive Gerade, die nicht durch das Zentrum der Projektion geht,
bijektiv auf eine projektive Gerade abgebildet.

Vorschau 1.4.13. In 1.4.15 wird sich erweisen, in welchem Sinn dieser Satz als
eine Verbesserung unseres Satzes 1.3.5 iiber die Bilder von Geraden unter Zen-
tralprojektionen in affinen Riumen verstanden werden kann.

Beweis. Seien V' O W ein Vektorraum mit einer Hyperebene und ¢ € PV\PW
ein Punkt und 7 = 7, : PV'\¢ — PW die projektive Projektion. Gegeben 7 € V
mit (¥) = g erhalten wir ein kommutatives Diagramm

V <—2V\({¥) —=PV'\q

F Lk

W ~———W\0 PV

mit einer Parallelprojektion ganz links. Diese Parallelprojektion ist eine lineare
Abbildung und bildet folglich Untervektorrdume von V', die () nicht umfassen,
auf Untervektorrdume von W derselben Dimension ab. Mithin bildet unsere Pro-
jektion 7, jede projektive Gerade in PV, die nicht durch ¢ lduft, bijektiv auf eine
projektive Gerade in PV ab. [l

Proposition 1.4.14 (Projektionen in projektiven Vervollstindigungen). Seien
E D H ein affiner Raum mit einer Hyperebene und q € VE\VH ein Punkt. So
gibt es fiir alle e € VE\q genau ein Element 7 (e) € VH mit q,e und m,(e)
kollinear, und die durch die Vorschrift e — ,(e) erklirte projektive Projektion

m=m,: VE\q - VH

bildet projektive Geraden in VE, die nicht durch q gehen, bijektiv auf projektive
Geraden in VH ab.

Beweis. Offensichtlich gibt es stets ein Paar V' O W aus einem Vektorraum mit
einem Teilraum der Kodimension Eins und eine Kollineation VE — PV, unter
dem VH bijektiv auf PIW abgebildet wird. Damit folgen unsere Behauptungen
unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen fiir projektive Raume 1.4.9 und
1.4.12. [

1.4.15 (Zentralprojektion als Einschrinkung einer projektiven Projektion).
Gegeben ein affiner Raum £ mit einer Hyperebene I/ C E und ein Punkt ¢ €
FE\ H erhalten wir fiir die Zentralprojektion (, ein kommutatives Diagramm

E\(q+ H)—=VE\q

ay:

H——VH
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1.4.16 (Nocheinmal Bilder von Geraden unter Zentralprojektionen). Nach
unseren Erkenntnissen in 1.4.14 werden unter projektiven Projektionen Geraden
von V E, die nicht durch den Augpunkt ¢ laufen, bijektiv auf Geraden in VH ab-
gebildet. Das liefert einen alternativen Zugang zu unserem Satz 1.3.5 iiber Bilder
von affinen Geraden unter Zentralprojektionen. Gegeben eine Gerade g C FE\q
wird ihre Vervollstindigung Vg C VE\q nach 1.4.14 unter 7, bijektiv auf eine
projektive Gerade
me(Vg) C VH

abgebildet. Jetzt gibt es nach 1.4.9 nur die beiden Moglichkeiten 7,(Vg) C PH
oder |m,(Vg) NIPH| = 1, und im letzteren Fall ist dieser eindeutige Schnittpunkt
entweder 7,(g) oder eben ein anderer Punkt. Im ersten Fall trifft ¢ den Definiti-
onsbereich unserer Zentralprojektion ¢, tiberhaupt nicht. Im zweiten Fall wird g
bijektiv auf eine Gerade in H abgebildet. Im dritten Fall haben wir 7,(g) € H
und dieses Bild des unendlich fernen Punktes ist der Fluchtpunkt zu g.

1.4.17 (Parallelprojektion als Einschrinkung einer projektiven Projektion).
Gegeben ein affiner Raum £ mit einer Hyperebene /7 C E und ein Richtungsvek-
tor v € E\F[ mit zugehdrigem unendlich fernen Punkt ¢ := () € VE erhalten
wir fiir die Parallellprojektion 7z ein kommutatives Diagramm

E——>VE\q

H——VH

Zusmmen mit 1.4.15 sehen wir so, dal sowohl Parallelprojektionen wie auch Zen-
tralprojektionen beide Einschrinkungen projektiver Projektionen zwischen den
jeweiligen Vervollstandigungen sind.

1.4.18 (Homogene Koordinaten). Gegeben x, z1,...,2, € K nicht alle Null
bezeichnen wir die Gerade durch den Ursprung und den Punkt mit den Koordina-
ten xg, 1, .. ., T,, aufgefalt als Punkt des n-dimensionalen projektiven Raums,
mit

(2o, 21,y xn) == ((To, T1, .., Tn))

Ublich sind auch die Schreibweisen [z, 71, ..., z,] und (z¢; z1;. .. ; x,) fir die-
sen Punkt des projektiven Raums P K. Unsere Standardeinbettung K" — P" K
wird gegeben durch (xy,...,2,) — (L, z1,...,2,).

Vorschau 1.4.19. Die projektiven Rdume PV zu endlichdimensionalen reellen
oder komplexen Vektorraumen V' konnen mit einer Topologie versehen werden
durch die Vorschrift, dal eine Teilmenge offen sein soll genau dann, wenn ihr
Urbild in V'\0 offen ist. Mehr zu dieser sogenannten ,,Quotiententopologie* dis-
kutieren wir in [TM] 2.3. Bereits hier sei erwihnt, daf} es fiir diese Topologien
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stetige Bijektionen mit stetiger Umkehrung gibt, die P'R mit der Kreislinie S!
und P*C mit der Kugelschale S? identifizieren. Deshalb heift die komplexe pro-
jektive Gerade P'C auch die Riemann’sche Zahlenkugel. Genauer erhalten wir
eine derartige Identifikation fiir P*C, indem wir eine Kugelschale auf die kom-
plexe Zahlenebene legen, eine Lampe an den hochsten Punkt P stellen und jeden
Punkt der Kugelschale, der nicht gerade der hochste Punkt ist, auf seinen Schatten
in der Ebene C abbilden, den hochsten Punkt P jedoch auf oo. Fiir P'R verfihrt
man analog. Weiter ist P?R nach [TM] 2.3.8 homdomorph ist zu einer Kugel-
schale, in die man ein kreisrundes Loch geschnitten hat, um dort ein Mobiusband
einzukleben. Um das prizise zu verstehen und zu beweisen, braucht es jedoch ei-
ne gewisse Ubung im Umgang mit den Grundbegriffen der mengentheoretischen
Topologie.

Ubungen

Ubung 1.4.20. Gegeben ein affiner Raum E sind zwei affine Geraden g,h C E
genau dann gleich oder parallel, wenn sie sich im Unendlichen schneiden. Genau-
er und in Formeln gilt also

glh = VgnVhNPE #0

Ubung 1.4.21. Gegeben ein Vektorraum V' und im projektiven Raum PV zwei
projektive Hyperebenen U, H C PV sowie ein Punkt ¢ € PV\(H U U) im Kom-
plement ihrer Vereinigung induziert unsere Projektion aus 1.4.11 eine Bijektion

U= H

Erginzende Ubung 1.4.22 (Linearisierung). Sei E ein affiner Raum iiber einem
Korper K. Jede affine Einbettung : : &2 — V als affine den Ursprung vermeidende
Hyperebene in einen Vektorraum V' hat die universelle Eigenschaft, da$ fiir jeden
K-Vektorraum W das Vorschalten von i eine Bijektion

HOIIlKG/, W) = AHK<E, W)

induziert. Eine solche affine Einbettung ist folglich eindeutig bestimmt bis auf
eindeutigen Isomorphismus. Wir nennen sie die Linearisierung von £. Jede Li-
nearisierung von E liefert offensichtlich eine Bijektion (£ x K )L E = V durch
(e,\) — Ai(e) und ¥ — 2(¥)). Man gebe Formeln an fiir diejenige Verkniipfung
auf (E x K*) U E, die unter dieser Bijektion der Addition von Vektoren in V
entspricht.

Ergiinzende Ubung 1.4.23. Sei K ein Korper. Man zeige, daB die Homothetien
und Translationen bereits alle Permutationen von K2 sind, die sich so zu Kolli-
neationen von VK fortsetzen lassen, daB die unendlich ferne Gerade punktweise
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Versuch einer Darstellung der reell-projektiven Ebene PR als topologischer
Raum. Unten denke man sich an die Kreislinie eine Hemisphire angeklebt, oben
verbindet man je zwei gegeniiberliegende Punkte des Einheitskreises durch einen

Bogen mit variierender mittlerer Hohe. So entsteht eine sich selbst
durchdringende rdaumliche Fliche, bei der man sich die Selbstdurchdringung
leicht wegdenken kann. Man nennt sie auch die Kreuzhaube.
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festgehalten wird. Hinweis: Nach [LA1] 3.3.5 sind alle Kollineationen K2 — L2
die von einem Korperisomorphismus von K — L induzierte Abbildung gefolgt
von einer bijektiven K -linearen Abbildung und einer Translation.

Ubung 1.4.24. Gegeben ein Korper K scheiden sich je zwei verschiedene Geraden
von P2K in genau einem Punkt.

Ubung 1.4.25. Ich habe zu Hause ein Spiel mit gut 50 Karten und 8 Symbolen auf
jeder Karte derart, daf} je zwei Karten genau ein Symbol gemeinsam haben. Es
gilt dann, als erster das Symbol zu nennen, das die erste Karte vom Kartenstapel
eines Spielers mit dem in der Mitte liegenden Ablagestapel gemeinsam hat, und
dann darf man seine Karte in der Mitte ablegen. Wer als Erster alle Karten seines
eigenen Stapels in der Mitte abgelegt hat, hat gewonnen. Konnen Sie so ein Spiel
entwerfen? Mit wievielen Karten kriegen Sie es maximal hin? Wieviele Symbole
verwenden Sie dabei?

1.5 Projektivititen und Fotographien

1.5.1. Gegeben ein Korper K induziert der offensichtliche Gruppenhomomor-
phismus GL(n+1; K) — Ens™ (K"™"!) einen natiirlichen Gruppenhomomorphis-
mus GL(n + 1; K') — Ens™ (P"K). Dessen Bild heifit die projektive Gruppe

PGL(n+ 1; K) C Ens*(P"K)

Die Elemente der projektiven Gruppe heiflen Projektivititen. Der Kern der Sur-
jektion GL(n+1; K) - PGL(n + 1; K) besteht aus allen invertierbaren skalaren
Matrizen, wie Sie als Ubung 1.5.8 selbst zeigen diirfen. So liefert unsere Surjek-
tion einen Isomorphismus GL(n + 1; K)/K*I = PGL(n + 1; K).

1.5.2. Oftensichtlich sind alle Projektivitdten Kollineationen. Offensichtlich gibt
es fiir je zwei projektive Geraden in einem projektiven Raum eine Projektivitit,
die sie ineinander iiberfiihrt.

1.5.3 (Vervollstindigte Fototransformationen). Wir erinnern aus 1.3.9 unsere
Fototransformationen ¢ := j71(, i : R? --» R? zu Einbettungen i, j : R? — R3
der Gestalt i : (z,y)" — A(0,z,y)" +vund j : (z,y)" — B(0,2,y)" + &
fir A, B € SO(3) Drehmatrizen und @, w € R?® Vektoren und einem Augpunkt
q € R3, der weder im Bild von i noch im Bild von j liegt. Sicher erhalten wir die-
selben Fototransformationen, wenn wir uns auf den Fall beschrinken, dal ¢ = 0
der Ursprung des Koordinatensystems ist. Dann induzieren ¢ und j Bijektionen
7,7 : VR? 5 P2R, die fiir gewohnlich von unseren Standardidentifikationen ab-
weichen, und unsere partiell definierte Fototransformation ist eine Einschrankung
der Bijektion
¢:=7'i: VR? = VR?
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Wir nennen auch diese Bijektionen Fototransformationen oder, wenn wir sie von
unseren partiell definierten Fototransformationen aus 1.3.9 unterscheiden wollen,
vervollstindigte Fototransformationen. Sie sind stets Kollineationen.

Satz 1.5.4 (Projektive Gruppe und Fotographien). Die von den vervollstindig-
ten Fototransformationen erzeugte Untergruppe F' C Ens* (VIR?) entspricht un-
ter unserer Standardidentifikation s : VR?> = P2R der projektiven Gruppe, in
Formeln

sFs™!' = PGL(3;R)

Beweis. Wir zeigen zunichst die Inklusion C. In der Tat bilden ja nach Annahme
und in den Notationen aus 1.5.3 die Vektoren (0, 0), i(1,0) und i(0, 1) eine Basis
des R? und dasselbe gilt fiir die Vektoren j(0,0), j(1,0) und j(0,1). Fiir den
linearen Automorphismus L € GL(3;R), der die Erste dieser Basen in die Zweite
iberfiihrt, kommutieren sicher die Diagramme

R2C ‘. R3 VR? L~ P2R
g E
R2C 7, R3 VR2 - P?R

Es folgt 7i~' € PGL(3;R) und wegen s = ¢ fiir o : (z,y) — (1,z,y) auch
s(771)s™! = (677 Y (i67!) € PGL(3;R). Um die andere Inklusion D zu zei-
gen, bemerken wir zunichst s(6717)s™! = 67! € sFs™! fiir alle 4, und dies
Element der projektiven Gruppe hinwiederum wird nach unseren Diagrammen
reprisentiert durch die lineare Abbildung L, die ey, e; + e; und e; + e3 auf i(0, 0),
i(1,0) und (0, 1) wirft. Geht etwa das zweite Tripel durch eine ,,Verschiebung
der Fotoplatte gegen das Gemilde um Ae;* aus dem ersten Tripel hervor, so dafl
in Formeln e; + \ey, €1 + €3 + Aey, €1 + e3 + Aey unser zweites Tripel ist, so wird
die zugehorige Projektivitit induziert durch die Matrix

1 00
L=1X 120
0 01

Weiter sehen wir, da3 auch die Projektivititen zu Permutationsmatrizen alle zu
sF's~! gehoren, indem wir fiir eine Permutation 7 € S5 eben er(1), €r(1) + €r(2)
und e,(1) + e(3) als unser zweites Tripel nehmen. Die Untergruppe sF's™' C
PGL(3;R) umfafit damit die Klassen aller speziellen Elementarmatrizen. Da aber
die speziellen Elementarmatrizen nach [LA2] 1.4.17 bereits die ganze spezielle
lineare Gruppe SL(3; R) erzeugen, folgt sF's~! = PGL(3; R). O

Satz 1.5.5 (Projektive Gruppe und Kollineationen). Die Gruppe aller Kolli-
neationen in Ens* (P?R) ist genau die projektive Gruppe PGL(3; R).
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1.5.6. Salopp gesprochen sind also unsere ,,Umrechnungen zwischen verschiede-
nen Fotographien® aus 1.5.4 genau diejenigen Permutationen der reell-projektiven
Ebene, die Geraden in Geraden iiberfiihren.

Ergdnzung 1.5.7. Dasselbe sollte auch in allen endlichen hoheren Dimensionen
gelten mit im wesentlichen demselben Beweis. Als neue Zutat gilt es nur zu zei-
gen, daB jede maximale echte Teilmenge eines P"R, die mit je zwei verschiedenen
Punkten auch die ganze projektive Gerade durch sie umfaft, eine projektive Hy-
perebene ist.

Beweis. Es ist klar, dal die projektive Gruppe PGL(3; R) aus Kollineationen be-
steht. Gegeben eine Kollineation k : P2R = P2R wird andererseits die unend-
lich ferne Gerade P'R auf eine Gerade abgebildet und wir finden ein Element
g € PGL(3;R) derart, dal gk die unendlich ferne Gerade stabilisiert. Dann in-
duziert gk nach [LA1] 3.3.1 eine affine Abbildung auf dem Komplement R? der
unendlich fernen Gerade, und indem wir g geeignet abdndern, diirfen wir anneh-
men, daB} gk auf diesem Komplement die Identitit ist. Eine derartige Kollineation
mul} aber auch auf der unendlich fernen Geraden die Identitdt sein und so folgt
k=gt [

Ubungen

Ubung 1.5.8. Ein Automorphismus eines Vektorraums, der jeden eindimensiona-
len Untervektorraum stabilisiert, ist ein skalares Vielfaches der Identitiit.

Ubung 1.5.9. Gegeben in einem projektiven Raum zwei Paare (g;, ;);=1 2 aus
einer eine Gerade und einen Punkt auBBerhalb dieser Gerade gibt es stets eine Pro-
jektivitit, die das eine Paar in das andere ineinander iiberfiihrt. Idem fiir einen
Punkt auf einer Gerade. Idem fiir zwei verschiedene Punkte auf einer Gerade.

Ubung 1.5.10. Sei K ein Korper. Man zeige: Gegeben zwei Tripel von paarweise
verschiedenen Ursprungsgeraden in der Ebene K? gibt es stets eine lineare Ab-
bildung, die das eine Tripel in das andere iiberfiihrt, und diese lineare Abbildung
ist eindeutig bestimmt bis auf einen Skalar.

Ubung 1.5.11. Sei K ein Korper. Die vorhergehende Ubung zeigt, daB es fiir jedes
Quadrupel (z1, 2, x3,x4) von paarweise verschiedenen Punkten der projektiven
Gerade P! K genau ein Element g € PGL(2; K) gibt, das es in ein Quadrupel der
Gestalt (x,0, 1, 00) tiberfithrt. Man zeige, daB hier = im Fall, daB keiner unserer
urspriinglichen Punkte oo ist, gegeben wird durch die Formel

Ty — X2 T3 — T2
xTr =
T1 — T4 T3 — Ty
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Ubung 1.5.12. Sei K ein Korper. Wir erinnern an die kanonische Bijektion K LI
{0} & P'K aus 1.4.18 mit z — (1,2) und oo — (0, 1). Man zeige: Gegeben
zwei Tripel von paarweise verschiedenen Geraden in der Ebene K? gibt es stets
eine lineare Abbildung, die das eine Tripel in das andere tiberfiihrt, und diese li-
neare Abbildung ist eindeutig bestimmt bis auf einen Skalar. Fiir unsere Operation
von PGL(2; K) auf (P! K)? liefert demnach die Vorschrift g — ¢(0,1, 00) eine
Bijektion
PGL(2; K) & (P'K)*\A

fir A die ,,dicke Diagonale* alias die Menge aller Tripel mit mindestens zwei
gleichen Eintridgen. Man definiert das Doppelverhéltnis

b: (PPE)NA S K\{0,1}

auf der Menge aller Quadrupel mit vier paarweise verschiedenen Eintrdgen durch
die Vorschrift, da} jedem derartigen Quadrupel (z1, z9, 3, 24) derjenige eindeutig
bestimmte Punkt © € K zugeordnet werden soll, fiir den es ein g € GL(2; K)
gibt mit g : (21, 29, x3,24) — (2,0, 1,00). Man zeige fiir dies Doppelverhiltnis
1m Fall, daB keiner unserer vier Punkte der Punkt oo ist, die Formel

T1 — T2 T3 — T2
b($1,$2,x3,x4) =

T1 — T4 XT3 — T4

Sie erklart auch die Herkunft der Bezeichnung als Doppelverhéltnis. Im Fall, daf3
einer unserer vier Punkte oo ist, gilt unsere Formel dem Sinne nach immer noch,
mulf} aber mit einer gewissen Sorgfalt interpretiert werden.

Weiterfiihrende Ubung 1.5.13. Ich bin ziemlich sicher, daB die vervollstindig-
ten Fototransformationen eine offene dichte Teilmenge der projektiven Gruppe
PGL(3;R) bilden. Daraus wiirde unmittelbar folgen, dal jedes Element der pro-
jektiven Gruppe als Verkniipfung von zwei vervollstindigten Fototransformatio-
nen dargestellt werden kann. Ich hétte gerne eine etwas explizitere Beschreibung
derjenigen Elemente der projektiven Gruppe, die keine vervollstindigten Foto-
transformationen sind. Ich erwarte, daB sich insbesondere die meisten Scherungen
nicht als Fototransformationen realisieren lassen.

1.6 Die Sitze von Desargues und Pappos

1.6.1 (Motivation durch Fotographie). Ich erinnere an die Desargueseigenschaft
1.2.9 und die Papposeigenschaft 1.2.15 fiir affine Inzidenzebenen. Wir wissen, daf3
sie fiir R? und allgemeiner fiir jede zweidimensionale affine Ebene iiber einem
Korper gelten und diese sogar charakterisieren. Wenn wir nun die Figur zu einem
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dieser Sitze auf ein Papier malen und dies Papier von irgendwoher mit einer Loch-
kamera fotographieren, bleiben salopp gesprochen in unserer Fotographie Gera-
den immer noch Geraden, aber parallele Geraden bleiben nicht parallel. Vielmehr
schneiden sich die Bilder paralleler Geraden in ihrem gemeinsamen Fluchtpunkt
und alle diese Fluchtpunkte von parallelen Geraden in Ebene des Papiers, das
sagen wir auf einem Tisch liegt, bilden ihrerseits eine Gerade, den Horizont. Die-
se Erkenntnis fiihrt uns zur Formulierung und dem Beweis der beiden folgenden
Sitze.

Satz 1.6.2 (von Desargues). Seien in der projektiven Ebene P?K iiber einem
Korper K drei paarweise verschiedene projektive Geraden ¢, g2, g3 mit einem
gemeinsamen Punkt z gegeben und fiir i € {1,2,3} Punkte z;,y; € g;\z mit
x; # y;. So sind die Schnittpunkte T1T5 N 1Yz und Toxz N Yays und T1T3 N Y1y3
kollinear.

Beweis. Wir bezeichnen unsere drei Schnittpunkte mit dem jeweils fehlenden In-
dex als s3, 57 und s,. Fallen zwei dieser Schnittpunkte zusammen, so bleibt eh
nichts mehr zu zeigen. Sonst betrachten wir die projektive Gerade [ := 5357 durch
die ersten beiden unserer Schnittpunkte und finden nach 1.5.2 eine Kollineation,
die [ in die projektive Gerade der unendlich fernen Punkte transformiert. Liegt
keiner der Punkte x;, y; auf [, so verwandelt sich unser Satz von Desargues unter
dieser Kollineation in die Desargueseigenschaft aus 1.2.9 falls z ¢ [ beziehungs-
weise die ausgeartete Desargueseigenschaft aus 1.2.12 falls z € [ und wir sind
fertig. Nun argumentieren wir noch, warum keiner der Punkte x;, y; auf [ liegen
kann. Der Schnittpunkt s3 := 7773 N Y1y kann weder auf g; noch auf g, lie-
gen, hochstens auf g3. Analog kann s; nicht auf g, und g3 liegen, hochstens auf
g1. So folgt schon einmal [ # g; fiir alle 7. Hétten wir nun etwa x; € [, so folgte
x1 = 1lNg; = s3und so g; = Y1y> im Widerspruch zu unseren Annahmen. Analog
argumentieren wir fiir die anderen Punkte z;, y;. O

Satz 1.6.3 (von Pappos). Seien in der projektiven Ebene P> K iiber einem Kérper
K Geraden g,h gegeben und fiir i € {1,2,3} paarweise verschiedene Punkte
x; € g\h und y; € h\g. So sind die Schnittpunkte T1y; N Tay; und T2ys N T3yz
und T1ys N T3yy kollinear.

1.6.4. Salopp ausgedriickt sagt unsere Eigenschaft: Gegeben zwei verschiedene
Geraden und ein Sechseck, dessen Ecken abwechselnd auf der einen und auf der
anderen Gerade liegen, sind die drei Schnittpunkte jeweils gegeniiberliegender
Kantengeraden unseres Sechsecks kollinear.

Beweis. Wir bezeichnen unsere drei Schnittpunkte mit dem jeweils fehlenden In-
dex als sz, s; und s,. Fallen zwei dieser Schnittpunkte zusammen, so bleibt eh
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Der Satz von Desargues besagt, dal die drei als hohle Kreise dargestellten
Schnittpunkte stets auf einer hier gestrichelt gezeichneten Gerade liegen.
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nichts mehr zu zeigen. Sonst betrachten wir die projektive Gerade [ := 5357 durch
die ersten beiden unserer Schnittpunkte und finden nach 1.5.2 eine Kollineation,
die [ in die projektive Gerade der unendlich fernen Punkte transformiert. Liegt
keiner der Punkte x;,y; auf [, so verwandelt sich unser Satz von Pappos unter
dieser Kollineation in die Papposeigenschaft aus 1.2.15 und wir sind fertig. Nun
argumentieren wir noch, warum keiner der Punkte z;,y; auf [ liegen kann. Der
Schnittpunkt s3 := Z7y2 NZ2y; kann nicht auf g liegen, da wir sonst z; = s3 = 2
haben miiiten. Wir folgern [ # g und ebenso [ # h. Weiter finden wir [ # Z175,
da wir sonst s; = y, € h haben miiten. Also gilt /| N Ty = {s3} und so z; & .
Analog argumentieren wir fiir die anderen Punkte x;, ;. [

1.7 Punkt-Geraden-Dualitit

Definition 1.7.1. Eine Inzidenzstruktur ist ein Datum (X, G, I) bestehend aus
zwei Mengen X und G und einer Teilmenge / C X x G. Statt (z, g) € I schrei-
ben wir auch x/g oder g/x und sagen x inzidiert mit g und ¢ inzidiert mit x.
Gegeben zwei Inzidenzstrukturen (X, G, I) und (X', G', I') verstehen wir unter
einem Isomorphismus von Inzidenzstrukturen ein Paar (¢, ) bestehend aus
einer Bijektion ¢ : X — X' und einer Bijektion ¢/ : G = G’ derart, daf} gilt
(o x)(I) =TI"

Beispiel 1.7.2. Jeder Inzidenzgeometrie (X, G) konnen wir eine Inzidenzstruktur
(X, G, I) zuordnen durch die Vorschrift I := {(z, g) | € g}. Gegeben eine wei-
tere Inzidenzgeometrie (X', G') ist dariiber hinaus eine Abbildung ¢ : X — X'
genau dann eine Kollineation, wenn sie sich zu einem Isomorphismus der zu-
gehorigen Inzidenzstrukturen fortsetzen 146t, und diese Fortsetzung ist dann ein-
deutig bestimmt.

Beispiel 1.7.3. Gegeben eine Inzidenzstruktur (X, G, I') betrachten wir die Ver-
tauschungsabbildung 7 : X x G = G x X gegeben durch 7(z,¢g) := (g, x) und
nennen (G, X, 7(I)) die duale Inzidenzstruktur.

Satz 1.7.4 (Punkt-Geraden-Dualitit). Seien V' ein dreidimensionaler Vektor-
raum und V* sein Dualraum.

1. Wir erhalten eine Bijektion p zwischen P(V*) und der Menge der projekti-
ven Geraden in P(V') durch die Abbildungsvorschrift (\) — P(ker \);

2. Wir erhalten eine Bijektion p, zwischen P(V') und der Menge der projekti-
ven Geraden in P(V*) durch die Abbildungsvorschrift (v) — P(kerev(v));

3. Das Paar (o, ;") ist ein Isomorphismus zwischen der Inzidenzstruktur zur
Inzidenzgeometrie P(V*) und dem Dualen der Inzidenzstruktur zur Inzi-
denzgeometrie P(V').
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Der Satz von Pappos besagt, daf die drei als hohle Kreise dargestellten
Schnittpunkte stets auf einer hier gestrichelt gezeichneten Gerade liegen.
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Beweis. Ganz allgemein liefert fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum V' die
Vorschrift U + U* eine inklusionsumkehrende Bijektion zwischen der Menge

aller Untervektorrdume von V' und der Menge aller Untervektorrdume von V'*.
Der Satz folgt. O
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2 Mobiusgeometrie und hyperbolische Ebene

2.1 Kreisspiegelungen

2.1.1. Unter einer euklidischen Ebene verstehen wir wie in [LA2] 1.5.1 ein Paar
E = (E, S) bestehend aus einem zweidimensionalen reellen affinen Raum ' und
einer R.(-Bahn S von Skalarprodukten auf seinem Richtungsraum.

2.1.2. Wir hatten in [LA2] 1.5.11 jedem euklidischen Vektorraum (V,S) einen
orientierten eindimensionalen reellen Vektorraum I = (V') zugeordnet und ihn
seine Lingengerade genannt. Weiter hatten wir eine Lingenabbildung

Il:V—L

erklart. Unter dem Nachschalten eines beliebigen orientierungserhaltenden Iso-
morphismus . = R wird diese Abbildung zur Norm eines Skalarprodukts der
euklidischen Struktur S. Im Fall des Richtungsraums F unserer euklidischen Ebe-

—

ne nennen wir L = LL(E) die Lingengerade unserer euklidischen Ebene.

2.1.3. Seien E eine euklidische Ebene und L ihre Langengerade. Wir setzen
E = EU{cc}

und nennen diese Menge die erweiterte Ebene. Eine Teilmenge K C E heiBt
ein verallgemeinerter Kreis, wenn sie entweder ein Kreis in F ist, also von der
Gestalt

K=K(¢r)={z € E||z—c|]|=r}

fir c € Fund r € L.y, oder eine affine Gerade g disjunkt vereinigt mit der
einpunktigen Menge {co}. Im ersten Fall sprechen wir von einem echten Kreis.
Im zweiten Fall sprechen wir von einer erweiterten Gerade und verwenden dafiir
die Notation K = § := g Ll {oc}.

2.1.4. Sei E eine euklidische Ebene. Jedem verallgemeinerten Kreis X' C E ord-
nen wir eine Abbildung

SK E — E’

der erweiterten Ebene in sich selber zu, die wir die Spiegelung an unserem Kreis
oder Kreisspiegelung oder auch Inversion nennen, und zwar die iibliche ortho-
gonale Spiegelung ¥ — E an der Geraden mit der Zusatzregel oo — oo im Fall,
daB unser verallgemeinerter Kreis eine erweiterte Gerade g ist, und die Inversion

c+T — c+ (r/||0])*F fird#0

mit der Zusatzregel ¢ — oo und oo — ¢ im Fall eines echten Kreises K =
K(c; 7). Es ist leicht zu sehen, da3 auch im Fall einer echten Kreises K Zentrum
und Radius und damit auch die Kreisspiegelung sy bereits durch die Teilmenge
K C F eindeutig festgelegt werden.
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2.1.5. Offensichtlich gibt es fiir je zwei verschiedene Punkte einer erweiterten
euklidischen Ebene eine Kreisspiegelung, die sie vertauscht.

2.1.6. Man beachte den fundamentalen Unterschied zwischen der hier betrachte-
ten erweiterten Ebene £ = E U {oo} und der projektiven Vervollstindigung VE
von E aus 1.4.3, bei der eine ganze projektive Gerade aus unendlich fernen Punk-
ten zu £ mit hinzugenommen wird. Wir werden im weiteren Verlauf sehen, dal3
unsere erweiterte Ebene £ hier vielmehr eine Variante der komplex-projektiven
Gerade alias Riemann’schen Zahlenkugel P'C = C = C LI {oo} ist.

Lemma 2.1.7 (Kreisspiegelungen erhalten Kreise). Jede Kreisspiegelung auf
einer erweiterten euklidischen Ebene macht verallgemeinerte Kreise zu verallge-
meinerten Kreisen.

Beweis. Das war bereits Ubung [LA1] 2.7.18. Es reicht, es fiir die Kreispiegelung
am Einheitskreis im Fall £ = R? zu zeigen. Die Schnitte unserer verallgemeiner-
ten Kreise mit R? sind die Nullstellenmengen in R? von Gleichungen der Gestalt

plx,x) — 2(x,v) + ¢

fir v € R? und p,q € R mit (v,v) > pq. Gegeben x # 0 gilt aber fiir y :=
x/{x, x) nach kurzer Rechnung

plz,z) =2z, 0) +q=0 < qy,y) —2{y,v) +p=0
DaB3 das mit den Punkten 0 und oo auch palit, priift man leicht explizit. 0

Beispiel 2.1.8. Eine Kreisspiegelung an einem echten Kreis macht jeden verallge-
meinerten Kreis, der durch sein Zentrum geht, zu einem verallgemeinerten Kreis,
der durch oo geht, mithin zu einer erweiterten Geraden.

2.1.9 (Kreisspiegelungen mit Zirkel und Lineal). Sei £ eine euklidische Ebene.
Gegeben ein Kreis K mit Zentrum ¢ und ein Punkt p € FE auBlerhalb unseres
Kreises konnen wir sein Bild unter der Kreisspiegelung sy mit Zirkel und Lineal
konstruieren. Wir zeichnen dazu die Gerade p¢ durch p und ¢ und den Kreis L
durch p und ¢ mit Zentrum auf pec, so daB gilt {p, ¢} = peN L. Dann ist notwendig
sk (L) die Gerade durch die beiden Punkte von K N L und wir haben {sx(p)} =
pc N sk (L). Indem wir diese Konstruktion umgekehren, erhalten wir auch eine
Konstruktion fiir die Bildpunkte unter sx von Punkten innerhalb unseres Kreises.

2.1.10. Sei E eine euklidische Ebene. Gegeben ein verallgemeinerter Kreis K C
E zerfillt B \ K in zwei Wegzusammenhangskomponenten. Nehmen wir im Fall
oo ¢ K zur unbeschrinkten Komponente noch den Punkt oo hinzu, so erhalten
wir fiir jeden verallgemeinerten Kreis K C E eine Partition

F=KUK'UK"
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Eine Kreisspiegelung sowie einige verallemeinerte Kreise und ihre Bilder unter
besagter Kreisspiegelung
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mit s : K = K" Im Fall eines echten Kreises meint K* die unbeschrinkte
Komponente zusammen mit dem Punkt co und K die beschrinkte Komponente.
Ansonsten sei die Indizierung willkiirlich gewéhlt. Es wire natiirlicher, fiir jeden
verallgemeinerten Kreis K C E und jeden Punkt p € E\K gleich die disjunkte
Zerlegung E = K U K3 U K?P einzufiihren, aber so weit will ich hier nicht
gehen.

2.1.11. Sei E eine euklidische Ebene. Gegeben verallgemeinerte Kreise K, L C
E sind wir in genau einem der folgenden vier Fille:

1. Bs gilt K N L = 0 und L ist entweder in K" oder in K enthalten. Wir
sagen, die Kreise sind disjunkt;

2. Esgilt |[K N L| = 1 und L liegt entweder in K U K* oder in K U K°. Wir
sagen, die Kreise beriihren sich,;

3. Bsgilt [K N L| = 2und L trifft K, K* und K°. Wir sagen, die Kreise
schneiden sich transversal,;

4. Es gilt K = L. Wir sagen, die Kreise sind gleich.

Insbesondere ist klar, daB sich zwei verallgemeinerte Kreise genau dann beriihren,
wenn sich ihre Bilder unter einer beliebigen Kreisspiegelung beriihren. Ich ver-
zichte auf einen formalen Beweis der in der obigen Fallunterscheidung enthalte-
nen Behauptungen in der Erwartung, daf sich der Leser davon leicht selbst in der
von ihm gewiinschten Ausfiihrlichkeit und Exaktheit wird tiberzeugen konnen.

2.1.12 (Apollonisches Problem). Es geht erst einmal ganz salopp gesprochen dar-
um, Kreise zu konstruieren, die drei verschiedene vorgegebene Kreise beriihren.
Manchmal gibt es gar keine Losung, wenn ndmlich ein Kreis die beiden ande-
ren trennt. Es kann bis zu acht Losungen geben. Ich diskutiere nun beispielhaft
den Fall, daB3 wir drei paarweise disjunkte echte Kreise vor uns haben, von de-
nen keiner in einem anderen enthalten ist. Wir suchen einen verallgemeinerten
Kreis, der sie alle beriihrt und so, daf sie alle in derselben Komponente seines
Komplements liegen. Indem wir die Radien unserer drei vorgegebenen Kreise um
den Radius des kleinsten schrumpfen, konnen wir uns auf den ausgearteten Fall
zuriickziehen, dafl mindestens einer unserer drei Ausgangskreise ein Punkt ist.
Indem wir eine Kreisspiegelung an einem Kreis mit Zentrum in diesem besag-
ten Punkt durchfiihren, wird der gesuchte Kreis eine zu suchende Gerade und wir
konnen uns weiter auf das Problem zuriickziehen, gemeinsame Tangenten an zwei
vorgegebene Kreise zu finden. Das aber ist nun nicht mehr weiter schwierig.
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Kreisschrumpfung zur Losung des Appollonischen Problems
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2.2 Mobiustransformationen

2.2.1. Sei E eine euklidische Ebene. Wir erinnern an ihre Vervollstindigung b=
EU{oo} und an verallgemeinerte Kreise X' C E und an die Spiegelung an einem
verallgemeinerten Kreis sy : . £ — E. Eine Verkniipfung von Spiegelungen an
verallgemeinerten Kreisen heiit eine Mobiustransformation. Die Mobiustrans-
formationen bilden eine Untergruppe

Méh = Mob(E) € Ens* (E)

der Gruppe der Permutationen der erweiterten Ebene £ = E LI {o0}. Alle Mobi-
ustransformationen machen nach 2.1.7 verallgemeinerte Kreise zu verallgemei-
nerten Kreisen.

Satz 2.2.2 (Mobiustransformationen, die den PunktA oo festhalten). Sei E eine
euklidische Ebene. Die Mobiustransformationen von E, die den Punkt oo festhal-
ten, sind genau alle Fortsetzungen durch oo +— oo von Ahnlichkeiten von E.

2.2.3. Der folgende Beweis zeigt allgemeiner fiir eine euklidische Ebene F, daf3
jede bijektive Selbstabbildung von E mit Fixpunkt oo, die verallgemeinerte Krei-
se in verallgemeinerte Kreisen iiberfiihrt, eine Fortsetzung durch co — oo einer
Ahnlichkeit von F sein muB. Insbesondere sind mit 2.1.5 alle bijektiven Selbst-
abbildungen von E, die verallgemeinerte Kreise in verallgemeinerte Kreise iiber-
fithren, bereits Mobiustransformationen.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei £ = R2. Alle Ahnlichkeiten
von R? liefern, wenn man sie durch die Vorschrift co — oo fortsetzt, Mobiustrans-
formationen. In der Tat erhilt man alle Kongruenzen durch sukzessive Spiegelun-
gen an Geraden und alle Streckungen mit positivem Streckfaktor als Verkniipfung
der Kreisspiegelungen an zwei konzentrischen echten Kreisen. Sei nun umgekehrt
¢ eine Mobiustransformation mit ¢ (oo0) = oo. So iiberfiihrt die induzierte Abbil-
dung ¢ : R? = R? Geraden in Geraden und ist damit nach [LA1] 3.3.1 schon
einmal affin. Wir finden andererseits eine Ahnlichkeit ¢/ : R? = R? derart, daB
1y sowohl (0, 0) als auch (1, 0) festhilt. Da dann ¢ affin ist und (0, 0) festhilt,
muB Yy linear sein. Da ¢ auBerdem (1,0) festhilt und echte Kreise in echte
Kreise iiberfiihrt, muf ¢/ Lingen von Vektoren erhalten und ist damit eine or-
thogonale Abbildung, genauer die Identitéit oder die Spiegelung an der x-Achse.
Also ist auch ¢ eine Ahnlichkeit. O

Lemma 2.2.4. Je zwei verallgemeinerte Kreise konnen durch eine Mobiustrans-
formation ineinander iiberfiihrt werden.

Beweis. Je zwei erweiterte Geraden konnen offensichtlich ineinander iiberfiihrt
werden, und jeder echte Kreis kann in eine erweiterte Gerade iiberfiihrt werden
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durch eine Kreisspiegelung an einem echten Kreis mit Zentrum auf unserem ech-
ten Kreis. [

Proposition 2.2.5 (Charakterisierung von Kreispiegelungen). Jede Mobius-
transformation, die einen vorgegebenen verallgemeinerten Kreis K punktweise
festhdilt, ist die Kreisspiegelung sy an besagtem Kreis oder die Identitiit.

Beweis. Da sich nach 2.2.4 je zwei verallgemeinerte Kreise durch eine Mobi-
ustransformation ineinander iiberfithren lassen, diirfen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, unser K sei eine erweiterte Gerade. Nach 2.2.2 miissen
wir also nur zeigen, daB alle Ahnlichkeiten, die eine erweiterte Gerade punktwei-
se festhalten, entweder die Identitit oder die Spiegelung an besagter Gerade sind.
Das ist aber klar. [

Korollar 2.2.6. Gegeben eine Mobiustransformation ¢ und ein verallgemeinerter
Kreis K gilt pso™" = sy(k)-

Beweis. Beide Seiten sind Mobiustransformationen, die nicht die Identitédt sind
und den verallgemeinerten Kreis ¢(K') punktweise festhalten. Das Korollar folgt
so aus der Charakterisierung von Kreispiegelungen 2.2.5. [

Korollar 2.2.7. Gegeben eine Mobiustransformation ¢ und ein verallgemeinerter
Kreis K ist o(K) = K gleichbedeutend zu psx = Sk p.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Korollar 2.2.6. 0

Definition 2.2.8. Sei £ eine euklidische Ebene. Gegeben verallgemeinerte Kreise
K, L C F sagen wir, K stehe senkrecht auf L und schreiben KX | L, wenn gilt
K 7& L und SKSI, = SLSK.

2.2.9 (Bezug zur Anschauung). Nach 2.2.7 ist sixs;, = spsk gleichbedeutend
zur Bedingung sx (L) = L, die vielleicht besser unserem anschaulichen Begriff
von Senkrechtstehen entspricht, die aber weniger symmetrisch ist.

2.2.10 (Bezug zur Differentialgeometrie). Wenn Sie etwa aus [AN2] 4.2.6 wis-
sen, welche Teilmengen M C E ,eindimensionale C!-Untermannigfaltigkeiten®
hei3en, und etwa aus [AN2] 9.3.1, wie fiir jeden Punkt p € M solch einer Unter-
mannigfaltigkeit der ,,Tangentialraum*“ T, M C E erklirt wird, so werden Sie un-
schwer erkennen, daf} die Schnitte unserer verallgemeinerten Kreise mit £ eindi-
mensionale C!-Untermannigfaltigkeiten sind und daB zwei verallgemeinerte Krei-
se K, L genau dann aufeinander senkrecht stehen im Sinne der obigen Definition,
wenn sie mindestens einen Schnittpunkt in £ haben und wenn fiir jeden Punkt
p€ KNLmitp #oogilt T,K 1L T,L.
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Proposition 2.2.11. Sei E eine euklidische Ebene. Sind K,L C E verallge-
meinerte Kreise mit K 1 L und ist ¢ eine Mobiustransformation, so gilt auch

p(K) L o(L).

Vorschau 2.2.12. Wenn Sie bereits etwas mit den Anfangen der Funktionentheorie
vertraut sind, mag Ihnen bekannt sein, dal3 alle btholomorphen Abbildungen ,,win-
keltreu* sind. Mit den Resultaten des folgenden Abschnitts oder Grundkenntnis-
sen in Differentialgeometrie folgt leicht, dal auch alle Mobiustransformationen
,.winkeltreu* sind. Ich will aber an dieser Stelle nicht diskutieren, was das nun
ganz genau bedeuten soll.

Beweis. Kommutieren die Kreisspiegelungen sx und sz, so gilt dasselbe fiir die
Kreisspiegelungen s,x) = @sxe ' und s,y = pspe . O

2.2.13. Gegeben zwei disjunkte verallgemeinerte Kreise K, L verstehen wir unter
einer geschlossenen Kreiskette zwischen K und L eine Familie

M, ..., M,

von verallgemeinerten Kreisen, die alle /" und L beriihren und so, da3 M; und
M,y sich firs = 1,...,n — 1 jeweils auch untereinander beriihren und dafl M,
auch M beriihrt, da aber M; und M; sonst disjunkt sind.

Satz 2.2.14 (Kreiskettensatz von Steiner). Seien zwei disjunkte Kreise gegeben.
Gehort ein Kreis, der sie beide beriihrt, zu einer geschlossenen Kreiskette zwi-
schen unseren beiden disjunkten Kreisen, so gehort jeder Kreis, der sie beide
beriihrt, zu einer geschlossenen Kreiskette zwischen unseren beiden disjunkten
Kreisen.

2.2.15. In diesem Satz und seinem Beweis sind Kreise, wenn nicht explizit etwas
anderes gesagt wird, stets im verallgemeinerten Sinne zu verstehen. Wenn man
den Satz auf den Fall von zwei echten Kreisen K, L spezialisiert, von denen ei-
ner im anderen liegt, in Formeln L C K b so muB man das noch nicht einmal
dazusagen.

Beweis. Fiir zwei disjunkte konzentrische echte Kreise ist das klar. Fiir zwei belie-
bige disjunkte Kreise gilt es offensichtlich genau dann, wenn es fiir ihre Bilder un-
ter irgendeiner Mdobiustransformation gilt. Es reicht also zu zeigen, dafl wir fiir je
zwel disjunkte Kreise eine Mobiustransformation finden, die sie in konzentrische
echte Kreise iiberfiihrt. Das schlieBlich leistet das folgende Lemma 2.2.16. [

Lemma 2.2.16. Zu je zwei disjunkten verallgemeinerten Kreisen K, L finden wir
eine Mobiustransformation, die sie in konzentrische echte Kreise iiberfiihrt.
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[llustration zum Kreiskettensatz. Da sich die durchgezogen eingezeichnete
Kreiskette schlieft, muf sich auch die nur teilweise und gestrichelt
eingezeichnete Kreiskette schlieBen und muf3 dann ebenfalls aus acht Kreisen
bestehen.
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Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dafl L eine
erweiterte Gerade ist. Dann ist notwendig K ein echter Kreis. Nun finden wir
sicher eine erweiterte Gerade A mit A 1 L durch das Zentrum von K, also mit
A 1 K. Auflerdem finden wir mit elementaren Konstruktionen einen echten Kreis
B mit Zentrum in AN L, der auf K senkrecht steht. Fiir jede Inversion s an einem
Punkt von A N B sind dann s(A) und s(B) aufeinander senkrechte erweiterte
Geraden, die beide auf s(K) und s(L) senkrecht stehen. Damit aber sind s(K)
und s(L) konzentrische echte Kreise. [l

Ubungen
2.2.17. Die folgenden vier Ubungen 2.2.18, 2.2.19, 2.2.20 und 2.2.21 werden wir
bei unserer Konstruktion 2.4.5 einer nichteuklidischen Ebene bendtigen.

Ubung 2.2.18. Gegeben ein verallgemeinerter Kreis L und zwei Punkte p, ¢ gibt
es stets einen verallgemeinerten Kreis /<, der durch unsere beiden Punkte geht und
auf L senkrecht steht. Unter der Annahme p # ¢, s;.(¢) ist K eindeutig bestimmt.

Ubung 2.2.19. Gegeben zwei verallgemeinerte Kreise X | L und zwei Punkte
p,q € L\K gibt es stets eine Mobiustransformation, die unsere beiden verallge-
meinerten Kreise stabilisiert und den einen Punkt auf den anderen abbildet.

Ubung 2.2.20. Gegeben zwei verallgemeinerte Kreise, die beide auf einem Dritten
senkrecht stehen, gibt es stets eine Mobiustransformation, die den Dritten stabili-
siert und den Ersten auf den Zweiten abbildet.

Ubung 2.2.21. Es gibt genau zwei Mobiustransformationen von R? LI {oo}, die
sowohl die erweiterte x-Achse als auch das Stiick {(0,y) | 0 < y < 1} der
y-Achse stabilisieren.

2.3 Mobiusgeometrie und komplexe Zahlen

2.3.1. Eine Abbildung ¢ : V' — W von komplexen Vektorriumen heif3t schiefli-
near, wenn sie ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen
ist und wenn zusitzlich fiir alle A € Cund v € V gilt

p(\) = Ap(v)

2.3.2 (Projektivisierte schieflineare Automorphismen). Bezeichne v : C? —
C? die schieflineare Abbildung 7 : (w, z) — (1w, z). Die Gruppe

GL(2;C)(y) := GL(2;C) UGL(2;C)y C Ens*(C?)

aller linearen oder schieflinearen Automorphismen des komplexen Vektorraums
C? operiert offensichtlich auf der Menge P*C aller Ursprungsgeraden in C? und
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wir erhalten in Formeln einen Gruppenhomomorphismus
GL(2;C)(v) — Ens*(P'C)

Unter der Bijektion C = P'C mit z — (1, z) und co ~ (0,1) wird daraus ein
Gruppenhomomorphismus

GL(2; C){7) — Ens*(C)

Man sieht leicht ein, da8 unter unserer Operation die Untergruppe GL(2; R)(7)
die erweiterte Gerade R C C stabilisiert. Unser v wird zur Spiegelung an der

erweiterten Gerade R und eine Matrix (¢ 2) € GL(2;C) liefert die Abbildung

C = Cmit z — (c+dz)/(a+ bz) falls z # oo und a + bz # 0 sowie gewissen
Sonderregeln an den verbleibenden Stellen.

Satz 2.3.3 (Mobiustransformationen und Projektivitéiten).ADer in 2.3.2 kon-
struierte Gruppenhomomorphismus GL(2;C)(vy) — Ens™(C) induziert einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus

A

GL(2; C) () — Mob(C)

auf die Gruppe der Mobiustransformationen. Der Kern dieses Homomorphismus
ist die Gruppe C*1 aller von Null verschiedenen skalaren Vielfachen der Einheits-
matrix.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dal unser Gruppenhomomorphismus in der Gruppe
der Mobiustransformationen landet. Es reicht zu zeigen, dal} er irgendwelche Er-
zeuger unserer Gruppe GL(2; C)(~) auf Mobiustransformationen abbildet. Erzeu-
ger sind etwa die Elementarmatrizen sowie - oder auch die Matrizen diag(\, )
und ((1) }) und ((1) (1)) sowie 7. Von den letzteren Erzeugern geht diag(\, ) auf ei-
ne Drehstreckung und ((1) 1) auf die Translation z — z + 1, beide erweitert um
o0 — 00, die nach 2.2.2 beide Mobiustransformationen sind. Weiter geht ((1) (1))
auf die Abbildung z +— 27! alias die Kreispiegelung am Einheitskreis gefolgt
von der Spiegelung an der erweiterten Gerade R c C, also auch auf eine Mdbi-
ustransformation. Und schlieflich geht v auf die Spiegelung an der erweiterten
Gerade R C C und wir sehen so, daB unser Gruppenhomomorphismus in der Tat
in M6b(C) landet. Um zu sehen, daB er surjektiv ist, bemerken wir, da} in seinem
Bild die Inversion am Einheitskreis liegt sowie alle Streckungen und Translatio-
nen, mithin alle Inversionen an echten Kreisen. Weiter bemerken wir, daf in sei-
nem Bild die Spiegelung an einer erweiterten Geraden liegt sowie alle Drehungen
um den Ursprung und alle Translationen, mithin alle Spiegelungen an erweiterten
Geraden. Folglich ist unser Gruppenhomomorphismus surjektiv. Es bleibt, den
Kern zu betimmen. Nun kann ein schieflinearer Automorphismus ¢ von C? nicht
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alle Geraden stabilisieren, denn aus ¢(1,0) = (A,0) und ©(0,1) = (0, i) folgt
©(1,1) = (A, p), also A = g und dann (i, 1) = A(—1,1) und das zeigt, daBl die
Gerade mit Richtungsvektor (i, 1) nicht stabilisiert wird, wenn die Geraden mit
den Richtungsvektor (1,0), (0,1) und (1, 1) stabilisiert werden. Im Kern kénnen
also nur lineare Automorphismen liegen, und von denen wissen wir bereits aus
1.5.8, daB3 genau die skalaren Matrizen als die Identitit auf der projektiven Gera-
de operieren. [

~ ~

2.3.4. Sei E eine euklidische Ebene. Jede Mobiustransformation ¢ : £ — EF
induziert eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : E\{¢ !(c0)} — E und die
Funktionaldeterminante dieser Abbildung hat keine Nullstelle. Sie ist also entwe-
der an jeder Stelle positiv oder an jeder Stelle negativ. Es ist klar, da3 wir einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus

Mob(E )—» {+1,—-1}

erhalten, indem wir jeder Mdbiustransformation das Vorzeichen dieser Funktio-
naldeterminante zuordnen. Dessen Kern bezeichnen wir mit Méb™ (E) und nen-
nen seine Elemente orientierungserhaltende Mobiustranformationen. Das Kom-
plement des Kerns bezeichnen wir mit Mob™ (E) und nennen seine Elemente ori-
entierungsumkehrende Mobiustranformationen. Natiirlich haben wir dann ei-
ne Zerlegung
MGh(E) = Mob™ (E) L Méb™ (E)

Alle Kreisspiegelungen sind orientierungsumkehrende Mobiustranformationen.
Man priift leicht, da3 unser Gruppenhomomorphismus aus Satz 2.3.3 einen Iso-

morphismus R
PGL(2;C) = Mob™ (C)

der projektiven Gruppe mit der Gruppe der orientierungserhaltenden Mobiustran-
formationen induziert. Salopp gesprochen sind also die orientierungserhaltenden
Mobiustransformationen das Analogon im komplex-eindimensionalen Fall unse-
rer Fototransformationen 1.5.4 im reell-zweidimensionalen Fall, wo wir einen Iso-
morphismus PGL(3; R) = F' angegeben hatten.

Ubungen

Ubung 2.3.5 (Stablllsator von P'R C P'C in den Mobiustransformationen).
Bezeichne R C C die durch R C C bestimmte erweiterte Gerade in der er-
weiterten euklidischen Ebene zu C und MobR(C) C Mob(C) die Gruppe al-
ler Mobiustransformationen, die diese erweiterte Gerade stabilisieren. Man zeige,
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daB unser Gruppenhomomorphismus GL(2; C)(y) — Méb(C) aus 2.3.3 einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus

~

GL(2;R){y) — M&bg(C)

mit Kern R*I induziert. Hinweis: Nach 2.2.7 besteht das Bild aus denjenigen
Mbobiustransformationen, die mit dem Bild von v kommutieren.

2.3.6. Im folgenden bezeichnet H nicht den Schiefkorper der Quaternionen, son-
dern die offene obere Halbebene in der komplexen Zahlenebene. Ich hoffe, der
Leser kann aus dem Kontext erschlieBen, was jeweils gemeint ist.

Ubung 2.3.7 (Stabilisator einer Hemisphiire der Zahlenkugel). Bezeichne H :=
{z +iy € C | y > 0} C C die durch die reelle Achse begrenzte offene obere
Halbebene und Mb’bH(@) die Gruppe aller Mobiustransformationen, die diese of-
fene Halbebene stabilisieren. Wir setzen 7 := diag(1, —1). Man zeige, daf3 unser

surjektiver Gruppenhomomorphismus GL(2; R)(y) — M6bg (C) aus 2.3.5 einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus

A

SL(2; R){(r7y) — Moby(C)

mit Kern =+ I induziert, wobei das Bild von SL(2; R) gerade Mobg (C)NMob*(C)
ist und 7 der Spiegelung an der imagindren Achse Ri entspricht. Explizit wird
diese Operation von SL(2; R)(7~) auf H gegeben durch die Formeln

ab z—% und (t7)z = -2
cd)”  a+bz TE=%

Ubung 2.3.8 (Die Hemisphiire als homogener Raum). Man zeige, daB die in
2.3.7 konstruierte Operation von SL(2; R) auf H transitiv ist und da SO(2) die
Standgruppe von i ist. Unsere Operation induziert mithin eine Bijektion

SL(2;R)/SO(2) = H

A forteriori induziert die in 2.3.7 konstruierte Operation von SL(2; R)(7) auf H
eine Bijektion SL(2; R)(7v)/ SO(2)(ry) — H und die Fixpunktmenge von 7 ist
die offene halbe imaginire Achse H™ = iR+ (. Im iibrigen induziert die Operation
von SL(2; R) auf i € H eine Bijektion der Untergruppe {diag(A, A™!) | A € Ry}
mit unserer Fixpunktmenge H"".

2.4 Die hyperbolische Ebene

2.4.1. Uber zweitausend Jahre lang wurde die Geometrie nach einem axiomati-
schen Aufbau gelehrt, den Euklid in seinen ,,Elementen‘ niedergelegt hat. Dieses
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Buch war auch ein Modell fiir den axiomatischen Aufbau einer Theorie iiberhaupt
und spielte damit eine zentrale Rolle beim Aufbau der modernen Mathematik. Als
Grundlage fiir die heutige Mathematik reichen jedoch Euklid’s Definitionen wie
etwa ,,Ein Punkt ist, was keine Teile hat* oder ,,Eine Linie ist eine breitenlose
Linge* nicht mehr aus. Stattdessen bauen wir die heutige Mathematik seit Can-
tor auf den Begriffen der Mengenlehre auf. Natiirlich sind die Grundbegriffe der
naiven Mengenlehre dhnlich vage, aber hier existiert mittlerweile in der Logik ein
solider Unterbau, auf den man sich im Notfall stiitzen kann. Eine Formalisierung
der Ebene des Euklid im Rahmen der Mengenlehre sind unsere fasteuklidischen
Ebenen mit Parallelenaxiom aus 1.1.17. Wir haben dort auch gezeigt, da und wie
die Strukturen auf einer Menge X als fasteuklidische Ebene mit Parallelenaxi-
om eineindeutig den Strukturen auf derselben Menge X als euklidische Ebene im
Sinne der linearen Algebra [LLA2] 1.5.1 entsprechen.

2.4.2. Uber Jahrhunderte ist versucht worden, das Parallelenaxiom aus den ande-
ren Axiomen von Euklid herzuleiten, bis man im 19.-ten Jahrhundert Geometrien
fand, die alle Axiome von Euklid mit Ausnahme des Parallelenaxioms erfiillen.
Sie heilen die nichteuklidischen Geometrien. Wir geben nun eine unserer Axio-
matik angepalBite Prizisierung fiir die Behauptung der Existenz nichteuklidischer
Geometrien.

Satz 2.4.3 (Nichteuklidische Geometrien). Es gibt fasteuklidische Geometrien,
in denen das Parallelenaxiom nicht gilt.

2.4.4. Der Beweis besteht in der Konstruktion eines Beispiels, ja einer ganzen
Klasse von paarweise isomorphen Beispielen, die unter dem Oberbegriff der hy-
perbolischen Ebene zusammengefaf3t werden. Fiir den Beweis unseres Satzes
reicht natiirlich eines dieser Beispiele bereits aus. Die anderen Beispiele aber hel-
fen, diese Struktur besser zu verstehen.

2.4.5 (Kreisscheibenmodell der hyperbolischen Ebene). Als Punktmenge X
nehmen wir alle Punkte der offenen Einheitskreisscheibe

X={z+iyeC|a*+y* <1}

Als Geraden nehmen wir alle Schnitte mit der offenen Einheitskreisscheibe von
solchen verallgemeinerten Kreisen alias gewohnlichen Kreisen oder Geraden, die
auf dem Einheitskreis senkrecht stehen. Nach 2.2.18 ist das eine Inzidenzgeo-
metrie. Als Zwischenrelation nehmen wir die Offensichtliche und verzichten auf
das formale Priifen der Eigenschaften, das keine wesentlichen Schwierigkeiten
aufwirft und dem Leser leicht selbst gelingen wird. Als Gruppe K von Kongru-
enzen schlieflich nehmen wir die Gruppe aller Mobiustransformationen, die die
offene Einheitskreisscheibe in sich selber iiberfiihren. Mit den Ubungen 2.2.19
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Kreisscheibe von Poincaré mit einer Gerade g und einem Punkt p auflerhalb
dieser Gerade und zwei verschiedenen Parallelen zu g durch den Punkt p
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und 2.2.20 und 2.2.21 sieht man leicht, da$ es fiir je zwei Halbgeraden A, B in
X genau zwei Transformationen h, k € K gibt mit h(A) = k(A) = B. DaB
es in dieser Inzidenzgeometrie durch einen Punkt aulerhalb einer Geraden mehr
als eine Parallele zu besagter Geraden gibt, ist offensichtlich. Dieses Modell der
hyperbolischen Ebene heifit die Kreisscheibe von Poincaré.

2.4.6 (Halbebenenmodell der hyperbolischen Ebene). Die offene Einheitskreis-
scheibe konnen wir mithilfe einer Mobiustransformation bijektiv mit der oberen
Halbebene H = {z + iy € C | y > 0} identifizieren. Unter einer und jeder
solchen Identifikation entsprechen die Mobiustransformationen den Mobiustrans-
formationen. Weiter entsprechen die verallgemeinerten Kreise, die senkrecht auf
dem Einheitskreis stehen, den verallgemeinerten Kreisen, die senkrecht auf der
erweiterten reellen Achse stehen. Wir erhalten so ein weiteres Modell derselben
Struktur, die obere Halbebene von Poincaré

X=H

Im Bild der Kreisscheibe sind die durch Rotation gegebenen Automorphismen be-
sonders gut zu sehen, im Bild der oberen Halbebene die durch Translation in Rich-
tung der reellen Achse gegebenen Automorphismen. Fiir die Kongruenzgruppe K
liefert 2.3.7 in diesem Modell einen Gruppenisomorphismus PSL(2;R) = K+
mit den Notationen PSL(2; R) := SL(2; R)/+Iund K+ := K N Mob*(C).

2.4.7 (Gruppentheoretisches Modell der hyperbolischen Ebene). Das Modell
der oberen Halbebene fiihrt mit unseren Bijektionen aus 2.3.8 zum gruppentheo-
retischen Modell als die Nebenklassenmenge

X :=SL(2R)/SO(2)

oder dquivalent X := SL(2;R)(77v)/SO(2)(ry). In diesem Modell ist unsere
Kongruenzgruppe K das Bild des durch Linksmultiplikation gegebenen Grup-
penhomomorphismus SL(2; R)(7v) — Ens™(X). Eine erste Gerade ist die Fix-
punktmenge X77, die anderen Geraden sind die Bilder dieser Gerade unter K.
In diesem Modell sind alle Automorphismen gut zu sehen, aber die Struktur als
Inzidenzgeometrie mit Zwischenrelation ist weniger offensichtlich und ich kann
sie von unserem Kenntnisstand aus nur iiber die Isomorphie mit den anderen Mo-
dellen begriinden.

2.4.8 (Hyperboloidmodell der hyperbolischen Ebene). Die Gruppe SL(2;R)
operiert durch Konjugation auf dem dreidimensionalen reellen Vektorraum s[(2; R)
aller reellen (2 x 2)-Matrizen mit Spur Null. Man priift unschwer, da} die Stand-
gruppe von ( é) gerade SO(2) ist und die Bahn dieses Elements unter SL(2; R)
die Menge aller spurlosen Matrizen A der Gestalt (¢ _2) mit tr(A?) = 2(a*+bc) =
—2und b > 0. Diese Bahn ist also ein Hyperboloid und ebenfalls in Bijektion
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zu SL(2;R)/SO(2). Daher mag auch die Bezeichnung als hyperbolische Ebe-
ne rithren. In Hyperboloidmodell kann man die Inzidenzstruktur gut sehen, die
Geraden sind in diesem Fall genau alle nichtleeren Schnitte von zweidimensio-
nalen Untervektorrdumen von sl(2; R) mit unserem Hyperboloid. Das Hyperbo-
loidmodell ist jedoch schwer zu zeichnen, da es sich um eine Fliche im drei-
dimensionalen Raum handelt. Fithren wir neue Koordinaten ein durch a = =,
b= y+ zund c = y — 2, so wird unser Hyperboloid gegeben durch die Gleichung
22 + y? — 2> = —1 und die Zusatzbedingung > > 0, wir haben also in Formeln

X ={(z,y,2) eER® | 2* +¢y* — 2 = 1,2 > 0}

Diese Definition verallgemeinern wir in [?] ?? zur Definition des ,,n-dimensionalen
hyperbolischen Raums*®, einer speziellen ,,riemannschen Mannigfaltigkeit*.

2.4.9 (Klein’sches Modell der hyperbolischen Ebene). Es ist klar, daf die Zen-
tralprojektion mit Augpunkt im Ursprung auf die affine Ebene {(z,y, 1)} unser
Hyperboloid bijektiv mit der offenen Kreisscheibe {(z,y,1) | 22 + y? < 1} iden-
tifiziert. Unter dieser Bijektion entsprechen die Geraden unserer Inzidenzstruktur
den mehrpunktigen Schnitten von Geraden mit der besagten Kreisscheibe alias
den ,,Sehnen‘. Insbesondere ist dies Modell verschieden von der Kreisscheibe von
Poincaré. Es hei3t das Klein’sche Modell der hyperbolischen Ebene. In diesem
Modell ist die Inzidenzstruktur mit Zwischenrelation besonders gut zu sehen, aber
die meisten Kongruenzen sind eher schwer zu sehen.

2.5 Mobiusgeometrie in beliebigen Dimensionen

2.5.1 (Spiegelungen an verallgemeinerten Sphéren). Sei £ ein endlichdimen-
sionaler euklidischer Raum mit Lingengerade L. Wir setzen £ := E'1{cc}. Eine
Teilmenge

KCE

hei3e eine verallgemeinerte Sphire, wenn sie entweder eine Sphire in E ist, also
K =XK(¢;r):={z € E| ||z — || = r} fir c € E und r € L., oder aber eine
affine Hyperebene disjunkt vereinigt mit der einpunktigen Menge {oo}. Im ersten
Fall sprechen wir von einer echten Sphire, im Zweiten von einer erweiterten
Hyperebene. Die Bezeichnung K riihrt von der alternativen Bezeichnung einer
Sphére als ,,Kugelschale* her. Jeder verallgemeinerten Sphiare K ordnen wir eine
Abbildung
SK E — E

zu, die wir die Spiegelung an unserer verallgemeinerten Sphére nennen, und
zwar die iibliche Spiegelung £/ — E mit der Zusatzregel oo — oo im Fall, daf3
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unsere verallgemeinerte Sphére eine Hyperebene ist, und die Inversion

L
y—c+———(y—c
=

mit der Zusatzregel ¢ — oo und oo — ¢ im Fall einer echten Sphire K = K(c¢; 7).
Die von Spiegelungen an verallgemeinerten Sphiren erzeugte Untergruppe von
Ens*(E) heiBt die Mobiusgruppe Mb(E) und ihre Elemente heifen Mobi-
ustransformationen. Die von allen Verkniipfungen von zwei solchen Spiege-
lungen erzeugte Untergruppe heifit die Gruppe der orientierungserhaltenden
Mbobiustransformationen. Sie besteht genau aus denjenigen Mobiustransforma-
tionen, deren Differential [AN2] 2.3.3 an jeder Stelle von F, die nicht gerade nach

oo abgebildet wird, die Orientierung erhélt.

2.5.2 (Mobiustransformationen erhalten verallgemeinerte Sphéren). Mobius-
transformationen iiberfithren verallgemeinerte Sphiren stets in verallgemeinerte
Sphiren. Man erkennt das, indem man die Argumentation aus 2.1.7 wiederholt.
Andererseits zeigt man wie in 2.2.4 auch in beliebiger Dimension leicht, daf sich
je zwei verallgemeinerte Sphédren durch eine Mdobiustransformation ineinander
iberfiihren lassen.

2.5.3 (Identifikation der erweiterten Ebene mit einer Sphire). Gegeben ein
euklidischer Raum mit einer Hyperebene £ O H induziert die Inversion an jeder
echten Sphire X' C F, deren Mittelpunkt nicht auf H liegt, eine Bijektion

HS L

von der erweiterten Hyperebene H=HU {o0} mit einer echten Sphire L. C E.
Man priift unschwer, da3 es genau eine Topologie auf H gibt, fiir die alle diese
Bijektionen Homdomorphismen sind. So versehen wir unsere erweiterten Riume
und insbesondere auch P!C = C U {oo} mit einer Topologie. Will man an diese
Vorstellung appellieren, so nennt man P'C die Riemann’sche Zahlenkugel.

2.5.4 (Kreise auf der Riemann’sche Zahlenkugel). Unter jeder der Identifika-
tionen S* = R? U {oco} aus 2.5.3 entsprechen die anschaulichen Kreise auf der
Einheitssphiire genau unseren verallgemeinerten Kreisen in R? LI {oo}. In der Tat
haben wir unsere Identifikation ja als die Restriktion einer Mébiustransformati-
on auf R® U {oo} konstruiert, und diese muB mehrpunktige Schnitte von zwei
verallgemeinerten Sphiren auf ebensolche abbilden.

Ubungen

Ubung 2.5.5 (Reelle Formen und verallgemeinerte Kreise). Man zeige: Unter
der Komposition Pot(C?) — Pot(C*\0) — Pot(C U {co}) = Pot(R? U {oo})
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Der gestrichelte Kreis wird durch die ,,stereographische Projektion® mit der
gestrichelten Geraden identifiziert. Demnichst werden Sie diese Abbildung auch
als ,,Inversion* am durchgezogenen Kreis verstehen lernen. Diese Inversion hilt
jeden Punkt auf dem durchgezogenen Kreis fest und wirft sein Zentrum nach oo.

Folglich vertauscht die Inversion am durchgezogenen Kreis den gestrichelten
Kreis mit der gestrichelten Geraden. Die gezackte Gerade oder vielmehr der
zugehorige verallgemeinerte Kreis wird von besagter Inversion auf sich selbst
geworfen, folglich wirkt unsere Inversion auf den Punkten des gestrichelten
Kreises wie die stereographische Projektion.
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der offensichtlichen Abbildungen wird das System ReFo C Pot(C?) der reellen
Formen nach [LA2] 1.12.45 von C? auf das System VerKr C Pot(R? LI {co}) der
verallgemeinerten Kreise abgebildet. Hinweis: Das System der verallgemeinerten
Kreise ist die Bahn der erweiterten z-Achse in Pot(R? L {oco}) unter der Gruppe
der Mobiustransformationen. Unter der so gegebenen Surjektion ReFo — VerKr
oder ausgeschrieben

{Reelle Formen von C*} — { Verallgemeinerte Kreise in R* LI {co} }

werden zwei reelle Formen genau dann auf denselben verallgemeinerten Kreis
abgebildet, wenn sie durch die Multiplikation mit einer von Null verschiedenen
komplexen Zahl auseinander hervorgehen.

Ubung 2.5.6. Man zeige, da3 Inversionen Winkel erhalten in dem Sinne, daf3 ihr
Differential an jedem vom Zentrum der Inversion verschiedenen Punkt Winkel
erhilt. Hinweis: Es reicht zu zeigen, da} eine Orthonormalbasis unter dem Dif-
ferential an jedem festen Punkt eine mit einem festen Faktor skalierte Orthonor-
malbasis wird. Man betrachte hierzu Orthonormalbasen, bei denen ein Vektor die
Richtung vom Zentrum der Inversion zu unserem festen Punkt angibt. Alternativ
16st das auch [AN2] 2.6.18 in sogar noch groBerer Allgemeinheit.

Erginzende Ubung 2.5.7. Sei E ein endlichdimensionaler euklidischer Raum. Die
Méobiustransformationen £ — £ mit Fixpunkt oo sind genau die Fortsetzungen
der Ahnlichkeiten von E durch die Vorschrift co — oo. Hinweis: Mithilfe von
[LAT1] 3.3.1 folgere man dann, dal unsere Abbildung auf £ affin sein muf3. Mit
[LA2] 1.10.18 folgere man dann, daf diese affine Abbildung eine Ahnlichkeit sein
muf.

Ergiinzende Ubung 2.5.8. Sei E ein endlichdimensionaler euklidischer Raum ei-
ner Dimension dim £ > 2. Man zeige, dal jede bijektive Abbildung E S FE
mit der Eigenschaft, dal das Bild jeder verallgemeinerten Sphire eine verallge-
meinerte Sphire ist, bereits eine Mobiustransformation sein muf3. Hinweis: Man
ziehe sich auf den Fall zuriick, dall oo ein Fixpunkt unserer Abbildung ist, so daf3
man 2.5.7 anwenden kann.

Ergiinzende Ubung 2.5.9. Wir betrachten fiir n > 1 das Anfiigen einer Null
R" U {oo} < R"™ U {oo}. Man zeige, daB eine Selbstabbildung von R™ LI {co}
eine Mobiustransformation ist genau dann, wenn sie sich zu einer Mobiustrans-
formation auf R"™! Ll {co} fortsetzen 1dBt. Hinweis: Will man direkte Rechnung
vermeiden, mag man mit 2.5.8 argumentieren.

Ergiinzende Ubung 2.5.10. Hilt eine Mobiustransformation auf R™{co} fiirn >
1 eine verallgemeinerte Sphire punktweise fest, so ist sie entweder die Identitit
oder aber die Inversion an besagter verallgemeinerter Sphire. Hinweis: 2.5.7
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Ergiinzende Ubung 2.5.11. Man betrachte die stereographische Projektion der
Einheitssphire auf die xy-Ebene vermehrt um einen Punkt oo, die jedem Punkt
auBer dem Nordpol n = (0,0, 1) den Schnittpunkt mit der xzy-Ebene der Geraden
durch diesem Punkt und den Nordpol zuordnet, und die den Nordpol auf oo wirft.
Sie kann verstanden werden als Restriktion der Inversion an derjenigen Sphére
mit Zentrum im Nordpol, die die xy-Ebene im Einheitskreis schneidet. Mit der
vorhergehenden Ubung 2.5.6 erkennt man so, da3 unter der stereographischen
Projektion Kreise auf der Einheitssphire als Schnitte der Einheitssphédre mit an-
deren Sphiren iibergehen in verallgemeinerte Kreise in der zy-Ebene, und daf die
stereographische Projektion Winkel erhiilt.

Ergiinzende Ubung 2.5.12 (Mébiustransformationen als Liegruppe). Gegeben
p,q € N erkldren wir O(p,q) C GL(p + ¢;R) als die Gruppe aller derjenigen
Matrizen, die die quadratische Form f =z} + ... +2) —27,, — ... — 22, auf
RP*4 invariant lassen. Den Spezialfall O(1, 1) haben wir bereits in [LA2] 2.7.10
recht explizit beschrieben. Die Gruppe O(p, ¢) stabilisiert den Nullkegel NV aller
Vektoren, auf denen unsere quadratische Form verschwindet, und induziert eine
Operation auf dem Quotienten (N\0)/R~¢. Da die Einbettung SP~! x 971 —
R? x R? offensichtlich eine Bijektion SP~! x S7~1 = (N\0)/R~g induziert, erbt
die linke Seite eine Operation von O(p, ¢). Speziell erhalten wir eine Operation
der Gruppe O(n+1, 1) auf S™ x S°. Bezeichnet O(n+ 1, 1)" die Untergruppe der
Matrizen, die beide Komponenten von S™ x S stabilisieren, so erhalten wir eine
Operation von O(n+1,1)" auf S™. Man erinnere die stereographische Projektion
ster : S™ = R™ U {oo} und zeige, daB wir einen Isomorphismus

0 :0(n+1,1)" = Méb(R™ U {oo})

angeben konnen durch die Vorschrift ster(gx) = ¢(g) ster(x). Vergleiche auch
[TM] 2.2.22. Unsere Gruppe O(n + 1,1)% operiert auch auf dem Inneren des
Nullkegels alias der Menge [ := {z | f(z) < 0,29 > 0} und dem zugehorigen
Quotienten I/R~, der mit dem ,,(n + 1)-dimensionalen hyperbolischen Raum*
aus [?] ?? identifiziert werden kann.

Erginzende Ubung 2.5.13. Gegeben ¢, s € R mit ¢> — s> = 1 gehort die Matrix
(§ ‘Z) zu O(1, 1) und folglich gehort die Matrix

1 00
0 ¢ s
0 s ¢

zu O(2,1). Man priife durch explizite Rechnung, dal die Operation unserer Ma-
trix auf dem projektivisierten Lichtkegel unter seiner Identifikation mit S* durch
(z,y) — (x,y,1) und der Identifikation S* = R LI {oo} mit der stereographi-
schen Projektion gegeben durch (z,y) — /(1 — y) mit ihrer Inversen ¢ +—
(2t/(1+1¢),(1—1t%)/(1+t*)) der Streckung um den Faktor a = ¢ — s entspricht.
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4 Die Vorlesung Elementargeometrie im SS 18

Es handelte sich um eine zweistiindige Vorlesung, also wochentlich 2x45 Minu-
ten Vorlesung mit wochentlich 2x45 Minuten Ubungen. Wegen des ungeschick-
ten Donnerstags-Termins gab es nur elf Vorlesungen. Im Modulhandbuch steht:

Die Studierenden kennen den axiomatischen und den analytischen
Zugang zur Geometrie. Sie verstehen die mathematischen Grundla-
gen und die Inhalte des Geometrieunterrichts an Gymnasien und konnen
diese mathematikgeschichtlich einordnen.

Und als Inhalte: Axiomensysteme fiir die affine und die euklidische Geometrie;
Der analytische Zugang zur Geometrie iiber Koordinaten; Nichteuklidische Geo-
metrie — ein Modell der hyperbolischen Ebene; Projektionen und projektive Geo-
metrie; [sometriegruppen euklidischer Rdume und platonische Korper, Eulersche
Polyederformel; Geometrie der Kegelschnitte. Hier nun das Tagebuch der Vorle-
sung.

19.4 Affine Inzidenzebenen 1.2, Desargues-Eigenschaft und Koordinatisierung
1.2.10, Verschiebungen, noch nicht deren Gruppeneigenschatft.

26.4 Koordinatisierung 1.2.10 fertig bewiesen, aber zum Teil auch eher skizzen-
haft. Pappus angegeben und gezeigt, da} er gleichbedeutend ist zur Kom-
mutativitét eines und jedes Koordinatenschieftkorpers. Satz von Hessenberg
1.2.19 angegeben, aber nicht beweisen. Charakterisierung 1.2.20 reeller In-
zidenzebenen durch ,,Zwischenrelation* nur ganz kurz angesprochen. Neu-
es Kapitel begonnen: Definition affiner Rdume und affiner Abbildungen
[LA1] 3.1. Lemma [LA1] 3.3.4 iiber affine Rdume und ihre Geraden steht
noch aus.

3.5 Affine Riume und affine Abbildungen [LLA1] 3.1. Affine Teilrdume [LA1]
3.2. Charakterisierung affiner Abbildungen [LA1] 3.3.1. Baryzentrische Ko-
ordinaten [LA1] 3.4.2 nur ganz kurz, sollen in den Ubungen weiter bespro-
chen werden.

17.5 Parallel- und Zentralprojektion 1.3. Bilder von Geraden unter Zentralpro-
jektionen. Umrechnung zwischen Fotographien 1.3.9. Projektive Rdume als
Inzidenzgeometrien 1.4.1. Anschauung fiir die reelle projektive Ebene. Pro-
jektive Vervollstindigungen affiner Rdume als Inzidenzgeometrien 1.4.3.
Explizite Beschreibung der Geraden. Projektive Hyperebenen und deren
Schnitte mit projektiven Geraden 1.4.9. Kurz: Nach projektiver Vervoll-
stindigung sind Parallelprojektionen spezielle Zentralprojektionen und die
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7.6

14.6

21.6.

28.6.

5.7.

12.7

19.7

Zentralprojektion von einer Hyperebene auf eine weitere Hyperebene ver-
liert ihre Definitionsliicken und wird eine Bijektion. 1.4.11 und 1.4.21 wa-
ren noch nicht dran.

Die euklidische Ebene als Kongruenzebene [LA2] 1.1.10. Gut fertiggewor-
den, noch Pythagoras gezeigt.

Winkel [LA2] 1.7: Zweistrahlen, Orientierte und nichtorientierte Winkel,
Winkelgruppe und Winkelmenge, Identifikation der Winkelgruppe mit U(1)
durch Standardorientierung von C und mit SO(2) durch Standardorientie-
rung von R?, WinkelmaRe, Beziehung zum Skalarprodukt, Winkelsumme
im Dreieck mit Beweis. Ich war nachher nicht sicher, ob das eine Doppel-
stunde wert war.

Isometrien euklidischer Rdume [LA2] 1.10.1 und [LA2] 1.10.9. Endliche
Untergruppen der Drehgruppe, bis zur entscheidenden Gleichung

@2 (3)

=1
gekommen, daraus aber noch nichts gefolgert.

Mogliche Polordnungsmengen [[LA2] 5.4.2 und platonische Korper [LA2]
5.4.9. Euler’sche Polyederformel [LLA2] 5.5.3. Hauptachsentransformation
[LA2] 1.12.1 und ihre inhomogene Variante [LA2] 1.12.34.

Fototransformationen 1.5.4 und Kollineationen 1.5.5 als Elemente der pro-
jektiven Gruppe PGL(3;R). Inzidenzstrukturen, abstrakte projektive Inzi-
denzebenen, Punkt-Geraden-Duales einer abstrakten projektiven Inziden-
zebene, Isomorphismus zwischen PV und dem Punkt-Geraden-Dualen von
P(V*) im Fall dim V' = 3 nach 1.7.

Desargues und Pappus im Vollausbau 1.6. Kreispiegelungen 2.1.3. Erhal-
ten Kreise. Appollonisches Problem 2.1.12. Mdbiustransformationen 2.2.
Deren komplexe Interpretation als komplexe projektive Gruppe PGL(2; C)
fiir orientierungserhaltende Mobiustransformationen und PGL(2; C) (%) fiir
alle Mobiustransformationen 2.3.3.

Orthogonalitit von verallgemeinerten Kreisen 2.2.8. Bleibt erhalten unter
Mobiustransformationen. Disjunkte Kreise konnen in konzentrische ech-
te Kreise Mobiustransformiert werden. Kreiskettensatz von Steiner 2.2.14.
Die hyperbolische Ebene als Inzidenzgeometrie mit Zwischenrelation und
ausgezeichneter Automorphismengruppe 1.1.10, 2.4.5.
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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Index

<.T0, Tlyenny
|| gleich oder parallel, 17

Augpunkt
einer Zentralprojektion, 34

Bildebene
einer Zentralprojektion, 34

Desargues-Eigenschaft

affine, 17
Doppelverhiltnis, 52
Dreieck

in Inzidenzgeometrie, 3
dual

Inzidenzstruktur, 55

Ebene
erweiterte, 58
Einbettung
von Inzidenzgeometrien, 41

fasteuklidisch
Geometrie, 4

Fluchtpunkt, 34

Fototransformation, 36
vervollstandigte, 50

Gerade

erweiterte, 58

projektive, 38

von Inzidenzgeometrie, 3
GL(2;C)(y), 67

H obere Halbebene, 70
Halbebene

bei Inzidenzgeometrie, 7
Halbebenenalkove

bei Inzidenzgeometrie, 7
Homothetie, 24

x,) Punkt des P" K, 46
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hyperbolische Ebene, 71, 74
Hyperebene
erweiterte, 74
projektive, 44

Inversion, 58, 75
Inzidenzebene
affine konkrete, 16
iber Schiefkorper, 16
Inzidenzgeometrie, 3
angeordnete, 4
Inzidenzstruktur, 55

Klein’sches Modell, 74
kollinear, 3
Kollineation, 16
konfluent, 3
Kongruenz, 4
konvex
in Inzidenzgeometrie, 7
Koordinatenschiefkorper, 26
Kreis
echter, 58
verallgemeinerter, 58
Kreiskette, 65
Kreisspiegelung, 58
Kreuzhaube, 48

Linearisierung
von affinem Raum, 47
Lot, 10

Mobiusgeometrie, 58, 74
Mobiusgruppe, 75
Mobiustranformation
orientierungserhaltende, 69
orientierungsumkehrende, 69
Mobiustransformation, 63, 75

nichteuklidisch



Geometrie, 71 Urebene, 36

O(p,q), 78 verallgemeinerte Sphire, 74
o verallgemeinerter Kreis, 58
PV projektiver Raum zu V', 38 Verschiebung, 11, 20

P" K projektiver Raum, 41

) Vervollstindigung
Pappos-Eigenschaft projektive, 41
affine, 26
Papposebene, 28 Winkelsegment, 10
parallel

Zahlenkugel, 47, 75
Zentralprojektion, 34
zwischeniquivalent, 13
Zwischenrelation, 3

in Inzidenzebene, 16

in Inzidenzgeometrie, 5
Parallelenaxiom, 5
Parallelprojektion, 32
PGL(r; K) projektive Gruppe, 49
Poincaré

obere Halbebene, 73
Projektion, 44

projektive, 44
projektiv

Gruppe, 49
projektive Vervollstandigung, 41
Projektivisierung, 38
Projektivitit, 49
Punkt

unendlich ferner, 41

Riemann’sche Zahlenkugel, 47, 75

schieflinear, 67
senkrecht

Geraden, 8
Sphire

echte, 74

verallgemeinerte, 74
Spiegelung

an Kreis, 58

an Sphire, 74
stereographische Projektion, 78

unendlich fern
Punkt, 41
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