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1 Naive Mengenlehre und Kombinatorik

1.1 Mengen

1.1.1. Beim Arbeiten mit reellen Zahlen oder raumlichen Gebilden reicht auf der
Schule ein intuitives Verstindnis meist aus, und wenn die Intuition in die Irre fiihrt,
ist ein Lehrer zur Stelle. Wenn Sie jedoch selbst unterrichten oder etwas beweisen
wollen, reicht dieses intuitive Verstdndnis nicht mehr aus. Im folgenden werden
deshalb zunichst der Begriff der reellen Zahlen und der Begriff des Raums zu-
riickgefiihrt auf Grundbegriffe der Mengenlehre, den Begriff der rationalen Zahlen
und elementare Logik. Bei der Arbeit mit diesen Begriffen fiihrt uns die Intuition
nicht so leicht in die Irre, wir geben uns deshalb mit einem intuitiven Versténdnis
zufrieden und verweisen jeden, der es noch genauer wissen will, auf eine Vorle-
sung iiber Logik. Wir beginnen mit etwas naiver Mengenlehre, wie sie von Georg
Cantor in den Jahren 1874 bis 1897 begriindet wurde und von der der beriihm-
te Mathematiker David Hilbert einmal sagte: ,,Aus dem Paradies, das Cantor uns
geschaffen, soll uns niemand vertreiben konnen®. Natiirlich gab es auch vor der
Mengenlehre schon hoch entwickelte Mathematik: Beim Tod von Carl Friedrich
Gauf} im Jahre 1855 gab es diese Theorie noch gar nicht und Fourier fand seine
,Fourierentwicklung* sogar bereits zu Beginn des 19.-ten Jahrhunderts. Er be-
hauptete auch gleich in seiner ,,Théorie analytique de la chaleur®, daB sich jede
beliebige periodische Funktion durch eine Fouriereihe darstellen lasse, aber diese
Behauptung stiell bei anderen beriihmten Mathematikern seiner Zeit auf Ableh-
nung und es entstand dariiber ein heftiger Disput. Erst in besagtem ,,Paradies der
Mengenlehre* konnten die Fourier’s Behauptung zugrundeliegenden Begriffe so-
weit geklirt werden, daB dieser Disput nun endgiiltig beigelegt ist. Ahnlich verhilt
es sich auch mit vielen anderen Fragestellungen. Da die Mengenlehre dariiber hin-
aus auch vom didaktischen Standpunkt aus eine duferst klare und durchsichtige
Darstellung mathematischer Sachverhalte ermoglicht, hat sie sich als Grundlage
der hoheren Mathematik und der Ausbildung von Mathematikern an Universititen
schnell durchgesetzt und ist nun weltweit das ,,Alphabet der Sprache der Mathe-
matik“. Man wird an Universitdten sogar geradezu dazu erzogen, alle Mathematik
in der Sprache der Mengenlehre zu fassen und geometrischen Argumenten keine
Beweiskraft zuzugestehen. Ich halte das bei der Ausbildung von Mathematikern
auch fiir angemessen. Bei der Mathematik-Ausbildung im allgemeinen scheint
mir dieses Vorgehen dahingegen nicht zielfithrend: In diesem Kontext sollte man
meines Erachtens nicht mit demselben Mal3 messen, auch ohne alle Mengenlehre
geometrisch erklarte Begriffe wie Gerade und Kreis, Ebene und Raum, als wohl-
definierte Objekte der Mathematik zulassen und geometrischen Argumenten Be-
weiskraft zugestehen.

1.1.2. Im Wortlaut der ersten Zeilen des Artikels ,,Beitrige zur Begriindung der
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transfiniten Mengenlehre (Erster Aufsatz)“ von Georg Cantor, erschienen im Jahre
1895, hort sich die Definition einer Menge so an:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung )M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden) zu
einem Ganzen.

Verbinden wir mit einer Menge eine geometrische Vorstellung, so nennen wir ihre
Elemente auch Punkte und die Menge selbst einen Raum. Ein derartiges Herum-
gerede ist natiirlich keine formale Definition und birgt durchaus verschiedene Fall-
stricke, vergleiche 1.3.9. Das Ziel dieser Vorlesung ist aber auch nicht eine formale
Begriindung der Mengenlehre, wie Sie sie in der Logik kennenlernen konnen. Sie
sollen vielmehr die Bedeutung dieser Worte intuitiv erfassen wie ein Kleinkind,
das Sprechen lernt: Indem sie mir und anderen Mathematikern zuhdren, wie wir
mit diesen Worten sinnvolle Sétze bilden, uns nachahmen, und beobachten, wel-
chen Effekt Sie damit hervorrufen. Unter anderem dazu sind die Ubungsgruppen
da.

Erginzung 1.1.3. Bei der Entwicklung der Mathematik aus der Umgangssprache
durch fortgesetztes Zuspitzen und Umwidmen des Wortschatzes muf} ich an den
Baron von Miinchhausen denken, wie er sich an seinen eigenen Haaren aus dem
Sumpf zieht. Schon verbliiffend, da8 es klappt. Aber bei Kleinkindern, die Spre-
chen lernen, ist es ja noch viel verbliiffender, wie sie die Bedeutung von Worten
erfassen, ohne daf} man sie ihnen in Worten erkliaren kann.

Beispiele 1.1.4. Endliche Mengen kann man durch eine vollstidndige Liste ihrer
Elemente in geschweiften Klammern angeben, zum Beispiel in der Form

X ={z,29,...,2,}

Diese geschweiften Klammern heilen auch Mengenklammern. Die Elemente
diirfen mehrfach genannt werden und es kommt nicht auf die Reihenfolge an, in
der sie genannt werden. Wir haben also {1, 1,2} = {2,1}. Die Aussage ,,x ist
Element von X* wird mit x € X abgekiirzt, ihre Verneinung ,,z ist nicht Element
von X“mitz ¢ X.Zum Beispiel gilt 1 € {2,1} und 3 & {2, 1}. Es gibt auch die
sogenannte leere Menge () = { }, die gar kein Element enthélt. Andere Beispiele
sind die Mengen

N :={0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen,
Z ={0,1,—1,2,—2,...} der ganzen Zahlen und

Q ={p/q|p,q € Z, q # 0} der rationalen Zahlen.
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Der Name letzterer Menge kommt von lateinisch ,,ratio* fiir ,,Verhéltnis“, der
Buchstabe QQ steht fiir ,,Quotient. Man beachte, dafl wir auch hier Elemente mehr-
fach genannt haben, es gilt ja p/q = p’/q¢’ genau dann, wenn pq’ = p'q. Auf
Deutsch bezeichnet man die rationalen Zahlen auch als Bruchzahlen, da man
sich etwa ein Viertel eines Kekses als den Anteil denken kann, der entsteht, wenn
man besagten Keks in vier gleiche Teile zerbricht. Einen Leitfaden zu einem for-
maleren Aufbau des Zahlensystems konnen Sie in 2.5.1 finden.

Erginzung 1.1.5 (Herkunft des Gleichheitszeichens). Das Gleichheitszeichen
= scheint auf ein 1557 von Robert Recorde publiziertes Buch zuriickzugehen
und soll andeuten, daf} das, was auf der linken und rechten Seite dieses Zeichens
steht, so gleich ist wie die beiden Strichlein, die das uns heute so selbstverstandli-
che Gleichheitszeichen bilden. Davor schrieb man statt einem Gleichheitszeichen
meist ae fiir ,,dquivalent*.

Ergdnzung 1.1.6 (Diskussion der Notation). In Texten, in deren Konventionen
die Null keine natiirliche Zahl ist, verwendet man meist die abweichenden No-
tationen N fiir die Menge {1,2,...} und Ny fiir die Menge {0, 1,2,...}. Die in
diesem Text verwendete Notation N = {0, 1,2, ...} stimmt mit der internationa-
len Norm ISO 31-11 iiberein.

1.1.7. Die Bedeutung der Symbole Z und Q ist in der Mathematik weitgehend
einheitlich. Man verwendet diesen Schrifttypus auch sonst gerne fiir Symbole, die
in ihrer Bedeutung iiber grofle Teile der Mathematik hinweg einheitlich verwendet
werden. Bei der Bedeutung von N ist man allerdings nie ganz sicher, ob die Null
mitgemeint ist. In den Konventionen dieses Textes gilt 0 € N.

1.1.8. Eine Menge, die nur endlich viele Elemente hat, nennen wir eine endliche
Menge. Eine prizisere Definition dieses Konzepts wird in [LA1] 4.1.2 gegeben.
Wir vereinbaren bereits hier, da wir auch die leere Menge endlich nennen. Die
Zahl der Elemente einer endlichen Menge X nennen wir ihre Kardinalitit oder
Michtigkeit und notieren sie

| X]

oder card(X). In der Literatur findet man auch die Notation §X. Fiir endliche
Mengen X ist demnach ihre Kardinalitit stets eine natiirliche Zahl | X| € N
und | X| = 0 ist gleichbedeutend zu X = (). Ist X unendlich, so schreiben wir
bis auf weiteres kurzerhand | X| = oo und ignorieren in unserer Notation, daf}
auch unendliche Mengen ,,verschieden groB* sein konnen. Fiir ein Beispiel fiir
,verschieden groe unendliche Mengen* siche [AN1] 2.5.2 und fiir eine genauere
Diskussion des Begriffs der Kardinalitit vergleiche [AL] 5.3.1.



1.2 Teilmengen

Definition 1.2.1. Eine Menge Y heiit Teilmenge einer Menge X, wenn jedes
Element von Y auch ein Element von X ist. Man schreibt dafiir Y C X oder
XDY.

Beispiel 1.2.2. Die leere Menge Teilmenge jeder Menge, in Formeln () C X.
{z} C X ist gleichbedeutend zu x € X. Es gilt) C {2,1} C Z C Q.

1.2.3 (Elemente und Teilmengen). Es ist im Kontext der Mengenlehre wichtig,
bei einer Menge X sorgfiltig zu unterscheiden zwischen ihren Elementen und ih-
ren Teilmengen. Gegeben ein Element x € X ist fiir uns das Element x € X etwas
anderes als die Teilmenge {z} C X, die nur aus dem einzigen Element x besteht.
Gegeben eine Menge X mit einer Teilmenge Y C X sage ich auch, X umfafit
Y. Gegeben ein Element © € X sage ich, x gehort zu X. Andere Sprechweisen
mochte ich ungern auf eine so prazise Bedeutung festlegen. Gegeben eine Teil-
menge Y C X kann man sagen, ,,Y" sei enthalten in X* oder ,,Y" liege in X*, und
gegeben ein Element € X kann man auch sagen, ,,x sei enthalten in X* oder ,,x
liege in X “. Was genau gemeint ist, gilt es dann aus dem Kontext zu erschlie3en.

1.2.4 (Diskussion der Notation). Gegeben eine Menge X verwenden wir die
Schreibweise Y C X als Abkiirzung fiir (Y € X und Y # X). Eine von der
ganzen Menge verschiedene Teilmenge Y einer Menge X nennen wir auch eine
echte Teilmenge von X. Bei diesen Notationen folgen wir Cantor und Bourbaki,
die sehr viel spiter festgelegte internationalen Norm ISO 31-11 weicht jedoch
davon ab. In der folgenden Tabelle stellen wir diese beiden Konventionen einander
gegeniiber.

Cantor und Bourbaki | Norm ISO 31-11 Bedeutung
C C ist Teilmenge von
- C ist echte Teilmenge von

Ich ziehe die Konvention von Cantor und Bourbaki vor, weil ich sie gewohnt bin
und weil man sehr oft Teilmengen zu betrachten hat und nur vergleichsweise sel-
ten echte Teilmengen. Ich muf} jedoch zugeben, daf} die in diesem Text gewihlte
Notation C, C mit den iiblichen Notationen <, < fiir Ungleichungen weniger gut
zusammenpaft als die Konvention nach ISO 31-11.

1.2.5. Oft bildet man neue Mengen als Teilmengen bestehender Mengen. Ge-
brauchlich ist dazu eine Notation, bei der man zwischen den Mengenklammern
hinter einem senkrechten Strich dazuschreibt, welche zusitzliche Eigenschaft die
Elemente einer Teilmenge haben sollte, so da3 man Teilmengen Y einer Menge



X angeben kann in der Form
Y = {z € X | x hat eine zusitzlich noch gewisse Eigenschaft}

Zum Beispiel gilt N = {a € Z | a > 0}, lies ,,die Menge der natiirlichen Zah-
len ist die Teilmenge der Menge der ganzen Zahlen bestehend aus allen ganzen
Zahlen, die > 0 sind“, und {0,1} = {a € N | a® = a}.

Definition 1.2.6. Es ist auch erlaubt, die ,,Menge aller Teilmengen* einer gegebe-
nen Menge X zu bilden. Sie heift dic Potenzmenge von X und wird P(X) oder
Pot(X) notiert.

Beispiel 1.2.7. Die Potenzmenge P ({1, 2, 3}) kann man als die Menge aller mogli-
chen Ausginge einer Versuchsanordnung interpretieren, bei der man dreimal eine
Miinze wirft. Dazu mag man etwa jedem Ausgang die Menge der Wurfnummern
zuordnet, bei denen Wappen herauskam. So wiirde etwa dem Ausgang WZW die
Teilmenge {1, 3} zugeordnet.

1.2.8 (Kardinalitit der Potenzmenge). Ist X eine endliche Menge, so ist auch
ihre Potenzmenge endlich und es gilt die Formel |P(X)| = 2/X!. Fiir die drei-ele-
mentige Menge X = {1, 2, 3} besteht ihre Potenzmenge P(X) zum Beispiel aus
8 = 23 Elementen und wir haben genauer

P(X) = {0, {1}, {2}, {3}.{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

Die Teilmenge {1} C {1,2,3}, die nur aus dem Element 1 besteht, ist also ein
Element der Potenzmenge {1} € P({1,2,3}). Das Element 1 ist dahingegen
kein Element der Potenzmenge, sondern ein Element der urspriinglichen Menge
1€ {1,23}.

Satz 1.2.9 (Bedeutung der Binomialkoeffizienten). Gegeben natiirliche Zahlen
n,k € N gibt der Binomialkoeffizient (Z) die Zahl der k-elementigen Teilmen-
gen einer n-elementigen Menge an. In Formeln ausgedriickt haben wir unter der
Annahme | X | = n also

Y c XY=k} =(})

Beweis. Vollstindige Induktion iiber n. Fir n = 0 gilt die Aussage, denn eine
nullelementige Menge hat genau eine k-elementige Teilmenge falls £ = 0 und
keine k-elementige Teilmenge falls £ > 1. Nehmen wir nun an, die Aussage sei
fiir ein n schon bewiesen. Eine (n + 1)-elementige Menge X schreiben wir als
X = M U {z} mit dem gleich in 1.3.1 formal eingefiihrten Vereingungszeichen
U, wo M eine n-elementige Menge ist und x ¢ M. Ist k = 0, so gibt es genau
eine k-elementige Teilmenge von M U{z}, ndmlich die leere Menge. Ist k > 1, so
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gibt es in M U {z} nach Induktionsannahme genau (}) k-elementige Teilmengen,
die x nicht enthalten. Die k-elementigen Teilmengen dahingegen, die x enthalten,
ergeben sich durch Hinzunehmen von z aus den (k — 1)-elementigen Teilmengen
von M, von denen es gerade (," ) gibt. Insgesamt hat M U {z} damit also genau

(1) + (,",) = (") Teilmengen mit genau k Elementen. O

1.2.10. Wieder scheint mir dieser Beweis in der fiir vollstindige Induktion ty-
pischen Weise undurchsichtig. Ich ziehe deshalb den in [EIN] 1.1.19 gegebenen
weniger formellen Beweis vor. Man kann auch diesen Beweis formalisieren und
verstehen als Spezialfall der sogenannten ,,Bahnformel®, vergleiche [LA2] 5.2.3.

1.2.11 (Variante zum Beweis der binomischen Formel). Wir geben nun die ver-
sprochene prizise Formulierung unseres ersten Beweises der binomischen Formel
[EIN] 1.1.23. Wir rechnen dazu

(a+b)" = Z al¥Ipr =

Yc{1,2,...,n}

Die rechte Seite soll hier in Verallgemeinerung der in [EIN] 1.1.8 eingefiihrten
Notation bedeuten, daB wir fiir jede Teilmenge Y von {1, 2, ..., n} den angegebe-
nen Ausdruck a/¥16" = nehmen und alle diese Ausdriicke aufsummieren. Dann
fassen wir gleiche Summanden zusammen und erhalten mit 1.2.9 die binomische
Formel.

Ubungen
Ubung 1.2.12. Es gilt -, (}) = 2™

Ubung 1.2.13. Man zeige (a +b+¢)" = 3, 1, mma' b e

1.3 Mengenoperationen

Definition 1.3.1. Wir erinnern, daf3 wir := als Abkiirzung fiir ,,ist definiert als*
verwenden und daf} ,,oder* in der Mathematik stets das ,,nichtausschliefende oder*
meint. Gegeben zwei Mengen X, Y konnen wir unter anderem auf folgende Wei-
sen neue Mengen bilden:

1. Die Vereinigung X UY := {z | z € X oder z € Y}, zum Beispiel ist
{1,2} U{2,3} ={1,2,3};

2. Den Schnitt oder auch Durchschnitt X NY := {z | 2 € Xundz € Y},
zum Beispiel ist {1,2} N {2,3} = {2};
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3. Die Differenz X\Y = {z € X | z € Y}, zum Beispiel haben wir
{1,2}\{2,3} = {1}. Man schreibt statt X\Y auch X—Y. Ist Y eine Teil-
menge von X, so heift X'\Y das Komplement von Y in X oder ausfiihrli-
cher die Komplementmenge;

4. Das Produkt X x Y = {(z,y) | = € X, y € Y} oder ausfiihrlicher
kartesische Produkt. Es gilt also (z,y) = (2,%') genau dann, wenn gilt
x = 2’ und y = 3. Zum Beispiel haben wir

{1,2} x {1,2,3} ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}

Oft benutzt man fiir das Produkt X x X einer Menge X mit sich selbst die
Abkiirzung X2 := X x X und nennt das die Menge aller angeordneten
Paare von Elementen von X.

1.3.2. Eine gute Anschauung fiir die ersten drei Operationen liefern die sogenann-
ten van-de-Ven-Diagramme, wie sie die nebenstehenden Bilder zeigen. Sie sind
allerdings nicht zu genau zu hinterfragen, denn ob die Punkte auf einem Blatt
Papier im Sinne von Cantor ,,bestimmte wohlunterschiedene Objekte unserer An-
schauung® sind, scheint mir nicht ohne weiteres so klar. Wenn man jedoch jedes
der schraffierten Gebiete im Bild als die Menge aller darin liegenden Kreuzungs-
punkte auf einem dazugedachten Millimeterpapier auffat und keine dieser Kreu-
zungspunkte auf den Begrenzungslinien liegen, so konnen sie wohl schon als eine
Menge im Cantor’schen Sinne angesehen werden.

1.3.3. Zwei Teilmengen einer gegebenen Menge, die kein gemeinsames Element
haben, heiBen disjunkt. Aquivalent dazu ist die Bedingung, daB ihr Schnitt die
leere Menge ist.

1.3.4 (Mehrdeutigkeiten mit dem Komma als Trenner). Die Verwendung des
Kommas als Trenner ist hier problematisch, da (1, 2) nun zweierlei bedeuten kann:
Zum einen ein Element des kartesischen Produkts N x N, zum anderen aber auch
den eingeklammerten Dezimalbruch 1,2. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es
aus dem Kontext zu erschlieBen. In diesem Text werden Dezimalbriiche nur sel-
ten vorkommen. In deutschen Schulbiichern verwendet man fiir angeordnete Paare
meist die abweichende Notation (z|y), um auch Paare von Dezimalbriichen un-
miBverstidndlich notieren zu konnen.

1.3.5 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung als ,,Schnitt kommt
wohl her von der Vorstellung des Schnitts zweier Geraden, wenn man sie als Teil-
mengen der Ebene denkt und diese hinwiederum als ein Blatt Papier, das man
langs der einen Gerade entzweischneiden kann. Der Punkt, an dem die andere
Gerade entzweigeschnitten wird, ist dann der Schnittpunkt und der Schnitt unse-
rer beiden Geraden besteht genau aus diesem einen Punkt.
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Anschauliche Darstellung des Produkts einer Menge mit fiinf und einer Menge
mit drei Elementen. Hier wird ein Paar (x, y) dargestellt durch einen Punkt, der
iber x und neben y liegt.

AT~
Pes
X
ass

Dies Bild muf} anders interpretiert werden als das Vorherige. Die Mengen X und
Y sind nun zu verstehen als die Mengen der Punkte der vertikalen und
horizontalen Geradensegmente und ein Punkt des Quadrats meint das Element
(z,y) € X x Y, das in derselben Hohe wie y € Y senkrecht iiber x € X liegt.

11



1.3.6 (Mengenlehre und das Bilden von Begriffen). Wir werden in unserer nai-
ven Mengenlehre die ersten drei Operationen ,,Vereinigung®, ,,Schnitt* und ,,Dif-
ferenz* aus 1.3.1 nur auf Teilmengen einer gemeinsamen Obermenge anwenden,
die uns in der einen oder anderen Weise bereits zur Verfiigung steht. Die Potenz-
menge und das kartesische Produkt dahingegen benutzen wir, um dariiber hinaus
neue Mengen zu erschaffen. Diese Konstruktionen erlauben es, im Rahmen der
Mengenlehre so etwas wie Abstraktionen zu bilden: Wenn wir uns etwa die Menge
T aller an mindestens einem Tag der Weltgeschichte lebenden oder gelebt haben-
den Tiere als eine Menge im Cantor’schen Sinne denken, so wiirden wir Konzepte
wie ,,mdnnlich oder ,,Hund* oder , ,Fleischfresser* formal als Teilmengen dieser
Menge alias als Elemente von P(7") formalisieren. Das Konzept ,,ist Kind von*
wiirde dahingegen formalisiert als eine Teilmenge K C 1" x T des kartesischen
Produkts unserer Menge 7' mit sich selbst alias als ein Element K € P(T x T),
nidmlich als die Teilmenge

K :={(z,y) € T x T | z ist Kind von y}

1.3.7. Fiir das Rechnen mit Mengen iiberlegt man sich die folgenden Regeln, die
ich gleich mit ihren iiblichen Bezeichnungen angebe:

Assoziativgesetze: XNnYnz)y = (Xny)nz
XU(YuZ) = (XuYy)uZz
Distributivgesetze: Xul¥Ynz) = (XUuy)n(Xuz)
XN(YUZ) = (XNY)U(XNZ)
de Morgan’sche Regeln: X\YuZz) = (X\Y)Nn(X\2)
X\(Ynz) = (X\Y)U(x\2)
)

Komplement der Differenzmenge:  X\(X\Y) = XNY

Eine gute Anschauung fiir diese Regeln liefern die van-de-Ven-Diagramme, wie
die nebenstehenden Bilder zeigen. Das liegt daran, daB alle acht moglichen Lagen
in Bezug auf unsere drei Mengen in diesen Diagrammen als Flichen zu sehen
sind.

1.3.8. Ich zeige beispielhaft die Regel X U (Y NZ) = (X UY)N (X UZ).Es
reicht, statt der Gleichheit die beiden Inklusionen C und D zu zeigen.

Ich beginne mit C. Sicher gilt (Y N Z) C Y, alsoauch X U(Y NZ) C X UY.
Ebenso zeigt man X U (Y N Z) C X U Z und damit folgt schon mal C.

Bleibt noch D zu zeigen. Das will mir nur durch Betrachtung von Elementen
gelingen. Gegebena € (X UY )N (X UZ) giltentweder a € X oder a ¢ X. Falls
a € X habenwireha € XU(YNZ).Fallsa ¢ X folgtausa € (XUY)N(XUZ)
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ersta € (X UY') unddann a € Y und weiter erst a € (X U Z) und dann a € Z,
alsoa € YNZ C X U(Y N Z). Wir haben somit gezeigt, daBl jedes Element a
von (X UY)N (X UZ)auchzu X U (Y N Z) gehort. Damit folgt die behauptete
Inklusion D.

Ergdnzung 1.3.9 (Das Russell’sche Paradoxon). Ich will nicht verschweigen,
daf der in diesem Abschnitt dargestellte naive Zugang zur Mengenlehre durchaus
begriffliche Schwierigkeiten mit sich bringt: Zum Beispiel darf die Gesamtheit M
aller Mengen nicht als Menge angesehen werden, da wir sonst die ,,Menge aller
Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten, gegeben durch die formel-
hafte Beschreibung N’ = {4 € M | A ¢ A}, bilden konnten. Fiir diese Menge
kann aber weder NV € N noch N' ¢ N gelten. Diese Art von Schwierigkeiten
kann erst ein formalerer Zugang kliren und auflosen, bei dem man unsere naiven
Vorstellungen durch Ketten von Zeichen aus einem wohlbestimmten endlichen
Alphabet ersetzt und unsere Vorstellung von Wahrheit durch die Verifizierbarkeit
vermittels rein algebraischer ,.erlaubter Manipulationen® solcher Zeichenketten,
die in ,,Axiomen* festgelegt werden. Diese Verifikationen kann man dann durch-
aus auch einer Rechenmaschine iiberlassen, so da3 wirklich auf ,,objektivem* We-
ge entschieden werden kann, ob ein ,,.Beweis* fiir die ,,Richtigkeit” einer unserer
Zeichenketten in einem vorgegebenen axiomatischen Rahmen stichhaltig ist. Al-
lerdings kann in derartigen Systemen von einer Zeichenkette algorithmisch nur
entschieden werden, ob sie eine ,,sinnvolle Aussage* ist, nicht aber, ob sie ,,bewie-
sen‘ werden kann. Noch viel stédrker zeigt der Unvollstdndigkeitssatz von Godel,
daB es in einem derartigen axiomatischen Rahmen, sobald er reichhaltig genug
ist fiir eine Beschreibung des Rechnens mit natiirlichen Zahlen, stets sinnvolle
Aussagen gibt derart, da3 entweder sowohl die Aussage als auch ihre Verneinung
oder aber weder die Aussage noch ihre Verneinung bewiesen werden konnen. Mit
diesen und dhnlichen Fragestellungen beschiftigt sich die Logik.

Vorschau 1.3.10 (Weitere Konstruktionen der Mengenlehre). Um mich nicht
dem Vorwurf auszusetzen, wihrend des Spiels die Spielregeln dndern zu wollen,
sei bereits hier erwihnt, was noch hinzukommen soll. Die einzigen grundlegen-
den Konstruktionen, die noch fehlen, sind das Bilden der ,,disjunkten Vereini-
gung* und des ,kartesischen Produkts* zu einer ,,beliebigen Mengenfamilie* in
[LA2] 7.7.17 und [LA2] 7.7.7. In [AN1] ?? besprechen wir weiter Schnitt und
Vereinigung einer ,,beliebigen Familie von Teilmengen einer gegebenen Menge*.
In [LA1] 1.9 werden einige weniger offensichtliche Argumentationen im Zusam-
menhang mit dem sogenannten ,,Zorn’schen Lemma‘ erldutert, die meines Erach-
tens bereits an den Rand dessen gehen, was man in unserem informellen Rahmen
der naiven Mengenlehre als Argumentation noch vertreten kann. In [LA1] 4.1
wird die Konstruktion der natiirlichen Zahlen im Rahmen der Mengenlehre disku-
tiert, insbesondere geben wir erst dort eine formale Definition des Begriffs einer
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endlichen Menge. Sicher ist es in gewisser Weise unbefriedigend, das Fundament
des Hauses der Mathematik erst fertigzustellen, wenn bereits erste Stockwerke
stehen und bewohnt sind. Andererseits will ich aber auch vermeiden, daf3 Sie mir
auf einem gewaltigen Fundament, das die ganze Mathematik tragen kann, im ers-
ten Winter(semester) jaimmerlich erfrieren.

1.3.11 (Der Sinn von Genauigkeit und sorgfiltiger Sprache). Ich konnte mir
gut vorstellen, daB verschiedene meiner Leser denken, diese ganze Pedanterie sei
doch eigentlich iiberfliissig und jetzt sollten wir doch einfach mal frohlich los-
rechnen wie das in der Schule ja auch sehr gut ging. Ich will hier erkldren, warum
Pedanterie in diesem Zusammenhang wichtig ist. Viele von [Thnen werden wissen,
wie man mit einem einfachen Blatt Papier zum Mond kommt: 42-mal Falten und
draufsteigen, das war’s schon. So dhnlich ist es in der Mathematik: Etwas vollig
Banales wie die naive Mengenlehre wird in den etwa dreiflig Vorlesungsdoppel-
stunden des Wintersemesters jedes Mal von neuem gefaltet und wenn Sie dann
am Ende des Wintersemesters zuriickblicken, kann Thnen schon leicht schwind-
lig werden. Das funktioniert mit wirklichem Papier nur eingeschriinkt, aber wenn
man sehr festes und glattes ,,Gedankenpapier nimmt, und solches Gedankenpa-
pier ist eben gerade die Mengenlehre, dann klappt es verbliiffend gut. Man muf3
dazu aber mit der Herstellung dieses Gedankenpapiers ebenso wie beim Falten
sorgfiltig sein bis zur Pedanterie, denn auch die kleinste Ungeschicklichkeit ver-
vielfacht sich bei diesem Vorgehen mit derselben Schnelligkeit wie die gedankli-
che Hohe und bringt, eh man sich’s versieht, alles zum Einsturz.

Ubungen

Ubung 1.3.12. Sind X und Y endliche Mengen, so gilt fiir die Kardinalititen
(X xY|=|X|-]Y]und | XUY|=|X|+|Y|-|XNY]|

1.4 Abbildungen

Definition 1.4.1. Seien X,Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y ist eine
Zuordnung, die jedem Element € X genau ein Element f(z) € Y zuordnet,
das Bild von x unter f, auch genannt der Wert von f an der Stelle x. Man spricht
dann auch vom Auswerten der Funktion f an der Stelle x oder vom Einsetzen
von z in f und schreibt manchmal abkiirzend f(z) = fux.

1.4.2. Wem das zu vage ist, der mag die alternative Definition vorziehen, nach
der eine Abbildung f : X — Y eine Teilmenge f C X x Y ist derart, daf} es
fiir jedes * € X genau ein y € Y gibt mit (z,y) € f. Dies eindeutig bestimmte
y schreiben wir dann f(x) und sind auf einem etwas formaleren Weg wieder an
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Eine Abbildung einer Menge mit fiinf in eine mit drei Elementen

x > W x X X"

Der Graph der oben angegebenen Abbildung, wobei das X oben mit dem X hier
identifiziert wurde durch ,,Umkippen nach Rechts*

17



demselben Punkt angelangt. In unseren Konventionen nennen wir besagte Teil-
menge den Graphen von f und notieren sie mit dem Symbol I' (sprich: Gamma),
einem grofen griechischen G, und schreiben

L(f) ={(z, f(z)) |re X} C X xY

Definition 1.4.3. Ist f : X — Y eine Abbildung, so nennen wir X ihren Defini-
tionsbereich und Y ihren Wertebereich. Zwei Abbildungen nennen wir gleich,
wenn sie denselben Definitionsbereich X, denselben Wertebereich Y und dieselbe
Abbildungsvorschrift f C X x Y haben.

1.4.4 (Die Notationen — und —). Wir notieren Abbildungen oft in der Form

fr X =Y
r — f(x)

und in verschiedenen Verkiirzungen dieser Notation. Zum Beispiel sprechen wir
von ,einer Abbildung N — N von der Menge der natiirlichen Zahlen in sich
selber* oder ,,der Abbildung n ~ n® von der Menge der natiirlichen Zahlen in
sich selber. Wir benutzen unsere zwei Arten von Pfeilen — und — auch im
allgemeinen in derselben Weise.

Beispiel 1.4.5. Fiir jede Menge X haben wir die identische Abbildung oder Iden-
titit

r =

Ein konkreteres Beispiel fiir eine Abbildung ist das Quadrieren

q: L — 7
n — n?

Beispiel 1.4.6. Gegeben zwei Mengen X, Y erkldrt man die Projektionsabbil-
dungen oder Projektionen pry : X X Y — X beziehungsweise pry : X XY —
Y durch die Vorschrift (x,y) — z beziehungsweise (z,y) — y. In manchen Zu-
sammenhéngen notiert man sie auch abweichend pr; und pr, fiir die ,,Projektion
auf die erste beziehungsweise zweite Komponente*.

Definition 1.4.7. Sei f : X — Y eine Abbildung.

1. Gegeben eine Teilmenge A C X erkldren wir das Bild von A unter f, eine
Teilmenge f(A) C Y, durch

f(A):={y € Y | Esgibtz € Amit f(z) =y}
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2. Gegeben eine Teilmenge B C Y erklidren wir das Urbild von B unter f,
eine Teilmenge von f~'(B) C X, durch

f7U(B):={z € X | f(z) € B}

1.4.8. Das Bild von ganz X nennen wir das Bild von f und notieren es im(f) :=
f(X). Das Kiirzel im steht fiir franzosisch und englisch image.

Beispiel 1.4.9. Fiir unsere Abbildung ¢ : Z — Z, n — n? des Quadrierens von
eben konnten wir die Menge aller Quadratzahlen schreiben als

¢(Z) ={a* | a € Z}

Ebenso wire {2a | a € N} eine mogliche formelmiBige Darstellung der Menge
aller geraden natiirlichen Zahlen, und {ab | a,b € N,a > 2,b > 2} wire eine
formelmiBige Darstellung der Menge aller natiirlichen Zahlen, die nicht prim und
auch nicht Null oder Eins sind.

1.4.10. Eine Abbildung, deren Bild aus hochstens einem Element besteht, nennen
wir eine konstante Abbildung. Eine Abbildung, deren Bild aus genau einem Ele-
ment besteht, nennen wir eine einwertige Abbildung. Eine einwertige Abbildung
ist also eine konstante Abbildung mit nichtleerem Definitionsbereich.

1.4.11 (Konstanten und konstante Abbildungen). Gegeben ein festes ¢ € Y
schreiben wir oft auch kurz c fiir die konstante Abbildung X — Y gegeben durch
x +— c fiir alle x € X. Damit verbunden ist die Hoffnung, daB aus dem Kontext
klar wird, ob im Einzelfall die Abbildung ¢ : X — Y oder das Element c € Y
gemeint sind.

1.4.12. Gegeben eine Abbildung f : X — Y ist formal f~! eine Abbildung
f~1:P(Y) — P(X) in der Gegenrichtung auf den Potenzmengen. Besteht B nur
aus einem Element x, so schreiben wir auch f~!(z) statt f~'({z}) und nennen
diese Menge die Faser von f iiber = oder bei x. Das Quadrieren ¢ aus 1.4.9 hat
etwa die Faser ¢~!(1) = {1, —1} bei 1 und die Faser ¢~'(—1) = () bei —1.

1.4.13 (Diskussion der Notation). Die Notation f~'(B) fiir das Urbild einer
Menge unter einer Abbildung fiihrt leicht zu Verwirrung, da man ' aus der
Schule als alternative Notation fiir den Bruch a=! = 1/a gewohnt ist. Diese bei-
den Notationen sind nur entfernt verwandt und werden beide in der Mathematik
durchgehend verwendet. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext
zu erschlieBen.

1.5 Verkniipfung von Abbildungen

Definition 1.5.1. Sind drei Mengen X, Y, Z gegeben und dazwischen Abbildun-
gen f : X — Yundg : Y — Z, so definieren wir die Verkniipfung unserer
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Abbildungen f und g, eine Abbildung g o f : X — Z, durch die Vorschrift

gof: X — Z
z = g(f(z))

1.5.2 (Diskussion der Notation). Die Notation g o f, sprich ,,g nach f*, fiir ,,erst
f, dann g* ist gewohnungsbediirftig, erklért sich aber durch die offensichtliche
Formel (g o f)(x) = g(f(x)). Ich sage, g o f entstehe aus g durch Vorschalten
von f und aus f durch Nachschalten von g. Oft kiirzt man auch g o f mit g f ab.
Mit dieser Abkiirzung mufl man jedoch sorgsam umgehen, da im Fall von zwei
Abbildungen f, g von derselben Menge in einen Zahlbereich, etwa f, g : X — Q,
der Ausdruck fg vielmehr fiir die Abbildung x — f(z)g(z) reserviert ist, das
sogenannte ,,punktweise Produkt* unserer beiden Funktionen.

Beispiel 1.5.3. Betrachten wir zusitzlich zum Quadrieren ¢ : Z — 7 die Abbil-
dungt:Z — Z,z+— x+1,s0gilt (got)(x) = (x+1)? aber (toq)(x) = 2® + 1.

Definition 1.5.4. Sei f : X — Y eine Abbildung.

1. f heiBt injektiv oder eine Injektion, wenn aus x # 2’ folgt f(z) # f(z').
Gleichbedeutend ist die Forderung, daf3 es fiir jedes y € Y hochstens ein
x € X gibt mit f(x) = y. Injektionen schreibt man oft —.

2. f heiB3t surjektiv oder eine Surjektion, wenn es fiir jedes y € Y mindestens
ein x € X gibt mit f(x) = y. Surjektionen schreibt man manchmal —».

3. f heilt bijektiv oder eine Bijektion, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Gleichbedeutend ist die Forderung, da3 es fiir jedes y € Y genaueinx € X
gibt mit f(z) = y. Bijektionen schreibt man oft .

1.5.5. Ist X C Y eine Teilmenge, so ist die Einbettung oder Inklusion i : X —
Y, x — x stets injektiv. Ist g : ¥ — Z eine Abbildung und X C Y eine Teil-
menge, so nennen wir die Verkniipfung ¢ o 7 von g mit der Inklusion auch die
Einschrinkung von g auf X und notieren sie

goi=:g|X=g|lx : X =2

Oft bezeichnen wir eine Einschriankung aber auch einfach mit demselben Buchsta-
ben g in der Hoffnung, daf} der Leser aus dem Kontext erschlieBen kann, welche
Abbildung genau gemeint ist. Das ist nicht ganz unproblematisch: So ist etwa
unsere Abbildung ¢ : Z — Z, n ~— n? nicht injektiv, ihre Restriktion zu einer
Abbildung ¢ : N — Z ist aber durchaus injektiv.
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1.5.6 (Surjektion auf das Bild). Ist f : X — Y eine Abbildung, so ist die Ab-
bildung f : X — f(X), x — f(x) stets surjektiv. Der Leser moge entschuldigen,
dall wir hier zwei verschiedene Abbildungen mit demselben Symbol f bezeich-
net haben. Das wird noch 6fter vorkommen. Uberhaupt ignorieren wir, gegeben
Mengen X, Y und eine Teilmenge Z C Y, im folgenden meist den Unterschied
zwischen einer ,,Abbildung von X nach Y, deren Bild in Z enthalten ist und
einer ,,Abbildung von X nach Z*.

Beispiele 1.5.7. Unsere Abbildung g : Z — 7Z, n — n? ist weder injektiv noch
surjektiv. Die Identitdt id : X — X ist stets bijektiv. Sind X und Y endliche
Mengen, so gibt es genau dann eine Bijektion von X nach Y, wenn X und Y
dieselbe Kardinalitdt haben, in Formeln | X| = |Y|.

Satz 1.5.8. Seien f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen.
1. Ist g o f injektiv, so ist f injektiv;
2. Sind g und f injektiv, so auch g o f;

3. Genau dann ist g injektiv, wenn fiir beliebige Abbildungen f,, f> : X — Y
aus g o fi = g o fa schon folgt fi = fa.

Beweis. Ubung. Besonders elegant ist es, zunichst die letzte Aussage zu zeigen,
und dann die vorderen Aussagen ohne weitere Betrachtung von Elementen zu
folgern. ]

1.5.9 (Universelle Eigenschaft von Injektionen). Sei: : Y — X eine injektive
Abbildung und ¢ : Z — X eine beliebige Abbildung. Genau dann gibt es eine
Abbildung ¢ : Z — Y mitio @ = ¢, wenn gilt im(¢) C im(z). Nach dem
Vorhergehenden ist diese Abbildung ¢ dann sogar eindeutig bestimmt.

Satz 1.5.10. Seien f : X — Y und g :' Y — Z Abbildungen.
1. Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv;
2. Sind g und f surjektiv, so auch g o f;

3. Genau dann ist f surjektiv, wenn fiir beliebige Abbildungen g1, 9o : Y — Z
aus g, o f = gy o f schon folgt g1 = go.

Beweis. Ubung. Besonders elegant ist es, zunichst die letzte Aussage zu zeigen,
und dann die vorderen Aussagen ohne weitere Betrachtung von Elementen zu
folgern. ]
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1.5.11 (Universelle Eigenschaft von Surjektionen). Sei s : X — Y eine surjek-
tive Abbildung und ¢ : X — Z eine beliebige Abbildung. Offensichtlich gibt es
genau dann eine Abbildung ¢ : Y — Z mit ¢ o s = ¢, wenn ¢ auf den Fasern
von s konstant ist. Nach dem Vorhergehenden ist diese Abbildung ¢ dann sogar
eindeutig bestimmt. Diese Erkenntnis ist insbesondere fiir die Algebra relevant.

1.5.12. Ist f : X = Y eine bijektive Abbildung, so ist offensichtlich die Menge
{(f(z),z) € Y x X | x € X} im Sinne von 1.4.2 eine Abbildung oder, vielleicht
klarer, der Graph einer Abbildung Y — X. Diese Abbildung in die Gegenrichtung
hei3t die Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion auch die inverse Abbildung
zu f und wird mit f~! : Y — X bezeichnet. Offensichtlich ist mit f auch f~1
eine Bijektion.

1.5.13 (Diskussion der Notation). Mit dem vorhergehenden haben wir schon
eine dritte mogliche Bedeutung fiir das Symbol f~! kennengelernt. Was im Ein-
zelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschlieen.

Beispiel 1.5.14. Die Umkehrabbildung unserer Bijektiont : Z — Z, x — x + 1
ist die Abbildung t = : Z — Z, v — x — 1.

Satz 1.5.15 (Bedeutung der Fakultiit). Sind X und Y zwei Mengen mit je n
Elementen, so gibt es genau n! bijektive Abbildungen f : X =Y.

Beweis. Sei X = {x1,...,x,}. Wir haben n Moglichkeiten, ein Bild fiir z; aus-
zusuchen, dann noch (n — 1) Mdglichkeiten, ein Bild fiir x5 auszusuchen, und so
weiter, bis schlieBlich nur noch 1 Element von Y als moégliches Bild von z,, in
Frage kommt. Insgesamt gibt es also n(n — 1) - - - 1 = n! Moglichkeiten fiir f. Da
wir 0! = 1 vereinbart hatten, stimmt unser Satz auch fiir n = 0. OJ

Ubungen

Ubung 1.5.16. Gegeben eine Bijektion f : X — Y ist ¢ = f~! die einzige
Abbildung g : Y — X mit f o g = idy. Ebenso ist auch h = f~! die einzige
Abbildung ~: Y — X mitho f = idy.

Ergiinzende Ubung 1.5.17. Gegeben endliche Mengen X, Y gibt es genau |Y|!¥]

Abbildungen von X nach Y und unter diesen Abbildungen sind genau |Y|(]Y| —
D(Y]—=2)...(]Y] = |X]|+ 1) Injektionen.

Ubung 1.5.18. Sind Abbildungen f : X — Y und g : Y — Z gegeben, so
haben wir (g o f)(A) = g(f(A)) fiir jede Teilmenge A C X und umgekehrt auch
(go /)"HC) = f~Hg }(C)) fiir jede Teilmenge C' C Z.

Erginzende Ubung 1.5.19. Sei X eine Menge mit n Elementen und seien natiirli-
che Zahlen o, ...,o, € N gegeben mitn = o + ... + «,.. Man zeige: Es gibt

23



genaun!/(a;!- - «,!) Abbildungen f : X — {1,...,r}, die jedes ¢ genau o;-mal
als Wert annehmen, in Formeln

!
ﬁ = card{f | ’f_l(’l) = Oy fiiri = 17 .. .7“}
Ergdnzung 1.5.20. Manche Autoren bezeichnen die Zahlen aus der vorherigen
Ubung 1.5.19 als Multinomialkoeffizienten und verwenden die Notation

( n ) n!
ar;...;0 ap! !

Mich iiberzeugt diese Notation nicht, da sie im Gegensatz zur Notation fiir Bino-
mialkoeffizienten nichts kiirzer macht.

Ergiinzende Ubung 1.5.21. Man zeige die Formel

n!
n _ aq «
(x14+...+2,)" = E e
al1+...+ar=n L r

Hier ist zu verstehen, da3 wir fiir alle a1, ...,q, € Nmita;y + ... 4+ o, = nden
angegebenen Ausdruck nehmen und alle diese Ausdriicke aufsummieren.

Erginzende Ubung 1.5.22. Eine zyklische Anordnung einer endlichen Menge
M ist eine Abbildung z : M — M derart, daB3 wir durch mehrmaliges Anwenden
von z auf ein beliebiges Element x € M jedes Element y € M erhalten konnen.
Man zeige, daB es auf einer n-elementigen Menge mit n > 1 genau (n — 1)!
zyklische Anordnungen gibt. Die Terminologie ,,zyklische Anordnung* ist etwas
ungliicklich, da unsere Struktur nun beim besten Willen keine Anordnung im Sin-
ne von [ANI] 2.3 ist. Andererseits ist aber das Angeben einer Anordnung auf
einer endlichen Menge M schon auch etwas Ahnliches.

Ergiinzende Ubung 1.5.23. Sei X eine Menge mit n > 1 Elementen und sei m
eine natiirliche Zahl. Man zeige, da} es genau (”Tﬁl— 1) Abbildungen f : X — N
gibt mit >\ f(z) = m. Hinweis: Man denke sich X = {1,2,...,n} und
veranschauliche sich dann f als eine Folge auf f(1) Punkten gefolgt von einem
Strich gefolgt von f(2) Punkten gefolgt von einem Strich und so weiter, insgesamt
also eine Folge aus n + m — 1 Symbolen, davon m Punkten und n — 1 Strichen.

1.6 Ergianzungen zur Mengenlehre*

1.6.1 (Kommutativitit kartesischer Produkte). Ich insistiere darauf, dall ge-
geben Mengen X, Y die kartesischen Produkte X x Y und Y x X fiir uns ver-
schiedene Mengen sind. Es gibt zwischen diesen kartesischen Produkten zwar die
ausgezeichneten Bijektionen 7x y : X xY = Y x X mit (z,y) — (y,z) und 7y x
ist stets die Umkehrabbildung zu 7y y, aber 7x_x muB} keineswegs die Identitéit auf
X2 sein, das gilt vielmehr nur fiir | X| < 1.
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Versuch der graphischen Darstellung einer zyklischen Anordnung auf der Menge
{1,2,...,7}. Die Pfeile — sollen jeweils den Effekt der Abbildung =
veranschaulichen.
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Eine Abbildung f : {1,2,...,n} — Nim Fall n = 6 mit Wertesumme m = 10
und die Veranschaulichung nach der Vorschrift aus Ubung 1.5.23 als Folge
bestehend aus m Punkten und n — 1 Strichen.
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Vorschau 1.6.2. In [AL] 5.3.6 zeigen wir den Satz von Schroder-Bernstein: Sind
X und Y Mengen und gibt es sowohl eine Injektion f : X < Y als auch eine
Injektion g : Y — X, so gibt es sogar eine Bijektion b : X = Y.

Definition 1.6.3. Die Menge aller Abbildungen von X nach Y bezeichne ich mit
Ens(X,Y)
nach der franzosischen Ubersetzung ensemble des deutschen Begriffs ,,Menge*.

1.6.4 (Diskussion der Terminologie). Ublicher ist statt unserem Ens(X,Y") die
Notation Y. Noch gebriuchlicher ist in der deutschen Literatur die Bezeichnung
Abb(X,Y) fir die Menge aller Abbildungen von X nach Y. Ich will jedoch in
[LA2] 7.1.4 die ,,Kategorie aller Mengen‘* wie Gabriel [Gab62] mit Ens bezeich-
nen und fiir je zwei Objekte X, Y einer Kategorie C die Menge aller ,,Morphis-
men* von X nach Y mit C(X,Y"). Das erklirt die hier gewéhlte Bezeichnung fiir
Mengen von Abbildungen.

1.6.5 (Exponentialgesetz). Gegeben drei Mengen X, Y, Z erhalten wir eine Bi-
jektion
Ens(X x Y, Z) = Ens(X,Ens(Y, 2))

durch die Vorschrift f +— f(x, ) mit der Notation f(z, ) fiir die Abbildung
y — f(x,y). Etwas vage formuliert ist also eine Abbildung X x Y — Z von
einem kartesischen Produkt X X Y in eine weitere Menge Z dasselbe wie eine
Abbildung, die jedem = € X eine Abbildung Y — Z zuordnet, und umgekehrt
natiirlich auch dasselbe wie eine Abbildung, die jedem y € Y eine Abbildung
X — Z zuordnet. In der exponentiellen Notation liest sich das besonders sug-
gestiv als kanonische Bijektion Z(X*Y) & (ZX)Y Wegen dieser Notation zitiert
man diese Aussage auch als das Exponentialgesetz. In wieder anderen Worten
sind also die in der Schule derzeit so beliebten ,,Funktionen mit Parameter* nichts
anderes als ,,Funktionen von zwei Variablen, bei denen eine der beiden Variablen
als Parameter bezeichnet wird*.

Vorschau 1.6.6. Spiter bezeichnen wir eine Abbildung X X Y — Z auch als eine
2-Multiabbildung und notieren sie X Y Y — Z mit dem als reinem Trenner
zu verstehenden Symbol Y und erkldren allgemeiner ,,r-Multiabbildungen* fiir
beliebiges » € N sowie deren ,,Multiverkniipfung®, aber alles zu seiner Zeit.

Ergdnzung 1.6.7 (Unmogliche Surjektionen). Eine Abbildung f : X — P(X)
von einer Menge in ihre Potenzmenge kann nie surjektiv sein. In der Tat, betrach-
ten wir in X die Teilmenge A = {x € X | z € f(z)}, so kann es kein y € X
geben mit f(y) = A, denn fiir solch ein y hitten wir entweder y € A oder y ¢ A,
und aus y € A aliasy € f(y) folgte y & A, wohingegen aus y ¢ A aliasy & f(y)
folgte y € A. Ordnen wir etwa jedem Menschen die Menge aller der Menschen
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zu, die er liebt, und betrachten die Menge aller Menschen, die sich nicht selbst
lieben, so wird diese Menge fiir keinen Menschen genau aus all den Menschen
bestehen, die er liebt.

Erginzung 1.6.8. Gegeben eine Menge X mag man sich eine Abbildung X — N
veranschaulichen als eine ,,Menge von Elementen von X, in der jedes Element
mit einer wohlbestimmten Vielfachheit vorkommt*. Aufgrund dieser Vorstellung
nennen wir eine Abbildung X — N auch eine Multimenge von Elementen von
X. Unter der Kardinalitit einer Multimenge verstehen wir die Summe {iiber die
Werte der entsprechenden Abbildung an allen Stellen x € X, aufgefalit als ein
Element von N U {oo}. Ich notiere Multimengen durch Mengenklammern mit
einem vorgestellten unteren Index . So wire etwa ,{5,5,5,7,7,1} eine Multi-
menge von natiirlichen Zahlen der Kardinalitit 6. Diese Notation ist aber nicht
gebriuchlich. Die Gesamtheit aller endlichen Multimengen von Elementen einer
Menge X notiere ich auch N.X. Eine Multimenge der Kardinalitit Zwei von Ele-
menten einer Menge X nenne ich ein ungeordnetes Paar von Elementen von
X.

1.6.9. Gegeben S D T eine Menge mit einer Teilmenge und f : S — S eine
Selbstabbildung von S sagen wir, 1" sei stabil unter f und f stabilisiert 7', wenn
gilt f(T') C T. Gilt sogar f(T') = T, so sagen wir, T werde von f festgehalten.
Gilt noch stirker f(t) = ¢t Vt € T, so sagen wir, " werde von [ punktweise
festgehalten.

Beispiel 1.6.10. Fiir jede Menge X mag man die Mengenabbildung X — P(X),
x +— {x} betrachten. Ihr Bild ist die Menge

Pi(X) CP(X)

aller einelementigen Teilmengen von X. Die Umkehrabbildung der so entstehen-
den Bijektion X = P;(X) notieren wir elt : P;(X) — X und nennen sie die
Elementabbildung. Sie ordnet jeder einelementigen Teilmenge von X ihr einzi-
ges Element zu.

Vorschau 1.6.11 (Formalisierung des Begriffs der natiirlichen Zahlen). Wir
werden in [LA1] 4.1 zeigen, daB es Paare (N, s) gibt bestehend aus einer Menge
N und einer injektiven Abbildung s : N — N derart, daB N\s(N) aus genau
einem Element o besteht und da} jede s-stabile Teilmenge von N, die o enthiilt,
bereits ganz N sein muf}. Weiter werden wir zeigen, daf} solch ein Paar im We-
sentlichen eindeutig bestimmt ist in dem Sinne, daf} es fiir jedes weitere derartige
Paar (N',s') genau eine Bijektion ¢ : N = N’ gibt mit s'¢ = @s. Im Rahmen
der ganz naiven Mengenlehre kann man solch ein Paar unmittelbar angeben als
(N, s) mit s : n +— (n + 1). Bei einem etwas formaleren Aufbau der Mathematik
aus der Mengenlehre mag man umgekehrt von derartigen Paaren ausgehen und
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so zu einer Definition von N und der Addition auf N gelangen, vergleiche [LA1]
4.1 folgende. Hier liegt auch der Schliissel fiir eine formale Rechtfertigung des
Prinzips der vollstindigen Induktion.

Vorschau 1.6.12. Sie sehen bereits an dieser Stelle, wie problematisch der Begriff
der Gleichheit im Grunde genommen ist und wie nah er an der Wurzel mathe-
matischen Denkens liegt. Um ein besonders einfaches Beispiel zu bemiihen, mag
man sich fragen, ob je zwei einelementige Mengen gleich sind. Unsere Antwort
hier muf} lauten: Natiirlich nicht, zwei einelementige Teilmengen einer gegebe-
nen Menge etwa sind genau dann gleich, wenn sie dasselbe Element enthalten.
Allerdings gibt es andererseits zwischen je zwei einelementigen Mengen genau
eine Bijektion, eine einelementige Menge ist also ,,eindeutig bis auf eindeutige
Bijektion®.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.6.13. Gegeben eine fest gedachte Menge Y konnen wir
fiir jede weitere Menge A eine Abbildung evy : A — Ens(Ens(A,Y),Y), ge-
nannt die Evaluations- oder Auswertungsabbildung, erkliren durch die Vor-
schrift evy @ a — (f — f(a)). Man zeige, daB fiir jede Menge X die Kom-
position

Ens(X,Y) — Ens(Ens(Ens(X,Y),Y),Y) — Ens(X,Y)

VON eVEng(x,y) Mit dem Vorschalten (o evy) von evy die Identitit auf Ens(X,Y)
ist. Spiter werden Sie diese Aussage moglicherweise als die ,,Dreiecksidentitét*
im Kontext ,,adjungierter Funktoren* in [TF] 4.8.1 verstehen lernen.

1.7 Logische Symbole und Konventionen

1.7.1. In der mathematischen Fachsprache meint oder immer, da3 auch beides
erlaubt ist. Wir haben diese Konvention schon benutzt bei der Definition der Ver-
einigung in 1.3.1 durch die Vorschrift X UY = {z | z € X oder z € Y'}. Zum
Beispiel haben wir {1,2} U{2,3} = {1, 2, 3}. In diesem Zusammenhang muf ich
die schone Geschichte erzihlen von dem Logiker, der seinem Freund erzihlt, er
habe ein Kind bekommen. Der Freund fragt: ,,Ist es ein Junge oder ein Mddchen?*
worauf der Logiker antwortet: , Ja!*

Erginzung 1.7.2 (Herkunft des Vereinigungssymbols). In den ,,Arithmetes prin-
cipia“ von Guiseppe Peano scheint das Symbol U zum ersten Mal vorzukommen,
allerdings als Symbol fiir ,,oder*. Peano schreibt: ,,Signum U legitur ve/*“ und ,,vel*
heifit ,,oder* auf lateinisch. Der Kontext legt nahe, da3 U an den Buchstaben v er-
innern soll. Das Symbol V hatte Peano schon als Symbol fiir ,,verum* verbraucht.
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In der Bedeutung der Vereinigung zweier Mengen habe ich das Symbol zuerst bei
Bourbaki gesehen.

1.7.3. Sagt man der mathematischen Fachsprache, es gebe ein Objekt mit diesen
und jenen Eigenschaften, so ist stets gemeint, daf} es mindestens ein derartiges Ob-
jekt geben soll. Hitten wir diese Sprachregelung rechtzeitig vereinbart, so hitten
wir zum Beispiel das Wortchen ,,mindestens* in Teil 2 von 1.5.4 bereits weglassen
konnen. Sagt ihnen also ein Mathematiker, er habe einen Bruder, so kann es auch
durchaus sein, da3 er noch weitere Briider hat! Will man in der mathematischen
Fachsprache Existenz und Eindeutigkeit gleichzeitig ausdriicken, so sagt man, es
gebe genau ein Objekt mit diesen und jenen Eigenschaften. Sagt ihnen also ein
Mathematiker, er habe genau einen Bruder, so konnen sie sicher sein, daf er nicht
noch weitere Briider hat.

1.7.4. Die folgenden Abkiirzungen erweisen sich als bequem und werden hiufig
verwendet:

Y fiir alle (ein umgedrehtes A wie ,,alle®)
3 es gibt (ein umgedrehtes E wie ,existiert*)
3! es gibt genau ein

o= aus ... folgt - - -

L= ... folgtaus - --

... st gleichbedeutend zu - - -

Ist zum Beispiel f : X — Y eine Abbildung, so konnen wir unsere Definitionen
injektiv, surjektiv, und bijektiv etwas formaler so schreiben:

finjektiv < ((f(z) = f(2) = (z = 2))

fsurjektiv < Vy € Y3z € X mit f(x) =y

fbijektiv < VyeYdlz e X mit f(z) =y
1.7.5. In den Zeiten des Bleisatzes war es nicht einfach, neue Symbole in Druck
zu bringen. Irgendwelche Buchstaben verdreht zu setzen, war jedoch unproble-
matisch. So entstanden die Symbole V und 3. Sie heilen Quantoren.

1.7.6. Bei den , fiir alle* und ,,es gibt“ kommt es in der mathematischen Fach-
sprache, anders als in der weniger priazisen Umgangssprache, entscheidend auf
die Reihenfolge an. Man betrachte zum Beispiel die beiden folgenden Aussagen:

,Fir alle n € N gibt es m € N so daB gilt m > n*
,Es gibt m € N so daB fiir alle n € N gilt m > n*

Offensichtlich ist die Erste richtig, die Zweite aber falsch. Weiter mache man sich
klar, daB3 die , fiir alle* und ,,es gibt* bei Verneinung vertauscht werden. Aquivalent
sind zum Beispiel die beiden folgenden Aussagen
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,.EBs gibt kein n € N mit n? = 2
,Fiir alle n € N gilt nicht n? = 2%

1.7.7. Wollen wir zeigen, daB} aus einer Aussage A eine weitere Aussage B folgt,
so konnen wir ebensogut zeigen: Gilt B nicht, so gilt auch A nicht. In formelhafter
Schreibweise haben wir also

(A = B) < ((nicht B) = (nicht A))

Wollen wir zum Beispiel zeigen (g o f surjektiv) = (g surjektiv), so reicht es,
wenn wir uns iiberlegen: Ist g nicht surjektiv, so ist g o f erst recht nicht surjektiv.
Oder ein Beispiel aus dem tdglichen Leben: Die Aussage (Wenn ein Mensch ein
Kind gebiert, ist er eine Frau) ist gleichbedeutend zur Aussage (Wenn ein Mensch
keine Frau ist, gebiert er auch keine Kinder). Nicht folgern kann man dahingegen
die Aussage (Wenn ein Mensch kein Kind gebiert, ist er keine Frau).

1.7.8. In der Literatur findet man oft die Abkiirzung oBdA fiir ,,ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit®.
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2 Algebraische Grundbegriffe

Auf der Schule versteht man unter einer ,,reellen Zahl*“ meist einen unendlichen
Dezimalbruch, wobei man noch aufpassen muf}, dal verschiedene unendliche De-
zimalbriiche durchaus dieselbe reelle Zahl darstellen konnen, zum Beispiel gilt in
den reellen Zahlen ja

0,99999... = 1,00000...

Diese reellen Zahlen werden dann addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert
ohne tiefes Nachdenken dariiber, wie man denn zum Beispiel mit den eventuell
unendlich vielen Ubertriigen bei der Addition und Subtraktion umgehen soll, und
warum dann Formeln wie (a+b)—c = a+(b—c) wirklich gelten, zum Beispiel fiir
a=>b=c=0,999.... Dieses tiefe Nachdenken wollen wir im Folgenden vom
Rest der Vorlesung abkoppeln und miissen dazu sehr prizise formulieren, welche
Eigenschaften fiir die Addition, Multiplikation und Anordnung in ,,unseren‘ reel-
len Zahlen gelten sollen. In der Terminologie, die in den folgenden Abschnitten
eingefiihrt wird, werden wir die reellen Zahlen charakterisieren als einen ange-
ordneten Korper, in dem jede nichtleere Teilmenge mit einer unteren Schranke
sogar eine grofite untere Schranke besitzt. Von dieser Charakterisierung ausge-
hend erkldren wir dann, welche reelle Zahl ein gegebener unendlicher Dezimal-
bruch darstellt, und errichten das Gebdude der Analysis. In demselben Begriffsge-
biude modellieren wir auch den Anschauungsraum, vergleiche [LA1] 3.1.9 und
[LA2] 1.6.4. Um diese Charakterisierungen und Modellierungen verstidndlich zu
machen, fithren wir zunéchst einige grundlegende algebraische Konzepte ein, die
Ihnen im weiteren Studium der Mathematik noch oft begegnen werden.

2.1 Mengen mit Verkniipfung
Definition 2.1.1. Eine Verkniipfung T auf einer Menge X ist eine Abbildung

XxX —» X
(z,y) = zTy

Jedem angeordneten Paar (z,y) mit z,y € X wird also ein Element (zTy) € X
zugeordnet.

2.1.2. Das unverfangliche Symbol T benutze ich, um mich an dieser Stelle noch
nicht implizit auf einen der Standardfélle Addition oder Multiplikation festlegen
zu miissen. Das Wort ,,Verkniipfung* erhélt damit eine gegeniiber 1.5.1 erweiterte
Bedeutung: Statt der Verkniipfung von zwei Abbildungen kann damit auch allge-
meiner eine abstrakte Verkniipfung auf einer beliebigen Menge gemeint sein. Was
im Einzelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschlieen.
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Man kann Verkniipfungen auf endlichen Mengen darstellen durch ihre
Verkniipfungstafel. Hier habe ich etwa die Verkniipfungstafel der Verkniipfung
min auf der Menge {0, 1, 2, 3, 4} angegeben. Eigentlich muf3 man sich dazu
einigen, ob im Kistchen aus der Spalte m und der Zeile n nun m Tn oder
vielmehr n T'm stehen soll, aber bei einer kommutativen Verkniipfung wie min
kommt es darauf zum Gliick nicht an.

Gl | Mdt | Ttsed, @A \Mhakr [Tt
Aot | AVahr | Fadach Aakr |Wkp | ATkt
Flsch | b | Fatach. Flsch | ATk | Rliot,

Die Wahrheitstafeln fiir ,,und* und ,,oder*. Gemeint ist hier wie stets in der
Mathematik das ,,nichtausschlieBende oder*. Sagen wir, es gelte A oder B, so ist
insbesondere auch erlaubt, daf} beides gilt. Bei der Wahrheitstafel fiir das
»ausschlieende oder* miifite oben links als Verkniipfung von ,,Wahr* mit
,,Wahr* ein ,,Falsch* stehen.
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Beispiele 2.1.3. 1. Die Addition von ganzen Zahlen ist eine Verkniipfung

X7 — Z
(m,n) — m-+n

2. Die Multiplikation von ganzen Zahlen ist eine Verkniipfung

X1 — 7
(m,n) — m-n

3. Die Zuordnung min, die jedem Paar von natiirlichen Zahlen die kleinere
zuordnet, wenn sie verschieden sind, und eben diese Zahl min(n,n) = n,
wenn sie gleich sind, ist eine Verkniipfung

min: NxN — N
(m,n) +~ min(m,n)

4. Eine Abbildung Z — Z von einer Menge Z in sich selbst nennen wir ei-
ne Selbstabbildung von Z. Wir kiirzen die Menge aller Selbstabbildungen
einer Menge Z Z mit Ens(Z) := Ens(Z, Z) ab. Die Verkniipfung von Ab-
bildungen liefert eine Verkniipfung auf der Menge Ens(Z) aller Selbstab-
bildungen von Z, in Formeln

Ens(Z) x Ens(Z) — Ens(2)
(f,9) = fog

5. Die Subtraktion von ganzen Zahlen ist eine Verkniipfung

Zx7Z — Z

(m,n) — m-—n

6. Jede Verkniipfung T auf einer Menge induziert eine Verkniipfung auf ihrer
Potenzmenge vermittels der Vorschrift

UTV ={uTv|uelU velV}

7. Gegeben Mengen mit Verkniipfung (X, T) und (Y, L) erkldren wir die
komponentenweise Verkniipfung auf ihrem Produkt X x Y durch die Vor-

schrift (2, y), («/, ') = (T2, (y L o).

8. Logische Operationen wie ,,und®, ,,oder*, ,impliziert konnen als Verk-
niipfungen auf der zweielementigen Menge { Wahr, Falsch} aufgefafit wer-
den. Die zugehorigen Verkniipfungstabellen heilen Wahrheitstafeln. Bei
einem formalen Zugang werden diese Tafeln, wie sie fiir ,,und* und ,,oder*
auf der vorhergehenden Seite zu finden sind, zur Definition der jeweiligen
Begriffe.
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2.1.4. Sei (X, T) eine Menge mit Verkniipfung.

1. Gegeben Elemente a,b € X sagen wir, a ist ein Linksteiler von 0, wenn es
d € X gibt mit a Td = b. Analog erkldren wir Rechtsteiler;

2. Ein Element a € X heif}t linkskiirzbar, wenn die Verkniipfung mit a eine
Injektion (a-) : X < X liefert. Analog erkldren wir die Eigenschaft rechts-
kiirzbar. Ein Element, das linkskiirzbar und rechtskiirzbar ist, nennen wir
kiirzbar. Ein nicht kiirzbares Element nennen wir nichtkiirzbar.

Beispiel 2.1.5. Die kiirzbaren Elemente von (Z, -) sind alle von Null verschiede-
nen Elemente. In (Z, +) sind alle Elemente kiirzbar. Die linkskiirzbaren Elemente
von Ens(Z) sind die Surjektionen. Die rechtskiirzbaren Elemente von Ens(Z)
sind die Injektionen.

2.1.6. Sei (X, T) eine Menge mit Verkniipfung. Eine Teilmenge U C X heift
abgeschlossen unter der Verkniipfung, wenn aus z,y € U folgt z Ty € U. Na-
tiirlich ist in diesem Fall auch (U, T) eine Menge mit Verkniipfung. Man spricht
dann von der auf U induzierten Verkniipfung. Zum Beispiel ist N C 7Z abge-
schlossen unter der Addition, aber Z\{0} C Q\{0} ist nicht abgeschlossen unter
der durch die Division gegebenen Verkniipfung (m,n) — m/n.

Definition 2.1.7. Eine Verkniipfung T auf einer Menge X heil3t assoziativ, wenn
gilt zT(yTz) = (zTy)Tz Va,y,z € X. Sie heifit kommutativ oder abelsch,
wenn gilt x Ty = yTa Vo, y € X. Gilt fiir zwei vorgegebene Elemente die Iden-
titdt z Ty = y T x, so sagen wir, da} diese beiden Elemente kommutieren.

2.1.8 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung ,,abelsch* ehrt den nor-
wegischen Mathematiker Nils Henrik Abel.

Beispiele 2.1.9. Von unseren Beispielen sind die ersten Drei assoziativ und kom-
mutativ, das Vierte ist assoziativ aber nicht kommutativ falls Z mehr als ein Ele-
ment hat, das Fiinfte ist weder assoziativ noch kommutativ.

2.1.10. Ist eine Verkniipfung T auf einer Menge A assoziativ, so liefern auch un-
geklammerte Ausdriicke der Form a; Tas T ... Ta, wohlbestimmte Elemente von
A, und zwar ist genauer das Resultat unabhingig davon, wie wir die Klammern
setzen. Um diese Erkenntnis zu formalisieren, vereinbaren wir fiir einen unge-
klammerten Ausdruck die ,,von hinten hochgeklammerte* Interpretation

a1 TasT ... Ta, =a1T(aT(...(an_1Tay)...))

und zeigen dann das folgende Lemma.
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((Q,T/(() T(cTaL)) Te

Mogliche ,, Klammerungen* mag man sich graphisch wie oben angedeutet
veranschaulichen. Die Assoziativitit bedeutet dann graphisch so etwas wie

N\

Das Gleichheitszeichen meint nur, daf} beide Klammerungen stets dasselbe
liefern, wenn wir oben drei Elemente unserer Menge mit Verkniipfung einfiillen.
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Lemma 2.1.11 (Assoziativitit macht Klammern iiberfliissig). Gegeben eine
Menge mit einer assoziativen Verkniipfung (A, T) und ay,...,a,,b1,..., by €
A gilt mit der von hinten hochgeklammerten Interpretation fiir ungeklammerte
Ausdriicke

(al—l— Ce —I—an)—l—(bl—l— e Tbm) = al—l— ce —I—an—l—bl—l— e Tbm

Beweis. Wir folgern mit den Definitionen fiir die erste Gleichheit und dem Asso-
ziativgesetz fiir die zweite Gleichheit die Identitit

(alTTan)T(blTTbm) = ((IlT(CLQTTCLn))T(blTTbm)
= a1 T((aT...Ta,)T(1T...Thy))

und sind fertig mit vollstandiger Induktion iiber n. [

2.1.12. Das Wort ,,Lemma*“, im Plural ,,Lemmata‘, kommt vom griechischen Wort
Aapfavewy fiir ,,nehmen* und bezeichnet in der Mathematik kleinere Resultate
oder auch Zwischenschritte von gro3eren Beweisen, denen der Autor auBerhalb
ihres engeren Kontexts keine groflere Bedeutung zumift.

Vorschau 2.1.13. Die Zahl der Moglichkeiten, einen Ausdruck in n + 1 Faktoren
so zu klammern, daf} in jedem Schritt nur die Verkniipfung von je zwei Elemen-
ten zu berechnen ist, heifit die n-te Catalan-Zahl und wird C,, notiert. Die ersten
Catalan-Zahlen sind Cy = €} = 1, C5 = 2 und C53 = 5: Die fiinf moglichen
Klammerungen von 4 Elementen sind etwa (ab)(cd), a(b(cd)), a((be)d), ((ab)c)d
und (a(bc))d. Im allgemeinen zeigen wir in [AN1] 6.3.8, daB sich die Catalan-
Zahlen durch die Binomial-Koeffizienten [EIN] 1.1.17 ausdriicken lassen vermit-

tels der amiisanten Formel
1 2
o= i)
n+1\n

2.1.14. Gegeben eine Menge mit assoziativer und kommutativer Verkniipfung
(A, T) kommt es beim Verkniipfen noch nicht einmal auf die Reihenfolge an.
Sind genauer a4, ..., a, mitn > 1 gegebenundisto : {1,...,n} = {1,...,n}
eine bijektive Abbildung, so gilt

alT . Tan = a(,(l)T c. Tag(n)
Wir betrachten das als offensichtlich und schreiben keinen Beweis aus.

Definition 2.1.15 (Iterierte Verkniipfungen). Sei (X, T) eine Menge mit Ver-
kniipfung. Ist n € {1,2,...} eine von Null verschiedene natiirliche Zahl und
z € X, so schreiben wir

cT2T .. . Tex=:n'x

n-mal
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Ich erinnere daran, dall wir in 2.1.10 fiir derartige Ausdriicke im Zweifelsfall die
Interpretation als ,,von hinten hochgeklammerte Verkniipfung* vereinbart hatten.

2.1.16. Wird unsere Verkniipfung + notiert, so schreibt man statt n* 2 meist kurz
nx. Wird unsere Verkniipfung mit einem runden Symbol wie etwa * notiert, so
schreibt man statt n*z meist kurz 2™ oder etwas ausfiihrlicher 2** oder z(*".

2.1.17 (Iterationsregeln). Sei (A, T) eine Menge mit assoziativer Verkniipfung.
Sind m, n zwei von Null verschiedene natiirliche Zahlen, so erhalten wir mithilfe
unseres Lemmas 2.1.11 zur Uberfliissigkeit von Klammern bei assoziativen Ver-
kniipfungen die Regeln (n +m)"a = (n"a)T(m"a) und (nm) a = n"(m'a).
Ist unsere Verkniipfung auerdem auch noch kommutativ, so gilt zusitzlich die
Regel n' (aTh) = (n"a)T(n'b). Wenn man es ganz genau nimmt, muf man
fiir einen formalen Beweis die formale Einfithrung der natiirlichen Zahlen [LA1]
4.1.5 abwarten, wo Sie das dann als Ubung [LA1] 4.1.39 behandeln diirfen.

Definition 2.1.18. Gegeben eine Menge mit Verkniipfung (X, T) heifit ein Ele-
ment e € X ein neutrales Element von (X, T), wenn gilt

elTe=zle=x Vre X

2.1.19 (Eindeutigkeit neutraler Elemente). In einer Menge mit Verkniipfung
(X, T) kann es hochstens ein neutrales Element e geben, denn fiir jedes weitere
Elemente' mite'Tx = 2Te' =2 Vo € X haben wir ¢/ = ¢/ Te = e. Wir diirfen
also den bestimmten Artikel verwenden und in einer Menge mit Verkniipfung von
dem neutralen Element reden und es mit ex bezeichnen.

Definition 2.1.20. Ein Monoid ist eine Menge mit einer assoziativen Verkniip-
fung, in der es ein neutrales Element gibt.

2.1.21. Das Wort ,,Monoid* ist wohl von griechisch ,,uovo¢* fiir ,,allein® abge-
leitet: Ein Monoid besitzt nur eine einzige Verkniipfung. Fiir ein kommutatives
Monoid schlage ich die abkiirzende Bezeichnung Abmoneoid vor, mit der Vorsil-
be ,,Ab* fiir ,,abelsch*.

2.1.22 (Additiv und multiplikativ notierte Monoide). Notiert man in einem Mo-
noid M die Verkniipfung mit dem Symbol +, so notiert man das neutrale Element
meist 0;; oder abkiirzend 0 und nennt es das Null-Element oder abkiirzend die
Null und spricht von einem additiv notierten Monoid. Nur kommutative Monoi-
de werden additiv notiert. Notiert man in einem Monoid M die Verkniipfung mit
einem eher runden Symbol wie - oder o oder * oder auch einfach durch Hinter-
einanderschreiben, so notiert man das neutrale Element oft 1,, oder abkiirzend 1
und nennt es das Eins-Element oder abkiirzend die Eins und spricht von einem
multiplikativ notierten Monoid.
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Beispiele 2.1.23. Die natiirlichen Zahlen bilden mit der Addition ein Monoid
(N, +) mit neutralem Element 0. Sie bilden auch mit der Multiplikation ein Mo-
noid (N, -) mit neutralem Element 1. Fiir jede Menge Z ist die Menge Ens(Z) der
Selbstabbildungen von Z mit der Verkniipfung o von Abbildungen als Verkniip-
fung ein Monoid mit neutralem Element id;. Die leere Menge ist kein Monoid,
ihr fehlt das neutrale Element. Jede einelementige Menge ist mit der einzig mogli-
chen Verkniipfung ein Monoid.

2.1.24 (Nullfach iterierte Verkniipfung in Monoiden). Ist (), T) ein Monoid,
so erweitern wir unsere Notation n '@ aus 2.1.15 auf alle natiirlichen Zahlen n €
N, indem wir

0Ta :=ey

als das neutrale Element e); von M verstehen, fiir alle a € M. Damit gelten

unsere Iterationsregeln 2.1.17 dann sogar fiir alle n,m € N, vergleiche [LA1]
4.1.29.

2.1.25 (Notationen fiir nullfach iterierte Verkniipfung). Sei ein Monoid M
gegeben. Wird seine Verkniipfung + notiert, so schreibt man auch fiir n = 0 statt
n*x meist kurz nz und meint also mit Oz das neutrale Element von M, in Formeln

Oz := OM

Wird seine Verkniipfung mit einem runden Symbol wie etwa * notiert, so schreibt
man auch fiir n = 0 statt n*z meist kurz =" oder etwas ausfiihrlicher £*" oder
2™ und meint insbesondere mit z° das neutrale Element von M, in Formeln

ZL’O = ]-M

2.1.26 (Summen- und Produktzeichen). Gegeben eine Abbildung I — M,
¢ — a; von einer endlichen Menge in ein additiv beziehungsweise multiplikativ
notiertes Abmonoid ) vereinbaren wir die Notationen

E a; beziehungsweise H a;
iel icl

fiir die ,,Verkniipfung aller a; mit ¢+ € [*. Ist I die leere Menge, so vereinbaren
wir, da} dieser Ausdruck das neutrale Element von M bedeuten moge, also 0
beziehungsweise 1. Fiir die konstante Abbildung I — N, ¢ — 1 haben wir zum

Beispiel
> 1=
iel

Unsere Konvention [EIN] 1.1.14 fiir mit einem Laufindex notierte Summen bezie-
hungsweise Produkte verwenden wir bei kommutativen Monoiden analog.
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Erganzung 2.1.27. Gegeben eine Menge mit Verkniipfung (), T) kann man die
Assoziativitit und die Existenz eines neutralen Elements dahingehend zusammen-
fassen, daf wir fiir jedes » > 0 ausgezeichnete ,,Multiverkniipfungen® M*" — M
zur Verfiigung haben, die eine gewisse ,,Multiassoziativitit™ erfiillen, die ich hier
nicht genauer ausschreiben will. Das neutrale Element ist dabei die ,,Multiver-
kniipfung des Nulltupels®. In diesem Licht betrachtet gehtdren bei einer Verk-
niipfung die Forderungen der Assoziativitit und der Existenz eines neutralen Ele-
ments zusammen. Ich schlage vor, eine Verkniipfung mit diesen beiden Eigen-
schaften unitiirassoziativ zu nennen. Ein Monoid ist damit eine Menge mit einer
unitirassoziativen Verkniipfung.

Ubungen

Ubung 2.1.28. Sei Z eine Menge. Das Schneiden von Teilmengen ist eine Verk-
niipfung
N: P(Z)xP(Z) — P2)
(A, B) — ANB
auf der Potenzmenge. Dasselbe gilt fiir die Vereinigung und das Bilden der Diffe-

renzmenge. Welche dieser Verkniipfungen sind kommutativ oder assoziativ? Wel-
che besitzen neutrale Elemente?

Ergiinzende Ubung 2.1.29. Man gebe die Wahrheitstafeln fiir = und <> an. Be-
zeichne weiter = : {Wahr, Falsch} — {Wahr, Falsch} die ,,Verneinung“. Man
zeige, daf die Formel

(A= B) < ((-B) = (=4))

beim Einsetzen beliebiger Wahrheitswerte aus { Wahr, Falsch} fiir A und B stets
den Wert Wahr ausgibt, in Ubereinstimmung mit unseren eher intuitiven Uberle-
gungen in 1.7.7.

2.2 Gruppen

2.2.1. Ich empfehle, bei der Lektiire dieses Abschnitts die Tabelle nach 2.2.13
gleich mitzulesen, die die Bedeutungen der nun folgenden Formalititen in den
zwei gebriduchlichsten Notationssystemen angibt. In diesen Notationssystemen
sollten alle Formeln aus der Schulzeit vertraut sein. Ich erinnere daran, dall wir
ein Monoid definiert hatten als eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung,
fiir die es in unserer Menge ein neutrales Element gibt.

Definition 2.2.2. 1. Ist (M, T) ein Monoid und a € M ein Element, so nen-
nen wir ein weiteres Element @ € M invers zu a, wenn gilt aTa = e =
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a T a fir e € M das neutrale Element unseres Monoids. Ein Element eines
Monoids, das ein Inverses besitzt, heif3t invertierbar;

2. Eine Gruppe ist ein Monoid, in dem jedes Element ein Inverses besitzt;

3. Eine kommutative Gruppe oder abelsche Gruppe ist eine Gruppe, deren
Verkniipfung kommutativ ist.

Beispiele 2.2.3. Von unseren Beispielen 2.1.3 fiir Mengen mit Verkniipfung oben
ist nur (Z,+) eine Gruppe, und diese Gruppe ist kommutativ. Ein anderes Bei-
spiel fiir eine kommutative Gruppe ist die Menge Q der rationalen Zahlen mit
der Addition als Verkniipfung, ein weiteres die Menge Q\{0} der von Null ver-
schiedenen rationalen Zahlen mit der Multiplikation als Verkniipfung. Auch jedes
einelementige Monoid ist eine Gruppe.

2.2.4. Der Begriff einer ,,Gruppe* wurde von Evariste Galois (1811-1832) in die
Mathematik eingefiihrt. Er verwendet den Begriff ,,Gruppe von Transformatio-
nen‘ sowohl in der Bedeutung einer ,,Menge von bijektiven Selbstabbildungen
einer gegebenen Menge* als auch in der Bedeutung einer ,,Menge von bijekti-
ven Selbstabbildungen einer gegebenen Menge, die abgeschlossen ist unter Ver-
kniipfung und Inversenbildung®, und die damit in der Tat ein Beispiel fiir eine
Gruppe im Sinne der obigen Definition bildet. Unsere obige Definition 2.2.2 geht
auf eine Arbeit von Arthur Cayley aus dem Jahre 1854 mit dem Titel ,,On the theo-
ry of groups as depending on the symbolic equation §" = 1 zuriick und wurde
damit formuliert, bevor Cantor die Sprache der Mengenlehre entwickelte. Die Ter-
minologie ,,abelsche Gruppe* wurde zu Ehren des norwegischen Mathematikers
Niels Hendrik Abel eingefiihrt.

Lemma 2.2.5. Jedes Element eines Monoids besitzt hochstens ein Inverses.

Beweis. AusaTa = eund bTa = e folgt durch Anwenden von bT auf die erste
Gleichung mit dem Assoziativgesetz sofort a = b. U

2.2.6. Wir diirfen also den bestimmten Artikel benutzen und von nun an von dem
Inversen eines Elements eines Monoids und insbesondere auch einer Gruppe re-
den. Gegeben ein invertierbares Element ist offensichtlich auch sein Inverses in-
vertierbar und das Inverse des Inversen ist wieder das urspriingliche Element, in
Formeln a = a.

2.2.7. Beim Beweis von Lemma 2.2.5 haben wir stéirker gezeigt: Besitzt ein Ele-
ment eines Monoids ein ,,Rechtsinverses* und ein ,,Linksinverses®, so stimmen
diese iiberein.

Lemma 2.2.8. Sind a und b invertierbare Elemente eines Monoids, so ist auch
aTb invertierbar mit Inversem (aTb) = bTa.
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1321 234 132 A23 312 213
mlm 312 213 231 423 327
2600200 321 23 432 273 312

| 5 |
| ! | i [

Die Verkniipfungstafel der Gruppe aller Permutationen der Menge {1, 2, 3}. Eine
solche Permutation ¢ habe ich dargestellt durch das geordnete Zahlentripel
o(1)o(2)o(3), und im Kistchen aus der Zeile 7 und der Spalte o steht 7 o 0.
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Beweis. In der Tat rechnen wir schnell (aTb)T(bTa) = e = (bTa)T(aTh).
Diese Formel ist auch aus dem téglichen Leben vertraut: Wenn man sich morgends
zuerst die Striimpfe anzieht und dann die Schuhe, so mu3 man abends zuerst die
Schuhe ausziehen und dann die Striimpfe. [

2.2.9 (Gruppe der invertierbaren Elemente eines Monoids). Die invertierbaren
Elemente eines Monoids bilden insbesondere stets eine unter der Verkniipfung ab-
geschlossene Teilmenge. Diese Teilmenge enthilt offensichtlich das neutrale Ele-
ment und ist folglich mit der induzierten Verkniipfung eine Gruppe. Fiir die Grup-
pe der invertierbaren Elemente eines multiplikativ notierten Monoids M verwen-
den wir die Notation M/ *. Zum Beispiel haben wir Z* = {1, —1}. Dieses Kreuz
soll nicht als x gelesen werden, es ist vielmehr ein milbrauchtes Multiplikations-
symbol.

Beispiel 2.2.10. Fiir jede Menge 7 ist die Menge aller Bijektionen von Z auf
sich selbst eine Gruppe, mit der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung.
Wir notieren diese Gruppe Ens* (Z) in Ubereinstimmung mit unserer Konvention
2.2.9, schlieBlich handelt es sich um die Gruppe der invertierbaren Elemente des
Monoids Ens(Z). Thre Elemente heiflen die Permutationen von Z. Die Gruppe
der Permutationen einer Menge Z ist fiir |Z| > 2 nicht kommutativ. Das Inverse
einer Bijektion ist ihre Umkehrabbildung.

Definition 2.2.11 (Negativ iterierte Verkniipfung invertierbarer Elemente).
Ist (M, T) ein Monoid und a € M invertierbar, so erweitern wir unsere Nota-
tion n ' a aus 2.1.24 weiter auf alle ganzen Zahlen n € Z, indem wir fiir n negativ
setzenn'a = (—n)'a.

2.2.12 (Iterationsregeln). Gegeben ein invertierbares Element a eines Monoids
gelten offensichtlich sogar fiir alle ganzen Zahlen n € Z die Regeln (n+m)"
(nTa)T(m"a) und (nm)"a = n'"(m"a). Sind a, b invertierbare Elemente eines
Monoids mit ab = ba, so gilt zusitzlichn ' (aTb) = (n"a)T(n'b) fir alle n € Z.
Wenn man es ganz genau nehmen will, mufl man hierfiir die formale Einfiihrung
der ganzen Zahlen [LA1] 4.2.12 abwarten.

a =

2.2.13. Bei additiv geschriebenen Monoiden bezeichnet man das Inverse von a,
sofern es existiert, meist als das Negative von a und notiert es —a. Bei multiplika-
tiv notierten kommutativen Monoiden verwendet man die Bruchnotation 1/a und
b/a aus nebenstehender Tabelle, falls a invertierbar ist. Bei nichtkommutativen
multiplikativ notierten Monoiden benutzt man fiir das Inverse von a die von der
im folgenden erklirten allgemeinen Notation a™ abgeleitete Notation a~!. Die ne-
benstehende Tabelle faB3t die tiblichen Notationen fiir unsere abstrakten Begriffs-
bildungen in diesem Kontext zusammen und gibt unsere allgemeinen Resultate
und Konventionen in diesen Notationen wieder.
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abstrakt
aTlh

ala=e
a=a
(-)Ta=a
(aTb) =bTa

n'(aTbh) = (n"a)T(n'b)

additiv
a+b

—(—a)=a
(—)a=—a

—(a+b) = (=b) +(=a)

—(a—b)=b—a

n(ma) = (nm)a

(m +n)a = (ma) + (na)
—(na) = (—n)a

O0a =0

n(a +b) = (na) + (nb)

multiplikativ

a-b,aob,ab
1
1/b,b71

a/b,ab™!

a
(ab)™t =b"ta™t,

Konventionen und Formeln in verschiedenen Notationssystemen. Bereits diese
Tabelle muf3 mit einigen Hintergedanken gelesen werden, weil die Symbole +-, —
darin in zweierlei Bedeutung vorkommen: Manchmal meinen sie konkrete Ope-
rationen in Z, manchmal stehen sie aber auch fiir Verkniipfung, Inversenbildung
und neutrale Elemente in abstrakten Monoiden. Ich habe den Symbolen 0, 1 einen
Hut aufgesetzt und 0, 1 geschrieben, wenn sie neutrale Elemente in abstrakten
Monoiden bedeuten. Das werde ich aber nicht durchhalten.
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2.2.14 (Notationen fiir negativ iterierte Verkniipfung). Sei ein Monoid M ge-
geben und sei x € M invertierbar. Wird unser Monoid additiv notiert, so schreibt
man auch fiir negatives n € Z statt n™x meist kurz nxz und meint also mit nx
das Negative von (—n)x. Wird unser Monoid multiplikativ notiert, also mit einem
runden Symbol wie etwa *, so schreibt man auch fiir negatives n € Z statt n*x
meist kurz =" oder etwas ausfiihrlicher 2*" oder z*) und meint also mit 2™ das

Inverse von z7".

Beispiel 2.2.15. Im Fall einer bijektiven Abbildung f : Z = Z ist die Umkehrab-
bildung f~! : Z = Z das Inverse f~! des invertierbaren Elements f des Monoids
Ens(Z). Ebenso ist im Fall einer von Null verschiedenen rationalen Zahl a € Q
ihr Inverses im multiplikativen Monoid Q der Kehrbruch 1/a = ™. Unsere Kon-
vention vertridgt sich also recht gut mit verschiedenen anderen Konventionen, die
Sie bereits kennen mogen.

Ubungen

Ubung 2.2.16. Ein Element a eines Monoids M ist invertierbar genau dann, wenn
esb,c € M gibt mit bTa = e = aTc fiir e das neutrale Element.

Ubung 2.2.17 (Kiirzen). Sind a, b, c Elemente einer Gruppe, so folgt aus a Tbh =
aTc bereits b = c. Ebenso folgt aus bTa = cTa bereits b = c. Dasselbe gilt
allgemeiner in einem beliebigen Monoid, wenn wir a invertierbar annehmen.

Ergiinzende Ubung 2.2.18. Seien M ein Monoid und e sein neutrales Element.
Man zeige: Unser Monoid ist genau dann eine Gruppe, wenn es fiir jedes a €
M eina € M gibt mit aTa = e, und dies Element a ist dann notwendig das
Inverse von a in M. Noch Mutigere zeigen: Ist A eine Menge mit assoziativer
Verkniipfung und existiert ein e € M miteTa = a Ya € M sowie fiir jedes
a € Meinae€ M mitaTla = e, soist M eine Gruppe. Hinweis: Man zeige, da3
a T bijektiv ist.

Ergiinzende Ubung 2.2.19. Gegeben eine Menge Z ist ihre Potenzmenge P(Z)
mit der Verkniipfung A + B := (AU B)\(A N B) eine abelsche Gruppe.

Erginzende Ubung 2.2.20. Gegeben Gruppen G, H konnen wir das kartesische
Produkt G x H zu einer Gruppe machen, indem wir darauf die komponentenweise
Verkniipfung (g, h)(¢’, ') := (gg’, hh') betrachten.

Ubung 2.2.21. Ein endliches Monoid (M, T), in dem fiir jedes Element a € M
die Multiplikationsabbildung eine Injektion (aT) : M < M ist, muB bereits eine
Gruppe sein.
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2.3 Homomorphismen

Didaktische Anmerkung 2.3.1. Ich habe diesen Abschnitt einmal erst spiter im
Zusammenhang mit der Diskussion von linearen Abbildungen besprochen und
habe es bereut.

Definition 2.3.2. Eine Menge mit einer vollig beliebigen, nicht notwendig as-
soziativen Verkniipfung heifit ein Magma. Gegeben Magmas (X, T) und (Y, 1)
verstehen wir unter einem Homomorphismus von Mengen mit Verkniipfung
oder auch Homomorphismus von Magmas eine Abbildung ¢ : X — Y der-
art, daB gilt (aTb) = p(a) L ¢(b) fur alle a,b € X. Die Menge aller solchen
Homomorphismen von Magmas bezeichnen wir mit

Mag(X,Y)

Beispiel 2.3.3. Sei Z eine Menge und P(Z) ihre Potenzmenge. Wir betrachten
auf P(Z) die Verkniipfung (A, B) — A\B.Ist Z — W eine Injektion, so ist die
auf den Potenzmengen induzierte Abbildung ein Homomorphismus von Magmas

(P(2),\) = (P(W),\)

2.3.4. Sind unsere beiden Mengen mit Verkniipfung Monoide, so verstehen wir
unter einem Monoidhomomorphismus einen Homomorphismus von Mengen
mit Verkniipfung, der das neutrale Element auf das neutrale Element abbildet.
Gegeben Monoide M und N bezeichnen wir die Menge aller Monoidhomomor-
phismen von M nach N mit

Mon(M, N) := {p € Mag(M,N) | ¢(ex) = en}

Erginzung 2.3.5. Die beiden Bedingungen an einen Monoidhomomorphismus
@ : M — N konnen in der in 2.1.27 eingefiihrten Terminologie dahingehend
zusammengefalit werden, da3 die beiden Abbildungen M*" — M — N und
M*" — N*" — N, die durch ¢ und unsere Multiverkniipfungen gegeben wer-
den, fiir alle » > 0 iibereinstimmen sollen.

Beispiel 2.3.6. Gegeben Monoide M, N kann Mon(M, N) C Mag(M, N) ei-
ne echte Teilmenge sein. Zum Beispiel ist die Abbildung (Z,+) — (Z, ), die
jede ganze Zahl auf die Null wirft, ein Homomorphismus von Mengen mit Verk-
niipfung, aber kein Monoidhomomorphismus.

2.3.7. Gegeben ein Monoid M und eine Gruppe G gilt stets
Mag(M, G) = Mon(M, G)

Jeder Homomorphismus ¢ von Mengen mit Verkniipfung von einem Monoid in
eine Gruppe bildet also das neutrale Element auf das neutrale Element ab. In der
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Tat folgt das aus p(e) = p(e - e) = p(e) - p(e) durch Kiirzen. Einen Homomor-
phismus zwischen zwei Gruppen, in Formeln eine Abbildung ¢ : H — G mit
w(ab) = ¢(a)p(b) fir alle a,b € H, nennen wir einen Gruppenhomomorphis-
mus. Gegeben Gruppen H und G bezeichnen wir die Menge aller Gruppenhomo-
morphismen von H nach G mit

Grp(H, G)

Die neue Notation hat gegeniiber den beiden bereits eingefiihrten alternativen No-
tationen Mag(H, G) und Mon(H, G) den Vorteil, uns daran zu erinnern, daf§ wir
es mit Gruppen zu tun haben.

Definition 2.3.8. Ein Isomorphismus ist ein Homomorphismus ¢ mit der Eigen-
schaft, dal es einen Homomorphismus ¢ in die Gegenrichtung gibt derart, daf}
beide Kompositionen ¢o¢ und ¢ov) die Identitét sind. Zwei Gruppen oder Monoi-
de oder Magmas heiflen isomorph, wenn es zwischen ihnen einen Isomorphismus
gibt.

2.3.9. Die Terminologie kommt von griechisch ,,iopen® fiir ,,Gestalt, Struktur®
und griechisch ,,opocs* fiir ,,gleich, dhnlich®. Auf deutsch konnte man statt Ho-
momorphismus auch , strukturerhaltende Abbildung* sagen. Das Wort ,,Isomor-
phismus* wird analog gebildet mit griechisch ,,.o0¢* fiir ,,gleich®.

2.3.10. In den Fillen der obigen Definition ist offensichtlich jeder bijektive Ho-
momorphismus bereits ein Isomorphismus. Im weiteren Verlauf dieser Vorlesun-
gen werden ihnen aber auch Arten von Homomorphismen begegnen, fiir die das
nicht mehr richtig oder nicht einmal eine sinnvolle Aussage ist. Der erste derar-
tige Fall wird Thnen in diesen Vorlesungen in [LA1] 1.4.8 begegnen: Im Kontext
teilgeordneter Mengen muf eine bijektive monoton wachsende Abbildung keines-
wegs ein ,,Isomorphismus von teilgeordneten Mengen* sein alias eine monoton
wachsende Umkehrabbildung besitzen.

Ergdnzung 2.3.11. Den Begriff eines Homomorphismus verwendet man auch im
Fall von Mengen ohne Verkniipfung: Unter einem Homomorphismus von Men-
gen versteht man schlicht eine Abbildung, unter einem Isomorphismus von Men-
gen eine Bijektion.

Beispiel 2.3.12 (Gruppen mit hochstens zwei Elementen). Je zwei Gruppen
mit genau einem Element sind isomorph und es gibt zwischen ihnen genau einen
Isomorphismus. Je zwei Gruppen mit genau zwei Elementen sind isomorph und es
gibt zwischen ihnen genau einen Isomorphismus, der eben das neutrale Element
auf das neutrale Element wirft und das nichtneutrale Element auf das nichtneutrale
Element.
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Beispiel 2.3.13 (Dreielementige Gruppen). Je zwei Gruppen mit genau drei Ele-
menten sind isomorph und es gibt zwischen ihnen genau zwei Isomorphismen.
Um das zu sehen, beschreiben wir eine endliche Menge mit Verkniipfung durch ih-
re Verkniipfungstabelle, die im Fall einer Gruppe auch Gruppentafel heif3t. Zum
Beispiel bilden diejenigen Permutationen der Menge {1, 2,3}, die nicht genau
eines unserer drei Elemente festhalten, unter der Hintereinanderausfiihrung eine
Gruppe mit der Gruppentafel

_— e

|| |
NS S

Bei einer Gruppentafel mufl3 nach der Kiirzungsregel 2.2.17 in jeder Spalte und
in jeder Zeile jedes Element genau einmal vorkommen. Man sieht so recht leicht,
daB jede weitere Gruppe G mit genau drei Elementen zu der durch die obige Verk-
niipfungstafel gegebenen Gruppe isomorph sein mufl. Anschaulich denke ich mir
diese Gruppe meist als die Gruppe aller Drehungen der Ebene, die ein gleichseiti-
ges Dreieck in sich selbst iiberfithren. Der Nachweis, da3 es zwischen je zwei drei-
elementigen Gruppen genau zwei Isomorphismen gibt, sei dem Leser zur Ubung
iberlassen.

Beispiel 2.3.14 (Vierelementige Gruppen). Man sieht durch die Untersuchung
von Verkniipfungstafeln recht leicht, daB es bis auf Isomorphismus hochstens zwei
vierelementige Magmas mit neutralem Element gibt, in denen die Kiirzungsregeln
gelten in dem Sinne, dal in jeder Zeile und Spalte der Verkniipfungstafel jedes
Element genau einmal vorkommt. Durch Betrachtung der nebenstehenden Bilder
oder Interpretation als spezielle Permutationen einer geeigneten endlichen Menge
iiberzeugt man sich auch leicht, daf} diese Magmas sogar Gruppen sind, die sich
dadurch unterscheiden, ob jedes Element sein eigenes Inverses ist oder nicht. Sie
heilen im ersten Fall die Klein’sche Vierergruppe und im zweiten Fall die vier-
elementige zyklische Gruppe. Man mag zur Ubung zeigen, daB es zwischen je
zwel Klein’schen Vierergruppen genau sechs Isomorphismen gibt und zwischen
zweil vierelementigen zyklischen Gruppen genau zwei [somorphismen.

Definition 2.3.15. Eine Teilmenge eines Monoids heif3t ein Untermonoid, wenn
sie abgeschlossen ist unter der Verkniipfung und wenn sie zusitzlich das neutrale
Element enthilt.

Definition 2.3.16. Eine Teilmenge einer Gruppe heiflt eine Untergruppe, wenn
sie abgeschlossen ist unter der Verkniipfung und der Inversenbildung und wenn
sie zusétzlich das neutrale Element enthilt. Ist G eine multiplikativ geschriebene
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Gruppe, so ist eine Teilmenge U C G also eine Untergruppe genau dann, wenn in
Formeln gilt: a,b € U = ab€ U,a € U = a' € U sowie 1 € U.

Ergdnzung 2.3.17 (Unter-was-auch-immer). Die Begriffsbildungen eines Unter-
monoids und einer Untergruppe konnen als Spezialfille eines allgemeineren Be-
griffsschemas verstanden werden. Danach wire ein Untermonoid zu definieren als
eine Teilmenge eines Monoids, die so mit einer Monoidstruktur versehen werden
kann, daf} die Einbettung ein Monoidhomomorphismus ist. Ebenso wire eine Un-
tergruppe zu definieren als eine Teilmenge eine Gruppe, die so mit einer Gruppen-
struktur versehen werden kann, daB die Einbettung ein Gruppenhomomorphismus
ist. Da diese Definitionen jedoch fiir Anwendungen erst aufgeschliisselt werden
miissen, haben ich die aufgeschliisselten Fassungen als Definition genommen und
iiberlasse den Nachweis der Aquivalenz zu den eben gegebenen Definitionen dem
Leser zur Ubung. Mehr dazu wird in [LA2] 7.3.12 erklirt.

Beispiele 2.3.18. In jeder Gruppe ist die einelementige Teilmenge, die nur aus
dem neutralen Element besteht, eine Untergruppe. Wir nennen sie die trivia-
le Untergruppe. Ebenso ist natiirlich die ganze Gruppe stets eine Untergruppe
von sich selber. Unsere kleinen Gruppen von eben lassen sich formal gut be-
schreiben als Untergruppen von Permutationsgruppen. Stellt man eine Permutati-
on o der Menge {1,2,...,n} dar, indem man o(1)c(2)...o(n) hintereinander-
schreibt — bei n < 9 mag das angehen — so ist unsere dreielementige Gruppe
die Untergruppe {123,231,312} der entsprechenden Permutationsgruppe, oder
ganz pedantisch isomorph dazu, unsere Klein’sche Vieregruppe die Untergrup-
pe {1234, 2143, 4321, 3412} der entsprechenden Permutationsgruppe und unsere
vierelementige zyklische Gruppe die Untergruppe {1234, 4123, 3412, 2341}.

Erginzung 2.3.19. Eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung heiflt auch
Halbgruppe. Gegeben Halbgruppen A und B schreiben wir Halb(A, B) statt
Mag(A, B) fiir die Menge aller mit der Verkniipfung vertriaglichen Abbildungen
von A nach B, als da heif3t, aller Halbgruppenhomomorphismen. Wieder hat
diese Notation den Vorteil, uns daran zu erinnern, da3 wir es mit Halbgruppen zu
tun haben. Fiir jede Halbgruppe A liefert die Vorschrift ¢ — (1) eine Bijektion

Halb(NZl, A) = A

Hierbei fassen wir N>; vermittels der Addition als Halbgruppe auf. Ein formaler
Beweis muf} auf eine formale Definition der natiirlichen Zahlen warten und ist in
[LA1] 4.1.5 enthalten.

Ergdnzung 2.3.20. Betrachten wir die Menge M ,,aller moéglichen Klammerungen
von einem oder mehr Symbolen* im Sinne von 2.1.13 und darauf die durch ,,Hin-
tereinanderschreiben® erklirte Verkniipfung sowie das Element *+ € M, das die
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einzig mogliche Verklammerung von einem einzigen Symbol meint, so liefert fiir
jedes Magma X die Vorschrift ¢ — ¢(*) eine Bijektion

Mag(M, X) = X

Ubungen

Ubung 2.3.21 (Injektivitit und Kern). Gegeben ein Gruppenhomomorphismus
oder allgemeiner ein Monoidhomomorphismus ¢ : G — H erkldrt man den Kern
von ¢ als das Urbild des neutralen Elements, in Formeln

kerp:={g € G| ¢(g) = e}

Man zeige, da§ ker ¢ stets eine Untergruppe beziehungsweise ein Untermonoid
von G ist. Man zeige weiter, dal im Gruppenfall ¢ genau dann injektiv ist, wenn
sein Kern nur aus dem neutralen Element besteht.

Ubung 2.3.22. Das Bild eines Monoids unter einem Monoidhomomorphismus ist
stets ein Untermonoid. Das Urbild eines Untermonoids unter einem Monoidho-
momorphismus ist stets ein Untermonoid.

Ubung 2.3.23. Jeder Monoidhomomorphismus M — N bildet invertierbare Ele-
mente auf invertierbare Elemente ab und induziert so einen Gruppenhomomor-
phismus M* — N*.

Ubung 2.3.24. Das Bild einer Untergruppe unter einem Gruppenhomomorphis-
mus ist stets eine Untergruppe. Das Urbild einer Untergruppe unter einem Grup-
penhomomorphismus ist stets eine Untergruppe.

Ubung 2.3.25. Gegeben eine Menge Z ist das Bilden des Komplements ein Mo-
noidhomomorphismus (P(Z),N) — (P(Z), V).

Ubung 2.3.26. Die Multiplikation mit 5 ist ein Gruppenhomomorphismus von
additiven Gruppen (5-) : Z — Z.

Ubung 2.3.27 (Induzierte Verkniipfung). Sei (X, T) eine Menge mit Verkniip-
fung. Gegeben eine Injektion U — X gibt es hochstens eine Verkniipfung auf
U derart, da3 unsere Injektion ein Homomorphismus ist. Wenn es solch eine Ver-
kniipfung gibt, heifit unsere Injektion an die Verkniipfung angepaBt und die
fragliche Verkniipfung auf U die auf U induzierte Verkniipfung. Die Einbettung
einer Teilmenge ist genau dann angepal3t, wenn unsere Teilmenge abgeschlossen
ist unter der Verkniipfung im Sinne von 2.1.6. Die Eigenschaften der Assoziativi-
tdt und Kommutativitit iibertragen sich auf die induzierte Verkniipfung.

Ubung 2.3.28 (Koinduzierte Verkniipfung). Sei (X, T) eine Menge mit Ver-
kniipfung. Gegeben eine Surjektion X — () gibt es hochstens eine Verkniipfung
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auf () derart, dafl unsere Surjektion ein Homomorphismus ist. Wenn es solch eine
Verkniipfung gibt, heilit unsere Surjektion an die Verkniipfung angepaBt und
die fragliche Verkniipfung auf () die auf () koinduzierte Verkniipfung. Zum
Beispiel ist die Surjektion N — {0, 1,...,9}, die jeder Zahl die letzte Ziffer ihrer
Dezimaldarstellung zuordnet, angepalit sowohl an die Addition als auch an die
Multiplikation. Mehr dazu in [LA1] 5.2.4.

Ubung 2.3.29 (Eigenschaften einer koinduzierten Verkniipfung). Die Eigen-
schaften der Assoziativitit und Kommutativitit {ibertragen sich auf die koindu-
zierte Verkniipfung. Das Bild des Einselements ist ein Einselement fiir die koin-
duzierte Verkniipfung, das Bild des Inversen ein Inverses. Jede koinduzierte Verk-
niipfung zu einer angepafliten Surjektion von einer Gruppe auf eine Menge macht
besagte Menge zu einer Gruppe.

Ergiinzende Ubung 2.3.30 (Universelle Eigenschaft der natiirlichen Zahlen).
Man zeige, daf fiir jedes Monoid M die Vorschrift ¢ — (1) eine Bijektion

Mon(N, M) = M

liefert. Ein Monoidhomomorphismus vom additiven Monoid der natiirlichen Zah-
len in ein beliebiges weiteres Monoid ist also in Worten festgelegt und festlegbar
durch das Bild des Elements 1 € N. Hinweis: Man erinnere 2.1.24. Wenn man es
ganz genau nimmt, muB man fiir diese Ubung die formale Einfithrung der natiirli-
chen Zahlen [LA1] 4.1.5 abwarten.

Ubung 2.3.31 (Universelle Eigenschaft der ganzen Zahlen). Man zeige, daf fiir
jede Gruppe G die Vorschrift ¢ — ¢(1) eine Bijektion

Grp(Z,G) &> G

liefert. Ein Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe der ganzen Zah-
len in irgendeine weitere Gruppe ist also in Worten festgelegt und festlegbar durch
das Bild des Elements 1 € Z. Hinweis: Man erinnere 2.2.12. Man beachte, daf} die
1 nicht das neutrale Element der Gruppe Z meint, die hier vielmehr als additive
Gruppe zu verstehen ist. Man gebe explizit den Gruppenhomomorphismus Z — 7Z
mit 1 — 5 an. Man gebe explizit den Gruppenhomomorphismus Z — Q\{0} mit
1 — 5 an. Wenn man es ganz genau nehmen will, muf8 man fiir diese Ubung die
formale Einfithrung der ganzen Zahlen [LA1] 4.2.12 abwarten.

Ubung 2.3.32. Jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H vertauscht mit Inver-
senbildung, in Formeln ¢(a™!) = (p(a))~! Va € G.

Ergiinzende Ubung 2.3.33. Gegeben eine Verkniipfung X x X — X, (z,y) — xy
auf einer Menge X erklirt man die opponierte Verkniipfung durch die Vorschrift
(x,y) — yx. Oft schreibt man auch X°PP fiir die Menge X, versehen mit der
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opponierten Verkniipfung, und x° fiir das Element x € X, aufgefal3t als Element
von X°PP. Das hat den Vorteil, daB man sich das Verkniipfungssymbol sparen
kann, die Definition der opponierten Verkniipfung 148t sich schreiben als y°z° :=
(xy)°. Man zeige: Gegeben eine Gruppe G liefert das Bilden des Inversen stets
einen Gruppenisomorphismus G°PP = G, ¢° + g~! zwischen der opponierten
Gruppe und der urspriinglichen Gruppe.

Ergiinzende Ubung 2.3.34. Jede Halbgruppe A kann man zu einem Monoid A
erweitern, indem man noch ein Element hinzunimmt und ihm die Rolle des neu-
tralen Elements zuweist. Fiir jedes weitere Monoid M liefert dann das Vorschalten
der Einbettung A — A eine Bijektion

Mon(A, M) = Halb(A, M)

Ubung 2.3.35. Eine Abbildung ¢ : G — H von Gruppen ist genau dann ein
Gruppenhomomorphismus, wenn ihr Graph I'(¢) C G x H eine Untergruppe des
Produkts ist.

Ubung 2.3.36. Jede Verkniipfung von Homomorphismen von Magmas ist wieder
ein Homomorphismus von Magmas. Sind also in Formeln g : U — V und f :
V' — W Homomorphismen, so ist auch f o g : U — W ein Homomorphismus.

Ubung 2.3.37. Gegeben ein surjektiver Homomorphismus ¢ : U — V' von Mag-
mas und eine Abbildung f : V' — W in ein weiteres Magma ist f genau dann ein
Homomorphismus, wenn die Verkniipfung f og : U — W ein Homomorphismus
ist. Gegeben ein injektiver Homomorphismus von Magmas f : V < W und eine
Abbildung g : U — V von einem weiteren Magma nach V' ist g genau dann ein
Homomorphismus, wenn die Verkniipfung f o g : U — W ein Homomorphismus
ist.

2.4 Korper im Sinne der Algebra

2.4.1. Die algebraische Struktur eines Korpers wird den Hauptbestandteil unseres
Axiomensystems fiir die reellen Zahlen in [AN1] 2.4 bilden. Gleichzeitig bildet
sie die Grundlage fiir die Modellierung des Raums unserer Anschauung in der
linearen Algebra.

Definition 2.4.2. Ein Korper (K, +, -) (englisch field, franzdsisch corps) ist ei-
ne Menge K mit zwei kommutativen assoziativen Verkniipfungen, genannt die
Addition + und die Multiplikation - des Korpers, derart daf3 die folgenden drei
Bedingungen erfiillt sind:

1. (K,+) ist eine Gruppe, die additive Gruppe des Korpers;
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2. Die vom neutralen Element der Addition O € K verschiedenen Elemen-
te von K bilden eine unter der Multiplikation abgeschlossene Teilmenge,
und diese Teilmenge K \{Ox} ist unter der Multiplikation ihrerseits eine
Gruppe, die multiplikative Gruppe des Korpers;

3. Es gilt das Distributivgesetz

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) Va,bce K

Beispiele 2.4.3. Ein erstes Beispiel ist der Korper der rationalen Zahlen (Q, +, -).
Ein anderes Beispiel ist der zweielementige Korper mit den durch die Axiome er-
zwungenen Rechenregeln, der fundamental ist in der Informatik. Die ganzen Zah-
len (Z, +, -) bilden keinen Korper, da (Z\{0}, -) keine Gruppe ist, da es namlich
in Z\{0} nur fiir 1 und —1 ein multiplikatives Inverses gibt. Es gibt keinen einele-
mentigen Korper, da das Komplement seines Nullelements die leere Menge sein
miifite: Dies Komplement kann dann aber unter der Multiplikation keine Gruppe
sein, da es kein neutrales Element haben konnte.

Ergdnzung 2.4.4 (Ursprung der Terminologie). Der Begriff ,, Korper ist in die-
sem Zusammenhang wohl zu verstehen als ,,besonders gut unter den verschiedens-
ten Rechenoperationen abgeschlossener Zahlbereich®, in Analogie zu geometri-
schen Korpern wie Kugeln oder Zylindern, die man entsprechend als ,,besonders
gut in sich geschlossene Bereiche des Raums‘ ansehen konnte. Die Bezeichnung
als ,,Distributivgesetz® riihrt daher, daf uns dieses Gesetz erlaubt, beim Multipli-
zieren eines Elements mit einer Summe den ,,Faktor auf die Summanden zu vertei-
len*. Das Wort ,,distribution* fiir Verteilung von Nahrungsmitteln und dergleichen
auf Franzosisch und Englisch kommt von demselben lateinischen Wortstamm, auf
die auch unsere Bezeichnung ,,Distributivgesetz* zuriickgeht.

2.4.5 (Weglassen von Multiplikationssymbolen). Beim Rechnen mit Buchsta-
ben werden wir meist ab := a - b abkiirzen. Das wére beim Rechnen mit durch Zif-
fernfolgen dargestellten Zahlen wenig sinnvoll, da man dann nicht wissen konnte,
ob 72 nun als ,,Zweiundsiebzig* oder vielmehr als ,,Sieben mal Zwei* zu verste-
hen sein soll. Beim Einsetzen von Zahlen fiir die Buchstaben miissen also wieder
Multiplikationssymbole eingefiigt werden.

Ergdnzung 2.4.6 (Weglassen von Additionssymbolen). In der Schule und au-
Berhalb der Mathematik ist es iiblich, 1 + % mit 1% abzukiirzen und ,,Andert-
halb Stunden® zu sagen oder ,,Dreieinviertel Pfund®. In diesem Fall wird also ein
Additionssymbol weggelassen. Das ist jedoch in der hoheren Mathematik nicht
iblich. In der gesprochenen Sprache ist es ja noch viel merkwiirdiger: Neun-
zehnhundertvierundachzig versteht jeder, in Symbolen geschrieben sieht 9 10 100
4 + 80 dahingegen ziemlich sinnlos aus, und statt der iiblichen Interpretation
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((9410)100)+44-80 wiren durchaus auch andere Interpretationen denkbar. In der
gesprochenen Sprache scheint eher eine Konvention befolgt zu werden, nach der
die Operationen der Reihe nach auszufiihren sind wie bei einem Taschenrechner,
wobei eine Multiplikation gemeint ist, wenn die zuerst genannte Zahl die Klei-
nere ist, und eine Addition, wenn sie die GroBere ist. Nur die Zahlen von 13 bis
19 scheinen dieser Regel nicht zu gehorchen. Kein Wunder, dal es Erstkldsslern
schwer fillt, sich den Zahlenraum zu erschlieBen, wenn sie zuvor dieses Dickicht
von Konventionen durchdringen miissen.

2.4.7 (Punkt vor Strich). Wir vereinbaren zur Vermeidung von Klammern die
Regel ,,Punkt vor Strich®, so daf} also zum Beispiel unter zusétzlicher Beachtung
unserer Konvention des Weglassens von Multiplikationssymbolen, in diesem Fall
das Weglassen des Punktes, das Distributivgesetz kiirzer in der Form a(b + ¢) =
ab + ac geschrieben werden kann.

2.4.8 (Multiplikation mit Null). In jedem Korper K gilt a0 = O Va € K.
Man folgert das aus a0y + a0 = a(0x + O ) = a0k durch Hinzuaddieren von
—(a0g) auf beiden Seiten. Fiir das neutrale Element der multiplikativen Gruppe
des Korpers vereinbaren wir die Bezeichnung 1. Nach dem Vorhergehenden gilt
1xb = b auch fiir b = Ok, mithin fiir alle b € K. Folglich ist (/& -) ein Monoid
mit neutralem Element 1 und der Menge aller von Null verschiedenen Elemente
als Gruppe der invertierbaren Elemente, in Formeln K\{0x} = K*.

2.4.9 (Binomische Formel). Fiir alle a, b in einem Korper K und alle n > 0 gilt
die binomische Formel

wror = 35 (Do

v=0

Um das einzusehen priift man, dall wir bei der Herleitung nach [EIN] 1.1.23 nur
Korperaxiome verwandt haben. Man beachte hierbei unsere Konvention 0% = 1,
aus 2.1.25, angewandt auf das Monoid (K| -). Die Multiplikation mit den Bino-
mialkoeffizienten in dieser Formel ist zu verstehen als wiederholte Addition im
Sinne der Bezeichnungskonvention na aus 2.1.16, angewandt auf den Spezialfall
der additiven Gruppe unseres Korpers.
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Lemma 2.4.10 (Folgerungen aus den Korperaxiomen). In jedem Korper K
gelten die folgenden Aussagen und Formeln:

1.
2.

~N

S NS

ab=0x = (a=0g oderb=0g);
—a=(—1lg)a Va€ K;

—1g)(—1k) = 1k,

—a)(—=b)=ab Va,be K;

§5 =195 fiirallea,c € Kundb,d € K*;

5o =7 fiirallea € K undb,c € K*;
%+§:“db—*c'lbc fiir alle a,c € K und b,d € K*;

m(ab) = (ma)b fiir allem € Z und a,b € K.

Beweis. 1. In der Tat folgt aus (a # Ok und b # Of) schon (ab # Ok ) nach

den Korperaxiomen.

. Inder Tat gilt a+(—1x)a = 1ga+(—1g)a = (1xk+(—1k))a = Oga = O,

und —a ist ja gerade definiert als das eindeutig bestimmte Element von K
mit der Eigenschaft a + (—a) = Og.

. In der Tat gilt nach dem Vorhergehenden (—1x)(—1x) = —(—1x) = 1k.

. Um das nachzuweisen ersetzen wir einfach (—a) = (—1g)a und (=b) =

(—1x)bund verwenden (—1)(—1x) = 1k.

. Das ist klar.
. Das ist klar.

. Das wird bewiesen, indem man die Briiche auf einen Hauptnenner bringt

und das Distributivgesetz anwendet.

. Das folgt durch wiederholtes Anwenden des Distributivgesetzes.

]

2.4.11 (Minus mal Minus gibt Plus). Die Frage, wie das Produkt zweier nega-
tiver Zahlen zu bilden sei, war lange umstritten. Mir scheint der vorhergehende
Beweis das iliberzeugendste Argument fiir ,,Minus mal Minus gibt Plus* : Es sagt
salopp gesprochen, dal man diese Regel vereinbaren mul3, wenn man beim Rech-
nen das Ausklammern ohne alle Einschrinkungen erlauben will.
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2.4.12 (Ganze Zahlen und allgemeine Korper). Fiir jeden Korper K und n € Z
setzen wir ny := n"1x = nlg in unserer Notation 2.2.11 beziehungsweise ihrer
fiir additiv notierte Monoide vereinbarten Abkiirzung. Fiir n € N bedeutet das
explizit ng = 1 + ... + 1x mit n Summanden. Nach der ersten Iterationsregel
in 2.2.12 gilt stets (n + m)x = ng + mx und aus dem Distributivgesetz folgt
leicht nx - a = nta oder abgekiirzt nga = na fir alle n € Z und a € K. Mit
der zweiten Iterationsregel in 2.2.12 folgt weiter fiir alle m,n € Z die Identitéit
ngmy = (nm)g tiber die Gleichungskette

ng-mg =n"mg =nT(mlg) = (nm)T1g = (nm)g

Oft schreibt man deshalb kurz n, wenn eigentlich ny gemeint ist, und insbeson-
dere kiirzt man eigentlich immer Ox ab durch 0 und 1, durch 1. Man beachte
jedoch, daB fiir verschiedene ganze Zahlen n # m durchaus nx = my gelten
kann: Ist etwa K ein Korper mit zwei Elementen, so gilt nx = O fiir gerades n
und nx = 1k fiir ungerades n. Vom hoheren Standpunkt wird das alles nochein-
mal in [LA1] 5.1.11 ausfiihrlicher diskutiert werden.

Ergdnzung 2.4.13. Den Begriff eines Homomorphismus verwendet man bei Men-
gen mit mehr als einer Verkniipfung analog. Zum Beispiel ist ein Korperhomo-
morphismus ¢ von einem Korper K in einen Korper L definiert als eine Abbil-
dung ¢ : K — L derart, daB gilt p(a + b) = ¢(a) + ¢(b) und p(ab) = p(a)e(b)
fiir alle a,b € K sowie p(1) = 1. Die Bedingung ©(1) = 1 ist nur nétig, um
den Fall der Nullabbildung auszuschlieBen. In anderen Worten mag man einen
Korperhomomorphismus auch definieren als eine Abbildung, die sowohl fiir die
Addition als auch fiir die Multiplikation ein Monoidhomomorphismus ist. Un-
ter einem Korperisomorphismus verstehen wir wieder einen Kérperhomomor-
phismus ¢ mit der Eigenschaft, dal es einen Kérperhomomorphismus ¢ in die
Gegenrichtung gibt mit ¢ o v = id und ¥ o ¢ = id. Wieder ist jeder bijektive
Korperhomomorphismus bereits ein Korperisomorphismus.

Ubungen

Ubung 2.4.14. Ist K ein Korper derart, daB es kein z € K gibt mit 22 = —1,
so kann man die Menge K x K = K? zu einem Korper machen, indem man die
Addition und Multiplikation definiert durch

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (c,d) := (ac— bd,ad+ bc)

Die Abbildung K — K2, a ~ (a,0) ist dann ein Kérperhomomorphismus.

Kiirzen wir (a, 0) mit @ ab und setzen (0, 1) = i, so gilti* = —1 und (a, b) = a+bi
und die Abbildung a + bi+— a — bi ist ein Kérperisomorphismus K? = K2
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2.4.15. Auf die in der vorhergehenden Ubung 2.4.14 erklirte Weise konnen wir
etwa aus dem Korper K = R der ,,reellen Zahlen®, sobald wir ihn kennengelernt
haben, direkt den Korper C der komplexen Zahlen konstruieren. Unser Korper-
isomorphismus gegeben durch die Vorschrift @ + bi — a — bi heilt in diesem
Fall die komplexe Konjugation und wird auch z — Z notiert. Man beachte,
wie miihelos das alles in der Sprache der Mengenlehre zu machen ist. Als die
komplexen Zahlen erfunden wurden, gab es noch keine Mengenlehre und beim
Rechnen beschrinkte man sich auf das Rechnen mit ,,reellen* Zahlen, ja selbst
das Multiplizieren zweier negativer Zahlen wurde als eine fragwiirdige Operation
angesehen, und das Ziehen einer Quadratwurzel aus einer negativen Zahl als eine
rein imagindre Operation. In gewisser Weise ist es das ja auch geblieben, aber die
Mengenlehre liefert eben unserer Imagination eine wunderbar prédzise Sprache, in
der wir uns auch iiber imaginierte Dinge unmif3verstindlich austauschen konnen.
Man kann dieselbe Konstruktion auch allgemeiner durchfiihren, wenn man statt
—1 irgendein anderes Element eines Korpers K betrachtet, das kein Quadrat ist.
Noch allgemeinere Konstruktionen zur ,,Adjunktion hoherer Wurzeln* oder sogar
der ,,Adjunktion von Nullstellen polynomialer Gleichungen* konnen Sie in der
Algebra kennenlernen, vergleiche etwa [AL] 3.7.6. In [LA1] 2.7 diskutieren wir
die komplexen Zahlen ausfiihrlicher.

Ergiinzende Ubung 2.4.16. Ein Kérperhomomorphismus ist stets injektiv.

2.5 Aufbau des Zahlensystems*
2.5.1. Der Aufbau des Zahlensystems

NCczZcQcRcC

erscheint in diesem Text nur in einer Abfolge von Nebenbemerkungen und soll an
dieser Stelle zusammenfassend dargestellt werden.

1. Die Konstruktion der natiirlichen Zahlen N aus Grundbegriffen der Men-
genlehre diskutiere ich in [LA1] 4.1.5. Kurz wurde das auch schon in 1.6.11
angerissen. Eine vollstindig iiberzeugende Diskussion dieser Struktur ist
meines Erachtens nur im Rahmen der Logik moglich.

2. Die Konstruktion der ganzen Zahlen Z aus den natiirlichen Zahlen N, ja
der einhiillenden Gruppe eines beliebigen kommutativen Monoids wird in
[LA1]4.2.12 erklért. Nach [AN1] 2.4.6 gibt es dann genau eine Multiplika-
tion auf Z, die unsere Multiplikation auf N fortsetzt und Z zu einem Ring
macht.
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3. Die Konstruktion des Korpers der rationalen Zahlen Q aus dem Integri-
titsbereich der ganzen Zahlen 7Z, ja des Quotientenkorpers eines beliebigen
kommutativen Integritétsbereichs wird in [LA1] 5.5.2 ausgefiihrt. Die An-
ordnung auf Q diirfen Sie selbst in [LA1] 5.5.19 konstruieren.

4. Die Konstruktion des angeordneten Korpers der reellen Zahlen R aus dem
angeordneten Korper der rationalen Zahlen Q wird zur Beginn der Analysis
in [AN1] 2.4.3 erklart.

5. Die Konstruktion des Korpers der komplexen Zahlen C aus dem Korper
der reellen Zahlen R wurde in 2.4.14 angerissen und wird in [LA1] 2.7
ausfiihrlicher behandelt.

2.5.2 (Gewinne und Verluste beim Aufbau des Zahlensystems). Oft wird der
Aufbau des Zahlensystems als eine Geschichte immer neuer Gewinne erzihlt:
Beim Ubergang von N zu Z gewinnt man die Losbarkeit aller Gleichungen des
Typs a + = = b, beim Ubergang von Z zu Q die Losbarkeit aller Gleichungen des
Typs axz = b fiir a # 0, beim Ubergang von Q zu R die Losbarkeit aller Glei-
chungen des Typs 2% = b fiir a,b > 0, und nach Ubergang von R zu C besitzen
sogar alle nichtkonstanten Polynome Nullstellen. Hier ist nur anzumerken, daf}
man die Losbarkeit aller Gleichungen des Typs * = b fiir a, b > 0 auch schon in
einem abzihlbaren Unterkorper von R erreichen konnte und da3 der eigentliche
Grund fiir den Ubergang zu R analytischer Natur ist: Man gewinnt so den Zwi-
schenwertsatz [AN1] 3.3.8. Man kann den Aufbau des Zahlensystems aber auch
als eine Geschichte immer neuer Verluste erzihlen: Beim Ubergang von N zu Z
verliert man die Existenz eines kleinsten Elements, beim Ubergang von Z zu Q
die Existenz unmittelbarer Nachfolger, beim Ubergang von Q zu R die Abzihl-
barkeit, und beim Ubergang von R zu C die Anordnung. Man kann noch weiter
gehen zum Schiefkorper der sogenannten Quaternionen H O C aus [LA1] 5.6.3,
dabei verliert man die Kommutativitit der Multiplikation, oder sogar zu den so-
genannten Oktaven O D H aus [AL] 3.12.4, bei denen die Multiplikation nicht
einmal mehr assoziativ ist.

2.6 Verbiande und Boole’sche Algebren*

Definition 2.6.1. Eine Boole’sche Algebra ist ein Tripel (B, A, V) bestehend aus
einer Menge mit zwei assoziativen kommutativen Verkniipfungen derart, daf gilt:

1. Mit jeder unserer Verkniipfungen wird B ein Monoid. Man notiert 1 das
neutrale Element zu A und 0 das neutrale Element zu V;

2. Jede unserer beiden Verkniipfungen ist ,,distributiv iiber der anderen®, in
Formelna A (bVec)=(aAb)V(aAc)undaV (bAc) = (aVDb)A(aVc);
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3. Zu jedem a € B existiertc € Bmita Ac = 0und a V ¢ = 1. Man zeigt
miihelos, da3 dies Element c durch a eindeutig bestimmt ist, und notiert es
c=-aoderc=a.

Ein Homomorphismus von Boole’schen Algebren ist eine Abbildung, die fiir
beide Monoidstrukturen ein Homomorphismus von Monoiden ist. Gegeben Boo-
le’sche Algebren B, C notieren wir Boole(B, C') die Menge aller Homomorphis-
men von B nach C.

2.6.2. Ein typisches Beispiel einer Boole’schen Algebra erhilt man, indem man
fiir eine beliebige Menge X das Tripel (Pot(X),N,U) bestehend aus ihrer Po-
tenzmenge mit den Operationen Schnitt und Vereinigung betrachtet. In dieser Si-
tuation haben wir 1 = X sowie 0 = )und =A = X'\ A ist die Komplementmenge.

Definition 2.6.3. Ein Verband ist ein Tripel (B, A, V) bestehend aus einer Men-
ge mit zwei assoziativen kommutativen Verkniipfungen derart, da die Absorp-
tionsgesetze a A (a vV b) = aund a V (a A b) = a gelten fiir alle a, b € B.

Beispiel 2.6.4. Als Ubung 2.6.7 diirfen Sie zeigen, daB jede Boole’sche Algebra
ein Verband ist.

Vorschau 2.6.5. Wir werden in [AN1] 2.3.9 sehen, dal} eine teilgeordnete Menge,
in der jede zweielementige Teilmenge ein Supremum und ein Infimum hat, zu
einem Verband wird, wenn wir a V b := sup{a, b} und a A b := inf{a, b} setzen,
und dall wir so genau alle Verbinde erhalten.

Ubungen

Ubung 2.6.6. Man zeige fiir jedes Element a einer Boole’schen Algebra die Iden-
tititen « A0 = Ound a V 1 = 1. Hinweis: Man gehe von 1 = a V (@ A 1) aus und
verwende Distributivitit.

Ubung 2.6.7. Man zeige, daB jede Boole’sche Algebra ein Verband ist. Hinwesis:
Man gehe von (b A 0) V a = a nach 2.6.6 aus und verwende die Distributivitit.

Ubung 2.6.8. Man zeige fiir jedes Element a eines Verbandes a A ¢ = a und
a V a = a. Hinweis: Absorptionsgesetze mitb = a Aa oderb =a V a.
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3 Zur Darstellung von Mathematik*

3.1 Herkunft einiger Symbole

3.1.1. Ich habe versucht, etwas iiber die Herkunft einiger mathematischer Sym-
bole in Erfahrung zu bringen, die schon aus der Schule selbstverstindlich sind.

3.1.2. Das Pluszeichen + ist wohl ein Auschnitt aus dem Symbol &, das hinwie-
derum enstanden ist durch Zusammenziehen der beiden Buchstaben im Wortchen
,,et, lateinisch fur ,,und®.

3.1.3. Die Dezimaldarstellung der natiirlichen Zahlen kam Mitte des vorigen Jahr-
tausends aus Indien iiber die Araber nach Italien. Bis dahin rechnete man in Eu-
ropa in romischer Notation. Sie miissen nur versuchen, in dieser Notation zwei
groflere Zahlen zu multiplizieren, um zu ermessen, welchen wissenschaftlichen
und auch wirtschaftlichen Fortschritt der Ubergang zur Dezimaldarstellung be-
deutete. Das Beispiel der Dezimaldarstellung zeigt in meinen Augen auch, wie
entscheidend das sorgfiltige Einbeziehen trivialer Spezialfille, manchmal als ,,Theo-
rie der leeren Menge* verspottet, fiir die Eleganz der Darstellung mathematischer
Sachverhalte sein kann: Sie wurde ja eben dadurch erst ermoglicht, da man ein
eigenes Symbol fiir ,,gar nichts* erfand! Ich denke, da} der Aufbau eines effizien-
ten Notationssystems, obwohl er natiirlich nicht denselben Stellenwert einnehmen
kann wie die Entwicklung mathematischer Inhalte, dennoch in der Lehre ein wich-
tiges Ziel sein muf. In diesem Text habe ich mir die grof3te Miihe gegeben, unter
den gebriuchlichen Notationen diejenigen auszuwéhlen, die mir am sinnvollsten
schienen, und sie soweit wie moglich aufzuschliisseln. Wo es mir sinnvoll schien,
habe ich auch nicht gezégert, neue Notationen einzufiihren.

3.1.4. Das Wort von der ,,Theorie der leeren Menge* scheint auf Carl Ludwig
Siegel zuriickzugehen, der einmal gesagt haben soll: ,Ich habe Angst, dass die
Mathematik vor dem Ende des Jahrhunderts zugrunde geht, wenn dem Trend nach
sinnloser Abstraktion — die Theorie der leeren Menge, wie ich es nenne — nicht
Einhalt geboten wird*.

3.1.5. Die Herkunft der logischen Symbole 3 und V als umgedrehte E und A haben
wir bereits in 1.7.4 erwédhnt. Sie wurden von Cantor in seiner Mengenlehre zuerst
verwendet. Die Symbole R, Q, N, Z wurden frither als fette Buchstaben gedruckt
und zunéchst nur beim Tafelanschrieb in der hier gegebenen Gestalt wiedergege-
ben, da man fetten Druck an der Tafel nicht gut darstellen kann.

3.2 Grundsitzliches zur Formulierung

3.2.1 (Redundanz). Es scheint mir wichtig, sich beim Schreiben iiber Mathema-
tik immer vor Augen zu halten, dal die mathematische Terminologie und For-
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melsprache sehr wenig Redundanz aufweisen. Auch kleinste Fehler oder Unge-
nauigkeiten konnen dadurch schon zu den groten Mif3verstdndnissen fiithren. Ich
plddiere deshalb dafiir, die Redundanz kiinstlich zu erhohen und nach Moglich-
keit alles dreimal zu sagen: Einmal in mathematischer Terminologie, einmal in
Formeln, und dann noch einmal in weniger formellen Worten und mit Bildern.

3.2.2 (Versprachlichung). Ich halte es fiir ebenso wichtig wie delikat, den mathe-
matischen Inhalten griffige Bezeichnungen zu geben. Wir wollen uns ja auch mit
anderen Mathematikern unterhalten konnen, die nicht dasselbe Buch gelesen ha-
ben. Sogar dann, wenn ich nur mit mir selbst und einem einzigen Buch beschiftigt
bin und bei einem Beweis, den ich gerade verstehen will, ganz prézise ,,Theorem
4.2% zitiert wird, stort es mich: Ich muf} blittern, bin abgelenkt und mein Verste-
hen wird gebremst. Dariiber hinaus kann ich mir Dinge viel besser merken, die
griffige Bezeichnungen haben. Diese Bezeichnungen wirken wie Garderobenha-
ken im Kopf, an denen man Inhalte aufhingen und wiederfinden kann. Delikat ist,
daf} die Wahl einer Bezeichnung oft auch eine politische und historische Dimen-
sion hat. Delikat ist weiter, dal bei vielen iiblichen Bezeichnungen verschiedene
Varianten fiir ihre genaue Bedeutung im Umlauf sind. Ich versuche beides nach
bestem Wissen und Gewissen offenzulegen.

3.2.3 (Generalvoraussetzungen). Ich selber lese keineswegs immer alles von
vorne bis hinten durch und merke mir das bereits Gelesene. Vielmehr suche oft,
um nicht zu sagen meist, nur gezielt spezielle Resultate, und lese dazu eher dia-
gonal. Ich habe es deshalbnach Kriften vermieden, Generalvoraussetzungen ein-
zustreuen, von der Art ,,von nun an bis zum Ende des Abschnitts sind alle unsere
topologischen Raume Hausdorff* und dergleichen. Wenn das einmal bei spezi-
ellen Themen zu umstindlich werden sollte, will ich strikt die Regel befolgen,
daB Generalvoraussetzungen fiir eine Gliederungsstufe entweder direkt nach der
Uberschrift besagter Gliederungsstufe stehen miissen, oder aber direkt vor dem
Beginn des ersten Abschnitts der nédchsttieferen Gliederungsstufe, im Anschluf3
an die Vorrede, und dann als eigener Abschnitt ,,Generalvoraussetzungen®.

3.2.4 (Definition-Satz-Beweis). Das Schema Definition-Satz-Beweis scheint mir
fiir die Darstellung von Mathematik sehr gut geeignet und auch zum Lesen und
Lernen duf3erst effektiv, wenn es richtig angewendet wird: Wenn namlich die Sétze
so formuliert werden, da3 ihre Aussagen auch fiir sich genommen schon sinn-
voll und verstindlich sind, sofern man die entsprechenden Definitionen parat hat.
Dann kann man dieses Schema verstehen als eine Anleitung zum diagonalen Le-
sen. Demselben Ziel dient die Abstufung der Sétze durch die Bezeichnung als
Satz, Korollar, Proposition, Lemma und dergleichen: Sie soll dem Leser zu erlau-
ben, etwa durch Konzentration auf die Sitze eine schnelle Orientierung iiber die
wesentlichen Aussagen und Resultate zu gewinnen. Diese Form ersetzt zu einem
gewissen Mal3e, was man im Deutschunterricht lernt. Ich empfehle, mathemati-
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sche Texte und Vortrdge nicht mit einer Gliederung zu beginnen und auch nicht
mit einem Schlufwort zu beenden, da das in Anbetracht der in der Mathematik eh
iiblichen Strukturierung durch das Schema ,,Definition-Satz-Beweis* leicht dazu
fiihrt, daf die strukturellen Elemente im Vergleich zum eigentlichen Inhalt unver-
hiltnisméBig viel Raum einnehmen.

3.2.5 (Andere nummerierte Passagen). In diesem Text gibt es auch viele Pas-
sagen, die einfach nur nummeriert sind. Hier handelt es sich meist um kleinere
Aussagen mit Beweis, die mir fiir die ,,groBe Form* Definition-Satz-Beweis zu
unbedeutend oder zu offensichtlich schienen. Andere Textpassagen sind als Er-
gdnzung oder Erginzende Ubung ausgewiesen: Damit ist gemeint, daB sie im un-
mittelbaren Zusammenhang ohne Schaden iibersprungen werden kénnen, daf3 sie
jedoch aus dem vorhergehenden heraus verstindlich sein sollten. Wieder andere
Textpassagen sind als Vorschau oder Weiterfiihrende Ubung ausgewiesen: Damit
ist gemeint, daf} sie im unmittelbaren Zusammenhang ohne Schaden iibersprun-
gen werden konnen und daB ihr Verstindnis Kenntnisse voraussetzt, bei denen
nicht davon ausgehe, dal} sie dem Leser an der entsprechenden Stelle bereits zur
Verfiigung stehen.

3.2.6 (Satzzeichen in mathematischen Texten). Satzzeichen wie Punkt und Kom-
ma storen aus meiner Sicht die Asthetik von aus dem Text herausgestellten For-
meln. Ich will deshalb die Regel aufstellen und befolgen, dal eine aus dem Text
herausgestellte Formel stets mit einem nicht gedruckten Punkt dahinter zu denken
ist, wenn der Text mit ihr aufhort oder wenn es darunter mit einem GrofB3buchsta-
ben weitergeht. Ich werde den Fall vermeiden, dal} hinter eine aus dem Text her-
ausgestellte Formel nach den Regeln der Grammatik ein Komma gehoren miif3te.

3.2.7 (Eigennamen in mathematischen Texten). Ich iibernehme aus dem Engli-
schen den Apostroph bei Eigennamen und schreibe also zum Beispiel Zorn’sches
Lemma. In der deutschen Literatur sind stattdessen Kapitélchen iiblich, wie etwa
ZORNsches Lemma, aber diese Hervorhebung im Schriftbild scheint mir unge-
biihrlich viel Aufmerksamkeit zu binden.

3.3 Sprache und Mathematik

3.3.1. In diesem Abschnitt habe ich gesammelt, was mir beim Erkldaren von Ma-
thematik und Schreiben iiber Mathematik besonders schwer fallt.

3.3.2 (Umgangssprache versus mathematische Fachsprache). Die mathema-
tische Terminologie widmet freimiitig Worte der Umgangssprache um und gibt
ihnen prizise mathematische Bedeutungen, die mal mehr und mal weniger zur
Ursprungsbedeutung verwandt sind. Man denke zum Beispiel an die Worte Men-
ge, Abbildung, Gruppe, Ring, Korper. Mit dem Adjektiv schmutzig betone ich,
daB ein Wort umgangssprachlich zu verstehen ist und nicht als ein Begriff der
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allein auf der Mengenlehre basierenden aseptisch steril perfekten Ideenwelt der
reinen Mathematik.

3.3.3. Im Gegensatz zu dem, was in der Schule im Deutschunterricht gelernt
wird, ist Wortwiederholung beim mathematischen Schreiben und Reden richtig
und wichtig.

3.3.4 (Erweiterung oder Zuspitzung durch Erginzungen). Bereits erklirte Be-
griffe werden in der mathematischen Fachsprache durch Ergénzungen mal spezi-
fiziert, mal abgeschwicht, und manchmal sogar beides zugleich. Der noch we-
nig informierte Leser kann nur schwer erraten, was im Einzelfall zutrifft. So ist
ein Primkorper etwas Spezielleres als ein Korper, ein Schiefkorper etwas Allge-
meineres, und ein Erweiterungskorper ,,etwas mit zusétzlichen Daten®. Ein lokal
kompakter Raum ist etwas allgemeineres als ein kompakter Raum. Eine universel-
le Uberlagerung ist etwas Spezielleres als eine Uberlagerung und eine verzweigte
Uberlagerung etwas Allgemeineres, das aber nur im Spezialfall von Flichen iiber-
haupt sinnvoll definiert ist. Ein BorelmaB ist etwas Spezielleres als ein Maf} und
ein signiertes Mal etwas Allgemeineres. Eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist etwas
Allgemeineres als eine Mannigfaltigkeit, eine glatte Mannigfaltigkeit dahingegen
eine spezielle Art von Mannigfaltigkeit, und ich kdnnte noch lange so fortfahren.
Das fiihrt leicht zu Verwirrung, aber ich habe auch keine Losung.

3.3.5 (Bestimmte und unbestimmte Artikel). Problematisch scheint mir in ma-
thematischen Texten die Verwendung bestimmter und unbestimmter Artikel, und
ich bin fast neidisch auf die russische Sprache, die diese Unterscheidung nicht
kennt. Sind mathematische Strukturen ,,eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus“, wie Gruppen mit zwei Elementen oder Mengen mit einem Element, so féllt
mir die Verwendung des bestimmten Artikels leicht. Haufig sind mathematische
Strukturen jedoch nur ,,eindeutig bis auf nicht-eindeutigen Isomorphismus*: Et-
wa Mengen mit fiinf Elementen, Gruppen mit drei Elementen oder Vektorraume
gegebener Dimension iiber einem vorgegebenen Koper. Soll man dann den be-
stimmten oder den unbestimmten Artikel verwenden? Hier ist die Terminologie
uneinheitlich: Man sagt iiblicherweise ,.ein fiinfdimensionaler reeller Vektorraum,
eine abzidhlbar unendliche Menge* aber ,,die euklidische Ebene, der Zerfallungs-
korper, der algebraische AbschluB, die universelle Uberlagerung®, ohne daf ich
dafiir triftige Griinde ausmachen konnte. Vielleicht wire es eine gute Idee, fiir nur
bis auf nichteindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmte mathematische Ob-
jekte die bestimmten Artikel mit einer ,,abschwichenden Schlange* in der Form
,,dér, die, das* zu verwenden.

3.3.6 (Existenz in Definitionen). Ich pléddiere dafiir, in mathematischen Texten
die Formulierungen ,,Es existiert” und ,,Es gibt* ausschlieflich in ihrer Bedeu-
tung als Quantoren zu verwenden, da es sonst leicht zu MiB3verstdndnissen kom-
men kann. Insbesondere pladiere ich sehr dafiir, diese Formulierungen zu vermei-
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den, wenn es in Definitionen um die Vorstellung der ,,Ausgangsdaten geht. Die
folgenden Beispiele mogen das illustrieren.

MiBverstandlich: Eine Gruppe ist eine Menge, auf der es eine assoziative Verk-
niipfung gibt derart, daf es ein neutrales Element gibt und zu jedem Element
ein Inverses.

Klarer: Eine Gruppe ist eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung derart,
daB es ein neutrales Element gibt und zu jedem Element ein Inverses.

Pedantisch: Eine Gruppe ist ein Paar bestehend aus einer Menge und einer asso-
ziativen Verkniipfung auf dieser Menge derart, daf es ein neutrales Element
gibt und zu jedem Element ein Inverses.

In der Tat gibt es ja auf jeder nichtleeren Menge eine assoziative Verkniipfung,
die sie zu einer Gruppe macht. Eine Gruppe ist aber keineswegs eine Menge mit
gewissen Eigenschaften, sondern eine Menge mit Verkniipfung mit gewissen Ei-
genschaften. Das Ausgangsdatum bei dieser Definition ist in anderen Worten und
ganz pedantisch formuliert ein Paar bestehend aus einer Menge zusammen mit
mit einer Verkniipfung auf dieser Menge. Ich gebe zu, dal man auch die , klare*
Definition falsch verstehen konnte, aber an dieser Stelle wiirde ich dieser Formu-
lierung wegen ihrer Kiirze doch der Vorzug gegeniiber der ,,pedantischen‘ Formu-
lierung einrdumen.

MiBverstindlich: Ein Korper heiit angeordnet, wenn es auf ihm eine Anord-
nung gibt derart, daB. . .

Klarer: Ein angeordneter Korper ist ein Korper mit einer Anordnung derart,
daB. ..

Pedantisch: Ein angeordneter Korper ist ein Paar bestehend aus einem Korper
mit einer Anordnung auf der ihm zugrundeliegenden Menge derart, daB. ..

Zur Verdeutlichung zum Abschluf3 noch ein Beispiel, in dem die miflverstindliche
Formulierung die korrekte Formulierung einer anderen Eigenschaft ist:

MiBverstiandlich: Eine Mannigfaltigkeit heifit orientiert, wenn es auf ihr eine
Orientierung gibt.

Klarer: Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit mit einer Ori-
entierung.

Pedantisch: Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist ein Paar bestehend aus einer
Mannigfaltigkeit mit einer Orientierung auf unserer Mannigfaltigkeit.
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Hier ist die erste Formulierung in der Tat bei der iiblichen Interpretation von ,.es
gibt* als Quantor die Definition einer orientierbaren, nicht die einer orientierten
Mannigfaltigkeit.

3.3.7 (Kampf dem Index). Beim Schreiben von Mathematik in Formeln hat man
oft mit der Schwierigkeit zu kiimpfen, dal die wesentliche Information sich in
Indizes verstecken will und die besonders wesentliche Information in Subindizes.
Dem gilt es bewulSt entgegenzuarbeiten.

3.4 Terminologisches zur leeren Menge*

Vorschau 3.4.1. Ich finde es oft schwierig, die leere Menge terminologisch korrekt
einzubinden. Das ist aber ebenso wichtig wie der Beckenrand beim Schwimmbad,
den man ja auch nicht wegldft, obwohl man nachher nur im Wasser schwimmen
will. Ich finde auch, daf das Bourbaki, den ich an sich sehr schitze, oft millungen
ist. Meine Konventionen sind wie folgt:

1. Die leere Menge ist nach [AN1] 3.2.1 ein Intervall. So sind beliebige Schnit-
te von Intervallen wieder Intervalle;

2. Die leere Menge ist nach [LA1] 3.5.2 konvex. So sind beliebige Schnitte
konvexer Mengen wieder konvex;

3. Die leere Menge ist nicht zusammenhingend. Die Zusammenhangskompo-
nenten eines topologischen Raums sind seine maximalen zusammenhéngen-
den Teilmengen und die leere Menge hat gar keine Zusammenhangskompo-
nente. So hat fiir einen topologischen Raum mit nur endlich vielen Zusam-
menhangskomponenten der Vektorraum der stetigen Abbildungen in den
Korper mit zwei Elementen als Dimension gerade die Zahl der Zusammen-
hangskomponenten. Die zusammenhéngenden Teilmengen von R sind da-
mit genau die nichtleeren Intervalle und nur jede nichtleere konvexe Teil-
menge eines endlichdimensionalen reellen affinen Raums ist zusammen-
hingend;

4. Die Wirkung einer Gruppe G auf der leeren Menge ist nach [LA2] 5.1.7
nicht transitiv. Damit 146t sich jede G-Menge bis auf Reihenfolge und Iso-
morphismus eindeutig als eine disjunkte Vereinigung von transitiven G-
Mengen darstellen;

5. Die leere Menge ist nach [LA1] 3.1.1 kein affiner Raum. Sie 146t ja nach der
vorhergehenden Konvention auch keine transitive Operation eines Vektor-
raums zu. Daf} damit der Schnitt zweier affiner Teilrdume nicht notwendig
wieder ein affiner Teilraum ist, nehme ich als kleineres Ubel in Kauf;
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6. Eine Abbildung von der leeren Menge in eine beliebige weitere Menge ist
konstant, aber nicht einwertig, vergleiche 1.4.10;
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4 Philosophisches und Didaktisches

In diesen Abschnitten habe ich einige Gedanken zur Mathematik und zum Unter-
richten von Mathematik gesammelt, die nicht zum logisch kohédrenten Aufbau des
Stoffes selber beitragen und teilweise auch stark personlich gefirbt sind.

4.1 Was ist Mathematik?

4.1.1. Das Wort ,,Mathematik* kommt vom griechischen ,,uanuarikos®, das
sich hinwiederum ableitet von ,,uadnua‘ fiir ,,der Lerngegenstand, die Wissen-
schaft™ nach dem Verb ,,uavdavw® fiir ,lernen, verstehen*. Das Anhingen der
Endung ,,-tko¢* oder im Anschluff an einen Vokal ,,-7tk0¢* hat eine dhnliche
Bedeutung wie im Deutschen das Anhéngen von ,,-ig* oder ,,-lich* beziehungs-
weise ,,-tlich®, etwa wie in Mut — mutig, Haar — haarig, wohnen — wohnlich
oder eigen + eigentlich. In diesem Sinne wire die wortliche Ubersetzung von
spanuaTtikos also ,,das Lernige® oder ,,das Verstidndliche®. Platon verwendet
den Begriff ,,70 padnuarikor im Sinne von ,,der Forschungsgegenstand® in
Sophista 219¢:2 und Timaeus 88c:1. In der hellenistischen Zeit verengte sich die
Bedeutung ein erstes Mal und bezeichnete etwas, was wir heute eher als ,,Mathe-
matik und Naturwissenschaften* bezeichnen wiirden. Erst in neuerer Zeit verengte
sich die Bedeutung weiter auf das, was wir heute unter Mathematik verstehen

4.1.2. Ich wiirde die heutige Mathematik in einem ersten Ansatz beschreiben als
die ,,Wissenschaft von den einfachsten Begriffen*: Wieviel einfacher sind doch
Zahlen und ihre Rechenregeln, Geraden und Ebenen, selbst Abbildungen zwi-
schen Mengen im Vergleich zu Pflanzen und Menschen, Hass und Liebe, ja selbst
Luft und Wasser! Diese einfachsten Begriffe miissen nun jedoch mit der grofiten
Vorsicht und Prézision gehandhabt werden, damit uns unsere an den Umgang mit
Pflanzen und Menschen, Hass und Liebe, Luft und Wasser gewohnte Intelligenz
nicht in die Irre fiihrt. Die eigentliche Mathematik besteht dann darin, diese ein-
fachsten Begriffe zu groBBeren Theorien zu kombinieren, und die eigentlichen Ein-
sichten entstehen auch erst in dieser Gesamtschau. Ich sehe darin eine Affinitit
zur Musik, in der man ja auch von einfachsten Gerduschen, in der Klassik et-
wa von den Tonen der Tonleiter, ausgeht und diese einfachsten Grundbausteine
zu Kompositionen kombiniert, deren Sinnhaftigkeit sich erst in der Gesamtschau
erschlieft. Auf einen Gegensatz zur Musik will ich im néchsten Absatz noch aus-
fiihrlicher zu sprechen kommen: Wihrend auch die schonste Musik meines Erach-
tens vom Komponisten nicht entdeckt sondern vielmehr erschaffen wird, scheint
es sich mir bei der Mathematik gerade umgekehrt zu verhalten. Sicher gibt es so-
zusagen ,.komponierte* mathematische Artikel, aber die mathematischen Inhalte
selbst lassen sich von Menschenhand nicht formen und wollen entdeckt werden.
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4.1.3. In diesem Zusammenhang will ich auf eine gerne diskutierte Frage ein-
gehen: Wird Mathematik eigentlich entdeckt oder entwickelt? Aus meiner eige-
nen Erfahrung mit dieser widerspenstigen Materie und auch der Erfahrung beim
Erkldaren von Beweisen scheint es mir offensichtlich, dal mathematische Inhal-
te ,,objektiv da sind*, also unabhiingig vom menschlichen Subjekt existieren und
entdeckt werden. Was jedoch entwickelt werden muf ist eine Sprache, die es uns
ermoglicht, uns iiber diese Inhalte zu verstindigen und sie zu nutzen. Hier kam
und kommt es durchaus zu parallelen Entwicklungen, man denke etwa an die
beiden Notationen  und % fiir die Ableitung, an den Erwartungswert E(X) ei-
ner Zufallsvariable X in der Wahrscheinlichkeitstheorie, der ja nichts anderes ist
als das Integral | f einer Funktion f in der Analysis, und nicht zuletzt an die
verschiedenen Notationen fiir die natiirlichen Zahlen durch romische Buchstaben
oder arabische Ziffern.

4.1.4. Bildlich gesprochen scheint mir die Mathematik wie eine weitverzweigte
Hohle, voller Wunder und wertvoller Mineralien, die wir Mathematiker einerseits
erkunden und andererseits erschlieBen. Die Hohle selbst ist objektiv vorhanden
und es gilt, immer weiter in sie vorzudringen und Neues zu entdecken und Neues
wie Bekanntes nutzbar zu machen. Wo und wie dann jedoch Treppen und Wege
und Lampen angebracht werden und eventuell sogar eine kleine Eisenbahn zum
Transport der Mineralien, darin haben wir gro3e Freiheit und in diesem Sinne wird
Mathematik auch entwickelt. Natiirlich sind diese beiden Aufgaben eng miteinan-
der verwoben und wie weit wir selbst vordringen konnen hingt ganz wesentlich
davon ab, wie weit unsere Vorldufer gekommen sind und wie weit sie die Hohle
bereits zuginglich gemacht haben.

4.1.5. Die im vorhergehenden dargelegte Auffassung vom Sinn und Wesen der
Mathematik bezeichnet man wegen ihrer engen Verwandtschaft mit Plato’s Ide-
enlehre auch als ,,platonisch®. Barry Mazur fordert in seinem Aufsatz [Maz08] die
Platoniker auf, zu erkldren, warum Beweise denn uns als Mathematikern so wich-
tig sein sollten, wenn es nur um das Erkennen einer unabhéngig von uns exis-
tierenden Wirklichkeit geht. Dieser Aufforderung will ich gerne nachkommen.
Ich fasse Beweise auf als Beitrige zum groen Projekt, die Welt der mathema-
tischen Inhalte dem menschlichen Verstand zugénglich zu machen. Mir scheint
es in diesem Sinne eine wichtige Aufgabe, auch fiir bereits bewiesene Erkennt-
nisse moglichst glatte und fiir menschliche Gehirne transparente Beweise zu fin-
den, aufzuschreiben und offentlich zugéinglich zu machen. Was das Beweisen an-
geht, gibt es auch durchaus verschiedene Ansitze: Anschauliche Beweise aus der
Schulgeometrie, etwa fiir den Satz des Pythagoras oder andere elementargeome-
trische Sétze, wiaren um im Bild zu bleiben eher ein Art Wegesystem fiir Ful3-
ginger, wohingegen sich professionelle Mathematiker seit etwa 1900 meist auf
einem aus Mengenlehre aufgebauten Schienennetz bewegen, das zwar grofle an-
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fangliche Investitionen erfordert, danach aber dem Verstand ein sehr schnelles,
sicheres und tiefes Eindringen ermoglicht. Allerdings fillt es unseren durch die
Bequemlichkeit dieses Zugangs verwohnten Studenten meist bitter schwer, dann
an interessanten und noch nicht erschlossenen Stellen wieder auszusteigen und
sich zu Ful} weiter fortzubewegen oder gar selbst Schienen zu legen. Rechner-
gestiitzte Beweise sind fiir mich wie eine Erkundung mit Robotern nicht in der-
selben Weise befriedigend wie der personliche Augenschein, aber wenn man an
interessante Stellen partout nicht selbst hingelangen kann, sind doch schéne von
Robotern geschossene Bilder allemal besser als gar nichts.

4.1.6. Die Mathematik wird insbesondere von Auflenstehenden oft als eine tote
Wissenschaft erlebt, in der ,,alles schon seit dreihundert Jahren bekannt sei®. Die-
ser Eindruck mag damit zusammenhéngen, dal Mathematik durchaus ,,verholzt*
in dem Sinne, daB sie einen festen Stamm an Wissen und kodifizierter Sprache
ausbildet. Das aber ermdglicht es unserer Wissenschaft auch gerade wieder, hoch
hinaus zu wachsen, und damit das gelingen kann, miissen wir uns alle Miihe ge-
ben, in der mathematischen Terminologie keine Sprachverwirrung einreilen zu
lassen.

4.1.7. Beim Erlernen dieser Wissenschaft soll man, so denke ich, nach Kriften
versuchen, sich aller seiner gedanklichen Fihigkeiten zu bedienen. Geeignet fiir
das Durchdringen mathematischer Sachverhalte scheinen mir insbesondere die
rdaumliche oder noch besser die rdumlich-zeitliche Anschauung, das abstrakte lo-
gische Denken und das formale Umformen von Zeichenketten auf Papier. Hilf-
reich kann auch unsere sprachliche Intelligenz sein: Bereits kleine Kinder lernen
ja das Zihlen, indem sie zunichst ,,Eins-Zwei-Drei-Vier-Fiinf* memorieren wie
,Abrakadabra Simsalabim®, und &ltere lernen dhnlich den Satz des Pythagoras
oder die binomischen Formeln.

4.1.8. Die Mathematik schopft groBe Kraft aus abstrakten Theorien, und nur all-
zuoft wollen diese ihre Herkunft verbergen und verkleiden sich als zufillig zu-
sammengewiirfelte Haufen aus Daten und Axiomen. Man darf sich davon nicht
in die Irre fithren lassen. Meist sind das vielmehr sehr sorgfiltig konstruierte und
in immer neuen Versionen an zahlreichen Beispielen erprobte Maschinen, die es
einem erlauben, wie in einem Flugzeug mit groer Bequemlichkeit groe Weg-
strecken zuriickzulegen und dabei die meisten konkreten Schwierigkeiten am Bo-
den zu ignorieren. Das alles ist jedoch nur sinnvoll, wenn auch das Starten und
das Landen gelingt, und das Herrichten von Start- und Landebahnen kann auch
leicht so viel Arbeit bedeuten, dafl das ganze Fliegen dadurch uninteressant wird.
Bei mancher Theorie habe ich sogar den Eindruck, dal man nur startet aber nie
mehr landet, oder noch schlimmer, dafl man weder starten noch landen kann, son-
dern einfach nur sinnlos herumfliegt, aber das mag auch an meiner mangelnden
Kenntnis der jeweiligen Theorie liegen — ich nenne besser keine Beispiele.
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4.2 Didaktische Gedanken

4.2.1 (Warum Vorlesungen?). Warum horen und halten wir in der Mathematik
eigentlich Vorlesungen? In der Zeit, in der das Drucken von Biichern noch nicht
moglich oder zumindest schwierig und teuer war, mag es sinnvoll gewesen sein,
einfach ein Buch vorzulesen, das dann in mehreren Kopien mitgeschrieben wer-
den konnte: In Klostern wurden etwa die Schriften der Antike und des Christen-
tums lange Zeit auf diese Weise vor dem Vergessen und dem Zerfall gerettet. In
der Zeit von Internet und Kopiergeriten kann es jedoch nicht mehr das Ziel einer
Vorlesung sein, daf} die beteiligten Studenten Mitschriften anfertigen, aus denen
sie dann den Stoff lernen: Zu viel wird in solchen Vorlesungen falsch verstanden
und falsch abgeschrieben, als dal} ich nicht eher das Lernen aus Biichern empfeh-
len wiirde. Fiir den andauernden Erfolg der Vorlesung als Unterrichtsform fallen
mir verschiedene Griinde ein.

1. Der Mensch ist nicht gern allein. Es lernt sich besser gemeinsam, man kann
sich in der Pause und nach der Vorlesung untereinander iiber das Gelernte
und das nicht Verstandene unterhalten und auch einfach so mal treffen. Die
Pause dient insbesondere nicht allein zum Pinkeln oder zum Aufrechterhal-
ten der Konzentration, und es ist doppelt schade, wenn sie ausfillt.

2. Die Vorlesung gibt einen gewissen Rhytmus vor, in dem gelernt und nicht
Gelerntes ignoriert und auf spéter verschoben wird. Anfénger lernen aus
Biichern leicht so, wie ganz kleine Kinder spaziergehen: Jeder Kieselstein
ist interessant und eine Pause zur ausfiihrlichen Betrachtung wert. Ganz zu
Anfang ist das ja auch richtig so, aber dann muf3 doch die Vorlesung etwas
schieben, damit es auch vorangeht.

3. Die Studenten miissen, insbesondere in der Mathematik, regelmifig davon
iiberzeugt werden, dal} prinzipiell durchaus verstdndlich ist, was sie da ler-
nen sollen, daf} es sich nicht um eine Art Zauberformeln handelt, die von
Generation zu Generation nur abgeschrieben werden. Sie von der Verstdnd-
lichkeit des Stoffes zu iiberzeugen gelingt besonders gut durch das Entwi-
ckeln aus dem Kopf an der Tafel. Ein Beamer oder das Auflegen vorberei-
teter Folien oder das Ablesen eines vorbereiteten Manuskripts wirken im
Vergleich wesentlich weniger {iberzeugend.

4.2.2 (Welche Ubungen?). Ich denke, dal man die Mathematik nicht erlernen
kann, ohne Ubungsaufgaben zu 16sen. Allerdings sollten diese zu groBen Teilen
viel elementarer sein als die in diesem und den folgenden Texten vorgeschlagenen
Ubungen. Diese dienen eher dazu, ergiinzenden Stoff in knapper Form zu prisen-
tieren und sollen auf den Ubungsblittern nur einen Teil der Ubungen ausmachen.
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Insbesondere in den Grundvorlesungen miissen ihnen auch nicht wenig mehr al-
gorithmische Ubungen zur Seite gestellt werden, von der Art: Lose dieses lineare
Gleichungssystem, invertiere jene Matrix, zerlege dieses Polynom in irreduzible
Faktoren und dergleichen mehr.
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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