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Die ersten beiden Kapitel dieses Textes setzen ausschlieBlich Kenntnisse der
linearen Algebra voraus, wie sie in den Grundvorlesungen [LA1] und [LA2] ent-
wickelt wurden. Zur Motivation der grundlegenden Definitionen und Fragestel-
lungen ist es jedoch wichtig, auch etwas iiber Lie-Gruppen zu wissen oder zu
lernen, wie es etwa in [ML] dargestellt wird.



1 Allgemeine Theorie von Liealgebren

1.1 Definitionen und Beispiele

1.1.1. Im folgenden stelle ich nur die formalen Grundlagen der Theorie zusam-
men. Fiir die Motivation verweise ich auf die Vorlesung iiber Lie-Theorie [ML]
27.1.3.

Definition 1.1.2. Eine Lie-Algebra iiber einem Korper £ ist ein k-Vektorraum g
mitsamt einer k-bilinearen Abbildung, der Lie-Klammer

gxg — g
(z,y) = [z,y]
derart, daf} die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:
Antisymmetrie: [z,2] =0 Vz € g;
Jacobi-Identitiit: [z, [y, 2]] + [z, [z, y]] + [y, [2,2]] =0 Vz,y,z € g.
1.1.3. Unsere Bedingung [z, x] = 0 Vx impliziert, wie in [LA1] 3.6.3.2 ausge-

fithrt, bereits die Identitét [x, y] = —[y, 2] Vz, y. Im Fall eines Grundkorpers einer
von zwei verschiedenen Charakteristik impliziert umgekehrt [z, 2] = —[z, x] auch
[z,z] = 0.

1.1.4. Eine Liealgebra ist ein spezieller Typ von Algebra, benannt nach dem
Mathematiker Sophus Lie (1842-1899). Ganz allgemein bezeichnet man wie in
[LA2] 4.7.9.1 einen k-Vektorraum A mit einer bilinearen Verkniipfung A x A —
A als eine k-Algebra und versteht unter einem Algebrenhomomorphismus in
eine weitere k-Algebra eine k-lineare Abbildung, die mit den jeweiligen Verk-
niipfungen vertrdglich ist. Gegeben zwei k-Algebren A, B bezeichnen wir mit
Alg, (A, B) die Menge der Algebrenhomomorphismen von A nach B. Sind A, B
Liealgebren, so schreiben wir stattdessen auch Lalg, (A, B). Das hat den Vor-
teil, uns daran zu erinnern, womit wir es zu tun haben. Andere Typen von Alge-
bren werden fiir uns auch eine wichtige Rolle spielen. Ist die Verkniipfung einer
Algebra assoziativ, so spricht man von einer assoziativen Algebra. Gibt es fiir
diese Verkniipfung ein neutrales Element, so spricht man von einer unitiren Al-
gebra und nennt das fragliche Element das Eins-Element. Eine Algebra ist al-
so genau dann assoziativ und unitédr, wenn die zugrundeliegende Menge mit der
Vektorraum-Addition als Addition und der bilinearen Verkniipfung als Multipli-
kation ein Ring ist. Ich schlage deshalb vor, derartige Algebren Ringalgebren und
im Fall, daB} sie auch noch kommutativ sind, Kringalgebren zu nennen. Unter ei-
nem Homomorphismus von Ringalgebren verstehen wir dann einen Algebren-
homomorphismus, der auch ein Ringhomomorphismus ist. Wir konnen diese Ab-
bildungen sowohl charakterisieren als Algebrenhomomorphismen, die das Eins-
element auf das Einselement werfen, als auch als Ringhomomorphismen, die tiber

4



dem Grundkorper linear sind. Wir vereinbaren fiir die Menge der Ringalgebrenho-
momorphismen von einer k-Ringalgebra A in eine k-Ringalgebra B die Notation
Ralg, (A, B). Wenn man von einem Algebrenhomomorphismus zwischen zwei
Ringalgebren spricht, so meint man fast immer einen Ringalgebrenhomomorphis-
mus und hat nur vergessen, das explizit dazuzusagen.

1.1.5. Seien g, b zwei Liealgebren. Nach dem Vorhergehenden ist insbesondere
ein Liealgebren-Homomorphismus ¢ : g — b ist eine lineare Abbildung ¢ mit

o([z,y]) = [o(x), 0(y)] Y,y € g

Beispiele 1.1.6. Der Polynomring k[ X7, ..., X,] ist eine assoziative, kommuta-
tive und unitdre k-Algebra, in unserer Terminologie also eine Kringalgebra. Ist
V' ein k-Vektorraum, so ist sein Endomorphismenring A = End V' mit der Verk-
niipfung (f,g) — f o g eine assoziative unitire k-Algebra, in unserer Termino-
logie also eine Ringalgebra. Die quadratischen (n x n)-Matrizen mit der Matrix-
Multiplikation bilden fiir jedes n > 0 eine k-Ringalgebra Mat(n; k).

Definition 1.1.7. Gegeben Algebren A;,..., A, definiert man ihr Produkt als
die Algebra A; x ... x A, mit der komponentweisen Verkniipfung. Jedes Produkt
von Liealgebren ist wieder eine Liealgebra. Jedes Produkt von Ringalgebren ist
wieder eine Ringalgebra.

Beispiele 1.1.8 (Assoziative Algebren als Liealgebren). Ist A eine assoziative
Algebra unter der Verkniipfung (z,y) — « - y, so wird A eine Liealgebra

Ay

unter der Verkniipfung (x,y) — [z,y] :== = - y — y - x, wie man leicht nachrech-
net. Man nennt deshalb die Lie-Klammer auch oft den Kommutator. Fa3t man
End V fiir einen Vektorraum V' beziehungsweise Mat(n; k) in dieser Weise als
Liealgebren auf, so bezeichnet man sie meist mit gl(1") beziehungsweise gl(n; k)
fiir general linear Lie algebra.

Definition 1.1.9. Eine Unteralgebra einer Algebra A ist ein Untervektorraum
U C Aderart, daB gilt x,y € U = = -y € U fiir die Verkniipfung (z,y) — x - y
unserer Algebra.

1.1.10. Eine Unteralgebra einer Algebra ist mit der induzierten Verkniipfung selbst
eine Algebra. Jeder Schnitt von Unteralgebren ist selbst eine Unteralgebra.

1.1.11 (Unterringalgebren versus Unteralgebren). Von einer Unterringalgebra
einer Ringalgebra fordert man zusétzlich, daf} sie die Eins der grolen Ringalge-
bra enthilt. Bei einer Ringalgebra ist also im allgemeinen nicht jede Unteralgebra
auch eine Unterringalgebra. Zum Beispiel ist £[X] C k[X, Y] ist eine Unterringal-
gebraund Xk[X]| C k[X, Y] nur eine Unteralgebra.
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Beispiel 1.1.12. Gegeben eine quadratische Matrix A bezeichne tr A € k ihre
Spur [LA1] 3.2.6.16. Man definiert die spezielle lineare Liealgebra als

sl(n; k) :=={A e glin;k) | tr A =0}

Dieser Raum ist in der Tat eine Unteralgebra, genauer eine Unter-Liealgebra von
gl(n; k), jadie Formel tr[x, y] = tr(zy—yx) = 0 gilt sogar fir alle z, y € gl(n; k).
Natiirlich ist unser sl(n; k) fiir n > 2 keine Unteralgebra der assoziativen Algebra
Mat(n; k).

Beispiel 1.1.13. Sind V, W ein Vektorrdaume und ist f : V' x V' — W eine bilineare
Abbildung, so wird

oV, f) ={z e gl(V) | f(zu,v) + f(u,2v) =0 Vu,veV}

eine Unteralgebra von gl(1), wie man leicht nachrechnet.

Beispiel 1.1.14. Ist speziell V = k*" und f : V x V — k die Bilinearform, die
gegeben wird durch die Matrix (_% !) mit I der (n x n)-Einheitsmatrix, so be-
zeichnet man o(V, f) mit sp(2n; k) und nennt das die symplektische Liealgebra.
Jede nichtausgeartete schiefsymmetrische Bilinearform auf einem endlichdimen-

sionalen Vektorraum hat in einer geeigneten Basis die obige Matrix, siehe [[LA2]
4.2.5.2.

Beispiel 1.1.15. Ist V = k™ und f : V x V — k die Bilinearform gegeben durch
die Einheitsmatrix, so bezeichnet man o(V, f) mit so(n; k) und nennt das die or-
thogonale Liealgebra. Diese Liealgebra besteht also genau aus allen schiefsym-
metrischen Matrizen. Uber C oder allgemeiner einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper einer von Zwei verschiedenen Charakteristik hat jede nichtausgeartete
symmetrische Bilinearform in einer geeigneten Basis diese Matrix, siche [LA2]
4.2.3.14. Fiir spitere Rechnungen ist jedoch eine andere Darstellung bequemer,
in der die Bilinearform, je nachdem ob n gerade oder ungerade ist, gegeben wird
durch die Matrizen

0 1 1 00

( 70 ) beziehungsweise | 0 0 [
070

Beispiel 1.1.16. Die oberen Dreiecksmatrizen, die echten oberen Dreiecksmatri-

zen, und die Diagonalmatrizen bilden Unteralgebren von gl(n; k).

Beispiel 1.1.17. Eine Liealgebra g heit abelsch, wenn all ihre Kommutatoren
verschwinden, in Formeln [z,y] =0 Vz,y € g.Jeder Vektorraum g wird so eine
Liealgebra. Die Diagonalmatrizen bilden eine abelsche Unteralgebra von gl(n; k).



Definition 1.1.18. Wir nennen eine Liealgebra irreduzibel, wenn sie nicht Null
ist und wenn zusitzlich jeder von Null verschiedene Liealgebren-Homomorphis-
mus von besagter Liealgebra in eine weitere Liealgebra injektiv ist. Eine Liealge-
bra g heif3t einfach, wenn sie irreduzibel ist, aber nicht abelsch.

1.1.19 (Diskussion der Terminologie). Eine Liealgebra ist in anderen Worten ir-
reduzibel genau dann, wenn sie keinen ,,echten Quotienten* im Sinne von 1.4.6
besitzt alias wenn das Nullideal ihr einziges ,.echtes Ideal* ist, und jede irreduzible
Liealgebra ist entweder einfach oder aber abelsch und eindimensional. Die Termi-
nologie ,,einfache Liealgebra“ ist allgemein iiblich, die Terminologie ,,irreduzible
Liealgebra“ jedoch nicht. Ein wichtiges Ziel der Vorlesung ist die gleich folgende
Klassifikation der einfachen endlichdimensionalen komplexen Liealgebren.

Satz 1.1.20 (Killing-Klassifikation). Jede einfache endlichdimensionale komple-
xe Liealgebra ist isomorph zu genau einer der Liealgebren

slln+1;C) n>1
so(2n+1;C) n>2
sp(2n; C) n>3
s0(2n; C) n >4

oder einer der fiinf Ausnahmealgebren ¢, ¢7, ¢s, {4, 9o, die nicht so leicht explizit
anzugeben sind. Umgekehrt sind auch alle hier aufgezdhlten Liealgebren einfach.

1.1.21. Der Beweis wird in 3.4.11 gegeben. Der Satz gilt mit demselben Beweis
allgemeiner iiber einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen Grundkorper der
Charakteristik Null, wie im iibrigen auch alle anderen in dieser Vorlesung fiir
komplexe Liealgebren formulierten Sitze.

1.1.22. Es wird erst spiter klar werden, warum wir die Liealgebren so(n; C) in
zwei Serien fiir gerades und ungerades n aufteilen. Die Liealgebren der ersten
vier Serien heillen klassisch, die anderen fiinf die Ausnahmealgebren. Die Ein-
schriankungen an n haben als Grund die sogenannten Ausnahme-Isomorphismen
50(3) = sp(2) = sl(2), sp(4) = s0(b), s0(2) = C ist abelsch, so(4) = sl(2) x
s[(2) ist auch nicht einfach, und s0(6) = s((4).

Ergdnzung 1.1.23 (Beziehung zu kompakten Lie-Gruppen). Eine endlichdi-
mensionale Liealgebra, die isomorph ist zu einem endlichen Produkt einfacher
Liealgebren, hei3t ,,halbeinfach®. Das Bilden der komplexifizierten Liealgebra lie-
fert nun eine Bijektion auf Isomorphieklassen

kompakte Lie-Gruppen

zusammenhingende
; {
mit trivialem Zentrum

halbeinfache
komplexe Liealgebren

K — Liec K



Diese Aussage ergibt sich aus dem Zusammenspiel von [ML] 27.4.2.4, wonach
kompakte Liegruppen mit trivialem Zentrum eineindeutig kompakten reellen Lie-
algebren entsprechen, und 3.5.20, wonach die kompakten reellen Liealgebren un-
ter der durch Komplexifizierung gegebenen Abbildung eineindeutig den halbein-
fachen komplexen Liealgebren entsprechen. Insbesondere ist die Killing-Klassifi-
kation ein wesentlicher Schritt zur Klassifikation der zusammenhédngenden kom-
pakten Lie-Gruppen. Sie ist im iibrigen auch ein wesentlicher Schritt zur Klassifi-
kation der einfachen endlichen Gruppen.

1.1.24. Sei ganz allgemein F' die Fundamentalmatrix einer Bilinearform f auf
k", es gelte also f(x,y) = x' Fy wenn wir Elemente von k™ als Spaltenvektoren
auffassen. So liegt M € gl(n; k) in s0(k™, f) genau dann, wenn gilt (Mz)" Fy =
—x" F(My) fiir alle x,y in k" alias M F = —F M.

Beispiel 1.1.25. Wir bestimmen die Dimension von sp(2n; k). Hier nehmen wir
F = (% })in 1.1.24. Eine Matrix M = (4 B) liegt folglich in sp(2n; k) genau
dann, wenn gilt

(o) G3) = -03) (e 0)

Das konnen wir umschreiben zur Bedingung

ct —AT _ ¢ D
DT —-BT N -A -B
Diese Bedingung hinwiederum ist dquivalent zu den Bedingungen C'T = C,

BT = Bund —A" = D. Die Dimension der symplektischen Liealgebra ist damit
dimy sp(2n; k) = n(n + 1) +n? = 2n* + n.

Ergdnzung 1.1.26. Der Ausnahmeisomorphismus s((2) = sp(2) folgt aus der of-
fensichtlichen Relation s[(2) D sp(2) mit Dimensionsargumenten.

Ergdnzung 1.1.27. Der Ausnahmeisomorphismus s[(2) = so0(3) ensteht durch
explizite Rechnung in Koordinaten oder konzeptueller, wenn wir die adjungierte
Darstellung der s((2) mit ihrer Killingform betrachten.

Erginzung 1.1.28. Einen Isomorphismus sl(4) = s0(6) kann man konstruieren
wie folgt: Ist V' ein vierdimensionaler komplexer Vektorraum, so ist /\2 V' sechs-
dimensional und das Dachprodukt gefolgt von einem beliebigen Isomorphismus
A'V 5 C definiert eine symmetrische nichtausgeartete Paarung A\* V x A\*V —
C. Die Operation von SL(V) auf A*V landet nun offensichtlich in den fiir die so
konstruierte Bilinearform orthogonalen Selbstabbildungen von /\2 V. Das Diffe-
rential dieses Homomorphismus SL(4; C) — O(6; C) von Lie-Gruppen ist dann
der gesuchte Isomorphismus von Liealgebren.



Ergdnzung 1.1.29. Um einen Isomorphismus s0(4) = s[(2) x sl(2) zu erhalten,
betrachtet man in der Situation aus 1.1.28 auf unserem vierdimensionalen komple-
xen Vektorraum V' zusitzlich eine nichtausgeartete symmetrische Bilinearform,
deren Stabilisator wir als unser O(4; C) nehmen. Sie induziert Isomorphismen
V 3 V* und damit A*V = A*(V*). Andererseits induziert unsere Paarung von
oben zusammen mit der Wahl eines Erzeugers von /\4 V" auch einen mit der Ope-
ration von SO(4;C) vertriiglichen Isomorphismus AV = (A®V)*. Verwen-
den wir nun noch die kanonische Identifikation (A*V)* = A*(V*) aus [LA2]
4.6.5.9, so erhalten wir insgesamt einen bis auf einen Skalar eindeutig bestimm-
ten Automorphismus von /\2 V, der diesen Raum zerlegt in zwei dreidimensiona-
le Teilrdume, ndmlich seine Eigenrdume. Da das alles kanonisch ist, liefert diese
Konstruktion einen Homomorphismus SO(4;C) — O(3;C) x O(3;C), dessen
Differential dann mithilfe von 1.1.27 der gesuchte Isomorphismus ist. Arbeiten
wir iiber R und wihlen eine Orientierung auf V', so konnen wir eine Identifikation
/\4 V' = R auszeichnen durch die Vorschrift, da3 sie das geordnete Dachprodukt
einer und jeder positiv orientierten Orthonormalbasis auf 1 werfen soll. In die-
sem Fall sind die fraglichen Eigenwerte +1 und unser Automorphismus ist der
Hodge-*-Operator aus [AN2] 10.9.3. Zum Beispiel erhélt man als Basen der bei-
den Summanden in /\2 C* die Ausdriicke e; A ey £ e3 Aey, €1 Aeg £ ey Aes und
e1 NesFesAey fiir jeweils die obere beziehungsweise untere Wahl des Vorzeichens
fiir die beiden Summanden. Hier haben wir auf C* die Bilinearform zugrundege-
legt mit Orthonormalbasis eq, es, €3, €4, so daB also die Liealgebra schlicht aus
allen schiefsymmetrischen Matrizen besteht, und dann kann man die Stabilitit
unserer beiden Summanden auch sehr explizit iiberpriifen.

Ergéinzung 1.1.30. Um einen Isomorphismus sp(4) = so(5) zu erhalten, betrach-
tet man in der Situation aus 1.1.28 zusitzlich auf V' die nichtentartete schiefsym-
metrische Bilinearform, deren Stabilisator eben gerade unser Sp(4;C) ist. Sie
induziert eine Surjektion A\”V = C, deren Kern ein fiinfdimensionaler unter
Sp(4; C) stabiler Teilraum ist, auf dem unsere symmetrische Bilinearform nicht
ausartet. So erhalten wir einen Homomorphismus Sp(4; C) — O(5;C), dessen
Differential der gesuchte Isomorphismus ist.

Definition 1.1.31. Sei £ ein Korper. Gegeben eine nicht notwendig assoziative k-
Algebra (A, -) heilit eine lineare Abbildung 6§ : A — A eine Derivation, wenn sie
die Leibniz-Regel §(a - b) = (da) - b+ a - (6b) Va, b € A erfiillt. Wir bezeichnen
mit Der;, A C End;, A den Untervektorraum der Derivationen von A.

Ubungen

Ubung 1.1.32. Ist g eine Liealgebra, so erhalten wir einen Homomorphismus von
Liealgebren ad : g — gl(g) vermittels der Vorschrift (ad z)(y) := [z, y].



Ergiinzende Ubung 1.1.33. Ein Element x einer endlichdimensionalen Liealgebra
¢ heilt regular, wenn gilt

dim(kerad z) < dim(kerady) Yy € g

Man zeige, daB} die reguldren Elemente einer reellen oder komplexen Liealge-
bra stets eine offene nichtleere Teilmenge bilden. Leser mit Grundkenntnissen
in algebraischer Geometrie mogen auch zeigen, daB sie stets eine Zariski-offene
Teilmenge bilden.

Ubung 1.1.34. Man finde fiir die Liealgebra s[(2; C) eine Basis e, h, f derart, daB
gilt [h,e] = 2e, [h, f] = —2f und [e, f| = h. Man zeige, daB die Liealgebra
s[(2; C) einfach ist.

Ubung 1.1.35. Man zeige, daB die Derivationen einer Algebra A eine Unteralge-
bra der Liealgebra gl(A) der Endomorphismen des k-Vektorraums A bilden.

Ubung 1.1.36. Seien k ein Korper, (A, -) eine nicht notwendige assoziative k-
Algebra, D : A — Aeine Derivation von A, und A := Hau(D; \) der Hauptraum
von D zum Eigenwert . So gilt Ay - A, C A,4,. Hinweis: Man kann bei [AAG]
9.3.3.9 spickeln.

Ubung 1.1.37. Man zeige, daB es bis auf Isomorphismus genau zwei zweidimen-
sionale komplexe Liealgebren gibt.

Ubung 1.1.38. Gegeben eine assoziative Algebra A mit zugehoriger Liealgebra
Ay, gilt stets Der(A) C Der(Ayp).

1.2 Darstellungen von Liealgebren

1.2.1. In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Begriffsbildungen formal
eingefiihrt, die im Zusammenhang mit Matrixliegruppen in [ML] 27.2.1 ausfiihr-
licher motiviert werden.

Definition 1.2.2. Sei k ein Korper. Eine Darstellung einer Liealgebra g iiber £ ist
ein Paar (V, p) bestehend aus einem k-Vektorraum V' und einem Homomorphis-
mus von Liealgebren p : g — gl(V).

Definition 1.2.3. Sei k£ ein Korper. Eine Operation einer Liealgebra g iiber k&
auf einem k-Vektorraum V ist eine bilineare Abbildung g x V' — V, (z,v) — zv
mit der Eigenschaft

z(yv) —y(av) = [z,ylv Vr,y€gveV

Wir werden in diesem Zusammenhang die Klammern oft weglassen und z(yv)
mit xyv abkiirzen.
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1.2.4 (Darstellungen als Operationen). Sei k£ ein Korper und g eine Liealgebra
iiber £ und V' ein k-Vektorraum. So induziert die Bijektion Ens(g x V, V) =
Ens(g, Ens(V,V')) aus dem Exponentialgesetz [GR] 2.1.6.5 eine Bijektion

Operationen von g ~ Liealgebrenhomomorphismen
auf dem Vektorraum V' g — gl(V)

Eine Operation ist also im wesentlichen dasselbe wie eine Darstellung. Ich ver-
wende auch gleichbedeutend die Bezeichnung als g-Modul und verwende die Be-
griffe Unterdarstellung, Quotient, einfache alias irreduzible Darstellung, halbein-
fache Darstellung, isotypische Komponente, Linge und dergleichen, die wir fiir
Moduln iiber beliebigen Ringen, ja Moduln iiber beliebigen Mengen in [NAS] 2.2
folgende eingefiihrt hatten.

Beispiel 1.2.5. Sei V' ein Vektorraum. Die offensichtliche Operation macht V' zu
einer Darstellung von gl(1), der Standarddarstellung von g((1). Im Fall eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist sie im iibrigen auch das Differen-
tial der offensichtlichen Darstellung der Matrix-Liegruppe G = GL(V') durch
Automorphismen von V.

Beispiel 1.2.6. Sei g eine Liealgebra. Die triviale Operation zv = 0 fiir alle
x € gund v € V macht jeden Vektorraum V' zu einer Darstellung von g. Den
Grundkorper £ versehen mit der trivialen Operation nennt man die Einsdarstel-
lung, den Nullvektorraum versehen mit der trivialen Operation die Nulldarstel-
lung unserer Liealgebra.

Definition 1.2.7. Fiir eine Darstellung V' einer Liealgebra g setzen wir
Vi={veV]|zv=0Vx e g}
und nennen die Elemente von /¢ die g-invarianten Vektoren von V.

Vorschau 1.2.8. Gegeben eine stetige endlichdimensionale Darstellung V' einer
zusammenhingenden Liegruppe GG mit Liealgebra g gilt fiir die Ableitung von V'
zu einer Darstellung der Liealgebra stets V¢ = V@ fiir V¢ der Raum der Invari-
anten unter der Gruppenoperation V¢ := {v € V | gv = v Vg € G}. Daher riihrt
die Bezeichnung als ,,Invarianten* im Fall einer allgemeinen Liealgebrendarstel-
lung.

Definition 1.2.9. Eine lineare Abbildung ¢ : V' — W zwischen zwei Darstellun-
gen einer Liealgebra g heiflt ein Homomorphismus von Darstellungen, wenn
gilt p(zv) = zp(v) Yo € V, z € g. Wir notieren die Menge aller solchen Ho-
momorphismen Mod,(V, W) oder, wenn wir den Grundkorper explizit machen
wollen,

Mody, 4(V, W)
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Zwei Darstellungen heiflen isomorph, wenn es zwischen ihnen einen Homomor-
phismus gibt, der ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist.

1.2.10. Die Darstellungen einer Liealgebra g iiber einem Korper £ bilden damit
eine Kategorie. Wir verwenden fiir diese Kategorie die beiden Notationen

g-Mod = Mod,

Stédrker bilden die Darstellungen einer Liealgebra g sogar eine ,,Schmelzkatego-
rie, wie in 1.3.3 ausgefiihrt wird.

Definition 1.2.11. Ein Untervektorraum U einer Darstellung V' einer Liealgebra
¢ heilt eine Unterdarstellung, wenn gilt zv € U Vx € g, v € U. Wir sagen in
diesem Zusammenhang auch, U sei stabil unter g. Eine von ganz V' verschiedene
Unterdarstellung U C V' heif3t eine echte Unterdarstellung von V.

1.2.12. Gegeben eine Darstellung V' sind natiirlich ganz V' und der Nullraum Un-
terdarstellungen. Ist ¢ : V' — W ein Homomorphismus von Darstellungen, so
ist das Bild einer Unterdarstellung von V' eine Unterdarstellung von W und das
Urbild einer Unterdarstellung von W eine Unterdarstellung von V. Insbesondere
ist ker ( eine Unterdarstellung von V' und im ¢ eine Unterdarstellung von V.

Definition 1.2.13. Eine Darstellung einer Liealgebra heifit einfach oder gleich-
bedeutend irreduzibel genau dann, wenn sie nicht Null ist und ihre einzige echte
Unterdarstellung die Nulldarstellung ist.

Satz 1.2.14 (Einfache Darstellungen von sl(2; k)). Sei k ein Korper der Cha-
rakteristik Null.

1. Zu jeder positiven endlichen Dimension gibt es bis auf Isomorphismus ge-
nau eine einfache Darstellung der Liealgebra sl(2; k) von besagter Dimen-
sion;

2. Ist e, h, f eine Basis von sl(2;C) mit [h,e] = 2¢e und [h, f] = —2f und
le, f] = h, so zerfillt jede einfache Darstellung L der Dimension m + 1
unter h in eindimensionale Eigenrdiume

L=L,®Ly2®...®Ls,, ®L_,,

zu den ganzzahligen Eigenwerten m,m —2,...,2—m, —m, und zusdtzlich
folgtaus L; # 0 # Lo bereits f : Lj o — L; sowiee: L; = Ljo.

1.2.15. Die einfachen Darstellungen der Dimensionen 1, 2 und 3 sind die triviale
Darstellung %, die Standarddarstellung k2 und die ,,adjungierte Darstellung*, die
wir in 1.1.32 eingefiihrt haben.
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Erginzung 1.2.16. In positiver Charakteristik konnen die einfachen endlichdi-
mensionalen Darstellungen der Liealgebra s[(2; k) nicht mehr durch ihre Dimen-
sion klassifiziert werden.

Ergdnzung 1.2.17. In [ML] 27.2.3.16 wird ein elementarer Beweis skizziert fiir
die Tatsache, daB jede endlichdimensionale Darstellung der Liealgebra sl(2; C)
eine direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen ist. In dieser Vorlesung
wird das in groBerer Allgemeinheit in 2.1.6 gezeigt.

Beweis. Wir behandeln nur den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Grund-
korpers k und iiberlassen die Verallgemeinerung auf beliebige Grundkorper der
Charakteristik Null dem Leser. Wir miissen (1) zu jeder endlichen Dimension ei-
ne einfache Darstellung konstruieren und (2) zeigen, dal je zwei einfache Darstel-
lungen derselben endlichen Dimension isomorph sind. Wir beginnen mit (2). Die
Liealgebra s[(2; k) hat die Basis

0 1 1 0 00
o) =65 =00

und die Lie-Klammern zwischen den Elementen dieser Basis sind [h,e] = 2e,
[h, f] = —2f, |e, f] = h. Die Elemente e und f heien manchmal auch Erzeu-
gungs- und Vernichtungsoperatoren aus physikalischen Griinden, die hier nicht
ausgefiihrt werden sollen. Sei nun p : s[(2; k) — gl(V) irgendeine Darstellung.
Bezeichne V), = ker(p(h) — p) den Eigenraum von p(h) zum Eigenwert p1 € k.
So gilt

€VM - VH+2 und fVM C V#,Q,

denn aus hv = pw folgt hev = ehv + [h,e]v = epv + 2ev = (u + 2)ev und der
zweite Fall folgt dhnlich aus [h, f] = —2f. Ist V endlichdimensional und V' # 0,
so gibt es sicher A € k mit V) # 0 aber V) o = 0. Fir v € V), gilt dann ev = 0
und hv = A\v. Man priift per Induktion, daf folgt

hfiv = (A—2i)fv fiir alle ¢ > 0,
efv = i(A—i+1)f"lv firalle: > 1.

Insbesondere ist der von den f%v mit i > 0 aufgespannte Teilraum eine Unterdar-
stellung. Ist V' zusitzlich einfach und v # 0, so miissen die f‘v demnach ganz
V aufspannen. Gilt f'v # 0, so sind v, fuv, ..., f'v Eigenvektoren von h zu paar-
weise verschiedenen Eigenwerten und damit linear unabhéngig. Da wir V' end-
lichdimensional angenommen hatten, gibt es folglich d > 1 mit f9v = 0. Wihlen
wir d kleinstmoglich, so ist v, fv, ..., f¢ v eine Basis von V, also d = dim V.
Weiter folgt aus f9% = 0 auch 0 = ef% = d(\ — d + 1)f¢ v und mithin
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A=d~—1,dawirjad # 0und f¥ v # 0 vorausgesetzt hatten. Damit ha-
ben wir gezeigt, daB je zwei einfache Darstellungen von s[(2; k) derselben end-
lichen Dimension d isomorph sind, da namlich die Matrizen von p(e), p(f) und
p(h) in der Basis v, fov, ..., f¢'v nur von d abhingen. Um nun (1) die Exis-
tenz einer irreduziblen Darstellung von sl(2; k) in jeder Dimension zu zeigen,
brauchen wir nur zu priifen, da3 die im Eindeutigkeitsbeweis hergeleiteten For-
meln in der Tat eine Darstellung liefern, daf also fiir jedes d der Vektorraum
mit der Basis vy, vq,...,v4-1 und der Operation gegeben durch fv; = v;,; be-
ziehungsweise fvg_; = 0, ev; = i(d — i)v;_; beziehungsweise evy = 0 und
hv; = (d — 1 — 2i)v; eine einfache Darstellung der Liealgebra s[(2; k) ist. Diese
Rechnung scheint mir jedoch unerfreulich und wenig nahrhaft. Etwas eleganter
priift man mithilfe der Produktregel fiir formale partielle Ableitungen leicht, dal3
die Abbildung p : sl(2; k) — gl(k[X,Y]) gegeben durch die Vorschrift

ple) = X0,
p(f) = Yo,
p(h) = X0,—Y0,

eine Darstellung der Liealgebra s((2; k) ist. Diese Darstellung ist nicht einfach, die
Polynome von festem Totalgrad m bilden vielmehr eine Unterdarstellung L(m) =
k[X,Y]™ der Dimension d = m + 1 mit Basis w; = Y'X™ " firi = 0,...,m.
In dieser Basis wird die Operation von s((2; k) auf L(m) beschrieben durch die
Formeln

ew; = iwi_l
fw; = (m - i>wi+1
hw; = (m —2i)w;

WO Wir w_1 = wy,+; = 0 verstehen. Die Darstellungen L(m) sind einfach, denn
jede von Null verschiedene Unterdarstellung 0 # U C L(m) enthilt notwendig
einen Eigenvektor zu h, also eines der w;, und daraus folgt sofort U = L(m).
Damit haben wir nun auch in etwas iibersichtlicherer Weise zu jeder endlichen
Dimension eine einfache Darstellung gefunden. Die expliziten Formeln gefallen
mir noch besser bei Parametrisierung der Basis nach den Eigenwerten von h. Set-
zen wir genauer w; = u,,_2;, so erhalten wir fiir L.(m) eine Basis bestehend aus
U, Um—2, - - - , U_,p und die Operation unserer Liealgebra wird gegeben durch die
Formeln

euj = ((m—7)/2)u;

fuig = ((m+7)/2)uj—

h’LLj jUj
Der Satz folgt. 0

1.2.18 (Endlichdimensionale Darstellungen von Produkten). Die einfachen end-
lichdimensionalen Darstellungen des Produkts zweier Liealgebren iiber einem al-
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Die einfachen endlichdimensionalen Darstellungen von s[(2; k) in zwei Basen.
Die nach rechts weisenden Pfeile stellen jeweils die Operation von e dar, die
nach links weisenden Pfeile die Operation von f und die Schlaufen die Operation
von h.
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Die Operation auf dem von den v; = f%v aufgespannten Teilraum, in derselben
Weise zu interpretieren wie die obenstehenden Darstellungen.
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gebraisch abgeschlossenen Korper sind gerade die Tensorprodukte von einfachen
Darstellungen der Faktoren. Man folgert das leicht aus [NAS] 3.4.3, etwa indem
man Darstellungen von Liealgebren als spezielle Mengenmoduln auffaf3t. So lie-
fern die im vorhergehenden besprochenen Resultate auch eine Klassifikation der
endlichdimensionalen Darstellungen der Liealgebren sl(2; C)*".

Vorschau 1.2.19 (Beliebige Darstellungen von Produkten). Fiir einfache Dar-
stellungen unendlicher Dimension gilt nichts Vergleichbares mehr. So kann man
etwa diejenigen Darstellungen von sl(2; C)*?, die von den Casimiroperatoren zu
beiden Faktoren annulliert werden, nach dem Lokalisierungssatz mit sogenannten
D-Moduln auf P'C x P'C identifizieren, und fiir i : A — P'C x P'C die dia-
gonale Einbettung entspricht der D-Modul ¢, O einer irreduziblen Darstellung,
die sich nicht als ein Tensorprodukt von irreduziblen Darstellungen der beiden
Faktoren erhalten 1463t. Man konnte das einmal im Rahmen einer Bachelorarbeit
ausfiihren lassen.

Ubungen

Ubung 1.2.20. Ist V eine endlichdimensionale Darstellung von sl(2; k), so sind
alle Eigenwerte von h := diag(1, —1) auf V' ganze Zahlen, und ist weder Null
noch Eins ein Eigenwert von h, so folgt bereits I = 0.

Ubung 1.2.21. Man zeige: Ist ¢, h, f eine Basis von sl(2; k) mit [h, é] = 2¢ und
[h, f] = —2f, so gilt [é, f] = ch fiir einen Skalar ¢ # 0.

Ubung 1.2.22 (Quotientendarstellung). Gegeben U C V eine Darstellung einer
Liealgebra mit einer Unterdarstellung gibt es genau eine Operation besagter Lieal-
gebra auf dem Quotienten V/U derart, daB die kanonische Projektion V' — V/U
ein Homomorphismus von Darstellungen wird.

Ubung 1.2.23. Sei k ein Korper. Man zeige: Fiir alle n > 1 bilden die homogenen
Polynome vom Grad d eine Darstellung

kX, ..., X, ]9

der Liealgebra gl(n; k), wenn man die Standardmatrizen £;; als die Differential-
operatoren —X;0; wirken 1a3t, und fiir char & > d ist diese Darstellung irreduzi-
bel. Im Fall £ = R ist diese Darstellung im iibrigen die Ableitung der offensichtli-
chen Darstellung von GL(n; R) auf R[X, ..., X,,]¥ c Ens(R",R), wie in [ML]
27.2.3.19 ausgefiihrt wird.

Ergiinzende Ubung 1.2.24. Gegeben eine Darstellung von s((2; C), auf der h dia-
gonalisierbar operiert und e, f lokal nilpotent, liegt jeder Vektor in einer end-

lichdimensionalen Unterdarstellung. Stimmt das auch ohne die Forderung, daf3 h
diagonalisierbar operiert? Ich habe mir das selbst gar nicht so genau iiberlegt.
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1.3 Verschmelzung von Darstellungen®

1.3.1. Seien V, W zwei Darstellungen einer Liealgebra g. Durch die Vorschrift
r(v@w) =xv@w+v®rw Ve € gwird V @ W zu einer Darstellung von g,
der sogenannten Tensor-Darstellung. Man priift das durch stures Nachrechnen.

1.3.2. Die Motivation fiir obige Definition der Tensordarstellung kommt aus der
Darstellungstheorie der Liegruppen. In [ML] 27.2.1.16 finden wir, dal gegeben
zwei endlichdimensionale stetige Darstellungen V, I einer Liegruppe G die ab-
geleitete Operation zur Tensordarstellung von G auf V' @ W mit g(v ® w) =
gu®guw gerade gegeben wird durch die Formel z(v®@w) = rv@w+v@zw fiir alle
x € Lie G, so daB} also mit unserer obigen Definition die abgeleitete Darstellung
zu einem Tensorprodukt genau das Tensorprodukt der abgeleiteten Darstellungen
ist.

1.3.3. Im folgenden besprechen die zur Tensordarstellung gehdrigen universellen
Eigenschaften. Gegeben > 0 und Darstellungen Vi, ..., V,, W einer Lielgebra
g iiber einem Korper £ verstehen wir unter einer Verschmelzung von Darstel-
lungen eine multilineare Abbildung f : V3 x ... x V. — W mit

flzvg,ve, .. 0.) + .o+ f(og, e, ... 20,) = xf(v1,09,...,0,) V...

Im Fall » = 0 verstehen wir das speziell als die Forderung x f(x) = 0 fiir alle
x € g. Wir verwenden fiir die Gesamtheit aller derartigen Abbildungen wie in
[LA2] 4.6.2.2 die beiden Notationen

Mod (Vi Y ... Y V,, W) = Hom;(:;(Vl X o X Vi, W)

Unsere Multiverkniipfung multilinearer Abbildungen [LA2] 4.6.2.3 induziert eine
Multiverkniipfung von Verschmelzungen von Darstellungen von g. Unsere univer-
sellen multilinearen Abbildungen

T ViIXx.. . XV, Vi®...0V,

aus [LA2] 4.6.1.1 sind Verschmelzungen fiir diejenige g-Operation auf dem Ten-
sorprodukt, die fiir x € g gegeben wird durch

TV ®... V) =1 ®...0U + ...+ ®... R xV,

im Fall » > 1 und durch die Nulloperation auf dem leeren Tensorprodukt & im Fall
r = 0. Es ist dann klar, dal unsere universellen multilinearen Abbildungen auch
universelle Verschmelzungen von Darstellungen sind, dall also das Vorschalten
von 7 fiir jede weitere Darstellung V' eine Bijektion

Mod (Vi ® ... ®@ V,, W) = Modg4(Vi Y ... Y V,, W)
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liefert. Im Fall » = 0 ist die fragliche Bijektion
Mody 4(k, W) = Mody,4(Y, W)

vertriglich mit der Bijektion von beiden Seiten nach /¢ vermittels des Auswer-
tens bei 1 € k beziehungsweise am einzigen Element * des leeren Produkts. Sind
U, V,W Darstellungen von g iiber k£ und erklidren wir eine Operation von g auf
Homy (V, W) durch die Vorschrift (xf)(v) := z(f(v)) — f(zv), so induziert die
offensichtliche Bijektion Mod (U Y V,W) = Mod (U, Homg(V,W)) eine Bi-
jektion

Modm(U Y V, W) = Mod;w(U, Homk(V, W))

Vorschau 1.3.4 (Darstellungen als Schmelzkategorie). In der in [TSK] 1.1 ein-
gefithrten Terminologie kann man die vorhergehenden Bemerkungen dahinge-
hend zusammenfassen, daf die Darstellungen einer Liealgebra zusammen mit un-
seren Verschmelzungen von Darstellungen und deren Multiverkniipfungen eine
Schmelzkategorie Mod] bilden, die stabil universelle Verschmelzungen hat im
Sinne von [TSK] 1.2.2 und die im Sinne von [TSK] 1.3.3 internes Hom hat. Zu-
sammen mit obiger Bijektion ist genauer Homy(V, W) = (V=W) das interne
Hom nach [TSK] 1.3.3 der Schmelzkategorie der Darstellungen von g. Die defini-
torische Gleichheit Mody, 4(V, W) = Homy(V, W)? von Homomorphismen von
Darstellungen und g-Invarianten in der Darstellung auf dem Raum aller linearen
Abbildungen kann man dann auch verstehen als Spezialfall der natiirlichen Bijek-
tion M(B, Z) = M(Y, B=Z) aus [TSK] 1.3.2 fiir eine beliebige Schmelzkate-
gorie mit Multihom M.

Ubungen

Ubung 1.3.5. Gegeben eine Darstellung V einer Liealgebra g ist die Operation
gV — V,xr®v — zv ein Homomorphismus von Darstellungen. Weiter ist
auch der Liealgebren-Homomorphismus g — Endj V' ein Homomorphismus von
Darstellungen, fiir die adjungierte Operation auf g und die durch 1.3.4 erklirte
Operation auf End; V.

Ubung 1.3.6. Diejenigen Vektoren einer Darstellung V' einer Liealgebra a, die
in einem endlichdimensionalen a-stabilen Teilraum liegen, heilen auch die a-
endlichen Vektoren von V. Man zeige: Ist V' eine Darstellung einer endlichdi-
mensionalen Liealgebra g und a C g eine Unteralgebra, so bilden die a-endlichen
Vektoren von V' einen g-stabilen Teilraum V, C V. Statt g endlichdimensional
brauchen wir sogar schwicher nur annehmen, daf} g fiir die adjungierte Darstel-
lung aus a-endlichen Vektoren besteht.
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Ubung 1.3.7. Sind U, V, W Darstellungen einer Liealgebra g, so sind die kanoni-
schen Isomorphismen von Vektorrdumen

Hom(U,Hom(V,W)) = Hom(U ® V,W)
U(VeW) & UV)eW

Isomorphismen von Darstellungen. Nimmt man im ersten Isomorphismus auf bei-
den Seiten die g-Invarianten, so folgen unmittelbar die ,,Adjunktionsisomorphis-
men* Mody (U, Hom(V, W)) = Mody(U ® V,W). Aus diesen Isomorphismen
folgert man die Vertriglichkeit der Liealgebrenoperation mit vielen anderen ka-
nonischen Abbildungen. Zum Beispiel sind fiir U, V, W, X Darstellungen einer
Liealgebra g die kanonischen Abbildungen ,,Verkniipfen von Abbildungen* und
, Lensorieren von Abbildungen*

Hom(U,V) @ Hom(V,W) — Hom(U, W)
Hom(U,V) ® Hom(W, X) — Hom(U®@ W,V ® X)

stets Homomorphismen von Darstellungen.

Ubung 1.3.8 (Clebsch-Gordan). Man zeige im Fall der Liealgebra s[(2; C), daf
die Darstellungen L(m) ® L(n) und Hom(L(m), L(n)) isomorph sind zu

Lim+n)®Lim+n—2)®...®L(lm —n|)

Hinweis: Man betrachte die Dimensionen der h-Eigenrdume.

Beispiel 1.3.9. Man kann L(2) erhalten, indem man von der Standarddarstellung
E = R3 der Drehgruppe SO(3) ausgeht und diese ableitet und komplexifiziert zu
einer Darstellung E¢ der komplexifizierten Liealgebra so(3; C), die ja bekannt-
lich isomorph ist zu sl(2; C). Die vorherige Ubung zusammen mit [ML] 27.2.2.3
sagt, daB3 die Raume von SO(3)-Verflechtungsoperatoren Fc ® Ec — FE¢ und
Ec ® Ec — C jeweils eindimensional sind. Daraus folgt leicht, dal auch die
Riume von Verflechtungsoperatoren ¥ ® £ — F und £ ® E — R jeweils eindi-
mensional sein miissen. In der Tat wissen wir aus [LA2]4.1.9.6 und [LA2]4.1.6.9,
daf} das Kreuzprodukt und das Skalarprodukt Erzeuger der jeweiligen Rdume von
Verflechtungsoperatoren sind.

Ubung 1.3.10. Ist g eine Liealgebra und 2 € g ® g ein g-invarianter Tensor,
so definiert € fiir beliebige Darstellungen M, N von g einen Endomorphismus
Q€ Endy(M ® N).

Ergiinzende Ubung 1.3.11. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Auf End V
haben wir die Spurform (z,y) + tr(xy). Der in der vorherigen Ubung 1.3.10 er-
kldarte Operator €2y € EndV ® End V liefert als Endomorphismus von V' ® V
gerade die Vertauschung der Tensorfaktoren.
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Ergiinzende Ubung 1.3.12. Gegeben eine Darstellung V' einer Liealgebra und
r > 0 gibt es genau eine Operation der Liealgebra auf der duBeren Potenz A"V
derart, daB die Projektion V¥ — A"V ein Homomorphismus von Darstellun-
gen ist. Gegeben eine Darstellung V' einer Liealgebra und » > 0 gibt es genau
eine Operation der Liealgebra auf der symmetrischen Potenz S"V' derart, daf die
Projektion V" — S"V ein Homomorphismus von Darstellungen ist.

Ubung 1.3.13. Gegeben p, q € N setze man so(p, q) := o(RF™9, J, ) fiir die durch
die Diagonalmatrix mit p Einsen und ¢ Minus-Einsen gegebene Bilinearform J, ,.
Man konstruiere einen Isomorphismus

50(3,1) 5 sl(2;C)

von reellen Liealgebren. Hinweis: Man suche nicht nach einem Isomorphismus
von reellen Vektorrdumen R3*! 2 C2, der solch einen Isomorphismus von Lieal-
gebren induzieren konnte, denn die Endomorphismenringe dieser Darstellungen
sind verschieden. Stattdessen untersuche man die vierdimensionale reelle Darstel-
lung ker (A% (C?) - AZ(C?)) von s[(2; C) und die darauf durch A und eine von
Null verschiedene reelle Volumenform gegebene Bilinearform.

1.4 Nilpotente und auflosbare Liealgebren

Satz 1.4.1 (Liealgebren aus nilpotenten Endomorphismen). Seien V' ein Vek-
torraum iiber einem beliebigen Korper k und g C gl(V') eine endlichdimensionale
Unteralgebra, die aus nilpotenten Endomorphismen von V' besteht. So gilt:

1. Ist V # 0, so gibt es in V einen Vektor v # 0 mit gv = 0;

2. Es gibtin'V eine Fahne 0 = V° Cc V1 C ... C V" = V von Unterriumen
mitgVi C Vil fiiri=1,...,r;

3. Ist V endlichdimensional, so gibt es in V eine Fahne von Unterrdumen
0=VVcWvic..cVyg=VmtdmV,=1iundgV, C V,_, fiir
1=1,...,d;

4. Ist V endlichdimensional, so besitzt V eine Basis, beziiglich derer die Ma-
trizen aller Elemente unserer Liealgebra g echte obere Dreiecksmatrizen
sind.

1.4.2. Bei [Rad87] findet man ein sehr elegantes Argument fiir eine allgemeinere
Aussage unter der Annahme dim V' < oo. Ich wiillte gerne, inwieweit sie sich auf
den hier behandelten Fall verallgemeinern 14t. Das konnte eine nettes Thema fiir
einen Studenten sein.
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Beweis. 1. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Ist z € End(1/) ein nilpoten-
ter Endomorphismus von V/, so ist auch adz € End(End(V)) = End(gl(V))
nilpotent. In der Tat ist (ad z)"(y) fir alle y € gl(V') eine Linearkombinati-
on von Ausdriicken der Gestalt z'yz" . Aus 2" = 0 folgt also (ad z)** = 0.
Wir zeigen nun den ersten Teil durch Induktion iiber die Dimension von g. Sei
dimg > 1undsei L C g maximal unter allen echten Unteralgebren. Unter der ad-
jungierten Operation von L auf g ist L C g eine Unterdarstellung. Wir bilden die
Quotientendarstellung g/ L und erhalten so einen Liealgebren-Homomorphismus
ad : L — gl(g/L). Nach unserer Vorbemerkung besteht adL aus nilpotenten
Endomorphismen von g/L, es gibt also nach Induktionsannahme ein z € g/L,
T # 0 mit (adL)(Z) = 0, oder in anderen Worten ein 2 € g\L mit [L,z] C L.
Das bedeutet hinwiederum, da3 L + kx eine Unteralgebra von g ist, die L echt
umfafit. Da L als maximal angenommen war, gilt notwendig L + kz = g. Nun
betrachten wir W := {v € V | Lv = 0}, benutzen die Induktionsannahme ein
zweites Mal und folgern W # 0. Aus [L, x| C L folgt weiter 21V C W, und da
x nach Annahme nilpotent ist, gibt es v € W mit v # 0 aber xv = 0 und damit
gv = 0.

2. Nach dem Beweis des ersten Teils konnen wir g = L + kx schreiben fiir eine
Unterliealgebra L C g der Kodimension Eins. Mit Induktion iiber die Dimension
von g sehen wir, daB die Filtrierung durch die Teilrdume V (L, 7) aller von Pro-
dukten der Linge 7 aus Elementen von L anullierten Vektoren endlich ist, als da
heif}t, es gibt s mit V' (L, s) = V. Andererseits stabilisiert = diese Filtrierung und
ist nilpotent. Das zeigt, dal wir unsere Filtrierung verfeinern konnen zu einer Fil-
trierung mit der gewiinschten Eigenschaft.

3. Sei allgemeiner p : g — gl(V/) eine endlichdimensionale Darstellung einer be-
liebigen Liealgebra durch nilpotente Endomorphismen. Wir zeigen durch Induk-
tion uiber die Dimension von V', daB eseine Kette 0 = Vo C V; C ... C V; =V
von Unterrdumen gibt mit dimV; = ¢ und gV; C V;_; firi = 1,...,d. Im
Fall V' = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir einen Vektor v € V, v # 0
mit p(g)v = 0. Wir setzen V; = kv und betrachten die Quotientendarstellung
V" = V/V} und die kanonische Projektion can : V' — V/V;. Mit Induktion finden
wir dort eine Kette 0 = Vi C V/ C ... C V;_; = V' wie gewiinscht. Dann setzen
wir V; = can!(V/_,) fiir ¢ > 1 und V; = 0 und sind fertig.

4. Das ist nur eine Formulierung von Teil 3 in Koordinaten. [

Definition 1.4.3. Seien k ein Korper und A eine k-Algebra unter einer (z,y) +—
x - y notierten Verkniipfung. Ein Ideal von A ist ein Untervektorraum I C A mit
A-IClundl-ACI.

1.4.4. Jedes Ideal ist eine Unteralgebra. Null und A sind stets Ideale von A. Die
Summe von Idealen ist ein Ideal. Der Schnitt von Idealen ist ein Ideal. Das von
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einer Teilmenge 7" C A erzeugte Ideal ist definiert als das kleinste Ideal, das
T enthilt, also als der Schnitt aller Ideale, die I' enthalten. Die Ideale in einem
Produkt A; x ... x A, von Algebren sind genau die Produkte I; x ... x I,, von
Idealen der Faktoren.

1.4.5. Ein Ideal I C A einer Ringalgebra mit I # A ist keine Unterringalgebra,
da in ihm das neutrale Element der Multiplikation, wenn es iiberhaupt eines geben
sollte, jedenfalls nicht dasselbe ist wie in A.

Lemma 1.4.6 (Quotienten von Algebren nach einem Ideal). /. Ist [ C A
ein Ideal in einer Algebra, so gibt es auf dem Quotientenvektorraum A/l
genau eine bilineare Verkniipfung derart, daf3 die kanonische Projektion
can : A — A/I ein Homomorphismus von Algebren ist;

2. Der Kern eines Algebrenhomomorphismus ist stets ein Ideal;

3. Ist ¢ : A — B ein Algebrenhomomorphismus und I C A ein Ideal mit
o(I) =0, so gibt es genau einen Algebrenhomomorphismus ¢ : A/I — B
mit Y o can = .

Beweis. Standard. O]

1.4.7. Die Ideale einer Liealgebra g sind genau die Unterdarstellungen der adjun-
gierten Darstellung. Eine Liealgebra ist also irreduzibel genau dann, wenn ihre
adjungierte Darstellung irreduzibel ist. Beim Begriff ,,einfach* passen die Defini-
tionen leider nicht so gut zusammen.

1.4.8. Der Kern von ad ist 3(g) = {z € g | [z,y] =0 Vy € g} und heift das
Zentrum von g. Natiirlich ist 3(g) ein Ideal von g.

Definition 1.4.9. Fiir zwei Untervektorraume U, V' einer Liealgebra g bezeichne
[U,V] C g den Untervektorraum, der von allen Kommutatoren [z, y| mit x € U,
y € V aufgespannt wird.

1.4.10 (Diskussion der Terminologie). Diese Notation verletzt unsere allgemei-
nen Konventionen [GR] 2.2.1.3, nach denen [U, V] eigentlich die Menge aller
Kommutatoren [z,y] mit x € U, y € V bezeichnen miiite. Fiir diese Menge
brauchen wir jedoch in der Lietheorie keine eigene Notation, weshalb wir die all-
gemein vereinbarte Schreibweise ([U, V), zu [U, V] abkiirzen.

1.4.11. Sind I, J Ideale einer Liealgebra, so ist auch [/, J] ein Ideal, wie man
nachrechnet unter Verwendung der Jacobi-Identitét. Fiir jede Liealgebra g ist ins-
besondere [g, g] C g stets ein Ideal. Es heifit die derivierte Liealgebra und ist
das kleinste Ideal I C g derart, da8 der Quotient g/ abelsch ist.

22



Definition 1.4.12. Man erklart fiir jede Liealgebra g induktiv zwei Folgen von
Idealen wie folgt:

1. die absteigende Zentralreihe g° = g, g' = [g,g],..., 0™ = [g,¢'];

2. die abgeleitete Reihe g = g, g™ = [g,¢],...,g" ) = [g@, g@].
Definition 1.4.13. Sei g eine Liealgebra.

1. g heiBt nilpotent, wenn gilt g° = 0 fiir i > 0;

2. g heiBt auflésbar, wenn gilt g = 0 fiir i > 0.

1.4.14. Natiirlich gilt g C g’, jede nilpotente Liealgebra ist also auflosbar. Jede
Unteralgebra und jeder Quotient einer nilpotenten beziehungsweise auflosbaren
Licalgebra ist nilpotent bezichungsweise auflosbar. Ist genauer ¢ : g — ¢’ ein
Homomorphismus von Liealgebren, so erkennt man induktiv o(g’) = (p(g))’
und ¢(g@) = (¢(g))®@ fiir alle 7.

1.4.15. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V' ist jede Unteralgebra
g C gl(V), die aus nilpotenten Endomorphismen von V' besteht, bereits nilpotent
als Liealgebra, da sie sich ndmlich nach 1.4.1 identifizieren 148t mit einer Unteral-
gebra der Liealgebra der echten oberen (d x d)-Dreiecksmatrizen fiir d = dim V.

1.4.16 (Herkunft der Terminologie). Der Begriff ,,auflosbar kommt her von
einem analogen Begriff fiir Gruppen, der hinwiederum seinen Ursprung in der
Galoistheorie hat, genauer in der Frage nach der Auflosbarkeit von polynomialen
Gleichungen durch ,,Ausdriicke in hoheren Wurzeln®.

Definition 1.4.17. Ein Element x einer Liealgebra heifit ad-nilpotent, wenn ad «
als Endomorphismus unserer Liealgebra nilpotent ist.

Satz 1.4.18 (von Engel). Eine endlichdimensionale Liealgebra ist nilpotent genau
dann, wenn jedes ihrer Elemente ad-nilpotent ist.

Beweis. = bleibt dem Leser iiberlassen. Wir zeigen <. Bezeichne g unsere Lie-
algebra. Bemerkung 1.4.15 sagt uns schon mal, dal ad g C gl(g) eine nilpotente
Liealgebra ist. Dann folgern wir 0 = (adg)’ = ad(g’) = ¢’ C ker(ad) =
3(g) = gt =0. O

Ubungen

Ubung 1.4.19. Das Urbild eines Ideals unter einem Algebrenhomomorphismus ist
wieder ein Ideal. Das Bild eines Ideal unter einem surjektiven Algebrenhomomor-
phismus ist wieder ein Ideal.
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Ubung 1.4.20. Sei g eine Liealgebra iiber einem Korper k. Eine Linearform auf g,
die ein Homomorphismus in die Liealgebra gl(1; k) ist, heifit auch ein Charak-
ter von g. Man zeige, dal genau die Linearformen Charaktere sind, die auf der
derivierten Liealgebra [g, g] verschwinden.

Ubung 1.4.21. Die echten oberen Dreiecksmatrizen bilden eine nilpotente Lieal-
gebra, die oberen Dreiecksmatrizen eine auflosbare Liealgebra.

Ubung 1.4.22. Seien V eine zweidimensionale Darstellung einer nilpotenten Lie-
algebra und U C V eine eindimensionale Unterdarstellung. Man zeige: Sind
U und V/U als Darstellungen nicht isomorph, so ist V' isomorph zu U & V/U.
Hinweis: Man iiberlege sich, da} eine nilpotente Liealgebra von oberen (2 x 2)-
Dreiecksmatrizen bereits abelsch sein muf.

Ubung 1.4.23. Sei A eine assoziative Algebra. Man zeige fiir alle z,y € A und
n € Ndie Formel (ad z)"(y) = Y, (7) (—1)"*a'ya"~".

Ubung 1.4.24. (1) Gegeben ein Homomorphismus ¢ : g — g’ von Liealgebren
ist g auflosbar genau dann, wenn ker ¢ und im ¢ auflosbar sind. (2) Sind I, J
zwei auflosbare Ideale in einer Liealgebra g, so ist auch ithre Summe I + J C g
ein auflosbares Ideal. Man betrachte dazu zum Beispiel die Surjektion I + J —»
(I+J)/J. (3) Ist g eine endlichdimensionale Liealgebra, so gibt es in g ein grofites
auflosbares Ideal, das Radikal rad g von g.

Ubung 1.4.25. (char k = 0). Man zeige, daB die Liealgebra sl(n; k) einfach ist.
Hinweis: Besteht ein Ideal von gl(n; k) nicht aus Diagonalmatrizen, so umfaft es
sl(n; k). In der Tat muB} es sicher ein E;; mit i # j enthalten, wie man erkennt
durch Anwenden der ad(E}y). Dann enthdlt es auch [E;;, E;;] = E; — E;; und
dann alle £, = [E;; — Ej;, Ey] fur k # 4, j sowie alle Ey; fiir k& # ¢, j. Dann
enthilt es aber in derselben Weise auch alle EY, fiir £ # [ und alle Ey — Ej;. Man
zeige, daB die Liealgebra s((2; k) in Charakteristik 2 dahingegen nicht einfach ist.

Ubung 1.4.26. Fiir jede Liealgebra L und jedes Element x € L ist adx eine
Derivation von L und die Menge ad(L) C Dery, L ist ein Lie-Ideal. Genauer gilt
sogar [0, ad 2] = ad(dz) V6 € Dery L, x € L.

Ubung 1.4.27 (Satz von Jacobson-Engel). Gegeben eine assoziative Algebra A
mit einer endlichdimensionalen Lie-Unteralgebra g C A, die aus nilpotenten
Elementen von A besteht, gibt es ein r derart, da in A alle Produkte von r Fak-
toren aus g verschwinden. Hinweis: Man wende den Satz 1.4.1 iiber Liealgebren
aus nilpotenten Endomorphismen auf V' = A an.

1.5 Satz von Lie

Satz 1.5.1 (von Lie, abstrakte Form). Jede einfache endlichdimensionale Dar-
stellung einer komplexen auflosbaren Liealgebra ist eindimensional.
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Satz 1.5.2 (von Lie, konkrete Form). Ist V' ein von Null verschiedener endlichdi-
mensionaler komplexer Vektorraum und g C gl(V') eine auflésbare Unteralgebra,
so gibt es einen simultanen Eigenvektor v fiir alle Endomorphismen aus g, in For-
meln einv € V mit v # 0 und gv C Cu.

1.5.3. Beide Sitze gelten mit demselben Beweis iiber jedem algebraisch abge-
schlossenen Grundkorper der Charakteristik Null. In von Null verschiedener Cha-
rakteristik sind sie jedoch im allgemeinen falsch. Zum Beispiel ist die Liealgebra
s[(2) in Charakteristik Zwei auflosbar, ja sogar nilpotent, und dennoch ist ihre
Standarddarstellung k2 einfach. Des weiteren ist die Bedingung endlicher Dimen-
sion wichtig: So bilden etwa das Ableiten 0, der Multiplikationsoperator (X -) und
die Identitit id eine Basis einer auflosbaren Unter-Liealgebra von gl(C[X]) und
der Polynomring C[X] ist eine einfache Darstellung dieser dreidimensionalen auf-
l6sbaren Liealgebra. Fiir eine endlichdimensionale komplexe abelsche Liealgebra
dahingegen ist jede einfache Darstellung bereits endlichdimensional und damit
eindimensional: Diese Aussage ist eng verwandt zum Hilbert’schen Nullstellen-
satz und folgt etwa aus [KAG] 1.6.9.

Beweis. Die beiden Sitze sind sicher dquivalent. Wir zeigen hier die konkrete
Form und fithren den Beweis durch Induktion iiber dim g. Der Fall dim g = 0 ist
klar. Gilt dimg > 0, so gibt es in g ein Ideal / C g der Kodimension 1: In der
Tat ist g/[g, g] eine abelsche Liealgebra, jeder Teilraum darin ist also ein Ideal.
Aus dimg > 0 und g auflgsbar folgt aber g # g, g|, folglich gibt es in g/|[g, g]
einen Teilraum der Kodimension 1 und das Urbild in g eines solchen Teilraums
ist dann unser gesuchtes Ideal /. Nach Induktionsnahme finden wir v € V' mit
v # 0und [v C Cv. Man sieht leicht, daB die Funktion A : I — C gegeben
durch zv = A(z)v linear sein muf3. Wir betrachten den zugehérigen simultanen
Eigenraum V), = {w € V | zw = Az)w Va € I}, der v enthilt und deshalb
von Null verschieden ist. Nach dem anschlieBenden allgemeinen Lemma 1.5.4 gilt
gV C V). Jetzt wihlen wir y € g mit g = [ + Cy. Jeder Eigenvektor v von y in
V\ muBl dann simultaner Eigenvektor aller Endomorphismen aus g sein. 0

Lemma 1.54. (chark = 0) Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung V
einer k-Liealgebra g und I C g ein Ideal ist fiir alle Linearformen A € I* der
simultane Eigenraum V) := {w € V | xw = N a)w Vx € I} eine Unterdarstel-
lung.

Erginzung 1.5.5. Das gilt mit demselben Beweis auch iiber einem beliebigen
Grundkorper k einer Charakteristik char £ > dim V. Ein Gegenbeispiel ist die
Standarddarstellung & der Liealgebra s[(2; k) in Charakteristik Zwei mit dem
Ideal der oberen Dreiecksmatrizen.
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Beweis. In Formeln gilt es zu zeigen, daB gilt zyw = A(z)(yw) VYx €I,y € g,
w € V). Sicher gilt stets

ryw = yrw + [z, ylw
= y(Mz)w) + [z, y)Jw
= A@)(yw) + Mz, y))w

Die Behauptung folgt, wenn wir aus V), # 0 folgern konnen, daB gilt A([z,y]) =
O0Vz e I,y € g. Gegeben y € g und w € V), nicht Null sei dazu n > 0 die grofite
Zahl derart, daB die Vektoren w, yw, y%w, . . ., y™w linear unabhiingig sind. Sei W
der von w, yw, . . ., y"w aufgespannte Teilraum von V. Sicher ist I/ stabil unter .
AuBerdem ist W auch stabil unter 7, genauer zeigt man durch Induktion iiber ¢ aus
ry'w = y(xylw) + [z, y]y~ w fiir z € I, daB alle W; = span(w, yw, . .., y'w)
unter [ stabil sind. Dann folgert man aus derselben Formel mit einer nochmaligen
Induktion fiir z € [ sogar

ry'w € y'zw + Wi_y

Fiir alle x € [ ist also die Matrix von x : W — W in der Basis der y‘w eine obere
Dreiecksmatrix mit lauter Eintragen A(z) auf der Diagonalen und hat folglich die
Spur tr(z|w) = (dim W)A(x). Wenden wir diese Erkenntnis an auf [z, y| und er-
innern, da3 die Spur des Kommutators von zwei linearen Selbstabbildungen eines
endlichdimensionalen Raums wie etwa unseres Raums W stets verschwindet, so
folgt (dim W)A([x,y]) = tr([x, y]|w) = 0. Da nach unseren Annahmen W nicht
der Nullraum ist, folgt A([x, y]) = 0 fur alle z € I. O

Korollar 1.5.6 (Darstellungen auflosbarer Liealgebren). Sei V' eine endlichdi-
mensionale Darstellung einer komplexen auflosbaren Liealgebrag. So gilt:

1. Es gibtinV eine Kette )0 =V, C Vi C ... C V; =V von Unterdarstellun-
gen mit dim'V; = 4;

2. Es gibt eine Basis von V, beziiglich derer die Matrizen von Elementen aus
g alle obere Dreiecksmatrizen sind.

Ergdnzung 1.5.7. Das gilt mit demselben Beweis iiber jedem algebraisch abge-
schlossenen Grundkorper der Charakteristik Null.

Beweis. Man argumentiert ausgehend vom Satz von Lie 1.5.2 analog wie fiir die
Aussagen 2 und 3 von Satz 1.4.1 iiber Liealgebren aus nilpotenten Endomorphis-
men. .

Korollar 1.5.8. Die derivierte Liealgebra einer endlichdimensionalen auflosba-
ren komplexen Liealgebra ist nilpotent.
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Erginzung 1.5.9. Das gilt allgemeiner iiber jedem Grundkorper der Charakteristik
Null, von dem man sich durch Erweiterung der Skalare leicht in den Fall eines
algebraisch abgeschlossenen Grundkorpers retten kann, in dem dann wieder der
hier gegebene Beweis funktioniert.

Beweis. Sei g unsere auflosbare Liealgebra. Nach dem vorhergehenden Korollar
besteht beziiglich einer geeigneten Basis von g die Unteralgebra adg C gl(g)
aus oberen Dreiecksmatrizen, mithin besteht [ad g, ad g] = ad([g, g]) aus echten
oberen Dreiecksmatrizen und ist nilpotent. Da der Kern von ad : [g,g] — gl(g)
im Zentrum von [g, g| liegt, ist damit auch [g, g] selbst nilpotent. O

Ubungen

Ubung 1.5.10 (Darstellungen von nilpotenten Liealgebren). Sei k = k ein al-
gebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik char £ = 0. Man zeige: Je-
de endlichdimensionale Darstellung einer nilpotenten Liealgebra iiber k zerfillt
in eine direkte Summe von Unterdarstellungen, die Hauptrdume fiir alle von der
Operation herkommenden Endomorphismen sind. Hinweis: Man kombiniere das
Korollar 1.5.6 zum Satz von Lie und 1.4.22, um durch Umarrangieren einer Kom-
positionsreihe jeden simultanen Hauptraum als Unterdarstellung zu entlarven und
zu zeigen, daB3 deren Dimensionen sich zur Dimension der ganzen Darstellung
aufaddieren. Alternative: Man zeige mit Induktion iiber n, da3 jedes Element y
mit (ad z)"(y) = 0 den Nullhauptraum von z, ja jeden Hauptraum von x stabili-
siert. Die fraglichen simultanen Eigenwerte sind dann Linearformen auf unserer
Liealgebra und heiflen die Gewichte unserer Darstellung, die zugehorigen simul-
tanen Figenrdume nennen wir die Gewichtsriume, und die zugehdrigen simulta-
nen Hauptriume die verallgemeinerten Gewichtsriume.

Ergiinzende Ubung 1.5.11. Eine Darstellung einer Liealgebra heift lokal endlich,
wenn jeder Vektor in einer endlichdimensionalen Unterdarstellung liegt. Man zei-
ge, dall auch jede lokal endliche Darstellung einer nilpotenten Liealgebra iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper k = k der Charakteristik char k = 0
in die direkte Summe ihrer verallgemeinerten Gewichtsrdume zerfillt.

Ubung 1.5.12. Diese Ubung dient nur der Auffrischung Ihrer Kenntnisse in li-
nearer Algebra. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper k. Sei f : V' — V ein Endomorphismus und
seien A, i, ..., v dessen Eigenwerte. Man zeige, dal} fiir jeden Untervektorraum

W C Vmit f(IW) C W gilt
W = (W NnHau(f|V;\) & (W NHau(f|V;u) & ...& (WnNHau(f|V;v))

Man formuliere auch die Verallgemeinerung auf den Fall eines lokal endlichen
Endomorphismus f eines beliebigen Vektorraums V.

27



1.6 Auflosbarkeitskriterium von Cartan

Satz 1.6.1 (Auflosbarkeitskriterium von Cartan). Seien V ein endlichdimen-
sionaler komplexer Vektorraum und g C gl(V') eine Unteralgebra. Genau dann
ist g auflosbar, wenn gilt tr(xy) =0 Va € [g,9],y € g

1.6.2. Ist g auflosbar, so liegt es nach Korollar 1.5.6 zum Satz von Lie bei ge-
eigneter Basiswahl bereits in den oberen Dreiecksmatrizen. Das zeigt die eine
Richtung. Der Beweis der anderen Richtung braucht einige Vorbereitungen und
wird erst am Ende dieses Abschnitts direkt vor 1.6.7 gegeben.

Ergdnzung 1.6.3. Das Auflosbarkeitskriterium gilt allgemeiner auch iiber jedem
Grundkorper der Charakteristik Null: Durch Erweiterung der Skalare rettet man
sich in den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Grundkorpers der Charakteris-
tik Null, in dem dann wieder der hier gegebene Beweis funktioniert.

Lemma 1.6.4. Sei V' ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum. Ist v =
Ts + Ty, die Jordan-Zerlegung von x € End V, so ist ad z = ad(z;) + ad(z,) die
Jordan-Zerlegung von ad x € End(gl(V')). In Formeln gilt also

ad(zs) = (adx)s wund ad(z,) = (adz),

Beweis. Sicher gilt [ad x5, ad x,] = ad[zg, z,] = 0. AuBerdem ist ad z,, nilpo-
tent nach dem Beginn des Beweises von 1.4.1. Wir miissen damit nur noch zei-
gen, dal ad =4 diagonalisierbar ist. Aber identifizieren wir End V' mit einer Al-
gebra von quadratischen Matrizen vermittels einer Basis vy, . . . , v, aus Eigenvek-
toren von g, sagen wir x,v; = A\;v;, so werden die Standardmatrizen F;; mit
einer Eins in der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte Eigenvektoren zu ad x5, genauer gilt
(ad zs)(E;j) = (A\j — \;) Ey;. Folglich ist mit z auch ad x4 diagonalisierbar. [

Lemma 1.6.5. Sei V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum. Seien zwei
Teilrdume seines Endomorphismenraums EndV O B D A gegeben und sei'l’ :=
{r € EndV | (adz)(B) C A}. Erfiillt ein x € T die Bedingung tr(xz) = 0 fiir
alle z € T, so ist x nilpotent.

1.6.6. Der Beweis des Auflosbarkeitskriteriums beruht auf diesem technischen
Lemma. Ich gebe fiir dies Lemma zwei Beweise. Der erste ist zwar etwas schnel-
ler, hinterldf3t aber bei mir einen schalen Nachgeschmack, da er nicht fiir einen
beliebigen algebraisch abgeschlossenen Grundkorper £ der Charakteristik Null
funktioniert. Deshalb die Alternative.

Beweis. Sei x = xs+ x, die Jordan-Zerlegung von z. So ist ad v = ad x5 + ad x,,
die Jordan-Zerlegung von ad z und aus (ad z)(B) C A folgt mit Ubung [LA2]
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4.3.3.13 zum Bild des halbeinfachen Anteils die Inklusion (ad z5) B C A. In an-
deren Worten liegen alle Eigenrdume von (ad ;) : B — B zu von Null verschie-
denen Eigenwerten bereits in A.

Rest des Beweises im komplexen Fall. Wéhlen wir in V' eine Basis aus Eigen-
vektoren von 7z, und definieren z € EndV durch die Bedingung, dal seine
Matrix in dieser Basis komplex konjugiert ist zur Matrix von xg, so haben wir

Eig(ad z; \) = Eig(ad x4; ) fiir alle A € C und mithin auch (ad z)(B) C A. Aus

tr(zz) = 0 folgt dann aber sofort 5 = 0. O
Rest des Beweises im Allgemeinen. Sei vy, ...,v, eine Basis von V' aus Eigen-
vektoren von xg, sagen wir xsv; = \;u; flir geeignete \; € k. Sei & C k

der von den )\; aufgespannte Q-Untervektorraum. Es gilt zu zeigen £ = 0. Sei
sonst f : & — Q eine nicht-verschwindende QQ-lineare Abbildung. Wir betrach-
ten den Endomorphismus z von V, der definiert wird durch zv; = f(\;)v; fiir

1 =1,...,n. Zunichst zeigen wir z € T'. Natiirlich haben wir
(ad2)(Ey) = (f(N) = F(N))E;
= Ju=XN)E;

fiir alle ¢ und j, also Eig(ad z;p) = @;(,)—, Eig(ad 25; A) und insbesondere
(ad z)(B) C A. Nun ist offensichtlich tr(zz) = > " | A;f(\;). Aus der Annahme
tr(zz) = 0 folgt mithin f(tr(zz)) = > i, f(A)? = 0 und damit f(\;) =0 Vi
im Widerspruch zu unserer Annahme f # 0. O]

Beweis des Cartan’schen Auflosbarkeitskriteriums. Wir zeigen nun die schwie-
rige Implikation aus dem Cartan’schen Auflosbarkeitskriterium 1.6.1. Es reicht
zu zeigen, daB [g, g] nilpotent ist. Mit 1.4.1 reicht es sogar zu zeigen, daf} alle
Elemente = € [g, g] nilpotent sind als Endomorphismen von V. Nach Lemma
1.6.5 miissen wir dazu nur zeigen, daB gilt tr(zz) = 0 fir alle z € End V' mit
[z,9] C [g, g]. Schreiben wir aber x = > _[c;, d;], so ist

tr(zz) = > _tr([ei,di]z) = tr(cild;, 2]) =0

nach Annahme, da ja gilt ¢; € g und [d;, z] € [g, g] fur alle i. Hier haben wir ver-
wendet, daB fiir drei Endomorphismen z, y, z eines endlichdimensionalen Vektor-
raums stets gilt tr(zyz) = tr(zzy) = tr(yzx), also tr([z, y|z) = tr(z[y, 2]). O

Definition 1.6.7. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra iiber einem Korper
k. Die Killingform von g ist die Bilinearform x = x4 : g X g — k auf unserer
Liealgebra, die gegeben wird durch die Vorschrift

k(z,y) = tr((ad z)(ad y))
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1.6.8. Die Killingform ist ein Spezialfall unserer Spurform, wie wir sie in [NAS]
3.6.7 fiir eine beliebige endlichdimensionale Algebra erklirt hatten.

1.6.9. Sicher ist x symmetrisch, k(z,y) = k(y,x). Weiter gilt offensichtlich
k(lx,y], 2) = k(z, [y, 2]) Va,y,2z € g. Letztere Eigenschaft ist so wichtig, daB
sie einen eigenen Namen hat.

Definition 1.6.10. Eine Bilinearform b : g X g — k auf einer Liealgebra g heil3t
invariant, wenn gilt b([z, y|, 2) = b(z, [y, z]) Vz,y, 2 € g.

Ergdnzung 1.6.11. Man nennt diese Eigenschaft manchmal auch die ,,Assoziativi-
tat™ von b. Sie hat jedoch nur oberflachlich mit Assoziativitét im iiblichen Sinne zu
tun. Vielmehr werden wir spéter sehen, dall unsere Eigenschaft bedeutet, daf das
Element b € (g ® g)* invariant ist unter der natiirlichen Operation der Liealgebra
g auf diesem Raum.

Korollar 1.6.12 (Auflosbarkeitskriterium). Eine endlichdimensionale Liealge-
bra g tiber einem Korper der Charakteristik Null ist auflosbar genau dann, wenn
fiir die Killing-Form gilt g | g, g| alias k(z, [y, z]) = 0Vz,y,z € g.

Beweis. Das Cartan-Kriterium 1.6.1 zeigt, dal unsere Bedingung gleichbedeu-
tend ist zur Auflgsbarkeit von ad g. Die kurze exakte Sequenz 3(g) <— g — ad g
zeigt dann, daB3 sie auch gleichbedeutend ist zur Auflosbarkeit von g. 0

Ubungen

Ubung 1.6.13. Man zeige: Die Killingform einer endlichdimensionalen nilpoten-
ten Liealgebra ist Null.

1.7 Reduktive und halbeinfache Liealgebren

1.7.1. Ich erinnere daran, dafl nach 1.1.18 eine Liealgebra irreduzibel heif3t, wenn
sie genau zwei Ideale besitzt, ndmlich sich selber und Null, und einfach, wenn sie
aulBerdem nicht abelsch ist.

Definition 1.7.2. Eine Liealgebra heif3t halbeinfach, wenn sie isomorph ist zu
einem endlichen Produkt von endlichdimensionalen einfachen Liealgebren. Eine
Liealgebra heif3t reduktiv, wenn sie isomorph ist zu einem endlichen Produkt von
endlichdimensionalen irreduziblen Liealgebren.

1.7.3 (Diskussion der Terminologie). In diesem Text wie im {iberwiegenden Teil
der Literatur werden halbeinfache oder reduktive Liealgebren nur iiber Korpern
der Charakteristik Null betrachtet. Wenn Sie diese Bedingung irgendwo vermis-
sen, habe ich vermutlich nur versdumt, sie explizit dazuzuschreiben. Da wir bei ei-
ner halbeinfachen Liealgebra zusitzlich fordern, daf3 sie endlichdimensional sein
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soll, ist in unserer Terminologie nicht jede einfache Liealgebra halbeinfach. In
diesem Licht ist die Terminologie unschon, aber so hat sie sich nun einmal einge-
biirgert.

Beispiele 1.7.4. Die Liealgebra g = 0 ist halbeinfach. Eine von Null verschiede-
ne abelsche Liealgebra ist jedoch nicht halbeinfach, sondern nur reduktiv. Erste
substanzielle Beispiele liefert 2.1.15.

Definition 1.7.5. Eine Darstellung heifit wie in [NAS] 2.3.1 halbeinfach, wenn
sie eine direkte Summe einfacher Unterdarstellungen ist, wenn also fiir besagte
Darstellung V' in Formeln gilt V' = €p,.; V; mit V; C V einfachen Unterdarstel-
lungen. Die Nulldarstellung V' = 0 ist halbeinfach als die ,,leere Summe*‘.

Ergdnzung 1.7.6. Ganz genauso wie in [NAS] 2.3 fiir Moduln iiber Ringen zeigt
man, daB fiir eine Darstellung V' gleichbedeutend sind: (1) V' ist halbeinfach, (2)
V ist eine nicht notwendig direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen, und
(3) jede Unterdarstellung von V' besitzt ein Komplement. Ebenso zeigt man auch,
daB jede Unterdarstellung und jeder Quotient einer halbeinfachen Darstellung hal-
beinfach sind. All das wird der Leser im endlichdimensionalen Fall unschwer als
Ubung selbst zeigen konnen. Im allgemeinen Fall benétigt man jedoch zusétzliche
Ideen und kommt nicht ohne das Zorn’sche Lemma aus.

Beispiel 1.7.7. Die Darstellung C — gl(C?), 1 + (§ }) der abelschen Liealge-
bra C ist nicht halbeinfach. Ganz allgemein ist fiir einen k-Vektorraum V' und
a € End(V) die Darstellung k£ — gl(V'), 1 — a der abelschen Liealgebra & halb-
einfach genau dann, wenn a diagonalisierbar ist tiber dem algebraischen Abschluf3
k, wenn also a halbeinfach ist im Sinne von [LA2] 4.3.3.4.

1.7.8. Per definitionem ist eine Liealgebra reduktiv genau dann, wenn ihre ad-
jungierte Darstellung halbeinfach ist im Sinne von 1.7.5 alias die Summe ihrer
einfachen Unterdarstellungen. Insbesondere ist die Liealgebra einer kompakten
Liegruppe stets reduktiv nach [ML] 27.2.4.12 und [ML] 27.2.2.5.

Satz 1.7.9 (Charakterisierung halbeinfacher Liealgebren). Fiir eine endlich-
dimensionale Liealgebra iiber einem Korper der Charakteristik Null sind gleich-
bedeutend:

1. Unsere Liealgebra besitzt kein von Null verschiedenes abelsches Ideal;
2. Unsere Liealgebra besitzt kein von Null verschiedenes auflosbares Ideal;
3. Unsere Liealgebra ist halbeinfach;

4. Unsere Liealgebra ist die direkte Summe ihrer einfachen Ildeale;

5

. Unsere Liealgebra hat eine nicht ausgeartete Killingform.
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1.7.10. Gegeben eine Liealgebra g und Unteralgebren g, ..., g, sagen wir, die
Liealgebra g zerfalle in das Produkt der g, und schreiben g = g; X ... X g,,
wenn die durch die Addition gegebene Abbildung von der rechten Seite in die
linke Seite ein Isomorphismus von Liealgebren ist. Gleichbedeutend dazu ist, dafl
alle g; Ideale von g sind und unsere Abbildung von der rechten Seite in die linke
Seite ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist. Bezeichnen etwa b C gl(n) die
oberen Dreiecksmatrizen und n C gl(n) die echten unteren Dreiecksmatrizen, so
hitten wir eine Zerlegung gl(n) = b & n als Vektorrdume, aber das wire keine
Zerlegung in ein Produkt von Liealgebren. Wir schicken dem Beweis des Satzes
eine Ergidnzung zur Killingform voraus.

Lemma 1.7.11 (Restriktion der Killingform auf ein Ideal). Die Killingform
eines Ildeals einer endlichdimensionalen Liealgebra stimmt stets iiberein mit der
Einschrdankung der Killingform der ganzen Liealgebra auf besagtes Ideal.

1.7.12. Dasselbe gilt fiir die Spurform jeder endlichdimensionalen Algebra, ver-
gleiche Ubung [NAS] 3.6.18. Der Beweis bleibt derselbe.

Beweis. Ist g unsere Liealgebra und I C g unser Ideal, so behauptet dies Lemma
die Formel
K1 = kgl

Sind ganz allgemein / C g Vektorrdume und ist @ : g — g eine lineare Abbildung
mit a(g) C I, so gilt tr(a) = tr(al|;) fur a|; die Einschrinkung a|; : I — I von a
auf /. Das Lemma ergibt sich mit a = (ad z)(ad y) fiir x,y € I. O

Beweis von 1.7.9. 4 = 3 = 2 & 1 bieten keine Schwierigkeiten.

2 = 5. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Das Radikal der Killingform
K = Kq bezeichnen wir mit

radk = {z € g| k(z,y) =0Vy € g}

Da x invariant ist, mu3 rad x C g ein Ideal sein. Offensichtlich verschwindet
k auf rad k. Mit 1.7.11 folgt, da} die Killingform von rad « verschwindet, nach
dem Auflosbarkeitskriterium 1.6.12 ist damit rad x auflosbar. Gibt es also kein
von Null verschiedenes auflosbares Ideal, so folgt rad x = 0 und die Killingform
ist nicht ausgeartet.

5 = 1. Sel g eine endlichdimensionale Liealgebra. Gegeben ein abelsches Ideal
I C ggilt((adz)(ady))? = Ofiirallex € gundy € I. Folglichist ((ad x)(ad y))
nilpotent, also x(z,y) = tr((adz)(ady)) = O fiir alle x € gund y € [. Damit
gilt [ C rad .

2 = 4. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra ohne von Null verschiedene
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auflosbare Ideale. Ist I C g ein Ideal, so ist auch [+ = {y € g | x(y,I) = 0}
ein Ideal, da die Killingform invariant ist. Auf dem Ideal 7 N/ © verschwindet nun
die Killingform, mithin ist dies Ideal nach dem Auflésbarkeitskriterium 1.6.12
auflosbar. Aus unserer Annahme folgt so 7 N /*+ = 0 und dann erst recht [1, [*] =
0. Mit Dimensionsbetrachtungen folgt dann sogar I & I+ = g. Jedes Ideal von [
beziehungsweise I+ ist damit ein Ideal von g, also besitzen auch I und I+ keine
von Null verschiedenen auflosbaren Ideale. Mit Induktion sehen wir so, daf} sich
g schreiben ldBt als g = I; & ... & [, wobei die [, einfache Ideale von g sind. Ist
nun / C g ein weiteres einfaches Ideal, so folgt I = [I,g| = [I[, 1] ® ... ® [I, ]
und damit [ = [/, [,] = I, fiir ein v. O

Ubungen

Ubung 1.7.13. Gegeben eine reduktive Liealgebra sind die isotypischen Kompo-
nenten im Sinne von [NAS] 2.3.7 ihrer adjungierten Darstellung genau die einfa-
chen Ideale sowie, als isotypische Komponente zur Einsdarstellung, das Zentrum.
Jede reduktive Liealgebra zerfillt mithin in die Summe ihrer einfachen Ideale und
ihres Zentrums. Des weiteren ist jedes Ideal einer reduktiven Liealgebra die direk-
te Summe eines Teils der einfachen Ideale mit einem Untervektorraum des Zen-
trums. Im endlichdimensionalen Fall konnen diese Aussagen auch ohne Riickgriff
auf die allgemeine Theorie leicht bewiesen werden, wie in der folgenden Ubung
angedeutet wird.

Ubung 1.7.14. Gegeben paarweise verschiedene einfache Ideale [, ..., I, einer
Liealgebra g sowie ein abelsches Ideal A C g zeige man, dal die Addition eine
Injektion I; & ... ® [, ® A — g induziert. Des weiteren zeige man unter der
zusitzlichen Annahme I1 & ... ® [, ® A = g, daB jedes Ideal von g die Summe
eines Teils der /,, mit einem Untervektorraum von A ist.

Vorschau 1.7.15. Eine endlichdimensionale Liealgebra iiber einem Korper der
Charakteristik Null ist reduktiv genau dann, wenn jedes auflosbare Ideal bereits in
threm Zentrum liegt. Das werden wir in 2.1.13 aus dem Satz von Weyl folgern.

Ubung 1.7.16. Jedes Ideal einer halbeinfachen Liealgebra ist eine Summe von
einfachen Idealen. Jeder Quotient einer halbeinfachen Liealgebra ist eine halbein-
fache Liealgebra.

Ubung 1.7.17. Jede halbeinfache Liealgebra g ist ihre eigene derivierte Liealge-
bra, in Formeln g = [g, g].

Ubung 1.7.18. Jede reduktive Liealgebra 4Bt sich auf genau eine Weise zerlegen
in das Produkt einer halbeinfachen Liealgebra und einer abelschen Liealgebra,
namlich als g = [g, g] X 3 mit 3 dem Zentrum von g.
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2 Komplexe halbeinfache Liealgebren

2.1 Satz von Weyl

2.1.1. Fiir zwei Darstellungen V, W einer Liealgebra g bezeichnen wir den Raum
aller Homomorphismen von Darstellungen mit Homy(V, W) = Mody(V, W) und
den Raum aller Endomorphismen der Darstellung V' mit End, (V') = Homy(V, V).

Lemma 2.1.2 (Lemma von Schur). Die einzigen Endomorphismen einer ein-
fachen endlichdimensionalen Darstellung einer komplexen Liealgebra sind die
Multiplikationen mit Skalaren. Ist g unsere Liealgebra und L unsere einfache end-
lichdimensionale Darstellung, so gilt demnach in Formeln

End, L = Cidy,

Ergdnzung 2.1.3. Das Lemma gilt mit demselben Beweis iiber einem beliebigen
algebraisch abgeschlossenen Grundkorper.

Beweis. Sei ¢ € End L ein Endomorphismus des Vektorraums L. Da eine einfa-
che Darstellung per definitionem nicht Null ist, hat ¢ mindestens einen Eigenwert
A. Aus ¢ € End, L folgt zusitzlich, daB der zugehorige Eigenraum L) eine Un-
terdarstellung von L ist. Falls L einfach ist, folgt sofort L., = L und damit erhalten
wir dann wie gewiinscht ¢ = \id. [

Erginzung 2.1.4. Die Folgerung des Lemmas gilt auch, wenn wir statt dim L <
oo voraussetzen, dafl L abzihlbare Dimension hat. Um das zu sehen beachte man,
daB} dann &/ = End, L ein Schiefkorper abzihlbarer Dimension iiber C ist. Der
einzige derartige Schiefkorper ist aber C selber, denn géibe es ¢ € E\C, so konnte
 nicht algebraisch sein iiber C, also hitten wir eine Einbettung C(X) — F,
X +— ¢ des Korpers der gebrochen rationalen Funktionen iiber C nach E. Da
aber C(X) iiberabzihlbare Dimension hat iiber C, die (X — \)~! fir A\ € C
sind namlich linear unabhingig iiber C, kann das nicht sein. Die Folgerung des
Lemmas gilt des weiteren auch, wenn wir unsere Liealgebra endlichdimensional
annehmen und mit Koeffizienten in einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen
Korper arbeiten, vergleiche 2.7.1.

2.1.5. Das Lemma gilt nicht, wenn wir C durch R ersetzen. Ein Gegenbeispiel ist
die einfache Darstellung von g = R im reellen Vektorraum L = C, beider A € g
auf L operiert als die Multiplikation mit \i. Wir haben ndmlich in diesem Fall
Endy L = Cid # Rid.

Satz 2.1.6 (von Weyl). Jede endlichdimensionale Darstellung einer komplexen
halbeinfachen Liealgebra ist halbeinfach.
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2.1.7. Der Beweis braucht einige Vorbereitungen und wird erst zu Ende dieses
Abschnitts gegeben. Der Spezialfall sl(2; k) wurde bereits in [ML] 27.2.3.16 so-
zusagen ,,zu Ful3* behandelt. Wir zeigen die Aussage allgemeiner iiber jedem
Grundkorper der Charakteristik Null, vergleiche 2.1.12.

2.1.8 (Verallgemeinerte Casimir-Operatoren). Seien g eine endlichdimensio-
nale Liealgebra und b : g X g — k eine nichtausgeartete invariante Bilinearform.
Fiir jede Darstellung V' von g erkldren wir dann eine lineare Abbildung

Cb:OXIV%V

wie folgt: Wir wiihlen eine Basis z1, . .., 7, von g, bezeichnen mit x!, ... 2" die
beziiglich b duale Basis, charakterisiert durch b(z;, 2 )= d;j, und setzen

Cyp(v) :== inxiv
i=1

Die Abbildung C hidngt nicht von der Wahl der Basis unserer Liealgebra g ab,
aber das wird im Folgenden nicht verwendet und der Beweis dieser Tatsache bleibt
dem Leser tiberlassen.

Lemma 2.1.9. Die Abbildung C), vertauscht mit der Operation von g, in Formeln
gilt also C, € End, V.

Beweis. Das kann man in Koordinaten nachrechnen wie folgt: Entwickeln wir fiir
y € g die Kommutatoren mit Elementen unserer Basen in der Form [z;,y] =
> aijzjund [y,2?] = > bja’, so folgt aus der Invarianz unserer Bilinearform
b([zi, y], ?) = b(ay, [y, 7)) sofort a;; = b;; und damit

yCo(v) = Ch(yv) = Y[y wila'v + 3 wily, 2']v
= Y —ajr;xtv+ Y briadv
=0 ]

Koordinatenfreier Beweis zum Casimir-Operator. Wir konnen den Casimir-Ope-
rator (', zu einer invarianten nicht ausgearteten Bilinearform b auf unserer Lieal-
gebra auch schreiben als die Verkniipfung von Homomorphismen von Darstellun-
gen

VogegeV—-ggeV =V

Die einzelnen Abbildungen sind dabei wie folgt erklirt: Die erste Abbildung wird
induziert von £ — Endi(g) 2 g® g 1 — id — > x; ® «f, falls aF,..., 2}
die duale Basis ist zu einer Basis z1,...,x, von g. Die zweite Abbildung wird
induziert von der inversen Abbildung zu g — g*, y — b( ,y), ' — z}. Da unsere

Bilinearform invariant ist, muf} diese Abbildung auch ein Homomorphismus von
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Darstellungen sein. Die dritte Abbildung entsteht durch zweimaliges Anwenden
der Operation g® V' — V, x @ v — zv. Als Verkniipfung von Homomorphismen
von Darstellungen muf3 dann auch Cj ein Homomorphismus von Darstellungen
sein. ]

Lemma 2.1.10. . Gegeben V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber ei-
nem Korper der Charakteristik Null und g C gl(V') eine halbeinfache Un-
teralgebra ist (x,y) — tr(xy) eine nichtausgeartete invariante symmetri-
sche Bilinearform b = by auf g;

2. Fiir die zugehorige Casimir-Abbildung C = CY gilt tr C' = dim g.

Beweis. Sicher ist unsere Bilinarform symmetrisch und invariant, insbesondere
ist ihr Radikal ein Ideal. Nach dem Cartan-Kriterium 1.6.1 oder 1.6.3 im Fall
eines allgemeinen Grundkorpers der Charakteristik Null ist ihr Radikal sogar ein
auflosbares Ideal in g, also Null. Teil 2 folgt sofort aus den Definitionen. O]

Lemma 2.1.11. Fiir jede endlichdimensionale Darstellung V' einer komplexen
halbeinfachen Liealgebra g gilt V = V% & gV.

2.1.12. Mit gV meinen wir hier den von allen Xv mit X € gund v € V erzeugten
Teilraum und V'® bezeichnet wie immer den Raum der g-Invarianten. Dies Lemma
gilt allgemeiner iiber jedem Grundkorper der Charakteristik Null: Durch Erwei-
terung der Skalare rettet man sich in den Fall eines algebraisch abgeschlossenen
Grundkorpers, in dem dann wieder der hier gegebene Beweis funktioniert.

Beweis. Durch Induktion tiber dim V. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
V' # V9. Betrachten wir den zu unserer Darstellung gehorigen Liealgebrenho-
momorphismus p : g — gl(V/), so ist also p(g) # 0. Wir betrachten nun die zur
halbeinfachen Unteralgebra p(g) C gl(V') gehorige Abbildung C': V' — V wie in
Lemma 2.1.10. Natiirlich zerfillt V' in eine direkte Summe von Hauptrdumen un-
ter C', und wegen C' € End, V' sind alle Hauptriume von C' Unterdarstellungen.
Hitte C' mehr als einen Eigenwert auf 1/, so konnten wir V' als direkte Summe
von zwei Unterdarstellungen echt kleinerer Dimension schreiben und wiren fer-
tig mit Induktion. Wir diirfen also annehmen, dal C' nur einen Eigenwert hat. Da
gilt tr(C') = dim p(g) # 0 nach Lemma 2.1.10, kann dieser Eigenwert nicht Null
sein. Also gilt V' = C'V und V® = 0 und a forteriori V' = gV = Ve p gV ]

Beweis des Satzes von Weyl 2.1.6. Es gilt zu zeigen, dal jede endlichdimensio-
nale Darstellung V' einer halbeinfachen Liealgebra halbeinfach ist. Ist U C V'
eine Unterdarstellung, so liefert die Restriktion von Abbildungen eine Surjekti-
on Hom(V,U) — Hom(U, U) von Darstellungen. Nach Lemma 2.1.11 induziert
diese Surjektion eine Surjektion auf den invarianten Vektoren Hom(V,U)? —»
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Hom(U, U)?®. Fiir jedes Urbild f € Hom(V, U)® von idy € Hom(U, U)? gilt dann
V = U & kerf. Eine offensichtliche Induktion beendet den Beweis. [

Proposition 2.1.13. Eine endlichdimensionale komplexe Liealgebra ist reduktiv
genau dann, wenn jedes auflosbare Ideal bereits in ihrem Zentrum liegt.

2.1.14. Mit Erweiterung des Grundkorpers folgt das fiir jede endlichdimensionale
Liealgebra tiber einem Korper der Charakteristik Null.

Beweis. Nach 1.7.8 ist unsere Liealgebra g genau dann reduktiv, wenn ihre ad-
jungierte Darstellung halbeinfach ist. Daraus folgt einerseits, daB} jedes Ideal eine
Summe von irreduziblen Idealen ist, und andererseits, daf} jedes Ideal ein Vektor-
raumkomplement besitzt, das auch ein Ideal ist. Folglich liegt jedes eindimensio-
nalen Ideal im Zentrum und jedes auflosbare Ideal ist eine Summe von eindimen-
sionalen Idealen und mithin zentral. Liegt umgekehrt jedes auflosbare Ideal im
Zentrum, so ist ad g C gl(g) eine halbeinfache Unteralgebra und nach dem Satz
von Weyl 2.1.6 ist g eine halbeinfache Darstellung von ad g, also ist die adjun-
gierte Darstellung von g halbeinfach, also ist g reduktiv. [

Satz 2.1.15 (Kriterium fiir Halbeinfachkeit). /. Besitzt eine komplexe Lie-
algebra eine treue einfache endlichdimensionale Darstellung, so ist unsere
Liealgebra reduktiv und ihr Zentrum ist hochstens eindimensional;

2. Operiert unsere Liealgebra auflerdem auf besagter Darstellung nur durch
Endomorphismen der Spur Null, so ist unsere Liealgebra halbeinfach.

2.1.16. Insbesondere ist gl(n; C) reduktiv und sl(n; C) halbeinfach. Wollen wir
nur den zweiten Teil des Satzes zeigen, so konnen wir im anschlieBenden Beweis
sogar [ abelsch annehmen und auf diese Weise ohne den Satz von Lie auskom-
men. Der Satz gilt mit demselben Beweis iiber jedem algebraisch abgeschlossenen
Grundkorper der Charakteristik Null.

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung reduktiver Liealgebren aus Ubung
2.1.13 und miissen also zeigen, dal jedes auflosbare Ideal bereits im Zentrum
liegt. Sei dazu g unsere Liealgebra und / C g ein auflosbares Ideal und V' unsere
einfache treue Darstellung. Nach dem Satz von Lie 1.5.2 gibtesv € V, v # 0
mit /v C Co. Natiirlich finden wir A € I* mit Xv = A(X)v VX € [. Nach
1.5.4 ist dann V), eine Unterdarstellung von V', und da sie nicht null ist, folgt V' =
V. Das Bild eines auflosbaren Ideals / C g unter einer einfachen Darstellung
p : g — EndcV in einem endlichdimensionalen Raum V' liegt also stets in der
Menge aller Vielfachen der Einheitsmatrix. Ist unsere Darstellung auch noch treu,
so folgt dim / < 1und [/, g] = 0 und im Fall tr(p(1)|V') = 0 sogar I = 0. O
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Ubungen

Ubung 2.1.17. Fiir V eine Darstellung einer halbeinfache Liealgebra g versteht
man unter dem Casimir-Operator mit einem bestimmten Artikel meist unser C,, :
V — V aus 2.1.8 fiir x die Killingform. Man zeige als Ubung, daB der Casimir-
Operator der Liealgebra s((2; C) in einer Basis ¢, h, f wie in 1.1.34 gegeben wird
durch den Ausdruck (ef + fe)/4+ h*/8 = fe/2 + h(h +2)/8. Auf der (n + 1)-
dimensionalen einfachen Darstellung operiert er durch den Skalar n(n+2)/8, wie
man auf den extremen Gewichtsrdumen leicht nachrechnet.

Ubung 2.1.18. Der Casimir-Operator einer endlichdimensionalen halbeinfachen
Liealgebra iiber einem Korper der Charakteristik Null operiert als die Identitit
auf der adjungierten Darstellung.

2.2 Jordanzerlegung in halbeinfachen Liealgebren

2.2.1. In diesem Abschnitt wird die Jordanzerlegung in halbeinfachen Liealge-
bren eingefiihrt. Gilt es Verwechslungen zu vermeiden, so nennen wir sie die ,,ab-
solute Jordanzerlegung® im Gegensatz zur ,.konkreten Jordanzerlegung* von En-
domorphismen endlichdimensionaler Vektorrdume, wie wir sie in [LA2] 4.3.3.1
betrachtet hatten. Im folgenden bezeichnet x = x4 + x,, stets diese konkrete Jor-
danzerlegung von z € End V.

Satz 2.2.2 (Jordanzerlegung in halbeinfachen Liealgebren). Sei g eine halb-
einfache komplexe Liealgebra.

1. Jedes x € g besitzt genau eine Zerlegung x = s + n mit ad(s) diagona-
lisierbar, ad(n) nilpotent und [s,n| = 0. Diese Zerlegung nennen wir im
folgenden die absolute Jordanzerlegung von z in g;

2. Ist p : g — gl(V) eine endlichdimensionale Darstellung und x = s + n die
absolute Jordanzerlegung von x in g, so ist p(x) = p(s)+ p(n) die konkrete
Jordanzerlegung von p(z) in End V. In Formeln gilt mithin p(s) = p(z)s

und p(n) = p()n;

3. Ist ¢ : g — ¢ ein Homomorphismus von g in eine weitere halbeinfache
Liealgebra ¢’ und x = s+ n die absolute Jordanzerlegung von x in g, so ist
o(x) = ¢(s) + ¢(n) die absolute Jordanzerlegung von ¢(z) in g'.

2.2.3. Teil 2 des vorhergehenden Satzes besagt, daf} die absolute und die konkrete
Jordanzerlegung in allen Zweifelsfillen {ibereinstimmen. Sobald der Satz bewie-
sen ist, diirfen wir es uns also erlauben, ohne weitere Spezifizierung einfach von
der Jordanzerlegung zu reden. Im folgenden Beweis sind die Begriffe ,,halbein-
fach* und ,,nilpotent* und ,,halbeinfacher Anteil* sowie ,,nilpotenter Anteil stets
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im konkreten Sinne zu verstehen, also im Sinne von Endomorphismen endlichdi-
mensionaler Vektorrdume. Ihre auf Elemente abstrakter Liealgebren iibertragene
Bedeutung wird erst im AnschluB eingefiihrt. Dem eigentlichen Beweis des Satzes
schicken wir zwei Lemmata voraus.

Lemma 2.2.4. Jedes halbeinfache Ideal einer endlichdimensionalen komplexen
Liealgebra besitzt ein Vektorraumkomplement, das auch ein Ideal ist.

2.2.5. Unter einem halbeinfachen Ideal einer Liealgebra verstehen wir hierbei ein
Ideal, das als Liealgebra halbeinfach ist.

Beweis. Sei D unsere Liealgebra und g C D unser halbeinfaches Ideal. Wir be-
trachten beziiglich der Killing-Form x von D das orthogonale Komplement / von
g, d.h. den Kern der Abbildung D — g*,x — k(z, ). Soist I C D ein Ideal und
die Killing-Form von D verschwindet identisch auf g N /. Da g N [ ein Ideal von
g ist, muB3 es nach 1.7.16 halbeinfach sein und mit 1.7.9 folgt g N / = 0. Dann
erhalten wir jedoch mit Dimensionsbetrachtungen sofort D = g & [. [

Lemma 2.2.6. Seien V' ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum und g C
gl(V') eine halbeinfache Unteralgebra. Fiir die halbeinfachen und nilpotenten An-
teile der konkreten Jordanzerlegung x = x5 + x,, eines Elements v € g gilt stets
Tg, Ty € .

Beweis. Wir betrachten in gl(V') den Teilraum D := {y € gl(V') | Es gilt [y, g] C
g und fiir jede g-Unterdarstellung W C V gilt yW C W sowie tr(y|w) = 0}.
Nach Lemma 1.6.4 iiber die Jordanzerlegung von ad = und der Funktorialitit der
Jordanzerlegung [LA2] 4.3.3.8 folgt aus y € D schon ys,y, € D. Es reicht al-
so, D = g zu zeigen. Offensichtlich ist D eine Unteralgebra von gl(V'). Wegen
g = [g,g] und da die Spur eines Kommutators stets verschwindet gilt g C D,
und wegen der ersten Bedingung an Elemente von D ist g C D sogar ein Ideal.
Nach 2.2.4 finden wir dann ein Ideal / C D mit D = g & I und insbesondere
[g,I] = 0. Also operiert y € I auf jeder g-Unterdarstellung W C V' durch einen
g-Endomorphismus. Fiir W einfach ist also y|y ein Skalar, und mit tr(y|y ) = 0
folgt y|w = 0. Da V nach dem Satz von Weyl 2.1.6 direkte Summe einfacher
g-Unterdarstellungen ist, folgt weiter y = 0, mithin / = 0 und D = g. [

Beweis von 2.2.2. 1. Man betrachte die konkrete Jordanzerlegung ad = = (ad x)s+
(ad z), von ad z in End g. Nach Lemma 2.2.6 angewandt auf ad g C gl(g) gibt
es s,n € g mitads = (adx)s, adn = (adx),. Das liefert die Existenz einer
absoluten Jordanzerlegung x = s + n. Ist andererseits x = s + n eine absolute
Jordanzerlegung von x in g, so ist notwendig ad x = ad s 4+ adn die konkrete
Jordanzerlegung von ad z in Endg. Das zeigt die Eindeutigkeit.
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2. Sei p : g — gl(V) eine endlichdimensionale Darstellung. Sicher kommutiert
das Diagramm
g—=p(g)—al(V)

adg x ladp(g) p(x) J/adgl p(x)
g—p(g)—=gl(V)

Nach der Funktorialitit der konkreten Jordanzerlegung [LA2] 4.3.3.7 bleibt dies
Diagramm kommutativ, wenn wir von allen Vertikalen den halbeinfachen Anteil
nehmen im Sinne der konkreten Jordanzerlegung. Ebenso bleibt es natiirlich kom-
mutativ, wenn wir iiberall statt z unser s aus seiner absoluten Jordanzerlegung
x = s + n einsetzen. Die beiden so entstehenden Diagramme haben per defini-
tionem dieselbe linke Vertikale (ad, x)s = ady s und damit auch dieselbe mittlere
Vertikale. Das liefert die erste Gleichung einer Gleichungskette

ad,(q) p(s) = (ady() p(2))s = ad, () (p(2)s)

Um die zweite Gleichung zu zeigen, bemerken wir fiir die konkrete Jordanzerle-
gung die Identititen ad(zs) = (ad z)s und ad(x,) = (ad x),, die fiir jeden Endo-
morphismus z eines endlichdimensionalen komplexen Vektorraums aus unseren
allgemeinen Uberlegungen in 1.6.4 folgen. Wenden wir sie auf p(x) € gl(V) an
und schrinken das Resultat auf p(g) ein, ergibt sich die zweite Gleichung. Da
schlieBlich ad,g) : p(g) — gl(p(g)) eine Injektion ist, folgt aus unserer Glei-
chungskette dann wie gewiinscht p(s) = p(z)s.

3. Sei ¢ : g — ¢ ein Homomorphismus von halbeinfachen Liealgebren und sei
xr € g gegeben mit Jordanzerlegung x = s + n. Betrachten wir die adjungierte
Darstellung ady : g' — gl(g’) von ¢/, so folgt aus 2 angewandt auf p = ady o¢p
schon ady ¢(s) halbeinfach sowie ady ¢(n) nilpotent. Die anderen Bedingungen
o(z) = ¢(s) + ¢(n) und [¢(s), ¢(n)] = 0 fiir die Jordanzerlegung sind aber of-
fensichtlich ebenfalls erfiillt. [

Definition 2.2.7. Ein Element x einer Liealgebra g heifit ad-halbeinfach bezie-
hungsweise ad-nilpotent, wenn adz € Endg halbeinfach beziehungsweise nilpo-
tent ist. Bei halbeinfachen Liealgebren nennen wir diese Elemente auch oft kiirzer
nur halbeinfach beziehungsweise nilpotent. Bei der Jordanzerlegung © = s +n
in einer halbeinfachen Liealgebra nennt man s den halbeinfachen Anteil und n
den nilpotenten Anteil von x.

2.2.8. Wie man schon im Fall g = sl(n; C) sieht, sind ,,die meisten* Elemente
einer halbeinfachen Liealgebra halbeinfach. Die nilpotenten Elemente ihrerseits
bilden eine abgeschlossene Teilmenge hoher Kodimension, den sogenannten nil-
potenten Kegel. Wir werden die duBerst interessante Geometrie des nilpotenten
Kegels spiter noch ausfiihrlich studieren.
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Ubungen

Ubung 2.2.9. Sei g eine halbeinfache komplexe Liealgebra. Gegeben Elemente
x,y € gmit [x,y] =0 gilt (z +y)s = x5 + ys und (x + y)n = =y + Yn-

Ubung 2.2.10. Man zeige, daB jede halbeinfache komplexe Liealgebra auch regu-
lare halbeinfache Elemente besitzt. Hinweis: 1.1.33. Leser mit Grundkenntnissen
in algebraischer Geometrie zeigen das allgemeiner iiber jedem algebraisch abge-
schlossenen Korper der Charakteristik Null.

2.3 Wurzelraumzerlegung

2.3.1. Ich erinnere an die simultane Eigenraumzerlegung aus [LA2] 4.7.8.10. Sei-
en genauer V' ein Vektorraum und 7" C End V' ein endlichdimensionaler Unter-
vektorraum seines Endomorphismenraums, der aus diagonalisierbaren und paar-
weise kommutierenden Abbildungen besteht. So besitzt V' unter 7" eine simultane

Eigenraumzerlegung
V= wn

AET™
in die simultanen Eigenrdume V), := {v € V' | zv = A(z)v Vx € T}. Diese
Aussage gilt offensichtlich analog, wenn wir allgemeiner eine lineare Abbildung
T — EndV betrachten, deren Bild die entsprechenden Eigenschaften hat. Die
Menge P(V) := {\ € T | V) # 0} heiit dann die Menge der Gewichte von
V und V) heiBt der Gewichtsraum zu ). Die Wahl des Buchstabens P geht auf
franzosisch poids zuriick.

Beispiel 2.3.2. Wir betrachten in der Liealgebra g = gl(n; k) die Unteralgebra
b C g aller Diagonalmatrizen. So ist das Bild von ady : h — End g ein Unter-
vektorraum von paarweise kommutierenden diagonalisierbaren Endomorphismen
von g und simultane Diagonalisierbarkeit 2.3.1 liefert eine Zerlegung

9:®9>\ mit gy = {z € g | [h,z] = A(h)x Vh € b}

AEebh*

Fir h = diag(hy,...,h,) in h und E;; die Standardmatrix mit einer 1 in der i-
ten Zeile und j-ten Spalte und Nullen sonst haben wir offensichtlich [k, E;;] =
(hi — hj)E;;. Erkldren wir also €; € h* als diejenige Linearform, die einer Diago-
nalmatrix ihren ¢-ten Diagonaleintrag zuordnet, so ergibt sich

[h, Eij] = ((e: — &) (h)) By

und damit P(g) = {e; — ¢, | 1 <14,j < n} als Menge von Gewichten. Wir haben
also go = b und unter der Annahme char k£ # 2 sind die anderen Gewichtsrdume
die Geraden kE;; mit ¢ # j. In Charakteristik Zwei sind dahingegen die anderen
Gewichtsrdume die zweidimensionalen Unterrdume mit Basis F;;, Fj; fiir i < j.
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Definition 2.3.3. Eine Unteralgebra f) C g einer komplexen halbeinfachen Lieal-
gebra g heiB3t eine Cartan’sche Unteralgebra, wenn h erstens abelsch ist, zwei-
tens nur aus halbeinfachen Elementen von g besteht, und wenn es drittens maxi-
mal ist beziiglich Inklusion unter allen Unteralgebren von g, die die beiden ersten
Eigenschaften haben.

Beispiel 2.3.4. In der Liealgebra sl(n; C) bilden die Diagonalmatrizen eine Car-
tan’sche Unteralgebra.

Erginzung 2.3.5. Im Fall einer halbeinfachen komplexen Liealgebra ist eine Car-
tan’sche Unteralgebra eine ,,algebraische Version* des Begriffs eines maximalen
Torus im Fall einer algebraischen Gruppe, vergleiche 2.6.5, oder einer kompakten
Liegruppe, vergleiche [ML] 27.5.1.10.

Ergdnzung 2.3.6. Im allgemeinen versteht man unter einer Cartan’schen Unteral-
gebra einer beliebigen endlichdimensionalen Liealgebra eine nilpotente Unteral-
gebra, die ihr eigener ,,Normalisator ist. Mehr dazu wird in 2.5 diskutiert. Ins-
besondere besprechen wir dort, warum diese Bedingung im halbeinfachen Fall zu
der hier gegebenen Definition dquivalent ist.

Ergdnzung 2.3.7. Eine Liealgebra, die nur aus ad-halbeinfachen Elementen be-
steht, ist stets abelsch: Sonst gibe es ndmlich x mit ad z # 0, also gidbe es y # 0
und A # 0 mit (ad x)(y) = Ay, es folgte (ad y)(x) # 0 aber (ad y)*(z) = 0, und
dann konnte y nicht ad-halbeinfach sein. In 2.3.3 war mithin die erste Bedingung
uiberfliissig. Ich habe sie nur aus didaktischen Griinden mit dazugenommen.

Definition 2.3.8 (Wurzelraumzerlegung). Seien g eine komplexe halbeinfache
Liealgebra und f C g eine Cartan’sche Unteralgebra. Wir benutzen die in unserer
Theorie iibliche Notation A(h) = (A, h) fir A € h*, h € bh. Nach 2.3.1 gilt
9=, ey Oxmit gy = {z € g | [h,2] = (A, h)z Vh € h}. Wir setzen

R(g,h) :={a€b”[a# 0und g, # 0} = P(g)\0

und haben also eine Zerlegung

Die endliche Teilmenge R(g,h) C h* heiBt das Wurzelsystem von g beziiglich
b, seine Elemente heilen die Wurzeln, und die simultanen Eigenrdume g, heilen
die Wurzelriume.

Ergdnzung 2.3.9. Die Terminologie rithrt daher, da3 die Eigenwerte eines En-
domorphismus die Wurzeln seines charakteristischen Polynoms sind. Auf fran-
zosisch heiit das Wurzelsystem systéme de racines, daher der Buchstabe R.
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2.3.10. Insbesondere ist hier g, genau der Zentralisator gy = 34(h) = {z € g |
[h,x] = 0 Yh € b} unserer Cartan’schen b in g.

Beispiel 2.3.11 (Das Wurzelsystem im Typ A,,). Ist g die Liealgebra g = sl(n; C)
und h C g die Unteralgebra aller Diagonalmatrizen mit Spur Null und bezeichnet
weiter ¢; : h — C die Linearform, die einer Diagonalmatrix ihren ¢-ten Diago-
naleintrag zuordnet, so haben wir R(g,h) = {e; —¢; | ¢ # j} und go = b und
go = CEj; fiir « = ¢; — €. Man beachte jedoch, da} die 1, . .., &, nicht linear
unabhingig sind in *, denn die Cartan’sche h besteht ja nur aus Diagonalmatri-
zen mit Spur Null und hat mithin die Dimension dim h = n — 1. Die Bezeichnung
A, ist die Standardbezeichnung fiir dieses ,,Wurzelsystem* in der ,,Theorie der
Wurzelsysteme*.

Satz 2.3.12 (iiber die Wurzelraumzerlegung). Seien g eine halbeinfache kom-
plexe Liealgebra, iy C g eine Cartan’sche und R = R(g,h) C b* das Wurzelsys-
tem. Gegeben \ € b* verwenden wir wie zuvor fiir den zugehorigen Gewichtsraum
die Notation g, = {x € g | [h, 2] = (\, h)x Yh € b}. So gilt:

1. Unsere Cartan’sche ist ihr eigener Zentralisator, in Formeln g, = b;

2. Alle Wurzelrdume sind eindimensional und es gibt sogar fiir jede Wurzel
a € R einen injektiven Homomorphismus s\(2; C) < g von Liealgebren
mit

(C(8 (1)) = Gas C(? 8) = o und C((1) —01) = [8ar 8-a) C b;
3. Das Negative einer Wurzel ist stets eine Wurzel, aber kein anderes Vielfa-

ches einer Wurzel ist wieder eine Wurzel. In Formeln gilt fiir jede Wurzel
a € Rdemnach CaN R = {a, —a};

4. Fiir je zwei Wurzeln o, f € Rmit a + 3 € R gilt [ga, 98] = Gatp-

2.3.13. Wir zeigen die verschiedenen Teile dieses Satzes der Reihe nach, unter-
brochen durch einige Lemmata. Teil 4 wird im Beweis von 2.3.19 mit erledigt.

Lemma 2.3.14. 1. Es gilt [gx, 8,) C 9r+p YA, 1 € b%;
2. Fiir die Killing-Form r von g gilt k(gx, 9,) = 0 falls X # —p;
3. Die Einschrdnkung der Killingform k auf g, ist nicht ausgeartet;

4. Fiir alle Gewichte A € b* induziert die Killingform eine nichtausgeartete
Paarung k : gy X g_\ — C;

43



Beweis. Aus [h,x| = A(h)z und [h,y] = p(h)y folgt mit der Jacobi-Identitit
[h, [z, y]] = (A(h) + pu(h))[z,y]. Das zeigt Teil 1. Aus = € g,, y € g, folgt fiir
jedes v € h* nach dem ersten Teil ((ad z)(ady))(g,) C Gurtpu- Falls A+ 0 £ 0
ist also ((ad x)(ady)) nilpotent und es folgt tr((ad z)(ady)) = x(x,y) = 0 und
damit Teil 2. Fiir z € go gilt schlieBlich schon mal x(z,g,) = 0 Va € R nach
Teil 2. Gilt auch noch x(z,go9) = 0, so folgt x(z,g) = 0 und damit z = 0, da
nach 1.7.9 die Killingform einer halbeinfachen Liealgebra nicht ausgeartet ist.
Fir z € g, gilt allgemeiner x(z,g,) = 0 Vi # —A nach Teil 2. Gilt auch noch
k(z,9-x) = 0, so folgt x(z,g) = 0 und damit z = 0 nach 1.7.9. O

Beweis von 2.3.12.1. Gegeben x € gy verschwindet sicher ad z auf . Ist z =
s + n seine Jordanzerlegung in g, so verschinden nach der Funktorialitét der Jor-
danzerlegung [LA2] 4.3.3.7 auch ad,; s = (ady x)s und adgn = (adyx), auf b.
Folglich enthilt gy mit « auch die halbeinfachen und nilpotenten Anteile s und n
von z. Aufgrund der Maximalitit von b und da die Summe zweier kommutieren-
der halbeinfacher Elemente auch selbst wieder halbeinfach ist, liegt der halbeinfa-
che Anteil s jedes Elements z aus dem Zentralisator g, von b sogar schon selbst in
bh. Damit ist gy nilpotent, denn fiir jedes x € gy istad x = adn : go — go nilpotent
auf go und wir konnen den Satz von Engel 1.4.18 auf die Liealgebra gy anwen-
den. Mit dem Satz von Lie oder genauer seinem Korollar 1.5.6 folgt, da} in einer
geeigneten Basis von g alle ad x fiir # € g durch obere Dreiecksmatrizen gege-
ben werden. Ist nun z € gy gegeben mit ad, z nilpotent, so muf} ad, z in dieser
Basis sogar eine echte obere Dreiecksmatrix sein. Es folgt x(z, go) = 0 und damit
z = 0 nach Lemma 2.3.14. Also besteht g, aus ad4-halbeinfachen Elementen, und
wir wissen ja bereits seit dem Anfang des Beweises, da3 alle adgy-halbeinfachen
Elemente von g, bereits in b liegen. [

Lemma 2.3.15. Fiir jede Wurzel « € R gilt dim|g,, §_o] = 1 und o verschwindet
nicht auf der Gerade [g,,9-o| C b.

Beweis. Seienx € g,,y € g_, und h € h. So gilt

k(h, [z,y]) = K([h, 2], y) = a(h)k(z,y)
oder anders ausgedriickt [g,, g o]t D kera, wo das orthogonale Komplement
beziiglich der Restriktion der Killing-Form auf § zu verstehen ist. Da diese Re-
striktion nach 2.3.14 nicht ausgeartet ist, folgt dim[g,, g_.] < 1. Konnen wir
zusitzlich zeigen, da es x € g, und y € g_,, gibt mit a([x,y]) # 0, so sind wir
fertig. Andernfalls aber wiirden z, y und [z, y| stets eine nilpotente, mithin auf-
l6sbare Unteralgebra von g aufspannen. In einer geeigneten Basis von g wiirden
nach dem Satz von Lie 1.5.6 also ady x und ady y durch obere Dreiecksmatrizen
dargestellt, ja sogar durch echte obere Dreiecksmatrizen, da sie nilpotent sind. Es
folgte k(x,y) = 0 fiir alle x € g, und y € g_,, im Widerspruch zu 2.3.14. O
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Definition 2.3.16. Seien g eine halbeinfache komplexe Liealgebra und f C g eine
Cartan’sche. Wir erkliren fiir jede Wurzel o € R(g, h) ein Element

a’ eph
durch die beiden Bedingungen " € [g,, §—o) und (o, ") = 2.

Vorschau 2.3.17. Wir werden bald lernen, daB das Bild von unserem oV unter dem
Bidualitdtsisomorphismus h — h** die Bedingungen erfiillt, die im ,,abstrakten
Wurzelsystem* R(g, h) C h* die ,,Kowurzel zur Wurzel o charakterisieren.

Beweis von 2.3.12.2&3. Aus der Definition folgt sofort (—a))¥ = —a. Natiirlich
finden wir stets x € g,, ¥y € g_, mit [x,y] = ", und dann gilt [", x| = 22 und
[a¥ y] = —2y, da ja ganz allgemein gilt [h, z] = a(h)z = (o, h)x firalle h € b
und dhnlich fiir y. Somit spannen z, &, y eine zu s((2; C) isomorphe Unteralgebra
g® von g auf, ja es gibt einen Isomorphismus von Liealgebren s[(2; C) = g mit

00) T, ((1)8)'—>y und ((1)—01)*—>av-

Vermittels ad; wird g eine endlichdimensionale Darstellung von g®. Nach der
Definition von o ist Ca¥ & €P, o Bta darin eine Unterdarstellung und diese zer-
fillt nach dem Satz von Weyl 2.1.6 in g* und ein Komplement V. Da «" auf
V C @#0 gt durch eine invertierbare Abbildung operiert, da in anderen Wor-
ten der Null-Eigenraum von " in V' verschwindet, folgt mit unserem Satz 1.2.14
tiber einfache Darstellungen der Liealgebra sl(2;C) aus V' # 0 schon, daf3 der
Eins-Eigenraum von a" nicht verschwindet, in Formeln g, /> # 0 alias a/2 € R.
Fiir alle Wurzeln « mit der Eigenschaft a/2 ¢ R gelten also 2 und 3, und damit
gelten sie notwendig fiir alle Wurzeln. [

2.3.18. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper k& der Charakteristik Null. Ei-
ne Teilmenge R C V heillit wie in [SPW] 29.2.1.2 ein abstraktes reduziertes
Waurzelsystem oder kurz ein abstraktes Wurzelsystem, wenn die folgenden drei
Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Menge R ist endlich, erzeugt V', und enthélt nicht den Nullvektor;

2. Fiir jede Wurzel a € R gibt es eine lineare Abbildung s : V' — V mit
s(a) = —a, s(R) C Rund s(8) — B € Za VB € R;

3. AuBer dem Negativen ist kein Vielfaches einer Wurzel wieder eine Wurzel.

Lassen wir die letzte Bedingung fallen, so sprechen wir von einem nicht notwen-
dig reduzierten Wurzelsystem. Die Abbildung s im zweiten Teil ist wohldefi-
niert, denn ist ¢ eine weitere Moglichkeit, so folgt erst im(ts —id) C ko« und dann
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(ts —id)?> = 0 und damit ist ¢s unipotent. Andererseits aber permutiert ts die
Waurzeln und hat folglich endliche Ordnung, und beides zusammen zeigt ts = id
und speziell s> = id und dann s = ¢. Wir schreiben dann s = s, und nennen s,
die Wurzelspiegelung zu «. Das Element oY € V* mit s,(\) = A — (A, a¥)«
heifit die Kowurzel zu «. Die Fixpunktmenge einer Wurzelspiegelung s, alias
der Kern der zugehorigen Kowurzel heif3t der Spiegel unserer Wurzelspiegelung.
Die von den Wurzelspiegelungen erzeugte Untergruppe W C GL(V') heilt die
Weylgruppe unseres Wurzelsystems.

Satz 2.3.19 (Wurzelsystem einer halbeinfachen Liealgebra). Gegeben ) C g
eine halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen ist

R(g,h) C b

ein reduziertes abstraktes Wurzelsystem im Sinne unserer Definition 2.3.18 und
fiir alle Wurzeln « bildet der Bidualitiitsisomorphismus h = b*™* unser " aus
2.3.16 auf die Kowurzel zu o im Sinne abstrakter Wurzelsysteme 2.3.18 ab.

Beweis. Zunichst einmal zeigen wir, daB R := R(g,h) ganz h* erzeugt. Da-
zu reicht es zu zeigen, daf gilt [ ., kera = 0. Sei also h € b gegeben mit
a(h) =0 VYo € R.So gilt [h,g,] = 0 fiir alle « € R, und da eh gilt [, h] = 0,
ergibt sich A € 3(g) und damit h = 0, da das Zentrum einer halbeinfachen Lie-
algebra Null ist. Nun betrachten wir fiir jede von einer vorgegebenen Wurzel «
linear unabhingige Wurzel 3 # Fa den Teilraum T' := €p,_, gs+ia von g. Er
ist eine g®-Unterdarstellung von g, alle Eigenrdume gz, von o” sind hdchstens
eindimensional nach 2.3.12.2, und «" operiert auf gg;, durch den Eigenwert
(B,a") + 2i. Aus der Darstellungstheorie von sl(2;C) = g* wissen wir nach
1.2.14 aber schon, daB h = ( Q) alias unser o aus 2.3.16 auf einer endlich-
dimensionalen Darstellung nur ganzzahlige Eigenwerte haben kann und dafl mit
n auch —n ein Eigenwert sein muB. Insbesondere ist (5, ") ganzzahlig und der
Eigenwert —(/3, ") kommt auch vor, als da heit, der Wurzelraum gg;, mit
i = — (0, a") ist nicht Null. Erkldren wir also s,, durch s, () := A — (A, a")a, so
hat s, alle von einer Wurzelspiegelung geforderten Eigenschaften und wir folgern,
daB in der Tat R ein abstraktes Wurzelystem ist und o' unter dem Bidualititsiso-
morphismus der Kowurzel zu « entspricht. Dall dies Wurzelsystem reduziert ist,
wissen wir bereits aus 2.3.12.3. 0

Beweis von 2.3.12.4. Da alle Eigenriume von " in unserem 7" aus dem Beweis
von eben eindimensional sind und da die Eigenwerte entweder alle gerade oder al-
le ungerade sind, muf} 7" sogar eine einfache Darstellung von g* = sl((2; C) sein.
Aus unserer expliziten Beschreibung dieser einfachen Darstellungen in 1.2.14
folgt dann [g,, 93] = ga+p falls gilt o, 8, o + f € R und damit 2.3.12.4. ]
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Die Wurzelspiegelung zu einer Wurzel
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2.3.20. Unter einem Morphismus von Wurzelsystemen iiber einem vorgegebe-
nen Korper versteht man eine lineare Abbildung zwischen den zugehorigen Vek-
torrdumen, unter der jede Wurzel auf eine Wurzel oder auf Null abgebildet wird.

Satz 2.3.21 (Klassifikation der halbeinfachen Liealgebren). Ordnen wir jeder
komplexen halbeinfachen Liealgebra g den Dualraum einer Cartan’schen ) C g
mitsamt dem zugehorigen Wurzelsystem R(g,h) C b* zu, so erhalten wir eine
Bijektion auf Isomorphieklassen

Komplexe halbeinfache ~ Komplexe reduzierte
Liealgebren Wurzelsysteme

g > R(g,h) C b*

2.3.22. Der Beweis wird uns eine Weile beschiftigen. Zunichst zeigen wir in
2.4.5, da die Abbildung im Satz insoweit wohldefiniert ist, als je zwei Car-
tan’sche zu isomorphen Wurzelsystemen fiithren. Die Injektivitit und Surjektivitit
werden erst in 3.4.11 als Korollar von 3.4.4 gezeigt werden.

2.3.23. Derselbe Satz gilt mit demselben Beweis, wenn wir statt iiber den kom-
plexen Zahlen iiber einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen Grundkorper
der Charakteristik Null arbeiten.

2.3.24. In [SPW] 29.2.1.16 zeigen wir, daB fiir jeden Korper £ der Charakteristik
Null die Erweiterung der Skalare k®q eine Aquivalenz von Kategorien induziert
zwischen der Kategorie de Wurzelsysteme iiber Q und der Kategorie de Wurzel-
systeme iiber k.

Ubungen

Ubung 2.3.25. Sei g eine halbeinfache komplexe Liealgebra und h C g eine Car-
tan’sche. Man zeige: Die Kowurzeln o spannen h auf. Bezeichnet hg den von
den Kowurzeln iiber Q aufgespannten Teilraum von b, so gilt dimg hgp = dimc b.
Bezeichnet (h*)g den von den Wurzeln iiber Q aufgespannten Teilraum von h*,
so gilt dimg(h*)o = dimc h* und das Einschrianken identifiziert (h*)p mit dem
Dualraum (hg)* von hg, so daBl wir ohne Mehrdeutigkeiten fiirchten zu miissen
schlicht by, schreiben diirfen. Hinweis: 2.3.28.

Ubung 2.3.26 (Rationalitiit und Positivitiit der Killingform). Sei g eine halb-
einfache komplexe Liealgebra und f C g eine Cartan’sche. Bezeichne hg den von
allen Kowurzeln iiber Q aufgespannten Teilraum von h. Man zeige, daB fiir h,t €
ho gilt k(h,t) € Q und daB « positiv definit ist auf hg, also k(h,h) < 0 = h = 0.
Einen alternativen Beweis der Positivitit im Fall der komplexifizierten Liealgebra
einer kompakten Liegruppe mit der komplexifizierten Liealgebra eines maximalen
Torus als Cartan’scher findet man in [ML] 27.5.5.19.
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Erginzung 2.3.27. Seien g eine halbeinfache komplexe Liealgebraund ) C g eine
Cartan’sche und o € h* eine Wurzel. Fiir z,, € g, und y, € g_, mit [2,, yo] = o
folgt aus dem Beginn des Beweises von 2.3.15 leicht k(z,, y,) = k(a¥,a")/2.
Da hier die rechte Seite positiv und rational ist nach 2.3.26, gilt fiir beliebige
xr € goundy € g_, immer noch [z, y] € k(x,y)Qsoa”.

Ubung 2.3.28. Seien k C K Korper. Sei V' ein K-Vektorraum, 2 C V' ein end-
liches Erzeugendensystem von V' und L C V'* ein endliches Erzeugendensystem
seines Dualraums. Gilt (\,a) € k fiir alle A\ € L und o € R, so haben wir
dimy (R)y = dimg V' = dimy (L), fiir die Erzeugnisse von R beziehungsweise L
iiber k und die Einschrinkung identifiziert (L), mit dem Dualraum von (R)j.
Ubung 2.3.29. Die beziiglich Inklusion maximalen auflésbaren Unteralgebren ei-
ner Liealgebra heillen ihre Borel’schen Unteralgebren oder Borel’schen. Sei g
eine halbeinfache komplexe Liealgebra und ) C g eine Cartan’sche und R(g, h)
das Wurzelsystem. Man zeige, dal wir eine Bijektion

Systeme R™ C R(g, h) von ~ Borelsche Unteralgebren,
. — .
positiven Wurzeln die h umfassen

erhalten durch die Vorschrift R — b =5 D @ae e+ Ga-

Ubung 2.3.30 (Wurzelketten). Sei R = R(g, h) das Wurzelsystem einer komple-
xen halbeinfachen Liealgebra. Man zeige: Fiir Wurzeln o, f € R mit o # £ ist
{i € Z | B +ia € R} ein Intervall in Z.

Ubung 2.3.31 (Wurzelsystem vom Typ C,). Die Liealgebra sp(2n; C) besteht
nach 1.1.25 aus allen Blockmatrizen

A B

C D
mit AT = —D, B" = Bund C" = (. Darin bilden die Diagonalmatrixen
diag(hq, ..., hy, —hq,..., —h,) eine Cartan’sche h. Bezeichnet ¢; : h — C die

Abbildung, die einer Matrix ihren i-ten Diagonaleintrag zuordnet, so bilden die ¢;
fir 1 <1 < n eine Basis von §* und wir erhalten als Wurzelsystem

R={%e;te;[1<4,7<n}\0
Erzeuger der Wurzelrdume sind die Matrizen mit A = —D" = E; fiir ¢ # j und
B=C=0mitB = FE;;+ FE; und C = A= D = 0 sowie analog mit C statt .

Ubung 2.3.32 (Wurzelsystem vom Typ D,,). Die Liealgebra so(2n; C) aus 1.1.15
besteht aus allen Blockmatrizen derselben Gestalt wie in der vorhergehenden
Ubung mit A" = —D, BT = —Bund C" = —(. Darin bilden die Diagonalma-
trixen diag(hy, . .., hn, —h1, ..., —h,) eine Cartan’sche h. Bezeichnete; : h — C
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die Abbildung, die einer Matrix ihren i-ten Diagonaleintrag zuordnet, so bilden
die ¢; fiir 1 < ¢ < n eine Basis von h* und wir erhalten als Wurzelsystem

R={te;+¢;|1<i<j<n}

Erzeuger der Wurzelriume sind die Matrizen mit A = —DT = E;j firi # j
und B =C =0, mit B=FE;; — E;;und C = A =D = 0 sowie analog mit
C statt B. Man zeige, daf} die Weylgruppe aus allen Permutationen der ¢; gefolgt
von der Anderung einer geraden Zahl von Vorzeichen besteht. Mehr zu diesem
Wurzelsystem wird in [DHL] 31.1.2.10 und [SPW] 29.2.2.17 diskutiert.

Ubung 2.3.33 (Wurzelsystem vom Typ B,,). Die Liealgebra so(2n + 1;C) aus
1.1.15 besteht aus allen Blockmatrizen

»w £ 2

u v
A B
C D

mita =0,u’ = —s,v’ = —w, AT = =D, B" = —Bund CT = —C. Ei-
ne Cartan’sche h bilden die Diagonalmatrizen diag(0, Ay, ..., hp, —hy, ..., —hy).
Erkldren wir Linearformen ¢; : h — C durch die Vorschrift, daf3 sie einer Matrix
ihren (7 4+ 1)-ten Diagonaleintrag zuordnen, so bilden die ¢; fiir 1 < i < n eine
Basis von h* und wir erhalten als Wurzelsystem

R={%e;te; |1 <i<j<n}U{xe|1<i<n}

Man zeige, dal die Weylgruppe aus allen Permutationen der ¢; gefolgt von einer
beliebigen Anderung der Vorzeichen besteht. Mehr zu diesem Wurzelsystem wird
in [DHL] 31.1.2.11 und [SPW] 29.2.2.17 diskutiert.

Ergiinzende Ubung 2.3.34 (Unterliealgebren zu Unterwurzelsystemen). Sei-
en g O b eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen und
R C b* das Wurzelsystem und R C R eine Teilmenge, die in ihrem Erzeug-
nis selbst ein Wurzelsystem ist und die Eigenschaft hat, da3 die Summe von
zwei Wurzeln aus R/, wenn sie denn in R liegt, bereits in R’ liegen muf. So ist
g =) ,cr(8a + CaY) eine halbeinfache Unteralgebra von g mit Cartan’scher
b := >, cw Ca’ und die Restriktion von Linearformen auf h’ C b induziert
eine Bijektion R' = R(g’, b’). Hinweis: Man zerlege R’ mit [SPW] 29.2.2.14 in
unzerlegbare Wurzelsysteme und zeige mithilfe der Existenz hochster Wurzeln
[SPW] 29.2.5.6 und von Wurzelwegen dorthin im Sinne von [SPW] 29.2.3.10,
daf} unzerlegbare Wurzelsysteme einfache Liealgebren liefern.
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Hier wurde jeder halbeinfachen Liealgebra ein Wurzelsystem zugeordnet, wenn
auch die Bijektivitit auf I[somorphieklassen dieser Zuordnung 2.3.21 noch nicht
fertig bewiesen ist. In [SPW] 29.2.3.7 wird andererseits eine Bijektion auf

Isomorphieklassen zwischen Wurzelsystemen und sogenannten
Dynkindiagrammen konstruiert. Obiges Bild stellt die Verkniipfung dieser
beidem Bijektionen im Spezialfall der klassischen Liealgebren dar und zeigt, wie
naheliegend in diesem Rahmen unsere Ausnahme-Isomorphismen sind. Unter
Htriality* versteht man eine Operation der symmetrischen Gruppe S auf der

Liealgebra s0(8; C). Sie wird erst im Rahmen der Konstruktion der Liealgebra zu
einem Wurzelsystem durch Erzeuger und Relationen 3.4.4 offensichtlich werden.
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2.4 Konjugiertheit von Cartan’schen

Definition 2.4.1. Ein Endomorphismus ¢ einer abelschen Gruppe V' heif3t lokal
nilpotent, wenn es fiir jedes v € V ein N € N gibt mit Vv = 0. Ist V ein
Vektorraum iiber einem Korper der Charakteristik Null, so definieren wir fiir § :
V' — V linear lokal nilpotent eine lineare Abbildung expd : V' — V durch die
Exponentialreihe
omv v &
(expd)(v) :ZF :v+6v+7—l—§+
n>0

Lemma 2.4.2 (Exponential lokal nilpotenter Endomorphismen). Seien Vektor-
raume V, W iiber einem Korper der Charakteristik Null gegeben.

1. Fiir 0 € End 'V haben wir stets exp(0) = id. Sind weiter 6 und &' kommu-
tierende lokal nilpotente Endomorphismen von'V, so ist auch 6 + ¢ lokal
nilpotent und es gilt exp(d+9') = (exp d) o (exp d’). Insbesondere gilt dann
exp(—0) = (expd)~';

2. Ein kommutatives Diagramm

v-l.ow

|l

V—W

mit lokal nilpotenten Vertikalen bleibt kommutativ, wenn wir auf beide Ver-
tikalen exp anwenden. Insbesondere haben wir fiir f invertierbar die Iden-

titit exp(fof~") = fexpd) f~';

3. Ist : V — V nilpotent, so ist auch die zugehorige transponierte Abbildung
6" 2 V* — V* nilpotent und es gilt exp(6") = (expd)’.

Beweis. Bleibt dem Leser iiberlassen. Man benutze fiir die erste Aussage die Iden-
titit exp(x + y) = (expz)(expy) im Ring der formalen Potenzreihen in zwei
Verinderlichen mit Koeffizienten in Q. Man beachte auch, dal} die letzte Aussage
fiir nur lokal nilpotentes o nicht mehr gilt. 0

Lemma 2.4.3 (Exponential lokal nilpotenter Derivationen). Gegeben ein Korper
k der Charakteristik Null, eine k-Algebra A und eine lokal nilpotente Derivation
d: A — Avon A st exp(0) ein Algebrenautomorphismus von A.

2.4.4. Gegeben ein ad-nilpotentes Element = einer endlichdimensionalen Lieal-
gebra iiber einem Korper der Charakteristik Null ist insbesondere exp(ad x) stets
ein Liealgebren-Automorphismus.
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Beweis mit Tensorprodukt. Bezeichne m : A ® A — A die Multiplikation in
unserer Algebra. Ist § eine Derivation, so kommutiert das Diagramm

A A 25 A

o®id +id ®5l J{é

A A 25 A

Ist ¢ lokal nilpotent, so auch § ® id +id ® . Unser Diagramm kommutiert dann
auch noch, wenn wir exp auf beide vertikalen Abbildungen anwenden. Da § ® id
und id ®4 kommutieren, folgt exp(d ® id +1id ®9) = exp(d ® id) o exp(id ®J) =
expd ® expd. O

Beweis ohne Tensorprodukt. Aus 6(ab) = 6(a)b + ad(b) folgt induktiv wie beim
Beweis der binomischen Formel erst 6" (ab) = >°, ()" (a)0"(b) und dann

(exp)(ab) = 3 &,)5]—@ _ (exp)(a) (exp8)(D) -

Satz 2.4.5 (Konjugiertheit von Cartan’schen). Gegeben eine halbeinfache kom-
plexe Liealgebra g mit zwei Cartan’schen h, € C g gibt es stets einen Automor-
phismus o € Aut g mit o(h) = &

Erginzung 2.4.6. Der Beweis zeigt sogar, daf je zwei Cartan’sche konjugiert sind
unter der Untergruppe G C Aut g in der Automorphismengruppe unserer Lieal-
gebra, die von den exp(ad x) mit z € g ad-nilpotent erzeugt wird.

2.4.7. Wir geben fiir diesen Satz zwei Beweise. Der Erste funktioniert iiber je-
dem algebraisch abgeschlossenen Grundkorper der Charakteristik Null, setzt aber
Kenntnisse in algebraischer Geometrie voraus. Der Zweite funktioniert funktio-
niert nur iiber dem Korper der komplexen Zahlen und ist weniger tibersichtlich,
benotigt aber weniger Vorkenntnisse. Ein noch allgemeinerer Satz iiber Cartan’schen
in beliebigen endlichdimensionalen Liealgebren wird in 2.5.6 bewiesen.

Beweis mit algebraischer Geometrie. Das Komplement der Kerne aller Wurzeln
in einer Cartan’schen b heif3t der ,,regulidre Anteil* der besagten Cartan’schen und
wird notiert als
Breg := b\ U ker o
a€R(g,h)
Sicher ist b, Zariski-offen in . Offensichtlich gilt h = ker(adh : g — g) fiir
alle i € b,e,. Die Abbildung

go X ... XggXbreg — @
(z,...,y,h) — exp(adx)...exp(ady)h
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mit dem Produkt iiber alle Wurzeln in einer beliebigen, aber fiir die Dauer dieses
Beweises fest gewihlten Reihenfolge hat nun surjektives, ja bijektives Differential
an allen Tupeln der Gestalt (0, ..., 0, k). Nach dem differentiellen Dominanzkri-
terium, das wir in 2.4.8 in der hier benétigten Form zitieren, umfal3t folglich das
Bild unserer Abbildung eine Zariski-offene nichtleere Teilmenge von g. Analo-
ges gilt fiir unsere zweite Cartan’sche €. Folglich treffen sich die zugehorigen
Bilder und wir finden i € Byeq, k € &ep und 0,7 € G mit o(h) = 7(k) alias
7710 : h — k. Daraus folgt aber sofort (77 'c)(h) = & O

Beweis im Komplexen ohne algebraische Geometrie. Sei g unsere halbeinfache
komplexe Liealgebra und

r := min{dim¢(ker(ad z)) | x € g}

Nach Ubung [AN2] 7.5.22 zu Nullstellen polynomialer Funktionen und [LAT]
3.6.4.13 ist gyeg = {x € g | dim¢(ker(ad xz)) = r} offen und dicht in g, diesmal
fiir die analytische Topologie. Wie bei unserem ersten Beweis sehen wir, diesmal
mit dem Umkehrsatz [AN2] 4.1.2, dal andererseits fiir jede Cartan’sche h C g
die Menge G, offen ist in g. Mithin trifft g,., eine Konjugierte jeder Car-
tan’schen und damit dann auch jede Cartan’sche h. Es folgt sofort » = dim¢ b
und gyeg N h = hree. Nun ist das charakteristische Polynom x(ad z) € C[T] fiir
alle x € g durch T™ teilbar. Die Diskriminante D nach [AL] 6.2.9.13 des Quotien-
ten y(ad z)/T"! ist dann eine polynomiale Funktion auf g, die bei h € b genau
dann von Null verschieden ist, wenn die Werte der Wurzeln «(h) fir a € R
paarweise verschieden und alle nicht Null sind. Diese Funktion D ist also nicht
identisch Null auf g. Andererseits folgt aus D(z) # 0 schon x = x, denn die
Eigenrdume von x5 zu von Null verschiedenen Eigenwerten sind fiir derartige x
eindimensional und aus x # z folgte ker(ad x) C (ker(ad z;)) im Widerspruch
zu dim(ker(ad z5)) = r. Das Komplement der Nullstellenmenge von D ist dem-
nach die Vereinigung iiber alle Cartan’schen fj der Mengen
by = {h € byeg | Die Werte der Wurzeln auf & sind paarweise verschieden }

reg °
Derselbe Beweis wie zuvor zeigt nun, daBd auch GhL, stets offen ist in g. Gegeben
zwei Cartan’sche b, £ mit Gh%y, N GERy, # () folgern wir jedoch wie bei unserem
ersten Beweis, dal es 0 € G gibt mit oh = £ und dal} insbesondere gilt GhEY, =

reg
Gy, Mithin zerfillt {x € g | D(z) # 0} als die disjunkte Vereinigung der

offenen Teilmengen GHEY,, wenn wir b liber ein Représentantensystem fiir die G-
Konjugationsklassen von Cartan’schen laufen lassen Da aber das Komplement der
Nullstellenmenge von D nach [AN2] 7.5.22 zusammenhingend ist, kann es nur

eine derartige Konjugationsklasse geben. 0
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2.4.8. Sei ¢ : C* — C™ eine polynomiale Abbildung. Ist das Differential d,
an mindestens einer Stelle p € C" surjektiv, so umfafit das Bild jeder nichtleeren
Zariski-offenen Menge in C" eine nichtleere Zariski-offene Menge in C™. Das
ist ein Spezialfall des differentiellen Dominanzkriteriums [KAG] 7.4.23 und wird
hier nicht bewiesen.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.4.9 (Reguliire Elemente in Cartan’schen). Sei g eine hal-
beinfache Liealgebra liber einem algebraisch abgeschlossenen Grundkorper der
Charakteristik Null, h C g eine Cartan’sche und R := R(g, h) C h* das Wurzel-
system. Man zeige, daf} die Elemente von b, die im Sinne von 1.1.33 regulir sind
in g, genau die Elemente von h sind, auf denen keine Wurzel verschwindet. Hin-
weis: 2.2.10. Man zeige weiter, dal} die regulidren halbeinfachen Elemente eine
Zariski-offene Teilmenge von g bilden.

2.5 Cartan’sche in allgemeinen Liealgebren®*

2.5.1. Seien g D b eine Liealgebra mit einer Unteralgebra. Der Normalisator
von [ in g ist die Unteralgebra

Ng(h) :={z € g|[x,b] C b}

Natiirlich ist der Normalisator wieder eine Unteralgebra und per definitionem ist
h ein Ideal in Ny(h). Genauer ist der Normalisator von f die grofite Unteralgebra
von g, die b als Ideal umfaft.

Definition 2.5.2. Sei g eine Liealgebra. Eine Unteralgebra h C g heif3t eine Car-
tan’sche, wenn sie nilpotent und selbstnormalisierend alias ihr eigener Normali-
sator ist.

Ergdnzung 2.5.3 (Cartan’sche und Erweiterungen des Grundkorpers). Bei-
de Eigenschaften nilpotent und selbstnormalisierend gelten genau dann, wenn sie
nach einer beliebigen festen Erweiterung des Grundkorpers gelten. Istalso &k C K
eine Korpererweiterung und g eine Liealgebra tiber £ und h C g ein Untervektor-
raum, so ist h C g eine Cartan’sche genau dann, wenn h ®; K C g ®; K eine
Cartan’sche ist.

2.5.4. Sei g endlichdimensionale Liealgebra. Wir setzen
r =rang(g) := min{dimker(ad z) | z € g}

und nennen diese Zahl der Rang unserer Liealgebra. Die Elemente z € g, an
denen das Minimum angenommen wird, heiflen seit 1.1.33 regulér. Die reguldren
Elemente bilden stets eine Zariski-offene Teilmenge g, © g.
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2.5.5. Sei g endlichdimensionale Liealgebra. Wir setzen
s = s(g) := min{dim Hau(ad x;0) | z € g}

Diejenigen Elemente © € g, an denen das Minimum angenommen wird, heilen
generisch. Die generischen Elemente bilden stets eine Zariski-offene Teilmenge
ggen © g. Sie bilden sogar das Komplement der Nullstellenmenge einer von Null
verschiedenen polynomialen Funktion, ndmlich derjenigen Funktion, die jedem
x € g den Koeffizienten von 7" des charakteristischen Polynoms von ad x zuord-
net.

Satz 2.5.6 (Existenz und Eindeutigkeit von Cartan’schen). 1. Jede endlich-
dimensionale Liealgebra g iiber einem Korper der Charakteristik Null be-
sitzt Cartan’sche Unteralgebren, und diese sind genau die Hauptrdume zum
Eigenwert Null Hau(ad x; 0) fiir generische x € g;

2. In einer endlichdimensionalen Liealgebra iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper der Charakteristik Null sind je zwei Cartan’sche kon-
Jugiert unter ihrer Automorphismengruppe, ja unter der von den exp(ad c)
fiir Elemente ¢ mit nilpotentem ad c erzeugten Untergruppe G der Automor-
phismengruppe.

Beweis. 1. Wir kiirzen Hau(ad z;\) = : g} ab und zeigen zunidchst, dafl im
Fall eines Grundkorpers k& der Charakteristik Null der Hauptraum zum Eigenwert
Null g§ fiir jedes generische Element x eine Cartan’sche ist. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit diirfen wir uns auf den Fall eines algebraisch abgeschlosse-
nen Grundkorpers k zuriickziehen. Fiir alle A, 1 gilt nach 1.1.36 sicher [g3, gﬁ] C
93+, Also ist unser Hauptraum zum Eigenwert Null eine Unteralgebra. Sein Nor-
malisator muf} auch in Hauptrdaume unter ad x zerfallen und besteht offensichtlich
nur aus g; selber. Nun zeigen wir, dal g§ auch noch eine nilpotente Liealgebra
ist. Sei ndmlich n C g{ unter allen nilpotenten Unteralgebren, die x enthal-
ten, eine Unteralgebra maximal moglicher Dimension. So verfeinert die simul-
tane Hauptraumzerlegung zu ady n aus 1.5.10 die Hauptraumzerlegung von ad .
Hitten wir dabei
Hau(ad, n:0) € g3

und wéren Af,...,\, € n* die von Null verschiedenen simultanen Eigenwerte
alias Gewichte von g unter der adjungierten Operation von n, so finden wiry € n
mit A\ (y) #0,...,A\-(y) # 0 und es folgte

dim Hau(ad y; 0) < dim Hau(ad ; 0)

im Widerspruch zu unserer Annahme x generisch. Mithin operiert n durch nil-
potente Endomorphismen auf gf/n. Ist dieser Raum nicht Null, so gibt es nach
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Satz 1.4.1 tiber Liealgebren aus nilpotenten Endomorphismen ein Element z € g
mit z ¢ n aber [z,n] C n. Also ist m := kz + n eine auflosbare Liealgebra.
Seien nun py, ..., € m* die Charaktere der einfachen Subquotienten von g
als Darstellung der auflosbaren Liealgebra m C g. Wir listen sie nicht mit ihrer
Vielfachheit, die y; seien also paarweise verschieden. Wegen |z, z] = 0 kommt
der Nullcharakter vor, wir diirfen also ;o = 0 annehmen. Sicher gibt es y € m
mit p1(y) # 0,...,u(y) # 0. Wegen z € m hat ad y dann keinen Eigenwert
Null auf g3 fiir A # 0. Hétte es also einen Eigenwert ungleich Null auf g, so
gilte dim Hau(ad y; 0) < dim Hau(ad z;0) im Widerspruch zu unserer Annah-
me x generisch. Mithin ist auch m eine nilpotente Liealgebra, im Widerspruch
zur Maximalitidt von n. Die verbleibende Aussage von Teil 1, dal umgekehrt auch
jede Cartan’sche ein Hauptraum der beschriebenen Art ist, wird erst im Anschluf3
an den Beweis von Teil 2 gezeigt.

2. Sei h C g eine Cartan’sche. Sicher zerfillt g unter der adjungierten Operation
von b in simultane Eigenrdume. Seien o, ..., € h* die von Null verschiedenen
simultanen Eigenwerte. Wir setzen

hgen = {h€h|a(h)7é07,ﬁ(h)7é0}

Sicher ist das eine Zariski-offene nichtleere Teilmenge von b und fiir alle /2 € bgep
gilt g = b. Jetzt betrachten wir die Abbildung

ga X ... Xgg X Bgen — @
(x,...,y,h) — exp(adx)...exp(ady)h

mit dem Produkt iiber alle von Null verschiedenen Eigenwerte in einer beliebi-
gen, aber fiir diesen Beweis fest gewihlten Reihenfolge. Sie hat surjektives, ja
bijektives Differential an allen Tupeln der Gestalt (0,...,0,h). Nach dem dif-
ferentiellen Dominanzkriterium [KAG] 7.4.23 umfaft folglich das Bild unserer
Abbildung eine Zariski-offene nichtleere Teilmenge von g. Da die Dimension des
(ad z)-Hauptraums zum Eigenwert Null fiir alle Elemente = dieser Teilmenge die-
selbe sein muf3, besteht sie notwendig aus generischen Elementen. Insbesondere
besteht b, aus generischen Elementen. Ist £ C g eine weitere Cartan’sche, so
folgt ebenso, dal G, Zariski-offen ist. Folglich haben G, und G, nicht-
leeren Schnitt. Mithin gibt es i € bgen und 0 € G mit gh € &,,. Dann folgt aber
o(Hau(ad h;0)) = (Hau(ad o(h);0)) alias oy = &.

Nun konnen wir auch den Beweis von Teil 1 zu Ende bringen: Jede Cartan’sche
b besitzt nimlich generische Elemente x, wie man durch Ubergang zu einem al-
gebraischen Abschluf3 und Herunterschneiden auf die urspriingliche Cartan’sche
nunmehr leicht einsieht. Dann aber gilt notwendig b = gg. O
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2.6 Bezug zu algebraischen Gruppen*

Satz 2.6.1 (Adjungierte Gruppe einer halbeinfachen Liealgebra). Gegeben ei-
ne halbeinfache Liealgebra g iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper
k = k der Charakteristik char k = 0 ist die Einskomponente ihrer Automorphis-
mengruppe

(Aut g)° C GL(g)

die eindeutig bestimmte zusammenhdingende abgeschlossene Untergruppe mit Lie-
algebra ad(g). Sie wird erzeugt von den Automorphismen exp(ad x) mit nilpoten-
tenxr c g.

2.6.2. Gegeben eine halbeinfache Liealgebra g iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper k = k der Charakteristik char k& = 0 heift die Einskomponente
(Aut g)° ihrer Automorphismengruppe auch die adjungierte Gruppe. Im Allge-
meinen definiert man die ,,adjungierte Gruppe* einer Liealgebra als die grofite
zusammenhingende abgeschlossene Untergruppe G C GL(g), deren Liealgebra
in ad(g) enthalten ist.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar nach [AAG] 9.3.7.1, da wir ja in Charakteris-
tik Null sind. Nach Ubung [AAG] 9.3.2.35 besteht die Liealgebra der Automor-
phismengruppe einer endlichdimensionalen Algebra stets aus Derivationen, und
da nach ?? im Falle einer halbeinfachen Liealgebra alle diese Derivationen in-
nere Derivationen sind, gilt weiter Lie(Aut g) C Der, g = ad(g). Andererseits
erzeugen die Automorphismen exp(ad z) mit nilpotenten € g aber nach dem
Satz [AAG] 9.2.2.5 iiber irreduzibles Erzeugen eine zusammenhingende abge-
schlossene Untergruppe von Aut g, die nach 2.3.15 und 2.3.25 bereits die richtige
Liealgebra haben muB. O

Beispiel 2.6.3. Sei k ein Korper der Charakteristik char & = 0. Gegeben eine
Matrix = € gl(n; k) haben wir ad x = (z-) — (-x), und da die Linksmultiplikation
kommutiert mit der Rechtsmultiplikation, folgt fiir nilpotentes x und beliebiges y
sofort
(exp(ad x))(y) = (expz)y(expa) ™

Man iiberlegt sich nun ohne groBe Schwierigkeiten, daB die exp x fiir z € sl(n; k)
nilpotent die Gruppe SL(n; k) C GL(n; k) erzeugen, ja diese Gruppe wird sogar
schon erzeugt von allen exp(a£;;) mit a € k und i # j. Die adjungierte Gruppe
der Liealgebra g = sl(n; k) ist mithin das Bild des Gruppenhomomorphismus
Ad : SL(n; k) — GL(sl(n; k)), der einer Matrix A € SL(n; k) die Konjugation
mit A zuordnet, als da heiBt die Abbildung Ad(A) : g — g,y — AyA~L.
Ergdnzung 2.6.4 (Halbeinfachkeit von Gruppen und ihren Liealgebren). Die
adjungierte Gruppe einer halbeinfachen Liealgebra iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper & = k der Charakteristik char k& = 0 ist halbeinfach im

58



Sinne von [AAG] 9.4.8.2. In der Tat hitte sie sonst einen nichttrivialen zusam-
menhéngenden abelschen Normalteiler und dessen Liealgebra wire nach [AAG]
9.3.3.13 ein nichttriviales abelsches Ideal von ad g. Wir folgern, daf} jede affine
algebraische Gruppe GG mit halbeinfacher Liealgebra g bereits selbst halbeinfach
sein muf}, denn ihre adjungierte Darstellung induziert einen Homomorphismus
Ad : G — Aut g, dessen Differential beim neutralen Element bijektiv ist.

Ergdnzung 2.6.5 (Maximale Tori und Cartan’sche Unteralgebren). Gegeben
eine halbeinfache affine algebraische Gruppe G iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper der Charakteristik Null induziert das Bilden der Liealgebra
eine Bijektion

{Maximale Toriin G} — {Cartan’sche in Lie G}

In der Tat besteht die Liealgebra eines maximalen Torus sich aus halbeinfachen
und paarweise kommutierenden Elementen und ist ihr eigener Zentralisator, al-
so maximal mit diesen Eigenschaften. Unsere Abbildung landet also schon mal,
wo sie soll. Da beide Seiten aus einer einzigen GG-Bahn bestehen, muf sie surjek-
tiv sein. Da schlieBlich in Charakteristik Null zusammenhingenden Untergrup-
pen nach [AAG] 9.3.7.1 bereits durch ihre Liealgebra eindeutig bestimmt werden,
folgt auch die Injetivitit.

Ergdnzung 2.6.6. Gegeben G D T eine halbeinfache affine algebraische Grup-
pe iliber einem algebraisch abgeschlossenen Korper der Charakteristik Null mit
einem maximalen Torus und g O b ihre Liealgebren induziert die adjungier-
te Darstellung Ad : G — Autg einen Isomorphismus auf den Weylgruppen
W(G, T) = W(R(g,h)) € GL(b*), wie man etwa aus [AAG] 9.4.11.12 leicht
folgert.

Satz 2.6.7 (Darstellungen reduktiver Gruppen). (k = k). Jede rationale Dar-
stellung einer reduktiven algebraischen Gruppe in Charakteristik Null ist halb-
einfach.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall, da3 unsere Gruppe zusammenhéngend ist.
Dann wird sie erzeugt von ihrem Zentrum, einer diagonalisierbaren Gruppe, und
ihrer derivierten Gruppe, einer halbeinfachen Gruppe. Unter dem Zentrum zerfllt
unsere Darstellung in simultane Eigenrdume, die ihrerseits unter der derivierten
Gruppe stabil sind. Es reicht also, den Fall einer halbeinfachen Gruppe zu betrach-
ten. Nun sind aber nach [AAG] 9.4.6.23 die Unterdarstellungen unter der Gruppe
dieselben wie die Unterdarstellungen unter ihrer Liealgebra, diese Liealgebra ist
halbeinfach nach 2.6.4, und dann sind auch ihre endlichdimensionalen Darstel-
lungen halbeinfach nach dem Satz von Weyl 2.1.6. Ist unsere Gruppe G reduktiv
aber nicht zusammenhéngend, so finden wir zunéchst nach dem bereits behandel-
ten Fall in jeder endlichdimensionalen Darstellung V' genau ein unter der Eins-
komponente E := G° stabiles Komplement des Teilraums V¥ der E-Invarianten.
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Diese Zerlegung ist notwendig G-stabil, und in V¥ finden wir nach dem Satz
von Maschke [NAS] 4.1.1 angewandt auf die endliche Gruppe G/FE auch ein
G-stabiles Komplement des Teilraums V¢ der G-Invarianten. Nun konnen wir
argumentieren wie bei der Herleitung des Satzes von Weyl in 2.1.11. [

Korollar 2.6.8 (Peter-Weyl fiir reduktive Gruppen). (k = k). Gegeben eine
reduktive algebraische Gruppe G in Charakteristik Null induzieren die Matrixko-
effizientenabbildungen einen Isomorphismus von Darstellungen

von G x G°PP mit der iiber alle irreduziblen rationalen Darstellungen von G bis
auf Isomorphie zu bildenden direkten Summe.

Beweis. Gegeben ein beliebiges algebraisches Monoid G und rationale Darstel-
lungen V, W von G liefert das Auswerten einen Homomorphismus

V @ Homy,(V,W)¢ — W

von Darstellungen, wobei auf dem Tensorprodukt die G-Operation gemeint ist,
die nur den ersten Faktor bewegt. Ist V' = L irreduzibel, so ist dieser Homomor-
phismus eine Injektion nach dem Schur’schen Lemma und ihr Bild ist genau die
L-isotypische Komponente von W. Nehmen wir speziell W = O(G) mit der G-
Operation durch (gf)(z) = f(zg) fir x € G, so ist unser Homomorphismus
dquivariant fiir die Rechtsoperation gegeben durch (fg)(z) := f(gx) auf O(G)
und durch die davon abgeleitete Rechtsoperation auf unserem Tensorprodukt, die
nur den zweiten Tensor bewegt. Schlielich beachte man, da3 das Nachschalten
des Auswertens beim neutralen Element einen mit den G-Rechtsoperationen ver-
triiglichen Isomorphismus L* = Homy, (L, O(G)) induziert. O
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Ubungen

Ubung 2.6.9. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V iiber einem Korper
der Charakteristik Null erhalten wir einen Isomorphismus

sI(V) = Der(End(V))

vermittels der Abbildungsvorschrift X — ad(X). Hinweis: ?? und 1.1.38. Diese
Aussage kann auch als infinitesimale Version von [DHL] 31.1.7.2 verstanden und
davon ausgehend bewiesen werden.

2.7 Lemma von Schur fiir Liealgebren*

Satz 2.7.1 (Lemma von Schur). Der Endomorphismenring einer irreduziblen
Darstellung einer endlichdimensionalen Liealgebra iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper besteht nur aus den skalaren Vielfachen der Identitiit.

2.7.2. Ist unser Korper iiberabzihlbar, insbesondere also im Fall der komplexen
Zahlen, kann man das direkt und einfacher aus [NAS] 3.2.6 folgern. Man erhélt
dann die Aussage sogar noch allgemeiner fiir Liealgebren abzidhlbarer Dimension,
vergleiche 2.1.4. Die hier als Satz 2.7.1 formulierte Version wird auch als Lemma
von Quillen zitiert.

Beweis. Sei k = k unser algebraisch abgeschlossener Korper, g unsere Liealge-
bra und V' unsere irreduzible Darstellung. Gegeben ein Endomorphismus unserer
Darstellung a € End} V gilt es zu zeigen a € kidy. Da wir k algebraisch abge-
schlossen angenommen hatten, reicht es zu zeigen, da}3 a algebraisch ist iiber £.
Nun koénnen wir V' nach ?? zu einem Modul iiber k[X] ®; U(g) machen, indem
wir X als a operieren lassen. Gegeben ein von Null verschiedener Vektor v € V
betrachten wir die Filtrierung von V' durch die

V== (k[X] @, U(g)~") v

Offensichtlich ist dann der assoziierte graduierte Vektorraum gr V' ein zyklischer
graduierter Modul iiber dem Ring R := k[X] ®j S(g), versehen mit der Gradu-
ierung, bei der S(g) die iibliche Graduierung trigt, k[X] aber ganz im Grad Null
konzentriert ist. In anderen Worten ist gr V' ein Quotient unseres Rings nach einem
geeigneten homogenen Ideal /. Nun wissen wir nach [KAG] 6.6.16, dal} der Ring
R/I eine endliche Filtrierung durch homogene Ideale besitzt, deren Subquotien-
ten jeweils bis auf Verschieben der Graduierung isomorph sind zu gewissen R/p;
fiir homogene Primideale p; C R. Gehen wir zu einem geometrischen Bild iiber,
so entsprechen die Primideale p; C R irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen

Y; @ Max R = k x g*
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Die Projektion jeder dieser irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen auf die erste
Koordinate besteht nun entweder nur aus einem Punkt, oder aber sie ist dicht. Ist
f € k[X] ein von Null verschiedenes Polynom, das an allen Stellen verschwindet,
an denen eines unserer Y; in der Faser enthalten ist, so operiert k[X, f~!] torsi-
onsfrei auf allen Lokalisierungen (R/p;) ;. Damit sind unsere (R/p;)  sogar freie
k[ X, f~']-Moduln, da ihre homogenen Komponenten jeweils endlich erzeugt sind
tiber dem Hauptidealring k[X, f~']. Dann ist auch (grV); = (R/I); ein freier
k[ X, f~']-Modul und damit schlieRlich sogar auf V;. Wiirde nun f nicht durch
Null auf V' operieren, so miite es auf dieser einfachen Darstellung durch einen
Automorphismus operieren und wir hitten V; = V' und das wire ein von Null ver-
schiedener freier Modul iiber k[X, f~!] im Widerspruch dazu, daB alle Elemente
dieses Rings durch Automorphismen auf der einfachen Darstellung V' operieren
miissen. Folglich operiert f durch Null auf V, als da heift, es gilt f(a) = O und a
ist algebraisch iiber k. O
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3 Konstruktion der halbeinfachen Liealgebren

3.1 Freie Liealgebren

3.1.1. Wir notieren die Kategorie der Liealgebren tiber einem Korper £ als Lalg;,.

Definition 3.1.2. Gegeben eine Menge / und ein Korper £ definiert man eine freie
k-Liealgebra iiber [ als ein Paar (L, can) bestehend aus einer k-Liealgebra L und
einer Abbildung can : I — L derart, daf fiir jede k-Liealgebra g das Vorschalten
von can eine Bijektion

Lalg,(L,g) — Ens(I, g)

zwischen Homomorphismen von Liealgebren und Abbildungen von Mengen in-
duziert. Diese Bedingung nennt man auch die universelle Eigenschaft der freien
k-Liealgebra iiber I.

3.1.3 (Eindeutigkeit freier Liealgebren). Sind can : [ — Lund can’ : [ — L'
zwei freie Liealgebren iiber derselben Menge I, so gibt es genau einen Liealgebren-
Homomorphismus ¢ : L — L’ mit pocan = can’, und der ist ein Isomorphismus,
was ich anhand des folgenden Diagramms erklédren will.

S~ T

id=py  id=typ

L

In der Tat gibt es ja nach universellen Eigenschaften von can’ : [ — L’ auch genau
einen Liealgebren-Homomorphismus ¢ : L' — L mit ¢ o can’ = can. Weiter
gibt es aus demselben Grund auch genau einen Liealgebren-Homomorphismus
( : L — L mit ( ocan = can. Da sowohl ¢ = id als auch {( = ¥y diese
Eigenschaft haben, folgt id = ¥ ¢. Analog folgt auch id = ¢, so daBl ¢ und ¥
zueinander invers sein miissen.

Proposition 3.1.4. Gegeben ein Korper k und eine Menge [ existiert stets eine
freie k-Liealgebra iiber I.

3.1.5. Wir notieren im Sinne unserer allgemeinen Konventionen [TF] 4.8.10 die
freie k Liealgebra iiber einer Menge [ als

Lalg, I
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3.1.6. Wir geben zwei Beweise fiir diese Aussage. Der Erste geht ,,liber unnotig
viele Pisse, aber auf bekannten Wegen®. Besonders unschon an diesem ersten
Beweis ist, daB er den Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt benétigt, dessen Beweis
ja beim besten Willen kein Selbstldufer war. Der zweite Beweis ist recht direkt,
benutzt aber Argumente, die Ihnen weniger vertraut sein mogen und die erst im
anschlieBenden Abschnitt ausgefiihrt werden.

Erster Beweis. Wir betrachten den ,,Polynomring iiber % in durch I indizierten
nicht-kommutierenden Variablen X; fiir ¢ € I wie in [NAS] 3.7.1 oder auch im
zweiten Beweis von ??, in unseren verschiedenen Notationen also die k-Ringalgebra

k|'X; |ielI]=k[I] =Ralg,I=FkMon"I)
Dann betrachten wir darin die von besagten Variablen erzeugte Unter-Liealgebra

Um zu sehen, daf} sie die geforderte universelle Eigenschaft hat, betrachten wir
das Diagramm
Ens(Z, g)

Ens(7,U(g))

|
Lalg,(L, g) Ralgk(Ralg; 1,U(g))

Es gilt zu zeigen, daB3 die linke Vertikale ein Isomorphismus ist. Dazu konstruieren
wir eine rechtsinverse Abbildung. Sicher induziert fiir o : I — g der zugehorige
Homomorphismus von Ringalgebren ¢ : Ralg, I — U(g) einen Homomorphis-
mus von Liealgebren ¢ : L — g, denn nach Poincaré-Birkhoff-Witt ?? ist die
kanonische Abbildung eine Injektion g < U(g). Die Zuordnung ¢ — ¢ ist dann
offensichtlich die gesuchte Rechtsinverse unserer linken Vertikale. [

Zweiter Beweis. Eine alternative und in meinen Augen natiirlichere Konstrukti-
on geht aus von der ,freien Algebra Alg, I iiber der Menge I, wie sie in 3.3.9
konstruiert wird, einer Art ,,Polynomring iiber £ in nicht-kommutierenden nicht-
assoziativen durch ¢ € [ indizierten Variablen ohne Konstanten®. Wir notieren
ihre Verkniipfung (a,b) — a - b. Teilen wir das zweiseitige Ideal R heraus, das
von allen Elementen (a-a) und (a-(b-¢))+ (b-(c-a))+(c-(a-b)) mita,b,a € A
erzeugt wird, so ergibt sich offensichtlich eine Liealgebra. Dafl das die gesuchte
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freie Liealgebra iiber [ ist, will ich anhand des folgenden Diagramms erldutern.

can \\
AlgpT---- %3
\ ///;
(Alg) I/R)

Sei also g eine Liealgebra. Zunichst 146t sich jede Abbildung ¢ : I — g auf
genau eine Weise zu einem Algebrenhomomorphismus ¢ : Alg, I — g fortsetzen
aufgrund der universellen Eigenschaft der freien Algebra. Fiir diese Fortsetzung
gilt nun p(R) = 0, da g eine Liealgebra ist. Nach der universellen Eigenschaft des
Quotienten faktorisiert sie damit in eindeutiger Weise iiber den Quotienten nach
R und wir erhalten das gesuchte . [

Erginzung 3.1.7. Gegeben eine angeordnete Menge [ versteht man unter einem
Lyndon-Wort im Alphabet / der Linge n ein n-Tupel von Elementen von [
derart, daB fiir jede Trennung unseres Wortes in zwei Teilworter der erste Teil
lexikographisch echt kleiner ist als der zweite Teil. Man kann zeigen, daf} die
“von hinten beginnend zusammengeklammerten Lyndonworter” eine Basis der
freien Liealgebra iiber / bilden.

3.2 Die Hausdorff-Formel*

3.2.1. Seien A eine (Q-Ringalgebra und N4 C A die Menge ihrer nilpotenten
Elemente. So liefern die Exponentialreihe und die Reihe von log(1+xz) zueinander

inverse Bijektionen
exp

—
Ni &7 14Ny
log
Ist weiter ¢ : A — B ein Homomorphismus von (Q-Ringalgebren, so kommutie-
ren die Diagramme

exp

Ny-2P 14 Ny 5 N,

‘| |+ |+

Np 221 4 Ny —2- N
Sind schlieBlich Nilpotente u,v € N4 gegeben mit uv = vu, so gelten die For-
meln exp(u-+v) = exp(u) exp(v) und log((14u)(1+v)) = log(1+u)+log(1+v).
All das folgt, indem man Identititen aus der Analysis in Identititen fiir formale
Potenzreihen iibersetzt, vergleiche [AN1] 6.3.10 und [AN2] 3.3.12.
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Definition 3.2.2. Sei k ein Korper. Unter einem Lie-artigen Polynom in Varia-
blen X1, ..., X, mit Koeffizienten in k£ verstehen wir ein Element der in der freien
k-Ringalgebra k|’ X7, ..., X,.| von den Variablen erzeugten Unterliealgebra. Die
unfertigen Klammern deuten hier an, dafl nicht-kommutierende Variablen gemeint
sind.

Ergdnzung 3.2.3. Sei k ein Korper. Ein Element der freien k-Liealgebra mit Er-
zeugern Xi,..., X, nach 3.1.2 nennen wir auch ein Lie-Polynom in den Va-
riablen X, ..., X, mit Koeffizienten in k. Der Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt
[DHL] 31.1.3.11 zeigt, daB der offensichtliche Liealgebrenhomomorphismus von
der Liealgebra der Lie-Polynome in die Liealgebra der Lie-artigen Polynome ein
Isomorphismus ist, vergleiche [DHL] 31.1.3.41. Dasselbe gilt mit [DHL] 31.1.3.14
sogar iiber einem beliebigen Kring k. All das ist fiir uns in diesem Zusammenhang
aber unerheblich.

3.2.4. Gegeben ein nichtnegativ graduierter Ring A = €D,., A® denken wir uns
im folgenden die Teilmenge AS™ C A stets mit der Ringstruiitur versehen, fiir die
die offensichtliche Surjektion A — A=" ein Ringhomomorphismus ist. Ist unser
graduierter Ring A sogar eine Q-Ringalgebra, so bezeichne exp_,, und log_,, un-
sere zueinander inversen Abbildungen exp und log aus 3.2.1 im Spezialfall der
Q-Ringalgebra A<".

Satz 3.2.5. Fiir alle n € N ist der in der Q-Ringalgebra Q| X, Y |=" berechnete
Ausdruck log,,((exp,, X)(exp., Y)) € Q| X, Y |=" als Element von Q| X,Y ]
aufgefafit ein Lie-artiges Polynom.

3.2.6. Der homogene Anteil vom Grad n des Lie-artigen Polynoms aus 3.2.5 heif3t
das n-te Hausdorff-Polynom /,,. Zur Ubung priife man die Formeln

MX,Y) = X+Y
ho(X,Y) = [X,Y]/2
ha(X,Y) = [[X,Y],Y]/12+ [[Y, X], X]/12

Offensichtlich gilt sogar h, € Z[(n!)"']|X,Y]. Andererseits ist nach [DHL]
31.1.3.41 die Einbettung Lalg, I — Ralg, I fir I = {X,Y} und £ C Q ein
Teilring spaltend als Einbettung von £-Moduln, und offensichtlich wird sie unter
der Erweiterung der Skalare zu Q zur entsprechenden Einbettung iiber Q. Zusam-
men zeigt das Lalgg, I NRalg, I = Lalg, I. Mithin kann ,, auch als Liepolynom
mit Koeffizienten in Z[(n!) '] geschrieben werden.

Beweis. Wir betrachten den Homomorphismus von (Q-Ringalgebren

A:QIX,)Y] - QX,Y]|®yQ|X,Y]
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mtX - X®1+1®XundY — Y ®1+1®Y. Nach dem Satz von Friedrichs
[DHL] 31.1.3.39 ist @ € Q[ X, Y | genau dann ein Lie-artiges Polynom, wenn gilt
A(a) =a® 14 1® a. Nun ist A homogen vom Grad Null. Fiir den induzierten
Homomorphismus

A QLXv YJSn — (QLXv YJ ®Q @I_Xv YJ)SH

ist also auch a € Q[X,Y|=" genau dann ein Lie-artiges Polynom, wenn gilt
Ala) = a ® 1 + 1 ® a. Bs gilt also, fiir a := log., (exp., Xexp.,Y) die-
se Bedingung zu priifen. Das Queren steht im folgenden fiir die Restklasse in
(QX,Y] ® Q| X,Y|)=" eines Elements von Q| X, Y | =" ®g Q| X, Y |=", aber
wir schleppen den zusitzlichen Index < n bei exp und log nicht mit. Jetzt rechnen
wir einfach

Aa = Alog(expXexpY)
log(expA(X)expA(Y))
= log((expX ® expX)(expY ® expY))
= log(expXexpY ® expXexpY)
= log((expXexpY) ® 1) + log(1 ® (expXexpY))
= (log(expXexpY)) ® 1 +1® (log(expXexpY))
a®l+1®a

Damit ist der Beweis fertig. [

3.3 Freie Algebren*

3.3.1. Ich erinnere daran, dal wir nach [GR] 2.2.3.2 unter einem Magma eine
Menge mit einer Verkniipfung verstehen, von der weiter keine zusétzlichen Ei-
genschaften gefordert werden.

Definition 3.3.2. Gegeben eine Menge [ verstehen wir unter einem freien Mag-
ma iiber [ ein Paar ()M, can) bestehend aus einem Magma M und einer Abbil-
dung can : I — M derart, dass fiir jedes weitere Magma N das Vorschalten von
can eine Bijektion

Mag(M, N) = Ens(I, N)

zwischen Morphismen von Magmas und Abbildungen von Mengen induziert.

Satz 3.3.3. Uber jeder Menge I existiert ein freies Magma (M, can).

3.3.4. Mit denselben Argumenten wie in 3.1.3 ist eine freies Magma liber einer
Menge im wesentlichen eindeutig bestimmt, wenn es denn existiert. Wir génnen
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ihm deshalb den bestimmten Artikel und sprechen von dem freien Magma iiber
einer gegebenen Menge. Wir notieren Mag die Kategorie der Magmas und folge-
richtig Mag" I das freie Magma iiber einer Menge 1.

3.3.5. Das freie Magma iiber einer Menge mit einm Element hatten wir bereits in
[GR] 2.2.3.19 ansatzweise diskutiert, mit M bezeichnet, und in Beziehung zu den
sogenannten Catalan-Zahlen gesetzt.

Beweis. Wir betrachten die disjunkte Vereinigung 7 LI { ), ( } der Menge I mit
der Menge bestehend aus zwei weiteren Symbolen ( und ) und bilden iiber dieser
Vereinigung wie in [TF] 2.5.2 das freie Monoid

Mon" ([|_|{>,(})

alias die Menge aller Worter einer Lange > 0 in diesen Buchstaben mit dem Hin-
tereinanderschreiben als Verkniipfung. Auf dieser Menge von Wortern erkldren
wir eine neue, nun nicht mehr assoziative Verkniipfung durch die Vorschrift

(a,b) — (ab)

mit der Notation ab fiir das Hintereinanderschreiben. SchlieBlich betrachten wir
die kleinste unter unserer neuen Verkniipfung abgeschlossene Teilmenge M, die
alle nur aus genau einem Buchstaben bestehenden Worter enthilt. Ein Element
dieser Teilmenge M wire etwa das Wort ((x(yz))w) fiir beliebige z,y, z, w € I.
Als kanonische Abbildung betrachten wir die Abbildung can : I — M, die jedem
Element x € [ das Wort mit dem einzigen Buchstaben x zuordnet. Es ist nun
leicht einzusehen, dass can : I — M die von einem freien Magma geforderte
Eigenschaft besitzt. O

3.3.6. Ich erinnere daran, daB3 wir fiir einen Korper £ unter einer k-Algebra einen
k-Vektorraum A mit einer bilinearen Verkniipfung A x A — A, (z,y) — x -y
verstehen, von der weiter keine zusétzlichen Eigenschaften gefordert werden.

Definition 3.3.7. Gegeben eine Menge [ und ein Korper k verstehen wir unter
einer freien k-Algebra iiber I ein Paar (A, can) bestehend aus einer k-Algebra
A und einer Abbildung can : I — A derart, daB fiir jede weitere k-Algebra B das
Vorschalten von can eine Bijektion

Alg, (A, B) = Ens(/, B)

induziert zwischen Homomorphismen von k-Algebren und Abbildungen von Men-
gen.
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3.3.8. Sei k ein Korper. Mit denselben Argumenten wie in 3.1.3 ist eine freie
k-Algebra iiber einer Menge im wesentlichen eindeutig bestimmt. Wir génnen
ihr deshalb den bestimmten Artikel und sprechen von der freien k-Algebra iiber
einer gegebenen Menge. Wir notieren Alg, die Kategorie der k-Algebren und
folgerichtig Alg, I die freie k-Algebra iiber einer Menge 1.

Satz 3.3.9. Gegeben eine Menge I und ein Korper k existiert stets eine freie k-
Algebra A iiber 1.

3.3.10. Wir notieren die Kategorie der Algebren iiber einem Korper £ als Alg,
und notieren dann im Sinne unserer allgemeinen Konventionen [TF] 4.8.10 die
freie k-Algebra liber einer Menge [ als

Alg, I

3.3.11. Salopp gesprochen kann die freie k-Algebra iiber einer Menge I beschrie-
ben werden als ,,der Polynomring iiber £ in nicht-kommutierenden nicht-assozia-
tiven durch ¢ € [ indizierten Variablen, ohne Konstanten. Bei ,,nicht-assoziativen
Variablen* soll man sich denken, daf} hier in Monomen stets ,,alle Klammern zu
setzen sind*. Da aber derartiges Geschwafel nicht als Definition durchgehen kann,
erklére ich die Konstruktion auch noch auf einem etwas formaleren Weg.

Beweis. Wir konstruieren A als den freien k-Vektorraum iiber dem freien Magma
iiber I, in Formeln

A = k(Mag" I) = Mod, (Mag" I)

Die Verkniipfung auf A erkldren wir durch bilineare Fortsetzung der Verkniipfung
auf dem freien Magma. Der Nachweis, da} die so konstruierte Algebra die gefor-
derte Eigenschaft besitzt, kann dem Leser iiberlassen bleiben. O]

3.4 Prisentation halbeinfacher Liealgebren

3.4.1. Im folgenden brauchen wir den Begriff der Basis eines Wurzelsystems.
Gegeben ein Wurzelsystem 2 C V' versteht man darunter eine Teilmenge II C R,
die eine Basis von V' ist und die zusitzliche Eigenschaft hat, da jede Wurzel
entweder eine Linearkombination mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten
oder eine Linearkombination mit nichtpositiven ganzzahligen Koeffizienten von
Elementen von II ist. In [SPW] 29.2.2.9 zeigen wir, dal} jedes Wurzelsystem eine
Basis besitzt und daf je zwei Basen durch ein Element der Weylgruppe unseres
Wurzelsystems ineinander iiberfiihrt werden konnen.
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3.4.2. Gegeben ein Korper & und eine Menge [ und eine Teilmenge 7' C Lalg, [
der freien k-Liealgebra iiber I verstehen wir unter der Liealgebra mit Erzeugern
I und Relationen 7" den Quotienten (Lalg, )/(T')y, der freien Liealgebra iiber k
nach dem von 7" erzeugten Lie-Ideal, fiir das ich die Notation (7")1, vorschlage.

3.4.3. Gegeben ein Korper k£ und eine Liealgebra g und eine Teilmenge [ C g
sowie eine Teilmenge 7' C Lalg, I der freien k-Liealgebra iiber I sagen wir, die
Liealgebra g werde prisentiert durch die Erzeuger / mit den Relationen 7',
wenn der durch die Einbettung I — g induzierte Homomorphismus Lalg, [ — g
iiber den Quotienten nach dem von 7" erzeugten Ideal (7T')1, faktorisiert vermittels
eines Isomorphismus

(Lalgy I)/{T)r. = @

Satz 3.4.4 (Prisentation durch Erzeugende und Relationen). /. Seien g D
b eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer Cartan’schen und 11 C
R = R(g,b) eine Basis des zugehirigen Wurzelsystems. Wiihlen wir fiir
Jjede einfache Wurzel o € 11 einen Erzeuger x, € g, des Wurzelraums, so
gibt es Elemente vy, € g_,, mit [T, Ys| = " und diese Elemente mitsamt
den h,, := o erfiillen die Relationen

[xmya] = ha Vo

[Za,ys] = 0 falls a # B;

[hashg] = 0 Va,p;

[hay 28] = (B,a")x5 Va,p;

[ (X?yﬁ] = _<67av>yﬂ VQ{:B;
(adzo) =P N (wg) = 0 falls a # 5;
(adya)' = (ys) = 0 fallsa # 5.

Genauer wird die Liealgebra g sogar prisentiert durch die so gewdhlten
Erzeuger (o, he, Yo)acnr mit den angegebenen Relationen.

2. Gegeben R D 1l ein Wurzelsystem mit einer Basis ist die komplexe Lieal-
gebra g = gry erzeugt von den Symbolen (o, ha, Yo)act mit den obigen
Relationen eine halbeinfache Liealgebra. Die Bilder der Erzeuger h, bil-
den darin die Basis einer Cartan’schen ) und es gibt einen Isomorphismus
von Wurzelsystemen R = R(g, h) mit B — (ha — (8,a")).

3.4.5. Zwei einfache Wurzeln o, 5 € II stehen stets in einem stumpfen Winkel
zueinander, die (3, @) in unserem Satz sind also stets nichtpositive ganze Zahlen.
In der Tat wire sonst 5,5 = 5 — (3, a")« eine Wurzel, bei deren Darstellung in
besagter Basis positive und negtive Koeffizienten vorkommen, und das stiinde im
Widerspruch zu unserer Definition einer Basis.
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3.4.6. Dal} wir zu unseren Erzeugern die h,, mit hinzunehmen, hat nur den Grund,
daB die Relationen dann iibersichtlicher geschrieben werden konnen. Der Satz
geht auf Serre zuriick. Die obigen Relationen, insbesondere die letzten beiden,
werden oft als Serre-Relationen bezeichnet.

3.4.7. Der zweite Teil des Satzes gilt mit demselben Beweis allgemeiner fiir die
iber einem beliebigen Korper £ der Charakteristik Null von besagten Erzeugern
und Relationen erzeugte Liealgebra.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis des ersten Teils. Dall wir zu jedem x,, ein
zugehoriges y,, finden konnen, folgt aus unserer Definition von ¥ in 2.3.16 als
spezieller Erzeuger des nach 2.3.15 eindimensionalen Raums [g,, g_,]. DaB fiir
diese Elemente ., y, und h, := o alle Relationen aus unserem Satz erfiillt sind,
ergibt sich unmittelbar daraus, daB} fiir einfache Wurzeln «, 5 weder o — 8 noch
Sa() + a Wurzeln sind, wobei letztere Erkenntnis durch Anwenden von s, aus
ersterer Erkenntnis folgt. Mit unserer Notation aus Teil 2 gibt es also schon mal
einen Homomorphismus
Or11 — @

Wir miissen nun noch zeigen, dall er ein Isomorphismus ist. Zunichst zeigen wir
nur, da} er surjektiv ist, dal also unsere halbeinfache Liealgebra g erzeugt wird
von den Wurzelrdumen zu den einfachen Wurzeln und ihren Negativen. Dazu er-
innern wir aus 2.3.12.4, daB fiir je zwei Wurzeln o, € Rmit o + 3 € R
gilt [ga, 05] = ga+p. Weiter erinnern wir aus [SPW] 29.2.3.10, daB jede positi-
ve Wurzel aus einer einfachen Wurzel erreicht werden kann durch eine Folge von
Waurzeln, bei der jedes Glied aus dem Vorhergehenden durch die Addition einer
einfachen Wurzel hervorgeht. Zusammen zeigt das, da3 unsere Abbildung eine
Surjektion gp — g sein mufl. Konnen wir Teil 2 zeigen, so mul} diese Sur-
jektion offensichtlich ein Isomorphismus sein. Also machen wir uns nun an den
Beweis von Teil 2. Er ist etwas umsténdlich und wird in mehrere Teilschritte zer-
legt.

1. Gegeben eine Halbgruppe I' versteht man unter einer I'-Graduierung einer Al-
gebra A eine Zerlegung als direkte Summe A = P Ler Ay derart, dal die Verk-
niipfung A, x A, nach A, , abbildet. Beide Konstruktionen der freien Liealgebra
tiber einer Menge [ zeigen, daf3 diese eine eindeutig bestimmte Graduierung durch
die freie abelsche Gruppe Z(I) besitzt, fir die der Erzeuger x; jeweils den Grad
¢ hat. Durch Vergroberung dieser Graduierung erhalten wir eine Graduierung der
freien Liealgebra in Erzeugern (24, Yo, ha)acn nach dem Wurzelgitter ( R) mit x,,
homogen vom Grad «, y, homogen vom Grad —« und h, homogen vom Grad 0.

2. Wir untersuchen nun zunichst die Liealgebra g = g i mit denselben Erzeu-
gern aber nur den ersten fiinf Relationen. Alle unsere Relationen sind homogen
fiir unsere (R)-Graduierung, folglich induziert sie eine ( R)-Graduierung auf dem
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Quotienten gp 1.

3. Wir zeigen nun, daB die Bilder {7, ha, 7 | @ € II} unserer Erzeuger in §
linear unabhiingig sind. Dazu betrachten wir die freie £-Ringalgebra 7" mit Erzeu-
gern (4§, )acn alias den ,,nichtkommutativen Polynomring in diesen Variablen®. Er
besitzt eine natiirliche (R)-Graduierung 7' = € 7 mit g, homogen vom Grad
(—a). Nun machen wir 7" zu einer Darstellung von g wie folgt:

he operiere auf T) durch den Skalar (A, a¥);
Jo operiere auf 7' durch Multiplikation von links mit g/,;

Z, mache die 1 € 7' zu Null. Seine Operation auf einem beliebigen anderen
Monom gzw mit einem beliebigen Monom w sei induktiv erklirt durch die
Formel Zo({5w) = daghaw + §5(Eaw). Es ist leicht zu sehen, daf wir so in
der Tat eine Darstellung 7" von g erhalten.

Da die h, durch linear unabhiingige Endomorphismen auf 7 operieren, miissen
sie bereits in g linear unabhingig gewesen sein. Da die ¢, auf 7" nicht durch Null
operieren, miissen sie bereits in g von Null verschieden sein. Dasselbe gilt fiir die
Z4. Die lineare Unabhingigkeit der Menge {7, e, Ta | a € I} folgt dann aus
der (R)-Graduierung.

4. Bezeichnet X, H,Y die von den Z,,, beziechungsweise den R, beziehungsweise
den g, in g erzeugten Unteralgebren, so gilt

j=XoHoY

In der Tat ist der Untervektorraum X + H + Y offensichtlich stabil ist unter allen
ad z,, ad 7, und ad iza und ist mithin eine Unteralgebra, die die Erzeuger enthilt.
Um zu sehen, dal unsere Summe direkt ist, reicht es zu bemerken, dal X nur
homogene Komponenten zu Graden aus |I1)\0 hat, Y zu Graden aus |—II)\0, und
H zum Grad Null. Insbesondere bilden also die Ba fiir o € II eine Basis von H.

5. Die Abbildung x : R — H* mit x(8)(ha) := (B, ") ist eine Injektion und
ihr Bild ist ein Wurzelystem «(R) C H*, fir das die Bilder der he unter dem
Auswertungsisomorphismus H — H** ein System von einfachen Kowurzeln bil-
den. Weiter besitzt x genau eine Fortsetzung zu einem Gruppenhomomorphismus
k: (R) — H* und fir alle x € g, mit vy € (R) und h € H gilt die Identitit
[h,z] = (k(7)(h))z. Unsere von der Graduierung durch das abstrakte Wurzelgit-
ter (R) gegebenen homogenen Komponenten g, fallen also zusammen mit den
r(7)-Gewichtsraumen g, fiir die adjungierte Operation von H auf g. Wir fas-
sen im folgenden meist die durch s gegebene Identifikation als Identitédt auf und
notieren sie nicht mehr explizit.
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6. Gegeben v # [ setzen wir nun

Tap = (addy)' "z,
goaﬁ = (adga)liwﬂwgﬁ

und behaupten in g die Identitit [Z., §.s] = O fiir alle . Hier sind verschiedene
Fille getrennt zu betrachten. Im Fall v # « vertauscht (ad ) mit (ad ,). Ist
auferdem v # 3, so folgt die Behauptung aus [Z.,, 3] = 0. Ist v = 3, so rechnen
wir

(75, Fasg] = (ad §a)' P (F, 5] = (ad §a) ™ (o, 8Y)Gia)
und das ist Null im Fall («, ) = 0 und auch Null im Fall («, 5¥) # 0, da dann
notwendig auch gilt (3, ") # 0. Ist schlieBlich 7 = «, so rechnen wir

[Za, Jga] = (ad Zo)(ad Fa) ) (35)

Nun aber gilt (adZ,)(75) = 0 und (ad ho)(93) = —(B,a")§s und folglich
ist die von yg erzeugte Unterdarstellung unter der adjungierten Darstellung von
(Zo, oy o) = 51(2;C) auf § ein hochster Gewichtsmodul mit hochstem Ge-
wichtsvektor 3. Damit folgt unsere Behauptung in diesem Fall aus unserer Kennt-
nis der Struktur dieser Darstellungen der s[(2; C), genauer der Formel efiv =
i(A — i+ 1) fi v fiir einen Vektor v einer Darstellung mit hv = v und ev = 0

aus dem Beweis von 1.2.14. Analog folgt [¢,, Zo5] = 0 fiir alle .

7. Sei nun K C g das von allen 7,5 und 9,4 erzeugte Ideal, so dal nach unseren
Definitionen gilt gr ;1 = g/K. Wir behaupten zunichst, da8 das von den Z,4 in
der Unteralgebra X erzeugte Ideal / C X bereits ein Ideal von g ist. In der Tat
ist es stabil unter allen (ad fzv) und nach dem Vorhergehenden auch unter allen
(ad 7). Ebenso ist das von allen ¢, in Y erzeugte Ideal J C Y bereits ein Ideal
von g. Daraus folgt unmittelbar X = I+Jund g = X/I®go®Y/Jund H = gp.

8. Es ist nach dem vorhergehenden klar, daB die Familie {Z, ha, Jo | a € 11} der
Bilder unserer Erzeuger in g auch linear unabhingig ist. Ebenso ist klar, dal} fiir
jede Unteralgebra g := (Zq, ha, Ja) = sly jeder unserer Erzeuger Za, Bﬁ, Yp In
einem endlichdimensionalen (ad g®)-stabilen Teilraum von g liegt. Fiir jede Un-
teralgebra g = (T, ha, o) = sl; ist also g die Vereinigung seiner endlichdimen-
sionalen (ad g*)-stabilen Teilrdume, denn gegeben endlichdimensionale (ad g*)-
stabile Teilrdume V, W ist auch [V, W] nach der Jacobi-Identitit ein endlichdi-

mensionaler (ad g*)-stabiler Teilraum.

9. Da g die Vereinigung seiner endlichdimensionalen (ad g®)-stabilen Teilrdume
ist, muf fiir alle A € (R) mit n := (\, &) > 0 die adjungierte Operation von
U, einen Isomorphismus (ad 7,)™ : gx — Gr_na liefern. Wegen A — na = s,()\)
folgt dim g, = dim g, fiir jedes A € (R) und jedes Element w € W der Weyl-
gruppe unseres Wurzelsystems. Insbesondere folgt dim g, = 1 fiir alle v € R, da
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fiir « € 11 ja g,, das Erzeugnis von Z,, sein muB.

10. Nun soll gezeigt werden, daB gilt g, = O fir A ¢ R LI {0}. Dazu unterschei-
den wir zwei Fille. Sei zundchst A = n+y ein Vielfaches einer Wurzel v € R
mit n > 2. Wire g, # 0, so hitten wir auch g, # 0 fiir eine einfache Wurzel
a € II. Die Darstellungstheorie von g* = sl, liefert dann aber dimg, > 1 im
Widerspruch zu dem, was wir bereits wissen. Ist andererseits A kein ganzzahliges
Vielfaches einer Wurzel, so zeigt das folgende Lemma 3.4.8, dall notwendig gilt

g, = 0. Wir haben also
s=00®Po,

YER
und die h,, fiir einfache Wurzeln o € II bilden eine Basis von g.

11. Nun zeigen wir, da3 g halbeinfach ist. Jedes Ideal von g ist ja stabil unter
(ad go), also die direkte Summe seiner homogenen Anteile. Jetzt sagt uns die Dar-
stellungstheorie von g* = sl,, daf fiir alle « € ITund v € R gilt [g,, 8] = Gy+a
falls v + @ € Rund [g,, g_a] = 9,4 falls ¥ — @ € R. UmfaBt ein Ideal einen
Wurzelraum g, fiir y € R, so umfafit es mithin nach [SPW] 29.2.3.10 auch einen
Wurzelraum g,, fiir eine einfache Wurzel o € II. UmfaBt ein Ideal einen Wurzel-
raum g, fiir v € R, so zeigen wir analog, da3 es auch einen Wurzelraum g_,
umfaft fiir o € II eine einfache Wurzel. Umfalite ein Ideal I keinen Wurzelraum,
so ldge es in gg, und wire es nicht Null, so gibe es o € Il mit a(/) # 0 und
folglich umfafite / doch einen Wurzelraum, nimlich g, = [/, g,]. Mithin umfaf3t
jedes Ideal, das nicht Null ist, fiir mindestens eine einfache Wurzel a entweder
go oder g_,. Dann aber umfalit es offensichtlich auch g* = sl; und kann nicht
abelsch sein. Folglich ist unsere Liealgebra g halbeinfach.

12. Es ist nun offensichtlich, daB h := g, eine Cartan’sche von g ist und dall wir
einen Isomorphismus von Wurzelsystemen

R = R(g,h)

erhalten durch die Vorschrift a +— (hg — {a, 8Y)). O

Lemma 3.4.8. Seien R C V ein Wurzelsystem, R™ C R ein System positiver
Wurzeln und W die Weylgruppe. Jedes Element des Wurzelgitters A € (R) mit
WA C|RT)U|—R") ist ein ganzzahliges Vielfaches einer Wurzel.

Beweis. Ist \ kein ganzzahliges Vielfaches einer Wurzel, so gibt es h € (R)j
mit (A, h) = 0 aber (o, h) # 0 fiir jede Wurzel « € R. Dann finden wir sicher
w € W mit (o, wh) > 0 fiir alle « € R*. Aus (wA, wh) = 0 folgt nun, daB in der
Darstellung wA = ) nqa von wA als Linearkombination einfacher Wurzeln
negative und positive Koeffizienten vorkommen miissen. [
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Satz 3.4.9 (Klassifikation der halbeinfachen Liealgebren). Ordnen wir jeder
komplexen halbeinfachen Liealgebra g den Dualraum einer Cartan’schen ) C g
zu mitsamt dem zugehorigen Wurzelsystem R(g,h) C b*, so erhalten wir eine
Bijektion auf Isomorphieklassen

Komplexe ~ abstrakte
halbeinfache Liealgebren Wurzelsysteme
g —  R(g,h) Cbh”

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz 3.4.4 iiber die Prédsentation halb-
einfacher Liealgebren. [

3.4.10. Dasselbe folgt mit demselben Beweis iiber einem beliebigen algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik Null. Die Klassifikation abstrakter Wur-
zelsysteme wird in [SPW] 29.2.3.9 besprochen.

Satz 3.4.11 (Klassifikation der einfachen Liealgebren). Ordnen wir jeder kom-
plexen einfachen Liealgebra g den Dualraum einer Cartan’schen by C g zu mit-
samt dem zugehdrigen Wurzelsystem R(g, h) C b*, so erhalten wir eine Bijektion
auf Isomorphieklassen

Komplexe ~ Komplexe unzerlegbare
einfache Liealgebren abstrakte Wurzelsysteme

g > R(g,h) C b*

3.4.12. Dasselbe folgt mit demselben Beweis iiber einem beliebigen algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik Null.

3.4.13. Die Killing-Klassifikation 1.1.20 folgt unmittelbar aus dem Zusammen-
spiel dieses Satzes mit der Klassifikation unzerlegbarer Wurzelsysteme in [SPW]
29.2.3.7.

Beweis. Hier muf} iiber 3.4.11 hinaus nur noch gezeigt werden, daf3 eine halb-
einfache komplexe Liealgebra genau dann einfach ist, wenn ihr Wurzelsystem
unzerlegbar ist. Nun, jede Zerlegung des Wurzelsystems fiihrt offensichtlich zu
einer Zerlegung der zugehorigen Liealgebra in eine direkte Summe von Idealen.
Umgekehrt fiihrt jede Zerlegung einer halbeinfachen Liealgebra in eine direkte
Summe von Idealen offensichtlich zu einer Zerlegung ihres Wurzelsystems. [

Bemerkung 3.4.14. Jede einfache endlichdimensionale komplexe Liealgebra g ist
auch als reelle Liealgebra einfach. In der Tat, ist a C g ein reelles Ideal, so sind
a Nia und a 4 ia komplexe Ideale, sind also jeweils Null oder ganz g. Aus a # g
folgt damit sofort g = a®ia. Insbesondere wire a eine einfache reelle Liealgebra.
Dann aber miiite a trivial operieren auf g/a, Widerspruch.
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Ubungen

Ubung 3.4.15 (Invarianten in einfachen Liealgebren). Gegeben (R, 1) ein ir-
reduzibles Wurzelsystem mit einer Basis operiert die Gruppe S aller Automor-
phismen von R, die unsere Basis stabilisieren, offensichtlich auf der einfachen
Liealgebra g := gr 1. Im folgenden bezeichnen wir einfache Liealgebren durch
das Symbol ihres Wurzelsystems. Man zeige E‘gQ = F, und Df” = Gy und
D% =~ B,,_; firn > 4 und A‘gfl_l >~ (C, fir n > 2. Hinweis: Seien «, 3 die
beiden Wurzeln nach der Verzweigung am Ende in Typ D,,. So liefert s,s3 eine
Spiegelung zu einer einfachen Wurzel in D;Sf. Hinweis: Man suche eine Wurzel-
raumzerlegung fiir die Invarianten in der Cartan’schen.

Ubung 3.4.16 (Deligne’s exzeptionelle Serie). Es gibt Inklusionen von halbein-
fachen Liealgebren A; C A, C Gy C Dy C Fy C Eg C E; C Eg. Man konnte
zwischen Gy C Dy noch so(7) alias Bj einfiigen, vergleiche [DHL] 31.1.6.41. Der
Punkt ist aber, daf} es so, wie sie dasteht, viele iiber unsere ganze Serie homogene
Formeln gibt.

3.5 Reelle halbeinfache Liealgebren®

Definition 3.5.1. Eine reelle Form eines komplexen Vektorraums V ist ein reel-
ler Untervektorraum Vg C V derart, da} die Multiplikation einen Isomorphismus
C ®g Vg = V liefert. Gleichbedeutend ist die Forderung, dal Vi ganz V' als C-
Vektorraum erzeugt und daf} jede iiber R linear unabhéngige Teilmenge unseres
Untervektorraums Vi auch iiber C linear unabhiéngig ist in ganz V.

3.5.2 (Reelle Formen und schieflineare Involutionen). Gegeben ein komplexer
Vektorraum V' erhalten wir zueinander inverse Bijektionen

reelle Formen ~ schieflineare Involutionen
VR cV 0:V >V

wie folgt: Jeder reellen Form Vg C V ordnen wir diejenige schieflineare Involu-
tion zu, die durch die Vorschrift § : a ® v — a ® v Va € C,v € Vi gegeben ist.
Jeder schieflinearen Involution 6 : V' — V ordnen wir umgekehrt ihre Fixpunkt-
menge Vi := V' zu.

Definition 3.5.3. Wenn fiir zwei reelle Formen eines komplexen Vektorraums die
zugehorigen schieflinearen Involutionen kommutieren, sagen wir auch kurz, die
Formen kommutieren.

3.5.4 (Kommutierende reelle Formen und reelle Involutionen). Gegeben ein
komplexer Vektorraum V' mit einer reellen Form Vg C V' und zugehoriger schief-
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linearer Involution # : V' — V erhalten wir zueinander inverse Bijektionen

R-lineare Involutionen & schieflineare Involutionen
o: Vg = Vg v:V — V mitfy = ~0

wie folgt: Jedem o werde die schieflineare Involution a®v +— a®o (v) zugeordnet
und jedem 7 seine Restriktion auf V¢ = V4.

Definition 3.5.5. Seien V' O Vi ein komplexer Vektorraum mit einer reellen
Form. Ein komplexer Untervektorraum W C V heie definiert iiber R, wenn
es einen reellen Untervektorraum Wx C Vi gibt derart, da die Multiplikation
einen Isomorphismus C ®g Wr — W liefert.

3.5.6. Seien V' D Vg ein komplexer Vektorraum mit einer reellen Form und sei 6 :
V' — V die zugehorige schieflineare Involution. Offensichtlich ist ein komplexer
Teilraum W C V genau dann definiert iiber R, wenn er unter 6 stabil ist, wenn
also in Formeln gilt (W) C W oder gleichbedeutend (W) = W.

Definition 3.5.7. Eine reelle Form einer C-Algebra A ist eine reelle Form Ag C
A des Vektorraums A, die gleichzeitig eine reelle Unteralgebra von A ist. Gege-
ben eine C-Algebra A liefern die Bijektionen aus 3.5.2 auch zueinander inverse
Bijektionen

reelle Formen schieflineare Involutionen
Ar C A & g: A— A
der Algebra A der Algebra A

Hier fordern wir von Involutionen einer Algebra zusitzlich, daf sie mit der Verk-
niipfung in unserer Algebra vertréiglich sein sollen.

Definition 3.5.8. Sei g, eine halbeinfache reelle Liealgebra. Eine Cartan’sche
ho C go heiBit eine spaltende Cartan’sche, wenn fiir alle H € b, die Abbil-
dung ad(H) : go — go diagonalisierbar ist. Eine halbeinfache reelle Liealgebra
heifit spaltend, wenn sie eine spaltende Cartan’sche besitzt.

3.5.9. Eine Cartan’sche hy C gg einer halbeinfachen reellen Liealgebra ist genau
dann spaltend, wenn mit den Notationen h = C ®g ho und g = C ®g go alle
Waurzeln des Wurzelsystems R(b, g) auf by reelle Werte annehmen.

3.5.10. Eine reelle Liealgebra hei3t kompakt, wenn sie endlichdimensional ist
mit negativ definiter Killing-Form. Die Herkunft dieser Terminologie wird in
[ML] 27.4.2.4 erklirt: Dort zeigen wir, dal3 die kompakten Liealgebren genau
die Liealgebren kompakter Liegruppen mit endlichem Zentrum sind. Nach 1.7.9
ist jede kompakte reelle Liealgebra halbeinfach, denn ihre Killingform ist per de-
finitionem nicht ausgeartet.
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Proposition 3.5.11 (Spezielle reelle Formen halbeinfacher Liealgebren). Je-
de halbeinfache komplexe Liealgebra besitzt eine spaltende reelle Form und eine
kompakte reelle Form.

Beweis. Die Existenz spaltender reeller Formen folgt aus der Beschreibung durch
Erzeuger und Relationen 3.4.4 und 3.4.7. Um die Existenz kompakter reeller For-
men zu zeigen, miissen wir mehr arbeiten. Gegeben ein Wurzelsystem mit Basis
R D II gibt es, wie die Beschreibung durch Erzeuger und Relationen 3.4.4 zeigt,
genau einen Automorphismus der zugehorigen halbeinfachen komplexen Lieal-
gebra

T . 8RrRI — IR II

mit7 : hy — —hound 7 : 24 — —y, und 7 : y, — —x, in den dortigen
Notationen. Er heil3t die Chevalley-Involution und stabilisiert die reelle Unterlie-
algebra gr C g := grn, die vonden (24, ha, Ya)aen erzeugt wird. Die Einbettung
dieser reellen Unteralgebra induziert nun offensichtlich einen Isomorphismus von
komplexen Liealgebren

Corogr — 9

Durch Transport von 6 : a ® v — a ® v erhalten wir eine schieflineare Involuti-
on # auf g, die mit unserer Chevalley-Involution 7 kommutiert. Per definitionem
entspricht 6§ der reellen Form gg von g. Dann aber entspricht 7 = 76 auch einer
reellen Form g™ =: € C g. Wir zeigen nun, daB die Killingform von £ negativ
definit ist. Nach 2.3.26 ist sie schon mal negativ definit auf b = (ih, | a € II)g.
Da nach 2.3.27 und in der dortigen Notation fiir alle einfachen Wurzeln o € 11
gilt K(24,Ya) € Qsp und da eh gilt kK(z4, 20) = 0 = K(Ya, Ya), ist die Killing-
form auch fiir alle einfachen Wurzeln o € II negativ definit auf (g, ® g_,)" =
(To — Ya,1To + 1Ya)r. Kennen wir bereits die Existenz einer Chevalley-Basis
3.5.12, so konnen wir dasselbe Argument ebenso fiir die Wurzelrdume zu nicht
notwendig einfachen Wurzeln verwenden und sind fertig. Alternativ kénnen wir
auch wie folgt argumentieren: Anhand der Wirkung von 67 auf b sieht man leicht,
daB (g, ® g_-) fiir jede Wurzel ~ unter 67 stabil ist. Es bleibt nur noch zu zeigen,
daB die Killingform fiir jede Wurzel v € R negativ definit ist auf (g, & g_. ).
Dazu erinneren wir aus [AN1] ?? die elementare Identitiit

P (—7?/2 %2) - ((1) _01>

Sie impliziert fiir die adjungierte Darstellung der Liegruppe SU(2) die Formel
0 a2\ _ ,.(0 -1\ (1 0 10
o (e W) 20 ) 6 )= (G)
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Da es nun einen Homomorphismus von Liealgebren s((2; C) — g gibt mit e +—
Zos B hy und f +— y,, folgern wir fiir alle einfachen Wurzeln a € II unmittel-
bar

exp(ad(5(Za — ¥a))) : ha = —hq

Offensichtlich ist dieser Automorphismus von g auch die Identitit auf ker o C .
Mithin stabilisiert unser Automorphismus die Unteralgebra f und operiert dort
wie die Wurzelspiegelung s, der Weylgruppe. Das zeigt, dal unser Automorphis-
mus g, in g,, - liberfiihrt. Andererseits ist 7 (zo — ) invariant unter 67 und unser
Automorphismus identifiziert folglich (g, & g_,)’" mit (g,,, ® g_s.,)’". Da die
einfachen Spiegelungen die Weylgruppe erzeugen und da die Weylgruppenbahn
jeder Wurzel mindestens eine einfache Wurzel enthilt, muf die Killingform damit
negativ definit sein auf (g, & g_,)?" fiir jede Wurzel v € R und die Existenz einer
kompakten reellen Form ist gezeigt. [

Erginzung 3.5.12 (Chevalley-Basis). Gegeben g D 0 eine komplexe halbeinfa-
che Liealgebra mit einer Cartan’schen und 7 : g — g ein involutiver Automor-
phismus mit 7(h) = —h fiir alle h € b, zum Beispiel unsere Chevalley-Involution
aus dem Beweis von 3.5.11, priift man leicht, da man jeder Wurzel v € R einen
Wurzelvektor z., € g, so zuordnen kann, daf} fiir alle Wurzeln gilt 7(z,) = —z_,
und [z, z_,] = ~". Weiter priift man leicht, da} diese Wahl durch 7 eindeutig
bestimmt wird bis auf Vorzeichen: Genauer gibt es fiir jede weitere Wahl 2/, eine
Abbildung s : R — {1, —1} mit 2/, = s(y)z, und s(7) = s(—) fiir alle y € R.
Wir behaupten nun, dal mit so gewihlten Wurzelvektoren fiir beliebige Wurzeln
a,f € Rmita+ § € R gilt

[xOM xﬁ] S Zxa—i—ﬁ

Ergiinzen wir also unsere Wurzelvektoren durch Kowurzeln zu einer Basis von
¢, so sind alle die Koeffizienten ganzzahlig, die wir brauchen, um die Lieklam-
mer zweier Basiselemente als Linearkombination unserer Basiselemente auszu-
driicken. Um unsere Behauptung zu zeigen, setzen wir [z, 25| = N, gTap fir
beliebige Wurzeln «, § € R mit « + § € R. Die Darstellungstheorie der sl(2; C)
liefert
N_aa+pNapg = (q +1)p

fiir p, ¢ definiert durch die Eigenschaft, daf} die o-Wurzelkette durch S genau von
[ — qa bis 5+ pa reicht. Man sieht das besonders gut an der Realisierung der ein-
fachen Darstellungen von s((2; C) durch homogene Polynome in zwei Variablen
aus dem Beweis des Klassifikationssatzes 1.2.14. Bis hierher haben wir nur ver-
wendet, daB (z,,a",x_,) die Relationen der Standarbasis von s((2; C) erfiillen.
In unserer Situation gilt nun weiter die hochst absonderliche Formel

o+ B2 _ g1
B~ p
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fiir ein beliebiges weylgruppeninvariantes Skalarprodukt auf dem Q-Spann des
Wurzelgitters. Ich kenne dafiir keinen besseren Beweis als das Durchgehen aller
Waurzelsysteme vom Rang zwei mit der Formel ||||2/||8> = (v, 8Y)/{(8,7") aus
[SPW]29.2.1.20. Mit der Invarianz s ([, 23], ¥ —a—p) = —K(2g, [Ta, T_a—p]) der
Killingform und der Identitit (7", ") = 1/||7||? fiir ein geeignetes weylgruppen-
invariantes Skalarprodukt auf dem Q-Spann des Wurzelgitters ergibt sich weiter
sofort

Nop _ Naap
lor + 5112 18117
Zusammen liefern die drei letzten herausgehobenen Formeln unschwer die Iden-
titdt No—a—sN_q,a+8 = —p?. Wenden wir nun unsere Annahme T(xy) = —2_,

an, so folgt leicht N, _o—p = —N_q041p = £pund N, 3 = £(¢ + 1) und das
sind ganze Zahlen.

Definition 3.5.13. Eine Involution ¥} einer reellen halbeinfachen Liealgebra g
heiflt eine Cartan-Involution, wenn die Fixpunktmenge der schieflinearen Invo-
lution ¥, := ¥ ® ¢ : go ®r C — go ®r C eine kompakte Liealgebra ist.

Beispiel 3.5.14. Unsere Chevalley-Involution aus dem Beweis der Existenz kom-
pakter reeller Formen 3.5.11 ist, wenn wir sie auf die spaltende reelle Form gg
von ebendort einschrinken, eine Cartan-Involution der halbeinfachen reellen Lie-
algebra gy = gr.

3.5.15 (Definitheitskriterium fiir Cartan-Involutionen). Man iiberlegt sich leicht,
daB eine Involution ¥ einer reellen halbeinfachen Liealgebra g, genau dann eine
Cartan-Involution ist, wenn die Bilinearform

ky(x,y) = K(x,Vy)

negativ definit ist. In der Tat ist ky symmetrisch und ist genau dann negativ defi-
nit, wenn die Sesquilinearform (z,y) — x(x, J.y) negativ definit ist auf gy @ C,
und das ist genau dann der Fall, wenn die Killingform negativ definit ist auf der
Fixpunktmenge von .. Wir verwenden hier die Notation x sowohl fiir die Kil-
lingform der komplexen Liealgebra gy ®r C als auch fiir die Killingformen ihrer
reellen Formen, was aber wegen [LLA2] 4.6.1.42 unproblematisch ist.

Satz 3.5.16 (Cartan-Involution und andere Involutionen). Gegeben eine reelle
halbeinfache Liealgebra go mit einer Cartan-Involution ) und einer weiteren In-
volution o gibt es ein Element der Einskomponente der Automorphismengruppe
@ € (Aut go)° derart, daf3 9o~ mit o kommutiert.

Beweis. Man priift leicht, dal o9 stets selbstadjungiert ist fiir die Bilinearform
kg aus 3.5.15. Insbesondere ist 01) diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten nach
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dem Spektralsatz [LA2] 4.1.12.15. Die zugehorige Eigenraumzerlegung muf} eine
R*-Graduierung der Liealgebra g, sein. Also ist p := (019)? ein diagonalisierbarer
Automorphismus von gy mit positiven Eigenwerten. Dasselbe folgt fiir alle p“ mit
a € R, das ja dieselben Eigenrdume hat, wobei sich die Eigenwerte nur um den
festen Automorphismus A — A* von R+ unterscheiden. Weiter kommutiert

9
go— 9o

(Jﬁ)ll iaﬂ
U

go—> 9o

und insbesondere gilt piy = ¥p~!. Dasselbe folgt wieder fiir alle p® mit o € R.
Wir behaupten nun fiir o = 1/4 die Identitt

(p*Ip~*)o = a(p™Ip™)
In der Tat gelangen wir durch p®¥ = ¥p~* rasch zur dquivalenten Gleichung
p2a190_ — 0_Q9p—2a

Da nun o9 mit p und dann auch mit allen Potenzen von p kommutiert, gelangen
wir weiter zur dquivalenten Gleichung p**Jo = o), die schlieBlich ihrerseits
sofort aus den Definitionen folgt. 0

Satz 3.5.17 (Cartan-Involutionen, Existenz und Eindeutigkeit). Jede halbeinfache
reelle Liealgebra besitzt eine Cartan-Involution und je zwei Cartan-Involutionen
sind zueinander konjugiert unter einem Automorphismus aus der Einskomponente
der Automorphismengruppe unserer Liealgebra.

Beweis. Jede halbeinfache komplexe Liealgebra g besitzt nach 3.5.11 eine schief-
lineare Involution ¥ : g — g mit einer kompakten Liealgebra von Fixpunkten g”.
Dann ist aber 1) notwendig eine Cartan-Involution der Reellifizierung g® von g,
wie man an der Formel kg = 2 Re k4 fiir die Killingform der Reellifizierung er-
kennt, die ihrerseits aus [LA1] 3.2.6.17 folgt. Ist o eine weitere Involution von g®,
so gibt es nach 3.5.16 angewandt auf g* einen Automorphismus ¢ € (Aut g®)°
derart, daB ©¥¢ ! mit ¢ kommutiert. Nun sind (Aut g®)° und (Aut g)° beide
die eindeutig bestimmte zusammenhidngende abgeschlossene Untergruppe von
GL(g®) mit Liealgebra ad g, folglich stimmen diese beiden Gruppen iiberein. Al-
so ist ¥t auch eine schieflineare Involution von g mit einer kompakten Lieal-
gebra von Fixpunkten. Ist nun speziell g, eine halbeinfache reelle Liealgebra und
g := go ®r C ihre Komplexifizierung und o = id ®c die zugehorige schieflinea-
re Involution, so muB oYy ~! eine Cartan-Involution auf der reellen Liealgebra
go = g7 induzieren. Das zeigt die Existenz. Gegeben zwei Cartan-Involutionen
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auf derselben reellen Liealgebra g, gibt es wieder nach 3.5.16 ein Element der
Einskomponente der Automorphismengruppe ¢ € (Aut gg)° derart, daB @~
mit o kommutiert. Nach dem anschlieBenden Lemma 3.5.18 sind aber kommutie-
rende Cartan-Involutionen gleich. [

Lemma 3.5.18 (Kommutierende Cartan-Involutionen). Zwei miteinander kom-
mutierende Cartan-Involutionen auf ein und derselben halbeinfachen reellen Lie-
algebra sind gleich.

Beweis. Seien ¢, 0 : gy — g unsere beiden Cartan-Involutionen. Wir betrachten
die simultane Eigenraumzerlegung. Wiren unsere Involutionen verschieden, so
gibe es X € go mit X # Ound X = —9X. Es folgte x(X,0X) = —r(X,9X),
und hier konnten nicht beide Seiten negativ sein. Widerspruch! [

Korollar 3.5.19 (Konjugiertheit kompakter reeller Formen). Je zwei kompakte
reelle Formen einer halbeinfachen komplexen Liealgebra sind konjugiert unter
der adjungierten Gruppe unserer komplexen Liealgebra.

Beweis. Ist g eine halbeinfache komplexe Liealgebra und ¢ : g — g eine schiefli-
neare Involution mit kompakter Fixpunktliealgebra g”, so ist wie im Beweis von
3.5.17 ¥ eine Cartan-Involution der Reellifizierung g® von g. Wieder nach dem
Beweis von 3.5.17 fillt die Einskomponente der Automorphismengruppe unserer
komplexen Liealgebra mit der Einskomponente der Automorphismengruppe ih-
rer Reellifizierung zusammen, und unter dieser Gruppe sind nach 3.5.17 je zwei
Cartan-Involution der Reellifizierung und damit auch je zwei kompakte reelle For-
men unserer Liealgebra zueinander konjugiert. [

3.5.20 (Kompakte Liegruppen mit trivialem Zentrum). Zusammenfassend er-
halten wir Bijektionen zwischen Isomorphieklassen

zusammenhingende kompakte ~ kompakte
. . — .
Liegruppen mit trivialem Zentrum Liealgebren
%
abstrakte o halbeinfache
Wurzelsysteme komplexe Liealgebren

Hier ist die obere Horizontale das Bilden der Liealgebra [ML] 27.4.2.4, die rechte
Vertikale die Komplexifizierung, die eine nach 3.5.11 surjektive und nach 3.5.19
injektive Abbildung zwischen den durch den vertikalen Pfeil verbundenen Men-
gen liefert, und die untere Horizontale die Teilaussage 3.4.9 aus dem Beweis
der Killing-Klassifikation. Der Weg von kompakten Liealgebren direkt zu Wur-
zelsystemen ist sogar noch etwas einfacher, weil in kompakten Liealgebren die
Cartan’schen genau die maximalen abelschen Unteralgebren sind. Der Leser mag
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zur Ubung priifen, daB die Verkniipfung unserer Bijektionen beschrieben werden
kann als die Zuordnung, die jeder kompakten Liegruppe K mit trivialem Zen-
trum das durch Wahl eines maximalem Torus 7" bestimmte und bis auf Isomor-
phismus dann doch davon unabhingige Wurzelsystem R(K,T) C X(T) ®z C
aus [ML] 27.5.5.1 zuordnet, das wir mithilfe des kanonischen Isomorphismus
X(T)®zC = (Liec T')* auch als Teilmenge des Dualraums der komplexifizierten
Liealgebra des maximalen Torus auffassen konnen.

Ergdnzung 3.5.21. Die zusammenhingende kompakte Liegruppe vom Typ G
ist die Automorphismengruppe der nicht-assoziativen R-Algebra der sogenann-
ten Oktaven aus [AL] 6.3.12.4. Ich habe das allerdings nie selber nachgerechnet.

3.6 Nilpotente Liealgebren

Lemma 3.6.1. Gegeben eine Zerlegung g = a @ b einer Liealgebra in die direkte
Summe eine Ideals a und einer Unteralgebra b wird U(a) eine Darstellung p von
g, indem wir fiir u € U(a) C U(b) setzen

(a)(u) = au Va € a
(b)(u) = bu—ub Vbeb
)

T

Beweis. Die Identitit [p(a), p(b)] = p([a, b]) ist Klar fiir a,b € a und fiir a,b € b.
Es bleibt, sie fiir a € a und b € b zu priifen, also die Identitét

a(bu — ub) — (bau — aub) = [a, bju
fiir alle u € U(a). Das aber ist offensichtlich. [l

Proposition 3.6.2. Jede endlichdimensionale nilpotente Liealgebra ist isomorph
zu einer Unteralgebra einer Liealgebra von echten oberen Dreiecksmatrizen.

Beweis. Ist unsere Liealgebra n abelsch, so ist das offensichtlich. Sonst gibt es
ein Ideal a C n der Kodimension Eins, das das Zentrum von n umfaf3t. Mit In-
duktion finden wir einen endlichdimensionalen Vektorraum V' und einen injekti-
ven Liealgebrenhomomorphismus p : a < gl(V'), dessen Bild aus nilpotenten
Endomorphismen von V besteht. Seien p : U(a) — End V' der induzierte Ringal-
gebrenhomomorphismus und / C U(a) sein Kern. Nach 1.4.1 operiert jedes Pro-
dukt von dim V' Elementen von a durch Null auf V/, also gilt fiir das von allen
derartigen Produkten erzeugte zweiseitige Ideal J notwendig J C I. Wihlen wir
eine Gerade b C n mit a @ b = n und machen U(a) zu einer Darstellung von
n wie in 3.6.1, so ist das zweiseitige Ideal J C U(a) eine Unterdarstellung. Auf
U(a)/J operiert dann b durch nilpotente Endomorphismen, da es bereits auf a
durch nilpotente Endomorphismen operiert, und a operiert durch nilpotente En-
domorphismen nach Konstruktion von .J. Nach Ubung 3.6.3 operiert dann ganz
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n durch nilpotente Endomorphismen auf U(a)/J. Andererseits operiert a nach
Konstruktion treu U(a)/I und operiert a forteriori treu auf U(a)/J und erst recht
operiert das das Zentrum von n treu auf U(a)/.J. Die Summe von U(a)/J mit
der adjungierten Darstellung von n ist mithin eine treue Darstellung von n durch
nilpotente Endomorphismen eines endlichdimensionalen Vektorraums. [

Ubungen

Ubung 3.6.3. Sein = a @ b eine Zerlegung einer Liealgebra in ein Ideal a und
ein Vektorraumkomplement b von a. Operieren auf einer endlichdimensionalen
Darstellung (V, p) von n sowohl a als auch b durch nilpotente Endomorphismen,
so operiert ganz n durch nilpotente Endomorphismen. Hinweis: Man betrachte die
zu Null absteigende Filtrierung von V' durch die Teilrdume

(p(a)'V) = (p(ar)p(az) ... pla:)v | ay € a,0 €V)
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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